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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo sobre a formalizagdo do sistema numérico dos nimeros
racionais e reais, tema este fundamental na Algebra e nas demais areas que se fundamentam em
tais conjuntos. A iniciativa de escolher esse tema surgiu da realizagdo de uma iniciacao
cientifica acerca da constru¢do do conjunto dos nimeros racionais, fazendo uso da linguagem
formal de primeira e segunda ordem. A partir disto, foi proposto realizar um estudo a respeito
da construcao e formalizagdo desses conjuntos. O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um
estudo sobre a formalizacdo dos sistemas numéricos dos nimeros racionais € reais como
sistemas matematicos, trazendo uma constru¢ao formal por meio da linguagem logica de
primeira e segunda ordem. Primeiramente estudamos alguns conceitos que serviram de base
para desenvolver as teorias propostas neste trabalho, e ap6s isso, construir essas teorias com a
devida formalidade. Sendo assim, essa pesquisa ¢ de carater bibliografico e teve como
principais referéncias: Bourbaki (1974); Chang (1990) e Keisler (1990); Deskins (1964);
Moreira (2019); Hilbert (1950) e Ackermann (1950); Kennington (2020); Krapp (2014);
Moreira (2020); Suppes (1960). Os resultados alcancados neste trabalho foram principalmente
o desenvolvimento de contetudos além dos vistos na graduagao, a utilizacdo de uma linguagem
formal para construir as teorias propostas e também a proposta de utilizar uma metodologia que
possibilite formalizagdo de uma teoria.

Palavras-chave: Sistema matematico, sistema numérico, linguagem formal.
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INTRODUCAO

Neste trabalho apresentaremos uma formalizagao dos sistemas numéricos dos racionais
e reais por meio de um sistema logico-matematico. A ideia de formalizar a construgdo de tais
sistemas, visa aprofundar o tema e desconstruir a no¢do intuitiva dos mesmos, para tal

formalizagdo utilizamos as linguagens de primeira e segunda ordem.

A iniciativa de se fazer um estudo aprofundado sobre a formalizacao desses sistemas,
surgiu principalmente da realizacdo de uma iniciagdo cientifica sobre equacdes polinomiais,
pois para realizar a solubilidade por radicais de uma equagdo ¢ necessario ter conhecimento
sobre as propriedades basicas dessas teorias. Ademais, outro fator que propiciou este estudo foi
realizacdo de outra iniciagd@o cientifica sobre a constru¢do do conjunto dos niimeros racionais,
fazendo uso da linguagem simbolica de primeira e segunda ordem. A partir disto, foi proposto

realizar um estudo sobre a formalizagdo desses conjuntos.

Para formalizar esses sistemas foram estudados alguns conceitos abrangidos pela area
da Algebra, dentre eles, os conceitos de grupo, anel, corpo, sistema numérico, algebra, sistema
relacional, sistema algébrico e sistema matematico, e também estudos da literatura historica
destas definicdes no ambito da Matematica. Além do mais, foi necessario estudar alguns
conceitos desenvolvidos pela teoria de modelos acerca da formalizagdo de uma teoria com a

utiliza¢do de uma linguagem formal.

Com isso, foram realizados estudos bibliograficos acerca do tema e as principais
referencias utilizadas sdo: Bourbaki (1974); Chang (1990) e Keisler (1990); Deskins (1964);
Hilbert (1950) e Ackermann (1950); Krapp (2014); Kennington (2020); Moreira (2019);
Moreira (2020); Suppes (1960).

Os resultados alcancados nesse trabalho foram principalmente o desenvolvimento de
conteudos além dos vistos na graduagao, a utilizagdo de uma linguagem formal para construir
as teorias propostas e¢ também a proposta de utilizar uma metodologia que possibilite

formalizag¢dao de uma teoria.
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Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢ apresentar um estudo sobre a formalizagdo dos sistemas
numéricos dos numeros racionais e reais como sistemas matematicos, trazendo uma construcao

formal utilizando a linguagem légica de primeira e segunda ordem.

Organizacao do Trabalho

O presente trabalho foi organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1, apresentaremos algumas defini¢des que serviram de base para a
construgdo dos sistemas numéricos dos racionais e reais. Nesse capitulo utilizamos uma
linguagem sincopada a fim de apresentar tais defini¢gdes na linguagem formal. Nesse capitulo
foram utilizadas as seguintes referéncias: Bourbaki (1974); Deskins (1964); Grillet (2007);
Mal’cev (1970); Moreira (2019); Moreira (2020); Pinedo (2008); Tarski (1956 - 1958) e Vaught
(1956 — 1958).

No capitulo 2, introduzimos uma abordagem logica afim de formalizar a constru¢do dos
sistemas numéricos abordados, observando que tais constru¢des foram baseadas na teoria de
sistemas matematicos. Neste capitulo foram utilizadas as seguintes referéncias: Burris (2021) e
Legris (2021); Chang (1990) e Keisler (1990); Godel (1992); Hilbert (1934) e Bernays (1934);
Hilbert (1950) e Ackermann (1950); Kennedy (2008); Kennington (2020); Moreira (2019);
O’Connor (1999) e Robertson (1999); O’Connor (2003) e Robertson (2003); Peano (1889);
Russel (1903); Russell (1963) e Whitehead (1963); Stoll (1963); Shoenfield (1967); Suppes
(1960).

Nos capitulos 3 e 4, trouxemos a construcao formal dos sistemas dos nimeros racionais
e reais, respectivamente. Para isto, definimos os pressupostos primitivos necessarios para
construgdo de tais sistemas numéricos. Neste capitulo foram utilizadas as seguintes referéncias:
Dedekind (1892); Deskins (1964); Ebbinghaus, et al (1991); Kahn (2009); Kitcher (1978);
Krapp (2014); Machado (2014); Nechaev (2011); O'Connor (1999b) e Robertson (1999b);
O'Connor (2000) e Robertson (2000); Vogel (2008); O’Connor (2002) e Robertson (2002);
O'Connor (2004) e Robertson (2004); O’Connor (1998) e Robertson (1998); O’Connor (2005)
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e Robertson (2005); O'Connor (1997) e Robertson (1997); Sieg (2003) e Schlimm (2003);
Suppes (1960); Tannery (1894); Weiss (2015).
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CAPITULO 1 - Sistemas Matematicos

1.1 Sistemas Matematicos

Para a construcao formal dos conjuntos dos numeros racionais e reais, utilizamos algumas
propriedades do conjunto dos numeros inteiros. Todas essas propriedades sdo passiveis de
demonstragdo, porém, nao serao demonstradas no contexto desse trabalho e sim consideradas

como axiomas.

Al (Vx)A0)(x+0=70+x =4 x)

A,. (Vx)(EI(—x))(x +(—x) =7 (—x) +x=40)

A;. (Vx)EAD(x-1=41-x=5x)

Ay (V) (VY)(V2)(x + (Y +2) =2 (x + ¥) + 2)

As. (V)(VY)(x +y =7y +x)

Ag. (V) (Vy)(V2)(x - (¥ - 2) =7 (x - ) - 2)

A7. (VO)(VY)(x -y =7y x)

Ag. Vx)(Vy))(V2)(x - (y+2) =g x-y+x-2)

Ao (V) (VYY) (x -y =20 > (x =2 0) V (¥ =7 0))
A (VX))(VY)(Vo)(x =gy o x+c=gy+c)

A (VO)(VY)(VO(cEZ)(x =gy o x - c =4y C)
A (VX)(VY)(Vo)(x <z y o x+c<zy+c)

Az (V)(VY)(Ve)(ceZ)(x <zgy e x-c<zy-C)
A (V)WY ((x <z Y)YV (x =29 V. (¥ <z )
Ais. (Vx)(x =7 x)

Are- (VO (V) ((x =2 ) = (v =2 X))

A7 (V)Y (V2) ((x =z I A (v =7 2) = (x =1 2))
Aig. (Vx)(x <z x)

Ars. (V) (YY) ((x Sz ¥) A (v <z x) = (x =1 9))
Azo- (V) (YY) (V2) ((x Sz y) A (¥ <z 2) = (x <z 2))
Az1- (V) (Vy)(0 <z %) (0 <z Y)((=x) - (=y) =z x - )
Az (V) (VY)(0 <z x)(0 <z y)(x - (=y) =z (=) -y =z—x - y)
Az (VX)(VY)((x <z 0) A (¥ Sz 0) = (0 <z x - ¥))
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Agora que definimos os axiomas que serdo utilizados para o processo de formalizagao,
destacamos alguns conceitos basicos a serem utilizados em nossa construgdo. Primeiramente
apresentamos o conceito de conjunto que, de acordo com Cantor (1845 — 1918), ¢ qualquer
colecdo de objetos de um todo, definidos e separados através de nossa intui¢do ou nosso
pensamento, ndo importando a natureza nem a ordem desses objetos no conjunto. Esses objetos

sao chamados de elementos do conjunto. (MOREIRA, 2019)

Defini¢ao 1. O produto direto de A por B, denotado por A X B ¢ o conjunto de todos os pares

(x,y)talquex € Aecy €B.

((4 x B) & (w)(v(x,»))((xy) ew & (x € A) A (y € B)))

Defini¢do 2. Uma relag¢do R sobre A X B, ¢ qualquer subconjunto do produto direto de A por

B.

((Re 4 x B)) & (V1) ((y) ew— (x,y) € (4 x B)))
Definicao 3. Uma relacdo R sobre E ¢ dita de equivaléncia se:

xRx
A

(V) (Vy)(Vz2) xRy — yRx
A

(xRy) A (YRz) — xRz
Defini¢ao 4. Uma relac@o R sobre E ¢ dita de ordem parcial se:

xRx
A

(Vx)(Vy)(Vz) | GRY) A(YRx) » x =y
A

(xRy) A (YRz) - xRz

Definicio 5. Uma relagdo de ordem parcial R sobre E ¢ dita de ordem total se:
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(0 (v2) (@RY) ¥ G = ) v (RD))

Definiciao 6. Uma classe de equivaléncia x ¢ o conjunto de todos os elementos y que estdo

relacionados com x, por meio da relagao de equivaléncia R.

(x & (w)(Vy)(y € w © yRx))

Defini¢do 7. Uma relagdo f € (E X E), é dita uma funcdo se:

((F:E = B) & (v0@ () € f))

Defini¢cao 8. Uma operacgdo interna ¢ sobre E ¢ uma fungdo ¢: E X E - E.
Defini¢ao 9. Uma operacdo externa ¢ sobre A ¢ uma fungdo @: A X B — A.

Definicao 10. O conjunto quociente de A X B sobre uma relagao de equivaléncia R ¢ definido

por:

(A x B/R={(x)): (wy) €@ x B)Y)

Escolio. Uma Estrutura matemdtica, ¢ um objeto matematico que unifica conceitos da
matematica e € utilizado como ponto de partida para o desenvolvimento de uma teoria. Nessa

teoria, esses conceitos podem ser considerados como primitivos. (MOREIRA, 2019)

Defini¢do 11. Uma familia de conjuntos E; em U, com j € J, denotado por (Ej)je], ¢ definido

por:

(), =& jen)(Eev)
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Defini¢do 12. Dada uma familia de conjuntos Ej, com j € Je I um conjunto de indices,

definimos o conjunto chamado de unido da familia E,, a € I, denotado por Uy¢; E,, € definido

por:

(U E,“ {x: (Qa€NA(x€ Ea)}>

a€l

Defini¢ao 13. O produto direto de uma familia de conjunto ndo vazios E,, a € I, denotado por

[Taer Ea» € 0 conjunto de todas as fungdes f: 1 = Ugyer Eq, onde f(a) € Ey, Va € 1.

<1_[ Eq = {(f:l - UEa> F (V)@ e D(f(a) € Ed})

a€l a€l

Definicao 14. Uma relagdo w-aria sobre E, onde w é um numero cardinal, ¢ qualquer

subconjunto do produto direto de E®.

Definiciao 15. Uma operagdo w-aria sobre E ¢ uma fungdo do produto direto de E® sobre o

conjunto E.

Defini¢io 14. Um sistema matemdtico, denotado por S = (E,R,0,A), é uma classe de
estrutura matematica composta de um conjunto ndo vazio E, uma familia R = (rj)jej de
relagdes w;-aria sobre E, uma familia O = (0y) ek de operagdes wy-aria sobre E' e uma familia

A = (a;);e;, de axiomas.
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E e (w)@3x)(x € w)
A

Re (3(m),,)| |7 e (HE)X £ v (6, =0)

€]

S=(E,R0,4) & A

0 © (3(0x)kek) <0k : (1_[ E) X E - E) V (o) ke = D)

AEK
A

Ae ((3 (@ier) ¥ ((aier = Q))

Escélio. No caso em que a familia de relagdes, operagdes e axiomas sdo todas vazias temos que
0 sistema matematico € apenas o conjunto E, que neste caso ndo considerado como sendo um

sistema matematico.

Escolio. Para definir o sistema matematico dos niimeros racionais e reais, iremos utilizar uma
versdo mais simples de sistema matematico, pois utilizaremos apenas um numero finito de

relagdes, operagdes e axiomas para construgdo desses sistemas.

1.2 Sistemas algébricos

Defini¢do 15. Um sistema matematico S = (E, @, 0, @), é chamado de dlgebra universal ou

simplesmente dlgebra.

Eo (w)3x)(x ew)
N

0 & 3(00)kex) (ok : (1_[ E) x E > E)

AEK

S=(E,0) &

Defini¢do 16. Uma algebra S = (E, 0), onde O = {@} e ¢ é uma operagdo binaria sobre E ¢é

chamada de magma.

(S, = (E.{p}) © S=(E,0) A3 )¢ € (0p)kek))
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Escolio. S; = (E,{¢p}), denota a algebra chamada magma.

Defini¢do 17. Um magma S; = (E, {¢}), é chamado de semigrupo se ¢ ¢ associativa.

(S1 = (E,{p})
A

V)(VY)(V2)(x oy 0 z) = (x 9 y) ¢ 2)

S;=(EA{e) &

Escolio. S, = (E, {¢}), denota a algebra chamada semigrupo.

Defini¢do 18. Um semigrupo S, = (E,{¢}), é chamado de mondide se para todo elemento de

E existe um Unico elemento neutro e, em E em relagdo a operagdo ¢.

S; = (E{p}) & A
(Vx)(EI! eq,)(x pe,=e,px= x)

Escélio. S; = (E, {¢}), denota a algebra chamada mondide.

Defini¢do 19. Um monoide S; = (E,{¢}), é chamado de grupo se para todo elemento de E

existe um Unico elemento simétrico em E, em relacdo a operagao ¢.

Sas=(E{p}) & A
V@AY (xpy=ypx=e,)

Escélio. S, = (E,{¢}), denota a algebra chamada grupo.

Defini¢dao 20. Um grupo S, = (E,{p}), é chamado de grupo abeliano ou comutativo, sc a

operagdo ¢ for comutativa.

VOV (xpy =y @ x)
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Escolio. Sg = (E, {¢}), denota a algebra chamada grupo abeliano ou comutativo.

Definicido 21. Uma algebra S = (E,{¢p,y}), é chamado de sistema numérico, sc ambas as
operagdes forem associativas, comutativas e pelo menos uma das operacdes seja distributiva

com relagdo a outra.

(S = (B, {o,¥})
A

V)(VyY)(V2)(x oy o z) = (x @ y) ¢ 2)

A
VvV Yy z) = (xPpy) Y z)
A
Se = (E,{p, ¥} & VOV (xpy =y @x)

A
(V) (vVy)xpy =y x)
A

(xp(yyz)=(xey) P (x¢2)
(Vx)(Vy)(Vz) Vv
(xpez)=C&yPpy) o (xz)

Escélio. Sg = (E, {p,y}), denota a algebra chamada sistema numérico, e seus elementos sdo

chamados de nimeros.

Defini¢do 22. Uma algebra S = (E, {¢, ¥}), é chamado de anel se, S = (E,{¢p}) é um grupo

abeliano, S = (E, {1}) é um semigrupo ¢ 1 seja distributiva em relagdo a ¢.

((s5 = B, {oD) A (52 = (B, (w}))
S = (EAp. ) & A
VOV P 9 2) = (YY) ¢ (x P 2)

Escélio. S; = (E,{p,}), denota a algebra, chamada anel.

Defini¢do 23. Um anel S; = (E, {p, ¥}) é chamado anel comutativo se, i for comutativo.
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(57 = (E' {90: l/j}))
A
(VO)(Vy)(xypy =ypx)

Sg = (E.{p,¥}) &

Escolio. Sg = (E, {o,¥}), denota a algebra, chamada anel comutativo.

Defini¢io 24. Um anel S, = (E, {p,¥}) é chamado anel com unidade se, para todo elemento

de E existe um tnico elemento neutro e, em E em relagdo a operagdo . Neste caso, tal

elemento ¢ chamado unidade do anel.

(8, = (E.{p.¥})
59 = (E, {4011/)}) < A
(Vx)(EI! ew)(x Yey,=eyPx= x)

Escolio. Sq = (E,{p,¥}), denota a algebra, chamada anel com unidade.

Defini¢io 25. Um anel comutativo com unidade S = (E,{¢p,y}) é chamado de anel de

integridade ou dominio se vale a lei do anulamento com relagdo a operacao .

((Se = E. (0. ¥D) A (So = (B {0, ¥D))
510 = (E, {(P' IIJ}) 4 N
WO (xpy=e, = (x=e,)V (v =¢,))

Escélio. S;, = (E,{p,y}), denota a algebra, chamada anel de integridade ou dominio.

Defini¢ido 26. Um anel comutativo com unidade S = (E, {¢, ¥}), é chamado de corpo se todo

elemento ndo nulo do anel admite elemento simétrico com relagdo a operacao .

((5s = & 0. ¥D) A (S = (B {0, ¥D))
Si1=E oy} & A
(Vx)(EIy)(x * e(p)(xlpy =yyPx = ed,)

Escélio. S;; = (E,{p,y}), denota a dlgebra, chamada corpo.
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Defini¢io 27. Um sistema matematico S = (E, R, @, @), é chamado de sistema relacional.

Eo (w)3x)(x e w)
JAN

Re(3(),,)|ne (HE) X E

€]

S=(ER) &

Definicio 28. Um sistema matematico S = (E, R, 0, @), é chamado de sistema algébrico ou

estrutura algébrica.

Eo (w)(3x)(x € w)

A
R A(r;) . . C E E
S=(ER0) & @( (T;),e,) J (1;,[ )x
A
0 < (3(or)kek) <0k : <HE> x E _’E>

AEK
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CAPITULO 2 — Sistemas Formais

2.1 Abordagem Historica

Nesta se¢do falaremos sobre a evolugdo da logica matematica. Comecando pela /ogica
proposicional, em seguida a logica de predicados e por fim a teoria de modelos destacando os

principais matematicos que contribuiram para o seu desenvolvimento.

A légica proposicional, devida a Aristoteles (384 — 322 a.C), de acordo com O’Connor
(1999a) e Robertson (1999a) trouxe grandes contribui¢des para sistematizar a logica dedutiva
na matematica. De acordo com Burris (2021) e Legris (2021), o livro “Mathematical Analysis
of Logic” publicado em 1847 por George Boole, foi a primeira tentativa de algebrizagdo da

l6gica aristotélica, que atualmente é conhecida como Algebra Booleana.

Em meados de 1889, Giuseppe Peano (1858 — 1932) em seu artigo intitulado
“Arithmetices Principia, Nova Methodo Exposita” propds um conjunto de axiomas para
formalizagdo da teoria dos numeros naturais. Peano (1889), afirma ter fundamentado parte das
notacgdes e proposicdes logicas empregada em seu trabalho, baseado nos estudos de George
Boole. Dois fatos importantes que observamos nesse artigo foi o uso de um método axiomatico
para construcao dos niimeros naturais € a 16gica simbolica da época para formalizar essa teoria,
simbologia essa bem diferente em comparagdo com as notagdes que sao empregadas na logica
atualmente. De fato, Kennedy (1974) afirma que Peano ¢ mais conhecido por ser um pioneiro

da logica simbdlica e um promovedor do método axiomatico.

Alguns anos apos Giuseppe Peano trazer suas contribui¢des para a teoria dos niumeros,
outros matematicos continuaram os estudos para l6gica matematica. Em 1903 o matematico
Bertrand Russell (1872 — 1970), publicou seu livro intitulado “The principles of Mathematics”,
que segundo ele Russell (1903) tem dois objetivos principais: Provar que toda matematica pura!

trabalha exclusivamente com conceitos derivados de um niimero pequeno de conceitos 16gicos

! “Matematica pura ¢ a classe de todas as proposi¢des da forma “p implica ¢”, onde p e g sdo proposi¢des contendo
uma ou mais variaveis, as mesmas nas duas proposi¢des, € nem p € nem ¢ contém quaisquer constantes exceto
constantes logicas.” (RUSSELL, 1903, p. 3, traduc@o nossa)



24

fundamentais e que todas proposi¢des desse contexto podem ser deduzidas por um nimero
pequeno de principios 16gicos. O segundo objetivo ¢ trazer uma explicacdo de alguns conceitos

fundamentais que a Matematica aceitava como indefiniveis.

Pouco tempo apds a publicagao do livro, outros estudos do autor foram desenvolvidos,
nos quais ele escreveu em conjunto com Alfred North Whitehead (1861 — 1947). No ano de
1910 eles publicaram o primeiro volume de “Principia Mathematica”. No prefacio Russell
(1963) e Whitehead (1963) afirmam que os trabalhos de Giuseppe Peano que os motivaram
para o tratamento simbdlico-16gico abordado no livro. Neste livro, os autores trouxeram pela
primeira vez a notagdo de quantificador existencial (3) e operador descrigdo (1), trazendo
também as suas utilidades no contexto da logica. A estrutura sintatica do livro em questao,
possui uma familiaridade grande com célculo de predicados, isto é, Whitehead e Russell podem
ser considerados inspiradores para o desenvolvimento do céalculo de predicados como teoria da

l6gica matematica.

Em meados de 1928 foi publicado o livro “Grundziige der theorntischen Logik™ que foi
escrito pelos matematicos David Hilbert (1862 — 1943) e Willhelm Ackermann (1896 — 1962),
neste livro ¢ discutido os principios da légica matematica. O proposito da linguagem simbdlica
na légica matematica € alcangar na logica o que se tem alcangado na Matematica, ou seja, o
tratamento cientifico exato de seus assuntos, destacando que as sentengas e conceitos sao
representados por formulas livres de paradoxos semanticos, que sdo comumente encontradas
na linguagem sincopada. De fato, Hilbert e Ackermann consideram que o ponto alto do
desenvolvimento da logica matematica € o uso da linguagem simbolica foi devido ao
surgimento do livro “Principia Mathematica” escrito por Whitehead e Russell. Pouco tempo
depois Hilbert baseado na logica tenta introduzir uma nova metodologia para formalizacdo da

Matematica. (HILBERT, 1950) e (ACKERMANN, 1950)

Hilbert e outros matematicos deram continuidade aos estudos da logica matematica, e
em 1934 foi publicado o livro “Grundlagen der Mathematik” escrito por David Hilbert (1862
—1943) e Paul Isacc Bernays (1888 — 1977). Esse livro trata de alguns aspectos da formalizacao
dos fundamentos da Matematica, trazendo principalmente aspectos sobre 16gica matematica e

teoria dos numeros.
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Ele trata da logica proposicional de maneira rigorosa, que ja vinha sendo desenvolvida
por Peano, Russell e Whitehead em seus publicados. O ponto alto do mesmo ¢ a introducao da
abordagem de sujeito, predicado, variaveis e parametros nas sentencas logicas. A uniao dessas
ideias com a estrutura da ldgica proposicional, ¢ chamada de logica de predicados, tendo em
vista que o principal motivador de sua investigacdo foi devido as limitagdes que a logica
proposicional apresentava para formalizar determinadas inferéncias. Além disso, os autores
enfatizam que o objetivo principal da logica de predicados ¢ de formalizar qualquer teoria

axiomdtica. (HILBERT, 1934) e (BERNAYS, 1934)

Segundo O’Connor (2003) e Robertson (2003) uma das grandes descobertas na logica
matematica durante o século XX, foram os teoremas da incompletude, provados por Kurt Godel
(1906 — 1978) e que foram publicados no livro “Uber formal unentscheidbare Siitze der

Principia Mathematica und verwandter Systeme” em 1931.

Neste livro, Godel (1992) disserta um pouco a respeito dos sistemas axiomaticos
estabelecidos em “Principia Mathematica” e o sistema axiomatico para a teoria de conjuntos
de Zermelo-Fraenkel, sendo eles os sistemas axiomaticos mais abrangentes da época. Gddel
afirma que € de se supor que a partir dos axiomas e regras de inferéncias estabelecidos nesses
sistemas axiomaticos sejam suficientes para formalizar qualquer questao matematica da mesma,
porém, o autor refuta essa suposi¢do e enfatiza ndo ser uma particularidade dos sistemas

axiomaticos supracitados, mas de uma classe muito extensa de sistemas formais.

2.2 Abordagem Formal

Defini¢do 29. Um sistema formal ou légico para um sistema matematico S = (E,R,0,A4),
consiste em um sistema de pensamento abstrato bem definido em S, composto de uma

linguagem, denotada por L(S), bem como o seu estudo sintatico e semantico.

Escolio. Para construir uma linguagem L (S) para um sistema matematico S, ¢ necessario

determinarmos sua assinatura, isto ¢, um conjunto X'(S) de simbolos.

Defini¢do 30. Uma sequéncia de simbolos da assinatura, representado por a;a,---a, ¢

chamada expressdo da linguagem L(S). Para a formacao das expressdes da linguagem L (S), ¢
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necessario um conjunto de regras de sintaxe. Do ponto de vista semantico, uma expressao

podera ser uma varidvel, um termo ou uma formula.

Definigiio 31. Se X'(S) e 2'(S) sdo assinaturas das linguagens L(S) e L'(S) e se X(S) < 2'(S),

entdo dizemos que L(S) é uma restrigao de L'(S) ou que L'(S) é uma extensio de L(S).

Definicio 32. A cardinalidade de uma linguagem L(S) ¢é definida por card(L) =
max{card(}(S)), Xy }.

Defini¢do 33. Um sistema formal de primeira ordem para S = (E,R,0,A) é um sistema

formal, composto de uma linguagem de primeira ordem, denotada por L*(S) e regras de sintaxe.

Escélio. A assinatura de uma linguagem L (S) é composta de simbolos constantes, relagées e

operagoes.

Exemplo 1. A assinatura da linguagem L!(S;) do sistema matematico Sy = (Z, {=

, <} {+,}, {4, }1cL ), € denotada por X (Sy) é definido por:
Z(Sz) = {{a, aj, b, bj, S, Z, Zj}jEN' {=, <, E}, {+,',/\,V,M, -, >, (—)}}

e a card(Sy) = max{card(}.(S7)), X} = X,

Exemplo 2. A assinatura da linguagem L'(Sp) do sistema matematico Sq = (Q,{=

, <} {+,}, {4 }icL), € denotada por Z(SQ) ¢ definido por:
Z(SQ) = {{a’ aj’ b’ b]’ 9z Zj}jEN' {:’ S, E}, {+.',/\.V,M; -, (_)}}

ea card(SQ) = max{card(Z(SQ)), NO} =Ny
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Observe que {a, aj, b, bj, -, z, Zj}jeN representa uma familia de objetos de Q, = ¢ < sdo as

relagdes de igualdade e de ordem total em Q e € uma relagdo unaria, + e - representa as

operagdes de adi¢do e multiplicagdo em Q e AV, V, =, =, & sdo operadores 10gicos.

Exemplo 3. A assinatura da linguagem L'(Sg) do sistema matematico S = (R,{=

, <} {+, 1, {4, }1cL), ¢é denotada por X (Sg) € definido por:
Z(Sgp) = {{a, aj,b,bj, -,z Zj}jeR, {= < elL{+AVY, >, <—>}}

e a card(Sg) = max{card(Q.(Sg)),No} = N\,

Observe que {a, a;, b, bj, v Z, Zj} representa uma familia de objetos de R, = e < sdo as

JER
relacdes de igualdade e de ordem total em R e € uma relagdo unaria, + e - representa as

operagdes de adi¢do e multiplicagdo em R e A,V, V, =, —, < sdo operadores logicos.

Outros simbolos que sdo de extrema importancia para compreender o sistema formal e

representar a linguagem L(S) sdo:

Variaveis: Sdo expressos por letras do alfabeto latino {a, b, :-,z}, com ou sem indices e

representam de maneira abstrata, um elemento do conjunto E.

Exemplo 4. No contexto do sistema dos niimeros racionais e reais {a, aj, b, bj, -, z, Zj}jEN e

{a, aj, b, bj’ ez, Zj}je]R representam objetos genéricos dos respectivos sistemas supracitados.

Observe, que a representacdo dos objetos de S € Sg utilizada anteriormente néo explicita como

sd0 os objetos desses sistemas, mas adiante nos capitulos 3 e 4 explicitaremos esses objetos.

Quantificadores logicos: Para quantificar os objetos do conjunto E, sdo utilizados os

quantificadores universal e existencial, que sdo simbolizados por V, 3 e 3! respectivamente.

Exemplo 5. (Vx)3!y)(x+y =y +x=0)
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Operadores logicos: Para operar sentengas logica sdo utilizadas as seguintes expressdes A
(conjuncgado), V (disjun¢do inclusiva), V (disjuncdo exclusiva), - (negag¢do), — (condicional) e

< (bi condicional).

Exemplo 6. (Vx)(Vy) (x y=0->(x=0Vv(y= 0))

Exemplo 7. (Vx)(Vy) ((x <y)Vx=y)vy< x))
Parénteses: (), funcionam como pontuagao na separagao entre os termos ¢ formulas.
O simbolo <: Significa que “ o lado esquerdo € notagdo para o lado direito”.

Exemplo 8. 0, (x{, x5, **, X,) © 0xX; *** X, onde o), representa uma operagdo qualquer de um

sistema matematico.

Exemplo 9. 7;(xy, x5, **, X,) < 7jX; -+ X, onde 7; representa uma relagdo qualquer de um

sistema matematico.

Operador descricdo: A letra grega ¢ (iota), possui o seguinte significado “um objeto tal que

. .9,

Exemplo 10. Para representar o sistema numérico dos nlimeros inteiros nao-negativos como

subconjunto de Z, usando linguagem formal de primeira ordem:
Zt © w)(wc Z)(Vx)(x ew & x = 0)

A sentenga acima lé-se: Z* é uma notagdo para subconjunto w de Z tal que para todo x, x

pertence a w se, € somente se, x ¢ maior ou igual a zero.

Exemplo 11. Para representar o conjunto vazio como subconjunto de R, usando linguagem

formal de primeira ordem:

0= w)(w c R)(Vx)(x € w)
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A sentenga acima lé-se: @ ¢ uma notagdo para o subconjunto w de R tal que para todo x, x ndo

pertence a w.

Sentenca Vilida: O simbolo E no inicio de uma sentenga, representa que “a sentenga -+ €

valida”.
Exemplo 12. E (3x)(x e N)(x — 1 =0)

Para constru¢do dos conjuntos dos numeros racionais ¢ reais, utilizaremos o simbolo (E;);¢;,

para denotar sentengas verdadeiras dentro do nosso contexto.

Descri¢ao de definicao: O simbolo def, descrito sobre alguma relagdo ou operador logico
estabelecida em um sistema matematico, significa que decorre de definigdes previamente

estabelecidas.

Exemplo 13. (Vn)(n e N)(n- 1 & n)
Exemplo 14. (vVx)(x € 7) ((x >0 S @mmeN) (xemt 1, 1)))

Absurdo?: A letra grega A (lambda), possui o seguinte significado “A condigéo ---, implica em

um absurdo”

Exemplo 15. Ax)(x eN)(x+1=0) > (x=-1) - 4
Exemplo 16. (3x)(x e R)(x2 + 1 =10) - (x = i\/—_l) - A

Defini¢io 33. Um fermo de L'(S) é uma expressio usada para representar os objetos de S. Os
termos elementares de uma linguagem sdo constantes (c;);e;, que denotam os elementos do
sistema S. O agrupamento de dois ou mais termos, obtidos através de opera¢des continua sendo

um termo.

2 Essa simbologia foi introduzida por loseph Peano, em seu livro “Arithmetices Principia nova methodo exposita”,
e ¢ utilizado quando uma sentencga resulta em um absurdo ou ¢ falsa. (PEANO, 1889, p. 6)
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Defini¢io 34. Uma férmula atomica da L' (S) ¢ uma expressdo do tipo 7;(t, -+, t,,), onde 7; &
uma relagdo e tq, - t, s@o termos da linguagem. O agrupamento de duas ou mais formulas
atdmicas, obtidos através de operadores l6gicos e regras de sintaxe, determinam as formulas

moleculares.

Definicao 35. As varidveis de uma formula, podem ser dependentes ou independentes. As

varidveis independentes sdo chamadas de pardmetros ou varidaveis livres.

Defini¢do 36. Uma formula sem parametros, F(xq,,x,) ¢ também chamada de formula

fechada ou proposicao.

Defini¢ao 37. Uma derivacao formal em um sistema matematico S, denotada por g, consiste
de um agrupamento de uma sequéncia finita de proposi¢des verdadeiras, que denotamos por
P; - P, = -+ = P, onde cada proposi¢ao P;, da derivagdo formal ¢ obtida pelo passo P;_; =

P;, utilizando os objetos do sistema matematico S e as regras de derivacdo de um sistema formal.

Defini¢do 38. Um teorema em um sistema matematico S, consiste na proposi¢do obtida no
ultimo passo de uma derivagao formal g, utilizando os axiomas de uma estrutura matematica

S e as regras de derivacdo de um sistema formal.

Escolio. Um teorema em um sistema matematico S, no qual ja foi mostrado a sua veracidade,

pode ser considerado como axioma de S.

Defini¢do 39. Um corolario de um sistema matematico S, consiste em uma proposicao

verdadeira obtida de uma derivagdo formal g, utilizando um teorema de S.

Definicido 40. Um lema de um sistema matematico S, consiste em uma proposi¢ao verdadeira
obtida de uma derivagdo formal +p, utilizando resultados ja demonstrados em S e que sera

utilizado para obter um teorema ou corolério.

Defini¢ao 41. Um predicado é uma funcdo P, onde seus valores P(xq,X5,*,X,), S0

sentengas sobre n-uplas.
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Defini¢ao 42. Uma lei ou tautologia de um sistema matematico S, ¢ uma férmula que se torna

valida, sob qualquer interpretagdo ldgica das varidveis dos predicados.

Definicido 43. A reunido de conceitos primitivos e derivados, leis, conjecturas, teoremas
corolérios, lemas, paradoxos e demais possiveis resultados decorrentes dos objetos de um
sistema matematico S, obtidos através de um sistema formal, é chamado de teoria formal de S

e neste caso S ¢ chamado de modelo matematico para essa teoria.
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CAPITULO 3 — Teoria dos Ntiimeros Racionais

3.1 Abordagem Historica

Segundo O'Connor (1999b) e Robertson (1999b), um dos primeiros indicios do
surgimento intuitivo dos nimeros racionais e irracionais foi no Egito antigo com o livro “7The
Elements” escrito pelo filésofo matematico Euclides de Alexandria (325 - 265 a.C). Sua obra ¢
dividida em 13 livros e daremos destaque aos livros 7 ¢ 10, que trata acerca da teoria dos
nimeros. No livro 7 ¢ apresentado o famoso Algoritmo de Euclides que ¢ utilizado para
determinar o maior divisor comum entre dois nimeros, que hoje ¢ amplamente generalizado e
utilizado em diversos contextos da Matematica. No livro 10, o autor discute algumas nogdes
sobre numeros racionais e irracionais, estudados anteriormente pelo filésofo grego Theaetetus

de Atenas (417 - 369 a.C) acerca de medidas comensuraveis e incomensuraveis.

De acordo com O'Connor (2000) e Robertson (2000), na india, o matematico e
astronomo Brahmagupta (598 - 670) escreveu o livro “Brahmasphutasiddhanta” que trazia uma
das primeiras tentativas de inser¢do dos nimeros negativos e do zero. Neste livro, ele definia o
nimero zero como sendo a subtragdo de um ntimero por si mesmo, propondo também estender

os conceitos da aritmética para realizar divisoes pelo nimero zero, no qual ele sugere que:

e Numeros positivos ou negativos quando divididos por zero sdo uma fra¢do do zero como
denominador;

e O zero dividido por nimeros negativos ou positivos € zero ou € expresso como uma
fracdo com zero como numerador e a quantidade finita como denominador;

e Zero dividido por zero ¢ zero.

Sendo algumas dessas propostas equivocadas e devido aos avangos da aritmética dos numeros
cairam em desuso. Apesar disso, ndo deixou de ser uma boa tentativa, a de inserir os nimeros

negativos e o zero visando estender o sistema numérico da época.

Segundo Vogel (2008), o matematico alemao Johannes Widmann (1462 - 1498) em
1489 publicou o livro “Behende und hupsche Rechnung auf allen kauffmanschafft”’, no qual

trazia pela primeira vez a simbologia na adi¢do (+) e subtracdo (—). Algum tempo depois
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surgiu o simbolo para representar a relagdo de igualdade (=) no livro “The Whetstone of Witte”
escrito por Robert Recorde (1510 - 1558) que foi publicado em meados de 1557. (O'CONNOR;
ROBERTSON, 2002)

Entre os séculos XVI e XVII foi um grande momento de criacdo e elaboracdo das
simbologias que sdo empregadas hoje em dia no contexto da Matematica. Segundo O'Connor
(2004) e Robertson (2004), o matematico Simon Stevin (1548 - 1620) foi o primeiro a descrever
completamente as fragcdes decimais com a devida formalidade e disseminar seu uso na Europa.
Pouco depois, o matematico John Napier (1550 - 1617) introduziu a representacdo decimal de

uma fra¢do. (O'CONNOR; ROBERTSON, 1998)

Um dos matematicos que contribuiu para o desenvolvimento da teoria dos nimeros
racionais foi Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781 — 1848), que torno de 1820 ¢
1825 escreveu algumas anotacgdes acerca dos nlimeros racionais, que sO vieram a ser publicados
no livro “Reine Zahlenlehre” em 1976 e editado por Jan Berg. (O’CONNOR; ROBERTSON,
2005).

Segundo Kitcher (1978) o livro traz o desenvolvimento aritmético da teoria dos niumeros
racionais evidenciando a contribui¢do efetiva de Bolzano, por meio da generalizagdo da

operacgdo das operacdes elementares, bem como a prova algumas propriedades.

Ap6s definir essas operagdes ele introduziu a operagdo de divisdo, caracterizando essa
como operacao inversa da multiplicacdo, e assim ele desenvolveu o conjunto dos nimeros
racionais como um conjunto fechado para as operacdes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e

divisdo. (Kitcher, 1978) e (EBBINGHAUS, et al 1991)

Outro matematico que contribuiu para construcao da teoria dos numeros, foi Richard
Dedekind (1831 — 1916). Grande parte de seu mérito advém da construgao dos nimeros reais
desenvolvida por ele, mas apesar disso um aspecto que poucos sabem € que o mesmo também
sabia formas de construir os nimeros inteiros e racionais, como extensdes do conjunto dos

numeros naturais.

De acordo com Sieg (2003) e Schlimm (2003), Dedekind deixou trés manuscritos sobre

o desenvolvimento dessas teorias, sendo eles, “Die Schopfung der Null und der negativen
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ganzen Zahlen”, “Ganze und rationale Zahlen” e “Die Erweiterung des Zahlbegriffs auf Grund
der Reihe de natiirlichen Zahlen”, sendo que os dois primeiros manuscritos foram escritos por
volta de 1872 e o terceiro depois de 1888. Todos os manuscritos foram encontrados em
Dedekind’s Nachlass e nao foram publicados pelo autor, a partir disso faremos uma breve

discussdo a respeito do primeiro e segundo manuscrito.

De acordo com Nechaev (2011) o matematico Jules Tannery (1848 — 1910) foi quem
construiu 0s nimeros racionais como pares de nimeros inteiros, e foi publicado em seu livro
“Legons d’ Arithmétique: théorique et pratique” em seu promulgado Tannery definiu uma
fragdo (nimero racional), igualdade entre fragdes e as operagdes de adigdo e multiplicacao.
Diferente de muitos matematicos que tratam a teoria dos numeros de maneira totalmente

algébrica, o autor abordava a sua constru¢do baseado em aspectos totalmente geométricos.

(TANNERY, 1894)

De acordo com O'Connor (1997) e Robertson (1997) no século XIX, o matematico
Giuseppe Peano (1858 - 1932) prop6s um conjunto de axiomas para formalizacdo da teoria dos
numeros naturais publicados em seu livro “Arithmetices Principia nova methodo exposita” em
1889, tal contribuicdo possibilitou a construcao formal da teoria dos numeros inteiros e

consecutivamente a teoria dos nimeros racionais € reais.

3.2 Abordagem algébrica

o ((Z X Z) “{(x,y): (x€Z)A(y € Z*)})
P, e (R = {((ab)(c,d) € (Z x Z)?: ((a,b)R,(c,d) @ a-d =gz b-c)})

P, e ((Vx)(lex))
|_



(x © (a,b))
l
(xR1x)

()
((a,b)R,(a, b))
Pl I A7
(a-b=zb-a)

Pz © (V) () ((R1y) - (VR:x)))

-

((x S (a, b)) A (y < (c, d)))
)
(xR1y)
¢
((a, b)R,(c, d))

Ip
(a-d=yb-c)
l A16
(b-c=ga-d)
14,
(c-b=57d-a)
Ip
((c,d)Ry(a, b))
()
(YR1x)

Py & (0@ 2 (((Ri) A GR12) » (cR12))

-
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((x S (a, b)) A (y s (c, d)) A (Z o (e, f)))
l
((ley) A (}’R1Z))
()
(((@,b)Ri(c,d)) A ((c, )Ry (e, 1)) )
Tp
((a-dzzb-c)/\(c-fzzd-e))
:I:Au
(@) f=2G-0)-FA(b-(c- =y b-(d-e))
T4
(@D f=g-)-F)A(b-0) - f=2(b-d)-e))
Ly,
((a-d)-f=g(b-d)-e)
T 4
(a-(d-f)=zb-(d-e))
T4,
(a (f-d)=zb-(e-d))
T 4
(@@ f)-d=5(b-e)-d)
d#07 4,
(@a-f=zb-e)
Ip
((a,b)Ry(e, 1))

)
(xR,7)

P, & (R2 of {((a, b), (c, d)) € (Z x 73)?: ((a, b)R,(c,d) @ a-d<zb- C)})

Poy & (Y1) (¥Y)(V2) ((R2y) A (VR,2)) = (xR,2))

-



(ko @Ay o @d)A(zo @h)))

)
((xRZJ’) A (szz))
)
(((@, )Ry (e, D)) A ((c, IR (e. 1))
Tp
((@a-d<gb-c)A(c-f<zd-e))
- Ag3
(@ d)-f<g®-c)-f)n(b-(c-f)<gb-(d-e)))
1 4,
((a-d)-f<zb-(d-e))
14,
(a-(d-f)<zb-(d-e))
la,
(a-(f-d)<zgb-(e-d))
1 4,
(@ f)-d<g(b-e)-d)
\ Ag3
(a-f<zb-e)
Tp
((a,b)Ry(e, 1))
()
(xRyz)

||
Py & (Ry {((a, b),(c,d)) € (Z x Z})? : (((a, b)R,(c,d)) v ((a, b)R,(c, d)))})

Ps1 © (V)(¥y) ((xR) ¥ (xR, ) V (YR,x) )

-



]
P;, & (Vx)(xR3x)

-

(
(
(

((x s (a, b)) A (y o (c, d)))
l
Ay
l
PZ
(a-d<zb-c)e((a,b)Ry(c,d))

Vv

Pl
(a-d=yzb- c)<—>((a, b)R, (c, d))

Vv

PZ
(c-b <z d-a)e((c,d)Ry(a b))

l
((xRZJ’) vV (xRyy) Vv (szx))

P1.1
l
(Vx)(xRyx)
lp,
(xR3x)

Ps3 © (v (V) (((xR3) A (R3%)) » (xR3y) )

-

|
|
|
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((x e @h)A(y e ( d)))
l
((xR3y) A (R3x))
¢
(@R ¥ xRe)) A (GR1) ¥ (VR)))
)
P13 = (V0 (79) (((R19) A GR10)) ~ R1)
\

((Vx)(w) ((((ley)) A (YRy%)) =3 A))
\

((Vx)(vy) <((szy) A (YR1x)) ™ /1>>
v

P31
((Vx)(Vy) <((XR23’) A (YRyx)) — A))

L & (0 ¥2) ((R1y) A WR22) > (xR22))
|_

(xe @A e @d)A(ze @h))

l
((xR1y) A (YR,2))
0
((@B)R1(c, D) A ((c, )R (e, )
P, P,
((a-d=gzb-)N(c-f<zd-e))
14,
((@-dy-f=2b-0)-f)A(b-(c- )<z b-(d-e)))
1 4
((@ad)-f=pb-0)-FA(b-c)-f<gb-(d-e))
1 4,
((@-d) - f<zb-(d-e)
1 4

(a-@-f)<zb-(d-e))

la,



la,
(a-(f-d)<zgb-(e-d))
1A,
(@ f)-d<zg(b-e)-d)
lag,
(a-f<gzb-e)
lp,
((a, )Ry (e, )
¢
(xR,z)

L & (V02 ((R2) A GR12) > (xR>2)))

|_

((x e @h)A(ye (cd)A(ze (e f)))
l
((xR2y) A (YR12))
()

(((@ bR (e, d)) A ((c, )R (e, £)))
p,lp,
((@-d<zb-c)A(c-f=zd-e))

bag
((@d)y-f<g®-0)-f)n(b-(c-f)=gb-(d-e)))
1 4
((@-d)y-f<gb-0)-f)A(b-c)-f =g b-(d-e)))
b 4y,
((@d)-f<zb-(d-e)
1A
(a-@-f)<zb-(d-e))
14,
(a-(f-d)<zb-(e-a))
1 A
((a-fH-d<z-e)d)
bag,
(a-f<zb-e)
lp,
((a,b)Ry(e, )
g
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(xR;2)

|
Prs & (V02 (((R3y) A WRs2) > (xRs2)) )
|_

((x S @h)A(ye (d)A(ze (e f)))
((xR3y) i\ (YR32))
(R v GR) A (GR12) ¥ (VR,2))
Py > (V%)(¥Y)(V2) (((xiely) A (YR12)) = (xRy2) )
\

Prs = (Y0 (YY) (V2) ((XR2Y) A (YR,2)) = (XR,2))
\

Ly = (YX)(Vy)(V2) (((xR1Y) A (VR,2)) = (xR,2) )
\

Ly = (V) (V) (¥2) (((¥R) A (YR, 2)) = (xR,2))

=0 ((6d) 2 {(ab) € (Z X ) : (a,b)Ry(c,d)})

=, o (Q o (@ x 2)/R, & {(@b) : (a,b) € (Z x Z*)}»

Escolio. Agora que definimos os objetos de Q, vamos inserir a notacdo usual que estamos
habituados que a representacdo dos objetos de Q, como fracdo que serdo usados apenas em

alguns exemplos desse capitulo, ou seja,

Q

— o (a,b)

S

Fyse (=Q o {(W,m) E@xQ): ((a, b) =Q (c,d)ea-d=gzb- C)})



42

F& (<Q def {((a,_b),m) EQxQ): ((a, b) <q(c,d)oa-d<zb- c)})

o (o= (@ TD) e @x 0 (@ = o) (@5 < @)}

Escolio. A partir desse momento as relagdes =g € < passaram a ser vistas respectivamente

como a relacdo de igualdade em Q e a relacdo de ordem total em Q.

3.3 Operacoes de adi¢ao e multiplicacio dos numeros racionais

VO (1 e D ey )

xy)r+txy)eox+y

(x+y=Q (a,b) + (c,d) =q (a-d+b-c,b-d))

P, e ((Vx)(Vy)(Vz)(Vw) (((x =q w) A (y =q Z)) - (x +y=qw+ z)))

-

<(x < (a, b)) A (y < (c, d)) A (z =3 (e,f)) A (W =3 W))

\)
((x =qw) A (¥ =¢ Z))
)
(@D =¢ @) A (d) = 1))
Ip
((a-h=zb-g)A(c-f=Zd-e))

14,
((@-hy-@-H=®-g)-d -H)A(b-h)-(c-f) =g (b-h)-(d-e)))
A17$A6
(@-(h-d) - f=gb-(g-d)-FHAD-(h-c) - f=gb-(h-d)-e))
A17IA7

(@@ h)-f=2b-(d-g) HAD-(c-h)-f=gb-(d-h)-e))

Az 7 4g
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A7 7 Ag

((@d-h-p=2 G- (g-H)A(b-0)(h-f) =3 (b-d)- (h-e)))
‘LA10

<((a-d)-(h-f))+((b-C)-(h-f)) =z ((b-d)-(g-f))+((b-c)-(h-f))>

(B -N)+(B-0)-(h ) =Az (B-d-(g-N)+(b-d)(h-e)
((a-d)-(h-f)+(b-c)-(h-f){ZAEZ-d)-(g-f)+(b-d)-(h-e))
A7 L Ag
(@ d+®-0)- ()= b-d)-((g-f)+h-e)))
((a-d+b-c,b-d)=$Qpl(g-f+h-e,h-f))
(x+y=ﬂQw+z)

(vm)(n > 2) (@, b)) (i € N) > > (@b =g (@b + @ )) + + + (an by

i=1

Exemplo. (G S @) A (1 And (L_l)) - (% t1=¢ 2))

|_

(%+ 1o (1) +AD =¢ (1 -1+2-22-1) =¢ (3,2) @;)

Bxemplo. (3 = G2) A (3= GD) - (+3=05)

|_

3 5 8
(E 5032 +(52)=q(B-2+2-52:2) =¢ (164) =¢ (82) & 5)

P & ((Vx)(EI! el)(x +e =qge +x=q x))
|_

1
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((x s (a, b)) A (81 s (c, d)))
)
(x + e =0 x)
()

((a,b) + (¢, d) =A:@(a d+b-c,b-d) =g (a,b))

Ip
((a-d+b-c)-b=4(b-d)-a)
T4,
((a-d+b-c)-b=z(d-b) a)

T4,
((a-d+b-c)-b=ga-(d-b))
T 4
((a-d+b-c)-b=g(a-d)-b)
A111A1
(a-d+b-c=5a-d+0)
ASIAIO
(b-c=50)
1 4,
((b=20)Vv(c=20))
lb=0
(c=70)
l

(va)(d € Z) ((c,d) =q (0,d))

F2

((x s (a, b))/\ <e1 s (c, d)))

)
(e1+x=Q x)
)
((c,d) +(a,b) Ze(c-b+d-ad-b) =g (a,b))

Ip

((c-b+d-a)-b=z (d-b)-a)
T 4,

(b-c+a-d)-b=ga-(d-b))
T 4

(b-c+a-d)-b=z(a-d)-b)
An o4
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Ay oA,
(a-d+b-c=5a-d+0)

:I:Alo

(b *C =g 0)
1 4,

((b =z 0)V(c =g 0))
lb=o
(c=z0)
\)
(va)(d € Z) ((c,d) =q (0,d))
Fs3
(Vx)(EIeZ)(el #Q ez)(x +e; =g e+ x =g x)
Ik,
((x =g e1) (e + s =g e1) A(es + e, = ez))>
I P1.2
((el =g e +e) (e +e =g ez))

I P1.3

(e1 =g e2)
)
A
)

(vx)(Aez)(e; #g ez)(x +e,=qge;t+x=¢ x)
)
(vx)(3! el)(x +e =get+x=¢ x)
[ ]
Escolio.

(er =0, £ {(a,b) : (a,b) =¢ (0,d)})

I
(e ={(a,b) :a-d=zb-0})
I
(1 ={(a,b) :a-d=z0})
I

(e1 = {(a,b) : a =7 0})

Exemplo. ((% & @) A (0 < m) - G +0=¢ %))

|_

(%+ 01D+ =g -1+2-02-1) =¢ (1,2) @%)



Ps = ((VX)G!}H)(X +y1 =
) QY1+ X =g 31))

1

(= Tm)r (= )

(x + yl :Q el)
)

((a,b)+(c d 54
,d)=q(a-d+b-c,b-d)
y o =Q(0ﬁ1)

Ip
((@d+b-c)-1=4(b-d)-0))
(a-d+b -
c=z(-d)-0)
T 4
(a-d+b-c=50)
Ta
(_ . 10
(((ca)-d+(a-d+b-c)=;(-a)-d
(((—a) d+ . + 0))
a-d)+b-c=z(—a)-d
(0O+b . +0)
¢ =g (—a)-d +0)
oz o
c=z(-a)-d)
T4,
(C'b=Zd'(—a))
Ip
(Cc.d) =¢ (=a,b))

)
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((x < (a, b)) A (y1 s (c, d)))
l
(1 +x=qei)
((Cd)+( - i
, a,b) =q(c-b+d
-a,d-b) = )
Ip
((Cc-b+d-a)-1=4(d-b)-0))
(c-b+d L
~a=z(d-b)-0)
T 4
(c-b+d-a=40)
(Cc-b o
((c-b+d-a)+(-d-a)=5 0+ (~d
(c.b+(d' T4, a)))
a+(—d-a))=ZO+(—d
5 o )
+0=20+(—d"-a))
( bA22IA1
c-b=5d- (-
R B
(c,d) =
Q(_aﬂb)
l )

@y (»1 © 6d) =q (—a,b))
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(VX)GJ’Z)(% #q YZ)(x tY2 =qY2tX=¢q 91)
l
((x S (aq, b)) A (y2 o (e,f)))
l
(x+y,=¢ &)
()

Fq
((a,b) +(ef)=ela-f+b-eb-f)=¢q (0,1)>

Ip
(@ f+b-e)-1=4(b-f)-0)
T 44
(@ f+b-e=z(b-f)-0)
T4
(a-f+b-e=50)
i"410
(((ca-pH+(@-f+b-e)=g(=a-f)+0))
T4,
((—a-f+a-f)+b-e=z(—a-f)+0)
T 4,
O+b-e=z(—a-f)+0)
AZZIAl
(b-e=z(=a)-f)
14,
(e-b=zf-(—a))
ip
((e.) =2 (=a,b))

\)
A
\)

(ﬂyz)(h Fq 3’2) ((VX)(X tY2=qY2tX=¢q 61))
l
(Vx)(EI!yl)(x +Yy1=qY1 T X=q 91)

Exemplo. ((g o (2_3)) A (—% o (—2,3)) N (g + (— g) =0 0))

|_



2 2
c+(-2) e @D+ 2 = 2343 (-2)3-3) = 6-69)
1
09 =0
| ]
Q@ xQ-Q
V(v ((x, y) o (x,y) ©x- y)

Fgeo | & A

(x-yzQ (a,b) - (c,d) =q (a-c,b-d))

P, o ((Vx)(Vy)(VZ)(VW) (((x =q w) A (y =Q z)) - (X Y =W z)))

-

((x@ (a,b))/\(y@ (c,d))/\(z@ (e,f))/\(w<:) (g,h)))
l
((x =q W) A (¥ =q Z))
)
(@B = @) A (D =q 1))
L Py
((a-hzzb-g)A(c-f=Zd-e))
IAu
((@m-c-H=20-9) - NA(b-g)-(c- )=z (b-g)-(d-e)))
I"417
(@-h)-(c )=z (b-g)-(d-e))
T 4,
(@-(h-c)-f=gb-(g-d)-e)
T4,
(@-(c-h)-f=zb-(d-g)-e
T 4
(@c)-Ch-f)=g(b-d)-(g-e))
Ip
((a-c,b-d) =q (g-e,h-f))
¢
(X'y:QW'Z)

49



(v >2) (V@ b)) (€ N) = TyCarb) =g (((@nb2) - @52) -+ (an, b))

Exemplo. (£ & ) A (2 @) - (-2 = 2))
]
(e EH=T 23 D= =)

| |

Exemplo. ((% = (L—5)) A (‘% < (_3'2)) - (% ' % ~Q %0))

)

(% (_ %) & (1,5)-(-32) =¢ (1-(-3),5-2) =¢ (-3,10) & —%)

||

Py e ((Vx)(EI! e{)(x ‘e; =q €1 X =q x))

|_
F1
((x s (a, b))/\ (e{ s (c, d)))
l
(x ¢ =g %)
()
<(a, b) - (c,d) =a(a-c,b-d) =¢ (a, b))
Ip
((a-c)-bzz (b-d)-a)
T4
((a-c)-bzzb-(d-a))
T4,
((a-c)-b=z (d-a)-b)
$All
(a-c=4d-a)
T4,
(c-a=zd-a)
Ip

(c.d) =q (@)
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F2
((x s (a, b)) A (e{ =3 m))
)
(e1-x =q x)
T def
((c, d) - (a,b) zi@(c ~a,d - b) =q (a, b))
A
((c-a)-bzz (d-b)-a)
T 4,
((c-a)-bzzd-(b-a))
14,
(cra)-b=gd-(a-b))
T4,
(cra)-b=4(d-a)-Db)
IAll
(cra=zd-a)
Ip
(D) =¢ (@)
F3

(Vx)(ﬂeé)(e{ #q eé)(x ey =g ey X =q x)
I,

(Gc=qel) ((ei - er =g et) A (el -5 =g €2)))
Tp
((ei =g ei-es) A(ei-es =g eb))
Ip
(e1=qe3)

\J

A
\)

(vx)(Zes)(eq #Q es)(x - e} =q €2 X =q x)
)
(Vx)(3! e{)(x e; =g €1 X =q x)

Escolio.
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(e{ =(a,a) & {(a, b): (a,b) =q (a, a)})
)
(e, ={(a,b):a-a=3zb-a})
)
(e, ={(a,b):a =z b})

pxempt. (-2 T23) a (10 D) - (-9 1= -2))

|_

((—3)-1@(—23)-(11)— 213 1= (—23)@—E>
3 ’ e ’ et o 3

P & ((V0)@D(x #q &) (x i =g i - x =q e1))

-

1

(r=@m)r @ 0)a (i = D))

)
(x-y1=qe1)

i)

<(a, b) - (c,d) Za(a-c,b-d) =q (1,1))
Ip
((a‘c)-lzz (b-d)-l)

T A,
(a-c=zb-d)

T 4,
(c-a=zd-b)

Ip

(e d =¢ ()
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(x> @D a@=0)r (o1 = D))

)

(vi-x=qei)
)

((c, d) - (a,b) =a(c-a,d-b) =q¢ (1,1))
Ip
((c-a)-1=z (d-b)-l)

T 4,

(c-a=d-b)
Ip

(cd = (b, @)

- @) (v = () =¢ (b,a)

(V) @y2)(x #q 1) (v #q ¥3)(x - 5 =¢ ¥5 - x =q €1)
!

(r=@B) a2 0)a(s = @)

l
(x-y; =qei)
)

)

((a, b)-(e,f) Zala-eb-f)=q (1.1))

Ip
((@a-e)-1=7(b-f)-1)
T 4,
(a-e=zb-f)

T 4,
(e-a=f-b)
Tp
(e =)

l
A

l
(V) (@By2)(x #q 1) (1 #q v2) ((x-y2 =g ¥z x =q €}))
l
(Vx)(EI!y{)(x #q 91)(x ‘Y1 =@ Y1 X =q e{)




Exemplo. ((g = m) A (g = ﬁ) - (% . % =Q 1))

|_

(g;@ (7,5) - (5,7) =¢ (7-5,5-7) =¢ (35,35) & (1,1) & 1)

3.4 Operacoes de Subtracao e Divisao dos Numeros Racionais

—:QxQ-Q
( o (g e %) \
Foe | —o A

P, & <(Vx)(Vy)(Vz)(VW) (((x = W) A(—y =¢— z)) S (x—y=qw- z)))

-

((x < (a, b)) A (—y s (—c, d)) A (—z =3 (—e,f)) A (W =3 (g,_h))>

\)
((x =qw) A (=¥ =¢- Z))
)
(@B =¢ @.0) A (e d) =¢ (e )))
Ip
((@-h=gb-g)A((=0)-f =zd - (~e)))
" Ay

54

(@ @ pH=0-9-@ PA(G-D- ()= b0 (-D)-e)))

T 4

(@ h-d)-f=zb-(g-d)-HA(b-(h-(=0))-f=gb-(h-(~d)-e))
T 4,

(@ @-n-f=zb-@d-g)-HAD-((=c)-h)-f=gb-((-d)-h)-e))
T 44
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T 4
(@ d-t-p=0-d-@ P)A((b-0) ) = (b (~D)- - )))
IAIO
<(<a-d) )+ ((b- (=) (h-H)) =g (b-d)-(g-f) +((b-(—c))~(h-f>)>
A
b-d)-(g-H+((b- (=) (h-H)) = b-d)-(g- )+ (b (~d))-(h-e)
AZZ J"417
(@ d)-t-H+(=b-)h-H=gb-d)-(g-f)+(b-(~D) - (h-e))
T 4
((@d=b-c)-(h-f)=g(b-d)-(g-f—h-e))
Ip
(@d=b-cb-d=glg-f-h-eh f))
¢
(x-y=qw-2)
|
~:QxXxQ -Q
. () ((x.y) =+ (x,5) ®x+y>
Fioe | +< A

(x+y=Qx-y‘1 =q (a,b) - (d, ) =¢ (a-d,b-c))

P e <(Vx)(Vy)(Vz)(Vw) (((x =qQ W) A (y™? =q Z_l)) S (x+y=qw+ Z)))

|_

(re@n)A( e @a) (s = TFa)A(weGn))

l
((x =qw) A (¥ =¢ Z_l))
)

(@B =¢ G m) A (@) = (7o)

Ip,
((a'h:Zb'g)/\(d'e:ZC'f))
A7IA11
((@-hy-(d-e)=g(b-g)-@-))A((b-g)-(d-€) =4 (b-g)-(c-)))
la,

((@-h)-(d-e)=5(b-g)-(c-f))

7 Ay



IAn
(@a-(h-d)-e=zb-(g-c)-f)

T 4
(a-(d-h)-e=zb-(c-g)f)
T 4,
(a-d)-(h-e)=5(b-c)-(g-]))
T 4
((a-d,b-c) =q (g-f,h-e))
Tp,
(c-y ™t =qw-z7)
)

(x+y=QW+z)

3.5 O sistema numérico dos Numeros Racionais

(56 = (Ql {+:'}; {SQ; =Q}r {Alr Y A23}))
l
(Vx) (Vy)(‘v’z)(x +(+z)=qx+y+ Z)
N
(V) (V) (V2) (x - (y - 2) =¢ (x - ¥) - 2)
P, & A
(V) (V) (x+y =¢y +x)
N
(V) (¥y)(x -y =¢ ¥ - x)
N

(V) (V) (¥2) (x - (7 +2) =¢ (x - ¥) + (x - 2))

P21 © (WO (x + (v +2) = (x +3) +7))

|_
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((x s (qa, b)) A (y s (c, d)) A (Z o (e, f)))
l
(x+ (y+2)
()

(@ + (D +En))
g =,
((a,b)+(c-f+d-e,d-f))
g =,
((a-Cc-fH+b-(c-f+d-e)b-(d- 1))
llg 44

((a-Cc-fH+b-(c-HH+b-(d-e),b-(d-[)))
I

Q4s
(((a-c)-f+(b-c)-f+(b-d)-e,(b-d)-f))
”QAs
(((a-c+b-c)-f+(b-d)-e,(b-d)-f))
g =
(@c+b-chb-d)+(e))
llg =,

llg =
(@n+Cd)+n)

X
((x+y)+2)

Przz & (V)W) (x +y =q ¥ +))

-
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((x & (qa, b)) A (y e (c, d)))

!
(x+y)
i}

(@b)+ ()
”Q Ey
(a-d+b-c,b-d)
II(@A5
(b-c+a-db-a))

IIQA7
(cb+d-ad b))

”Q Ey
(c.d) + (@ b))

X
y+x)

P53 & ((Vx)(Vy)(x Y =eV- x))

|_

((x & (a, b)) A (y e (c d)))
2
(x-y)
g

(@D (D)

llg =

((a -¢,b- d))
IIQ A,

((c -a,d - b))
”Q Eo

(Cd) - @b))

X
- x)

Piza & (VO (x - (v 2) =¢ (x-) - 2))
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(re@n)r(yed)r(ze@n))
2
(x--2)
0

(@b)-((c.d)-(e. )
”Q Es
(@b)-(c-ed-f)
g =
((a-(c-e)b-(d- 1))
“Q A
(((a-0)-e-ad)-f))
”Q Es
(@eb-d)-(en)
”Q Es
(@n-©d) - @n)

)
(x-y)-2)

Pizs & (VO (x- (v +2) =g x -y +x-2))

-



(re@m)r(yoCd)a(z=@n))

L
(x- (v +2)
0
(@n- (Cdr+En))
g =,
(@b - Frd-ed D)

g s

(@ p) +a-@-eb-@d 1))
llg P

(B.B)-(a-(c-f) +a-(d-e)b-(d-f))

llg =

((b-(a-c-p) +a--e)b-(b-@-1)))
”QAB

(((ba(cf) +b'a'(d'e)),b-(b-(d-f)))>
”QAé

(((b(ac)f +b'(a‘d)‘€),b‘(b-d)-f))
”QA7
g =,

((a-c,b-d)+(a‘e,b-f))
g =
(@b (e.d)+(@b) ()

()
x-y+x-2)

|
3.6 Propriedades importantes

P& ((Vx)(‘v’y) ((x Y =q el) - (x =q el) \Y; (y =q el))>

|_

1
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((x =@n)r(y="0 d)))

l
(x#e)x-y=e)
X

<(a, b) - (c,d) =5Q(a ¢, b-d) =q (0,1)>

Ip
((a-c)-lzz (b-d)-O)
A; T A
(a-c=40)

a#;07 4
(c=20)
Ip,
(va)(d € Z) (y =q (0,d))
¢
(v =¢ &1)

(x=@m)r(y=Cd))

\)
y#e)(x-y=ep)
)

<(a, b) - (c,d) =iqg(a ¢, b-d) =q (0,1))

3
((a-c)-1=Z (b-d)-O)
A3 T 4
(a-c=40)

c#*,0 7 Ag
(a =z70)
Ip,
(Vb)(b € Z°) (x =¢ (0,b))
)
(x =Q 31)

P, & ((Vx)(Vy)(Vz)(x =Yyextz=qy+ z))

|_
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((x@ (a,b))/\(y@ (c,d))/\(z@ (e,f)))
\)
(x = ¥)
g
((@b) = @)
Ip
(a-d=zb-c)
:I:Au
(@D (fF =G F-NYA(B-)-(f-f)=gb-(f-c)-f))
I"417
(@ d)f=@ - MA@ D-(fH=b-(f-)f))
A101A17
(@ fd-f)+®-ed =G fc+b-ed:f)
i"410

<((a-f'd'f)+(b-e-d-f)=z(b-f'

(9}

A
(b-f-c-H+b-e-d-f=40b-f-
I"417
(a-f-d-N+M-e-d-f)=4(0b-f-
T 44
<((a-f+b-e)-(d-f)=z(a-f-d-f)+(b-e-d-f))>
A

(B fcf)+® f-d-e)=g(b-f)(c-f+d-e))

'f)+(b-e'd'f))>
fl+b-f-d-e)

o

)+ b-f-d-e)

(9}

iAl7
((a-f+b-e)-@-f)=,0B-f) (c-f+d-e))
Ip
(@ 7+b-eb H=qlc-f+d-ed-/))
Ik,
(@D +Ch) = (€D +Tn))
()

(x+z=Qy+z)

Pis & (VW) (¥2)(z € Q) (x =gy © x -z =q ¥ - 2))

-



((x e (a, b)) A (y e (c, d)) A ((Z e m) A (e #g 0)))

l
(x=<@3’)
g
((@b) = @)
Tp
(a-d=zb-c)

:I:Au
((a-d)-(e-)=gzb-c)-(e-f))
4,7 4,
(a-(d-e)-f=4b-c)-(f-e))
A, T A,
((a-Ce-d)- =g (b-(f-c)-e))
T 44
((a-e)-@- =g b-)(c-e))
Tp
((a-e,b-f) =q (c-e,d-f))
Te
(@D D)= (@D En))

)
(x-z=qy-2z)

P = ((Vx)(Vy)(VZ)(x <gy-x+z<qgy+ z))

|_

((x(:) (a,b))/\(y(: (c,d))/\(z(: (e,f)))
l
(x <qv)
)
(@b) <q (e, @)
Ip
(a-d<zb-c)
fz0l4g,
(a-d)-(fF-H<g®-0)- (1)
4,7 4,
(@a-(f-d)-f<gb-(f-c)-f)

T 4,
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@ P @ NN
((a-f-d-f)+(b-e-d-f)<IzAl(zb-f-C-f)+(b-e-d-f))
((a-f-d-f>+(b-e-d-f)Ali/Z;-f-c-fH(b-(d-e)-f))
((a-f-d-f)+(b-e-d-f§7<IzAzb-f-c-f)+(b-f-d-e))

(@ f+b-e)-(d-f) jZAZb-f)-<c-f+d-e))
(@f+b-eb P <IQPZc-f+d-e,d-f))
Tr,
(@D +Ch) <o (G +ED))
8

(x+z<qy+2)

Piy & (VR () (VD)(z € @) (x <qy & x-2<qy 7))

-

((x o (a, b)) A (y o (c, d)) A ((z S (e—f)) A (e #4 0)))

)
(x <q )
g
((a.b) <q (e, )
)
(a-d<gz b-c)
e-f;atO:I:A13
((a-d)-(e-f)<gb-c)-(e-f))
4, T 4,
(a-(e-d)-f<zb-(e-c)-f)
A, T A,
((a-e)-@-f)<zgb-f)-(c-e))
1P,
((a-e,b-f) <o (c-e,d-f))
:I:'=5
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Tk

(@n)-@h) <o (d - D))
)
(x Z2<qYy- z)

P & ((Vx)(Vy)(Vz)(x <gy o x+z<gy+ z))

|_
<(P14 > (V) (VY (V2)(x =gy o x+z=¢y+ z)))
N
(P16 - (V)W) (Vo) (x <gy o x+z<qgy+ z))
l
(V) (V) (V2)(x <y o x+2z<qy +2)
n

Py & (VO (V) (V2)(z € Q) (x Sqy © x 2=y - 2))

|_
( (Pis > VO (WY)(V2)(x =gy © x 2= y 7)) )
A
(Prr > (P (vy)(¥2)(z € Q) (x <qy © x-2<qy-7Z))
\)
(V) (¥)(¥2)(z € QD(x <qy © x 2 <q ¥+ 72)

|

P = (0 (=0 (=) =g %))

|_

((x s (a, b)) A (y < (c, d)) A (—x S (—a, b)) A (—y s (—c, d)))
)

((—x) -(=y) © (—a,b) - (—¢,d) =e ((—a) - (—), b - d))
N

Ay Fs
(((—a) -(—c),b- d) =q@(a-¢c,b-d)=a(a,b):(c,d) e x- y)

L P,
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‘LP1.3

(0 (=) =g xy)

P & (099 (x - (-9) =g (-0 y =¢— (x-9)))
.

1

((x s (a, b)) A (y < (c, d)) A (—x e (—a, b)) A (—y S (—c, d)))
)

Fs Ay
<x (=y) e (a,b) - (—c,d)=e(a-(=c),b-d)=e(-(a-c),b- d))

A
((—(a b d) =0 (-1D (@ cb d)=e (-0 (@h) e d) e - y))
l P1.3

(x - (=) == (x-¥))

F2

((x o (qa, b)) A (y < (c, d)) A (—x S (—a, b)) A (—y  (—c, d)))
l

<_(x : }’) And (_1,1) ' ((a, b) ' (C, d)) ~Q (_1:1) ' (a “¢,b- d) —Q (_(a ' C)'b ' d))

A

Ay Es
((—(a -¢),b-d)=q((—a)-¢,b-d)=q(-a,b)(c,d) & (—x) '}’>

’]’P1.3

(G ¥) =q (=) - y)

(w (x- (=) =g~ x- y))>
A
1= (—(x ) =q (=2) )
lpr,

(x- (=) =q (%) - ¥)

Pas o (0099 (x <0 0) A (v <0 0) = (0 <q x-3))



(r=Tp
@) A(y =)
=G )
((x <p 0
0 0)A (¥ <q0))
(((a, D) < ﬂ
o 0D)A
((c, d) <q (0,1
((a< e | ))>
2 0) A (¢ <z 0)
Ta )
(0 <y a2-3c)
(O . Ag IA3
d) <y 1-(a-c))
((0,1) < .
oa-cb- d))
(0 <le
-y)
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Capitulo 4 — Teoria dos Numeros Reais

4.1 Abordagem Historica

Diferentemente da teoria dos niimeros racionais que existem poucas evidéncias acerca
de sua construgdo, a teoria dos numeros reais pode ser construida de diversas maneiras, aqui

citaremos algumas delas.

Umas das primeiras metodologias apresentadas para constru¢do dos nimeros reais foi
proposta por Simon Stevin (1548 — 1620), em seu artigo intitulado “De Thiende and
L’Arithmetique”, onde ele define um numero real como uma soma infinita de fra¢des, escrita

da seguinte maneira:

+00 a
<x= Z E)A(bkzz)

Desta forma ele conseguiu definir as operacdes de adi¢do e multiplicagdo, bem como
uma ordenagdo para seus elementos. No entanto o calculo de somas e produtos eram feitos de

uma maneira complicada. (WEISS, 2015)

Uma das metodologias mais famosas para a constru¢do dos niumeros reais foi proposta
por Richard Dedekind (1831 — 1916) em seu artigo intitulado “Stetigkeit und irrationale
Zahlen”, no qual ele interpretava que todo nimero real x determinava uma parti¢do do conjunto
dos numeros racionais em dois conjuntos A ¢ B, sendo A= {g€ Q:q<x} e B= {q€
Q: g = x}. Todas as particdes do conjunto Q que satisfaga essas condigdes sao chamados de
Cortes de Dedekind. A ideia de Dedekind era criar uma bijecdo entre o conjunto dos niimeros
reais e o conjunto de todos os cortes em Q. Além disso, ele conseguiu definir uma relagdo de

ordem e operagdes de adi¢do e multiplicag@o para tal conjunto (DEDEKIND, 1892).

Outra metodologia famosa para construir o conjunto dos niimeros reais foi proposta por
Georg Cantor (1845 — 1918), em seu artigo intitulado “Grundlagen einer allgemeinen
mannigfaltigkeitslehre”, onde ele define que um numero real x ¢ o limite de uma sequéncia
(ap)ney de numeros racionais. Em meio a construgdo é possivel mostrar que todas as
sequéncias (a,)neny de numeros racionais ¢ uma sequéncia de Cauchy, a priori Cantor sabia o

que era um numero real, mas nao sabia o comportamento do conjunto como um todo, para isso
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ele criou um conjunto Cq tal que os elementos sdo todas as sequéncias de Cauchy de nameros
racionais, e definiu a seguinte relagdo de equivaléncia ~, na qual duas sequéncias (a,) ¢ (b,)
estao relacionados mediante a relagdo ~ se, e somente se, o limite de |a,, — b,,| converge para

0. Assim, Cantor definiu o conjunto de todos os nimeros reais como sendo o conjunto quociente
de Cgq sobre arelagdo ~, isto ¢, R & (C‘Q/~ S (W) (V(ap)nen) ((an)neN €y o ((@nen €

CQ))>(WEISS, 2015).
4.2 Sequéncias de Cauchy em Q

ne ¢n) © a,

o ((an)neN = (wmmeman(, 2402 )))

Escoélio. A partir desse momento a iremos utilizar a seguinte notacdo para sequéncias de

nameros racionais:

(an) < (an)nEN

Ey, © (( lim a, =¢ 1) © @ADVe)@ne)(0 <q &) (V) (ne <y n) > la, — 1 <q g))

n—-+oo

Py, & ((Vk)(k € Q) (nl_i)IIloo k=g k))

|_
((Vk)(Vs)(Vno)(O <q &) ((vm)(ny <y m) = [k — k| <q e))
0
(Ik — k| <q e)

1

(10l <q¢)
0

(0<qe)



1505 (720 ((0 5 x = Ixl =g 1) v ( g 0 = I+l =g= 1))

Pos & (VO (v (Ix -yl =g Ix] - 1y1))

|_

| (0= x)A (020 7)) ¥ ((x < 0) A (¥ <0 0))
((lxl =q x) A (Iyl =¢ y))xi(ﬁ =o— ) A(Iyl =g—))
((lx - 191 =q x - Iy1) Ap(x ¥l =¢ x-))
(((m Iyl =g+ Iy1) A (M—x- Iyl =q (=) (—y))))
(Ix] - Iyl =g . S
<(|x| 1yl =q (-2)- (—My) =Xy =qlx- y|)>

((O <o X¥)A (¥ <¢ O)) v ((x <0 0)A(0<g y))

e,
((1xl =g %) A (I =g—¥)) ¥ ((Ix] =g— %) A (Iy] =q¢ ¥))
1P
(((|x| Ayl = x- Iy A (- Iyl =g x- (y))))
(1x1 - Iyl =q=x- Y1) A (=x - Iyl =¢ (=) -¥)

’]’P1.3

(le Yyl =qx-(—=y) =q—x -y =qlx- yI)

\
lx| - |yl =q (=x) -y =q—x -y =¢q Ix - ¥I

Py & ((Vx)(—lxl <o * <g |x|))

-
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F1o )
( ) (—le Te—x < 0) A (0 <@X :Q|x|>
0<gx)—
¢ l
(—IXI SQ X SQ |X|)
A

F10 F10
(—le Zax <g 0) A (0 <@~ X =@|x|>
(x<q0) -

l
(—|X| SQ X SQ |X|)
l

((x <q IxI) A (—lx] <q x))

Pos = (V) (V) (Ix +y1 <q lx] + Iy1))

|_
(0<gx+y)
ey,
((x<q Ix) A (¥ <q D))
\ Py
(Gc+y <q Il +y) A(Ixl +y <q lxI + Iy1))
lP,,
(x +y <q lxl +1yl)
A
(x +y SQ O)
ey
((—x <q Ix1) A (= <q I¥))
lP,
(0 + ) =g el + =) A (1] + () =q Ix] + y1))
LP,,
Pys
(—(x +y) =(=x) + (=y) <q |x| + |y|>
l
(Ix + | <q x| + lyl)
|

Py & ((v2)(Ix] =g |-x1))
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<(0 <g %) = ((le Zfégx) A <x —o— (—1) ?&|-x|)> = (Ixl =¢ |—x|)>

A

<(x <@ 0) ~ <<|x| 3@ - x) A (—x zzzl—x|>> > (Ixl =¢ I—xl))

l
(vx)(Ix] =¢ |—xI)

P,y & <(V(an))(ﬂll)(ﬂlz) (((nlirfm an=¢ i) A( lim a, =g 12)) > (1, =¢ zz)>>

n—-+oo
|_

(L i@ l2)

_ll

@) (Ve)(@ny) <0 <q¢ <Q ) (Yn)(ny <y ) = lay, — L] <q &)

N
|lz - l1|
@L)(Ve)@ny) (0 <q & <q ((v)(nz <wm) > lay — L] <q )
l
<(V£)(Eln0 =y max{n,, nz})(O <o s) ((Vn)(no <y n) =l =4l <g 28))
l
P6 P26
<|lz — Ll =l —ap + ap — L] Sqlly — apl + la, — ;] <g e+ =¢ 25)
P27
l
I, —1
(I 2 _ 1 <q g)
l
A
l
(V(a))@' D) (nlirfm an =g |)
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( ((vm)(vm) (o <n 1) A (g <y m)))
Fia © | (@)nen © | (v)(@n)(0 <q €) )

(lam - anl <Q S)

Escélio. A expressio (a,,)%cy ¢ uma notagdo para uma sequéncia de Cauchy em Q.

Pas & ((v(@n) (| Jim_an = 1) > ((@)ien)

|_
(ED)(Ve)@ng)(0 <q €) ((Vm)(no <y m) = lap — 1| <q %)
A
(EIl)(Vs)(EInO)(O <g e) ((Vn)(no <yn) - la, — 1| <q ;)
2
)
Pg Pi21 Pz
(lam = an| Zelay = 1+ 1= ay| Zel(an =) + (= a)| Zel(ay, =D + (—a, + l)l)
A
P12.5 P26 £ &
<|(am - D+ (—a, + 1| =Q|(am -D+ (—(an — l))| Sqlam — Il +la, — 1] <q §+§ =q e)
P27
lpr,,
(lam - anl <Q E)
Ly,
((an)rclEN)
|

Py © ((v(an)ﬁeN) - (Yn)(3K)(0 <q k)(la.| <q k))

|_

(v (¥m)((no <n 1) A (ng <y m)))
(Ve)(EInO)(O <q e) 1

(lan - aml <Q 5)
l

P Py
|an - aml =Q Ian + (_am)l SQlanl + |_am| S@lanl - |am| <qg¢€

P3.4J'P18
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P3.4 ‘LP18
(Uanl = lamD + laml <q &+ lanl)
IPIZl
(lan|+( |am|+|am|) Qg‘l' |am|)
TP,
(lanl +0 <g £+ lanl)
TP
(lan] <q &+ lam| =g k)

lim a, =q 4 11m b, =g lz

((n—>+oo ) n—+o w
Py = (V(an))(V(bn))(ﬂll)(ﬂlz)( l /

((3(11 +12)) (Hm @, + by =g Ly + 12

(Elll)(VS)(Elnl)(O <q s) <(Vm)(n1 <y n) = la, = L] <g ;)
N

(Al (Ve)(Any) (0 <q €) <(Vn)(n2 <y n) > b, — Ll <g ;)
l

((vn)(no <y n))
A+ lz))(‘v’£)(3n0)(no =y max{ny, n,})(0 <q s) l

(l(an + bp) — (I + 1) <q 5)

l

Pizs Piss

<|(an + bn) - (ll + lz)| :Qlan + bn - ll - l2| :Qlan - ll + bn - lZl)

N

Py € €

< —

(Ian - ll + bn - lZI —Qlan - lll + |bn - lZl <Q §+§ —Q 5)

1Py,

(l(an + bn) - (l1 + lz)l <Q 6)

(Clim, en =a 1) A (i bn = 12))
Psz & | (¥(an)(¥(bn))BL)GL) L
(300 - 1)) (Jim_an by =q L1 1)
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lim a, =¢ ;) A hm by, =q l2

Pm«:»((vmn))(vwn))(aza(azz)(11 £q o)( . ! L, )

(ad, - Q))( lim a, by =g - 12

(Elll)(‘v’e)(Elnl)(O <Q g) (((Vn)(nl <N TL) - |an - l1| <@ ﬁ) A (E”C)(lbnl SQ k))
A
(Al (Ve)(@n,)(0 <gq €) <(Vn)(nz <) = by — Ll <q 3 .g|ll|>

l
l
((vn)(ny <y n))
(3 - 1)) (Ve)@ng) (ng =y max{n;, n,})(0 <q ) !
(ICan - bn) = (I - )| <q €)
l
Py
<|(an : bn) - (ll : lz)| =Q|(an ' bn) - (bn ' ll) + (bn ’ ll) - (ll ’ l2)|>
A
Piy3
(l(an ’ bn) - (bn : ll) + (bn ' ll) - (ll : lz)l =Q|bn ’ (an - ll) + ll ’ (bn - 12)|>
Piys
L P
(l(an ' bn) - (ll ' lz)| =Q |bn : (an - ll) + ll ’ (bn - lz)D
N
Py
(lbn (an =) + 1 - (by — )| =albyl - lan — L + |4 - |by — lz|)
Py
L Py

N
&£ &
|by| - lan — L] + 111 - |by — L5] <Qk'2.k+|lll' 2'|l1|>

< (ICan - bn) = (U - 1) Sq 1bul - lag — Ll + L] - by = L5]) >

L,
(It b = Bl <q -5+ L] - 5——)
An * On 1l QR 5Ty ST
N
(s + Il 5 <q 5+ =¢)
2.kt Te 2T
L,
(Ian - b) = (11 - 1] <q €)
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< nl_l)rll a, =q ll) 11m b, =q lz W

P35 & ((V(an))(v(bn))(all)(HIZ)(ZZ #q 0) ( !
\ \((a(zl 12))( lim a,- b, =gl - 12

@AL)(Ve)@n)(0 <q €) <(Vn)(n1 <nm) = lan =Ll <q3 .8|12|>
A

(AlL)(Ve)(Anz)(0 <q ¢) (((Vn)(nz <y ) = by — | <q ﬁ) A @) (lanl <q k))

l
(Yn)(ng <y n)
(3, - 1)) (Ve)(Fng) (ny =¢ max{ny, n,3)(0 <q €) l
(l(an — (U - )] <q 5)
l
P6
(l(an “byp) — (ly - 1) Zelay - by) — (ay - 1) + (an - 1) — (g - lz)|)
N
P12.3
<|(an : bn) - (an : lz) + (an : lz) - (ll ' lz)| =Q|an ' (bn - lz) + l2 ' (an - ll)l)
P12.5
Lpr,
(l(an : bn) - (ll ' l2)| =Q |an ' (bn - lz) + l2 ' (an - ll)l)
o
(lan (by — ) + I (an — L) Selay| - |by — LI + || - la, — 11|)
P24—
1Py,

A
& &
(1anl 15 = Lol + 1021 o = bl <q k- 5 + ol 377)

< (I(an - bp) = (L - )| <q lan| - 1by = L] + 15| - lan — L) )

L Py,

(It b = (- L)l <q ko 5=+ L] - 5——)
An * On 1t QR 5Ty 2l 210
A
(st Il = <242 =g )
2.k 2. |12|—2 2

L Py

(ICan - bp) = (L - )] <q )
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((lim, a0 =g 1) A (Jim, b =0 1))
P35 & (V(an))(V(bn))(Elll)(EIlz)(ll =Q 0)(l2 =Q 0) l
\ (G ) (lim e bo=a i) )
|_
((EIO)(V&)(EInl)(O <o e) ((Vn)(‘n1 <y n) - la, — 0] <q s))
A
(30)(Ve)(@n)(0 <q &) ((vn)(n, <y n) = |by — 0] <q &)
l
(@0)(ve)@no)(y = max{ng, n,}) (0 <q &) (VW) (p <y ) = I(ay - by) = 0] <q £2))
PS i24
<|(an ’ bn) -0 :Qlan ’ bnl :Qlanl ) |bn| <@ £ € =g 52)
|

((5”1) (nl_igloo an =q 11))
Py & (V(an))(vk) l
(60 (a0 1)

|_
((Hll)(V«s)(Hno)(O <q¢) ((Vm)(nl <y ) = lan — L] <q %))
L
<(El(k 1)) (Ve)(@Ang) (0 <q €) (((Vn)(no <y n) = (I ay) — (k- 1) <q s))))
!

Piys Py, £
<|(k “an) = (k- 1) =alk - (an — D] =alkl - lan — 1] <q |k| T e 6)

I1:)3.4-
(1 - ap) = (k- 1)] <q €)



78

4.3 Abordagem Algébrica

(Vn)(‘v’m)((no <y M)Ay <y m))
F15 © | Co & 4 (a,) : (Ve)(@np) (0 <q €) l

(Iam —anl <q s)
P & (Re 2 {((an), 5) € (G x o)+ ((@IRuB) & lim @, = by =4 0)})

Py e ((Vx)(xR4x))
|_
(x = (an))
)
((Vn)(n € N)(a, — an =¢ o))
)
Pé P23
< lim a, —a,=q lim 0 =Q0>

n—-+oo n—-+oo
|

P3yp & ((VX)(VJ’)(XR4J’ - yR4x))
|_

((x® @) A (y & b))
!

(XR4y)
)

((an)R4(bn))

Tps,
(im, o = b =0 0)
0
((EIO)(Ve)(EInO)(O <q &) ((vm) (g <y 1) = |(an — by) — 0] <q s))
!
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\)

Ps Py Piys P
|(bn - an) - Ol le(bn - an)l =Q|_(bn - an)l :Qlan - bnl le(an - bn) - Ol <Q &
P

\ P3y
(l(bn - an) - OI <Q E)
U
(nl—i>r-|poo b, — an =q O)
I
((bn)R4(an))

g
(YR4x)

Paas & (0D ((R) A GR.D) = (Ri2)))

|_
(ke @) Ay e B)A(z e ()
!
((XR43’) A (yR4Z))
0
(((@IRa(B:)) A ((Ba)Ru(cr)))
!
(i, =80 =0 0) im0 =)
0
((30)(V€)(3n1)(0 <q ¢) <(Vn)(n1 <y n) = |(a, — by) — 0] <q %))
N
<(30)(Ve)(an2)(0 <q€) <(Vn)(n2 <y ) = (b —cn) — 0] <q %))
)
(@0 (Ve @no) o = max(in, (0 <q &) (Vo < 1) = 1(an = ) = 0] <q )
Ps ! Pi24
(l(an - Cn) - OI =Q|an - bn + bn - Cnl :Ql(an - bn) + (bn - Cn)l)
Pg
A

Py
& &
<|(an - bn) + (bn - Cn)l SQlan - bnl + |bn - Cnl <Q E +E = 5)

'LP3.4
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‘LP3.4
(l(an - Cn) - 0| <Q g)

NN

(Jim, - =e0)
I

((@n)R4(cn))
)
(xR42)

(Vn)(ng <y n)
P35 © | Rs &< ((an), (b)) € (Cg X Cq) + | (an)Rs(by) « (38)(3ng)(0 <q &) \
(an +6 <q by)

Pisa & (0 ()2 (((R) A GR,2) = (eken))
.

(k= @) Aly e G)A(ze (@))
((xrsy) , (VRs2))
(((an)rs(b)) i ((b)Rs(cn)))
(38,)@n,)(0 <¢ 8,) ((Vn)(rill <n ) = (an + 6 <q by))
<(362)(3n2)(0 <q 62) ((Vn)(/r\Lz <y ) = (bn + 6 <q cn))>

i)
(vn)(ny <y n) )

(36)(3n,) (6 =¢ max{8y, 8,})(ng =y max{n,, n, (0 <q 6) )
(an +(2-96) <q cn)

)
((an+6 <gbu) A(by+6 <qcn))
TP
((Can+8)+8 <g by +8) A (by+6 <g 1))
IP3.4—
((an +6) +6 < cn)
IPlZ.l
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I P12.1
(an + (6 +6) <q cn)
7
((an)Rs(cn))
()

(XRs2)

Pas = (Ro 2 {((@), (5) € (Cq X Cg)  ((@Ro(by) & (((@)Ra(b)) ¥ ((@)R5(B,)) )})

Pso1 & (Y)(¥Y) ((xRsy) ¥ (xR,Y) V (yRs))
|_

((x o @) Ay & b))
l
P3.1
\)

P35
<(3€)(Eln0)(0 <@ 6) ((vn)(no <y m) > (an + 6 <q b)) - (an)Rs(bn)>

Vv

(30)(Ve)@ne)(0 <q &) (V) (ne < 1) = |(a, = by) — 0] <q ¢)
Py L Py
(30)(Ve) (@n0) (0 <q &) (V) (no <y 1) = @y — by <q £)
lpr,

((@n)R4(by))
\

P35
<(Ele)(3n0)(0 <@ 8) ((vm)(ng <y m) > (by + 8 <q a)) (bn)RS(an)>

g
((Rsy) V (xRyy) ¥ (YRs))

P36, © (Vx)(xRgx)
|_



(x S (an))
l

P34-.1

l
((Vx) (xR4x))
!
(xR4x)
()
(xRex)

Pres & (70 (R A GRe) = (R1)) )
.

((xRsy) A (YR6x))
(0

(R v @R A (R0 ¥ (Rs0))
I P342

(V) (%) ((me AGRD) - xR,y) )

P361

(vx)(Vy) ((xR4y) A (YRsx)) = A

P361

(vx)(Vy) ((xR5Y) A (YRsx)) = A

<<Vx) ) | ((Rsy) A (yR4x))P3—6>1A>>

= (N ((CR) A GRs2) > (Rs)))
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(ke @) Ay e B)A(z e ()
\J
((xR4y) A (yRs2))
g

((@)Rs(b)) A ((br)Rs(cn)))

p,lp,

(Jim, a0~ br = 0)
( n A >
((35)(3n0)(0 <q6) ((Vn)(n2 <y n) = (b + 6 <q cn))>
()
(VoY@ (0 <q £) ((¥m) Gy < 1) = (1@ = b) = 0] <q e)))\

A
\ (@)E(0 <q 8) (v <) = (b0 + 6 <g ) )

\J

(vn)(no <y n)
(3(6 — 8))(3n0)(n0 =N max{nl,nz})(O <q € <g 6) l
(an + (6 —¢) <g cn)

\J

Pys P
(an — by, SQlan — by| =el(a, — by) — 0 <q 5)

lp,,
((an — by <g e) A (bn + 6 <g cn))

Pel Pyys

((an+ 8+ (=8 —by) <q &) A(by+6 <q cn))
lpr,,

((an+6 = by +8) <q &) A (b +6 <q cn))
P Py,

((an + 8+ (—(by+6) + (b + 6)) <q e + (b + O)) A (bn + 8 <q cn))
Ps | Py

((an +68<ge+ (by + 5)) A (by + 6 <q cn)>

P4 Py,
((an+6<Qe+(bn+6))/\(e+(bn+6) <Q€+Cn))

I

(an+6<Qe+cn)
PIGJ'PlZ.Z

83



P16 l’ P12.2
((an+6)—s<Qe+cn—s)
P12.2 l P12.1
(an+(6—8)<qe—&)+cp)
Ps | Py
(an + (6 —¢) < cn)

l
((an)RS(Cn))
¢
(xRsz)

L & (70 (#9)(v2) (((Rsy) A GRi2) = (eRs2) ) )
|_

(k= @) Aly e ) A(ze (@))
((xRsy) i\ (VR42))
(((@n)Rs(b)) A ((b)Ru(cn)))
)
(@5)@En)(0 <q 8) (Ym0 <y m) = (an + 8 <q b))
< ( 1im bnA— tn=0) >

n—-+oo

0

((36)(3n1)(0 <q 8) ((vm)(m; <y m) = (a + 6 <q bn))>
VAN
(VoY@ (0 <q &) (V) <) = (1 = ) = 0] <q &)
!
(Vn)(ny <y n)

(EI((S - s))(EInO)(nO =N max{nl,nz})(O <q € <g 5) l
(an + (8 —¢) <g cn)

\)
Pas Ps
(bn — ¢ S0|by — x| =al(by — ¢,) — 0| <eQ 5)

lp,,

((an + 6 <g bn) A (bn —cn <g e))
P6 J’ P12.1

)
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Pl P,
((an +68 <qbn) A(by+ 8+ (=6 — c) <q 2))
P, P
((an +8 <gbp)A(bp+ 68— (cn +8) <q e))
P, Py
((an +8 <g by) A (bn +6+(—(ca+8)+ (cn+8)) <ge+(cn+ 6)))
P, L P
((an +8 <g by) A (bn +8<get (et 6)))
P, Py
(((an+5)+6<Q bn+5)/\(bn+5<Q (s+cn)+6)>
P3.4 ‘L P16
(an+6<Q£+cn)
lp,
((an+6)—s<<@ (e+cn)—s)
Py, Py
(an+(6—s) <q cn+(e—s))
P, L P
(an + (6 —¢) <g cn)
)
((an)Rs(cn))
()
(xRs2)

Pras & (02 (((Re) A GRe2) = (¥Re2))
|_

((xRsy) A (YRs2))
¢
(@R v GRs9)) A (R ¥ R52))
i)
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)

P343 > (((xR4y) A (yR4z))—>(xR4z)>
v

P35 — (((sty) A (yRsz))e(stz)>

v

Ly - (((xR4y) A (yRSZ))—>(xR52)>

v

L, - <((xR5y) A (yR4Z))—>(XRSZ)>

16 ((bn) & {(an) € Cq : (@n)Rs(bn)})

Fi7 © (R < ((C@/ Ry) £ {(@) : (@) € CQD)

Escolio. x € R & (El(an)) (((an) € C’Q) A (X =R (an)))

Escolio. Agora que definimos os objetos de R, vamos inserir a notagdo usual que estamos

habituados:

x & (an) © (an) ey

Fio (=n2 {(@h), (D) € RxR) : ((@h) = (D) © lim a, — by =¢ 0)})

(Yn)(ny <y M)
Foo | <p@ ((a, 1), (c, d)) € (RXR):| (@b) <g (c,d) & (36)@ny)(0 <g 6) L
(an +6 <g bn)
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Fe (sR S {{(W, ©d)e®xR): (((@h) = D) v (@b <a (& d)))}})

Escolio. A partir desse momento as relagdes =g € < passaram a ser vistas respectivamente

como a relacdo de igualdade em Q e a relacdo de ordem total em Q.

wrempt. (¢ ) (3(2)) (9 e e0) =< )

F
(P23 A P29)
)
(i 55 =00 () <o)
)
(tew)
| |

4.4 Operacoes de adicao e multiplicacio dos niumeros reais

+: R X R->R
V), ) o +(y) & x + y)
Ese| +& A

(x + ¥ =n (@) + ) =x (@ + b))

Py & (PO D) (= WA ¥ =2 2)) = G +7 =g 2+ w))

-
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(reo@)A(yeBa)a(z o) (w @)

)
((x =p W) A (y =g 2))
8
(((an) =R (dn)) A ((bn) =R (Cn))>
I P34
((nl_i)rpOO an — dn =q 0) A (nl_i)rllOo b, — ¢ =q 0))

g

(30) (ve) (@31 (0 <q 2) <(Vn)(n1 <) = (12, — d,) - 0l <q 5))
A

(30)(ve) (@) (0 <q ) ((annz <um) = (10— ) = 0l <q 5))
l

(vn)(ny <y n)
(30)(ve)(3ng) (ny =y max{ny,n,})(0 < &) !
(|((an +b,) — (c, + dn)) — 0| <q e)

)
)

P, Py,
|((an + bn) - (Cn + dn)) - 0| :Ql(an + bn) - (Cn + dn)l :Ql(an + bn) + (_dn - Cn)l
Py 5

‘LP1.3

P9.1
<|((an + bn) - (Cn + dn)) - Ol =Q |(an + bn) + (_dn - Cn)l :Q|an + ((_dn) + bn) - Cnl)
P9.2
L Pis

Py 1
<|((an + bn) - (Cn + dn)) - Ol =Q |an + ((_dn) + bn) - Cnl =Q|(an - dn) + (bn - Cn) - 0|>
Py

lpl.?)

P21
(l((an + by) — (cp + dn)) - Ol =Q |(a, —dy) + (by — c) — 0] S(Qlan —dpl + |by, — Cnl)

1 Py3
& &
(|((an +by) — (cn + dn)) - Ol SQ la, —dp| + |by — cyl <q > + > ) g)
)
(,Jim (@n +by) = (ea + dy) =q 0)
I Py
((an +b2) =g (o + dn))

¢

x+y=pz+w)



(Vm)(m > 2) (V(a{l)) GEN) - i
=1

Psg © ((Vx)(3'e)(x +g ey =g € +r X =g X))
|_

F1

((x o (an)) A (e1 © (e_}J))

)
(x + e, =g x)
g
((@n) + (ed) =x (@n))
I Fi1s
TEs
(Can +ed) =g (@)
TPy
. 1y _ —
(nl_l)rpoo(an +eq) —ay Q 0)
I P12.2
. _ 1 —
(nl_l)r}rnOo a, + (a, +ey) =¢q 0)
i P12.1
. _ 1 —
(nl_lm)o( a, +a,) +e; =¢q 0)
1P,
: 1 _
(Jim, 0+ el =q 0)
TP
: 1
(JJim_ ek =q 0)
TP
. 1 _ —
(Jlim ef —0, = 0)
TPy,

((ed) =r (00)

(a)) == (@D + @) + -+ @D

)
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(= @)r(a =)

)
((ed) + () =g (an))
I Fis
(Cek +an) =z (an)
i P34
. 1 _ —
(nl_l)r_Poo(en + an) an =q 0)
I P12.1
. 1 _ —
(nlirfoo en + (an — a,) =q 0)
1P,
: 1 —
(Jim, e +0 =g 0)
TP
: 1 _
(JJim, e =¢ 0)
TP
TP
. 1_ —
(Jim, e = 0 = 0)
TPy

(Ced) =r (0))

(Vx)(3e')(e; #re')(x + €'y =g e’y + x =g x)
l
(G =re)((er+e1=re) Aler +e1 =g €)))
I P34—.2
((91 =g e;+e)A(eg+e'y =g 9,1))
I P34—.3
(e1 =g €'1)
l

A
\)

((Vx)(ﬂelﬂ(% #re1)(x+te';=gpe;+x=¢ x))
l
((Vx)(EI! e))(x+e, =gpe, +x=p x))

Escolio. e; = {(an) : ((an) =R (On) « nl_igloo an — 0y =Q 0 lim a, =qQ 0)}

n—+oo
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Py & ((Vx)(EI!y)(x +tY=RrYyYtx=g 31))
|_

F1

(r=o@)a(y e BI)A (e = On))
l
(x+y=grey)
¢

((an) + () =r (O))
Tegs
(Can +bn) =g (0))

$P34

T py,
(Jim, (@ + b) = 0 =4 0)
(,Jim, an o =0 0)
(Jtim, by rorme 0)
(lim b, - (I—Pc:) = 0)

n—-+oo
1Py

((bn) =R (_an))




(o @)r(y e B)a(a =)

l
(@) + (@) =g O))
Tk '
(n + @) =x (0))
(im0
lim (b + @) = 0, = 0)
T pg
(nl_l};floo by, + a, =q 0)
( lim b (I -
i by — (=ay) =
TPy, ) 0)

((bn) =R (_an))

92



V)@Y #r Y)x+y =r ¥ +x =g 1)

\)
(e @)A(y @) (e = ©n))

\)

((@n) + (en) =g (0,))
I Fis

((an + Cn) =R (On))
I Py

(,Jim (an +cn) = 0, =¢ 0)

TP

(nl_i};floo an + ¢y =q 0)
i P12.2

(nl_i};floo cnta, =q 0)
I PZO

(Jim cn — (ax) =¢ 0)
i P34—
() = a) A (Can) =2 Bw))
i P34—.3
((Cn) =R (bn))
8
o' :l]R )
A
l
(@O =9 +y =py +x =g e))

l

(V)@Y (x+y=ry+x=ge))

| |
TR XR->R
<(Vx)(Vy ) ((x. Ve (y) e x- y))
Fie | & A
(x -y =r (@) - ) =g (@ bn))

Pao = (V0N (( =a W) A =2 2) = (¥ =n 7))

|_



(EIO)(VS)(EInl)(O <q e) <<

(EIO)(VS)(EInZ)(O <q e) <<

[

94

((x = (an)) A (y = (bn)) A (z = (cn)) A (W = (dn))>
!
((x =r W) A (y =g 2))
g
(((an) =R (dn)) A ((bn) =R (Cn))>
I P34
)/\ (nlirpoo by — cn =g 0
()

(Vn)(n; <y m)
l

|(an - dn) - OI <(@

A
(Yn)(n, <y n)
l

I(bn - Cn) - Ol <(@
l

)

>> A @ky) (0 <q k1) (ldnl <g k4)

((nl_l)rpoo anp —dn =¢ 0

&
2'k2

&
Z'kl

>> A 3k)(0 <q k2)(1bnl <q k2)

|

(@ng)(Vn)(ny <n)

A0)(Ve)(ny = max{nl,nz})(O <q e) ( l

(l((an ’ bn) - (Cn ' dn)) - Ol <Q E)
P t
<|((an . bn) - (Cn . dn)) - Ol =Q|(a7’l ) le) - (bn ’ dn) + (bn ’ dn) - (Cn ' dn)')
P6
A

Pyy3
|(an ’ bn) - (bn : dn) + (bn : dn) - (Cn ' dn)l —Q |(an

P12.5

- dn) ' bn + (bn - Cn) ’ dnl)

A
Py
(l(an - dn) ) bn + (bn - Cn) ) dnlsQlan - dnl ' |bn| + |bn - Cnl ' |dn|

P26

A

Py
€ € e ¢
(lan —dy| + |yl + by — cpl - |dy] <o 2—](2 k; +2'—k1. kl_QE‘}'E =Q 8)
Lpy,
(l((an : bn) - (Cn ' dn)) - Ol <Q ‘9)
l
(,Jim (@ ba) = (ca - dn) =q 0)
TPy
(@n b)) =g (en - dn))
()

(x-y=rz-w)
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(vm)(m > 2) (¥(a])) G € N) - ﬁ@ e <((@ @) @) @)

j=1

Py = ((Vx)(E]! e)(x-e; =g ey x =g x))

|_

F1

(((x & @) A@ER)(0 <q k)(laal <q k)) A (e2 & @))

!
((@n) - (e2) =g (an))
T
(Can - ed) =g (@)
TPy
(nl_igloo(an cep) —ay =Q 0)
I Py
(Jim (@0 -ed) = a1, =q 0)
iPlZ.S
(1im a6~ 1) = 0)
0
(30)(Ve)@ne)(0 <q &) (V) (no <y 1) = |(an - (e — 1)) — 0] <q £)
0
Py Py
(lanl ) |erzl - 1n| =Q|an ’ (6121 - 1n)| =Q|(an . (9721 - 1n)) — 0| <q 8)
A
10 P . 5 1 e
|(en - n) - | ngla_nl. (lanl : |en - nl)plz(%la_nl' & <Q E € =q E
TPy,
(It~ 1)~ 01 <q 7)
n n Q k
0

(30)(Ve) @n) (0 <q ¢) ((vn)(no <ym) ~ 1(ed —1,) = 0] <q £>
0
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i}
(Jlim e —1, = 0)
$P34

(@ =R @)

(((x & Tam) A @00 <q K)lanl <q ) A (2 = @))

l
((ed) - (an) =g (an))
lTF16
(Ced - ) =r (an)
TPy
(nl_igloo(erzl “ap) — Ay =Q 0)
I pg
(Jim (e - @) = 1~ @y =q 0)
IPlZ.S
(Jlim, (=€) -6 = 0)
g
(30)(Ve)@ne) (0 <q &) (V) (no <y 1) = |((1, = €2) - @n) — 0] <q £)
0
P24 PS
(Iln - erzll : Ianl =Q|(1n - erzl) ' anl =Q|((1n - erzl) ' an) - Ol <Q 5)
A
TN I S 1«
| n— en) Y ng(I n enl : |an|) ) |an| Q€ - |an| < E'E =Q E
P27 I P3.4
&
(Ite2 = 1)~ 0l <q 7))
0
(30)(Ve)(@Ene)(0 <q €) <(Vn)(no <y m) > I(ef —1,) — 0] <q %)
g
(Jim_ e =1, = 0)
IP34-

() = (1)
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(Vx)(3e'y)(e; #re'z)(x-e'; =g €'y - x =g x)
l

((x =R ez)((ez e’y =gpey) N(ey e’y =g 32)))
I1334-.2

((92 =r ey e3)A(ey e’y =g 9’2))
IP34-.3
(e; =g €'3)

l

A
l

(Vx)(Ae';)(e; #re'x)(x-e'; =g e’y - x =g x)
l
(vx)(3! ez)((x "€ =R €2 X =R x))

|
Escdlio. e, = {(ax) : (a,) =n (1)} = {(@)  lim @, — 1, = 0}

Py & (V)31 (x #g e)(x -y =g ¥ X =g €)))

-
k1
(= @) A 300 <q K)(laal =0 1)) A (v & Bd) A (&2 = ) )
l
(Caw) - () =x (1)
Il=16
((anbo) =g (1)
TPy
(nl—i>r-|1:loo an - by, — 1, =q 0)
()
(30)(Ve)(3ne)(0 <g &) ((Yn)(ng <y 1) = 1(@n - by = 1,) = 0 <q )
Py, Piss ! Py
(Ianl “|bn — an'| =elan - (by — ax)l =aelay - by — ay - ay’| j@l(an by —15) = 0] <q 8)

lr,,
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lp,,
(lanl'lbn_a;1|<<@ g)
)
PS P8 1 P18 1 1 £
—aD =0l =olb. — a1l =0 —— - la.| - |b. — a=1] <o — - = 2
(l(bn a,>) — 0| =alb, — ay |p9Q|an lanl - |by — az™| Qlan E<Qk € Qk)
P,
(In = az®) =01 <q 7)
)
€
(30)(V3)(3n0)(0 <o 5) ((Vn)(no <y n) = |(b, —ay') — 0] <@ E)
¢
(Jim_ by —az' =q 0)
Tpy

() =g (@)

F2

(((x & @) A@ER)(0 <q k)(lasl <q k)) A (y’ & @) A (ez & (1n))>

)
() - (an) =r ()
I'=16
((bn : an) =R (111))
TPy,
(Jim by a, =1, =¢ 0)
()
(30)(Ve) (@no) (0 <q &) ((vn) (g <y m) = [(by - @y — 1) = 01 <q )
)
P24— PIZ.S P9
<|bn - aT_lll “|an| =l (b, — ar_ll) “an| =alby - an — ar_Ll - an| =el(by - an, — 1) — 0] <q 5)
PS
1py,
(Iby — azl - lan] <q €)
I
Py Py 1 Pig 1 1 &
— g1 — = — -1l = —a-1]. . < . =
(l(bn a,) — 0| =alb, — ay IPngbn ap | layl | Q€ la,| <q¢ k k)
J’ P3.4

(Ib —az — 0l <q 7)
7



7
B0 E(0 <q &) (V1) <) = 60— 65 =01 <g )
0
(Jlim, bu—ai =q 0)
I P34

() =g (@)

(V)@ (x #r e) Y #rY) (X -y =R ¥ - X =R €3)

l
(e @)r(ye ) (e =)
l
(@n) - (e = (1))
Te
((an ’ Cn) =R (1n))
TPy,
(,Jim (an ) = 14 =¢ 0)
Ip
(Jim, an - cn = an- az" = 0)
IPIZ.S
(im,an - (en — a51) = 0)

(S
(30)(Ve)@ne)(0 <q &) ((vn)(ng < ) = |(an - (e — @) — 0] <q &)

0
(lanl - len = an*l =g lan - (cn — @zl =gq |(an - (cn — az")) = 0| <q €)

Py,

(lanl : |Cn - agll <Q 5)
1
o g "o 1 e

(l(cn —a;") -0 jg@m' lan| - lcn — az’l <@|a—n| €<} ¢ %0 ;)

1Py,

&
(Iten = az) = 01 <q 7)
0

(30)(Ve)(3n,)(0 <q ¢) <(Vn)(no <y n) = |(c, —ax") — 0] <q %)
0=

99
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$ =
(Jim, en = @z’ =q 0)
i P34

((e) =r (@)
0
y=rY)

)

A
\J

(V)@Y (Y #q ¥ )(x Yy =r Y X =g €2)
!
Vx)@!'y)(x -y =r Yy x =g e3)

4.5 Operacoes de subtrac¢ao e divisdo para os numeros reais

—RXR->R
(¥x)(vy) ((x,y) - —(x,y) & x —y>
Fize| —< A

(x =y =g x + (=) =g (@) + (=bn) =g (an + (=by)))

Pis & (20 ()20 (G = W) A (—y =5=2)) = (x =y =g w = 2))

|_

((x o)A (~y o b)) (~z0 Cop)a(we (dn)))
l
((x =g W) A (=y =g—2))

0
(@) =x @) A (b =x =)

l

(( lim a, — d, = 0) A (nl_igloo(—bn) —cn =g o))
0

n—-+oo
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()

E0)(ve)(@Eny)(0 <q €) <(Vn)(n1 <y 1) = |(a, — d,) = 0] <q ;)
A

€
(30)(Ve)(Any)(0 <q ¢€) <(Vn)(n2 <y n) = |((=by) —¢,) — 0] <g E)

)
(Vn)(ny <y n)
(30)(Ve)(@ng) (ny =y max{n;,n, (0 <q ¢€) !
(l(an - bn) - (Cn - dn) - Ol <Q E)
)
Py
<|(an - bn) - (Cn - dn) - Ol :Ql(an + (_bn)) - (Cn + (_dn))l)
17/\
(l(an + (_bn)) - (Cn + (_dn))| =Q|(an + (_bn)) + (_Cn + dn)|>
Py
N
P21
(l(an + (_bn)) + (_Cn + dn)| :Ql(an + dn) + ((_bn) - Cn)l)
Piz2
N
Py
('(an + dn) + ((_bn) - Cn)| :Ql(an - (_dn)) + ((_bn) - Cn)|>
N
P £ €
(|(an = (=d) + ((=b) — &) Selay = (=d)| +1(=bn) —cxl <g 5 +5 =¢ s)
l
(l(an - bn) - (Cn - dn) - Ol <Q 8)
l
(nETm(an - bn) - (Cn - dn) =Q 0)
l
(@ =b) =g (ca — )
g
(x—y=grw-2)
]
=:RXR->R
(V) (¥) ((x. y) P+ (x,y) © x + y)
Fige| —< A

(x+y=px ™) =g (@) - Bz1) =g (@ - b))

Pas = (0N @A) (= W A G =g 7)) > ey =g w +2))

|_



!
((x=pw)AQ ™ =pz")
¢
((C@ =x @) A (@D =2 @)
!
((nl_iHloo a, —dy* =g 0) A (nl—i>r-poo byt —cn =q 0))
¢
(vn)(ny <y n)
(30)(Ve) (@ny)(0 <q &) L e | A@K)(0 <q ko)(lanl <q ks)
(@ = d5) =01 <q 5
N
(Vn)(n; <y n)
(30)(ve)@n,)(0 <q £) L e |A@KD(0 <g k) (lcal g ki)
G7 =€) =01 <q 7
!

(30)(Ve)(3ny) (ny =y max{ny, n,})(0 <q €) <

(

((x s (an)) A (y‘l s m) A (2_1 = (d_;ll)) A (W s (dn))>

(vn)(no <y n)

l
(l(an ) bﬁl —Cn- dr_ll) — 0] <q g)
I
Pg
(l(an ' bﬁl —Cp- dﬁl) - Ol :Qlan ' bﬁl —CpQpt+Cp- Ay —Cpy - d‘;ll)
Py
A

Piys
|an ’ brzl —Cp-Qpt+Cp-Qy—Cy- d121| =Q|an ' (bﬁl - Cn) +Cp (an - dr_Ll)l

P12.3

JAN
Py
|an : (bﬁl - Cn) t+cne (an - dr_ll)l S@lanl ’ Ib;1 - Cnl + |Cn| ' |an - dr_lll
Py,
A
(|a | 1b7t = col + lenl - lan — di] <g ky - —— + iy - = g)
n n n n n n Q 2k, 2 -k, Q
LP,
(l(an'bgl_cn'dr_ll)_ol <Q€)
\)
1 . _1 —_— . _1 —_—
(nl_l)gloo(an bn) (Cn dn) QO)
l
(@nb7D) = (e dih))
)

(x+y=fRw=2)
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4.6 Sistema numérico dos numeros reais

(56 =R, {+,},{=r <g} {41, Az3, Py, " 'Psz}))
!
VO VY)V)(x+ (y+2) =(x+y) +2)
N
V) (VY)(V2)(x - (v 2) = (x-y) - 2)
Pys & A
Vo) (Vy)x+y=y+x)
N
Vo)(Vy)(x-y=y-x)
N

VOV (x - (v +2) = (x - y) + (x - 2))

Pis1 & (V) (V) (V2)(x + (v +2) =g (x + ) +2))

(=) A(r =) A (2 =)

l
x+(W+2)
X

(an) + ((ba) + (en))
”JR Fis
(an) + (bp + cn)
”JR Fis
(an + (bp + c))
”JRP12.1
((an +b,) + cn)
g F1s
(an + bp) + (cn)
|
(@n) + ) + (cn)

X
x+y)+z

Pisz © (VO (W)(V2)(x - (v - 2) =g (x¥) - 2))
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(<= @) (s =) a(+ = @)
!
x-(y-z)
()

(@) - ((bn) - ()
llg Fi16
(an) : (bn ' Cn)
g F16
(an : (bn : Cn))
”JRP12.4
((an : bn) : Cn)
g F16
(an ) bn) ’ (Cn)
g F16
(@) - Bw) - ()

()
(x-y)-z

Pisz & (V) (vY)(VZ)(x +y =g y + X))
|_

(x=@D)A(y=B)A(z =)

l
x+y

g
(an) + (by)
”lR Fis
(an + bn)
IlRPlz.z
(bn + an)
”IR Fis

(bn) + (an)
)
y+x
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Pyss © ((Vx)(Vy)(Vz)(x "Y=RY" x))
|_

(=) (y =) A (2= Tn))

l
x-y
()
(an) : (bn)

g =,
(an ' bn)
”JRP12.3
(bn ' an)
g =,
(bn) ' (an)
()
y-Xx

Piss © (VO (VD) (x - (v +2) =p (x-) + (x - 2)))

|_

(x=@)A(y=B)A(z =)

l
x-(y+2)
()

() - ((bn) + (cn)
”JR Fis

(an) : (bn + Cn)

g =,

(an ' (bn + Cn))

”RPIZ.S

(an ’ bn +ay- Cn)

llg F1s
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g F1s
(an ’ bn) + (an ’ Cn)
g F16
(an) ' (bn) + (an) ’ (Cn)

(i
X y+x-z

4.7 Propriedade importantes

Pis & (V)G y =r ) > (x =g e) V (¥ =g e1)))

-

F1
(((x = (@) A (x 2 00) ) A (v = BD) A GO <y B (1bal <q k)))
l
(x-y=re)
0
(@n) - () =g (0)
Ve
(C@an - bn) = (0))
1Py,
(nl—i}-Poo an - b, — 0, =¢q O)
1 P
(nl_i)rzl00 an - by, =q 0)
)
(30)(Ve)@ne)(0 <q &) (V) (ng <y 1) = (lan - by — 0l <q & - k))
)
PS
<|an| - |bp| =elay - by — 0] <@ 5)
Pyy
!
ES 1 P18 1 EB
<|bn - Ol ;nga_nl' Ianl ’ |bnlpf2(%m e-k <Q E ek ;9@ 6)
)

(30)(Ve)(@ne) (0 <q &) ((vn) (no < 1) = |by, — 0] <q €
L



107

L
(lim b, =q0)

n—-+oo
1 P

(lim b, =0, =¢0)

n—-+oo
1Py,

() =g (0.))
)
(y =r €1)

F2

<((x & (@) A @O0 <y D (1anl <o ©)) A ((y & B) A (v #a (o,g)))
l
(x-y=ep)
g
((@n) - () = (0)
NS
((an “by) = (On))

1P,
( lim (a, - b, — 0,) =¢ 0)

n—+oo

P
(Jim, @ bx =2 0)
l
(30)(Ve)@ne)(0 <q £) (V) (no <y 1) > lay - by — 0] <g & k)
l

Ps
lan| - 1bn| =elan - bn — 0] <q &
Py,

\)

PS P18 P8
|ay = 0l =glag| - Ibp| - 7= <ok == <qe-k -+ =qe
(“ by bl bl "7 Tk

\)

(30) (V&) (@) (0 <g €) ((Vn)(no <y m) = la, — 0] <g s)

()
( lim a, = O)

n—-+oo
l P
(Jim, an =0, = 0)
lp,
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lp,

((an) = (00)
g

(x =eq)

Py & (v)(VY)(V2)(x =g y © x +z =g y + 2))
|_

(re@)r(y e B)A(z o @)
3
(x =r¥)
0

(@n) = @)
I P34-
(fim, an = bn =0 0)

0
((30)(Ve)(ano)(o <q &) (¥ (o <y 1) > [(an — by) — 0] <q s))
0
(I(an — by) — 0] <q ¢)

Py, T Ps
(lan + cp + (=) — byl <g 5)
PlZ.Z I P12.5
(I(an + cn) = (b + cp)| <q €)
TP
(|(Can + cn) = (bp + 1)) — 0| <q €)
0
((EIO)(VE)(EInO)(O <q &) (/o <) = |((a + c0) = (b + ) = 0a] <q e))
0
(1im (ay + ) = (by + 0) =0 0)
Tpry
((@n +ca) =g (bn + )
T
((@n) + (cn) =g () + ()

X
x+z=Ry+2z)
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Pig & (V) (V)(V2)(z ERD(x =gy © x - 2= Y - 2))
|_

((x o)A (yeB)A((ze@)A(#a (on))))

l
x=rYy)
()

((an) =R (bn))
) Py
( lim a, — b, =q 0)

n—-+oco
()

€
((30)(\7’6)(3710)(0 <q €) ((Vn)(no <y n) = |(a, — bp) — 0,] <q E))
)
P, .
<|an — byl =al(an — by) — 0y <q E)
lp,,
€
(lan = bal <o 7)
ipl‘)
€
(lan = bal - lenl <q 7~ leal)
)
(Ia b | c,| < f.|c | = Ek= g)
n n n Q k n Q k Q
lp,,

Py,
(I(an - bn) ) Cnl :Qlan - bnl : |Cn| <e 5)

IP3.4
(I(an - bn) ’ Cnl <Q E)
I

Pg
(l(an “Cp— by - Cn) - Onl =Q|(an - bn) ) Cnl <q 5)

PIZ.S
L Py,

(I(@n - cn = bn - cn) = Onl <q €)
;
(@02 @E)(0 < &) (VW0 <) = 1(@n - u = bu - ) = 0l <q 2))
g
( lim a, - c, — by ¢y =¢q 0)

n—»—+oo
I P34
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I Py
((an “cp) =g (by - Cn))
T
((@n) - (e =g () - (c))
)

(x-z=RpYy-2z)

Py & ((Vx)(Vy)(Vz)(x <pyex+z<gy+ Z))

-

(x = @) (v @l(bn)) Az o))

(x <gry)
()

((an) <1R (bn))
TPy
((Els)(Ean)(O <q€) ((Vn)(no <y n) - (a, + & <q bn))>
0
(an + & <q by)
TPy
(an+s+cn <@ bn+cn)
I PIZ.Z
(an+cn+e<Q bn+cn)
l

<(Ele)(3n0)(0 <g e) ((Vn)(no <yn) - ((an +cp) +e<qg by + cn)>>
TPy
(C@n+ca) <g b + )
) Fis
@) + (o) <a () + (o))

X
x+z<gpy+2z)

(

Pso & (V) (V) (V2)(z € RD(X <g y © x -z <g ¥ * 2))
|_
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(e @)r(yeBa)a(z=w))

l
(x <gy)
()

((an) <q @)
TPy
((Ele)(ﬂno)(o <g E) ((Vn)(no <yn) - (an + € <q bn)))
)
(an + & <q by)
i P19
((an +&)cp<qbn- cn)
I P12.5
(an-cn+e-cn<qbn-cn)
l
((Els) (Elno)(O <g e) ((Vn)(no <yn) - (an “Cptecyp<qgbp- cn)))
TPy
((an cp) <g (by - Cn))
Tew
@) @) <a (B - @)

()
(x-z<py-z)

(

Ps; © (VO)(VY)(V2)(x Sgy o x + 2 <g y + 2))

|_
(P » (vO)(VY)(V2)(x =y & x +z =y + 2))
A
(P4,9 > (V) (VYY) (Vo) (x <yeox+z<y+ Z))
l
V)(VY)(V2)(x <gy e x+z<gy+2z)
]

Ps; & (VO (V)(V2D)(z ERD(x <p y © x 2 <g ¥  2))

-
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N
(Pso » (VX)(VY)(V2)(z ER)(x <gy © x -z <g y - Z2))
l
VX)(VY)(V2)z ERD(x <gry o x+z<gy+2)

((P48 > (VO)WY(V2)ZERD(x =gy o x-z=py" z))>
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CONSIDERACOES

Com a formalizacdo do sistema numérico dos nlimeros racionais ¢ reais, via sistemas
matematicos, foi possivel ter uma visdo construtiva, sistematica e detalhada de tais conjuntos,

0 que propiciou aprofundar o tema e desconstruir a no¢ao intuitiva que atribuimos aos mesmos.

O presente trabalho contribuiu para a formacao académica do autor, possibilitando um
estudo detalhado de assuntos importantes das areas de Algebra, Teoria de Sistemas
Matematicos, Teoria de Modelos e Historia da Matematica. Além disso, contribuiu para o
desenvolvimento da escrita do autor, utilizando linguagem formal de primeira e segunda

ondem, tanto em aspectos sintaticos, quanto em semanticos.

Uma das principais propostas do trabalho foi a utilizacdo da teoria de sistemas
matematicos, pois a ideia desta ¢ justamente propor uma metodologia que permita a
formaliza¢dao de uma determinada teoria, partindo de alguns conceitos basicos e utilizando
linguagem propria e adequada para formaliza-la. Além disso, espera-se que esse trabalho
contribua para o conhecimento de estudantes de graduagdo e que sirva de base para novas

pesquisas no ambito da Matematica.
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