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Resumo

A modelagem computacional empirica de fenomenos geofisicos, tais como a derivas
zonais de plasma na regiao F, é uma ferramenta fundamental para a compreensao e previ-
sao de efeitos que exercem grande impacto sdcio-economico nas atividades humanas. Este
trabalho propoe, desenvolve e implementa ferramentas numéricas, baseadas em técnicas
da modelagem geométrica auxiliada por computador, para as derivas zonais de plasma
na regiao F sobre Jicamarca, no Peru. Dentre os modelos desenvolvidos, o de maior su-
cesso utiliza as aproximacoes de curvas de Bézier com o método dos minimos quadrados.
Outros modelos usados, como a teoria de ondaletas e os filtros de Kalman e minimax,
também foram tentados, mas sem o mesmo sucesso. A fonte principal dos dados foi o
radar de espalhamento incoerente instalado no Radio-Observatério de Jicamarca. Estes
dados sofreram pré-processamento, objetivando o tratamento de erros e uma melhoria de
sua qualidade estatistica. Depois de tratados, os dados formaram a base para a construcao
dos modelos matematicos de tempo calmo e perturbado das derivas zonais. Os modelos
foram implementados na linguagem de programacao funcional Objective Caml, que se

mostrou eficiente, concisa e, assim, adequada para a area de computacao numérica.

Palavras—Chave: Geofisica Espacial, modelagem auxiliada por computador, curvas de

Bézier, polinomios de Bernstein, ondaletas, filtro de Kalman






Abstract

The computational and empirical modelling of geophysical phenomena, such as F re-
gion zonal plasma drifts, is a basic tool for the understanding and forecasting of effects
that have great social-economic impact on the human activities. This work proposes, de-
velops and implements a model, based on Computer Aided Geometric Design techniques,
to F region zonal plasma drifts over Jicamarca, Peru. Amongst the developed models, that
which shows itself as having the greatest success uses Bézier curve fitting with least-square
methods. Other models used, such as wavelet theory, minimazx and Kalman filters, had
also been attempted, but without the same success. The main data source was the incohe-
rent scatter radar measurements installed in the Jicamarca Radio Observatory. This data
was preprocessed in order to carry out error handling and to improve its statistical quality.
The preprocessed data formed the basis to the quiet and disturbed time zonal dritfs models
construction. The models had been implemented in the functional programming language
Objective Caml, an efficient, concise and well tailored programming language in numerical

calculus.

Keywords: Spatial Geophysics, computer aided geometric design, Bézier curves, Berns-

tein polynomials, wavelets, Kalman filter
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1 Introducao

Pesquisadores de determinada area, por necessidade de alta especializagao, sao, por
vezes, surpreendidos pelo fato de que alguns dos seus problemas técnicos ja possuem
solucao total ou parcial em outras areas do saber. As técnicas de tratamentos de da-
dos provenientes de outros campos cientificos podem ser (e muitas vezes sao) de grande
aplicabilidade em dominios de conhecimento diferentes daqueles para os quais elas foram

desenvolvidas.

A area de modelagem geométrica auxiliada por computador, area da Ciéncia da Com-
putacao, que, normalmente, encontra uso em computacao grafica ou no projeto aerodina-
mico de superficies para veiculos, envolve a representacao, especificacao, projeto, manipu-
lacao, exibicao e andlise de curvas e superficies de forma livre. Suas técnicas e principios
vem da andlise numérica, da teoria da aproximagcao, da computacao grafica, do desenho

geométrico e mecanico e de outras areas (BARSKY] |1981)).

Neste trabalho, fez-se uma aplicacao das técnicas de modelagem geométrica auxiliada
por computador a um problema geofisico, a modelagem das derivas zonais do plasma, que,

até entao, nao havia sido feito. Esta é a principal contribuicao desta tese.
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1.1 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de ferramentas numéricas para
a construcao de modelos empiricos voltados para os estudos em clima espacial. Um caso de
uma aplicacao com sucesso, na modelagem da deriva zonal do plasma ionosférico usando

aproximacoes de curvas de Bézier e métodos dos minimos quadrados, ¢ apresentado.

Um objetivo secundario deste trabalho é mostrar a utilidade pratica das linguagens
declarativas, particularmente, as linguagens funcionais, na modelagem numérica de feno-

menos fisicos.

1.2 Motivacao

O estudo dos fenomenos associados a atividade solar esta intimamente relacionado

com alguns efeitos que ocorrem na Terra.

As ondas de choque produzidas pelas ejecoes de massa coronal sao capazes de gerar
efeitos que vao desde prejuizos nas telecomunicagoes via satélite ou por ondas de radio,
passando por danos causados em equipamentos eletronicos, até a producao de blecautes
em varias partes do globo. Como as atividades humanas estao cada vez mais dependentes
da alta tecnologia, tecnologia esta que sofre os efeitos da atividade solar, torna-se cada
vez mais necessaria a investigacao cientifica das origens dos fenomenos solares e de sua

influéncia na Terra e no espaco (MILONE et al., |2003;  YAMASHITA| |1999).

O estudo dos efeitos das tempestades magnéticas sobre a ionosfera, na regiao equa-
torial e de baixa latitude magnética, é de grande interesse para o nosso pais, posto que

quase todo o territorio brasileiro fica entre essas faixas de latitudes magnéticas.
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As instabilidades de plasma ionosférico, na regiao F, fazem surgir irregularidades na
densidade eletronica, as quais podem interferir nas ondas transionosféricas, utilizadas em
telecomunicagoes via satélite ou pelos sistemas de posicionamento global (Global Positio-
ning System - GPS), usados em sistemas de navegagao aérea, terrestre e maritmo-fluvial.
Assim, estudar o comportamento do clima espacial na regiao F' pode tornar possivel a
previsao da ocorréncia de fenomenos, tais como as “bolhas ionosféricas” ou os tragos F es-
palhados, que sao eventos noturnos causadores de perda de sinal de radio com conseqiiente

interrupgao das comunicagoes (BERTONI, 2004).

1.3 Organizacao do trabalho

O Capitulo [2] contém uma introdugao geral aos conceitos de Geofisica Espacial, neces-
sarios para a compreensao da modelagem aqui realizada. Varios fenémenos da interagao

Sol-Terra sao caracterizados juntamente com indices que os medem.

O Capitulo (3] apresenta as defini¢oes dos filtros de Kalman e minimax. Estes filtros
sao uteis na estimagao de variaveis de estado dos sistemas lineares e, com alguma perda,

dos sistemas nao-lineares.

O Capitulo [ discorre, de forma breve, sobre a teoria das ondaletas. As ondaletas
podem ser utilizadas, entre outras aplicagoes, em aproximagoes funcionais e também na

filtragem. Uma possivel integracao entre as ondaletas e o filtro de Kalman ¢é vista.

O Capitulo [5| mostra como os polindmios de Bernstein e as curvas e superficies de
Bézier podem ser usadas na aproximagao funcional. Este é o capitulo que fundamenta o

modelo proposto nesta tese.

O Capitulo [6] descreve como foi construido o modelo empirico para derivas zonais,
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usando as idéias expostas no capitulo 5.

No Capitulo [7], sdo exibidos os resultados da aplica¢ao do modelo construido nos dois
capitulos anteriores aos dados do radar de espalhamento incoerente de Jicamarca. Neste

capitulo, também sao discutidos detalhes da implementagao computacional deste modelo.
No Capitulo [§] sdo apresentadas as conclusoes deste trabalho.

Quatro apéndices fazem parte deste trabalho. O Apéndice A é constituido pelo princi-
pal artigo gerado por esta investigagao. No Apéndice B, é mostrado o cédigo desenvolvido
na linguagem Objective Caml para o modelo baseado em curvas de Bézier. No Apéndice
C estd o codigo para a modelagem baseada em superficies de Bézier. No Apéndice D,

estao os modulos com os codigos necessarios para a compilacao das ondaletas.



2 Conceitos de Geofisica Espacial

Este capitulo foi escrito tendo em vista um leitor nao familiarizado com os conceitos
de geofisica espacial. Ele visa fornecer uma introducao geral aos conceitos necessarios

para a compreensao do trabalho realizado, sem a pretensao de esgotar o assunto.

2.1 Plasma

A palavra plasma é originaria do grego mAaoua, que significa material ou obra molda-
vel. A palavra continua a ser usada com essa acepcao para designar materiais moldaveis

ou que fluem, como, por exemplo, em “plasma sangiiineo”.

Uma substancia submetida a um acréscimo constante de temperatura passa do estado
sélido para o liquido, deste para o gasoso e, finalmente, para o estado de plasma (FIG. [2.1)).
Um plasma é composto por um grande nimero de elétrons livres, fons e atomos neutros,
em proporgoes variadas, o que o torna um meio condutor de eletricidade (ELIEZER;

ELIEZER] 2001]).

Os processos de ionizagao que geram o plasma podem ocorrer devido a passagem de
radiacao através da matéria ou pelo aquecimento da matéria a altas temperaturas. Ao

serem aquecidos, os &tomos ganham energia, que é absorvida pelos elétrons e faz com que
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FIGURA 2.1 — Matéria no estado gasoso e no estado de plasma.
Fonte:  http://www.fis.unb.br/plasmas/plasma.
htm.

estes se desprendam dele, criando fons positivos. No plasma, existirao, sobretudo, fons
positivos, mas os ions negativos podem também ser formados, se os elétrons liberados

ligarem-se a outros atomos ou moléculas.

Um plasma é um sistema quase-neutro. A igualdade aproximada de concentracao entre
elétrons e fons deve-se ao fato de que forcas elétricas atraem cargas opostas. Assim, se,
por alguma razao, um grupo de elétrons acumular-se em um ponto particular do plasma,
este grupo serd, imediatamente, atraido pelos fons positivos, tal que a quase-neutralidade

média é satisfeita.

Em circunstancias apropriadas, as particulas carregadas eletricamente dentro de um
plasma podem oscilar coletivamente de maneira organizada. Por exemplo, os elétrons
movimentam-se em um comportamento coletivo descrito por ondas, normalmente, cha-
madas ondas de plasma. As ondas de plasma formam um fenémeno coletivo. A massa
de um elétron é muito menor que a massa de um ion. Logo, os elétrons se moverao mais

rapidos e com maior facilidade do que os ions.

Em um estado de plasma de equilibrio, é importante saber o que acontece se um dos
parametros do plasma é suavemente perturbado. Se a perturbacao aumenta, o plasma é
instdvel. Por outro lado, se a perturbacao diminui suavemente e, entao, desaparece, diz-se

que o plasma estd em equilibrio estavel (ELIEZER; ELIEZER) 2001)).


http://www.fis.unb.br/plasmas/plasma.htm
http://www.fis.unb.br/plasmas/plasma.htm
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Um foton é uma particula nao carregada, de massa zero e que se move a velocidade

da luz. Um féton é um quantum de energia radiante.

Os fotons e elétrons livres, ao colidirem dentro do plasma com os elétrons ligados,
fazem com que estes saltem para niveis de maior energia. Quando esses elétrons excitados
retornam ao seu nivel normal, liberam mais fétons no plasma. Estes fétons sao parte
da radiacao eletromagnética dentro do plasma. Ocasionalmente, alguns desses fétons

escapam do plasma, causando perda de energia.

O movimento de particulas carregadas, dentro do plasma, cria um campo eletromag-
nético. Cada elétron ou fon move-se em torno de uma linha de campo magnético em

trajetérias espirais e estda confinado a vizinhanca desta linha até que seja perturbado

(Figura [2.2).
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FIGURA 2.2 — Movimento de um elétron e um fon em um campo
magnético.
Fonte: Adaptado de (ELIEZER; ELIEZER, [2001)).

O plasma é descrito macroscopicamente por sua temperatura e densidade. Alteragoes
no plasma sao calculadas por meio das equacoes de conservacgao, tais como a conservagao
de energia, momento e massa. Na escala microscopica, o plasma ¢é descrito estatistica-
mente, usando-se probabilidades para o calculo das posicoes e velocidades de todas as suas

particulas. Em decorréncia de suas colisoes mutuas, as particulas carregadas do plasma

emitem radiacao.

Do exposto, pode-se concluir que plasma é um sistema quase-neutro, formado por

um grande nimero de particulas carregadas eletricamente, que exibem comportamento
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coletivo.

2.2 Fisica solar

Esta secao faz uma descricao sucinta dos fenomenos envolvendo o Sol, e toda a infor-
macao aqui presente, salvo especificagdo em contrario, advém da referéncia (MILONE et
al., 2003)), que o leitor poderd consultar para uma visdo pormenorizada sobre o assunto

aqui tratado.

2.2.1 A estrutura do Sol

Conceitualmente, pode-se caracterizar o Sol em duas grandes partes (ver Figura [2.3)):

Cromosfera

Proeminéncia

FIGURA 2.3 — Tlustracao da estrutura do Sol. A proeminéncia é criada pela
presenca de campos magnéticos intensos com polos na fotosfera.
Fonte: Adaptado de http://astro.if.ufrgs.br/esol/

e o interior solar, composto de um nucleo, zona radiativa e um envelope convectivo,
que pode chegar até a superficie (Figura [2.4). O Sol é uma gigantesca massa de
gas ionizado (plasma), cujo nicleo é mantido a pressoes e temperaturas altissimas.

Parte da energia produzida pela fusao dos elementos quimicos em seu ntcleo é


http://astro.if.ufrgs.br/esol/
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consumida para manter as condicoes de temperatura e pressao internas, e a outra
parte é emitida sob forma de radiacao, que escapa pela superficie. O interior do Sol
é muito opaco a radiacao e, devido ao multiplo espalhamento que ela sofre, demora

cerca de 107 anos para chegar A superficie.

e a atmosfera solar, composta pela fotosfera, cromosfera e a coroa, em que:

— a fotosfera é uma camada com, aproximadamente, 500 km de espessura e de
onde provém a maior parte da luz visivel. Nesta camada, podem ser observadas
manchas escuras, que surgem e desaparecem em periodos regulares de cerca de
11 anos. Essas manchas solares, que, normalmente, aparecem em grupos, sao

decorrentes da existéncia de campos magnéticos intensos na atmosfera solar.

— a cromosfera estende-se até cerca de 10.000 km acima da fotosfera. A fronteira
com a coroa ¢ conhecida como regiao de transicao e possui algumas centenas

de quilometros.

— a coroa é a parte mais externa da atmosfera solar e estende-se por milhoes de
quilometros a partir do Sol. A sua densidade é de 2 a 3 ordens de grandeza
mais baixa que aquela da cromosfera, e sua temperatura estd entre 1 a 2 mi-
lhoes de graus, o que faz com que ela emita grande quantidade de raios-X.
Como os gases que a formam se encontram na forma de plasma, produzem-se
ions e elétrons que formarao o vento solar. As regides ativas dessa camada
possuem temperatura e densidade elevadas, com campos magnéticos intensos,
distribuidos em formato de arcos com os pdlos magnéticos situados na fotos-
fera. Nestas regides, ocorrem as explosoes (flares) solares cuja freqiiéncia é

maior nos periodos de maximo de atividade do ciclo solar.
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FIGURA 2.4 — Camadas internas do Sol: ntcleo, zona radiativa e
zona convectiva. O nicleo encontra-se em equilibrio
radioativo.

Fonte: (MILONE et al., 2003)

2.2.2 Ciclo de atividade solar

A atividade solar possui um ciclo médio de 11 anos. No inicio deste ciclo, surge um
reduzido ntimero de pequenas manchas em latitudes solares mais elevadas e a medida que
o ciclo se dirige ao seu maximo, as manchas aumentam em tamanho e nimero, surgindo
cada vez mais proximas ao equador solar. Depois, ha uma reducao gradativa até o fim do

ciclo.

A atividade solar possui efeitos causadores de prejuizos em diversas areas, como nos
sistemas de comunicagao, navegacao e fornecimento de energia, em sistemas bioldgicos,

etc.

2.2.3 Explosoes solares

As explosoes solares caracterizam-se pela emissao de grandes quantidades de energia,

em intervalos de tempo, que variam de alguns segundos até poucas horas. A energia
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liberada provém da energia magnética armazenada na atmosfera solar dentro das regices
ativas e provoca o aquecimento e a aceleragao dos elétrons, protons e fons presentes nas
proximidades do local de liberacao. A interacao das particulas carregadas com o meio
ambiente provoca a emissao de mais energia, sob a forma de radiagao, e também pode

causar a emissao de particulas energéticas na forma de fons ou elétrons.

As explosoes solares podem estar associadas a expulsao de grandes quantidades de
matéria a velocidades, que variam entre centenas a poucos milhares de quilometros por
segundo, fenomeno este conhecido como ejecao de massa coronal, que também pode ocor-

rer dissociado de qualquer explosao solar.

Algumas explosoes solares também estao associadas a ocorréncia de tempestades mag-
néticas na Terra, que, dependendo da intensidade, podem causar grandes perturbacoes na
nossa magnetosfera, levando até mesmo a blecautes. Estes blecautes ocorrem quando o
campo magnético da Terra captura particulas ionizadas trazidas pelo vento solar, criando
correntes elétricas geomagneticamente induzidas que fluem através dos sistemas de po-
téncia, entrando e saindo dos muitos pontos de aterramento em uma rede de transmissao.
Estas correntes sao produzidas quando choques resultantes das tempestades magnéticas
repentinas e severas, sujeitam porcoes da superficie da Terra a flutuagoes do campo mag-
nético do planeta. Estas flutuagoes induzem campos elétricos que geram diferencas de
potencial elétrico entre os pontos de aterramento, o que faz com que as correntes indu-
zidas fluam através dos transformadores, linhas de poténcia e os pontos de aterramento.
Somente um poucos amperes sao necessarios para pertubar a operacao normal de um
transformador, mas valores de até 100 amperes ja foram medidos em conexoes de aterra-
mento dos transformadores em dreas afetadas (KAPPENMAN; ZANETTI; RADASKY],

1997).
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2.2.4 Ejecoes de massa coronal

As ejecoes de massa coronal (CMEs - do inglés, Coronal Mass Ejections) sao grandes
quantidades de matéria (10'° a 10'°g), entremeadas de linhas de campo magnético, expul-
sas do Sol durante um periodo de varias horas, com velocidades variando entre centenas
a poucos milhares de km/s. A freqiiéncia de ocorréncia das CMEs muda com o ciclo de
atividade solar, indo de um evento por semana, no minimo do ciclo, a dois ou trés eventos
diarios, no maximo. A maioria das CMEs produz ondas de choque que podem atingir a
Terra em cerca de dois dias. A Figura [2.5] compara as dimensdes de uma CME com a

Terra.

_ Terra para
escala

FIGURA 2.5 — Comparagao das dimensoes de uma CME com a
Terra.
Fonte: http://astro.if .ufrgs.br/esol/

As CMEs podem alterar o fluxo do vento solar e produzir perturbagoes na Terra,
que trazem danos as atividades humanas. Este fendmeno, em conjunto com as explosoes

solares, afeta diretamente o chamado “clima espacial”.


http://astro.if.ufrgs.br/esol/
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2.2.5 Vento solar

Denomina-se vento solar o fluxo de elétrons e ions positivos expulsos da coroa solar
em alta velocidade (cerca de 450 km/s em pontos afastados de 1 AU do Sol) e que se
propaga no meio interplanetario. Esse vento, durante periodo perturbado, ao se aproxi-
mar da Terra, interage com o campo geomagnético formando a magnetosfera. Isto produz
deformagoes no campo geomagnético na dire¢ao do eixo Sol-Terra, tanto no espago situ-
ado entre o Sol e a Terra quanto na direcao do espaco exterior, como exemplificado na
Figura [2.6] O controle exercido por esse campo na regiao da magnetosfera faz as parti-
culas eletricamente carregadas interagirem com os gases da alta atmosfera, levando, por
exemplo, aos fenémenos conhecidos como aurora boreal (no hemisfério norte) e aurora

austral (no hemisfério sul).

FIGURA 2.6 — O vento solar e sua interacao com a magnetosfera terrestre. A
acao do vento comprime a magnetosfera em direcao ao espaco
exterior
Fonte: (MILONE et al., 2003)

2.2.6 Indice de fluxo solar Fio7 cm

O fluxo solar é a quantidade de energia proveniente do Sol. Ele é proporcional e flutua
de acordo com o nimero de manchas solares, variando conforme a hora do dia, a época

do ano e a posicao da Terra em relagao ao Sol. O indice de fluxo solar Fj; cm é medido
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diariamente na freqiiéncia de 2800 MHz (10,7 cm de comprimento de onda) do sinal de
radio emitido pelo Sol. O valor deste indice varia de 60, onde ha a auséncia de manchas

solares, até 300, onde ha a presenca de muitas manchas solares (WIKIPEDIA, 2006)).

2.3 O campo magnético da Terra e os efeitos da mag-

netosfera e da ionosfera

A teoria cientifica mais aceita para explicar a formacao do campo geomagnético é a
teoria do dinamo auto-sustentavel. Por esta teoria, o dinamo interno da Terra funciona-
ria como um gerador elétrico, que cria campos elétricos e magnéticos a partir da energia
cinética de suas partes méveis. Na Terra o movimento ocorre dentro de um fluido eletri-

camente condutor, na vasta regiao de material fundido que circula em seu nicleo externo
(ver Figura[2.7).

Sao tres as condicoes basicas para a geragao de qualquer campo magnético planeta-

rio (GLATZMAIER; OLSON] 2005):

1. Um grande volume de fluido eletricamente condutor, como o nicleo externo da

Terra, rico em ferro liquido.

2. Um suprimento de energia para mover o fluido. A energia que alimenta o geodinamo
é, em parte, térmica e, em parte, quimica. O material é mais quente no fundo que
no topo. Assim, aquele material mais quente e menos denso tende a subir. Ao
alcancar o topo, o liquido perde parte do seu calor para o manto, resfriando-se. O
liquido frio torna-se mais denso que o meio circundante e afunda. Esse processo de

transferéncia de calor, do fundo para o topo por ascensao e afundamento de fluidos,
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Crosta
Profundidade:

5 a 30 km

Conveccao turbulenta

FIGURA 2.7 — As camadas distintas do interior da Terra incluem um nucleo externo
liquido, onde complexos padroes de circulagao da conveccao turbulenta
geram o campo geomagnético.

Fonte: Adaptado de (GLATZMAIER; OLSON| 2005])

¢ chamado de convecgao térmica.

3. A rotagdo. No nitcleo, as forgas de Coriolis desviam fluidos ascendentes para rotas

helicoidais.

Assim, a Terra, que possui um nucleo externo liquido, energia suficiente para conduzir
a convecgao e uma forca de Coriolis para torcer o fluido convector, retine todas as condigoes

para que o geodinamo se autosustente por bilhoes de anos.

O campo magnético da Terra é vetorial e, como tal, pode ser descrito por uma am-
plitude e por dois angulos - declinacao e inclinacao - ou pela descricao de seus trés com-
ponentes num referencial conhecido. E comum a adogao dos eixos geograficos como um

referencial cartesiano em que o eixo z é positivo para o norte, o eixo y é positivo para o
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leste e o eixo vertical z é positivo para baixo (ver Figura|2.8). O norte magnético local é

dado pela direcao da componente horizontal.
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FIGURA 2.8 — Componentes do campo geomagnético.
Fonte: Adaptado de (CAMPBELLJ 2003)

A declinacdo magnética é a diferenca entre as direcoes do norte geografico e do norte
magnético. Esse angulo varia com a localizagao geogréfica, com a altitude (muito pouco)

e com o tempo (GOMES| 2004)).

A inclina¢ao magnética é definida como o angulo formado entre as linhas de for¢a do
campo magnético com o plano horizontal no local de observacao. O equador magnético é

definido como a linha imaginaria sobre a qual a inclinagao ¢é nula.

As componentes X e Y sdo usadas nas defini¢coes da componente horizontal H e da
componente vertical Z. A relagdo entre estas grandezas e os angulos de declinagao (D) e

inclinagao (I) pode ser expressa matematicamente por (MIRANDA| [2002):
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H = VX21Y2
D = arctg— (2.1)

I = tg—
arch

A observagao continua do campo geomagnético mostra que as médias anuais de seus
componentes apresentam uma variacao lenta, mas significativa, espelhando a escala tem-
poral dos fenomenos fisicos que ocorrem no nicleo liquido da Terra. Este fendmeno ¢é
conhecido como vartacao secular e possui como uma de suas conseqiiéncias a variacao da

declinagdo magnética ao longo dos anos (MIRANDA]| 2002).

2.3.1 Magnetometros

O campo geomagnético é medido com o emprego de magnetometros, classificados

como(MIRANDA! [2002)):

absolutos se medem a declinagio e a inclinagao e/ou a intensidade do campo magnético
por meio de medidas de massa, comprimento, tempo, intensidade de corrente elétrica

ou que recorrem a fenomenos como a ressonancia magnética nuclear.

relativos se precisam ser regularmente calibrados por comparacao aos instrumentos abso-
lutos. Um exemplo é o QHM (Quartz Horizontal Magnetometer), usado na medic¢ao

da componente horizontal do campo geomagnético.

variografos se medem apenas a variagao temporal do campo geomagnético.
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2.3.1.1 Magnetometro de prétons

O magnetometro de préotons é um instrumento absoluto, que mede a intensidade do
campo geomagnético. Seu funcionamento baseia-se na ressonancia magnética dos ni-
cleos dos atomos de hidrogénio ou de césio, quando submetidos a um campo magnético

ambiente.

2.3.1.2 Inclindmetro de inducao

O inclinometro de inducao é um equipamento absoluto, que mede, simultaneamente, a
declinacao e a inclinacao. Ele se baseia no fato de que a corrente induzida em uma bobina,
que gira transversalmente em um eixo colinear (localmente) com o campo geomagnético,

é nula.

2.3.1.3 Magnetometro de flurgate

O magnetometro de flurgate é um magnetometro vetorial, que, se adequadamente

disposto, pode medir de forma independente as trés componentes do campo geomagnético.

O sensor desse instrumento é constituido em muitos equipamentos por dois nicleos
paralelos de um material com permeabilidade magnética elevada, em torno dos quais

dois enrolamentos, primdrio e secundério, sao trancados em sentidos contrarios (ver Fi-
gura [2.9).

Quando uma corrente alternada é aplicada ao enrolamento primaério, induz-se um
campo magnético, que leva cada nicleo a saturagao. No enrolamento secundério, também
¢ induzido um campo magnético com igual dire¢ao, mas com sentido contrario ao primeiro.

Na auséncia de um campo externo, a corrente aplicada é escolhida de forma que os nicleos
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FIGURA 2.9 — Esquema ilustrativo do magnetometro de fluzgate.
Fonte: Adaptado de http://pkukmweb.ukm.my/ rahim

saturem a cada meio ciclo de corrente, tal que o sinal de tensao observado no enrolamento

secundério é nulo.

Quando um campo magnético exterior é aplicado em direcao nao perpendicular ao
campo do nucleo, havera um reforco desse campo. Neste caso, um dos nicleos satura
antes do outro, gerando um sinal de tensao, cuja amplitude é proporcional a componente

do campo exterior, que é colinear com o nicleo do sensor.

2.3.2 Magnetosfera

A regiao mais externa do campo geomagnético é constantemente afetada pelo vento
solar. Isto faz com que as linhas de forca do campo sejam comprimidas no lado voltado
para o Sol e espichadas no lado oposto, formando uma cavidade onde a penetracao do
vento solar é muito reduzida. A esta cavidade dé-se o nome de magnetosfera (MIRANDA,
2002). A magnetopausa é a fronteira entre o vento solar e o campo magnético da Terra e

apresenta uma forma alongada, semelhante a cauda de um cometa (Figura [2.10)).

Em sua fronteira voltada para o Sol, a magnetosfera recebe o vento solar, em que

sao geradas ondas de choque devidas as diferencas entre a velocidade do vento solar


http://pkukmweb.ukm.my/~rahim
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FIGURA 2.10 — Estrutura da magnetosfera.
Fonte: (MIRANDA| 2002)

e a velocidade do som para o plasma interplanetério. Mais préximo da Terra, (1) os
movimentos em espiral de particulas carregadas eletricamente em torno das linhas do
campo geomagnético, (2) entre os pontos conjugados nos hemisférios norte e sul e (3) de
deriva longitudinal no sentido leste para oeste, contribuem para a formacao dos cinturoes
de radiagdo Van Allen (Figura . A circulacao equatorial no cinturao da origem a

uma corrente elétrica, denominada anel de corrente, que origina uma parte do campo

magnético medido a superficie (MIRANDA/ 2002)).

Na regiao compreendida entre a frente de choque e a magnetopausa, as particulas
do vento solar desaceleram, até atingir velocidades sub-magnetosonicas. Proximo aos pé-
los magnéticos, verifica-se a penetracao do vento solar que pode atingir a ionosfera. O
estiramento das linhas de forga do campo geomagnético, na magnetocauda, gera o apare-

cimento de uma superficie neutra, do lado escuro da Terra, onde o campo é praticamente

nulo (MIRANDA] [2002).
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FIGURA 2.11 — O cinturao de Van Allen. A faixa interior se situa entre 600 e 15.000
quilometros e a exterior, entre 13.000 e 51.000 quilometros da superficie
da Terra.

Fonte:  http://br.geocities.com/saladefisicab/leituras/vanallen.
htm

2.3.3 Ionosfera

A ionosfera é a parte da atmosfera onde existe alta concentragao de elétrons e fons

positivos livres. Essa camada esta situada, aproximadamente, entre 60 km e 1000 km de

altura. Ela se divide em trés regioes, que correspondem a trés faixas de altura, nas quais

ocorrem méximos do perfil de densidade eletronica (YAMASHITA, 1999):

e A regiao D, localizada entre 60 km e 95 km de altura, é a menos densa das regioes
ionosféricas, deixando de existir durante a noite. Essa regiao é responsavel pela
absorcao das ondas de radio em alta freqiiéncia, que sao refletidas nas camadas

superiores.

e A regiao E, localizada entre 95 km e 180 km de altura, subdivide-se em: camada
E, normalmente, encontrada; camada E2, mais densa que a camada E; e camada

Es (esporéddica), pouco densa e instdvel. A regido E é importante pela presenga de


http://br.geocities.com/saladefisica5/leituras/vanallen.htm
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correntes elétricas que nela fluem e por sua interacao com o campo magnético.

e A regiao F, localizada acima de 180 km de altura, é onde se concentram as camadas

refletoras mais importantes: a camada F1, encontrada esporadicamente; a camada

F2, normalmente, encontrada; e a camada F3 na regiao equatorial.

A nomenclatura das regices ionosféricas, em funcao da densidade eletronica, esta indicada

na Figura As alturas e as densidades numéricas sao apenas aproximacoes e os valores

numeéricos reais podem variar por diversos fatores, entre eles: a localizacao, estacao do

ano, tempo local, atividade magnética etc.

A concentracao eletronica se torna muito pequena abaixo de 70 km e também acima

de 1000 km, onde comegam a predominar os fons de hidrogénio (prétons).

ALTURA (¥m )

RE.

&

1000 4

300 4

1301

100+

oo IREGIAO
(=200 Km )

T PROTONOSFERA
HELIOSFERA

(80 -13DKm ):

REGIAC D ¢ < 100 K )

REGIAO F2
(> 250Km )

O

10

CONCENTRACAO DE ELETRONS (102 em™)

FIGURA 2.12 — Localizagao das camadas ionosféricas.

Fonte: ( YAMASHITAL 1999))
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2.3.4 Variacgao diurna

Na atmosfera, existe um efeito de maré gerado pelo fato de o eixo do dipolo geomag-
nético estar inclinado em relacao a direcao do vento produzido por aquecimento solar.
Este vento e essa geometria do campo produzem correntes elétricas na regiao E ionosfé-
rica, consequentemente, causa variacao no proprio campo geomagnético. Tal variacao é

chamada de variacao diurna.

A variacao diurna pode ser conceitualmente decomposta em uma componente solar
S, com um periodo de 24 horas; em uma componente lunar L, com periodo proximo das
25 horas; e em uma componente perturbadora D. Ao se considerar apenas o dias magne-
ticamente calmos, obtém-se a variacao devida apenas a variabilidade solar S,. Tanto .S,
quanto L originam-se em fenomenos de maré. A maré atmosférica solar é essencialmente

térmica, enquanto a lunar é essencialmente gravitacional (MIRANDA| [2002)).

Em uma banda de cerca de 2° de largura em torno do equador magnético, ocorre uma
duplicagao de S,. Tal fato se deve a existéncia de uma corrente, denominada de eletrojato

equatorial, que flui de leste para oeste no hemisfério diurno.

Pode-se definir o campo perturbado D pela diferenca:

D=AF—-S8,—L (2.2)

em que AF' ¢ a diferenca entre o valor medido do campo total em cada instante e o valor

médio mensal.
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2.3.5 Indices geomagnéticos

Os indices geomagnéticos servem para resumir aspectos interessantes do comporta-

mento do campo magnético da Terra. Os indices de maior interesse para este trabalho

sao os seguintes (YAMASHITA| [1999):

AFE

Dst :

: indice do eletrojato auroral, este indice é obtido por meio de uma cadeia de mag-

netometros dispostos globalmente na zona do eletrojato auroral e consiste na dife-
renga entre os involucros superior (AU) e inferior (AL) dos registros magnetométri-
cos. Sua intensidade é proporcional ao depdsito de energia cinética das particulas

que se precipitam na regiao auroral.

o indice K, ¢ um nimero proporcional ao grau de perturbacao global do campo
magnético terrestre, obtido periodicamente por alguns observatorios espaciais inter-
nacionais. Esse indice é uma média de valores obtidos no espaco de tempo de trés
horas, comecando a zero hora. A soma dos oito valores diarios constitui o que se

denomina X /,.

Disturbance Storm Time, este indice representa o involucro das curvas magneto-
métricas obtidas por uma cadeia de magnetometros localizados na regiao equatorial,
ao longo do globo terrestre. Esse indice representa a intensidade das correntes de
anel nos periodos perturbados e, com ele, define-se uma tempestade magnética. A
curva do indice Dst representa a variacao média do campo geomagnético, na regiao
equatorial, durante as tempestades magnéticas, ocasiao em que ocorre a injegao de

particulas no cinturao de radiagdo de Van Allen.
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2.3.6 Tempestades magnéticas

As tempestades magnéticas sao caracterizadas por oscilacbes muito intensas do campo
geomagnético, medidas pelos indices Dst e K,,, podendo durar alguns dias (Figura .
Elas se iniciam por uma elevagao brusca da componente X, seguida, minutos depois, por
uma descida repentina desta componente para um valor inferior ao valor médio antes da
tempestade. Em seguida, assiste-se a uma fase de recuperacao da tempestade, correspon-
dendo a modulacao em amplitude do anel de corrente, que, por sua vez, corresponde a
deriva de fons positivos e negativos, em sentidos contrarios, ao longo de uma trajetéria

fechada, tal como ocorre nos cinturdes de Van Allen (MIRANDA| 2002).

Durante as tempestades magnéticas, o indice K, aumenta, adquirindo elevados valores
em dias de forte tempestade. Em contrapartida, nos dias magneticamente calmos, o valor
de K, é relativamente baixo. Essas tempestades causam variacao na ionizacao ionosférica
em relagao aos periodos calmos e podem fazer a ionosfera subir ou descer (YAMASHITA|

1999).

2.4 Deriva equatorial do plasma ionosférico

Os principais agentes de transporte do plasma da ionosfera equatorial sao os campos
elétricos (E) na presenga do campo geomagnético (B). Esses campos causam derivas zonais
e verticais do plasma, as quais podem ser determinadas por E x B/B?. Para perfodos
geomagneticamente calmos, a origem dos campos elétricos ionosféricos pode ser explicada

por meio das teorias dos dinamos das regides E e F (KELLEY],[1989; CARRASCO) |2005)).
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FIGURA 2.13 — Tempestade Magnética tipica. Valores médios para a latitude 40N. No
hemisfério Sul, a variacao da componente vertical seria invertida.
Fonte: (MIRANDA| 2002)

2.4.1 Dinamo da regiao F

Os ventos neutros induzem movimentos as particulas carregadas da regiao F da ionos-
fera. Entao, surge a deriva dos fons e elétrons ao longo das linhas de campo geomagnético
com intensidade igual a componente do vento na direcao do campo. Por outro lado,
existe um movimento bem menos intenso na direcao perpendicular tanto ao vento como

ao campo, cuja velocidade é dada por:

vw UxB
w2 +4+w? B
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em que:
V é a velocidade das particulas carregadas ({fons ou elétrons),

U ¢ a velocidade do vento neutro,

B ¢é o campo magnético da Terra,

v é a freqiiéncia de colisao entre particulas neutras-carregadas,

w = qB/m é a girofreqiiéncia das particulas - ¢ e m sdo carga e massa das particulas,

respectivamente.

Devido a dependéncia com a carga ¢ (positiva ou negativa), é facil perceber que os fons
se movem em um sentido e os elétrons se movem em sentido contrario, criando assim uma
corrente elétrica (J). Conseqiientemente, e devido a variagao vertical da condutividade, é

criado um campo elétrico de polarizacao vertical que produz deriva zonal.

2.4.2 Dinamo da regiao E

O campo elétrico da regiao E equatorial é resultante da superposicao de duas con-
tribuicoes. A primeira componente é gerada pelos ventos de marés, os quais arrastam
os ions e deixam os elétrons para tras. Na verdade, os elétrons nao sao afetados pelos
ventos, pois a frequéncia de colisdes com as particulas neutras sao muito menores do que
a girofrequéncia. A segunda componente é uma consequéncia por existir a presenga da
primeira, ou seja, o campo elétrico gerado pelos ventos de marés, por efeito Hall e de-
vido as variagoes verticais da condutividade, produz mais um campo elétrico. Os campos
elétricos da regiao E, conforme mencionados acima, possuem suas direcoes Leste-Oeste,

portanto, causam derivas verticais.

E importante destacar que, devido as linhas do campo geomagnético serem conside-
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radas linhas equipotenciais, os campos elétricos da regiao E/F sao diretamente mapeados

para a regiao F/E sem atenuagoes.

2.4.3 Radar de Espalhamento Incoerente

Os radares de espalhamentos incoerentes utilizam o principio de espalhamento Thom-
son, o qual consiste na reflexao de parte da energia eletromagnética incidente sobre elétrons
livres. Esses instrumentos operam em freqiiéncias superiores a freqiiéncia critica da regiao

F, a qual, geralmente, ndo ultrapassa valores maiores que 20 MHz (BERTONTI, |2004)).

Os pulsos de ondas eletromagnéticas de freqiiéncia bem mais alta que a freqiiéncia
critica da regiao F, ao se deslocarem através do plasma ionosférico, sofrem espalhamento
pelos elétrons, produzindo pequenos ecos. Estes ecos possuem fases aleatorias, e dai
vem o nome espalhamento incoerente. Utilizando-se um mesmo conjunto de pulsos e
sincronizando a recepcao dos ecos em diferentes intervalos de tempo, podem-se obter

informagoes da parte inferior ao pico de densidade eletronica da regiao F' ou de sua parte

superior (BERTONTI, [2004)).

Os sinais recebidos pelos radares de espalhamentos incoerentes criam um espectro de
poténcia. A partir deste espectro, é possivel determinar a deriva vertical e zonal, o campo

elétrico, o tensor condutividade, as correntes elétricas, a velocidade do vento neutro etc.



3 Filtros de Kalman e Minimax

Este capitulo apresentard os conceitos basicos sobre os filtros de Kalman e o H.
Pretende-se, aqui, descrever os algoritmos destes filtros, sem se alongar demasiadamente
em suas fundamentagoes matematicas. Para isto, o leitor pode consultar o livro de Si-

mon (SIMON], [2006)).

3.1 Filtro de Kalman

O filtro de Kalman foi detalhado, em 1960, por Rudolph Emil Kalman, em seu fa-
moso artigo (KALMAN| [1960), embora as bases de seu algoritmo remontem ao método
dos minimos quadrados de Gauss (SORENSON| [1970). O algoritmo é um procedimento
recursivo, que permite estimar os estados de um sistema linear, geralmente, nao direta-

mente observavel, por meio de um conjunto de variaveis observaveis.

Para a utilizagao do filtro de Kalman, deve existir um modelo linear do processo de
interesse. O filtro, entao, ajustara os parametros do modelo com o objetivo de melhorar

o casamento entre o modelo e os dados experimentais que o sustentam.

Um sistema linear de um processo pode ser descrito pelas seguintes equagoes (SIMON;

2001b)):
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Equacao de estado: x;.1 = Ax; + Buyg + wy

Equacao de saida: y, = Cxy + zg

em que:

A, B e C sao matrizes.

k é um indice de tempo.

x € o estado do sistema. Este vetor contém toda a informacao sobre o estado

atual do sistema, mas nao pode ser diretamente observavel.

e u ¢é a entrada observavel do sistema.

y é saida medida. Este vetor é uma funcao de x, mas esta corrompido pelo

ruido z.
e w ¢ o ruido do processo.

e 7 ¢ o ruido da medicao.

Para apresentar as equacoes que compoem o filtro de Kalman, considere-se o problema

de estimar a altitude e velocidade vertical de um avidao. As varidveis de estado sao

e 1,(k) é a altitude no tempo ty.

e 15(k) é a velocidade no tempo t.

A aceleracao é dada por

dzy (k)
1
A, = " g+w (3.1)

em que
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e ¢ ¢ a aceleracao da gravidade e

dzo(k) o do(ty)
a7 T

é a aceleracao do aviao.

e w é o erro de medigao associado ao processo. Se w é um ruido branco, entao, ele
possui média zero e desvio-padrao o, constante. Para este exemplo, considere-se

o, = 0.1.

Os instrumentos a bordo do aviao (altimetro e acelerdmetro) produzirdo medidas a cada
intervalo de 0.5 s, tal que tyg = 0,t; = 0.5,t, = 1.0,t3 = 1.5,.... Se a aceleracao for

constante nesses pequenos intervalos, a velocidade e a posicao serao dadas pelas féormulas:
vty + At) = v(ty) + YAt

1
sty + At) = s(tg) +v(te) At + §7At2

Dado que At = 0.5, s(tx) = z1(k), v(ty) = z2(k), s(tr + At) = x1(k+1) e v(tx + At) =

zo(k+1), pode-se usar as seguintes férmulas de predi¢ao para as duas varidveis de estado:

Bk 1) = x2<k)+%(am+g—w) (3.2)

Em forma matricial, estas equagoes tornam-se:
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x = ®x+h+u (3.3)
L3
» = (3.4)
0 1
8
g+ an)
h = |° (3.5)
%(g+am)
1
—sW
u = ® (3.6)

O filtro de Kalman é um algoritmo usado para estimar as varidveis de estado x(k)
por meio das medigoes y (k). Essas estimativas serdo chamadas x(k). O algoritmo inicia
com valores iniciais para as variaveis de estado em x. Este valor inicial é denominado de
estimativa a priori e é denotado por x(0). Pode-se fornecer a matriz de covariancia inicial
do erro P(0), que expressa a confianga que se possui nos valores iniciais das varidveis de
estado. A parte central do filtro de Kalman é o calculo da matriz de covariancia do erro

na estimacao de x. A matriz de covariancia é dada por:

P = E{(x(to) — %(to))(x(to) — %(t0))" }.

Cada elemento da matriz é dado por:

Pij(k) = E{wi(k)z;(k)}

Os elementos da diagonal principal sao as variancias de x;. Os outros elementos sao as
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covariancias e estao relacionados as correlacoes entre x; e ;. De fato, as correlacoes sao

as covariancias divididas pelos produtos dos desvios-padroes:

O altimetro produz uma medida de y a cada 0.5 s:
y=a1+=z

em que z é o erro na medigao. Supondo que z ¢ um ruido branco com desvio-padrao de

100 pés, a variancia de z serd 10%, isto ¢, 10,000. Em forma matricial,
y=Mx+1z

em que

Sm

Tanto y quanto z possuem apenas um elemento neste exemplo. Tendo iniciado com uma
estimativa a priori X(0), o préximo passo é estimar x(1). Kalman mostra que se pode

extrapolar a partir de x(0), usando a seguinte equagao:
x(1) = ®x(0) + h(0)

Em que a barra ¢é usada para indicar que isto é uma extrapolagdo a partir de x(0) e que
nao se incluiu qualquer nova medicao. Retirar-se-4 os argumentos das varidveis com o

intuito de simplificar a notacao.
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Equacao de Kalman 1

M
Il
A
>
+
=

Para calcular a matriz de covariancia do erro do novo X, tem-se:
P(1) = ®P(0)®” + Q

em que Q é a matriz de covariancia de u(k). Novamente, retiram-se os argumentos para

obter:

Equacao de Kalman 2

P=®P®" +Q

Para este exemplo, a matriz de covariancia Q é dada por

Q = E{uu'}

-t [ ]

:E{

E{(sw)*} E{55w’}

E{z5w’} E{(zw)’}

00—
S~—

[N}
N =
X
0|

= F{w?}

[
X
oo
—~
[
N—

o}
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Desde que E{w?} = 0.01, a matriz final sera:

1.5625 x 107* 6.25 x 10~*

6.25 x 107 2.5 x 1073

A matriz de covariancia R do ruido branco z, um vetor unario, é:

R = [10%]

Quando o piloto ativa o sistema durante o voo, ele obtém a altitude inicial de 10000 pés

e uma velocidade inicial nula. Logo,

10000

O piloto também lé que o erro na estimativa da altitude possui um desvio-padrao de 1000

pés e que o erro na estimativa da velocidade possui um desvio-padrao de 5 pés/s. Logo,

Agora, esta-se pronto para usar o filtro de Kalman. Neste ponto, o piloto 1é a primeira
medida do acelerometro:

Ay, = 33

Se se adotar
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a equacao de Kalman [1| produz

10000.125

bl
Il

0.5

A equacao de Kalman [2| produz

B 1,000,006.25 12.500625
P
12.500625 25.0025

Agora, tome-se a primeira medida y(1) e, de acordo com Kalman, a nova estimativa

otima é dada pela

Equacao de Kalman 3

em que K é o ganho do filtro de Kalman. O ganho 6timo pode ser calculado por meio da

seguinte equacao

Equacao de Kalman 4

K = PM"(MPM” + R)™*
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Para este exemplo, a equacao de Kalman 4| produz

0.990099

1.2376 x 107°

Supondo-se que a primeira medida do altimetro é

y(1) = 10000 pés

Neste caso, a equagao de Kalman |3| produz:

10990

>
I

0.512

O novo X tem uma matriz de covariancia de erro, que pode ser calculada usando a

equacgao de Kalman 5:

Equacao de Kalman 5

P=(I-KMP(I-KM)” +KRK"

em que I é a matriz identidade com as mesmas dimensoes de P. Usando a equacao 5, a

nova matriz de covariancia sera:

9901  0.12377
P =

0.12377 25.0023
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O filtro de Kalman consiste no repetido uso das equacoes 1 a 5 para cada nova medicao.

Assim, retornando as equagoes 1 e 2, o resultado da equagao 2 é

9907  12.625

au]
I

12.625 25.0048

Entao, usando as equacoes 4, 3 e 5 novamente, a equacao 5 produz:

4977 6.342
P =

6.342 24.996

Colocando todas as equacgoes que formam o filtro de Kalman juntas, tem-se:

x=®x+h (3.7)

P =®Pd" +Q (3.8)

x =x+ K(y — Mx) (3.9)
K = PM"(MPM” + R)™ (3.10)

P=(1I-KMPI-KM)” +KRK” (3.11)
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3.1.1 Propriedades

O filtro de Kalman é um estimador que satisfaz aos seguintes requisitos (SIMON,

2001h):

e o valor médio da estimativa do estado é igual ao valor médio do estado verdadeiro.
Dito de outra forma, o valor esperado da estimativa é igual ao valor esperado do

estado.

e A estimativa do estado varia minimamente em relacao ao estado verdadeiro. Em

outros termos, o estimador apresenta a menor variancia de erro possivel.

A solucao do filtro de Kalman somente pode ser aplicada se as condigoes abaixo sobre

o ruido que afeta o sistema sao satisfeitas (SIMON| 2001b):

1. Tanto o ruido do processo w quanto o ruido de medi¢ao z possuem valores médios

iguais a zero;

2. Nao existe correlagao entre w e z. Ou seja, em qualquer tempo k, wi e z; sao

variaveis aleatérias independentes

Dadas as restricoes acima, as matrizes de covariancia do ruido do processo, S,,, e de

ruido de medicao S, sao definidas por:

Sy = E{w,w{}

S, = E{zkzg}
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3.2 Filtro Minimax

Como visto, o filtro de Kalman funciona bem sob certas condigoes:

e 0s ruidos envolvidos no processo precisam ter médias zero. Esta propriedade de
média zero deve manter-se durante o tempo total de duracao do processo e também
a cada instante de tempo. Ou seja, o valor esperado de w e z, em cada instante,

deve ser igual a zero.

e E necessdario conhecer o desvio-padrao dos ruidos envolvidos no processo. O filtro
de Kalman usa as matrizes S,, e S, como parametros de projeto. Assim, se es-
sas matrizes nao forem conhecidas, nao se consegue projetar um filtro de Kalman

apropriado.

Se as condicoes anteriores nao forem atendidas, uma opcao é usar o filtro de Kalman
mesmo assim, e esperar que ele funcione razoavelmente bem. Uma outra opgao é usar
um filtro H,,, também conhecido por filtro minimazx. O filtro H,, nao impoe qualquer

condigao sobre o ruido e minimiza o erro de estimativa no pior caso.

3.2.1 Filtragem H.

Suponha-se que se, para um dado sistema dinamico linear, deseje encontrar um esti-
mador para os seus estados, satisfazendo a algum critério J de qualidade. O problema
que o filtro H,, tenta resolver é:

MINZMAT v 5

Pode-se pensar nos ruidos w e z como adversarios que tentam piorar nossa estimativa.

Assim, dados os piores valores para esses ruidos, deseja-se encontrar uma estimativa de



3. Filtros de Kalman e Minimax 67

estado que minimize o pior efeito possivel desses ruidos no erro de estimacao. Devido a

este fato, esse filtro é também chamado de filtro minimax: ele tenta minimizar o erro de

estimagao maximo (SIMON, [2001a)). A funcao J pode ser definida como':

média ||xx — X
o [pe2 /’f”Q (3.12)
média |wy||w + média ||z,

As médias acima sao tomadas sobre todos os intervalos k. As matrizes Q, W e Z, usadas
nas normas ponderadas em J, sao escolhidas pelo projetista, visando obter a melhor
relacao custo-beneficio. Por exemplo, se se souber que o ruido w serd menor que o
ruido z, entao, os elementos da matriz W serao menores que aqueles da matriz Z. Isto
enfatizard a importancia do ruido z em relagao ao ruido w. Se o que interessa é a precisao
da estimativa em elementos especificos do vetor de estado x, ou se os elementos do vetor
de estados estiverem escalonados tal que difiram por uma ordem de magnitude ou mais,

entao, definir-se-4 uma matriz Q que leve em conta tais fatos (SIMON] 2001a).

O problema do filtro minimax é dificil de resolver analiticamente. Entretanto, pode-se
resolver um problema relacionado:

1
J < -
Y

em que vy ¢ uma constante numérica determinada pelo projetista.

O problema original se reduz a encontrar uma estimativa de estado tal que o valor

maximo de J seja sempre menor que a quantidade “lv’ independentemente dos valores dos

! A norma vetorial ponderada de um vetor x é definida como:
2 T
[xllq = x" Qx

onde Q é qualquer matriz com dimensoes compativeis.
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ruidos w e z. A estimativa de estado que forca J < % ¢ dada por:

L, = (I-vQP,+CTZ'CP;)™" (3.13)
K, = AP,L,C'Z (3.14)
Xpr1 = Axp + Buy + Ki(yr — Cxy) (3.15)
Piy1 = APL,AT +W (3.16)

Estas sao as equacoes do filtro H,,, em que I é a matriz identidade e K, é a matriz
de ganho. A estimativa inicial Xy deve ser inicializada com o melhor palpite sobre xg, e
o valor inicial de Py deve ser ajustado para se obter um desempenho aceitavel do filtro.
Em geral, os valores do elementos de P, deveriam ser pequenos, se se estiver altamente

confiante na estimativa inicial do estado X.

A derivacao matematica das equacoes do H,, é vélida somente se v for escolhida tal
que todos os autovalores da matriz P tenham magnitudes menores que um. Se 7 possuir
um valor elevado, ndo existird uma solugao para o problema de filtragem H,, (SIMON]|

2001a)).

Como pode ser observado nas equagoes do filtro H,, a inversao de matrizes é necessa-
ria em quase todos os passos do calculo dos termos L. Pode-se melhorar o comportamento
em tempo real do filtro minimax, observando que os célculos de Lj, P, e K; podem ser
realizados a priori. Isto é, nao se precisa das medi¢oes para computar a matriz de ganho

K. E possivel calcular cada K, previamente e armazenar as matrizes resultantes.
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3.3 Consideracoes finais

O filtro de Kalman é mais utilizado e conhecido que o filtro minimax e seu desempenho,

geralmente, ¢ melhor (SIMON] 2001al).

O filtro H, exige maior quantidade de ajustes para funcionar bem. Seus parametros
de ajuste incluem v e as matrizes Py, Z, W e Q. Devido a esse grande ntmero de

parametros, é mais dificil ajustar um filtro H,, do que um filtro de Kalman.






4 Ondaletas

O objetivo deste capitulo é fazer uma introducao geral a teoria das ondaletas!. Exis-
tem muitas formas de visualizar ondaletas. Aqui, elas serao consideradas como transfor-
madas, que podem ser obtidas pela aplicagao repetida de filtros. Isto abrird oportunidade

para a combinacao de ondaletas com o filtro de Kalman.

Existem varios trabalhos que relacionam as ondaletas aos problemas geofisicos (PRO-
TAZ10), [2001; BOLZAN|, [2004; DOMINGUES; MENDES; COSTA, 2005). O proposito,

aqui, foi verificar a possibilidade de uso delas em climatologia espacial.

4.1 A transformada de Fourier

Em 1822, o matemadtico e fisico francés Jean-Baptiste Joseph Fourier mostrou que
qualquer funcao periédica pode ser expressa por uma soma infinita de funcoes exponenciais
complexas periddicas. Posteriormente, a idéia de Fourier fora generalizada, primeiro, para

funcoes nao periddicas e, depois, para sinais discretos periédicos ou nao.

1Segue-se aqui a traducio de Pedro Morettin (MORETTIN, 1999)) para os vocabulos wavelet (inglés)
e ondelette (frances).
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A transformada de Fourier (TF) é definida pelas seguintes equagoes

X(f) = /_OO x(t)e 2™ qt (4.1)

o) = [ Xty (42)

A equacdo (4.1) é chamada de transformada direta de Fourier da funcdo z(t) e a

equagao (4.2) é chamada de transformada inversa de Fourier de X (f).

A TF decompoe um sinal em termos de funcoes exponenciais complexas de diferentes
freqiiéncias. Isto pode ser visto na equagao , em que o sinal z(¢) é multiplicado por
um termo exponencial com uma determinada freqiiéncia f e, depois, é integrado sobre
todo o eizo do tempo. Logo, a informacao fornecida por essa integral corresponde a todos
os instantes de tempo, de menos infinito a mais infinito. Desta forma, nao importa onde,
no tempo, a componente com freqiiéncia f apareca, pois ela afeta igualmente o resultado
da integracao. Do exposto, vé-se que a transformada de Fourier nao é adequada para

sinais cujo conteudo freqiiencial varie com o tempo, ou seja, para sinais nao-estacionarios.

A transformada de Fourier informa se um determinado componente de freqiiéncia
existe ou nao. Esta informacao é independente do instante no tempo em que esta compo-
nente aparece. Assim, é muito importante saber se um sinal é estacionario ou nao, antes

de processa-lo com a TF.
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4.2 'Transformada de Fourier de curta duracao

Uma forma intuitiva de analisar um sinal nao-estacionario é realizar uma anélise
espectral dependente do tempo. Se for possivel dividir um sinal nao-estacionario em uma
seqiiéncia de segmentos temporais, nos quais o sinal seja, aproximadamente, estacionario,
entao, pode-se aplicar a TF a cada um desses segmentos locais do sinal. Esta abordagem
leva a uma versao revisada da transformada de Fourier, chamada de transformada de
Fourier de curta dura¢io (TFCD), também conhecida como transformada janelada de

Fourier.

A transformada de Fourier de curta duragao é associada a uma janela de largura fixa,
e foi o matematico e fisico hungaro Dennis Gabor, em 1946, o primeiro a introduzi-la.

Esta transformada é definida como

+00
TFCD(r, f) = / () (¢ — 7))e2m It gt (4.3)

A funcao de janelamento w (na equacao w* é o seu complexo conjugado) é escolhida
tal que a largura de sua janela seja igual ao tamanho do segmento do sinal em que a

condicao de estacionaridade é vélida.

Como visto na equagao (4.3), a fungao de janelamento é deslocada ao longo do eixo

temporal e centrada em 7. Esta janela deslizante permite a localizacao temporal do sinal
x(t).
A TFCD possui um problema relacionado com o Principio da Incerteza de Heisenberg,

que, quando aplicado a representacao tempo-freqiiéncia do sinal, enuncia que nao se pode

saber com exatidao quais componentes espectrais existem em um determinado instante no
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tempo. O méaximo que se pode saber sao os intervalos de tempo nos quais certas bandas

de freqiiéncias existem.

A largura At da janela w(t), no dominio do tempo, e a largura de banda Aw da janela

W(w), a transformada de Fourier de w(t), no dominio da freqiiéncia, sdo definidas como

+00 +0oo
/ t|w(t)|*dt / WA W (w)|?dw

At = == Aw? = =5 (4.4)
JINCERE [ wepds

Dois sinais senoidais podem ser discriminados somente se eles estao separados por
pelo menos Aw. Assim, Aw é a resolucao no dominio da freqiiéncia da transformada de
Fourier de curta duracao. Similarmente, dois pulsos no dominio do tempo podem ser
discriminados somente se estiverem separados por pelo menos At. Assim que uma janela

tenha sido escolhida para a TFCD, as resolucoes no tempo e na freqiiéncia, dadas por

(4.4]), estarao fixas em todo o plano tempo-freqiiéncia (POULARIKAS| 2000).

O Principio da Incerteza de Heisenberg enuncia que o produto das resolucoes de tempo
e freqiiéncia é limitado por

AtAw > (4.5)

DN | —

Um sinal nao pode ser representado por um ponto no espago tempo-freqiiéncia. Pode-
se somente determinar sua posicao neste espaco dentro de um retangulo de area AtAw.
Assim, pode-se somente trocar a resolugao no tempo pela resolucao na freqiiéncia ou vice

versa.

A largura da janela na TFCD é, entao, limitada por esse principio. Ao se usar uma
janela com comprimento infinito, obtém-se a transformada de Fourier, que d4 uma perfeita

resolucao em freqiiéncia, mas nenhuma informacgao sobre tempo. Se forem utilizadas
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janelas cada vez mais estreitas, para obedecer a condicao de estacionaridade, melhora-se

a resolucao no tempo, mas piora-se a resolucao em freqiiéncia.

Gabor propos a funcao Gaussiana como a funcao de janelamento, pois ela possui o
menor produto entre largura de banda e o tempo, como determinado pelo Principio da
Incerteza (4.5). A transformada de Fourier da janela Gaussiana ¢é ainda uma fungao

Gaussiana, como visto abaixo

1 t2 o’w?
w(t) = gy exp (_ﬁ) e W(w) = exp (— i >

Nestas equacoes, o0 é um parametro que controla a largura da janela. Um calculo

simples mostra que

0.2

At? = — e Aw? = —
2 202

que satisfaz ao Principio da Incerteza e alcanca o menor produto entre a largura de banda

e o tempo, pois AtAw = 1/2.

4.3 Analise de multirresolucao

Os problemas de resolu¢ao no tempo e na freqiiéncia sao resultantes de fenémenos fisi-
cos e existem independentemente da transformada usada. Entretanto, é possivel analisar
qualquer sinal empregando uma abordagem alternativa, chamada de analise de multirre-
solucdo (AMR). A AMR analisa o sinal em diferentes freqiiéncias, utilizando diferentes

resolucoes. A resolucao para cada componente espectral nao sera igual, como no caso da

TFCD.

A andlise de multirresolucao é projetada para dar uma boa resolucao no tempo e uma
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pobre resolucao na freqiiéncia, quando se lida com os componentes de alta freqiiéncia do
sinal e uma boa resolucao na freqiiéncia e uma pobre resolucao no tempo, quando se lida
com componentes de baixa freqiiéncia. Essa abordagem faz sentido, especialmente, nos ca-
sos em que o sinal possui componentes de alta freqiiéncia de curta duracao e componentes

de baixa freqiiéncia de longa duracao (POLIKAR 2001)).

Formalmente, uma AMR é uma seqiiéncia crescente de subespagos fechados {V},j €
Z}, que aproximam L?(R), ou seja, ela apresenta as seguintes propriedades (MORETTIN,

1999):

1. ..cVicVycCcVicC..

2. L(R) = U, V;

3N,V = {0}

4 f(H) €V, & f20) € Vimr, V)

5. H4 uma base ortonormal {¢;, j,k € Z} para cada subespaco V;, ou seja, as
projecoes ortogonais de f(t) sobre cada um dos subespacos V; podem ser descritas

como combinacoes lineares de ¢, .

4.4 Transformada de ondaletas continua

Ondaletas sao fungoes obtidas a partir de uma fungao protétipo ¥ (t) € L*(R)?, conhe-

cida como ondaleta-mae, por meio de dilatacoes e translagoes. A idéia aqui é considerar

2L%(R) é o espaco de todas as fungoes mensuraveis de quadrado integravel sobre R para as quais

+oo
12 = / £t < oo

— 00
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dilatagoes (ou compressoes) e translagoes de uma tnica fungao ¢» de modo a cobrir R. A

forma geral de uma familia de ondaletas é dada por (MORETTIN| 1999)

Yas(t) = \/1@1/1 (t — b) (4.6)

em que a é um fator de escalamento responsavel pelas dilatagoes, e a variavel b introduz

as translacoes.

Alguns exemplos de ondaletas-mae sdo (STARK] [2005):

e Ondaleta de Haar

1 se O§t<%

Y(t) = —1 se %§t<1
0 em qualquer outro caso

\
e Chapéu mexicano

U(t) = —er (1 - P)e

V3
e Ondaleta de Morlet
1 . a2 t2 2
Y(t) =m 1(e7 —e T )e 2 com =T —

Para que uma ondaleta-mae ¥ (t) € L*(R) origine uma familia de ondaletas, exige-se

que ela (FARIA| 1997):
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1. seja absolutamente integravel, isto é,

+oo
Y(t)dt < oo

—0o0

2. possua energia finita

“+oo
/ ()t < oo

[e.o]

3. satisfaca a uma condicao de admissibilidade

o [T )P b ,
Cp =2m dw < 00, onde P (w) é a transformada de Fourier de ) (t)

o |l

Uma vez que tais exigéncias sejam cumpridas, pode-se criar uma familia de ondaletas

duplamente indexadas pelo escalamento e pelas translagoes da ondaleta-mae:

Yap(t) = ﬁ@b (t ; b) coma,beRea#0 (4.7)

Para f € L*(R), a transformada de ondaletas continua, com respeito a v, é definida

por (MORETTIN], [1999):

a

(W f)(a,b) = ﬁ / :O F(t)y (t - b) it (48)

em que ¥* é o complexo conjugado de ¢. A funcao f(t) pode ser recuperada de (W, f)(a, b)

por meio da transformada de ondaletas inversa, dada por (FARIA| |1997):

a

L[ (W)@ D) Ylt)
£ = /_OO /_m : da db (4.9)
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onde a constante ¢, ¢ a mesma da condigao de admissibilidade.

Como visto na secao anterior, a transformada de Fourier de curta duragao divide o
plano tempo-freqiiéncia em segmentos retangulares de dimensoes constantes, analisando
tanto as altas freqiiéncias quanto as baixas com a mesma resolucao. A transformada de
ondaletas permite analisar o plano tempo-freqiiéncia com uma resolucao variavel: uma
resolucao mais fina no tempo para altas freqiiéncias e mais seletiva em freqiiéncia para
baixas freqiiéncias. Este efeito pode ser explicado da seguinte forma: em freqiiéncias mais
altas a transformada utiliza ondaletas mais estreitas, comprimidas e de curta duracao,
permitindo ver o sinal analisado em uma escala mais detalhada, localizada e com me-
lhor resolucao temporal. Em freqiiéncias mais baixas, ondaletas mais largas e dilatadas
enquadram o sinal numa escala maior, com menos detalhes, focando nas caracteristicas
globais. Nesta faixa, a resolucao em freqiiéncia é mais fina do que a temporal, facilitando

a localizagao em freqiiéncia (FARIA| 1997).

A implementacao da transformada de ondaletas continua no computador envolve a
simulacao de processos analégicos, o que somente pode ser feito por meio de amostragem
dessa transformada. Isto envolve, muitas vezes, uma grande carga computacional, que,
além de introduzir erros e de dificultar uma implementacao em tempo real, é altamente
redundante no tocante a reconstrucao do sinal. Uma solucao para esses problemas é
usar a transformada de ondaletas discreta, que fornece informagcao suficiente tanto para
a analise quanto para a sintese do sinal original e reduz, significantemente, o tempo de

computacao (POLIKAR; [2001)).
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4.5 Transformada de ondaletas discreta

Para encontrar uma forma discreta da transformada de ondaletas, comeca-se pela
discretizagdo dos parametros a (escala) e b (deslocamento) da equagao (4.§). Isto pode
ser feito tomando-se valores inteiros para a escala, que sejam poténcias de uma constante
ag, Ou seja,

a:aajcoma0>1ejEZ

A discretizacao de b dependera de j para que ondaletas estreitas, adequadas para os
componentes de alta freqiiéncia, sejam deslocadas por passos pequenos, e ondaletas mais
largas, adequadas para os componentes de baixa freqiiéncia, sejam deslocadas por passos

maiores (FARIA| |1997). Uma maneira de alcangar essa discretizagao é fazer

b=ka,’ comk€Z

Uma escolha bastante comum ¢ fazer ag = 2. Com isto, a equacao da ondaleta (4.7))

se transforma em

Yip(t) =232t — k) com j k€ Z (4.10)

A transformada de ondaletas discreta e a sua inversa sao definidas por

—+00
dyy =Y FOw(D) (4.11)

t=—00

F = > diut) (4.12)

j=—00 k=—00



4. Ondaletas 81

Os dg’k vistos nessas equagoes sao chamados de coeficientes das ondaletas.

4.5.1 Exemplo de calculo da transformada de ondaletas discreta

de Haar

A ondaleta de Haar é a mais simples das ondaletas e, por isto, ela é usada como

exemplo para ilustrar a forma de cédlculo da transformada de ondaletas discreta.

Supondo-se que o sinal de interesse seja uma funcao rampa:

flx) ==

Aplica-se esta fungao a pontos discretos para obter a seqiiéncia f(1), f(2), f(3),..., f(32).

Ela deve possuir n = 2™ valores. Neste caso, m = 5 e a seqiiéncia é igual a

1,2,3,...,32

A seqiiéncia é indexada e os indices representam a varidvel temporal (ou espacial). A

transformada de Haar, como outras transformadas, possui dois filtros:

Filtro passa-baixa: A média de dois valores adjacentes na seqiiéncia.
% parai=1,...,n—1

Tn

o parai=n

A média funciona como um filtro passa-baixa, pois elimina as altas freqiiéncias.
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Filtro passa-alta: A diferenca entre os mesmos dois valores usados no filtro passa-baixa.

Tiv1—x; parat=1,...,n—1

hi:

T parai=n

4.5.2 Ondaletas e os bancos de filtros

O célculo da matriz H, para o banco de filtro de sintese de Haar, assume uma entrada
x consistindo de n amostras. O filtro passa-baixa de Haar Hy simplesmente aplica a média

aos valores adjacentes de sua entrada. Em forma matricial, tem-se:

1 1 00 00

0110 . 00

1 0011 0 0
HY = -
09

00 00O 1 1

00 00O 01

L 4 nXxn

O filtro passa-alta de Haar H; calcula a metade das diferengas entre amostras suces-

sivas da entrada:

(1 10 o 0 o |
0 1 -1 0 0 0
110 0 1 <1 0 0
Hj =
00 0 0 1 -1
00 0 0 o1
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A matriz de decimacao (ou downsampling) tomara a primeira, terceira, quinta, ...,

entradas do sinal:

10000 ...0°0

00100..00
D*=100001...00

00000 ..10

L Xn

L
3

A acao combinada da filtragem seguida pela decimacao é dada por:

L' =D" x H!

para o filtro passa-baixa, e por

B" = D" x H?

para o filtro passa-alta.

Considere-se um exemplo concreto no qual alguém deseje encontrar as ondaletas no

nivel 2, para n = 4. Neste caso, os filtros sao:

1100
041 10
Hj =
003 3
0001
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bob oo
0 & -1 0
H! =
00 b -
0o 0 0 1
A matriz de decimacao é:
1000
D* =
0010

O filtro passa-alta é dado por B* = D* x Hf, ou seja:

|
N[
(e
(@]

N[ =

N |
N [—=

B? = D*H? — X},
L= D'H} — X2 — <
I? = D*H} — X}

FIGURA 4.1 — A implementacao por banco de filtros da transformada discreta de onda-
leta.

Até o momento, foi feita a implementacao do caminho

B* = D*H?
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da Figura[4.1] que corresponde & parte superior do diagrama. Indo para o ramo inferior,

existem dois caminhos: L*B? e L*L2.

O préximo passo é calcular L:

Lt%%oo
0044

L* serd multiplicada por B? e por L? para obter Xi; e X}, respectivamente. A matriz

(0

D2 ¢ dada por:

As matrizes H2 e H? sao dadas por:

11
o |2 2
HO_
1
0 2
11
2 2
H? =
1
1
0 2

Para obter B2, deve-se realizar a operagao D? x H?. O resultado é:

5 (s )

Para calcular L?, multiplica-se D? por H3:

L2:<1
2

N

)
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Finalmente, multiplica-se B? por L* para obter:

FN
EN

11
4 1

B2L4 _ (

E aqui estd L2L*:

L2L4:(1 11 1>
4 4 4 4

O passo final é montar a matriz da transformada de dois niveis:

L2L4
i—2
T = B2L4

B4

que, para o exemplo, fica

=
=
=
=

i1 =1 =1
Ti-2 _ 2 4 2
1 -1
3 5 0 0
1 -1
0o 0 35 =
Entrando com o vetor
1
2
xt =
3
4



4. Ondaletas

Multiplicando este vetor por T?~2, obtém-se:

Tz—2X4 _

O primeiro elemento do vetor transformado é a média do sinal, como esperado.

4.5.3 Bancos de filtros ortogonais e bases de ondaletas

Diz-se que um banco de filtro é ortogonal se sua matriz correspondente é ortogonal.

Uma matriz H é ortogonal se sua inversa € igual a sua transposta:

N Ot

|
N =

N[ =

H'H=HH" =1

em que I é a matriz identidade.

Com um escalamento adequado da entrada antes das filtragens passa-baixa e passa-

alta, o banco de filtros de Haar torna-se ortogonal. Por exemplo, para n = 4, tem-se:

_ 1 1 0 0
0 0 1 1
1 =10 O
0 0 1 -1

(Hn>THn — Hn(Hn>T — %[
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Portando, a matriz v/2H" é ortogonal. Um banco de filtros de Haar que inclua um

escalonamento por v/2 antes das operacoes passa-baixa e passa-alta é ortogonal.

No caso do exemplo da tltima secio, deve-se multiplicar as matrizes Hy e Hy por v/2.

Assim, obtém-se:

1 1 00 00
01 10 00
s5lo0011...00
ng\/__
2
00 0O 1 1
00 00 01
L - nXn
(§]
1 -1 0 0 0 0
0 1 -1 0 . 0 0
slo 0o 1 -1...0 o0
ngi
2
0 0 0 0 1 —1
0 0 0 0 0 1
L 4 nXn

Usando essa nova informacao, pode-se recalcular a matriz de transformada de dois
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niveis T 2:

N

N
ol |
—

Ti*Q —

ot
o oy e
(@]
(@)

ot
=

A idéia por tras do uso de uma matriz ortogonal é encontrar a matriz da transformada
inversa. Tudo o que se necessita fazer é encontrar a matriz transposta da matriz da
transformada direta, pois:

Y=WxX

se, e somente se

X=W'xY

em que W ¢ a matriz ortogonal da transformada direta de ondaleta.

4.6 Combinando filtro de Kalman com ondaletas

Nesta secao, considera-se uma forma de combinar as ondaletas com o filtro de Kalman
com o objetivo de melhorar a capacidade preditiva do filtro de Kalman. A referéncia basica

para esta segao é o trabalho de Hong et al. (HONG; CHENG; CHUI, [1998).

Considere-se uma seqiiéncia de sinais aleatérios z(n, k) governados pelo seguinte pro-
cesso estocastico:

xz(n,k+1) = A(n, k)z(n, k) + w(n, k) (4.13)
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Esta seqiiéncia é tomada no mais alto nivel de resolugao (nivel n) e medida como

y(n, k) = C(n,k)x(n, k) + z(n, k) (4.14)

em que w(n,k) e z(n, k) representam as incertezas de modelagem e da medicao, cujas

médias e variancias sao dadas por

E{w(n,k)} =0

E{w2(n7 k)} = Q(?% k)
E{z(n,k)} =0
E{*(n,k)} = R(n, k)

Serao analisados somente dois niveis de estimagao e decomposicao, ou seja, do nivel n aos

niveis 5 e 7. Tome-se um bloco de dados com tamanho m = 22 = 4 até o momento k.

Lembrando que m = 4 é o tamanho minimo de bloco necessario para processar os dois

niveis. Caso fossem necessérios trés niveis, seria preciso um tamanho de m = 23 = 8. Em

geral, para n niveis, é necessario um tamanho de 2.

-x(n,k—S)-
| ek -2)
" 2(n,k—1)
| e k) |

Das equacoes (4.13) e (4.14]) serao retirados os indicadores de niveis das matrizes A e



4. Ondaletas 91

C, assumindo que elas sejam invariantes com o tempo.

z(n,k+1) = Az(n, k) + w(n, k) (4.15)

Chamando z(n, k) recursivamente

z(n,k+1) = A(Az(n,k—1)+w(n,k—1)) +w(n,k)

= A’z(n,k—1)+ Aw(n, k — 1) + w(n, k) (4.16)

e aplicando (4.15) novamente a x(n,k — 1) em (4.16|), tem-se
p )

rv(n,k+1) = A%z(n,k—1)+ Aw(n, k — 1) +w(n, k)
= A*(Ax(n,k —2) +wn, k —2)) + Aw(n, k — 1) + w(n, k)
= Az(n,k—2) + A%w(n, k —2)+ Aw(n, k — 1) +w(n, k)

(4.17)

repetindo a operagao uma vez mais, tem-se

z(n,k+1) = A'z(n, k—3)+ A%w(n, k—3)+ A%w(n, k—2)+Aw(n, k—1)+w(n, k) (4.18)

Adicionado as equagoes (4.15)), (4.16), (4.17) e (4.18) e dividindo ambos os lados por
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quatro, obtém-se:

1 1
z(n,k+1) = ZA%(n, k—3)+ ZA3£I3(H, k—2)
1, 1
+4_1A z(n,k—1)+ ZA:U(n, k)
1, 1,
+4_1A w(n,k —3) + §A w(n, k —2)

+§1Aw(n, k—1) +w(n, k) (4.19)
Propagando para x(n, k + 2)
z(n,k+2) = Az(n,k+ 1) + w(n,k + 1) (4.20)
Chamando z(n, k 4 1) recursivamente

r(n,k+2) = A(Az(n, k) +w(n, k) +w(n,k+1)

= A’z(n, k) + Aw(n, k) + w(n, k + 1) (4.21)
Esta equacao pode ser reescrita como:

z(n,k+2) = A*(Ax(n,k—1) +w(n, k —1))+ Aw(n, k) +w(n, k + 1)

= A’z(n,k—1)+ A%w(n,k — 1)+ Aw(n, k) + wn, k+1) (4.22)
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Ou como:

r(n k+2) = A¥(Az(n,k —2) +w(n, k —2)) + A%w(n, k —1)
+Aw(n, k) + w(n, k+ 1)
= A'z(n,k—2) + Aw(n, k —2)+ A%w(n, k—1)

+Aw(n, k) +w(n, k+ 1) (4.23)

Adicionando as equagoes (4.21), (4.22) e (4.23) e dividindo ambos os lados por trés,

obtém-se:

1 1 1
x(n,k+2) = §A4x(n, k—2)+ §A3:B(n, k—1)+ §A2$(n, k)
L3 2 40
—|—§A w(n, k —2)+ §A w(n,k—1)

+Aw(n, k) + w(n, k+1) (4.24)

Operagoes andlogas podem ser realizadas para se encontrar x(n,k + 3) e z(n, k + 4):

1 1 1
z(n,k+3) = §A4x(n, k—1)+ §A3x(n, k) + §A3w(n, kE—1)

+A%w(n, k) + Aw(n, k + 1) + w(n, k + 2) (4.25)

z(n,k+4) = A'z(n, k) + ABwn, k) + A2wn, k+1)

+Aw(n, k +2) + w(n, k + 3) (4.26)
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Reunindo as equagoes (4.19)), (4.24)), (4.25]) e (4.26) sob a forma matricial, tem-se:

z(n,k+1) TA* 143 2142 1A z(n, k —3)
z(n, k +2) 0 3A* 1A% 1A? z(n,k —2)
_ x LW (4.27)
z(n, k+ 3) 0 0 3A* A3 z(n,k—1)
z(n, k+4) 0 0 0o A x(n, k)

em que
1A% (n, k —3) + $A%w(n, k — 2) + 2 Aw(n, k — 1) + w(n, k)
W sA%w(n, k —2) + 2A%w(n, k — 1) + Aw(n, k) + w(n, k + 1)
s A%w(n, k — 1) + A2w(n, k) + Aw(n, k + 1) + w(n, k + 2)
Adw(n, k) + A*w(n,k+ 1) + Aw(n, k + 2) + w(n, k + 3)
(4.28)
com
E{W} =0, E{WW'} =Q
em que
T AS+ A+ FAT+1 $AS4+ AR+ A A+ A A3
0 1A+ 1434+ 4 TAC LA+ A4 TAP+AR4+ A At + A2
Q =
A%+ A2 TAS+ AR+ A FACH AT A2 41 AP+ AP+ A
A3 At 4 A2 AP+ A3+ A A+ A4+ A% 41
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Na tltima matriz, pode-se usar o fato de que
' 0 ifj#k
E{w(n, j)w(n, k)} =
Q ifj=k
O modelo de medi¢ao associado com a equagao (4.27) pode ser construido por
y(n,k —3) C 0 xz(n,k —3) z(n, k — 3)
y(n,k —2) 0 0 z(n, k —2) z(n, k —2)
y(n,k—1) 0 0 x(n,k—1) z(n,k —1)
y(n, k) 0 ¢ z(n, k) z(n, k)
em que
E{Zy} =0 e  E{Zy(Zy)"} =R
e _ -
R 0 0 O
0O R 0 O
R =
0 0RO
0 0 0 R
A decomposicao em dois niveis é dada pela seguinte equagao
X\ 1214
xg = | B214 | x} = T" ] (4.29)
H
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A equacao (4.29) é equivalente a

xp = (T | xi (4.30)

pois a transposta de uma matriz ortogonal é sua inversa.

Substituindo a equagao (4.30) na equagao (4.27)), resulta-se em

Xpp = A (T | <3 + W7} (4.31)

X]?:-‘rlL Xl?L

Gy A | g | ewe (1.32)
H H

XE+1H X'I?H

Simplificando esta tultima equacao, fica-se com

X1§+1L X;fL
iy, | = (AT | f |+ (T Wi (4.33)
L Xg+1H i | XEH i

Seja

W = (T W} (4.34)
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em que

E{W}} =0
E{WE (W)} =Q
Expandindo esta ultima expressao
E{Wy(Wp)"} = E{T"*WiT"*)Wp)"}
= B{T"WHWHT(T )T

= TE{WH W THT )T

= T"2Q(T" )7 (4.35)

desde que

Q= E{Wy(Wy)"}

Se se substitui a equagao (4.30) na equagao (4.6)), obtém-se o modelo de medigao

associado:

Yr=C| xi | +2p (4.36)

em que

C=Cc(T )"

As equagoes (4.33)) e (4.36]) sao equagdes que governam um sistema estocastico. Pode-
se aplicar um filtro de Kalman ao sistema descrito por essas equagoes para obter estima-

tivas 6timas do sinal transformado.
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4.7 O esquema de lifting para ondaletas

Na tultima secao, usou-se a notacao matricial para misturar o filtro de Kalman com as
ondaletas. Embora a notacao matricial torne mais facil a manipulacao desse tipo de pro-
blema, ela ¢, computacionalmente, ineficiente, pois possui complexidade O(n?). O estado
da arte na implementagao das ondaletas usa um esquema denominado lifting (SWEL-
DENS; SCHRODER, |1996), que possui complexidade O(n), que é mais rapida que a
transformada rapida de Fourier. Além disto, todas as operagoes podem ser realizadas sem
ocupar espaco extra na memoria do computador. Isto pode ser importante, quando se

lida com volumes imensos de dados, como é o caso do problema analisado neste trabalho.

Como foi feito para o estudo das ondaletas, sera mostrado o uso do esquema de lifting

para o caso de Haar.

Considerem-se duas amostras vizinhas a e b em uma seqiiéncia. Devido a esta proxi-
midade, existe uma correlagao entre a e b. Defina-se a seguinte transformacao linear, que

substitui a e b pela média s e pela diferenca d entre estes niimeros:

a+b
2

d = b—a (4.37)

Note-se que a partir dos valores s e d, pode-se recuperar a e b, basta para isto fazer-se:

SURN VI SH

b = s+ = (4.38)
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As equagoes em (4.37) formam a transformada de ondaleta de Haar, enquanto as

equagoes em (4.38) formam a transformada inversa.

Considere-se um sinal s,, com 2" valores amostrados s, :

Sp={snu| 01 <2}

A transformada de Haar serd aplicada a cada par a = sy e b = s94;. Existem 277!
tais pares (I = 0...2"1). Os resultados serao denotados por s,,_1; € dy,_1:

Spal + Sp2141
2

dpn—1; = Sp2i+1 — Sn2

O sinal de entrada s,, que possui 2" amostras, ¢ dividido em dois sinais: s,_1, com 27!
médias s, 14, € d,_1, com 2""" diferencas d,,_q;. A partir das médias e das diferengas

pode-se recuperar o sinal original s,,.

Vi 1 = i n—1 it

Como visto anteriormente, pode-se pensar no sinal s como a saida de um filtro
passa-baixa e o sinal d,,_; como a saida de um filtro passa-alta, também chamado de
detalhe, pois representa aquilo que se deve acrescentar a s,_; de forma a obter o sinal

original s,,.

Pode-se aplicar a transformada de Haar novamente ao sinal s,_;. Tomando-se as
médias e as diferencas, pode-se dividi-lo em um novo sinal s,,_» e um novo sinal diferenca
d,_s, tal que cada um deles contenha 2"~ amostras. Pode-se fazer isto n vezes antes de
ficar sem amostras, como visto na Figura[4.2] Apds o término desse processo, existirao n

sinais detalhes d; com 0 < j < n — 1, cada um dos quais com 2’ coeficientes, e um sinal
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Sg, no menor nivel de resolucao. O sinal sg representa o nivel DC ou freqiiéncia zero do

sinal.

dn—l dn—2 dl dO

Sp — Sp—1 — Sp—2 ... S22 — S1 — 8o

FIGURA 4.2 — Estrutura da transformada de ondaleta: recursivamente dividida em mé-
dias e diferencas

Para usar a transformada inversa de Haar, parte-se de sp e dj, com 0 < j <n —1 até

obter o sinal s,, original, como ilustrado na Figura [£.3]

do dl d2 dn—2 dn—l
\ \ \ \

S — S1 — S2 ... Sp—2 — Sp—1 — Sp

FIGURA 4.3 — Estrutura da transformada inversa de ondaleta: recursivamente reine as
médias e diferencas

Até este ponto, tudo o que foi visto nao é muito diferente da exposigao sobre ondaletas
da Secao 4. A novidade consistird no modo de calcular a diferenca e a média de dois
nimeros a e b. Suponha-se que se deseje calcular toda a transformada de ondaleta sem
usar qualquer memoria adicional, sobrescrevendo as posigoes que contenham os valores a
e b com as suas médias e diferencas, respectivamente. Nao se pode utilizar, diretamente,

as equagoes ( [4.37)), pois isto causaria erro. Um plano alternativo serd adotado:

1. Calcula-se a diferenca

d=b—a
que sera armazenada na posicao de memoria em que b se encontra.

2. Calcula-se a média usando
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que sera armazenada na posicao de a.

Essas duas equagoes resultam nos mesmos valores produzidos pela equagao ( [4.37)), pois:

Estas equagoes poderiam ser implementadas em dois passos:

b «— b—a

a «— a+0b/2

A vantagem em se calcular a transformada em dois passos, como feito acima, consiste
na possibilidade de sobrescrever b com d e a com s, sem usar memoéria adicional. Além
disto, pode-se calcular a transformada inversa apenas trocando os sinais das operagoes e

invertendo a ordem.

Supondo que a contém a média e b contém a diferenca, entao, a seqiiéncia

b

H J—
a a—3
b «— b+a

recupera os valores de a e b em suas posicoes originais de memoria. Este modo particular

de escrever uma transformada é um exemplo simples do uso do esquema de [ifting.






5 Aproximacao de curvas e

superficies

O problema da reconstrucao de superficies suaves a partir de dados discretos e es-
parsos aparece em muitos campos da ciéncia e engenharia e tem sido estudado por quase
cinqiienta anos. Dentre as varias fontes fornecedoras dos dados, incluem-se valores me-
didos (Meteorologia, Oceanografia, ()tica, Geologia etc.), resultados experimentais (da
Fisica, Quimica ou Engenharia) e valores computacionais (avaliagao de fungoes matemé-
ticas, solugoes por elementos finitos de equacgoes diferenciais parciais ou resultados de
outras simulagbes numéricas). Tal variedade de fontes deu origem a diferentes métodos,

cada um deles adaptado a um problema especifico (HORMANN]| [2000).

A abordagem que interessa a este trabalho é ajustar uma superficie a uma nuvem de
pontos de dados esparsos e com ruido. Pode-se realizar o ajuste de dois modos, inter-
polagao e aproximacao (ZHOU, [1999). No caso da interpolagao, os dados sao parte da
superficie. Assim, a interpolacdo nao é apropriada para uma nuvem de pontos de dados
que possuam ruidos de medicao. Na aproximagao, a idéia é encontrar uma superficie que

minimize o erro total entre o modelo e a nuvem.
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5.1 Polinomios de Bernstein

Os polinomios de Bernstein foram criados pelo matematico ucraniano Sergei Nata-
novich Bernstein, que os utilizou em uma demonstracao do teorema de aproximacao de
Weierstrass (BERNSTEIN] 1912)). Esses polinémios podem representar fungdes monoto-
nicas suaves que possuam derivadas a esquerda e a direita, em qualquer ponto, sem a

ocorréncia do fenémeno de Gibbs (GZYL; PALACIOS, [2003).

Os polinomios de Bernstein possibilitam aproximagoes globais de dados em contraste
a métodos mais populares de aproximagoes locais, como as splines (ZHOU, 1999)). Eles
sao particularmente 1teis na modelagem de conjuntos de pontos de dados incompletos
e com ruidos (que nado respondem bem as aproximagoes locais) e sao utilizados para
representacoes compactas de curvas e superficies na modelagem geométrica auxiliada por
computador em decorréncia de suas propriedades de monotonicidade e de preservacgao de

forma (FARIN]| [2002).

Os polinomios de Bernstein de grau n sao definidos por

B (u) = uk(l — u)(”_k)

para k=0,1,...,n, em que

n!

k! x (n —k)!

Alguns exemplos de polinomios de Bernstein:
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e Com grau 1:

Bi(w) = 1—u
Bl(w) = u

e Com grau 2:
Bi(u) = (1-wu)
BXu) = 2u(l—u)
Biu) = u?

e Com grau 3:
Bi(u) = (1-wu)’
B¥u) = 3u(l—u)?
Bi(u) = 3u?(1-—u)

B3(u) = u?
5.1.1 Propriedades dos polinomios de Bernstein

Os polinémios de Bernstein possuem as seguintes propriedades bésicas (LORENTZ,

1986)):
1. Todos os polinomios de Bernstein sao nao-negativos quando 0 < u < 1;

2. Os n+1 polinomios de Bernstein de grau n formam uma particao da unidade, i.e, se
somados, o resultado é 1 para todos os valores de u. Esta propriedade é importante,

pois, para todo u e para um conjunto de pontos Py, Py, ..., P, a expressao

P(u) = PoBj(u) + P1B(u) + - + P, Bl (u)

¢ uma combinacao afim! do conjunto de pontos Py, Pi,....P, ese 0 < u < 1,

1Sejam w1, - -+ , vy k vetores de R™. Sejam Aq,---, A, k escalares satisfazendo Zf:l Ai = 1. O vetor
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entao, ela também é uma combinacao convexa? destes pontos.

3. Os polinomios de Bernstein de ordem n formam uma base para o espago de polino-

mios de grau menor ou igual a n.

4. Estes polinomios obedecem a seguinte relacao de recorréncia bastante 1til em apli-

cacoes computacionais:

Bji(u) = (1 —u) By~ (u) + uByZ; (u) (5.2)

5.2 Curvas de Bézier

As curvas de Bézier foram descobertas, de maneira independente, por Paul de Cas-

teljau, na Citroen, e por Pierre E. Bézier, na Renault, em torno de 1960.

Uma curva de Bézier de grau p é composta por pontos C definidos por

p
C(t) =) BI(t)P; (5.3)
i=0
em que Py, Py,--- P, s@o p+ 1 pontos de controle, B (t) é um polinomio da base de

Bernstein e ¢ pertence ao intervalo [0, 1].

Como pode ser observado na equacao [5.3, o ponto que corresponde ao parametro u
sobre a curva de Bézier é a média ponderada de todos os pontos de controle, em que
os pesos sao os coeficientes Bf. Os segmentos de linha PoPy, PPy, --- P, 1P, juntos

nesta ordem, formam o poligono de controle (SHENE] 2003)).

k . .
v =) ., Aiv; é uma combinacao afim de vy, -, vg.
2Uma combinacdo convexa é uma combinacio afim com o requisito adicional de todos os escalares \;
serem nao negativos.
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5.2.1 Parametrizacao de curvas

Dada a importancia da propriedade 2 dos polinomios de Bernstein, vai-se impor as
abscissas uma variacao entre 0 e 1. Uma forma de alcancar isto é parametrizando u; por

meio de t;. Pode-se criar esses parametros com as seguintes especificidades:

1. 0 < ¢ <1 sempre que ug < u < u,, €m que Uy € Uy Sa0 O Menor € O malor valor

possivel para u, respectivamente.

2.t <ty <--- <t com iy associado a ug, t1 a u, ete.

Um método popular de parametrizacao de curvas e superficies é o método do compri-

mento da corda.

Suponha-se que os pontos de dados sejam Dg, Dq,...,D,. O comprimento da corda
ligando D; ; a D; é |D; — D;_4|. Desta forma, o comprimento total da cordas ligando

estes pontos é a soma dos comprimentos individuais dessas cordas:

L=>) |D;—D;
i=1

A razao entre o comprimento da corda entre os pontos de dados Dy a Dy e o compri-

mento total das cordas, denotada por Ly, é:

S |D; — Dy
L

Ly =

Assim, se o dominio do parametro t; é [0, 1], entdo, este parametro deve estar locali-

zado no valor de Lyj:
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t(] :O

te = L8, D —Di]) =t + LDy — Dyy)

~
3
I
—_

Procedendo-se da maneira descrita acima, os parametros dividem o dominio na razao

entre os comprimentos das cordas.

5.2.2 Aproximacao global de curvas

O problema que esta secao trata pode ser descrito como: dados um conjunto de n+ 1
pontos de dados, Dy, D4, ---,D,,, um conjunto de n 4+ 1 parametros tg,ty,--- ,%, € um
grau p, encontrar uma curva de Bézier de grau p definida por p+ 1 pontos de controle tal

que esta curva aproxime-se do poligono de dados no sentido dos minimos quadrados.

A curva de Bézier de grau p que aproxima os dados é da forma

Clu) = Z B (u)P;
i=0
em que Py, Py, -+, P, sd0 os p+ 1 pontos de controle incégnitos, e B (u) é um polinomio
da base de Bernstein dado por
Bw=| " |a—wp

Defina-se a seguinte fungao

XP(Po,Py-- Py = [Di — C(t)|”
k=0
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O objetivo é encontrar os pontos de controle Py, Py, -, P, que minimizam essa

funcao, e, desta forma, a aproximacao é feita no sentido dos minimos quadrados.

5.2.2.1 Resolucao pelas equagoes normais

Lembrando que o produto escalar x - x = ||x]|?, é possivel reescrever a norma quadrada

da funcao x2? como

p
Dy = Ct)I* = 1Dk =) Bl(t)Pil?

=0

- (Di- i Bl (t)P;) - (D - i Bl (t,)P: )
- Dk-Dk—2<zp:Bf(tk)Pi-Dk> (ZBP t)P ) <ZBP t,)P )

Assim, a funcao x? torna-se

n p

(P, Py, Py) = > [DieDy—2( Y BI(t)PiDy ) + (ZBP 0)P;)- (ZB” )P |

k=0 =0

Uma forma de minimizar esta funcao é derivando-a em relacao a cada um dos pontos
de controle P,. Depois, iguala-se cada derivada parcial a zero. Os valores P, para os
quais as derivadas sao nulas sao aqueles que minimizam a func¢ao. Assim, tem-se que

8X2(P0a P17 e 7Pp)
oP,
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Calculando as derivadas parciais tem-se

axz(P(]?Plu e 7Pp)
P,

" 10Dy, - Dy, 8( o BY (tx) P - Dk)

- Z[ op, - oP,

:8( ?:0 sz@k)Pi) ’ < f:o Bf(tk)Pz’)]
oP,

+

n

= Y[ -2Bj(t)Ds + 2B (tk>(§p: B ()P
k=0 =0

Igualando esta equacao a zero e rearranjando, chega-se ao seguinte:

n p n
> Bt (Y BIGIP:) = Y Bi(t)Dy, g=01,....p
k=0 1=0 k=0

Reescrevendo esta equagao de forma a realgar os coeficientes de P;, tem-se

n n

S (3 Bt B0 Py = Y Byt g=0L..p

=0 =
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Agora, definindo-se as seguintes matrizes

Py
P,
P =
P
L p—(p+1)><1
> Bi(tx)Dy
k=0
> BY(tx)Dy
Q = k=0
D_ Bi(t)Dy
L k=0 4 (p+1)x1
By(to) Bi(te) --- B2(to)
B(ty) BY(t1) --- Bi(t)
B =
Bg@ﬂ) leo<tn) Bg(tn>

L d (1) x(p+1)

Com o auxilio destas matrizes, pode-se reescrever o sistema de equagoes como
(BTB>P - Q (5.4)
Esta equacao, ao ser resolvida para P, fornece os pontos de controle desejados.

5.2.2.2 Suavizacao da curva de ajuste

O método dos minimos quadrados somente objetiva minimizar a funcao x?2, sem levar

em conta a forma da curva resultante. Um modo de suavizar a forma da curva é observar
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a forma do seu poligono de controle. Se o poligono comportar-se conforme esperado, assim

também serd com a curva de aproximagao.

Pode-se conceber vérias formas de fazer a medigao da forma do poligono de controle.
Neste trabalho, usa-se o método das diferencas segundas. Se todas as diferengas segundas
dos pontos de controle A?’P; = P,y — 2P, + P; forem pequenas, entdao, o poligono de
controle nao oscilard muito (FARIN] 2002). Em adicao as equagdes do sistema em ([5.4)),

pode-se requerer que:

P0—2P1+P2 = O

Pn—2 - 2Pn—1 + Pn =0

Colocando este sistema na forma matricial,

1 -2 1.0 0 0 0 P, 0
0 1 -2 1 0 0 --- 0 P, 0
00 0 0 1 -2 1 P, 0
~ ~~ N——— =
S P 0
Ou,
Sp-1)xp+1)Pp+1x1 = 0p-1)x1 (5.5)

Anexando-se estas equagoes ao sistema original (BTB>P = Q, obter-se-a

P = (5.6)
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Este sistema é resolvido do mesmo modo que (5.4), ou seja, formando um sistema
linear simétrico de equacoes normais. O sistema é soluvel, pois a matriz de coeficientes
de (5.6 ainda possui p+ 1 colunas linearmente independentes, herdadas da matriz inicial

BTB.

Na equagao ((5.6)), tem-se pouco controle sobre o efeito das equagoes adicionadas para
controlar a forma da curva. Aumenta-se o controle pela adi¢ao de um fator de ponderagao

w aos dois diferentes componentes:

(1-w)B'B (1-w)Q
P = (5.7)
wS 0
N(2p)‘;(p+1) M(;pr)xl

Para 0 < w < 1, tem-se uma ponderagao entre as equagoes de ajuste inicial em ([5.6))
e as equagoes que otimizam a forma (5.5)). Para w = 0, obtém-se (5.4)); para valores de w
proximos de 0, dé-se um peso maior as equagoes de ajuste. Para valores de w proximos

de 1, abandona-se o ajuste (ver Figura |5.1).

Para completar o algoritmo, vai-se resolver a equagao ([5.7)):

N.P = M
NT.N-P = NT .M
(5.8)
(NT-N)1-(NT-N).P = (NT-N)"'.N”.-M

P = (NT.N)'.NT-M
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FIGURA 5.1 — Aproximacao de dados usando as curvas de Bézier com suavizacao pelo
método das diferencas segundas. O grau dos polinomios de Bernstein em
cada curva é 6. Quando w varia de 0 a 1, a curva se suaviza, porém o
ajuste é deteriorado.

5.3 Superficies de Bézier

A idéia de uma superficie de Bézier é a de uma curva que se move no espaco e que,
durante este movimento, sofre deformagao. Para mover uma curva, é necessario mover os
seus pontos de controle. A trajetéria definida pelo movimento de cada um destes pontos de
controle é, ela mesma, uma outra curva. Esta segunda curva possui, entao, seus proprios
pontos de controle. Logo, tem-se uma curva, definida pelos seus pontos de controle, e
sua trajetoria, também definida por pontos de controle. A descricao matematica de uma
superficie de Bézier, composta por pontos S definidos por um conjunto de pontos de

controle P;;, é¢ dada pela equagao

]
Q

Os parametros t; e t, variam entre [0, 1]. B (t1) e Bj(t2) sdo polinomios de Bernstein

de graus p e ¢, avaliados em t; e ts.
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Ao conjunto de pontos de controle é dado o nome de malha de controle. No caso de
uma superficie em R?, os pontos da malha de controle sao tridimensionais. Os indices i e
j correspondem aos indices de uma matriz bidimensional com p+ 1 linhas e ¢+ 1 colunas,

onde os pontos estao inseridos.

5.3.1 Superficies definidas pelo produto tensorial de polinémios

de Bernstein

A técnica do produto tensorial constréi superficies por meio da multiplicacao de va-
rias curvas. Dadas duas curvas de Bézier, o método do produto tensorial constréi uma
superficie por meio da multiplicacao das fungoes de base da primeira curva com as fungoes
de base da segunda e usa os resultados como fungoes de base para um conjunto bidimen-
sional de pontos de controle. Superficies geradas deste modo sao denominadas superficies
do produto tensorial. Assim, as superficies de Bézier sao superficies do produto tenso-

rial (SHENE, [2003).

Um produto tensorial de polinomios de Bernstein, que envolve o mapeamento de [0, 1]™
para R™ pode ser definido como uma soma ponderada dos (wy + 1)(wy + 1) ... (w,, + 1)

pontos de controle Py = (Pyy,..., P;,)", P = (i1, ... im) T

)

w1 w2

2. Zm: P:B; (t1) B2 (t2) - - - B (tm) (5.10)

1=012=0  im=0
onde os pesos B} sao os polinomios de Bernstein (RAIDL; KODYDEK] [1998]).

Os produtos tensoriais de polinomios de Bernstein mais estudados sao as curvas de
Bézier ([0, 1] — R?) e as superficies de Bézier ([0, 1] — R?). Para estes casos, j foram de-

rivados muitos critérios de qualidade, como a envoltéria convexa e a variagao decrescente
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(variation diminishing). Juntos, esses critérios indicam que tais curvas, superficies ou fun-
¢oes de transformacao s@o muito suaves e nao oscilam entre os pontos de controle (FARIN]|

2002; [RAIDL; WURM, [1998).

5.3.2 Parametros para superficies

Uma superficie de Bézier, dada pela equagao (5.9)) anterior, precisa de (wy+1)(ws+1)
pontos de controle. Isto requer dois conjuntos de parametros para a aproximacao dessa

superficie.

0o , q

0 Pontos
de

il Controle
Ri

FIGURA 5.2 — Disposicao dos pontos de controle em uma grade.

Suponha-se que os pontos de dados D;; estejam arranjados em uma grade bidimensi-
onal de m + 1 linhas e n + 1 colunas, como na Figura 5.3, com 0 <t <me0<j<n.
Assim, serao necessdrios m+ 1 parametros ¢}, t1,... t! na direcao de 1, ou seja, um para
cada linha de pontos de dados, e n + 1 parametros tZ,...,t2 na dire¢ao de to (um para
cada coluna de pontos de dados) para que o ponto (t!,#2), no dominio da superficie, cor-
responda ao ponto B¥*2(t! %) da superficie, que, por sua vez, corresponde ao ponto de

dado D.4. Colocando isto na forma de uma equagao, o ponto sobre a superficie avaliado

em (tL,12) e mostrado abaixo

w] w2

Bvrwz(tl 42y = Z ZPwal ) B2 (2)

11=012=0
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corresponde ao ponto de dado Dy, em que t! e t2 sdo os parametros nas diregoes t; e ts,

respectivamente.

04l> n

Pontos
de
il dados
m

FIGURA 5.3 — Disposigao dos pontos de dados em uma grade.

Nessa equacao, a diregao de ¢; corresponde ao indice i; em ;" e P;, ;,. Desde que
i varia de 0 até m, BY(u), BY(u),- -, B?,(u) sdo coeficientes das colunas dos pontos de
controle. Logo, na direcao t;, precisa-se de m + 1 parametros, e usando-se um método de

calculos de parametros que receba o grau p e os pontos de dados na coluna 7, pode-se calcu-

lar os m+ 1 parametros ug j, U1 j, -+ , U, j. Isto € mostrado na Figura@ Os parametros
desejados t},t],--- ,t} sao, simplesmente, a média de cada linha. Mais precisamente, o

parametro t} é a média dos parametros da linha 4, t} = ;0 +u;y + -+ uin/(n + 1).

O célculo dos parametros na direcao ¢, ¢é similar. Cada linha de pontos de dados possui
n+ 1 pontos e, assim, requer n + 1 parametros. Logo, para os pontos de dados na linha ¢,
pode-se calcular n + 1 valores do parametro v; g, v; 1, , V. Desde que se tenha m + 1
linhas, esses valores podem ser organizados em uma matriz (m+1) x (n+1), e o parametro
t% é simplesmente a média dos pardmetros na coluna j, t7 = (vo;+v1;+- - -+ )/ (m+1).

Deste modo, pode-se obter n + 1 parametros para a direcao v.

Esse procedimento pode ser resumido como mostrado na Figura [5.4]
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Entrada: (m + 1) x (n + 1) pontos de dados D; ;.

Saida: Os parametros na diregao t1, t§,--- ,t. e
os parametros na diregao to t3,--- 12
Algoritmo: /* calcula t}, .- ¢t} *

para j de 0 até n faga /* coluna j */
Calcula pelo método das cordas um conjunto de
m+1 parametros g j, U1, "+ ; Um,j,

para i de 0 até m faca

Us,0F+ Ui 1+ FUin
n+1

/* os parametros para a diregao ¢; estao disponiveis */

/* calcula t3,--- ,t2 *

1

para i de 0 até m faga /* linha j */

Utilize o método das cordas para calcular um
conjunto de n+1 parametros v; o, Vi1, " ,Vin

para j de 0 até n faca

20, FV1 5t HUn,;

2
tj - m+1

/* os parametros para a direcao t, estao disponiveis */

FIGURA 5.4 — Algoritmo para o calculo dos parametros de uma superficie de Bézier.

5.3.3 Aproximacgao global de superficies

O nimero de pontos de dados K é muito maior que o nimero de pontos de controle,
ou seja,

K=(m+1)x (n+1)> (p+1) x (g+1).

Cada ponto D4 estd associado a um par de parametros (t!,¢3). Quando se aplica a

equacao da superficie a este par de parametros, obtém-se o ponto de dado:

S(t!12) = Deg
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Ao se expandir a equacao acima, usando a equacao 5.9, obtém-se

p q
S(tlt3) = Ping?(t;)Bj(tg) ~ Dy (5.11)
i=0 j=0

Repetindo-se a operacgao para cada um dos pontos de dados, gera-se um conjunto de

K equacoes, cujas incognitas sao os pontos de controle P;;.

p q

Z Z Pz‘szp@(l))B]q(t(Q)) ~ Dy
i=0 j=0
p q

> > PyBl(ty)BI(t}) ~ Dy

i=0 j=1

p

q
> ) PyB(t)Bt)) ~ Do

i=0 j=n
(5.12)

P

q
> > PyBl(t,)Bit}) ~ Do

i=m j=0

p

i=m j=n

Colocando-se todo este equacionamento na forma matricial, tem-se:

B(u)PB” (v) ~ D (5.13)
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em que

Bi(ty) Bi(ty) --- Bb(tp)
BY(t;) Bi(t}) --- BE(ty)
B(u) =
Bi(t,,) Bi(t,) --- B:(t,)
(m+1)x (p+1)
Poo Por -+ Py
PIO Pll qu
P —
v P ) o) x(q41)
Bi(ty) Bi(tg) --- Bi(tg)
Bi(t7) Bi(t}) --- Bt}
B(v) =
Bi(t:) Bi(t:) --- Bit2)
(n+1)x (1)

D = Matriz de pontos de dados

Na equagao (5.9), a superficie S(u, v) é uma funcao vetorial de dois valores paramétri-

cos v e v. Uma descricao matematica desse relacionamento é mostrada abaixo na equacao

(5.14]).
. \
Se(u,v) = ZZP%BP Bi(v)
= 0 j 0
S(u,v) = Sy(u7v) = ZZwaB’p (v) (5.14)
=0 ] =0
P
S.(u,v) = ZZP%BP 9(v)
\ =0 j=0 y,

em que , y e z sao as coordenadas no espago do modelo. P, P,. e P, sao as co-
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ordenadas do ponto de controle P;;. Desde que se supos que o nimero K de pontos de
dados é maior que os graus da superficie, este sistema é superdeterminado. Para resolveé-
lo, necessita-se usar um método de otimizacao. Usa-se também o método dos minimos

quadrados de Gauss.

Definindo-se uma funcgao

n

V=SS 1D — S, )2 (5.15)

c=0 d=0
Pode-se minimizar a equagao fazendo com que as derivadas parciais de x? em relacao
a todos os (p+ 1) x (¢ + 1) pontos de controle P;; sejam nulas, ou seja:

o>

=0
8Pij

O conjunto de equagoes resultantes forma um sistema linear em F;;, embora os po-

lindbmios de Bernstein sejam nao lineares.






6 Modelagem da deriva zonal do

plasma na regiao F

A deriva do plasma é um parametro ionosférico importante. As derivas eletrodinami-
cas da ionosfera na regiao F, em baixas e médias latitudes, sao influenciadas, principal-
mente, pelos campos elétricos de dinamo das regides F e F, mas, em tempos geomagne-
ticamente ativos, elas podem ser afetadas fortemente pelos campos elétricos do dinamo
perturbado e pelos campos elétricos de penetracao direta da magnetosfera. As complexas
interacoes entre estes processos causam uma forte variabilidade na deriva do plasma com
uma maior extensao temporal. A compreensao da morfologia e das fontes dessa variabili-
dade ¢é essencial para o melhoramento das previsoes ionosféricas e para a verificacao das

predi¢oes dos modelos de convecgao e ionosféricos globais (FEJER et al., [2005).

Medigoes do radar de espalhamento incoerente das derivas verticais do plasma equa-
torial na regiao F' sao realizadas rotineiramente, desde 1968, no Radio-Observatorio de
Jicamarca no Peru. Essas observacoes foram usadas em numerosos casos e estudos clima-
tolégicos e também no desenvolvimento de modelos empiricos da deriva vertical equatorial,
para condigoes calmas e perturbadas (FEJER; SCHERLIESS, |1997; SCHERLIESS; FE-

JERJ 1999). Medicoes simultaneas das derivas zonal e vertical do plasma na regiao F,
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tem sido realizadas em Jicamarca desde 1970. Entretanto as derivas verticais sao menos
freqiientes, pois a medigao simultanea desses dois componentes da velocidade pode gerar
grandes erros nas derivas verticais. Como um resultado, a base de dados de derivas zonais

em Jicamarca é muito menor que aquela das derivas verticais.

Neste trabalho, usaram-se as observacoes da deriva zonal em Jicamarca para modelar

essas derivas como uma funcao da estacao do ano, ciclo solar e atividade magnética.

6.1 Medicoes e dados

O procedimento basico para a medicao das derivas na regiao F, em Jicamarca, foram
descritas por Woodman (WOODMAN| [1972). Em resumo, uma grande antena de 50
MHz é aberta em dois feixes perpendiculares ao campo geomagnético e apontada 2.5°
para leste, e 4.3°, para oeste da vertical, dando uma abertura liquida em torno de 6.8°.
Essas derivas da linha de visada sao combinadas para produzir as componentes de deriva
zonal e vertical. As medigoes foram feitas em torno de 45 a 900 km com uma resolugao
de, aproximadamente, 15 km e um tempo de integracao em torno de 5 minutos. Os dados
usados neste estudo correspondem as médias da velocidade de deriva proximas ao pico da
regiao F (tipicamente entre 300 a 500 km), onde eles ndo mudam muito com a altitude, e
as relacoes sinal-ruido sao maiores. Medicoes confidveis nao sao possiveis durante periodos

em que ocorrem os tragos F espalhados (spread-F') em um grande intervalo de altitudes.

Foram usados 206 dias de medigoes feitas entre 1970 e 1992, e de 86 dias entre 1994
e 2003. Nao houve medigoes durante 1979, 1982, 1983 e 1993. O numero de observacoes
noturnas é muito menor que o das diurnas, devido a ocorréncia freqiiente do fenomeno

F-espalhado em todo o intervalo altitudinal medido. Para um tempo de integracao de
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5 minutos, a acuracia tipica das medicoes da deriva zonal diurna ficou em torno de 15
m/s, antes de 1994, e em torno de 5 m/s, apés 1994, quando técnicas de anédlise mais
poderosas foram implementadas (KUDEKI; BHATTACHARYYA; WOODMAN| |1999).
As medigoes noturnas apresentam erros maiores, chegando a 30 m/s particularmente
durante os periodos de minimos solares da madrugada, decorrentes da reducao da relagao

sinal-ruido.

Os dados usados neste trabalho foram agrupados em intervalos de meia hora, centrados
entre 15 e 45 minutos de cada hora, e em grupos sazonais, representando o solsticio de
junho (maio a agosto), solsticio de dezembro (novembro a fevereiro) e o equinécio (margo
e abril, setembro e outubro). Definiu-se a atividade solar como uma fungao do indice
de fluxo solar Fjp; cm. Posto que os indices AE nao estavam disponiveis para todo o
periodo das medicoes, a atividade geomagnética foi definida em termos do indice K, com
condicoes de tempo calmo, definidas por um indice K, médio menor ou igual a 3.0, nas

ultimas 9 horas.

6.2 Formulacao matematica

Pode-se enunciar o problema da aproximagao de nuvens de pontos de dados da seguinte

forma:

Definigao 1 Suponha-se que sejam dados p + 1 pontos P; = (h;,v;), com i = 0,...,p,
resultantes de medigoes. Cada ponto possui um erro associado dado por o; e parametrizado
por t;. Deseja-se encontrar um polinomio x(t) tal que as distancias |P; — x(t;)|| sejam

minimas.
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A forma geral deste tipo de modelo é

x(t) = 3 By (1)

em que B, ..., B sao funcoes da base de polinomios de Bernstein de grau n. A curva

desejada é, entao, uma curva de Bézier.

Como visto no Capitulo [5 pode-se resolver o problema posto usando-se o método dos

minimos quadrados. O primeiro passo consiste na definicao da funcao

= ((hz-, )= > (@, %)B,?(m) (6.1)

K] k:O (2
chamada de qui-quadrado.

Os parametros a; que melhor ajustam o modelo ao conjunto de dados sao aqueles que
minimizam x?.

O método dos minimos quadrados, aqui esbogado, assume os seguintes fatos sobre os

dados (PRESS et al., 1993)):

1. As varidveis independentes (neste caso, h;) sao conhecidos com alta precisio, e o0s
erros ocorrem somente nos dados medidos, ou seja, em unica varidvel dependente

(neste caso, v;), dados pelos desvios-padrao o;.

2. Os erros de medicoes seguem uma distribuicao Gaussiana em torno do valor verda-

deiro da varidvel observada.

Pode-se encontrar esse minimo usando as equacoes normais. Antes de usa-las, precisa-

se de mais algumas definicoes.
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Seja A uma matriz cujos (p+1) x (n+ 1) elementos sdo constituidos das n+ 1 fungdes
da base de Bernstein, avaliadas nos p + 1 parametros t; com seus respectivos p + 1 erros

o;, tal que:

A matriz A é chamada matriz de projeto do problema de ajuste. Esta matriz é

mostrada, esquematicamente, na Figura [6.1]

By(to) Bi(to)  Bj(t)
o o o
By(t) Bi(h) . B(h)
01 g1 g1
By(ty,) Bi(t,)  Balip)
Op Op Op

FIGURA 6.1 — Matriz de projeto para o ajuste por minimos quadrados.

Defina-se um vetor B de comprimento p + 1 por

P.
B, =— 6.2
= ©2)
Denote-se um vetor a com seus n + 1 elementos dados pelos parametros ag, ay, ..., a,

a serem ajustados.

O minimo de (6.1) ocorre quando a derivada de x? com respeito a todos os n + 1

parametros a; € nula. Assim, esta condicao produz n + 1 equagoes

0=

L =

g:

~

(P,- . Zn:ajB;L(ti))> Bit)  k=0,1,....n (6.3)

p
1=0
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Invertendo-se a ordem dos somatorios, pode-se reescrever a equacao anterior na forma

matricial
Z agja; = Pk (6.4)
=0
em que
P Bt Byt
gy = Z M, ou, equivalentemente, a = AT .A (6.5)
O'.
=0 ¢
é uma matriz (n+ 1) x (n+ 1), e
" P.B} 1) T
B, = Z ———=, ou, equivalentemente, §=A"-B (6.6)
T
=0 v

¢ um vetor com n + 1 elementos.

As equagoes (6.3]) ou (6.4]) sdo chamadas equacdes normais do problema dos minimos
quadrados. Elas podem ser resolvidas para o vetor de parametros a por meio da decompo-
sicdo LU e substituigao regressiva (PRESS et al.l|1993). Em forma matricial, as equagoes

normais podem ser reescritas como

a-a=p oucomo (ATA)-a=A".B (6.7)

A matriz inversa C, = a7} é relacionada aos desvios-padroes dos parametros estima-
jk ik
dos a da seguinte forma:

o?(a;) = C;; (6.8)
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Em outras palavras, os elementos da diagonal principal de C sao as variancias dos
parametros de ajuste a. Os outros elementos Cjy, fora desta diagonal, sao as covariancias

entre a; e ay.

O método descrito acima minimiza a funcao x?, sem levar em conta a forma da curva
resultante. No Capitulo[5] foi visto que o método de suavizagao pelas diferengas segundas
pode resolver esse problema. A equagao define uma matriz S em que as diferencas
segundas A%a; = a; 9 — 2a,,1 + a; dos pontos de controle sdo postas. A resolucao do

sistema resultante, conforme a equacao , produz

a=(N"-N)"'.N".Q

que determina os n + 1 coeficientes.

6.2.1 Derivacao dos modelos

Os modelos de tempos calmo e perturbado foram desenvolvidos em dois passos. No
caso do modelo de tempo calmo, primeiro, usou-se, para cada estacao do ano e hora local,
um polinomio de Bernstein de segundo grau com ¢ = 1 e w = 0.4, modelando, assim, a
dependéncia das derivas em relacao ao indice de fluxo solar 10.7 cm. Este primeiro ajuste
forneceu os desvios-padroes (o,). Em seguida, esse modelo de fluxo solar foi usado para
calcular as derivas em 48 intervalos de tempo igualmente espacados e com oito valores do
indice de fluxo solar incrementados em 25 unidades de 66 a 241. Os valores de deriva,
para um dado indice de fluxo solar, foram determinados pela interpolacao linear entre os
dois valores calculados mais proximos. No passo final, esses dados foram modelados com

polinomios de Bernstein de grau 11 com ¢ = 7, e w = 0.0005. Assim, no modelo calmo,
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a matriz N possui 58x12 elementos (m=48 e n=11).

No desenvolvimento dos modelos de deriva perturbados, iniciou-se pela consideragao
dos efeitos do fluxo solar. Assim, as derivas residuais (ou seja, os valores medidos menos os
valores médios correspondentes a estacao e a dependéncia do ciclo solar) foram colocadas
em duas janelas sobrepostas do indice Fig 7, a saber, Fig7 < 140 e Fyp7 > 120. As derivas
perturbadas do equindécio e do solsticio de dezembro foram combinadas para melhorar as
estatisticas. Nao foram examinados os efeitos da atividade magnética durante o solsticio de
junho, pois eles parecem ser negligenciaveis. As derivas de perturbacao devidas ao fluxo
solar baixo ou alto foram modeladas, em grupos de meia hora, como funcgoes lineares
dos indices k, ponderados pelo tempo. As variacoes devidas a hora local das derivas
perturbadas foram também modeladas com os polinémios de Bernstein de grau 11 com

w = 0.0005.

Ao todo, os modelos de deriva de tempos calmo e perturbado, que estimam valores
médios e suas variabilidades, possuem 648 e 336 coeficientes, respectivamente. As entradas
do modelo sdo: o dia do ano (no calendario Juliano), o indice Fijp7 cm e o indice K, das
ultimas 24 horas. A derivas do modelo, para um determinado dia, sao dadas pela soma

dos componentes de deriva em tempo calmo e com perturbacao.



7 Resultados e discussao

Este capitulo descreve os resultados obtidos nas varias tentativas de obtencao da
melhor curva de aproximacao para a velocidade de deriva zonal. A apresentacao desses
resultados segue a mesma ordem cronoldgica pela qual os varios métodos de tratamento

de ruido foram estudados e implementados no decorrer desta pesquisa.

7.1 Preparacao dos dados

No inicio desta pesquisa, os dados eram provenientes do magnetometro de Jicamarca-
Piura, instalado na Radio-Observatoério de Jicamarca, no Peru. Entretanto, estes dados
foram logo substituidos pelos dados resultantes de medigoes simultaneas das derivas zonal
e vertical do plasma na regiao F feitas pelo radar de espalhamento incoerente instalado

no Réadio-Observatodrio de Jicamarca.

Para cada dia de medigao, designado por yymmdd para ano, mes e dia, existem quatro

arquivos:

e um com as velocidades de deriva verticais, nomeado por vvyymmdd.dat. Um exemplo

¢ mostrado na Figura [7.1]

e outro com os erros de medigao da deriva vertical, nomeado por vv_erryymmdd.dat.(ver
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DAY: 12/12/2001 F10.7: 229.4
LT/H 0.000 0.083 0.167 14.417 23.917
45. 1.$$$ 1.$$$ 1.$$$ 1.$%$ 1.$%$
60. -12.704 -12.177 -11.086 4 .567 -0.268
75. -6.855 -10.191 -10.772 6.752 1.901
90. -12.526 -11.721 -11.204 6.495 1.468
105. -10.640 -10.640 -11.105 10.103 1.$$%
120. -15.663 -14.475 -13.538 13.186 1.$$%
135. -11.042 -14.378 -11.007 [...] 10.983 [...] 1.%$$$
150. -15.967 -14.652 -11.089 14.408 1.$$$
165. 1.$$% 1.$%$ -4.301 8.279 1.$$%
180. 2.385 1.$$$ -14.016 6.697 -2.357
195. 1.$%$ 1.$$$ -17.491 10.487 1.$%%
210. 1.$%$ 1.$%% 1.$%% 10.042 1.$%%
225. 1.$%$ 1.$$$  -11.947 10.185 1.$%%

FIGURA 7.1 — Fragmento de um arquivo contendo dados de velocidade de deriva vertical
medidos pelo radar de espalhamento incoerente para o dia 12/12/2001.
As velocidades sao expressas em m/s.
Fonte: Radio-Observatério de Jicamarca.

Figura .

e um terceiro com as velocidades de deriva zonal, nomeado por zvyymmdd.dat (ver

Figura[7.3).

e um quarto com os erros de medi¢ao da velocidade de deriva zonal, nomeado pro

zv_erryymmdd.dat. Os arquivos sao similares aquele mostrado na Figura [7.2]

Em cada arquivo, a primeira linha contém a data e o valor do indice de fluxo solar
Fio7 ¢cm, medido em sfu', ocorrido no dia em que os dados foram gravados. A linha
seguinte contém a hora local em decimal, e a primeira coluna contém a altitude, em km,
ambas para cada medicao. Os outros elementos das matrizes sao as velocidades, medidas
em m/s, ou erros, também em m/s, medidos para cada hora local e altitude. A auséncia

de medicoes é representada por 1.$$$. Para esses dados, foram feitos tratamentos de

lyuma unidade de fluxo solar, cuja sigla em inglés é sfu, é igual a 10722 Watts por metro quadrado por

Hertz
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7.2 Filtragem com ondaletas

Uma vez realizada a limpeza e preparados os dados, comegou-se a investigar como

seria possivel a construcao de um sistema computacional capaz das seguintes tarefas:

1. Procurar dias calmos. Nesses dias, os valores do indice K, devem ser menores ou

iguais a 3.

2. Filtrar as perturbacoes indesejadas em cada perfil vertical da deriva zonal e obter a

sua variacao vertical.

Inicialmente, a ondaleta de Haar foi escolhida por se tratar de uma ondaleta simples

e, portanto, de mais facil interpretacao. O resultado é mostrado na Figura

Como intuito de filtrar as perturbacoes, as tinicas saidas consideradas foram aquelas
dos filtros passa-baixa, representados pela coluna esquerda da figura, ja que os ruidos,

normalmente, sao de alta freqiiéncia.

Foram testadas outras formas de ondaletas com a finalidade de detectar os perfis de
variacao vertical da velocidade de deriva zonal. As transformadas de ondaletas biorto-
gonais de Cohen-Daubechies-Feauveau (CDF) foram tentadas, e as curvas resultantes da

aplicacao da CDF(2,2) e da CDF(4,2) sao mostradas nas figuras e [7.6] respectiva-

mente.
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querda, ¢ a plotagem de uma parte das velocidades de deriva zonal do dia
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7.2.1 Aproximagao com curvas de Bézier e minimos quadrados

Nesta secao, serao mostrados os resultados da modelagem da variagao vertical das

velocidades de derivas zonais para épocas geomagneticamente calmas.

7.2.1.1 Modelo de derivas zonais em épocas geomagneticamente calmas

A Figura[7.7] compara as derivas zonais médias com o modelo desenvolvido, usando as
curvas de Bézier para trés niveis de fluxo solar, em trés épocas geomagneticamente calmas
(K, médio em torno de 1.8 nas dltimas nove horas). As curvas foram modeladas segundo

a equagao (|6.1)) do Capitulo @ e repetida abaixo para facilidade de referéncia

2

=30 | (e ) = D (an, ) BE () (71)

os valores dos parametros deste modelo foram explicados na se¢ao do Capitulo [6]

As barras verticais, na Figura [7.7, denotam a variabilidade dos dados agrupados;
normalmente, os erros de medicao possuem valores muito menores. Essa figura mostra

que os resultados do modelo empirico estao em boa concordancia com os dados médios.

A Figura mostra as derivas modeladas para épocas calmas para condigoes tipicas

de fluxo solar baixo e alto.

A Figura[7.9 mostra a boa concordancia entre os desvios-padroes dos dados agrupados
e aqueles calculados pelo modelo para trés niveis de fluxo solar. Os célculos sao menos
acurados na parte das altas horas da madrugada, em razao dos grandes erros e também

do menor nimero de medicoes.



7. Resultados e discussao 139

JICAMARCA Kp <3

200 — : T
T MAR-APR T MAY-AUG I NOV-FEB

160 - sep-oCT C 1T

120 | F10.7=160 -

[= ]
(=]

=Y
L]

L

[ o
—
1

[w]
o

ZONAL DRIFT (m/s)
P
(]

0 —
“ -
80 | | -
- F10.7=80 7
0 1 [ el . 1 PR TI .
L 10 - *® 1 [ %™ T 1
-40 4 E %W 1L I ]
.BD_IIIII|IIIII|IIIII|IIIII_ _|||||||||||I|||||I|||||_ _------ ----r-----l-----_
0 ] 12 18 240 <] 12 18 240 6 12 18 24

LOCAL TIME

FIGURA 7.7 — Dependeéncia sazonal e do ciclo solar das derivas zonais médias em tempo
calmo da regiao F' sobre Jicamarca. As barras denotam os desvios-padroes
e as curvas solidas representam os resultados do modelo.
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7.2.1.2 Modelo de derivas zonais em épocas geomagneticamente perturbadas

A Figura mostra a hora local e as variacoes sazonais das derivas zonais médias
em Jicamarca, sob condi¢oes de tempo calmo e de tempo perturbado, para fluxos solares

baixo e moderadamente alto.

A Figural[7.11]ilustra a excelente concordancia entre o modelo empirico de deriva zonal
com perturbacao e os correspondentes dados agrupados, juntamente com a dependéncia

do ciclo solar dessas derivas perturbadas.
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7.3 Detalhes de implementacao

Todos os modelos desta pesquisa foram implementados na linguagem Objective Caml?(LEROY

et al., 2004)). As principais motivagoes para esta escolha foram (GRINGS; [2006):

1. Programacao multiparadigma. Embora a OCaml, fundamentalmente, pertenca a
familia das linguagens funcionais, ela também permite os estilos de programacao
imperativo e orientado a objetos, todos de maneira integrada no préprio projeto da

linguagem;

2. Gereéncia automatica de memoria. Todas as alocagoes e desalocacoes de memoria
estao a cargo do préprio compilador, o que torna a programag¢ao menos propensa a

erros.

3. Portabilidade. Os programas escritos nessa linguagem podem ser compilados, pra-
ticamente, sem alteragao, em diferentes versoes do Unix (incluindo Linux e MacOS

X) e do Microsoft Windows.

4. Geracao de codigo eficiente. OCaml possui um gerador de codigo nativo rapido e
eficiente. A qualidade do cédigo gerado é competitiva com a qualidade daqueles

gerados por compiladores C e, algumas vezes, até melhor3.

5. A linguagem possui um interpretador. Além do compilador, OCaml também possui

um interpretador, o que acelera o ciclo de desenvolvimento de programas.

6. Grande nimero de bibliotecas. OCaml possui varias bibliotecas construidas na

propria linguagem para um grande nimero de aplicagoes, indo desde estruturas de

2Disponivel em http://caml.inria.fr
3Para uma comparacao entre diferentes implementacdes de varias linguagens de programacao, consul-
tar http://shootout.alioth.debian.org


http://caml.inria.fr
http://shootout.alioth.debian.org
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dados até rotinas de calculo numérico. Além disto, devido a facilidade de integracao
de codigos escritos em outras linguagens, o sistema permite que virtualmente todas

as bibliotecas escritas nessas linguagens sejam facilmente incorporadas.

7. Comunidade ativa de usuarios. Objective Caml possui uma grande e ativa comuni-
dade de usuarios espalhados pelo mundo. Assim, a resolucao de eventuais problemas

e davidas sobre algum ponto de implementacao é grandemente facilitada.

8. Boa documentacao. Os usudrios e os implementadores da linguagem escrevem boa

documentacao, prontamente acessivel pelo site da linguagem ou na Internet.

Um dos objetivos secundarios desta pesquisa foi demonstrar a grande adaptabilidade
e eficiencia de linguagens declarativas, sobretudo, as linguagens funcionais, em proble-
mas em que, normalmente, sao usadas linguagens imperativas como C ou Fortran. Para
alcancar este objetivo, todos os procedimentos numéricos foram implementados ou reim-

plementados em Ocaml.

Muitas rotinas para a manipulagao matricial e resolucao de sistemas lineares, como a
decomposicao LU, foram originalmente escritas em C ou Fortran (PRESS et al. [1993).
Resolveu-se, entao, reimplementa-las em OCaml, e isto foi essencial para a manutencao e
comunicagao dos cédigos entre os varios membros da equipe concentrados em Uberlandia

e em Utah, nos Estados Unidos.

As implementagoes dos filtros de Kalman e dos filtros H,, foram portadas de Ma-

tlab (SIMON] 2001b; SIMON|, 2001a) para Ocaml, com ganho considerdvel de eficiéncia.

As transformadas de ondaletas, implementadas segundo o esquema de lifting, foram,

em parte, escritas diretamente em OCaml, a partir de descrigoes algoritmicas (SWEL-
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|DENS; SCHRODERL |1996D e, em parte, portadas do cédigo da biblioteca LIFTPACK?,

escrita em C.

Todo o programa envolvendo as curvas e superficies de Bézier foi escrito diretamente

a partir da modelagem matemética descrita nos capitulos[f]e[6] Este cédigo estd incluido

no apéndice

4Disponivel em http://www.cs.dartmouth.edu/~sp/liftpack/


http://www.cs.dartmouth.edu/~sp/liftpack/

8 Conclusao

As tentativas iniciais de usar o filtro de Kalman ou o filtro H,,, para encontrar um
modelo preditivo para a ocorréncia de variacoes verticais das velocidades de derivas zonais,
nao se revelaram promissoras. A razao para esse insucesso parece estar no fato de que
ambos os filtros necessitam de um modelo fisico completo do fendomeno sendo estudado.
Nenhum modelo com tal exatidao é conhecido pelos geofisicos para as derivas ionicas.

Devido a esta lacuna, a aplicacao imediata dos filtros nao pareceu ser viavel.

A abordagem utilizando as ondaletas para filtrar as perturbacoes indesejadas para
obter um modelo de deriva zonal, considerando as variagoes verticais e tempo geomagne-
ticamente calmo, produziu resultados razoaveis. Embora a forma das curvas obtidas se
aproximasse da intuicao dos geofisicos e também dos dados experimentais, os resultados,
em geral, ficaram abaixo do esperado. Tentaram-se muitas formas de ondaletas-mae, mas
em nenhum dos experimentos, conseguiu-se suavizar a curva resultante, eliminando as

oscilagoes, principalmente aquelas causadas pelos tragos F espalhados.

Nao foi possivel a utilizacao de uma mistura de ondaletas com filtro de Kalman,
descrita no Capitulo [d] por razdes similares aquelas do insucesso do uso do filtro de

Kalman sozinho: o nao conhecimento de um modelo fisico subjacente.

O uso das curvas de Bézier com minimos quadrados produziu um melhor ajuste do
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que todas as abordagens anteriores e possibilitou a construcao do modelo empirico das

derivas de plasma usado pela equipe de geofisicos (FEJER et al., 2005).

O desenvolvimento de ferramentas numéricas para a construcao de modelos empiricos
voltados para a modelagem das derivas zonais do plasma ionosférico, baseado em polino-
mios de Bernstein, é a principal contribuicao deste trabalho. Apesar de sua simplicidade
e do nimero relativamente pequeno de parametros, essa técnica de modelagem nao havia,
ainda, sido usada em geofisica espacial, embora seja utilizada em outras areas, tais como
a modelagem geométrica auxiliada por computador. A juncao da curva de Bézier, com o
controle da suavizacao de sua forma no ajuste pelo método dos minimos quadrados, que
leva em consideragao erros de medicao, foi uma das principais razoes do sucesso desta
empreitada; sendo a outra, a alta competéncia técnica dos pesquisadores geofisicos envol-
vidos, vindos do Instituto de Pesquisas Espaciais, no Brasil, e do Center for Atmospheric

and Space Sciences, da Universidade Estadual de Utah, nos EUA.

O objetivo secundario desta pesquisa foi efetivamente alcancado, pois confirmou-se a
adequagao de linguagens declarativas (tal como as linguagens funcionais, representadas
neste trabalho pelo Objective Caml) em problemas de modelagem numérica, em que, nor-
malmente, linguagens imperativas como C ou Fortran, sao usadas. O ntimero de linhas de
codigo implementadas em todos os experimentos, incluindo os nao bem sucedidos, nao su-
perou 1600, contando, nesse niimero, a vasta quantidade comentérios espalhados ao longo
do codigo. A eficiéncia do codigo gerado foi de tao alta qualidade que, em momento algum,
se pensou em substituir OCaml por outra linguagem. A clareza do cédigo permitiu que
as equipes compartilhassem informacoes e sugerissem modificacoes de melhora ao longo

do processo de pesquisa, funcionado como uma linguagem de especificacao executdvel.
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8.1 Trabalhos futuros

Em virtude da restricao do tempo e também da indisponibilidade de conhecimento
geofisico local, algumas idéias nao foram completamente desenvolvidas ou nao foram de-

senvolvidas absolutamente.

As tempestades magnéticas possuem um padrao de comportamento medido pelos va-
rios indices, como o indice K, o AE e outros. Assim, deve ser possivel construir um
sistema que as localize automaticamente com base nos dados coletados por décadas. A
teoria das ondaletas pode ser usada para a caracterizacao dos dias geomagneticamente
perturbados. Essa caracterizacao, aliada a algum procedimento estatistico de classificagao
(redes neurais, redes bayesianas, maquinas com vetor de suporte, etc.), usando algumas
das técnicas ja consagradas de inteligéncia artificial (arvores de decis@o, computagao evo-
lutiva etc.) poderia resolver este problema. Essas mesmas técnicas poderiam ser usadas

na previsao do aparecimento do traco F espalhado.

A mistura das ondaletas com o filtro de Kalman ou com o filtro H,, merece ser
mais bem investigada. Isto possibilitaria a construgao de um modelo dinamico para a
climatologia espacial. Talvez, o modelo construido com as curvas de Bézier fizesse o papel

do modelo fisico nos filtros.

Muitas varidveis estao presentes na previsao do comportamento das derivas zonais.
Em todos os modelos vistos nesta tese, analisou-se somente a influéncia de uma variavel
por vez, por exemplo, a hora local, mantendo-se as outras constantes (o indice K, ou o
fluxo solar Fip7 cm). Seria desejavel um modelo que levasse em conta todas as varidveis
importantes de uma sé vez. Isto pode ser feito por meio da generalizagao das curvas de

Bézier para superficies de Bézier ou para o produto tensorial dos polinomios de Berns-



150 8. Conclusao

tein, vistos no Capitulo [5, embora a parametrizacao dessas hipersuperficies possa nao ser

trivial.
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[1] We use extensive incoherent scatter radar observations made at the Jicamarca Radio
Observatory between 1970 and 2003 to study and model empirically the equatorial
zonal plasma drifts near the F region peak using Bernstein polynomials as base functions.
Our quiet-time model results confirm that the daytime drifts are westward and are nearly
season and solar cycle independent. The nighttime drifts are eastward, have larger
magnitudes, and increase strongly with solar flux, particularly near equinox and December
solstice. Enhanced geomagnetic activity drives small eastward perturbation drifts during
the day and much larger westward disturbance drifts at night. The nighttime drift
perturbations are largest near midnight and increase strongly with solar flux near equinox
and December solstice but are essentially absent near June solstice. The Jicamarca
zonal disturbance drifts can be largely accounted for by disturbance dynamo electric fields

with a dominant time delay of about 3—15 hours following enhanced geomagnetic
activity. In the postmidnight sector, there are also smaller westward disturbance drifts
associated with time delays of about 15—24 hours and perhaps even longer. Our results
strongly suggest that the longitudinal dependence of both the quiet and disturbed

equatorial nighttime zonal drifts varies with season.

Citation: Fejer, B. G., J. de Souza, A. S. Santos, and A. E. Costa Pereira (2005), Climatology of F region zonal plasma drifts over
Jicamarca, J. Geophys. Res., 110, A12310, doi:10.1029/2005JA011324.

1. Introduction

[2] Electric fields and plasma drifts are fundamentally
important ionospheric parameters. Middle and low-latitude
F region ionospheric electrodynamic drifts are mostly
driven by E and F region dynamo electric fields [e.g.,
Richmond, 1995], but during geomagnetically active times
they can be strongly affected by solar wind-magnetospheric
and ionospheric disturbance dynamo electric fields [e.g.,
Fejer, 1997]. The complex interactions of these processes
cause strong plasma drift variability with a large range of
timescales. The understanding of the morphology and
sources of this variability is essential for improved iono-
spheric forecasting and testing of predictions from global
ionospheric and convection models.

[3] Incoherent scatter radar measurements of F region
equatorial vertical plasma drifts have routinely been made
since 1968 at the Jicamarca Radio Observatory near Lima,
Peru (11°57'S, 76°52'W; magnetic dip 2°N) [e.g.,
Woodman, 1970]. These observations were used in numer-
ous case and climatological studies and, more recently, also
in the development of empirical equatorial vertical drift
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models for quiet and disturbed conditions [Fejer and
Scherliess, 1997; Scherliess and Fejer, 1999]. Simultanecous
measurements of /' region vertical and zonal plasma drifts
[Woodman, 1972] have been made at Jicamarca since 1970
but less frequently than the vertical drifts, since the simul-
taneous measurement of these two velocity components
leads to larger errors on the vertical drifts. As a result, the
database of Jicamarca zonal drifts is much smaller than that
of the vertical drifts.

[4] The Jicamarca F region quiet time zonal drifts
are westward during the day with typical values of about
40 m/s, and they do not change much with altitude, season,
and solar activity [Fejer et al., 1985, 1991]. The nighttime
zonal drifts are eastward near the F region peak and above
with maximum values of about 100 and 150 m/s near solar
minimum and maximum, respectively. These drifts are
largest at about 2100—2200 local time, and they decrease
toward dawn. The zonal nighttime drifts exhibit noticeable
day-to-day, seasonal, and solar cycle effects. Between about
dusk and midnight, there is a strong shear on the zonal
plasma flow below the F' peak, where the eastward drifts
decrease with height and become westward at lower alti-
tudes [e.g., Fejer et al., 1985; Kudeki et al., 1981; Kudeki
and Bhattacharyya, 1999]. These early night eastward and
westward zonal drifts are associated with downward and
upward motions, respectively, which results in a plasma
flow vortex below the F layer peak. At higher altitudes, the
nighttime eastward drifts decrease slowly with height.

[s] The Jicamarca zonal drifts are in good agreement with
global equatorial in situ drift measurements from the DE-2
satellite [Coley and Heelis, 1989] and are also consistent
with satellite thermospheric zonal wind observations [e.g.,
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Figure 1. Seasonal and solar cycle dependence of average F' region quiet-time zonal drifts over

Jicamarca. The scatter bars denote the standard deviations and the solid curves represent the model

results.

Herrero et al., 1985; Fejer et al., 1985]. The nighttime radar
drifts are in good general agreement with equatorial spaced
receiver scintillation drifts [ Valladares et al., 1996; Sheehan
and Valladares, 2004] and also with zonal drifts of iono-
spheric plasma bubbles inferred from ground-based [e.g.,
Sobral and Abdu, 1991; Sobral et al., 1999; Martinis et al.,
2003; Terra et al., 2004] and satellite optical imaging data
[Immel et al., 2004a].

[6] The Jicamarca zonal drifts sometimes show signifi-
cant geomagnetic effects at night. However, since they also
exhibit strong solar cycle dependence and large quiet time
variability throughout the day, relatively large databases are
needed to determine their storm-time dependence. Initial
climatological studies showed essentially no daytime geo-
magnetic effects and only relatively small decreases on the
average nighttime eastward drifts [e.g., Fejer et al., 1985,
1991]. Later studies indicated that the perturbation or
disturbance drifts, obtained by subtracting the quiet time
values, are eastward with small values during the day, and
westward, with larger magnitudes, at night [Fejer, 1997].
These past studies have not examined the time constants of
zonal disturbance drifts and their possible dependence on
season and solar flux.

[7] In this paper we use extensive Jicamarca zonal drift
observations to study and model these drifts as a function of
season, solar cycle, and magnetic activity. In the following
sections, we first give a short description of the Jicamarca

zonal drift measurements. Next, we present our results and
compare with those from earlier studies. The methodology
for deriving our empirical statistical models, which use
Bernstein polynomials [e.g., Lorentz, 1986] as bases func-
tions, is presented in Appendix A.

2. Measurements and Data

[8] The basic procedure for measuring F' region drifts at
Jicamarca was described in detail by Woodman [1972].
Briefly, the large 50 MHz antenna is split into two beams
perpendicular to the geomagnetic field and pointed about
2.5° to the east and 4.3° to the west of vertical, giving a net
split of about 6.8°. These line-of-sight drifts are combined
to give the vertical and zonal drift components. Our
measurements were usually made from about 200 to
900 km with a resolution of about 15 km, and an
integration time of about 5 min. The data used in this
study correspond to averages near the F region peak
(typically between about 300 and 500 km but higher near
dusk), where they do not change much with altitude, and
the signal-to-noise ratios are highest. Reliable drift measure-
ments are not possible during periods of spread F occurrence
over a large range of altitudes.

[o] We have used 206 days of measurements from 1970
through 1992 and 86 days from 1994 through 2003; there
were no measurements during 1979, 1982—1983, and 1993.
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Figure 2. Comparisons of quiet-time Jicamarca model
zonal drifts for low and moderately high solar flux
conditions.

The number of early night observations (during equinoctial
and southern hemisphere summer) is much smaller than
during the day, due to frequent spread F occurrence over the
entire measured altitudinal range. For an integration time of
5 min, the typical accuracy of the daytime zonal drift
measurements was about 15 m/s before 1994 and about
S5 m/s after 1994, when the more powerful present data
analysis technique [Kudeki et al., 1999] was implemented.
The nighttime measurements have larger errors (up to
about 30 m/s), particularly during late night solar minimum
periods, as a result of much lower signal-to-noise ratios.

[10] In the present study, the drift data were binned in half
an hour intervals centered 15 and 45 min after the hour,
and into seasonal bins representing June solstice (May—
August), December solstice (November—February), and
equinox (March—April, September—October). We define

FEJER ET AL.: ICAMARCA ZONAL DRIFTS
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solar activity as a function of the F'o; cm solar flux index.
Since the AE indices are not available over the entire period
of our measurements, we define geomagnetic activity in
terms of the K, index with quiet time conditions defined by
an average K, < 3.0 over the preceding 9 hours. The use of
the K, index does not allow us to examine prompt penetra-
tion electric field effects, but this is not a major limitation
since prompt penetration equatorial zonal drifts are gener-
ally much smaller than disturbance dynamo drifts [e.g.,
Fejer et al., 1990; Fejer and Emmert, 2003].

3. Results and Discussion

[11] In this section, we first briefly present our zonal drift
results for geomagnetically quiet times, which are largely an
extension of the results from our previous studies. Then, we
examine in detail the characteristics of the zonal disturbance
drifts obtained by modeling the residual (i.e., disturbed
minus corresponding average quiet time values) drifts as a
function of local time, storm-time (i.e., time delay between
increased geomagnetic activity and generation of distur-
bance drifts), season and solar flux. Finally, we discuss the
drift disturbance mechanisms, and compare our results with
those from other recent studies.

3.1. Quiet Time Zonal Drifts

[12] Figure 1 compares the seasonally averaged and our
model zonal drifts for three solar flux levels and geomag-
netically quiet times (average K, =~ 1.8 over the preceding
9 hours). The methodology used for deriving our quiet time
drift model is presented in Appendix A. The vertical bars
denote the variability of the binned data; the measurement
errors usually have much smaller values. Figure 1 shows
that the empirical model results are in good agreement with
the averaged data. The general characteristics of the zonal
drifts, presented in Figure 1, are consistent with those from
earlier studies [e.g., Fejer et al, 1985, 1991; Coley and
Heelis, 1989]. These drifts are westward and largely season-
independent during the day, with peak values of about 40 m/s,
and eastward at night, with much larger magnitudes.

[13] Figure 2 shows the quiet time model drifts for typical
low and high solar flux conditions. This figure illustrates
that the magnitudes of the daytime westward drifts and their
reversal times near dawn and dusk do not change much with
solar flux. It also illustrates that near solar maximum the
nighttime eastward drifts have larger magnitudes and that
the times of peak eastward drifts occur earlier close to solar
maximum. Figure 3 shows the good agreement of the
binned and calculated standard deviations for three solar
flux levels. Our calculations are less accurate in the late
night sector due to the larger error and smaller number of
measurements.

[14] Fejer et al. [1991] reported that the yearly averaged
maximum eastward velocity over Jicamarca can be
expressed as V(m/s) = 60 + 0.45¢, where ¢ is the decimetric
solar flux index. Figure 2 indicates, however, that the
increase of the Jicamarca nighttime peak eastward drifts
with solar activity is much stronger during December
solstice and equinox than during June solstice. This is
shown in more detail in Figure 4, where the average
eastward drifts between 2030 and 2130 local time are
plotted as a function of the 10.7 cm solar flux index. For
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Figure 3. Standard deviations of the zonal drift obtained by binning the data and calculated using our

analytical empirical model.

large solar fluxes, the equinox and December solstice peak
eastward drift values are nearly identical and much larger
than during June solstice. It is well known that the Jica-
marca evening upward drifts, which lift the /" layer to higher
altitudes and play an important role on the occurrence of
spread F, are also largest during equinox and December
solstice solar maximum conditions. This strong correlation
of the evening upward and nighttime eastward plasma drifts
is not surprising since they are both strongly affected by
conductivity-dependent F region dynamo electric fields
[e.g., Rishbeth, 1971].

[15] Ground-based and satellite optical measurements and
spaced receiver UHF scintillation observations [Sobral et
al., 1999; Martinis et al., 2003; Immel et al., 2004a; Terra et
al., 2004; Sheehan and Valladares, 2004] indicate that the
nighttime zonal drifts of equatorial plasma irregularities and
depletions have similar local time and solar flux dependence
as the radar drifts presented above. On the other hand,
scintillation zonal drift measurements over Peru during June
solstice show that the drifts of the plasma irregularities have
generally larger magnitudes and stronger increase with solar
flux than our incoherent radar drifts [e.g., Sheehan and
Valladares, 2004]. The occurrence of equatorial spread F
over Jicamarca during June solstice requires evening upper
drift velocities and layer heights which are much larger than
their typical values. Therefore these results also indicate that
larger upward drift velocities are indeed associated with
larger eastward plasma drifts.

[16] Immel et al. [2004a] showed that the zonal plasma
drift speeds of equatorial nighttime plasma depletions
observed with the imager aboard the high-apogee IMAGE
satellite during March—May 2002 had a strong longitudinal
dependence with a peak around the Indian sector. This
longitudinal variation of the zonal drifts should be due at
least in part to the strong dependence of the evening upward
drifts on longitude. Since the longitudinal variation of the

T T I T T T T
200 - JICAMARCA o 1
L e |
180 L 21:00LT- Kp=<3 /././o/o i
w | -o-December Solstice - o°
S -~June Solstice o« b 7
< 160 | : o §
[ -eo-Equinox _® 0
w F ¥ o A
o . o D
< 140 | S o .
o
- L o O A
< A oAt
Z 120 - " /A@/A .
3 L Pt |
100 |- /ﬁ;/‘)/a -
=
80 | E
! | ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! | ! |
60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
F10.7

Figure 4. Solar flux dependence of the peak nighttime
eastward drifts.
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Figure 5. Seasonal and solar cycle dependence of quiet and disturbed average Jicamarca zonal drifts.

evening upward plasma drifts is strongly season-dependent
[Scherliess and Fejer, 1999], we expect that the longitudinal
variation of the zonal drifts to change with season.

3.2. Disturbed Zonal Drifts

[17] Figure 5 shows the local time and seasonal variations
of the Jicamarca average zonal drifts during quiet time and
disturbed conditions for low and moderately high solar
fluxes. This figure indicates that enhanced geomagnetic
activity drives mostly nighttime westward perturbations
with largest magnitudes near midnight and during equinox
and December solstice high solar flux periods. Surprisingly,
it also shows that over Jicamarca the zonal disturbance
drifts are very small during June solstice. We will show later
that the local time variation of the perturbation drifts
between September and April is consistent with the pre-
dictions of the ionospheric disturbance dynamo theory
[Blanc and Richmond, 1980]. However, this theory did
not address the seasonal and solar cycle dependence of
these perturbation drifts.

[18] Scherliess and Fejer [1997] showed that the Jica-
marca disturbance dynamo vertical drifts have typical life-
times of several hours and that they occur up to about
30 hours after large increases in geomagnetic activity. We
have studied the dependence of the zonal drifts on storm-
time (i.e., a period after a given change in magnetic activity)

by using time series of K, indices lasting up to 15 hours and
time delays up to 30 hours; the use of AE indices would
have decreased significantly our database. Following Fejer
and Scherliess [1997], we first determined the perturbation
drifts by subtracting from each half an hour averaged drift
the corresponding season and solar cycle dependent average
quiet time value. To account for solar cycle effects, we have
studied separately the perturbations drifts corresponding to
decimetric solar flux indices smaller or equal to 140, and
larger than 120. These slightly overlapping bins optimize
the seasonal and solar cycle-dependent distribution of our
data.

[19] Our initial analysis showed that the present database
is not extensive enough to fully characterize the complex
local time, season, and solar flux dependence of the pertur-
bation drifts. In the evening sector, for example, the time
delays between enhanced geomagnetic activity and peak
westward disturbance drifts seem to be shortest during
equinox solar maximum conditions. Since Figure 5 indi-
cates that the disturbed drift patterns are similar during
equinox and December solstice, we have combined the
perturbation drifts from these two seasons in order to
improve the statistical significance of our results. The June
solstice disturbance drifts will not be studied further since
their magnitudes are generally very small and their database
is also more limited.
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AK,, (3—15) = 0 corresponds to an average K, = 1.8 over the preceding 3 to 15 hours.

[20] We observed that the equinoctial and December
solstice Jicamarca disturbance drifts during low and high
solar flux periods are most closely associated with the
average levels of enhanced geomagnetic activity over the
previous 12—15 hours. We have modeled these perturbation
drifts as a function of AKX, (3—15 hours), the average K,
values over periods of 3—15 hours above our average
quietime value (K, ~ 1.8), although nearly identical results
were obtained using AK), (0—12 hours), and for high solar
fluxes also for AK,(3—9 hours). Figure 6 shows the varia-
tion of the moderate to high solar flux perturbation drifts
near midnight and noon as a function of AK,, (3—15 hours).
These zonal disturbance drifts vary nearly linearly over the
entire range of this parameter. Figure 6 also indicates that
geomagnetic activity affects the equatorial zonal drifts even
under nearly quiet conditions. For AK, (3—-15) = 5, the
average magnitudes of these perturbation drifts are about
—90 m/s and 15 m/s near midnight and noon, respectively.

[21] Our analysis also indicated the occurrence of notice-
able late night perturbations drifts associated with a time
delay of about 15—-24 hours. These late-night disturbance
drifts vary nearly linearly with K, (15-24 hours). It is
possible that the zonal drifts are affected by geomagnetic
activity associated time delays even longer than 24 hours,
but these longer-term effects cannot be derived reliably
from our database. Therefore we modeled our disturbance
drifts using AK,, (3—15 hours) and AK,, (15—24 hours) as
input parameters.

[22] Figure 7 shows the low and solar flux average zonal
disturbance drift patterns associated with our two dominant
disturbance time delays. The low and high flux perturbation
drifts have similar local time patterns but have larger
magnitudes during high solar flux conditions. The top panel
shows that AK,, (3—15 hours) perturbations are eastward
with small values during the day and, as expected, westward
with larger magnitudes at night. The AK, (3—15 hours)
premidnight low solar flux disturbance drifts have much
larger magnitudes than the perturbation drifts inferred from
the low solar flux equinoctial and December solstice data
shown in Figure 5, but the same is not true for the higher

flux drifts. These results again indicate that the time delay
between the onset of geomagnetic activity and the devel-
opment of equatorial zonal disturbance drifts are longer near
solar minimum than close to solar maximum. The solid
curve in Figure 7, which corresponds to an average deci-
metric solar flux index of about 130 units, is in good
agreement with the solar flux averaged disturbance drifts
presented by Fejer [1997], which correspond to AK,, (1-
12 hours) = 3. The lower panel in Figure 7 indicates that for
time delays longer than about 15 hours the daytime pertur-
bation drifts vanish and that the magnitude of the westward
perturbation drifts decrease significantly in the early night
sector. They remain large in the late night period, where
they have largest values at about 0400 LT and for high solar
flux conditions. Figure 8 illustrates the excellent agreement
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Figure 7. Average zonal disturbance drifts corresponding
to AK, = 3 over 2 preceding periods. The solid curves
denote the disturbance drifts for moderate solar flux
conditions.

6 of 10



A12310

T T T T T I T T T T T I T T T T T I T T T T T
40 - AKp (3-15)=2.3 F10.7=170 .
- ——model E
20 +— —
I o ekt ]
0 e
-20
20 AKp (15-24) =22 F10.7 = 170
[
0 20e%00, \.
= L \d Jo i
£ 20k >
e ]
L
= 40 | -
D 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
&I T T T T T I T T T T T I T T T T T I T T T T T
CZ) 3 AKp (3-15)=2.3 F10.7 =100 7
Q 20} -
<
0 % 90 /.\_. o
T \\7&
2 'M ..‘
20 L AKp (15-24) = 2.4 F10.7 =100 _
0 -.\\ "\Qa.\..... .\".\‘% Iy 1
‘OQ.V; Z iw_
20 -
L %o 4
40 -
1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
0 6 12 18 24

LOCAL TIME

Figure 8. Comparisons of modeled and binned zonal
disturbance drifts.

between our empirical disturbance model drifts and the
corresponding binned data and again the solar cycle depen-
dence of these disturbance drifts.

3.3. Comparison With Previous Zonal
Disturbed Drift Studies

[23] Optical and radio measurements have recently been
used to measure the effect of magnetic activity on the zonal
drifts of nighttime equatorial plasma depletions. Sheehan
and Valladares [2004] modeled the dependence of night-
time equatorial spaced receiver scintillation drifts observed
in the Peruvian equatorial region as a function of F 7 solar
flux and K, index. They showed that the eastward scintil-
lation drifts decrease and even reverse to westward as
geomagnetic activity increases, with the largest changes in
the postmidnight sector and from January through April.
This study suggests that the effect of geomagnetic activity
on the scintillation drifts is independent of solar flux. Immel
et al. [2004a] reported that the largest decrease of the
eastward drifts of equatorial plasma depletions observed
by NASA-IMAGE satellite occurs during periods of large
negative Dst¢ values. More recently, Immel et al. [2004b]
pointed out that these westward perturbation drifts are
associated with increased K, indices occurring from a few
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hours to about a day earlier, which is consistent with our
results.

[24] The main processes responsible for significant equa-
torial disturbance drifts are short-lived (timescales of about
an hour) prompt penetration electric fields resulting from
the transient leakage of high-latitude electric fields and
currents to lower latitudes during periods of large changes
in magnetospheric convection [e.g., Kelley et al., 1979,
Senior and Blanc, 1984; Spiro et al., 1988], and longer-
lasting (lifetimes from a few hours to about a day) iono-
spheric disturbance dynamo electric fields driven by
enhanced energy deposition (mostly through Joule heating)
into the high-latitude ionosphere during periods of strong
convection [e.g., Blanc and Richmond, 1980]. Figure 9
shows in the upper panel the zonal prompt penetration drift
pattern for an increase in the cross polar cap potential by
45 kV (corresponding approximately to AK), = 3) derived
from Rice Convection Model (RCM) perturbation electric
fields run presented by Spiro et al. [1988] and Fejer et
al. [1990]. The prompt penetration drifts were obtained
by first dividing the equatorward (horizontal) model
electric field given in Figure 6 of Fejer et al. [1990]
by the sine of the dip angle and then calculated consid-
ering that in the Peruvian equatorial region a downward
electric field of ImV/m corresponds to an F region
eastward drift velocity of 40 m/s. Other convection
models [e.g., Peymirat et al., 2000; Tsunomura, 1999]
and more recent RCM simulations also give very similar
results. Figure 9 shows westward daytime prompt pene-
tration drifts with largest values near noon and eastward
drifts at night with very small magnitudes, except near
dawn. The convection models indicate that after sudden
decreases in the polar cap potential drop of the same
magnitude, the prompt penetration drifts have opposite
polarity and comparable magnitudes. Evidently, these
short-lived prompt penetration drifts do not play an
important role on our longer-lasting average perturbation
drifts, which are largest near midnight. However, during
periods of large and rapid changes in magnetospheric
convection, they should significantly affect the variability of
daytime and late-night zonal drifts, especially near solar
minimum when prompt penetration electric fields are largest.

[25] The bottom panel shows the zonal disturbance drift
pattern predicted by the ionospheric disturbance dynamo
theory 9 hours after a step function increase in the energy
deposition into the high-latitude ionosphere, corresponding
approximately to AK,, = 3. Figures 8 and 9 show good
agreement between the disturbance dynamo drifts and the
Jicamarca short-term perturbation drifts near solar mini-
mum, but not close to solar maximum, when the empirical
disturbance drifts have largest magnitudes centered near
midnight. Surprisingly, the nighttime theoretical drift pat-
tern is also consistent with the longer-term perturbation
drifts shown in Figure 8. The Blanc-Richmond disturbance
theory does address the solar flux and seasonal dependence
of the disturbance dynamo drifts. Recently, Huang et al.
[2005] presented numerical simulations showing that post-
storm meridional ionospheric potentials can last for several
days.

[26] We have seen that the evening and nighttime vertical
drifts and quiet and disturbance Jicamarca zonal drifts have
similar seasonal and solar cycle dependence. In this local
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Figure 9. (a) Theoretical prompt penetration zonal drift
following AK,, ~ 3 (adapted from Fejer et al. [1990]).
(b) Model disturbance dynamo drifts following an increase
in the energy input into the high latitude ionosphere over the
preceding 12 hours and corresponding to AK,, ~ 3 (adapted
from Blanc and Richmond [1980]). Here A denotes the
invariant latitude.

time, these drifts are strongly affected by conductivity-
dependent F' region dynamo electric fields. Therefore our
results suggest that during the solstices, when equatorial
evening and nighttime vertical drift velocities vary most
strongly with longitude [Scherliess and Fejer, 1999], so
should the disturbance dynamo drifts, particularly during
solar maximum.

[27] Equatorial satellite and ground-based spaced receiver
measurements sometimes show very large (up to about
200 m/s) premidnight westward disturbance plasma drifts
when the height of the F'layer is raised to very high altitudes
by strong upward prompt penetration plasma drifts [e.g.,
Basu et al., 2001]. These large perturbation drifts cannot be
explained as due entirely to either the prompt penetration
and disturbance dynamo mechanisms discussed above, and
they are most likely due to strong ion Hall conduction effects
[Haerendel et al., 1992; Fejer and Emmert, 2003]. This
process drives westward drifts proportional to the ratio of the
field line integrated Hall to Pedersen conductivities times the
eastward electric field [Haerendel et al., 1992] and is largely
responsible for the postsunset velocity vortex in the bottom-
side of the equatorial F' layer [Kudeki and Bhattacharyya,
1999; Martinis et al., 2003]. Large prompt penetration
eastward electric fields (upward plasma drifts) near dusk
strongly enhance this mechanism driving very large west-
ward drifts at lower altitudes. Large upward drifts also lift the
F layer peak to higher altitudes (sometimes above 800 km)
and drive intense equatorial spread F and scintillations over a
broad range of altitudes. Since the measurements used here
are not possible during periods of strong spread F and were
restricted to altitudes near and above the F layer peak during
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other times, they are not strongly affected by ion Hall
conduction effects. On the other hand, this is not the case
for spaced receiver scintillation and DMSP satellite drift
observations near the equator, which can be strongly affected
by this process.

4. Summary

[28] We have studied the morphology of equatorial zonal
drifts near the F' region peak using extensive Jicamarca
incoherent scatter observations. Our quiet time Jicamarca
zonal drifts are in good agreement with results from
previous radar studies and other measurement techniques.
We have developed a model of the quiet time Jicamarca
drifts using Bernstein polynomials as base functions. We
have examined in detail, for the first time, the response of
enhanced geomagnetic activity on the Jicamarca zonal
drifts. Our results indicate that, surprisingly, geomagnetic
activity effects on the zonal drifts are strongly season and
solar flux dependent. The Jicamarca zonal disturbance drifts
occur predominantly at night, are largest during equinox
and December solstice high solar flux conditions, and are
essentially negligible near June solstice. The daytime per-
turbations are eastward, have small magnitudes, and occur
about 3—15 hours after enhanced geomagnetic activity. The
nighttime disturbance drifts are westward with peak values
at about 0300—0400 during low solar flux periods. They
increase with solar flux and reach largest values near
midnight high solar flux periods. The longer term (delays
of 15—-24 hours) disturbance drifts have peak values near
dawn and are also largest for high solar flux conditions. The
Jicamarca zonal disturbance drifts are in good agreement
with the predictions of the disturbance dynamo theory,
particularly for low solar flux conditions. Our results
indicate a strong dependence of the equatorial nighttime
zonal drifts on ionospheric conductivity, dependent
F-region dynamo electric fields. They also suggest that
the longitudinal variation of both quiet and disturbed
nighttime zonal drifts is season-dependent. We have com-
bined our quiet and disturbed zonal drift results to develop a
season, solar flux and magnetic activity dependent model
for these drifts which will be available to the community.

Appendix A: Mathematical Formulation

[20] In this section we first describe briefly the basic
properties of Bernstein polynomials [e.g., Lorentz, 1986]
and outline the derivation of our empirical models, which
use these polynomials as base functions.

[30] Bernstein polynomials are named after Sergei Nata-
novich Bernstein, a Ukranian mathematician who used them
for a proof of the Weierstrass approximation theorem
[Bernstein, 1912]. These polynomials can represent mono-
tone, piecewise smooth functions having left and right
derivatives at every point, without the occurrence of the
Gibbs phenomenon [e.g., Gyz and Palacios, 2003]. Bern-
stein polynomials provide global approximations of data
point clouds in contrast to local approximations given by
other more popular methods and are particularly useful for
modeling incomplete and noisy data sets, which are not well
suited for local approximations. They are used for compact
representations of curves and surfaces in computer aided
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design [e.g., Farin, 2002] due to their monotinicity and
shape-preserving properties.

[31] Our methodology closely follows the general least
squares method outlined by Press et al. [1996]. Let us
assume m + 1 measured data points p; = (4,y;) with i = 0,
1, ..., m with each dependent variable associated with an
error described by a standard deviation o; (assumed to have
a Gaussian distribution). The general form of our model is
given by

:ZakBk,n(t)’ (1)
k=0
where a, are the coefficients of the model and By, .. ., By
is a Bernstein basis of degree n defined as
el = ()1 -0 @

These polynomials have the following basic properties:

[32] 1. They are positive semidefinite for 0 < ¢ < 1.

[33] 2. The n + 1 polynomials of degree n provide a
partition of the unity, i.e., their sum is one for all values of 7.
Therefore for every ¢ and for po, pi,..., pn vectors of R”,
then

P(f) = PoBon(t) + PiBia(t) + ... PyBun(?) 3)
is an affine combination of these vectors, and for 0 < ¢ < 1,
this combination is convex. Since this is an important
property, from now on we will be dealing with a normalized
independent variable ¢ €[0,1].

[34] 3. The Bernstein polynomials of degree n form a
basis for the space of degree smaller or equal to ».

[35] 4. These polynomials obey a useful recurrence rela-
tion that is important for computer applications:

Bini1(t) + 1= (1 — )Byu(t) + tBr_14(2). (4)
In order to solve our problem, we first define the chi-square
merit function:

m 2
XZ — Z |:0 (yl ZakBkn t; >:| . (5)

Minimizing x? with respect to the n +1 coefficients, a;

0=>" % {yf - Z%'Bj,n(fi)} Bea(t), (6)
i—0 i =0

where k = 0, 1, ...,n. Now, we define the so-called design
matrix A, whose (m + 1) x (n + 1) components are
functions of the Bernstein basis such that 4; = B;,, (t;)/0;,
and vector b of length m + 1 with components b, = y,/0,.
Then, interchanging the summation order, equation (6) can
be written

Z aga; = By, (7)
j=0

FEJER ET AL.: ICAMARCA ZONAL DRIFTS

A12310
where
SN
Qg = IZO: O._lZBJ ’7(t1)Bkn(t1) or [ } AT -b (8)
isa(n+ 1) x (n+ 1) square matrix, and
Z gJ/szn t)or[B]=A"-b 9)

i=0

is a vector of length n + 1. The normal equation (8) can be
solved using, for example, LU decomposition [e.g., Press et
al., 1996]. In matrix notation we have

[8] or (AT -A)a=A"-b.

o] -a= (10)

[36] The inverse matrix c; = [a;] ' is related to the
uncertainties of the estimated parameters a. The diagonal
elements c¢;; of [c] are the variances of the fitted parameters
a and the off-diagonal elements cj are the covariances
between a; and a; [Press et al., 1996].

Al. Smoothing

[37] The method described above minimizes the x>
function without accounting for the shape of the resulting
curve. We can smooth the resultlng curves assuming that the
second order differences A%q; = ;.5 — 2a;+; + a; = 0. This
condition defines a (n — 1) X (n + 1) matrix S. Then, we

solve
N ((1;;)A) A ((I—Ow)b) _q

where 0 < w < 1 is our smoothing parameter. If w = 0, we
get (10) and there is no smoothing. Solving (11), we get

(11)

a—(N".N)"'N".qQ, (12)

which determines our n + 1 coefficients.

A2. Derivation of the Models

[38] Our quiet time and disturbed models were developed
in two steps. In the quiet case, first, for each season and
hour of local time, we have used second degree Bernstein
polynomials and o = 1, w = 0.4, to model the dependence of
the drifts on the 10.7 cm solar flux index. This first fit also
provides the standard deviations (o,). Then, this solar flux
model was used to calculate the drifts for 48 evenly spaced
time intervals and for eight values of the solar flux index in
increments of 25 units, between 66 and 241. The drift
values for a given solar flux index were determined by
linear interpolation between the two closest calculated
values. In the final step, these data were modeled with
11th degree Bernstein polynomials, and o = o,,,, w = 0.0005.
Therefore in the quiet model, the matrix N has 58 x 12
elements (m = 48, n = 11).

[39] In the development of the disturbance drift models,
we had initially to account for solar flux effects. Therefore
the residual drifts (i.e., measured values minus the
corresponding season and solar cycle-dependent average
values) were placed in two slightly overlapping Fq - index
bins, F1o7 < 140, and F}y7 > 120. We have combined the
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perturbation drifts from equinox and December solstice to
improve our statistics and did not examine magnetic activity
effects during June solstice, since they appear to be largely
negligible. The low and high solar flux perturbation drifts
were modeled in half an hour bins as linear functions of
time averaged K,, indices. The local time variations of the
disturbance drifts were also modeled with 11th degree
Bernstein polynomials and w = 0.0005.

[40] Overall, the quiet time and disturbance drift models
which estimate average values and their variability have 648
and 336 coefficients, respectively. The model inputs are day
of the year (Julian day) the 7 cm index and the K}, over
the previous 24 hours. The model drift for a given day are
given by the sum of the quiet and disturbance drift compo-
nents. The models will be available through the Jicamarca
website.
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Apéndice B - Cdédigo para a curva de

Bézier com minimos quadrados

Enunciado do problema:

Suponha-se que sejam dados p 4+ 1 pontos p; = (h;,v;) com i = 0,...,p resultantes
de medicoes, cada um com erro associado dado por o; e parametrizado por ;. Deseja-
se encontrar um polindmio x(¢) de Bernstein, tal que as distancias ||p; — x(¢;)|| sejam

minimas.

A forma geral deste tipo de modelo é
X(t) = Z akBkﬂ(t)
k=0

em que By, ..., B, sao fun¢oes da base de polinomios de Bernstein de grau n.

1. Polinomios de Bernstein

Os polinomios de Bernstein de grau n sao definidos por

Bin(t) = (1 — )0
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parat=20,1,...,n, em que

n!
= — (B.1)
il x (n—1)!
O primeiro passo é calcular os coeficientes binomiais. Para fazer isto, pode-se usar
a equacao Entretanto os fatoriais tornam-se muito grandes, mesmo para numeros

relativamente pequenos. Entao, uma melhor estratégia é usar o triangulo de Pascal para

realizar a tarefa.

let pascal np =
let bin = Array.create (np + 1) 0.0 in
bin.(0) «— 1.0;
forj = 1to np do
for i = 7 downto 1 do
bin.(i) «— bin.(1) +. bin.(i — 1)
done
done;
bin
let mq = ref 3
let bin = ref (pascal !'mq)

A funcao bernstein (i, n) t calcula B;,(t).

let bernstein (i, n) t =
if (Array.length 1bin) # (n+1)

then bin := pascal n;
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let bin = bin.(17)
and ¢ = float_of _int i
and n = float_of _int n in

bin *. t*xi x. (1.0 —. ¢)%x(n —. 1)

2. Parametrizacao
Dada a importancia da propriedade 2 dos polinémios de Bernstein, vista na subsecao|5.1.1],
impoe-se que as abcissas variem entre 0 e 1. Uma forma de alcangar isto é parametrizando

h; por meio de t;. Pode-se criar estes parametros com as seguintes especificidades:
1. 0 <t; <1 sempre que hy < h < h,,
2. t0<t1<"'<tp

Para esse fim, faremos:

em que
d; = |p; — Pi—1| é comprimento da corda entre dois pontos consecutivos e

p
A= Z 0; € o comprimento total da corda.
i=1

type datum = {mutable h :float; mutable v :float; mutable sigma :float}
Cria-se um vetor para receber os dados

let pt = ref (Array.create 1 {h = 0.0; v = 0.0; sigma = 0.0})
and p =ref 0 (* p = nimero de pontos de dados. *)

and t = ref (Array.create 1 0.0) (* t é um vetor de parametros )



170

let initialize data =
let dataLength = List.length data in
let delta = Array.create dataLength 0.0
and d = ref 0.0 in
let rec fill i s =
match s with
] =0
| (v, h, sigma) :: xs) — (Ipt.(i) «— {h = h; v = v; sigma = sigma}; fill (i+

1) zs)

p = datalLength — 1;
pt = Array.create dataLength {h =0.0; v =0.0; sigma = 0.0};

t := Array.create dataLength 0.0;

fill O data;
fori = 1to!pdo
let h = Ipt.(i).h —.!pt.(i —1).h
and v = Ipt.(i).v —.Ipt.(i—1).vin
delta.(i) «— sqrt(h *.h +.v x.v);
d =1d +. delta.(i)
done;
1£.(0) < 0.0;
fori= 1to!pdo
t.(i) « lt.(i—1) +. delta.(z) /. !d

done
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3. Ajuste pelo método dos minimos quadrados

Para resolver o problema posto, define-se a seguinte fungao

ag;

=) <(hi7 v_i,> - _lan,, avk)Bk,n(ti)> (B.2)

Para encontrar este minimo desta equagao, usam-se as equacoes normais. Antes,
porém, mais algumas definigoes.

Seja A uma matriz, chamada matriz de projeto, cujos (p+ 1) x (n+ 1) elementos sao
constituidos das n + 1 funcoes da base de Bernstein, avaliadas nos p + 1 parametros t;
com seus respectivos p 4 1 erros o;, tal que:

Bjn(t:)

g;

Aij -

open Bigarray

let makeAsig n =
let mat = Array2.create float64 c_layout (!p + 1) (n + 1)in
fori = 0to!pdo
forj = 0ton do
mat.{i,7} «— (bernstein (j, n) 't.(2)) /. !pt.(i).sigma
done
done;

mat

let makeA n =

let mat = Array2.create float64 c_layout (!p + 1) (n + 1)in
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fori = 0to!pdo
forj = 0ton do
mat.{i,j} «— (bernstein (j, n) t.(i))
done
done;

mat

Define-se um vetor B de comprimento p + 1 por

O cédigo para este vetor segue abaixo.

let makeB () =
let vecH = Arrayl.create float64 c_layout ('p + 1)
and vecV = Arrayl.create float64 c_layout (!p + 1) in
for i = 0to!p do
vecH {1} « Ipt.(i).h; (x /. Ipt.(i).sigma ; %)
vecV i} «— Ipt.(i).v /. Ipt.(i).sigma
done;

(vecH ,vecV)

Denote um vetor a com seus n + 1 elementos dados pelos parametros a serem ajustados,

apg, A1, ...,dAy.

4. Suavizacao da curva de ajuste

Se se juntarem as equacoes de suavizacao do capitulo [5| ao sistema original A - a = B,
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obter-se-4

a= (B.4)

Este sistema ¢é resolvido formando um sistema linear simétrico de equagoes normais.
Para aumentar o controle sobre o efeito das equagoes de suavizagao, ponderam-se os

dois diferentes componentes por w:

(1-w)A (1-w)b
a= (B.5)
wS 0
N Q

NT'N~a = NT.

(NT.N)' - (NT-N)-a = (NT-N)"'.N”.

& L O &

a = (NT.N)'.NT.

A codificagao da matriz N, em conformidade com a equagao (B.5)) é feita pelo cédigo

a seguir.

open Matrix

let makeN n omega =
let matN = Array2.create float64 c_layout (!p + n) (n + 1)

and matA = makeA n
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and £ = ref 0

in
Array2.fill matN 0.0; (* preenche a matriz N com zeros )
multE (1.0 — . omega) matA, (* (1 —w)A %)

(* copia A nos primeiros elementos de N x)
for i = 0to!p do
forj = 0ton do
matN {i,j} — matA{i,j}
done;
done;
(¥ completa N com (wS) *)
fori =1!p + 1tolp + n — 1do
matN {i, 'k} < omega *.1.0;
matN {i, 'k + 1} «— omega *x. — (2.0);
matN {i, 'k + 2} «— omega *. 1.0;
k=% 4+ 1

done;

matN

let makeNsig n omega =
let matN = Array2.create float64 c_layout (!p + n) (n + 1)
and matA = makeAsig n
and £ = ref 0
in

Array?2.fill matN 0.0; (* preenche a matriz N com zeros x)
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multEl (1.0 — . omega) matA; (* (1 —w)A %)
(* copia A em nos primeiros elementos de N x)
fori = 0to!pdo
for j = 0ton do
matN {i,j} — matA{i,j}
done;
done;
(* completa N com (wS) *)
fori =!p + 1tolp + n — 1do
matN {i, 'k} < omega *.1.0;
matN {i, 1k + 1} «— omega *. — (2.0);
matN {i, 'k + 2} «— omega *.1.0;
k=% 4+ 1

done;

matN

Agora, implementa-se a matriz Q.

let make® n omega =

let (bH,bV) = makeB ()

and vecH = Arrayl.create float64 c_layout (\p + n)
and vecV = Arrayl.create float6] c_layout (!p + n)
and weight = 1.0 —. omega in

Arrayl .fill vecH 0.0;

Arrayl .fill vecV 0.0;

fori = 0to!p do (* Preenche a primeira parte com (1 — w)B )
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vecH {i} «— weight *. bH.{i} ;
vecV.{i} «— weight x. bV .{i}

done;

(vecH , vecV)

Agora, calculam-se os produtos N'N e N7 Q.

let nEquations n omega =
let matN = makeN n omega
and matNsig = makeNsig n omega in
let matNT = transpose matN
and matNTsig = transpose matNsig in
let matNTN = mult matNT matN
and matNTNsig = mult matNTsig matNsig
and (¢H,qV) = makeQ n omega in
let nTqH = multV matNT qH
and nTqV = multV matNTsig qV in

(matNTN, matNTNsig, nTqH, nTqV')

Usando a decomposicao LU para resolver o sistema, tem-se

open Lu

let findCoefs n omega =
let (matNTN, matNTNsig, matQH, matQV) = nEquations n omega

and indr = Arrayl.create int c_layout (n + 1) (* Aloca espago para o vetor indx

and d = ref 0in
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Aplicando a decomposicao LU a NTIN

d := lu_decmp matNTN (n+ 1) indz;

Aplicando a substituicao regressiva para encontrar-se-a os coeficientes a,. Estes coe-

ficientes ficarao em matQ)H.

lu_bksb matNTN (n + 1) indx matQH,;

Aplicando a decomposicao LU a NTN

d := lu_decmp matNTNsig (n+ 1) indz;

Aplicando a substituicao regressiva para encontrar os coeficientes a,. Estes coeficientes

estao em matQV.

lu_bksb matNTNsig (n + 1) indx matQV;

(matQH, matQV')

Para um exemplo de uso deste médulo, utilize-se a funcao test, como na tultima linha
deste apéndice.
let teste n omega =

let (a_h, a_v) = findCoefs n omega

and matA = makeA n

and matAsig = makeAsig n in

let h = multV matA a_h

and v = multV matA a_v

and s = ref []in
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print _newline(); (* Imprime H e V %)
print_string "HoooooooooHeooooouuuouoooVooooooooooooVeuuuuuuuuuErro\n
fori = 0to!pdo
print_newline();
print_float \pt.(i).h ; print_string "\t"; print_float h.{i}; print_string "\t";
print_float \pt.(i).v ; print_string "\t"; print_float v.{i}; print_string "\t";
print_float pt.(i).sigma
done;

print_newline(); (* Fim imprime H e V %)

for i = 0to!p do
s = ((vA{i}, h{i}) 2 s.contents);
done;

List.rev s.contents

if ISys.interactive then () else begin teste 6 0.1 ; exit 0 end;;



Apéndice C - Cdédigo para a

superficie de Bézier

O cédigo mostrado na préxima secao implementa as superficies de Bézier para o caso

de duas variaveis de entrada.

C.1 Bernstein3D.ml

(x Parametriza¢cio 2D — Método do comprimento da corda *)
open Bigarray ;;

open Matrix ;;
open Data ;;
open Lu;;

let norm (x1,yl,zl) (x2,y2,22) =
let x = x2 —. x1
and y = y2 —. yl
and z = z2 —. z1 in
sqri (x*.x +. y*.y +. z*.2)

)

let param2D d =
let m = d.m (x namero de linhas %)
and n = d.n in (* nidmero de colunas *)
let u = Array2.create float64 c_layout (m+1) (n+1)
and v = Array2.create float64 c_layout (m+1) (n+1)
and 1 = ref 0.0 in
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zeros os vetores e matrizes de parametros )

(x Preenche com
Arrayl. fill d.s 0.0;
Arrayl. fill d.t 0.0;
Array2. fill u 0.0;
Array2. fill v 0.0;
(x Calcula s0,...,sm %)
for j = 0 to n do (x coluna j x*)
(x Calcula um conjunto de m+1 parametros
wlj , ulj, ... , umj *)
1 := 0.0;
(x Método do comprimento da corda x*)
for i =1 to m do
1 :=!1 +. norm (d.x.{i,j}, d.y.{i,j}, d.z.{i,j})

(d.x.{i—-1,j}, d.y.{i—-1,j}, d.z.{i—1,j});
u.{i,j} <—11

done;
for i = 1 to m do
u{i,j}<—u{i,j} /. !l
done;
done;
for i = 0 to m do
for j = 0 to n do
d.s.{i} <—d.s.{i} +. u.{i,j}
done;

d.s{i} <—d.s.{i} /. (float_of_int n +. 1.0)
(x si = (uwil + wil + ... + win)/(n+1) *)
done; (x Os parametros para a dire¢ao u estio disponiveis x)

(x Calcula t0,...,tn *)
for i = 0 to m do (x linha 1 *)
(x Calcula um conjunto de n+1 parametros
vi0, wvil, ... , wvin *)
1 := 0.0;
(x Método do comprimento da corda x*)
for j =1 to n do
1 := 11 +. norm (d.x.{i,j}, d.y.{i.,j}, d.z.{i,j})
(d.x.{i,j—1},d.y.{i,j—1},d.z.{i,j—1});
vo{i,j} <—=11
done;
for j =1 to n do

vA{i,j}<=v.{i,j} /. !l

done;
done;
for j = 0 to n do
for i = 0 to m do

dot {jr<—d.t.{j} +. v.{i,j}

done;
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d.t. {j}<—d.t.{j} /. (float_of_int m +. 1.0)
(x tj = (v0j + vij + ... + wvnj)/(m+1) *)
done; (x Os pardmetros para a dire¢ao v estao disponiveis x)

(x 8D Bézier curve approzimation )
let rec bernstein(i, n) u=
if i <0 then 0.0 else

if n =0 then 1.0
else (1.0 —. u) *. (bernstein(i,n—1) u) +. u *. bernstein(i—1,n—1) u

cria a matriz A, onde
g € o grau do polinomio de Bernstein
t é o vetor de parametros

(*

*)

let bernsteinMatrix q t =

let n = Arrayl.dim t — 1 in
let mat = Array2.create float64 c_layout (n + 1) (q + 1) in
for i = 0 to n do

for j = 0 to q do
mat.{i,j} <— bernstein (j, q) t.{i}
done
done;
mat

let bernsteinMatrixSigma n t sigma =

let m = Arrayl.dim t — 1 in
let mat = Array2.create float64 c_layout (m + 1) (n + 1) in
for i = 0 to m do

for j = 0 to n do
mat.{i,j} <— (bernstein (j, n) t.{i}) /. sigma.{i}

done
done;
mat
(x Cria a matriz | (1—w)A |
N = | wS |
Recebe:

q € o grau do polinomio
omega € o peso que multiplicard as matrizes
a € a matriz A
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let makeN q omega a =
let m = Array2.diml a — 1
and n = Array2.dim2 a — 1 in
let matN = Array2.create float64 c_layout (m+ q) (n + 1)
and k =ref 0
in
Array2. fill matN 0.0; (xr preenche a matriz $\bf N$ com zeros x)
multE (1.0 —. omega) a; (xr $(1—\omega) {\ bf A}$ x)
(xr copia {\bf A} em nos primeiros elementos de {\bf N} x)
for i = 0 to m do
for j = 0 to n do
matN.{i,j} <—a.{i,j}
done;
done;
(xr completa N com $(\omega S)$ x)
for i =m+ 1 tom+ q — 1 do

matN. {1, 'k} <— omega *. 1.0;
matN.{i, 'k + 1} <— omega *. —(2.0);
matN.{i, 'k + 2} <— omega . 1.0;
k := 1k +1
done;
matN
(x Cria a matriz | (1—w)B |
Q = | 0|

Recebe:
q € o grau do polinomio
omega € o peso que multiplicard as matrizes
b € a matriz B
*)

let makeQQ q omega b =

let m = Array2.diml b — 1

and n = Array2.dim2 b — 1 in

let matQQ = Array2.create float64 c_layout (m + 1) (n + q)
and weight = 1.0 —. omega in

Array2. fill matQ 0.0;

for i = 0 to m do

for j = 0 to n do
(xr Fill the first part with $(1 — \omega) {\ bf B}$ %)
matQ.{i,j} <— weight *. b.{i,j}
done;
done;

matQ
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let makeQv q omega b =

let m = Array2.diml b — 1

and n = Array2.dim2 b — 1 in

let matQQ = Array2.create float64 c_layout (m+ q) (n + 1)
and weight = 1.0 —. omega in

Array2. fill matQ 0.0;

for i = 0 to m do

for j = 0 to n do
(xr Fill the first part with $(1 — \omega) {\ bf B}$ %)
matQ.{1,j} <— weight *. b.{i,j}
done;
done;

matQ

(*

Input: (m+1)z(n+1) data points Dij

degree (p,q)
Output: (p+1)x(q+1) matriz Pij of control points from Bézier

surface of degree (p,q) that approzximates the data points;

Algorithm :
Compute parameters in the u—direction s0, s1, ..., sm;
Compute parameters in the v—direction t0, t1, ..., tn;

for ¢ := 0 to m do /x for row ¢ of D’s x/
begin /x computing “intermediate data points” Q’s x/
Apply curve approximation to row c¢ of data points

(i.e., DcO, Dcl, ... Dcn) using
x degree q
x* parameters t0, t1, ..., tn

The result is row c of the "intermediate data points”

QcO, Qcl, ..., Qcq
/* Q’s form a (m+1)z(q+1) matriz x/
end
for d := 0 to q do /x for column d of Q’s %/
begin /% computing the desired control points P’s x/
Apply curve approximation to column d of the Q’s

(i.e., Q0d, QIid, ... @Qmd) using
x degree p
* parameters s0, sl1, ..., sm

The result is column d of the desired control points
POd, Pid, ..., Ppd

/¥ P’s form a (p+1)x(q+1) matriz */

end
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The

computed (p+1)x(q+1) control points Pij, degree (p,q)

define an approzimation Bézier surface of degree (p,q) for

the

*)

given data points.

let bézierSurface data (p,q) alpha beta =

let 1 = ref 0 in
(x Compute parameters in the u—direction s0, s1, ..., sm;
Compute parameters in the v—direction t0, t1, ..., tn; %)

param2D data;

let
let
let
and
and
let
and
and
let
and
and

n = makeN q alpha (bernsteinMatrix q data.t) in

nT = transpose n in

gx = makeQ q alpha data.x

qy = makeQ q alpha data.y

qz = makeQQ q alpha data.z in

gxn = mult gx n

gyn = mult qy n

qzn = Array2.create float64 c_layout (data.m+1) (q+1) in
nTn = mult nT n

idxV = Arrayl.create int c_layout (q + 1)
idxVsig = Arrayl.create int c_layout (q + 1) in

(x Apply LU decomposition to nTn, destructively x)

r =

for

lu_decmp nTn (q+1) idxV;

¢ = 0 to data.m do (x for row ¢ of D’s x)

(x computing “intermediate data points” Qs x)
(x Apply curve approzximation to row c of data points

(i.e., DcO, Dcl, ... Dcn) using
x degree q
x parameters t0, t1, ..., tn * )

(x Resolva o sistema (VtV)P=Qc para P x)
(x Apply back substitution to find Pi coefficients. FEstes

coeficientes estao em Qc.x)

lu_bksb nTn (q+1) idxV (Array2.slice_left qxn c);
lu_bksb nTn (q+1) idxV (Array2.slice_left qyn c);

let dz = Array2.slice_left qz ¢
and ds = Array2.slice_left data.sd c¢ in
let ns = makeN ¢q alpha (bernsteinMatrixSigma q data.t ds) in

for k

= (0 to data.n do

dz . {k} <—dz.{k} /. ds.{k}

done;
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let nsT = transpose ns in
let nsTns = mult nsT ns
and nsTdz = multV nsT dz in

(x Apply LU decomposition to vsTvs, destructively x)
r := lu_demp nsTns (q+1) idxVsig;

(x Apply back substitution to find Pzi coefficients.
Estes coeficientes estao em vsTdz.x)

lu_bksb nsTns (q+1) idxVsig nsTdz;

Arrayl. blit nsTdz (Array2.slice_left qzn c¢);

(x As coordenadas do ponto de controle Pci sdo:
(qxn_ci, qyn_ci, qzn_ci) %)

(x The result is row c¢ of the "intermediate data points’

QcO, Qcl, ..., Qcq x)
(x Qs form a (m+1)x(q+1) matriz *)
done;
let w = makeN p beta (bernsteinMatrix p data.s) in
let wI' = transpose w in
let px = mult wI' (makeQv p beta qxn)
and py = mult wI (makeQv p beta qyn)
and pz = mult wI' (makeQv p beta qzn) in

let wIw = mult wI w

and idxU = Arrayl.create int c_layout (p + 1)

and pxT = transpose px
and pyT = transpose py
and pzT = transpose pz in

(x Apply LU decomposition to uTu, destructively x)
r := lu_demp wlw (p+1) idxU;
for d = 0 to q do
(x Resolva o sistema (UtU)P=Pc para P x)
(x Apply back substitution to find Pi coefficients.
Estes coeficientes estao em Pc.x)

lu_bksb wIw (p+1) idxU (Array2.
lu_bksb wIw (p+1) idxU (Array2.
lu_bksb wIw (p+1) idxU (Array2.

done;

let x = transpose pxT

and y = transpose pyT

and z = transpose pzT in

(x The result is column d of the desired control points

slice_left pxT d);
slice_left pyT d);
slice_left pzT d);
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Pod, Pid, ..., Ppd x)
(x P’s form a (p+1)z(q+1) matriz x)

(x The computed (p+1)x(q+1) control points Pij, degree (p,q)
define an approzimation Bézier surface of degree (p,q)
for the given data points. * )

(x,y,2)

)

let s (u,v) (p,q) (x,y,2) =
let somaX = ref 0.0
and somaY = ref 0.0
and somaZ = ref 0.0 in
for i = 0 to p do
for j = 0 to q do
let bip = bernstein (i,p)
and bjq = bernstein (j,q) in
let bb = bip *. bjq in
let px = x.{i,j} *. bb
and py = y.{i,j} *. bb

u
v

and pz = z.{i,j} *. in
somaX := !somaX + pX;
somaY := !somaY +. py;
somaZ := !somaZ +. pz;
done;
done;

(!'somaX ,!somaY ,!somaZ)

)

let imprime_pontos_de_controle () =
let dados = d()

and p = 3

and q = 11

and alpha = 0.01
and beta = 0.01 in

let (x,y,z) = bézierSurface dados (p,q) alpha beta in
for i = 0 to p do
for j = 0 to q do
Printf.printf "(%E, %E, %E)\t” x.{i,j} yv.{i,j} z.{i,]};
done;
print_newline ()
done ; ;

let imprime_pontos_da_superficie () =
let dados = d()
and graus = (3,11)
and alpha = 0.00
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and beta = 0.00 in

let pc = bézierSurface dados graus alpha beta
and u = ref 0.0
and v = ref 0.0 in
while (lu <= 1.0) do
v := 0.0;
while (!lv <= 1.0) do
let (x,y,z) = s (!u,!v) graus pc in
Printf.printf "%E %E %E\n” x y z;
v :=!v +.0.01
done;
print_newline ();
u:=!u 4. 0.1
done

)

let _ = imprime_pontos_da_superficie ();;






Apéndice D - Cdédigo para as

ondaletas

Neste apéndice é mostrado o codigo usado nos experimentos com as ondaletas. Este

c6digo é uma reimplementacao in OCaml da biblioteca LIFTPACK!, escrita em C.

O primeiro passo para usar este cddigo é compila-lo. Para isto siga os passos abaixo

ocamlopt -inline 2 -c¢ util.mli
ocamlopt -inline 2 -c util.ml
ocamlopt -inline 2 -c lu.mli
ocamlopt -inline 2 -c¢ lu.ml
ocamlopt -inline 2 -c neville.mli
ocamlopt -inline 2 -c¢ neville.ml
ocamlopt -inline 2 -c¢ filter.mli
ocamlopt -inline 2 -c filter.ml
ocamlopt -inline 2 -c¢ 1lift.mli
ocamlopt -inline 2 -c¢ lift.ml

ocamlopt -inline 2 -c¢ mallat.mli

!Disponivel em http://www.cs.dartmouth.edu/~sp/liftpack/


http://www.cs.dartmouth.edu/~sp/liftpack/
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ocamlopt -inline 2 -c¢ mallat.ml

ocamlopt -inline 2 -c flwt.mli

ocamlopt -inline 2 -c¢ flwt.ml

ocamlopt -inline 2 -a -o libflwt.cmxa util.cmx lu.cmx neville.cmx filter.cmx \

lift.cmx mallat.cmx flwt.cmx

Apoés a execucao deste passo sera criada a biblioteca 1ibflwt.cmxa que contém a imple-
mentacao das ondaletas. Esta biblioteca pode ser usado com o moédulo ondaleta.ml, que

fornece um exemplo de uso. Este tultimo mdédulo pode ser compilado usando-se:

ocamlopt -o ondaleta.exe bigarray.cmxa unix.cmxa libflwt.cmxa ondaleta.ml

D.1 Util.mli

type direction = Col of int | Lin of int

val coord : int —> direction —> int % int
val odd : int —> bool

val ceil2 : int —> int —> int

val zero : float —> bool

val logBaseN : float —> float —> float

D.2 Util.ml

$Id: wtil.c,v 1.4 1996/08/16 17:25:54 fernande Ezp $
$Source: /sgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Util/util.c,v $§
Author: Gabriel Fernandez

Modifier: Alexsandro Soares 2003/10/24 (Ocaml version )

This file contains the definition of useful mathematical and
general comparison functions.

¥ K KK K KX
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*)

(x do not edit anything above this line x)

type direction =
Col of int
| Lin of int

)

let coord z dir =
match dir with
Col ¢ —> (z, ¢)
| Lin 1 —> (1, 2)

let odd x = (x land 0x01) =1
and ceil2 num den = (numtden—1) / den ;;
let zero x = (—.epsilon_float <=x) && (x <= epsilon_float ) ;;

let logBaseN x n = (logl0 x) /. logl0 n;;

D.3 Lu.ml

exception Singular_Matrix

val lu_dcmp
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —> int —> (int, ’c¢, ’d)
Bigarray.Arrayl.t —> int

val lu_bksb
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —> int —> (int, ’c, ’'d)

?

Bigarray . Arrayl .t —> (float , ’e, 'f) Bigarray.Arrayl.t —> unit

D.4 Lu.ml

—x— Mode: ANSI C —x—

$Id: lu.c,v 1.6 1996/11/20 02:38:51 fernande FExp $
$Source: /sgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/lu.c,v $
Author: Gabriel Fernandez

Modifier: Alexsandro Soares 2003/30/10  (Ocaml version)

G S G T T O
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Definition of the functions used to perform the LU
decomposition of matriz a. Function LUdecmp () performs the LU
operations on a[][] and function LUbksb() performs the
backsubstitution giving the solution in b/[];

* % ¥ %

*)
open Bigarray
open Util

exception Singular_Matrix;;

let tiny = 1.0e—20;; (x A small number x)

~
*

LUdemp function : Given a matriz o [0..n—1][0..n—1], this
routine replaces it by the LU decomposition of a rowwise
permutation of itself. a and n are input. a is output,
arranged with L and U in the same matriz; indz[1..n] is an
output wvector that records the row permutation affected by
the partial pivoting; d is output as +/—1 depending on
whether the number of row interchanges was even or odd,
respectively . This routine is used in combination with
LUbksb () to solve linear equations or invert a matriz.

*
S— X X X X X K K K K

let lu.dcmp a n indx =

let vv = Arrayl.create float64 c_layout n

and d = ref 1 (x No row interchanges yet. x)
and big = ref 0.0

and sum = ref 0.0

and imax = ref 0

and dum = ref 0.0
and temp = ref 0.0 in
for i = 0 ton — 1do (x Loop over rows to get the implicit
scaling information . %)
big := 0.0 ;
for j =0 ton — 1do
temp := abs_float a.{i,j};
if !temp > !big
then big := !temp;
done;
if !'big = 0.0
then raise Singular_Matrix;
(x Nonzero largest element. x)
vw.{i} <— 1.0 /. Ibig (x Save the scaling. x)
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done;
for j =0 ton — 1do (x This is the loop over columns of
Crout’s method. x)
for i = 0to j — 1do (x Sum form of a triangular matric
except for i=j. x)
sum = a.{i,j};
for k =0 to i — 1do
sum := lsum —. a.{i,k}*x.a.{k,j}
done;
a.{i,j} <— lsum
done;
big := 0.0; (x Initialize for the search for
largest pivot element. x)
imax := 0; (x Set default value for imax x*)
for i = j ton — 1 do (x This 1s i=j of previous sum
and i=j+1...N %)
sum = a.{i,]}; (x of the rest of the sum. %)
for k =0 to j — 1 do
sum := lsum —. a.{i,k}*x.a.{k,j}
done;
a.{i,j} <— !sum;
dum := vv.{i} *. abs_float !sum;
if !dum >= !big
then begin
(x Is the figure of merit for the pivot better than
the best so far? x)
big := !dum;
imax := 1
end ;
done;
if j <> limax (x Do we need to interchange rows? *)
then begin (x Yes, do so... x)
for k = 0 ton — 1 do
dum := a.{!imax, k};
a.{!imax,k} <— a.{j,k};
a.{j,k} <— !dum
done;
d = — (1d); (x ...and change the parity of d. x)
vv.{!limax} <— vv.{j} (*x Also interchange the scale
factor. x)
end;

indx.{j} <— !limax;
if a.{j,j} =0.0
then a.{j,j} <— tiny;

(x If the pivot element is zero the matriz is singular
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(at least to the precision of the algorithm ). For some
applications on singular matrices, i1t is desiderable
to substitute TINY for zero. x)
if j <> (n—1) (x Now, finally divide by pivot element. x)
then begin
dum := 1.0/.a.{j,j};
for i = j + 1 to n—1do
a.{i,j} <—a.{i,j} *. !dum
done;
end ;
done; (¥ Go back for the next column in the reduction. x)
'd

-~
*

LUbksb function: Solves the set of n linear equations A.X = B.
Here a[0..n—1][0..n—1] is input, not as the matriz A but
rather as its LU decomposition , determined by the routine
LUdemp (). indz [1..n] is input as the permutation wvector
returned by LUdemp (). b[1..n] is input as the right hand
side wvector B, and returns with the solution wvector X. a,

n, and indxr are mot modified by this routine and can be

left in place for successive calls with different right—hand
sides b. This routine takes into account the possibility
that b will begin with many zero elements, so it it efficient
for wse in matriz inversion.

EE R SR S R R SR CH SR R

*

)

let lu_bksb a n indx b =

let ii = ref (—1)

and sum = ref 0.0

and ip = ref 0 in

for i = 0 to n—1do (x When ii is set to a positive value, it x)
ip := indx.{i}; (*x will become the index of the first * )
sum := b.{!ip }; (x nonvanishing element of b. We now do

the forward substitution. x*)
b.{lip} <=b.{i}; (x The only new wrinkle is to unscramble x)

if 1ii >=0 (x the permutation as we go. %)
then
for j = !ii to i—1do
sum := lsum —. a.{i,j} *. b.{j}
done

else if !sum <> 0.0 (x A nonzero element was encountered,
so from now on we will have to do x)
then ii := i; (% the sums in the loop above * )
b.{i} <— lsum
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done;
for i = n — 1 downto 0 do (¥ Now we do the backsubstitution. x)
sum := b.{i};
forJ:1+1t0n—1do
sum := l!sum —. a.{i,j} *. b.{j}
done;
b.{i} <=lsum /. a.{i,i}; (x Store a component of the
solution wvector X. * )
if zero b.{i} (x Verify small numbers. x)
then b.{i} <— 0.0;
done

D.5 Neville.mh

exception Denon_Near_Zero

val neville
(float , ’a, ’b) Bigarray.Arrayl.t —>
(float , Bigarray.float64_elt , Bigarray.c_layout)
Bigarray . Arrayl.t —> float —> float

D.6 Neville.ml

-~
*

(Polynomial Interpolation )

$I1d: neville. ml,v 1.5 1996/09/17 16:10:41 fernande Ezp §
$Source: /sgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/neville.c,v $
Author: Wim Sweldens, Gabriel Fernandez

Modifier: Alexsandro Soares 2003/10/24 (Ocaml version)

Given n points of the form (x,f), this program wuses the Neville
algorithm to find the wvalue at zx of the polynomial of degree
(n—1) interpolating the points (x,f).

Ref: Stoer and Bulirsch , Introduction to Numerical Analysis,
Springer—Verlag .

KK K K K KX KX X XK

*

)

open Bigarray
open Util
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exception Denon_Near_Zero ;;

let neville x f xx =
let n = Arrayl.dim f in
let vy = Arrayl.create float64 c_layout n in
Arrayl. blit f y;
for i = 0 to n—1do
for j = i—1 downto 0 do
let den = x.{i} —. x.{j} in
if zero den
then raise Denon_Near_Zero
else y.{j} <—y.{j+1} +. (v.{i+1} — v.{i}) .
(xx —. x.{i})
/. den
done;
done;

y-{0}

D.7 Filter.mh

exception Not_Even

val getFilter
int —>
(float , Bigarray.float64_elt , Bigarray.c_layout)
Bigarray . Arrayl .t

D.8 Filter.ml

$Id: filter.c,v 1.4 1996/08/16 17:25:47 fernande FEzxp §
$Source: /sqgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/filter.c,v $
Author: Gabriel Fernandez

Modifier: Alexsandro Santos 2003/10/24 (Ocaml version )

This module finds the filter coefficients used in the wavelet
transform to generate the wavelet coefficients (gamma) using
the contribution of the lambda values. The process uses the
Newville ’s algorithm (neville.c) for the polynomial interpolation
and a given wvalue, N, to know how many filter coefficients are
needed. The results are returned in a Matriz of N/2+1 rows by

N columns in a linear representation.

KK K K K K XK X X X X
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*)
(x do not edit anyhting above this line x)
open Bigarray

open Util
open Neville

exception Not_Even;;

-~
*

GetFilter function: finds the filter coefficients used in the
Gamma coefficients prediction routine. The
Newville polynomial interpolation algorithm
15 used to find all the possible wvalues for
the filter coefficients. Thanks to this
process , the boundaries are correctly
treated without including artifacts.
Results are ordered in matriz as follows:

0 in the left and N  in the right
1 in the left and N—1 in the right
2 in the left and N—2 in the right

N/2 in the left and N/2 in the right
For symmetry, the cases from

N/2+1 in the left and N/2—1
to

N in the left and 0 in the right
are the same as the ones shown above, but
with switched sign.

O X K KK X KKK X KKK X KKK K KX

*

)

let getFilter n =
let xa = Arrayl.create float64 c_layout n
and ya = Arrayl.create float64 c_layout n in

(x Check for walidity of n x)
if (odd n) || (n == 0)
then raise Not_Even;

(x Number of cases for filter calculations x)
let nrows = (n asr 1) + 1 in (x N/2 + 1 %)

(x Allocate memory for filter matriz x)
let filter = Arrayl.create float64 c_layout (nrows*n) in



198 D. Cédigo para as ondaletas

(x Generate values of za x)
xa.{0} <— 0.5 *.(1. —. (float n)); (x =N/2 + 0.5 %)
for col =1 ton — 1 do
xa.{col} <—xa.{col — 1} +. 1.0
done;

let i = ref ((nrows * n) — 1) in
(x index of last position in filter matriz x)

(x Find filter coefficient values x)
for row = 0 to nrows — 1 do
let x = float row in
for col = 0 ton — 1do
Arrayl. fill ya 0.0;
ya.{col} <— 1.0;
filter .{!i} <— neville xa ya x;
i =11 -1
done;
done;
filter

D.9 Lift.mli

exception No_Lifting_Matrix

val initMoment : int —> int —> int —> bool —> bool
val updateMoment
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
(float , ¢, 'd) Bigarray.Arrayl.t —>
int —> int —> int —> int —> int —> unit
val updateLifting
(float , ’a, ’b) Bigarray.Arrayl.t —>
(float , ’c¢, ’d) Bigarray.Array2.t —> int —> int —> int —>
int —> unit
val getLifting
(float , ’a, ’b) Bigarray.Arrayl.t —>
(float , ¢, ’d) Bigarray.Arrayl.t —>
int —> int —> int —> int —> bool —> bool —> unit

D.10 Lift.ml
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~
*

¥ K K K K K K K XX

*
N—

open
open

open
open

$Id: lift.c,v 1.7 1996/11/20 02:38:51 fernande Ezp $
$Source: /sqgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/lift.c,v §
Author: Gabriel Fernandez

Modifier: Alexsandro Soares 2003/10/24 (Ocaml version)

This module finds the lifting coefficients wused in the wavelet
transform to update the lambda coefficients using the
contribution of the neighboring gamma values.The function
GetLifting () updates the values of the (integral ,moment)
tuples. Then, calculates the corresponding lifting coefficients.

Bigarray
Printf

Util
Lu

exception No_Lifting_Matrix ;;

(x Global static wvariables x)
let momentX = ref (Array2.create float64 c_layout 0 0)
and momentY = ref (Array2.create float64 c_layout 0 0) ;;

I I S S

*)

InitMoment function: Initializes the wvalues of the

Integral—Moments matrices. The moments are equal

to ki, where k is the coefficient index and i is

the moment number (0,1,2,...). There is one matrix
for each direction in case the idmensions of X and Y
are different.

let initMoment r sizeX sizeY print =
if (odd r || r < 0)
then false
else begin

(x Allocate memory for the Integral—Moment matrices x)
momentX := Array2.create float64 c_layout sizeX r;
momentY := Array2.create float64 c_layout sizeY r;

(*

Initialize Integral and Moments * )

(x Integral is equal to one at the beginning since all the %)
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(x filter coefficients must add to one for each gamma * )

(x coefficient. 1st moment = k, 2nd moment = k"3,
3rd moment = k"3,

*)
for row = 0 to sizeY — 1 do
for col =0 tor — 1 do
if (row = 0 && col = 0 )
then !momentY.{row,col} <— 1.0 (x pow() domain error x)

else !momentY.{row,col} <— (float row) xx (float col)
done;

done;

(x for the cols x)

for row = 0 to sizeX — 1 do
for col =0 tor — 1 do
if (row = 0 && col = 0)
then !momentX.{row,col} <— 1.0 (*x pow() domain error x)

else !momentX.{row,col} <— (float row) xx (float col)
done;

done;

(x for the rows x)

(x Print Moment Coefficients x)

if print
then
begin

printf ”"Integral —Moments Coefficients for X (R=%2d)\n” r;
for row = 0 to sizeX — 1 do

printf "Coeff[%d] (%.20g” row !momentX.{row,0};
for col =1 tor —1do

printf ”7.%.20g” !momentX.{row, col}
done;

printf 7)\n”
done;

printf "Integral —Moments Coefficients for Y (R=%2d)\n” r;
for row = 0 to sizeY — 1 do

printf "Coeff[%d] (%.20g” row !momentY.{row,0};
for col =1 tor — 1do

printf ”7.%.20g” !momentY.{row, col}

done;
printf 7)\n”
done;
end;
true

end
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(*

x UpdateMoment function :

*

*)

let updateMoment moment filter

calculates the integral—moment tuple for
the current

level of calculations.

step2 noGammas len n r =
(35 sk sk sk o s stk ok ok sk sksk ok ok ok ok R K KKK KKK KK KRR K R K oK K )
(x Update Integral—Moments information x)
(35 sk 3k ok o koK ok Kok ok ok ok ok ok ok KK R K KKK KK KK SRR R KR K K )

(x Calculate number of iterations for each case )

let topl
and top3
let top2

(x Cases
let idxF
and idxG
and idxL

where nbr.

for row = 1

idxL

idxF

for col

(*

(n asr 1) — 1

<
(n asr 1) — (len land 0x01) in (x L > R %)
= noGammas — (topl + top3) in (x L =

ref 0

ref 0O
to topl do

(*

(x L R x)

R x)

left Lambdas < nbr. right Lambdas x)

initialize to first filter row x)
ref (step2 asr 1) (x second coefficient is Gamma x)

in

0; (% the first Lambda is always the first coefficient x)

lidxF + n;

=0ton —1do
Update (int ,mom_1,mom_2,...) x)
for j = 0tor —1do
moment . { !idxL ,j} <— moment.{!idxL,j} +.

filter .{!idxF + col} *.moment.{!idxG,j}

done;
(x Jump to next Lambda coefficient x)

1dxL

done;
idxG
done;

(x Cases where nbr.
idxF := lidxF + n;

lidxG + step?2

for i = 0 to top2 — 1 do

idxL :

for col

(*

i * step2;

=0 ton —1do
Update (int ,mom_1,mom_2,...) %)
for j = 0tor —1do
moment . { !idxL ,j} <— moment.{!idxL,j} +.

filter .{!idxF + col} *. moment.{!idxG,j}

done;
(x Jump to next Lambda coefficient x)

1dxL

done;

= lidxL + step2

(x go to mext filter row x*)

(x go to mext Gamma coefficient x)

= lidxL + step2

left Lambdas = nbr. right Lambdas x*)
(x go to last filter row x)
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idxG := !lidxG + step2; (x go to next Gamma coefficientx)
(x  and stay in the same row of filter coefficients x)
done;

(x Cases where nbr. left Lambdas > nbr. right Lambdas x*)
for row = top3 downto 1 do

idxL := (top2—1)*step2; (x first Lambda is always in this place *)
idxF := lidxF — n; (x go to previous filter row x)
for col = n — 1 downto 0 do

(x Update (int,mom_1,mom.2,...) )

for j = 0tor —1do
moment . {!idxL ,j} <— moment.{!idxL , j} +.
filter .{!idxF + col} *. moment.{!idxG,j}

done;
(x Jump to next Lambda coefficient and next filter row x*)
idxLL := lidxL + step2

done;

idxG := lidxG + step2 (x go to next Gamma coefficient x)

done

(*
x UpdateLifting function: calculates the lifting coefficients
* using the given integral—moment tuple.

*)

let updateLifting lifting moment len step2 noGammas r =
(35 sk 3k ok o s kot ok stk ok ok ok ok ok KK KKK KKK SRR R K K )
(x Calculate Lifting Coefficients x)
(3 3 ko ok ok ok stk sk R K KR SRR KK K SRR KKK SRR K oK )

let lcldx = ref 0 (x first element of lifting wvector x)

and idxL. = ref 0 (x pointers to Lambda & Gamma coeffs , resp. x)
and idxG = ref 0

and indx = Arrayl.create int c_layout r

(x Allocate space for the indz|[] vector x)

and d = ref 0

and lift = Array2.create float64 c_layout r r

(x temporary matriz to be solved x*)

and b = Arrayl.create float64 c_layout r

(x temporary solution wvector %)

(x Calculate number of iterations for each case )
and topl = (r asr 1) — 1 (x L <R %)
and top3 = (r asr 1) — (len land 0x01) in (x L > R %)
let top2 = noGammas — (topl + top3) in (x L =R %)
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(x Cases where nbr. left Lambdas < nbr. right Lambdas x)

idxG := step2 asr 1; (x second coefficient is Gamma *)
for i = 0 to topl — 1 do
idxL := 0; (% the first Lambda is always the first

coefficient x)
for col =0 to r—1do
(x Load temporary matriz to be solved x)

for row = 0 to r—1 do
lift .{row, col} <— moment.{!idxL ,row} (x matriz x)
done;
(x Jump to mnext Lambda coefficient x)
idxLL := lidxL + step2
done;

(x Apply LU decomposition to lift [][] =)
d := lu_demp lift r indx;
(x Load independent vector x)
for j = 0tor —1do
b.{j} <— moment.{!idxG,j} (x independent vector x)
done;
(x Apply back substitution to find lifting coefficients x)
lu_bksb lift r indx b;

for col =0 to r—1do (x save them in lifting vector x)
lifting . {!lcldx} <— b.{col};
lcldx := !leldx + 1
done;
idxG := lidxG + step2; (x go to next Gamma coefficient x*)
done;

(x Cases where nbr. left Lambdas = nbr. right Lambdas x)
for i = 0 to top2 — 1 do
idxL := 1 % step2;
for col =0 tor — 1 do
(x Load temporary matriz to be solved *)

for row = 0 to r — 1 do
lift .{row,col} <— moment.{!idxL ,row} (x matriz x*)
done;
(x Jump to next Lambda coefficient x)
idxL := lidxL + step2
done;

(x Apply LU decomposition to lift [][] =)
d := lu_demp lift r indx;

(x Load independent vector x)
for j =0tor —1do
b.{j} <— moment.{!idxG,j} (* independent vector x)
done;
(x Apply back substitution to find lifting coefficients x)
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lu_bksb lift r indx b;

for col = 0 to r—1do (x save them in lifting wvector x)
lifting . {!lcldx} <— b.{col };
leIdx := !leldx + 1
done;
idxG := lidxG + step2; (x go to next Gamma coefficient x)
done;

(x Cases where nbr. left Lambdas > nbr. right Lambdas x)
for i = 0 to top3 — 1 do
idxL := (top2—1)*step2; (x first Lambda is always in this place *)
for col = 0 to r—1do
(x Load temporary matriz to be solved x)
for row = 0 to r—1 do
lift .{row,col} <— moment.{!idxL ,row} (% matriz =)
done;
(x Jump to mext Lambda coefficient x)
idxL := lidxL 4+ step2
done;
(x Apply LU decomposition to lift [][] x)

d := lu_.demp lift r indx;
(x Load independent vector x)
for j=0 to r—1 do

b.{j} <— moment.{!idxG,j} (* independent vector x)
done;
(x Apply back substitution to find lifting coefficients x)
lu_bksb lift r indx b;

for col = 0 to r—1do (x save them in lifting wvector x)
lifting . {!1lcldx} <— b.{col };
leldx := !leldx + 1
done;
idxG := lidxG + step2; (x go to next Gamma coefficient x)
done;

GetLifting function: Updates corresponding moment matriz
X if dir i1s FALSE and Y if dir is TRUE) and calculates
the lifting coefficients wusing the new moments. This
function is used for the forward transform and uses the
original filter coefficients.

O I S

*
N—

let getLifting lifting filter step n r 1 dir tipo =
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(*>l<>l<>l<>|<>|<>|<************************)
(x Check for boolean wvariables x)
(35 sk sk s s ok ok stk ok ok sk R KKK KK SRR SRR RO % )

(x Check for the lifting matriz x)

if (Arrayl.dim lifting = 0)
then raise No_Lifting Matrix;

(x Select the appropriate moment matriz )

let moment = if (not dir)
then !momentX (x X direction x*)
else !momentY (x Y direction x*)
in

(****>|<>I<>I<>i<*************************>I<)
(x Initialize important constants )
(35 sk sk sk stttk ok ok ok ok ok ok ok kKK KRRk ok ok ok ok sk ok sk sk sk sk ok ok )

(x Calculate number of coefficients and step size x)

let len = ceil2 1 step (x number of coefficients in this level %)
and step2 = step 1sl 1 (% step size between same coefficients x)
in

(x Check for number of Gamma coefficients x)
let noGammas = len asr 1 in

(x number of Gamma coeffs = floor(len/2) x)

(% sk sk sk skststostokok ok ok ok ok ook ok )
(x Decide order of operations x)
(******************************)
if tipo = false

then begin (x Direct transform x)

updateMoment moment filter step2 noGammas len nr
updateLifting lifting moment len step2 noGammas T
end
else begin (x Inverse transform x)
updateLifting lifting moment len step2 noGammas T ;
updateMoment moment filter step2 noGammas len nr
end

D.11 Mallat.mli

val inplaceChangelD
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
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Util.direction —> int —> bool —> unit
val flwtChangeFormat
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
int —> int —> int —> int —> int —> bool —> unit

D.12 Mallat.ml

-~
*

$Id: mallat.c,v 1.5 1996/10/06 09:24:5/ fernande FEzxp §

$Source: /sgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/mallat.c,v $
Author: Gabriel Fernandez, Senthil Periaswamy

Modifier: Alexsandro Soares 2003/29/10 (Ocaml version)

This file contains routines to manipulate the results of an

in—place transform in order to re—arrange the coefficients 1in
Mallat format.

G O G R O

*

)

open Bigarray
open Util

(*

x InplaceChangelD function: arranges the wavelet coefficients

* in the given wvector to put them in Mallat or Lifting

* format , depending on the wvalue of the inverse wvariable.

*)
let inplaceChangelD data dir len inverse =

(x Allocate memory for buffer vector x)
let buffer = Arrayl.create float64 c_layout len

and idxL =ref 0

and idxG =ref O

and i ref 0

(x Number of Gamma coefficients x)
and noGammas = len asr 1 in
let noLambdas = len — noGammas in

(x Check whether to do Lifting format or Mallat format x)
if not inverse

then begin
(x Set lambda and gamma pointers )
idxL := 0; (x point at the beginning of vector x)

idxG := noLambdas; (x point at half of the wvector x)
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(x Move all lambdas to the left and all gammas to the right x)
1:=0;
while !i < len — 2 do
let (x0,y0) = coord !i dir
and (x1,yl) = coord (!i+1) dir in
buffer .{!idxL} <— data.{x0,y0};
buffer . {!idxG} <— data.{x1,yl};

idxL := lidxL + 1;
idxG = lidxG + 1;
i =11+ 2
done;
if odd len
then begin
i = len — 1;

let (x0,y0) = coord !i dir in
buffer.{!idxL} <— data.{x0,y0}
end
else begin
i = len — 2;
let (x0,y0) = coord !i dir
and (x1,yl) = coord (!i+1) dir in
buffer.{!idxL} <— data.{x0,y0};
buffer.{!idxG} <— data.{x1,yl}
end
end
else begin
(x Set lambda and gamma pointers )
idxL := 0; (x point at the beginning of vector x)
idxG := noLambdas; (* point at half of the wvector x)

(x Alternate lambdas and gammas x)
i:=0;
while !'i < len — 2 do
let (x0,y0) = coord !idxL dir
and (x1,yl) = coord !idxG dir in
buffer.{!i} <— data.{x0,y0};
buffer .{!i+1} <— data.{x1,yl};

idxL := lidxL + 1;
idxG = lidxG + 1;
i =1+ 2
done;
if odd len
then begin
i:= len — 1;

let (x0,y0) = coord !idxL dir in
buffer .{!i} <— data.{x0,y0}
end
else begin
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i:= len — 2;
let (x0,y0) = coord !idxL dir
and (x1,yl) = coord !idxG dir in
buffer.{!i} <— data.{x0,y0};
buffer.{!i+1} <— data.{x1,yl}
end ;
end ;
(x Write results in original vector x)
idxL := 0;

(*
*
*

*)

for z = 0 to len — 1 do
let (x0,y0) = coord z dir in
data.{x0,y0} <— buffer .{!idxL};
idxL := lidxL + 1
done;

FLWTChangeFormat function: changes a given image from the
Lifting format to the Mallat format, and viceversa.

let flwtChangeFormat data width height n nTilde levels inverse =

let nX =ref O
and nY =ref O
and lenX = ref 0
and lenX2 = ref 0
and lenY = ref 0
and lenY2 = ref 0 in

(x Calculate number of iterations n. It is the maximum x)
(x wvalue such that the following relation is satisfied. *)
(* (2°n)x(N-1) <=L < (2°(n+1))x(N—1) + 1 * )
(x Where L = max (signal ’s length in X=Y direction ). * )
(x and N = maz (# dual vanish mom & # real vanish mom) x)
(x Hence, solving for n, we have the following equation x*)

(x for all the cases: n = floor (log_2((L—1)/(N-1)) * )

if n = 1 || nTilde =1 (x Haar wavelets x)
then begin
(x Iterations in X %)
nX := if (width = 1) then 0
else (int_of_float (ceil (logBaseN (float width) 2.0)));
(x Iterations in Y %)
nY := if (height = 1) then 0
else (int_of_float (ceil (logBaseN (float height) 2.0)));
end
else begin (x Biorthogonal wavelets x)
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(x Maz vanishing moments x)
let maxN = (max n nTilde) — 1 in
(x Iterations in X %)
nX := if (width = 1) then 0
else (int_of_float (logBaseN (float ((width—1)/maxN)) 2.0));
(x Iterations in Y %)
nY := if (height = 1) then 0
else (int_of_float (logBaseN (float ((height—1)/maxN)) 2.0));
end ;
(x Find lowest levels x)
nX := if (!nX < 0) then 0 else min levels !nX;
nY := if (!nY < 0) then 0 else min levels !nY;
(x find lowest level x)
(x Total number of iterations x)
let n” = max !'nX !nY in (% find minimum number of iterations x)
if not inverse
then begin
(x Initial lengths x)
lenX := width;
lenX2 := width;
lenY := height;
lenY2 := height;
(x Apply Mallat ordering to rows and columns x)

for i = 0 ton’” — 1 do
(x For the rows x)
if InX >0
then begin
nX := 'nX — 1;

for y = 0 to !lenY2 — 1 do
inplaceChangelD data (Lin y) !lenX inverse

done;
lenX := !lenX — (!lenX asr 1);
lenY2 := !lenY2 — (!lenY2 asr 1)
end
else nX := 'nX — 1;
(x For the columns x)
if 'nY >0
then begin
nyY := !'nY — 1;

for x = 0 to !lenX2 — 1 do
inplaceChangelD data (Col x) !lenY inverse

done;
lenY := !lenY — (!lenY asr 1);
lenX2 := !lenX2 — (!lenX2 asr 1)
end
else nY := !nY — 1;

done;
end
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else begin (x inverse x)

(x Apply Lifting ordering to rows and columns %)

for i = n’ — 1 downto 0 do
(x Initial lengths x)
lenX := width;
lenX2 := width;
lenY := height;

lenY2 := height;

(x For the columns x)

if 'nY >0

then begin
nyY := !'nY — 1;
(x Calculate new length x)
for j = 0to i —1do

lenY := l!llenY — (!lenY asr 1);
lenX2 := !lenX2 — (!lenX2 asr 1)
done;

(x Reorganize coeffs x)
for x = 0 to !lenX2 — 1 do

inplaceChangelD data (Col x) !lenY inverse
done;

end
else nY := nY — 1;

(x For the rows )

if 'InX >0

then begin
nX := 'nX — 1;
(x Calculate new length x)
for j = 0to i —1do

lenX := !lenX — (!lenX asr 1);
lenY2 := !lenY2 — (!lenY2 asr 1)
done;

(+ Reorganize coeffs x)
for y = 0 to !lenY2 — 1 do

inplaceChangelD data (Lin y) !lenX inverse
done;

end
else nX := 'nX — 1;

done;
end
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D.13 Flwt.ml

exception No_Filter_Vector

val getDual : int —> int —> int —> int —> bool —> int —> bool
val getReal : int —> int —> int —> int —> bool —> int —> unit
val flwtlD_Predict
(float , ’a, 'b) Bigarray.Array2.t —>
Util.direction —> int —> int —> int —> unit
val flwt1D_Update
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
Util . direction —>
int —> int —> int —> (float , 'c, ’d) Bigarray.Arrayl.t
—> unit
val flwt2D
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
int —> int —> int —> int —> int —> bool —> unit
val flwt1D
(float , ’a, 'b) Bigarray.Array2.t —>
int —> int —> int —> int —> bool —> unit
val flwt_Haar
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
Util.direction —> int —> int —> unit
val iflwt_Haar
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —>
Util.direction —> int —> int —> unit
val flwt2D_Haar
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —> int —> int —> int
—> bool —> unit
val flwt1D_Haar
(float , ’a, ’b) Bigarray.Array2.t —> int —> int —> bool
—> unit

D.14 Flwt.ml

~
*

$I1d: flwt.c,v 1.18 1997/04/03 15:08:04 fernande Ezp §
$Source: /sqgi.acct/sweldens/cvs/liftpack/Lifting/flwt.c,v §
Author: Gabriel Fernandez, Senthil Periaswamy

Modifier: Alersandro Soares 2003/30/10  (Ocaml version)

>>> Fast Lifted Wavelet Transform on the Interval <<<

¥ K K KK K XX
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*
N—

open
open

open
open
open

/1A
I

¢ )

L= /

4

|

+
-
Using the 7Lifting Scheme” and the 7Square 2D” method, the
coefficients of a "Biorthogonal Wavelet” or 7Second Generation
Wavelet” are found for a two—dimensional data set. The same
scheme is used to apply the inverse operation.

Bigarray
Printf

Util
Filter
Lift

exception No_Filter_Vector;

(x S

tatic Global Variables x)

let filter = ref (Arrayl.create float64 c_layout 0)
(x Vector with filter coefficients * )

and liftingX = ref (Array2.create float64 c_layout 0 0)
(x Matriz with lifting coefficients in X x)

and liftingY = ref (Array2.create float64 c_layout 0 0)
(x Matriz with lifting coefficients in Y %)

)

(x CODE FOR THE FILTER AND LIFTING COEFFICIENTS x)

G

*)

etDual function: Finds the N filter coefficients and allocates
a global wvector with the wvalues to be used in the transform.
Allocates the global lifting matrices and initialize the
integral—moments information to calculate the lifting

coefficients. These filter coefficients are used to find
the Dual Wavelet function.

let getDual width height n nTilde print levels =

(*
fi

Calculate Filter Coefficients x)
lter := getFilter n;

if print
then begin

let nrows = (n asr 1) + 1
and i = ref 0 in
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printf "\nFilter Coefficients (N%d)\n” n;
for row = 0 to nrows — 1 do
printf "For %d in the left and %d in the right\n[ ”
row (n-—row);
for col =0 ton — 1 do
printf "%.18g 7 ! filter .{!i};

i=1i+1
done;
printf ”]\n”

done;
end ;

(x Allocate lifting coefficient matrices x)

let maxN = (max n nTilde) — 1 (% mar vanishing moments x)

and noGammas = width asr 1 in (x number of Gammas in X direction x*)
if (noGammas > 0)

then begin

let nX = (int_of_float (logBaseN (float ((width—1)/maxN))
2.0 )) in
(x iterations in X %)
let nX = if (nX < 0) then 0 else min levels nX in
(x find lowest level x)
liftingX := Array2.create float64 c_layout nX

(noGammas*nTilde );
Array2. fill !liftingX 0.0;
end ;

let noGammas = height asr 1 in (x number of Gammas in Y
direction x)

if (noGammas > 0)

then begin

let nY = (int_of_float (logBaseN (float ((height—1)/maxN))
2.0 )) in
(x iterations in Y %)
let nY = if (nY < 0) then 0 else min levels nY in
(x find lowest level x)
liftingY := Array2.create float64 c_layout nY

(noGammas*nTilde );
Array2. fill !liftingY 0.0;
end ;

(x Initialize Integral—Moments matrices x)
initMoment nTilde width height print
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x GetReal function: Calculates the moments and lifting coefficients
* needed for the wavelet transform. These coefficients preserve
* the moments of the Real Wavelet function.

*)

let getReal width height n nTilde print levels =
(x Check for filter wvector %)
if (Arrayl.dim !filter) =0
then raise No_Filter_Vector;

(x Calculate number of iterations n’. It is the marimum x)
(x wvalue such that the following relation is satisfied. x)
(* (2°n’)x(n—1) <=L < (2°(n’+1))x(n—1) + 1 * )
(x Where L = maz (signal ’s length in X-Y direction ). * )
(x and n = maxr (# dual vanish mom & # real vanish mom) * )

(x Hence, solving for n’, we have the following equation x)
(x for all the cases: n’ = floor (log-2((L—1)/(n—1)) * )

let maxN = (max n nTilde) — 1 in (% max vanishing moments *)
(x Iterations in X %)

let nX = if (width = 1) then 0

else (int_of_float (logBaseN (float ((width—1)/maxN)) 2.0 )) in
let nX = ref (if (nX < 0) then 0 else min levels nX)

(x find lowest level x)

(x Iterations in Y %)

and nY = if (height = 1) then 0

else (int_of_float (logBaseN (float ((height—1)/maxN)) 2.0 )) in
let nY = ref (if (nY < 0) then 0 else min levels nY) in

(x find lowest level x)

(x Total number of iterations x)

let n” = max !'nX !nY in (% find minimum number of iterations x)
let max_step = if (n’= 0) then 0 else (1 Isl n’) (* mazimum step x)
and level = ref 0

and step = ref 1 in

(x Find lifting coefficients for all levels x)
while !step < max_step do

if 'nX >0
then begin
nX := InX — 1;

(x Get lifting coefficients for rows x*)
getLifting (Array2.slice_left !liftingX !nX) !filter
I'step n nTilde width false false;
if print
then begin
printf ”"\nLifting Coefficients for Rows (Level=%d)\n”
I'level;
let liftPtr = Array2.slice_left !liftingX !nX
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and i = ref 0 in
for x = 0 to (width asr 1) — 1 do
let buf = ref (sprintf 7%.20g” liftPtr.{!i}) in
i =1 + 1;
for k = 1 to nTilde — 1 do
buf := sprintf "%s,%.20g” !buf liftPtr.{!i};

i =1 +1
done;
printf "Gamma[%d] (%s)\n” x !buf
done;
end;
end
else nX := InX — 1;
if InY >0
then begin
nY := InY — 1;
(x Get lifting coefficients for columns x)
getLifting (Array2.slice_left !liftingY !InY) !filter
'step n nTilde height true false;
if print
then begin
printf "\nLifting Coefficients for Columns (Level=Zd)\n”
I'level;
let liftPtr = Array2.slice_left !liftingY !nY
and i = ref 0 in
for y = 0 to (height asr 1) — 1 do
let buf = ref (sprintf 7%.20g” liftPtr.{!i}) in
i=11 4+ 1;
for k = 1 to nTilde — 1 do
buf := sprintf "%s,%.20g” !buf liftPtr.{!i};
i =11 +1
done;
printf "Gamma[%d] (%s)\n” y !buf
done;
end;
end
else nY := InY — 1;
level := llevel + 1; (x go to mext level x)
step := !step lsl 1

done

(x CODE FOR THE IN-PLACE FLWT (INTERPOLATION CASE, N EVEN) x)
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EOEE I R o

*

FLWTI1D_Predict function: The Gamma coefficients are found as an
average interpolation of their neighbors in order to find
the 7failure to be linear” or 7failure to be cubic” or the
failure to be the order given by N—1. This process uses the
filter coefficients stored in the filter wvector and predicts
the odd samples based on the even ones storing the difference
in the gammas. By doing so, a Dual Wavelet is created.

)

let flwt1D_Predict vect dir size step n =

(35 sk sk skststototok ok ok ok ok kKR KRk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk ok ok kK KKK KRR K k)
(x Calculate values of some important variables x)
(35 skttt ok ok kKKK KR KRR K R K ok ok ok ok ok oK K K KKK KKK KKK KRR k)
let len = ceil2 size step (x # of coefficients at current level x)
and steplncr = step lsl 1 in (% step size betweeen coefficients x)
(35 sk sk sk stttk ok ok ok ok kKRR Rk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk ok ok ok ok kKKK KRR K k)
(x Calculate number of iterations for each case x)
(35 skttt ok ok kKK KRR SRR R K Sk ok sk ok ok Sk oK K SR KSR KK KK KKK KRR K )

let j = ref (len land 0x01) in

let stopl = ref (n asr 1) in

let stop3 = ref (!stopl — !j) (x L >R %)

and stop2 = ref ((len asr 1) — n + 1 4+ !j) in (x L =R %)
stopl := !stopl — 1; (x L <R %)

(* >k 3k >k 3k ok sk sk sk skoskoskoskok kR sk sk sk sk skoskosk sk sk kR sk sk sk sk sk sk skosk kR kR sk skok sk sk kosk ok *)

(x Predict Gamma (wavelet) coefficients (odd guys) )
(56 4k 3 o ko o Kk o KK oK KR SR K K K SR K K oK KK ok K KR ok KK SR K K K K K R KK o K )

let idxF = ref n (x position filter pointer x)
and idxG = ref (steplncr asr 1) (x second coefficient is Gamma %)
(x Cases where nbr. left Lambdas < nbr. right Lambdas x)
and idxL = ref 0 in
while !stopl <> 0 do
stopl := !stopl — 1;
idxLL := 0; (x first coefficient is always first Lambda x)
j 1= n;

(x Gamma update (Gamma — predicted value) x)

let (x0,y0) = coord !idxG dir

and (x1,yl) = coord !idxL dir in

vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} —. vect.{x1l,yl} . ! filter .{!idxF};

idxF := lidxF + 1;

idxLL := lidxL + steplncr; (% jump to next Lambda coefficient x)
joo=tl =

while !j <> 0 do (x use all N filter coefficients x)

let (x0,y0) = coord !idxG dir
and (x1,yl) = coord !idxL dir in
vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} —.
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vect . {x1,yl} . !filter .{!idxF };

idxF := lidxF + 1;
idxL := lidxL + steplncr; (% jump to next Lambda coefficient x)
jo=1) =1

done;

(x Go to mext Gamma coefficient )

idxG := lidxG + steplncr;

done;

(x Cases where nbr. left Lambdas = nbr. right Lambdas x)

let soi = ref 0
and fP = ref 0 in
while !stop2 <> 0 do

stop2 := !stop2 — 1;

idxL,. = !soi ; (x first Lambda to be read %)

fP = lidxF; (x filter stays in same values for this cases x)
] =g

(x Gamma update (Gamma — predicted value) %)

let (x0,y0) = coord !idxG dir

and (x1,yl) = coord !idxL dir in

vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} —. vect. {x1,yl} *. ! filter . {!fP};

fP .= 1fP + 1;

idxL := lidxL + steplncr; (x jump to next Lambda coefficient x)
jo=1) =1

while !j <> 0 do (x use all N filter coefficients x)

(x Gamma update (Gamma — predicted value) x)

let (x0,y0) = coord !idxG dir

and (x1,yl) = coord !idxL dir in

vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} —. vect.{x1l,yl} . ! filter . {!fP};

fP .= 1{P + 1;
idxL := lidxL + steplncr; (% jump to mext Lambda coefficient x)
jo=1 -1

done;

(x Move start point for the Lambdas x)

soi := !soi + steplncr;

(x Go to mext Gamma coefficient )
idxG := lidxG + steplncr;

done;

(x Cases where nbr. left Lambdas > nbr. right Lambdas x)

fP = lidxF; (x start going backwards with the filter coefficients x)
let vet = !soi—steplncer in (% first Lambda is always in this place x)
while !stop3 <> 0 do

stop3 := !stop3 — 1;

idxL := vet; (x position Lambda pointer x)
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J = ny
(x Gamma update (Gamma — predicted value) x)
fP .= 1fP — 1,

let (x0,y0) = coord !idxG dir
and (x1,yl) = coord !idxL dir in
vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} —. vect.{x1,yl} *. ! filter . {!fP};

idxLL := lidxL + steplncr; (x jump to next Lambda coefficient x)
jo=1) =1
while !j <> 0 do (* use all N filter coefficients x)
(* Gamma update (Gamma — predicted value) x)
fP .= 1{P — 1;

let (x0,y0) = coord !idxG dir
and (x1,yl) = coord !idxL dir in
vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} —.
vect . {x1,yl} . ! filter .{!fP};

idxL := lidxL + steplncr; (x jump to mnext Lambda coefficient x)
ji=1j - 1
done;

(x Go to mext Gamma coefficient x)
idxG := !idxG + steplncr;

done

FLWTID_Update: the Lambda coefficients have to be "lifted” in
order to find the real wavelet coefficients. The new Lambdas
are obtained by applying the lifting coeffients stored in
the lifting wvector together with the gammas found in the
prediction stage. This process assures that the moments of
the wavelet function are preserved.

* ¥ X X X ¥

)

let flwtlD_Update vect dir size step nTilde lc =
(3% skttt ok ok kKRR KK R K ok ok ok ok ok oK K K KKK KKK K KRR KRRk k)
(x Calculate values of some important variables x)
(35 sk sk stttk ok ok ok ok kKRR Rk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok KKK R R K k)

let len = ceil2 size step (x number of coefficients at current
level x)

and steplncr = step Isl 1 in (% step size betweeen coefficients x)
let noGammas = len asr 1 (x number of Gamma coefficients x)

(35 sk sk sk o s stk ok ok stk sk ok ok ok Sk R KR KK K K KR SRR SR SRR R R KK KK KKK oK ok ok ok k)
(x Calculate number of iterations for each case )
(35 sk sk ok o s ok ok ok stk ok ok ok oK K R K KKK KKK K K KK R K K K KKK KoK oK ok ok )
and ] = ref (len land 0x01) in
let stopl = ref (nTilde asr 1) in
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let stop3 = ref (!stopl —!j) (x L >R %)
and stop2 = ref (noGammas — nTilde + 1 4+ !j) in (x L =R %)
stopl := !stopl — 1; (x L <R %)
(36 36k 3k ok ok ok Kok ok KK KoK SR R K KK K R S KK KR O % )
(x Lift Lambda values (even guys) x*)
(36 3 kst sk ok ok stk sk R K KR SRR KKK KR KKKk K K )
let 1cPtr = ref 0 (x position lifting pointer x)
(x Cases where nbr. left Lambdas < nbr. right Lambdas x)
and vG = ref (steplncr asr 1) (x second coefficient is Gamma x)
and vL = ref 0 in
while !stopl <> 0 do
stopl := !stopl — 1;
vL := 0; (x lambda starts always in first coefficient x)
j = nTilde;
let (x0,y0) = coord !vL dir
and (x1,yl) = coord !vG dir in
vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} +.
vect . {x1,yl} *. lc.{!1lcPtr}; (x Llift
Lambda (Lambda + lifting wvalue) %)
lcPtr := !lcPtr + 1;
vL := IvL 4 steplncr; (x jump to mext Lambda coefficient x)
jo=1 =1

while !j <> 0do (* wuse all nTilde lifting coefficients x)
let (x0,y0) = coord !vL dir
and (x1,yl) = coord !vG dir in
vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} +.
vect . {x1,yl} *. lc.{!lcPtr};
(x lift Lambda (Lambda + lifting wvalue) %)

lcPtr := !lcPtr + 1;
vL := IvL + steplncr; (% jump to next Lambda coefficient x)
jo=1) =1

done;

(x Go to next Gamma coefficient x)

vG := IvG + steplnecr;

done;

(x Cases where nbr. left Lambdas = nbr. right Lambdas *)
let soi = ref 0 in

while !stop2 <> 0 do

stop2 := !stop2 — 1;
vL = lsoi; (x first Lambda to be read x)
j = nTilde;

let (x0,y0) = coord !vL dir
and (x1,yl) = coord !vG dir in
vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} +. vect.{x1l,yl} *. lc.{!lcPtr};
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(x lift Lambda (Lambda + lifting value) %)

lcPtr := !lcPtr + 1;

vL := IvL + steplncr; (x jump to next Lambda coefficient x)
jo=1) =1

while !j <> 0 do (x use all nTilde lifting coefficients x)

let (x0,y0) = coord !vL dir

and (x1,yl) = coord !vG dir in

vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} +. vect.{x1,yl} %. lc.{!lcPtr};
(x lift Lambda (Lambda + lifting value) %)

lcPtr := !lcPtr + 1;
vL := IvL + steplncr; (x jump to next Lambda coefficient x)
jo=1 =1

done;

(x Go to mext Gamma coefficient x)

vG := IvG + steplnecr;

(x Move start point for the Lambdas x*)

soi := !soi + steplncr;

done;

(x Cases where nbr. left Lambdas = nbr. right Lambdas x)

let vet = !soi — steplncr in (% first Lambda is always in
this place %)

while !stop3 <> 0 do

stop3 := !stop3 — 1;
vL = vet; (x position Lambda pointer x)
j = nTilde;

let (x0,y0) = coord !vL dir

and (x1,yl) = coord !vG dir in

vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} +. vect.{x1l,yl} *. lc.{!lcPtr};
(x lift Lambda (Lambda + lifting value) x)

lcPtr := !lcPtr + 1;
vL := IvL + steplncr; (% jump to next Lambda coefficient x)
e e

while !j <> 0do (* wuse all nTilde lifting coefficients x)
let (x0,y0) = coord !vL dir
and (x1,yl) = coord !vG dir in
vect . {x0,y0} <— vect . {x0,y0} +. vect.{x1,yl1} *. lc.{!lcPtr};
(x lift Lambda (Lambda + lifting wvalue) %)
lcPtr := !lcPtr + 1;
vL := !vL + steplnecr;
(x jump to next Lambda coefficient x)
jo=1 =L
done;
(x Go to nmext Gamma coefficient x)
vG := IvG + steplnecr;
(x Move start point for the Lambdas x*)
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done

~
*

FLWT2D function: This is a 2D Direct/Inverse Fast Lifted Wavelet
Trasform that uses the 7Square 2D” method to find the Gamma
coefficients of the wavelet function Phi in the Direct case
and the Lambda coefficients of the original signal in the
Inverse case. The "Square 2D” method applies the transform
first to all the rows and then to all the columns. This creates
squared window transforms for the process. Since the Lifting
Scheme 1is used, the final coefficients are organized
in—place in the original matriz Data[][]. In file mallat.c
there are functions provided to change this organization to
the Isotropic format originally established by Mallat.

O R S R SR SR S DR R

*

)

let flwt2D data width height n nTilde levels inverse =
(x Verify for existence of filter and lifting coefficients x)
if (Arrayl.dim !filter) =0
then raise No_Filter_Vector;

(x O cddigo abaizo wverifica se os vetores de lifting foram
inicializados . Depois, encontrar uma maneira de fazer isto e
também de filter .

if (TliftingX 66 IliftingY ) {
fprintf( stderr,
AnFLWT2D(): lifting coefficients are mot initialized.”
\nUse GetDual() and GetReal() before calling this function.\n”);
exit ( INPUT_ERROR );

(x Calculate number of iterations n. It is the mazimum x)
(x value such that the following relation is satisfied. %)
(* (2°n)x(N-1) <=L < (2°(n+1))x(N—1) + 1 * )
(x Where L = max (signal’s length in X-Y direction ). * )
(x and N = maz (# dual vanish mom & # real vanish mom) %)
(x Hence, solving for n, we have the following equation x)
(x for all the cases: n = floor (log-2((L—1)/(N—1)) * )
let maxN = (max n nTilde) — 1 in (% maz vanishing moments *)
(x Iterations in X %)

let nX = if (width = 1) then 0

else (int_of_float (logBaseN (float ((width—1)/maxN)) 2.0 )) in
let nX = ref (if (nX < 0) then 0 else min levels nX)

(x find lowest level x)
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(x Iterations in Y x)
and nY = if (height = 1) then 0
else (int_of_float (logBaseN (float ((height—1)/maxN)) 2.0 )) in

let nY = ref (if (nY < 0) then 0 else min levels nY) in
(x find lowest level x)

(x Total number of iterations x)

let n” = ref (max !'nX !nY) in (% find minimum number of iterations x,
if not inverse (x Forward transform x)
then begin

(x Calculate wavelet coefficients x)

let max_step = if (!n’= 0) then 0 else (1 Isl In’)

(x mazimum step
and step = ref 1 in

while !step < max_step do

if InX >0
then begin
nX := 'nX — 1;

(x Apply forward transform to the rows x)
let y = ref 0 in
while !y < height do
flwt1D_Predict data (Lin !y) width !step n;
flwt1D_Update data (Lin !y) width !step nTilde
(Array2.slice_left !liftingX !nX);
y := ly + Istep
done;
end
else nX := InX — 1;

if 'nY >0
then begin
nyY := !'nY — 1;
(x Apply forward transform to the columns x)
let x = ref 0 in
while !x < width do
flwt1D_Predict data (Col !x) height !step n;
flwt1D_Update data (Col !x) height !step nTilde

(Array2.slice_left !liftingY !nY);
x := Ix 4+ !Istep
done;
end

else nY := !nY — 1;

step := !step 1sl 1
done;
end
else begin (x Inverse transform x)
(x Switch sign of filter & lifting coefficients x)
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for i =0 ton * (1+(n asr 1)) — 1 do
filter . {i} <— —. !filter.{i} (* negate filter x)
done;
for x = 0 to 'nX — 1 do
for k = 0 to (width asr 1)xnTilde — 1 do
INiftingX .{x,k} <— —. !liftingX .{x,k}
(x negate lifting in X x)
done;
done;
for y = 0 to !'nY — 1 do
for k = 0 to (height asr 1)xnTilde — 1 do
I'liftingY .{y,k} <— —. !liftingY .{y,k}
(x negate lifting in Y x)
done;
done;

(x Find original dataset x)

let max_step = if (!n’ = 0) then 0

else (1 1Isl (!n’ — 1)) in (% initial step x)
let step = ref max_step in

while !step >= 1 do
if 'n” <= InY

then begin
(x Apply inverse transform to the columns x)
let x = ref 0 in

while !x < width do
flwt1D_Update data (Col !x) height !step nTilde
(Array2.slice_left !liftingY (!nY — In’));
flwt1D_Predict data (Col !x) height !step n;
x := Ix 4+ !Istep
done;
end;

if In” <= 1nX
then begin
(x Apply inverse transform to the rows x)
let y = ref 0 in
while !y < height do
flwt1D_Update data (Lin !y) width !step nTilde
(Array2.slice_left !liftingX (!nX — In’));
flwt1D_Predict data (Lin !y) width !step n;
y = ly + Istep
done;
end;

Y

n’ = In" — 1; (x one less level to go %)
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* Kk X X X X

*)

let

(*

step := !step asr 1
done;

(x Switch sign of filter & lifting coefficients again *)
for i = 0 to nx(1+(n asr 1)) — 1 do
filter . {1} <— —. !filter.{i} (* negate filter x)
done;
for x = 0 to !'nX — 1 do
for k = 0 to (width asr 1)xnTilde — 1 do
NiftingX . {x,k} <— —. !liftingX .{x,k}
(x megate lifting in X x)
done;
done;
for y = 0 to !'nY — 1 do
for k = 0 to (height asr 1)xnTilde — 1 do
IliftingY .{y,k} <— —. lliftingY .{y,k}
(x negate lifting in Y x)
done;
done;

end

FLWTID function: This is a 1D Direct/Inverse Fast Lifted Wavelet
Transform . Since the Lifting Scheme is wused, the final
coefficients are organized in—place in the original
vector Data[]. In file mallat.c there are
functions provided to change this organization to
the Isotropic format originally established by Mallat.

flwt1D data width n nTilde levels inverse =

/*x Verify for ezxistence of filter and lifting coefficients x/
if (!'filter) {

Error ("FLWTID”, NO-FILTER_-VECTOR, ABORT);
}

if (TliftingX &6 IliftingY ) {
forintf( stderr,
AnFLWTID(): lifting coefficients are not initialized.”
A\ nUse GetDual() and GetReal() before calling this ”
"function. \n”);

exit ( INPUT_ERROR );
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*

)
(x Calculate number of iterations n. It is the mazimum x)
(x wvalue such that the following relation is satisfied. x)
(* (2°n)x(N—1) <=L < (2°(n+1))x(N—1) + 1 * )
(x Where L = max (signal’s length in X=Y direction ). * )
(x and N = maz (# dual vanish mom & # real vanish mom) x)
(x Hence, solving for n, we have the following equation x)
(x for all the cases: n = floor (log-2((L—1)/(N-1)) * )

let maxN = (max n nTilde) — 1 in (% maz vanishing moments *)

(x Iterations in X %)

let nX = if (width = 1) then 0

else (int_of_float (logBaseN (float ((width—1)/maxN)) 2.0 )) in
let nX = ref (if (nX < 0) then 0 else min levels nX) in

(x find lowest level x)

if not inverse (x Forward transform x)
then begin
(x Calculate wavelet coefficients x)
let max_step = if (!nX = 0) then 0 else (1 1sl !nX)
(x mazimum step x*)
and step = ref 1
and s =ref (InX — 1) in

while !step < max_step do
(x Apply forward transform to the wvector x)
flwt1D_Predict data (Lin 0) width !step n;
flwt1D_Update data (Lin 0) width !step nTilde
(Array2.slice_left !liftingX !s) ;

step := !step Isl 1;
S =1ls — 1
done;

end
else begin (x Inverse transform x)
(x Switch sign of filter & lifting coefficients x)
for i = 0 to nx(1+(n asr 1)) — 1 do
filter . {i} <— —. !filter.{i} (* negate filter x)
done;
for x = 0 to !'nX — 1 do
for k = 0 to (width asr 1)xnTilde — 1 do
INiftingX . {x,k} <— —. liftingX .{x,k}
(x negate lifting in X x)
done;
done;

(x Find original dataset x)
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let max_step = if (!nX= 0) then 0

else (1 Isl (!InX — 1)) in (% initial step x)
let step = ref max_step

and s =ref 0 in

while !step >= 1 do
(x Apply inverse transform to the wvector x)
flwt1D_Update data (Lin 0) width !step nTilde
(Array2.slice_left !liftingX !s);
flwt1D_Predict data (Lin 0) width !step n;

step := !step asr 1;
S =1ls +1
done;

(x Switch sign of filter & lifting coefficients again x*)
for i = 0 to nx(1+(n asr 1)) — 1 do
filter . {i} <— —. !filter.{i} (* negate filter x)
done;
for x = 0 to 'nX — 1 do
for k = 0 to (width asr 1)xnTilde — 1 do
NiftingX . {x,k} <— —. liftingX .{x,k}
(x negate lifting in X x)
done;
done;
end

(x CODE FOR THE IN-PLACE FLWT (AVERAGE INTERPOLATION CASE, N ODD) x)

(*

x FLWT_Haar function: finds the Haar and Lambda coefficients for
the given 1D signal. Boundary cases are not
considered yet. Thus, all signals must be

* of even lengths.

)

let flwt_Haar vect dir size step =

(35 sk sk stttk ok ok ok ok kKRR Rk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok KKK R R K k)

(x Calculate values of some important variables x)
(35 skttt ok ok kK KRR KRR R R K ok sk ok sk Sk Sk K KSR SRR KK KKK KKK k)

let len = ceil2 size step (x number of coefficients at current
level %)

and steplncr = step Isl 1 in (% step size betweeen coefficients x)

(35 skoskskoststotokok ok ok ok kKKK KRR sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk kKKK KKK KRR k)

(x Calculate number of iterations * )

(36 36 5 5k 3k o ok Kok ok o KK K R oK KK KK SR R KK KK SR R KK KK SR R KK KK Kk K K )
let nG = ref (len asr 1) in
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let nl. = len — InG
and lAve = ref 0.0 in

(3% skt otttk R R R R R K K )
(x Calculate Lambda average )
(35 sk sk s s sk sk ok ok sk stk ok ok sk ok KKk ok sk sk ok ok ok k)

if odd len
then begin
let n = ref len
and s = steplncr asr 1
and t = ref 0.0
and | = ref 0 in
while !'n <> 0 do
n:= !n — 1;
let (x0,y0) = coord !l dir in
t := 1t +. vect.{x0,y0};
1 =11+ s;
done;
l1Ave := It /. (float len) (x average we’ve to maintain x)
end ;

(**********************************************************)
(x Calculate Gamma (Haar wavelet) coefficients (odd guys) x)

(x and coarser Lambda coefficients (even guys) * )
(35 3k 3k o s koK oKk ok ok ok oK K K SR KKK KKK SR SR K K K R K KKK KKK KSR K SR KK R R K KoK K )
let idxG = ref (steplncr asr 1) (x second coefficient is Gamma x)
and idxL = ref 0 (x first Lambda to be read x)
and ISum = ref 0.0 in
while 'nG <> 0 do

nG := InG — 1;

(x New Gamma (Haar) coefficient %)

let (x0,y0) = coord !idxG dir

and (x1,yl) = coord !idxL dir in

vect . {x0,y0} <— vect.{x0,y0} —. vect.{x1,yl};

(x New Lambda coefficient x)

vect . {x1,yl} <— vect.{x1,yl} +. vect.{x0,y0} /. 2.0;
ISum := !ISum +. vect.{x1l,yl};

(x Go to mext Gamma coefficient x)
idxG := lidxG + steplncr;

(x Go to mext Lambda coefficient x)
idxL := lidxL + steplncr;

done;

(* >k 3k >k 3k ok 3k 5k ks sk sk sk ok ok Sk ok Sk ok 3k sk sk sk skosk ok ok sk ok ok Sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk sk ok >I<)

(x If ODD(len ), then we have one additional case for x)
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(x the Lambda calculations. This is a boundary case )

(x and, therefore, has different filter wvalues. * )
(35 3k 3k o s kot ok otk ok ok ok oK SR R KK KKK KKK SR K SR SRR SRR KKK KKK KKK KSR SRR SR K k)
if odd len
then begin

let (x1,yl) = coord !idxL dir in

vect . {x1,yl} <— !lAve . (float nL) —. !lSum;

ISum := !lSum +. vect.{x1l,yl}
end

x IFLWT_Haar function: applies the inverse transform to find
* Lambda coefficients for the given 1D signal. Boundary
cases are not considered yet. Thus, all signals

* must be of even lengths.
)
let iflwt_Haar vect dir size step =
(3% skttt otk ok kKK KRR KK R K K ok ok oK ok oK K K KKK KKK KK KRR K )

(x Calculate wvalues of some important variables x)
(35 sk sk sk ststotokok ok ok ok ok sk kK Kk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk stk ok ok ok ok kKK KRRk k)

let len = ceil2 size step (x number of coefficients at current
level x)
and steplncr = step Isl 1 in (x step size betweeen coefficients x*)

(************************************************)

(x Calculate number of iterations * )
(************************************************)
let nG = ref (len asr 1) in

let n = len — !nG
and lAve = ref 0.0 in

(****************************)

(x Calculate Lambda average )
(3% sk otk KKK R R R R R KRR K )

if odd len
then begin
let n = ref nL
and s = steplnecr
and t = ref 0.0
and | = ref 0 in
while !'n <> 0 do
n:= !n — 1;
let (x0,y0) = coord !l dir in
t := 1t +. vect . {x0,y0};

1 =11+ s;
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done;
l1Ave := It /. (float nL) (x average we’ve to maintain x)
end ;

(36 36 5 5k ok o o ok Kk o o K KK oK ok K KK SR R K KK K R SR K KK K SR R KK KK SR R K KK SRk S KKKk % )
(x Calculate Gamma (Haar wavelet) coefficients (odd guys) x)
(x and coarser Lambda coefficients (even guys) * )
(36 3tk ok ok o Kok ok K KK SR R KKK SR R SR K KK SR K R K KKK SR R KKK SRR K KK SRk R KK ROk % )
let idxG = ref (steplncr asr 1) (x second coefficient is Gamma x)
and idxL = ref 0 (x first Lambda to be read x)
and ISum = ref 0.0 in
while 'nG <> 0 do

nG = InG — 1;

(x New Lambda coefficient x)

let (x0,y0) = coord !idxL dir

and (x1,yl) = coord !idxG dir in

vect . {x0,y0} <— vect. {x0,y0} —. vect.{x1l,yl1} /. 2.0;

ISum := !lSum +. vect.{x0,y0};

(x New Gamma (Haar) coefficient x)

vect . {x1,yl} <— vect.{x1,yl} +. vect.{x0,y0};

ISum := !lSum +. vect.{x1,yl};

(x Go to mext Gamma coefficient x)

idxG := lidxG + steplncr;
(x Go to next Lambda coefficient x)
idxLL := lidxL + steplncr;

done;

(35 3k 3k s s ok ok stk ok ok oK oK K R R K KKK KKK KK SR K K R K KK KKK KKK KRR SRR K k)
(x If ODD(len ), then we have one additional case for x)
(x the Lambda calculations. This is a boundary case )

(x and, therefore, has different filter wvalues. * )
(35 3k sk s s otk ok stk ok ok ok ok SR R R KKK KKK KK SR K SR KR R R KKK KK KKK KSR SR KRR KK k)
if odd len
then begin

let (x0,y0) = coord !idxL dir in

vect . {x0,y0} <— !TAve *. (float len) —. !ISum;

ISum := !lSum +. vect.{x0,y0}
end

(*
x FLWT2D _Haar function: calculates the Haar wavelet coefficients
* for a two dimensional signal. This case corresponds to
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average interpolation with N=1 and wavelets with
nTilde = 1.

*
)
let flwt2D_Haar data width height levels inverse =

(x Number of iterations x)

let nX = if (width = 1) then 0

else (int_of_float (ceil (logBaseN (float width) 2.0 ))) in

let nX = ref (if (nX < 0) then 0 else min levels nX)

(x find lowest level x)

(x Iterations in Y x)

and nY = if (height = 1) then 0

else (int_of_float (ceil (logBaseN (float height) 2.0 ))) in

let nY = ref (if (nY < 0) then 0 else min levels nY) in
(x find lowest level x*)

(x Total number of iterations x)

let n” = ref (max !nX !nY) in

(x find minimum number of iterations x)

if not inverse (x Forward transform x)
then begin
(x Calculate wavelet coefficients x)

let max_step = if (!n’= 0) then 0 else (1 Isl !n’) (x mazimum step x,
and step = ref 1 in

(x Find lifting coefficients for all levels x)
while !step < max_step do

if 'nX >0
then begin
nX := InX — 1;

(x Apply forward transform to the rows x)
let y = ref 0 in
while !y < height do

flwt_Haar data (Lin !y) width !step;

y :=ly + Istep
done;
end
else nX := nX — 1;
if 'nY >0
then begin
nyY := !'nY — 1;
(x Apply forward transform to the columns x)
let x = ref 0 in

while !x < width do
flwt_Haar data (Col !x) height !step;
x := Ix 4+ !Istep

done;
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end
else nY := InY — 1;
step := !step 1sl 1
done;
end
else begin (x Inverse transform x)
(x Find original dataset x)
let max_step = if (!n’= 0) then 0 else (1 Isl (In’” — 1)) in
(x initial step x)
let step = ref max_step in

while !step >= 1 do
if In’ <= InY

then begin
(x Apply inverse transform to the columns x)
let x = ref 0 in

while !x < width do
iflwt_Haar data (Col !x) height !step;
x := Ix 4+ lIstep
done;
end;

if In” <= InX
then begin
(x Apply inverse transform to the rows x)
let y = ref 0 in
while !y < height do
iflwt_Haar data (Lin !y) width !step;

y = ly + Istep
done;
end;
n’ = In" — 1; (x one less level to go x)
step := !step asr 1
done;

end

x FLWTID_Haar function: calculates the Haar wavelet coefficients
for a one dimensional signal. This case corresponds
to average interpolation with N=1 and wavelets

with nTilde = 1.
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let flwtlD_Haar data width levels inverse =

D.

(x Number of iterations x)

let nX = if (width = 1) then 0

else (int_of_float (ceil (logBaseN (float width) 2.0 ))) in
let nX = if (nX < 0) then 0 else min nX levels in

(x find lowest level x)

if not inverse (x Forward transform x)
then begin
(x Calculate wavelet coefficients x)
for s = 0 to nX — 1 do
(x Apply forward transform to the wvector x)
flwt_Haar data (Lin 0) width (1 Isl s)
done
end
else begin (x Inverse transform x)
(x Find original dataset x)
for s = nX — 1 downto 0 do
(x Apply inverse transform to the wvector x)
iflwt_Haar data (Lin 0) width (1 1sl s)
done
end

15 Ondaleta.ml

(* >k 3k 3k ok sk ok SRk sk sk skook ok sk sk skok sk ok skook sk sk ok skook sk ok kSR ok sk ok Skook sk sk sk Sk ok skosk Skosk ok sk sk Skook sk ok skosk sk sk ok skook ok ok kok *)

(*
(*

*)

Transformada discreta wavelet CDF(2,2) * )

*)

Autor : Alexsandro Soares e—mail:a_s_soares@yahoo.com. br * )
Criado em: 17/10/2008 17:00 * )
Modificado : * )

(* >k 3k 3k 3k >k ok ok 3k sk sk sk skoskosk sk sk sk sk ok ok ok Sk sk ks skosk sk sk skok ok Sk ok Sk ok Sk sk ks sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok sk ok sk sk skok kok >I<)

(*

O sinal s_n possui 2°n pontos s_n,l:
ssno={s.n,l | 0<=1< 2"n}

Assim , podemos decompor o sinal em até n niveis, sendo n o nivel
do sinal original e 0 o nivel de resolu¢ao mais fino (coarsest
level ).

S_Nn
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s_{n—1} d_{n—1}

s_{n—2} d_{n—2}

A transformada implementada neste exemplo é a wavelet linear,
também chamada de waveletbiortogonal (2,2) de
Cohen—Daubechies—Feauveau, abreviada CDF(2,2).

Para lidar com as bordas do sinal, assume—se que ele € periodico.
Desta forma, se o sequéncia do sinal original for

{a_0,a_1,...,a_n}
0 programa assume

{..,a0,a-1,...,a-n, a_0,a_1,...,a-n, a0,a_1,...}.

Outras solugcoes sao possiveis e serdao acrescentadas, se
necessario .

O ndmero mdximo de pontos na sequéncia é 65536 (2°10). Se
valores maiores forem mnecessdrios,
acrescentar as poténcias de 2 respectivas ao vetor incr.

Ezxzemplos de wuso:
# let vet = [| 4.0; 6.0;, 10.0;12.0;8.0;6.0;2.0;4.0|];;

Para achar todos os coeficientes da wavelet até o nivel de
resolu¢cao mais fino , use:

# dwt vet ;;
O resultado modificard o vetor wvet. Assim,
# /Uet;;

— : float array = [|6.5; —1.; 4.; 3.; 5.; 1.; —4.; 1.]]
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Se desejar obter todos os coeficientes da wavelet na ordem

{s_0,d_0,d_-1,...,d{n—1}} faca:

# getAllCoefs wvet;; (x esta operagdio cria um novo
vetor e ndo altera wvet x)

— : float array = [|6.5; 5.; 4.; —4.; —1.; 3.; 1.; 1.]]

Se quiser retornar ao sinal original:

# idwt wvet ;;

# vet ;;

— : float array = [|4.; 6.; 10.; 12.; 8.; 6.; 2.; 4.|]

Suponha que se deseje decompor o sinal até determinado nivel.
Para o sinal do exemplo, desejamos

decompo—lo até o nivel 2, a partir do nivel do sinal, que é 3.
Isto pode ser feito por:

# waveAnalysis vet 8 2;;

# vet ;;

— : float array = [|4.; —1.; 10.5; 3.; 9.; 1.; 2.5; 1.]]

Se desejar separar a parte resultante do filtro passa—baiza no

nivel 2 (s_2),  wuse:

# let s2 = getLowPass wvet 2;; (x esta operag¢dio cria um novo
vetor e ndo altera wvet x)

val s2 : float array = [|4.; 10.5; 9.; 2.5]|]

O mesmo pode ser feito para o passa—alta (d_2):
# let d2 = getHighPass vet 2;;
val d2 : float array = [|—1.; 3.; 1.; 1.]]

Se desejar recompor o sinal a partir do nivel 2 para o nivel
3, use:

# waveSinthesis vet 2 8;;

# vet ;;

— : float array = [|4.; 6.; 10.; 12.; 8.; 6.; 2.; 4.|]

Desejando analisar nivel a nivel os valores resultantes dos
filtros passa—baixa e passa—alta , faca o sequinte:
# dwtByLevel wvet;;

Isto fara com o sinal seja analisado até o prozimo nivel
que no caso do exemplo é o nivel 2.

# vet ;;

— : float array = [|4.; —1.; 10.5; 3.; 9.; 1.; 2.5; 1.]]

Separando—se o resultado como fizemos anteriormente:
# let s2 = getLowPass wvet 2;;
val s2 : float array = [|4.; 10.5; 9.; 2.5|]
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# let d2 = getHighPass vet 2;;
val d2 : float array = [|—1.; 3.; 1.; 1.]]

Se quisermos avaliar o proximo nivel (nivel 1) precisamos usar $2:
# dwtByLevel s2;;

que separado produz:

# let s1 = getLowPass s2 1;;

val s1 : float array = [|4.; 9.1/
# let dl = getHighPass s2 1;;

val d1 : float array = [|4.; —4.]]

Analogamente para o nivel 0:
# dwtByLevel s1;;

# let sO0 = getLowPass s1 0;;

val s0 : float array = [|6.5]]
# let d0 = getHighPass sl 0;;
val d0 : float array = [|5.]]

let maxLevel = ref 0 ;;
let log2 x = int_of_float (logl0 (float x) /. logl0 2.) ;;
let pow2 x = int_of_float (2.0 xx (float x));;

let incr = [|1; 2; 4; 8; 16; 32; 64; 128; 256; 512; 1024; 2048;
4096; 8192; 16384; 32768; 65536]]

let dAdress(j,l) =
let k = (1 + incr.(j)) mod incr.(j) in
(* offset + increment * )
incr . (!maxLevel — (j41)) 4+ kxincr . (! maxLevel — j)

(x to handle wrap around:
number of data in level j is 27
(already available in INCR)
)
let sAdress(j,l) =
let k = (1 4+ incr.(j)) mod incr.(j) in
kxincr . (! maxLevel — j) (x increment x)

let p s (j,i)=
(x linear interpolation (order = 2) %)
(s.(sAdress(j—1,i)) +. s.(sAdress(j—1,i+1))) /. 2.0
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(x O argumento j representa o nivel de resolugdo mais fino x)

let predictor s j =
for i =0 to incr.(j—1) — 1 do
let d = dAdress(j—1,i) in
s.(d)<—s.(d) —.ps (j,1)
done

7

let us (j,i)=
(x linear interpolation (order = 2) x)
0.25 *. s.(dAdress(j—1,i—1)) +. 0.25 *. s.(dAdress(j—1,i))

let update s j =
for i = 0 to incr.(j—1) — 1 do
let s’ = sAdress(j—1,i) in
s.(s7) <—s.(s") +. us (j,1)
done

7

let undoUpdate s j =
for i = 0 to incr.(j—1) — 1 do
let s’ = sAdress(j—1,i) in
s.(s’) <— s.(s’) —. . us (j,i)
done

let undoPredict s j =
for i = 0 to incr.(j—1) — 1 do
let d = dAdress(j—1,i) in
s.(d) <=s.(d) +. p s (j,i)
done

(x Aplica a transformada wavelet direta um nivel por wvez x)

let dwtByLevel s =
maxLevel := log2 (Array.length s);
predictor s !maxLevel ;
update s !'maxLevel

)3
(x Aplica a transformada wavelet inversa um nivel por vez x)

let idwtByLevel s =
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maxLevel := log2 (Array.length s);
predictor s 1;
update s 1

(x Aplica a transformada wavelet direta até o nivel 1.
Assume que os dados possuem 2 maxLevel pontos

*)

let dwt s =
maxLevel := log2 (Array.length s);
for j = !maxLevel downto 1 do
predictor s j;
update s j
done

)

(x Aplica a transformada wavelet inversa do nivel 1 até o nivel
mazimo (o sinal reconstruido ).
Assume que os dados possuem 2 maxLevel pontos

*)

let idwt s =
maxLevel := log2 (Array.length s);
for j = 1 to !maxLevel do

undoUpdate s j;
undoPredict s j;
done

7

(x Aplica a transformada wavelet ao sinal s no nivel n até o nivel
nl. %)
let waveAnalysis s n nl =
maxLevel := log2 (Array.length s);
for j = n downto (nl+1) do
predictor s j;
update s j
done

)

(x Aplica a transformada wavelet inversa ao sinal s no nivel nl
até o nivel n. x)
let waveSinthesis s nl n =
maxLevel := log2 (Array.length s);
for j = nl+1 to n do
undoUpdate s j;
undoPredict s j;
done
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(x Pega os coeficientes de detalhes da wavelet no nivel j
em ordem x)
let getDetailCoef s j =
let ndata = pow2 j in
let y = Array.create ndata 0.0 in
for i = 0 to ndata — 1 do
let d = dAdress(j,i) in
y.(i) <= s.(d)
done;
y

7

(x Pega os coeficientes do alisamento da wavelet no nivel j
em ordem x)

let getSmoothCoef s j =

let ndata = pow2 j in
let y = Array.create ndata 0.0 in
for i = 0 to ndata — 1 do
let s’ = sAdress(j,i) in
y.(1) <—s.(s")
done;
y

=
(x Pega todos os coeficientes da wavelet em ordem x)

let getAllCoefs s =

let ndata = incr.(!maxLevel) in
let y = Array.create ndata 0.0
and k = ref 1 in
y-(0) <= s.(0) ;
for j = 0 to !maxLevel — 1 do
for i =0 to (incr.(j)) — 1 do
let d = dAdress(j,i) in
yv.(lk) <—s.(d) ;
k := 1k +1
done;
done;
y

)

(x As duas fung¢oes abaizo deveriam ser chamadas apds dwtByLevel s,
onde s € o sinal x)
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(x Pega a saida passa—baiza do filtro wavelet no nivel j x)
let getLowPass s j = getSmoothCoef s j;;

(x Pega a saida passa—alta do filtro wavelet no nivel j %)
let getHighPass s j = getDetailCoef s j;;






