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RESUMO

Neste trabalho, fizemos uma andlise das propriedades presentes em operadores lineares
definidos em espacgos de dimensao infinita, procurando ver condigoes ou restrigcoes que
preservam as mesmas propriedades de espagos de dimensao finita. Algumas coisas impor-
tantes que observamos foram a continuidade dos operadores e completude dos espacos,
mas além disso, algumas outras condigoes foram necessarias para diferentes resultados,
como por exemplo trabalhar com operadores compactos. Dois dos principais resultados
estudados foram a Alternativa de Fredholm, que nos diz, entre outras coisas, que um
operador compacto sobre um espaco de Banach é injetor se, e somente se, for sobreje-
tor, e também a diagonalizacao de um operador, que faz parte da teoria espectral. A
metodologia que utilizamos foi a pesquisa bibliografica, focando em dois autores, que sao

o Kreyszig e o Brezis, duas referéncias bastante utilizadas em cursos de Analise Funcional.

Palavras-chave: Operadores Compactos. Alternativa de Fredholm. Diagonalizagao

de um operador. Teoria Espectral. Anélise Funcional.
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Introducao

Operadores lineares sao um importante tépico de estudo de disciplinas de Algebra
Linear. Nesses cursos, os operadores sao estudados sobre espagos vetoriais de dimensao
finita, pois neles, obtemos uma variedade de resultados 1teis para se trabalhar com tais
operadores. Ja operadores lineares definidos sobre espacos de dimensao infinita sao mais
complexos de se trabalhar e existe uma maior variedade de casos a considerar. Um
exemplo, que costuma ser o mais comum ¢é: operadores lineares que podem ser injetores
e nao serem sobrejetores.

A seguinte pergunta nos guiou nesta pesquisa: existem operadores em espacos de
dimensao infinita que se assemelham, em algum aspecto, aos operadores lineares sobre
espacos de dimensao finita? Em caso afirmativo, qual é o grau de semelhanga que é
possivel obter? Na tentativa de responder a essas perguntas e com o objetivo descrito a

seguir, estudamos o conteiido citado adiante.

Objetivo

O objetivo deste trabalho é fazer uma andlise mais detalhada de alguns operadores
lineares definidos em espacos de dimensao infinita e apresentar resultados com propri-
edades que facilitam seu entendimento e utilizacao. O pré-requisito imaginado para o
entendimento do contetido aqui apresentado é ter cursado com aproveitamento a disci-
plina Algebra Linear e alguma familiaridade com as propriedades bésicas dos nimeros

complexos.



Estrutura dos Toépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1, iremos introduzir alguns conceitos preliminares, focando em uma
parte da algebra linear que algumas vezes nao é tao aprofundada ou discutida em
um primeiro curso, trabalhando alguns conceitos como autovalor, autovetor e outros

topicos referentes a teoria espectral em dimensao finita.

e No capitulo 2, apresentamos os conceitos de espaco de Banach e operadores com-
pactos, numa primeira se¢ao, desenvolvendo diversas propriedades e demonstramos
alguns teoremas necessarios para a segunda secao. No segundo momento discutimos
sobre a solucao da equacao u—Tu = f, onde T' é um operador compacto de £ em F
e f € E, apresentamos mais alguns resultados, para enfim podermos demonstrar a
alternativa de Fredholm que, além de nos dar a resposta para o problema discutido,
nos da outros resultados, desde que T seja um operador compacto e E seja um

espago de Banach (apresentaremos as defini¢oes no decorrer do capitulo 2).

e No capitulo 3, fizemos uma divisao em trés secoes. Na primeira reconstruimos a teo-
ria espectral apresentada no capitulo 1, mas com a diferenca de abordar a discussao
para espacos de dimensao infinita. Posteriormente abordamos a decomposicao es-
pectral de um compacto autoadjunto, s6 que dessa vez, trabalharemos com espacos
de Hilbert e produtos internos sobre o corpo dos reais. Na terceira se¢ao, apresen-

tamos exemplos e contraexemplos para alguns dos resultados apresentados.



CAPITULO 1

Teoria Espectral em Dimensao

Finita

1.1 Awutovalores e Autovetores

Definigao 1.1 (Transformacgao linear). Sejam F e F dois espagos vetoriais sobre o
mesmo corpo. Dizemos que uma funcao 7' : F — I é uma transformacao linear se para
todo x,y € E e escalar A\ tem-se que:

(1) T(x+y) =Tx+ Ty,

(2) T(A\z) = M\Tx.

Se E = F dizemos que T' é um operador linear.

Sejam E um C-espago vetorial de dimensao finita, e = (e, ,e,) € b= (by, -+ ,by)
duas bases de E, T': E — E um operador linear e A = (a;;) a matriz do operador 7" com

respeito as bases e e b.

Definicao 1.2 (Autovalor e Autovetor). Um autovalor de uma matriz A = (a;;) é
um escalar A € C tal que Ar = Az tenha uma solug¢ao x # 0. Além disso, o vetor x é

chamado de autovetor de A associado ao autovalor .

Proposicao 1.3. Dada a matriz A do operador T': F — FE, o subconjunto de E, formado
por todos os autovetores de A associados ao autovalor A mais o vetor nulo, é um subespaco

vetorial de F, ou seja, E(A\,T) ={x € F' | x =0 ou Az = Az} é subespago de F.

3
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Demonstragao. Temos que E(\,T) # (), pois 0 € E(\,T) por defini¢aio. Agora sejam
z,y € E(A\,T) e o € C. Entéao:

Alax +y) = Alax) + Ay = a(Az) + \y = a(\x) + Ay = Moz + y),
ou seja, (ax +y) € E(N\,T).

Portanto E(A,T) é um subespago vetorial de F. ]

Defini¢ao 1.4 (Autoespago). Dada a matriz A = (a;;) do operador T" : E — E, o
subespago de F formado por todos os autovetores de A associado ao autovalor A mais

o vetor nulo é chamado de autoespaco de A associado ao autovalor A e denotado por

E\,T).

1.2 Espectro e Resolvente

Defini¢ao 1.5 (Espectro e Resolvente). O conjunto o(A) de todos os autovalores de
A é chamado de espectro de A. O complemento p(A) = C\ o(A) no plano complexo é

chamado de conjunto resolvente de A.

a b

" ) de uma transformacao linear
i a

Exemplo 1.6. Consideremos a matriz A = (

T :C? — C? onde a,b € R\ {0} e considere C> como um C-espaco vetorial. Iremos
calcular os autovalores de A. Seja (c,d) € C*\ {(0,0)}. Suponhamos sem perda de
generalidade que ¢ # 0. Entao:

T(c,d) = A, d) < (ac + bdi, bei + ad) = (Ae, Ad)
& (ac — Ac+ bdi, bei + ad — Ad) = (0,0)
< ((a— Ne, (a — N)d) = (—bdi, —bci)

C

& (a—\(a—Nd) = (_bdi, —bci)

—bdi
= .
Cc

d= —bci & d* = 2,

ou seja, os autovetores de A sao do tipo (¢,¢) e (¢,—c). Para calcular os autovalores
iremos usar os vetores (1,1), (1, —1) € C%. Temos T(1,1) = (a+bi,bi+a) = (a+bi)(1,1)
eT(1,-1) = (a—bi,—a+bi) = (a—bi)(1,—1). Portanto os autovalores de A sdo Ay = a+bi

e oy = a — bi.
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Utilizamos a definicao de autovalor para obter esse resultado, agora o que podemos
dizer da existéncia de autovalores e sobre como podemos encontréa-los em geral? Respon-

deremos a essa pergunta na segao seguinte.

1.3 Existéncia de Autovalores

Teorema 1.7 (Autovalor de uma matriz). Os autovalores de uma matriz quadrada
A = (a;j) de ordem n sao dados pela solucdo da equagao caracteristica de A, que ¢ a

equagao det(A — AI) = 0, isto é:
A € C é um autovalor de A < det(A — ) = 0. (1.1)

Consequentemente, A tem ao menos um autovalor (e no maximo n autovalores distintos).

Demonstracao. X € C é um autovalor de A < existe x # 0 tal que Ax = \r < existe
x # 0 tal que Az — A\ = (A — M)z =0 < det(A — AI) = 0, pois o sistema homogéneo

associado tem solucao = # 0.

Assim, os autovalores de uma matriz A de ordem n > 1 sao as solugoes da equacao
caracteristica da matriz, e tais solugoes sao as raizes de um polindmio com coeficientes
complexos. Pelo Teorema Fundamental da Algebra temos que det(A — A\I) = 0 tem pelo
menos uma raiz complexa e no maximo n raizes distintas.

]

Observagao 1.8. Recordemos o seguinte fato, se A for uma matriz quadrada, entao
Az = 0, para alguma matriz coluna x # 0 se, e somente se, det(A) = 0. Esse é um fato
demonstrado em cursos de dlgebra linear que utilizamos de maneira natural na demons-
tracao anterior. Além disso, uma das interpretacoes de significados dessa equivaléncia é

que A é uma matriz de uma transformagao nao injetora.

3—i2v3 1 0
Exemplo 1.9. Consideremos a matriz A = 0 0 13 . Iremos calcular

2 0 3+i2V3
os autovalores de A utilizando o Teorema [1.7] visto anteriormente.
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3—i2v3-) 1 0
det(A — \I) = 0 Y 13 = M 4 6A7 = 21N +26=0
2 0 3+i2V/3— )\

Calculando as raizes desse polindomio, obtemos os autovalores de A, que sao \; = 2,
)\2:2+3ze)\3=2—3z

Definigao 1.10 (Autovalor e Autovetor de um Operador). Sejam E um K-espago
vetorial e T' : ' — E um operador linear. Um autovalor do operador T é um escalar
A € K tal que Tx = Azx tenha uma solucao x # 0. Além disso, o vetor x € E é chamado

de autovetor de T associado ao autovalor A.

Exemplo 1.11. Observe que toda a teoria desenvolvida aqui esta sobre o corpo dos
complexos. Estamos fazendo isso, pois se trabalhassemos com o corpo dos reais o Teorema,
nao seria verdadeiro. Ao analisarmos o operador T : R? — R?, onde R? é um espaco
vetorial sobre R, dado por T'(x,y) = (—y,x), que assim definido é operador rotagdo em
5 radianos no sentido anti-hordrio, podemos constatar que 7' nao possui autovalores. De

fato, supondo que existe A € R tal que a equacao

T<:U>y) = )\(l‘,y) = (—y,x) = ()\%,)\y)

tenha solucédo (z,y) # (0,0), entdo x # 0 ou y # 0. Suponhamos sem perda de generali-
dade que x # 0, entao A = =¥ e, consequentemente, r = —¥ -y ou 2?2 = —y?, que s6 tem
solugdo = y = 0. Absurdo, pois (z,y) # (0,0) por hipétese. Portanto, 7" nao possui

autovalores.

Teorema 1.12. Toda matriz quadrada representa um operador linear 7' : £ — E em
um espaco vetorial £ de dimensao finita. Os autovalores da matriz da transformacao
T independem das particulares bases de E consideradas, ou seja, se duas matrizes da
transformacao T' sao dadas por bases distintas em E elas continuam tendo os mesmos

autovalores.

Demonstracao. Analisemos o que acontece na mudanca de uma base de E para outra.

Sejam e = (e1,---,e,) e b = (by,---,b,) duas bases quaisquer para E, escritas como
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vetores. Por definicao de base, cada e;, ¢ uma combinacao linear de b;’s e da mesma

maneira vale que cada by é uma combinacao linear dos e;’s. Podemos escrever:

b=eC ou vl =CTel, (1.2)

onde C' é uma matriz quadrada de ordem n nao singular (de determinante nao nulo). Cada
r € F tem uma tnica representacao com relagao a cada uma das duas bases consideradas,

ou seja,

r = €exry = Z{ze, = b(L’Q = anbl

onde x1 = (&) e o = (1;) sdo vetores colunas. A partir disso e da equacao ([1.2)) nds

temos ex; = bry = eC'xy. Consequentemente

T = C.TQ. (13)

Similarmente, para Tx = y = ey; = bys nos temos

y1 = Cyo. (1.4)

Consequentemente, se 177 e Ty denotam as matrizes que representam 7' com respeito

a e e b, respectivamente, entao
y1 =Tixy e Y2 = Trxy
e a partir disso,
CTywy = Cyy = y1 = T1wy = T1Cxy

Multiplicando & esquerda por C~! nés obtemos a lei de transformacao

T, =C'TC (1.5)

com C' determinada pelas bases de acordo com ([1.2)) (e independe da transformacao T').
Usando (1.5) e que det(C~')det C' = 1, podemos ver agora que os determinantes das

equacoes caracteristicas de T} e T sao iguais:
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det(Ty — M) = det(C'T1C — A\CIC)
= det(C~Y(Ty — \)O)
= det(C™ ) det(Ty — M) det(C)
= det(Ty — \I). (1.6)

Com isso concluimos do Teorema [1.7] que T} e T5 tem os mesmos autovalores.

[]

Teorema 1.13 (Existéncia de autovalores). Um operador linear 7" em um C-espago

vetorial ' # {0}, tem dimensao finita, tem ao menos um autovalor.

Demonstragao. Seja A uma matriz da transformacao T : £ — E, onde E # {0} de
dimensao n > 1. Entao A € M,,(C), logo det(A — A\I) = 0 é um polinémio nao constante
e portanto tem pelo menos uma raiz complexa, ou seja, pelo Teoremall.7] A tem ao menos

um autovalor. 0

1.4 Multiplicidades Algébrica e Geométrica

Definigao 1.14 (Multiplicidades Algébrica e Geométrica). Seja uma matriz qua-
drada A de uma transformacao T. A multiplicidade algébrica do autovalor A de A (ou
de T') é a multiplicidade de A como raiz do polinémio caracteristico, e a dimensao do

autoespaco de A (ou de T') associado a A é chamada de multiplicidade geométrica de .

Exemplo 1.15 (Multiplicidade). Encontraremos os autovalores e suas multiplicidades

da matriz associada da seguinte transformacao:
T:K" — K", dada por T(xy, - ,xn) = (x1+ 22, , Tpo1 + Tp,y Ty)

Usaremos a base canonica de K", que é formada pelos vetores e; = (0;1, - ,d;n), para
ie{l,---,n}, onde:

1, sei=7
O3 L,
0, sei+#7j

Aplicando a transformagao temos:
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Te; =(1,0,---,0), Te,—1 =(0,---,1,1,0), Te, = (0,---,0,1,1).

Entao a matriz da tranformagcao é

Notemos que se 7 > j, entao a;; = 0, logo A é uma matriz triangular superior e portanto
det(A — M) = (1 — A\)™, que é o produto da diagonal principal.
Portanto A = 1 é o tnico autovalor de A com multiplicidade algébrica n, enquanto a

multiplicidade geométrica é 1, pois observando que

T(:Ula"' 7xn):1'<x17"' 7xn)<:>($1+x27"' 7In)_<x17"' 7xn):(0707”' 70)

& (29,23, ,0p,0)=(0,---,0) & 2; =0,Vi > 1

concluimos que K™(1,7) tem como base {(1,0,---,0)} = {e1}.

Com isso podemos fazer a seguinte reflexao: o que podemos dizer da multiplicidade
algébrica e da multiplicidade geométrica? Ha alguma relacao entre as multiplicidades?

Para responder a esse questionamento, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.16. A multiplicidade geométrica de um autovalor nao pode exceder a

multiplicidade dlgebrica.

Demonstracao. Seja v um autovalor de 7' com multiplicidade geométrica k. Entao existe

B = {ay, -+ ,a;} base de E(v,T) e consequentemente existe um completamento de B,

C = {ags1, + ,a,} para uma base de E dada por BUC = {ay,- -+ ,ak, Ggr1, " ,an}-

Entdo T'(a;) = va;, para todo a; € B e T(a;) = Y 7, tija;, para todo a; € C, e por-
. . v M

tanto escreveremos a matriz A da transformacao em blocos, A = 0 ) onde

N € M,_,(C) dada pelos coeficientes t;;’s das combinacoes lineares dos 71'(a;), com
1,7 >k, M € ka(n,k)((C) dada pelos coeficientes t;;’s das combinacgoes lineares dos

T(aj), com j > k > i, e 0 € My _p)xk(C) representando a matriz identicamente nula.
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Além disso, temos que:
det(A — \,,) = det(yly — M) - det(N — A, _x)
= det((y — \)I) - det(N — A, _¢)
= (y = NFfdet(N — M,_),

e portanto a multiplicidade algébrica de v é maior do que ou igual a k. Além disso, como

visto no problema anterior, tal desigualdade pode ser estrita. O



CAPITULO 2

Operadores Compactos e Alternativa
de Fredholm

2.1 Definicoes Basicas

Nesta secao, iremos introduzir alguns conceitos necessarios para o restante do trabalho.
Estaremos sempre trabalhando com espacos vetoriais normados e completos, e além disso

utilizaremos muito os conceitos de sequéncia e conjunto fechado.

Definigao 2.1 (Operador linear). Sejam E e F' dois espagos vetoriais sobre o mesmo
corpo. Dizemos que uma funcao 7' : £ — F é um operador linear se para todo =,y € £

e escalar A tem-se que T'(A\x +y) = ATz + Ty.

Observacao 2.2. Estamos definindo novamente, pois em espacos de dimensao finita
operadores lineares eram reservados para transformacoes lineares que possuem o mesmo
espago como dominio e contradominio, ja em espacos de dimensao infinita operador linear
e transformacao linear sao equivalentes. Em livros de anélise funcional, no caso nas nossas
referéncias essa é uma nomenclatura comum. Por isso, deixamos explicado que a partir

de agora quando apresentarmos um operador T : £ — F podemos ter E # F.

Definicao 2.3 (Nucleo de um operador). Sejam E e F dois espagos sobre o mesmo

corpoe T : E — F um operador linear. Definimos como nicleo do operadorl’ o conjunto
N(T)={xz € E|Tx =0}.

11
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Definigao 2.4 (Produto Interno e Espagos com Produto Interno). Seja £ um
C-espaco vetorial de qualquer dimensao. Um produto interno sobre E é uma funcao

(-,-) : E x E — C que satisfaz:

(P1) {z,y) = (y.x),Vo,y € E,

(P2) (Az,y) = Mz, y),Ve,y € E eV € C,
(P3) (v+uy,z)=(z,2) +(y,2),Vz,y, 2z € E,
(P4) (z,z) €e Ry,Vz e E\ {0},

onde (y,z) é o conjugado complexo de (y,z) e Ry = {A € R| A > 0}. O par (E,(-,-))
¢ denominado espac¢o vetorial com produto interno, ou simplesmente, espaco com produto

interno. Notagao: estamos utilizando (-,-)(z,y) = (z,y) (lé-se produto interno de x por

y).

Proposicao 2.5. Seja E um espaco com produto interno. Entao as seguintes propriedades
sao validas:

(i) (z,0) = (0,x) = 0, para todo = € F;

(17) (A\r 4y, z) = Mz, 2) + (y, 2), para todo x,y, z € E e para todo \ € C;

(4i1) (x, \y + 2) = Mz, y) + (2, 2), para todo z,%,z € E e para todo A € C.

Demonstracao.
(i) De fato, (0,2) = (04 0,2) = (0,x) + (0, x), por (P3), entdo pela lei do cancelamento

temos que (0, z) = 0 e consequentemente, usando (P1) temos (z,0) = (0,z) =0 = 0.

(77) Observamos que (A\x + y, z) = (A\z, z) + (y, 2), por (P3). Agora, usando (P2) temos
(A, z) = Mz, z). Juntando as informagoes, concluimos que (A\z +y, z) = Xz, 2) + (y, 2).

(71) Para esse item, vale que (x, \y+z) = (A\y + z, ) apds aplicarmos (P1). Em seguida,

usamos o item anterior, propriedades dos nimeros complexos e (P1) para obtermos:

My +2,2) = My, z) + (z,2) = X- (y,2) + (z,2) = Nz, y) + (2, 2).

Ou seja, (x, \y + 2) = Ma,y) + (=, 2). O
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Definigao 2.6 (Norma e Espago Normado). Seja E um C-espago vetorial de qualquer

dimensao. Uma norma sobre E é uma fungao || - || : £ — R que satisfaz:
N1) |z]| = 0,Vz € E,
N2) |z =0< 2z =0,

(N1)
(N2)
(N3) [[Az]| = [A||z]|, ¥z € E e VA € C,
(N4) -l +yll < ]l + [lyll, Yo,y € E.

A desisgualdade (N4) é conhecida como desigualdade triangular. O par (E, || - ||) é deno-
minado espaco vetorial normado, ou simplesmente, espaco normado. Notagao: estamos

utilizando || - ||(z) = ||z|| (1é-se norma de x).

Observacao 2.7. Observe que se F é um espago normado, entao para quaisquer x,y € E

temos que [lz —yl| = [(=1) - (y = o)l = | =1 - lly — 2] = lly — =[.

Definigao 2.8 (Ortogonalidade). Seja E' um espago com produto interno. Dizemos

que dois vetores z,y € E sao ortogonais se (z,y) = 0.

Observagao 2.9. Observe que se x,y € F sao ortogonais, entao y e x também sao. De

fato, (y,z) = (x,y) = 0 = 0. Além disso, ax e Sy também sao ortogonais, para todos
a, 3 € C, pois (ax, fy) =a- - {z,y) =a-3-0=0.

Observacao 2.10. Seja F um espaco com produto interno. Entao para todos os vetores

(z,y)

x,y € E, com y # 0, y é ortogonal ao vetor z = x — A -y, onde A = ——. Vale que
Y,y
(y,y) > 0, pois y # 0. Repare que, segundo o item (ii7) da Proposicao e (P1) da

Definigao [2.4], temos:

(y, )

(z.y) Sy y) =y, x) — o) W) = (y7) — (y,7) = 0.

(y,2) = (y, o — Ny) = (y,x) — )

Com isso vemos que, para todo x,y € E, com y # 0, podemos escrever x = \y + z, onde

1 € z sao ortogonais.

Proposicao 2.11 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam E um espac¢o com
produto interno e ||z|| = y/(z,x) (ainda ndo podemos chamar ||z|| de norma de z, sé

estamos usando a mesma notacao). Entao:

[z, y)| < ll[l[lyl]
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Demonstragdo. Se x =0 ouy = 0, da Proposi¢ao 2.5 temos que 0 = (z,y) < ||z||||y|| = 0.

Agora, suponhamos =z # 0 e y # 0. Como y # 0, entao pela Observagao podemos
(y)  (r.y)

w.y)  lyllP?

escrever x = \y + z, com y e z ortogonais e A = . Temos:

2] = Ay + 2l = Qg + 2.y + 2) = Ay, Ay) + (N, 2) + (2, Ay> (2,2)

>2
:nyuuuzr\?:\wuyuuwz( ) lyll2 = &9 2

H *
_ (zy)®
i
Na primeira linha das igualdades acima, usamos a Observacao para concluir que
(Ay,z) =0=(z,\y). O

Iyl

& lzlPllyl* = (=, )* < llzllyll > [{z, 9.

Proposicao 2.12. Todo espago vetorial com produto interno E é um espago vetorial

normado munido com a norma || - || : E — R dada por:
[zl = v/ (z, z).

Demonstragdo. Por P4 da Defini¢ao [2.4] temos que a funcao || - || estd bem definida, pois
(x,x) > 0, para todo = € E.
Observe que (N1) é satisfeita pela prépria defini¢ao de || -||. Agora suponha que ||z|| = 0.

Entao:
(x,2) =0< (z,2) =0 =0,

pois se & # 0, pela propriedade (P4) terfamos (z,z) > 0. Entdo a propriedade (N2) é
satisfeita. Agora, se x € F e A € C, entao:

Azl = v (Az, Az) = \/ ANz, z) = VAR (@, 2) = [AV/ (2, 2) = [Al]]2]).

Portanto || - || satisfaz a propriedade (/N3) de norma. Agora resta mostrar que vale a

desigualdade triangular da norma assim definida. Sejam z,y € FE. Entao:

|z +yl? = (z+y,z+y) = (x,2) + (z,9) + (z,y) + (¥, )
= ||z]|* + 2Re((z,y)) + [lyl|* < ||| + 2|||||ly]| + |lv]?
= (llz]| + lyl)* < Nz +yll < [l=]l + [l

onde Re((z,y)) é a parte real do nimero complexo (z,y) e a primeira desgualdade vem da
Proposicao a desigualdade de Cauchy-Schwarz, pois Re((z,y)) < |[(x,y)|. Com isso



CAP. 2 ¢ OPERADORES COMPACTOS E ALTERNATIVA DE FREDHOLM

15

||-|| satisfaz todas as propriedades e, portanto, é uma norma sobre F, induzida do produto

interno. Assim vemos que todo espaco com produto interno é um espaco normado, com

a norma dada por ||z|| = \/(x, z). O

Definigao 2.13 (Conjunto Limitado). Seja F um espago normado. Dizemos que
X C E é um conjunto limitado se existe um numero real k£ > 0 tal que ||z| < k, para
todo x € X.

Definigao 2.14 (Sequéncia e Convergéncia). Seja £ um espago normado qualquer.
Uma sequéncia em E é uma fungdo =z : N — E. Escrevemos z(n) = xz,, para todo
n € N, e usualmente escreveremos a sequéncia na forma (z,) ou (x,),en. Dizemos que a
sequéncia (x,) converge se existe © € E de forma que para todo € > 0, existe ng € N tal

que ||z, — z|| < ¢, para todo n > ny. Notacao: z,, — x ou limx,, = x.

Proposicao 2.15 (Unicidade do limite). Seja £ um espaco normado. Se (z,) é um

sequéncia convergente em F, entao existe um unico z € E tal que x, — .

Demonstracdo. Suponhamos que existam dois vetores z,y € FE tais que x,, — r e x, — .
Entao para todo € > 0, existem ny,ny € N tais que ||z, — z|| < € e ||z, — y|| <€, sempre
que n > ny e n > nyg. Seja ng = max{n;,ny}. Usando a desigualdade triangular e a

Observagao [2.7, obtemos:
lz =yl = lle = 20 + 20 —yll < llo = 2zall + ll2n —yll = llon — 2l + lzn —yll < 2¢

sempre que n > ng. Portanto, como para todo € > 0 temos que ||z — y|| < 2,
entdo ||z — y|| = 0, ou seja, por (N2) da definicdo de norma, z —y = 0, ou ainda,
x = y. Concluimos a unicidade do limite de qualquer sequéncia convergente em um

espago normado. O]

Definigao 2.16 (Fecho e Conjunto Fechado). Sejam E um espago normado e F' C E.
Definimos como fecho de F o conjunto F = {z € E | 3(x,) C F tal que z, — z}.
Dizemos que o conjunto F é fechado se F = F. (Observe que tomando sequéncias

constantes conclufmos que F' C F.)

Definigao 2.17 (Bola aberta). Sejam E um espago normado, z € E e € > 0. Definimos

como bola aberta de centro x e raio € o conjunto B(z,€) ={y € F | ||z — y|| < €}.
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Definig¢ao 2.18 (Interior e Conjunto Aberto). Sejam E um espago normadoe A C E.
Definimos como interior de A o conjunto A° = {x € A | B(z,¢) C A para algum € > 0}.
Dizemos que o conjunto A é aberto se A = A°. (Observe que A° C A por defini¢do.)

Proposicao 2.19. Sejam E um espago normado, x € E e r > 0. A bola aberta B(x,r)

¢ um conjunto aberto.

Demonstragdo. Se y € B(x,r), entao ||z —y|| <r. Tome ry = r — ||z — y|| > 0, ou seja,

r=ro+ ||z —y||. Agora, se z € B(y, 1) temos que ||y — z|| < ro. observemos que
[ =2l =llz =y +y =2l <[l =yl + ly = 2| <[l =yl +ro=7

Portanto, z € B(z,r) e consequentemente y € B(z,r)°. Como y é arbitrdrio temos
B(z,r) C B(z,r)°. E portanto, B(x,r) é aberto. O

Definicao 2.20 (Subsequéncia). Sejam E um espago normado e (z,) uma sequéncia
em E. Uma subsequéncia de (x,) é uma funcdo zo¢ : N — E, dada por z(¢(n)) = 2um),
onde ¢ é uma fungao injetora e crescente de N em N. Outra notacao utilizada é (x,, ),

onde ny = (k).

Proposicao 2.21. Sejam F um espago normado de qualquer dimensao e (x,) uma
sequéncia convergente para o limite © € E. Se (z,,) é uma subsequéncia de (x,), entao

Ty — T.

Demonstragao. Se x,, — x, entao para todo € > 0 existe ng € N tal que ||z, — z|| < ¢,
sempre que n > ng. Como ny € injetora e crescente temos que existe ky € N tal que
ni > ng, sempre que k > ky. Portanto ||z, — x| < 0 sempre que k > kg, ou seja,

Ty, — T. [

Proposigao 2.22. Seja E um espago normado. Entao valem:

(1) Se (x,) C E é uma sequéncia tal que =, - = € E, e Z = {z, | n € N} entao
Z = Z U {z}. Aqui estamos utilizando Z como conjunto dos termos (ou imagem) da
sequéncia ().

(2) X C E ¢é aberto se, e somente se, Y = E \ X ¢é fechado.

Demonstracao.
(1) Ida (Z U {2} C Z): Tome y, = x}, para todo r € N, uma sequéncia em Z, onde
k € N ¢ fixo. Entao para todo € > 0 tem-se |y, — x| = 0 < ¢, para todo 7 € N, ou seja,
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Y, — Ty € 2 € Z. Agora, considere (x,) C Z, entdo x,, — x por hipétese, logo € Z.

Volta (Z € ZU {x}): Tome y € Z, entdo existe uma sequéncia (y,) C Z tal que
Yy — y. Se (y,) assume um numero finito de valores, entao existe um rq € N tal que
yr =y, para todo r > ry. Caso contrario, para todo ry € N existe r > r( tais que y,. # y e
llyr —y|| > €, para € = ||y, —y||, contradizendo a hipdtese de convergéncia. Se (y,) se torna
constante a partir de algum momento, entao converge para esse limite, ou seja, y € Z.
Agora, dado € > 0, existe 19 € N tal que ||z, — z|| < € sempre que r > ry. Caso existam
infinitos termos distintos, chame y, = z,,, para algum k£ € N. Entao existe £ € N tal que
ri > 1o sempre que k > ky. E consequentemente, ||y, — z|| = ||z,, — || < € sempre que

k > ko. Portanto y, — x e pela unicidade do limite x = y, como por hipdtese y, — .
Logo, Z = Z U {x}.

(2) Seja X aberto. Tome (y,) C Y uma sequéncia convergente para um limite y € E.
Se y € X, existe r > 0 tal que B(y,r) C X e como y, — y, existe ng € N tal que
llyn — y|| < r sempre que n > ny. Ou seja, y,, € X. Absurdo, pois (y,) CY = E'\ X.
Entaoy € Y e Y é fechado.

Agora seja Y fechado. Tome x € X. Se para cada % > (0 temos que B(x, %) 7 X,

entao tome y, € B(z, %) NY. Dado € > 0, tome ny € N tal que ¢ > nio, desta forma
lyn — 2| < n—lo < € sempre que n > ng. Ou seja, y, — x, como Y é fechado entao
x €Y = FE\ X. Absurdo, pois z € X. Portanto existe n € N tal que B(xz, %) C X, logo

X é aberto. O

Definicao 2.23 (Sequéncia de Cauchy). Sejam E um espago normado e (z,,) uma
sequéncia em E. Dizemos que (x,) é uma sequéncia de Cauchy se para todo e > 0 existe

ng € N tal que ||z, — z,,|| < € sempre que n,m > ny.

Observagao 2.24. Sejam E um espaco normado e (x,) um sequéncia convergente em F.
Entao (z,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, supondo que z € E ¢ o limite de (z,,),

€
entao para todo € > 0, existe ng € N tal que ||z, — z| < 5 sempre que n > ng. Agora,
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aplicando a desigualdade triangular e a Observagao [2.7], obtemos:

”xn _xm” = H(xn _I) + (17—xm)|| < Hxn _IH + H -1 (_x+xm)||

€ €
= llzn =2l +1 = (=2 + 2) | = llzn =2l + llom -2l <5+ 5 =€

sempre que n, m > ng. Portanto (x,) é uma sequéncia de Cauchy.

Defini¢ao 2.25 (Compacto). Seja E um espago normado de qualquer dimensao. Dize-
mos que um subconjunto K de E é compacto se para toda sequéncia (x,) C K, existir

uma subsequéncia (z,,) C K convergente para algum z € K.

Definigao 2.26 (Completude). Seja E um espaco normado de qualquer dimensao.
Dizemos que X C E é um conjunto completo se toda sequéncia de Cauchy em X tiver
um limite = € X. Isto é, se (z,) é uma sequéncia de Cauchy em X, existe z € X tal que

x, = x. Se X = E, dizemos que E é um espago completo.

Proposicao 2.27. Sejam F um espag¢o normado, X C K C E, onde X é um conjunto
fechado. Vale que:
(a) Se K é compacto, entdo X também seré.

(b) Se K é completo, entdo X também serd.

Demonstracao.

(a) Seja (x,) uma sequéncia em X, entdo (z,) é uma sequéncia em K. Como K é
compacto existe uma subsequéncia (z,,) convergente para algum = € K. Mas como X é
fechado e a subsequéncia também esta em X, temos que x € X. Portanto X é compacto.
(b) Seja (x,) um sequéncia de Cauchy em X, consequentemente (z,) é uma sequéncia de
Cauchy em K, que é completo, logo existe um x € K tal que z,, — x. Novamente, como

X é fechado, entao x € X. E portanto X é completo. O

Definig¢ao 2.28 (Operador Limitado). Sejam F e F’ dois espagos normados de qualquer

dimensao. Dizemos que o operador 1" : E — F é limitado se existe ¢ > 0 tal que
|7 <cflall, VzeE.

Observe que utilizamos as mesmas notagoes para as normas de F e I, mas acima ||z|| é

anorma em E e ||T(z)|| é a norma em F.
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Definig¢ao 2.29 (Fungao continua). Sejam FE e F dois espagos normados. Dizemos que
uma fungao f: £ — F é continua se para toda sequéncia (z,) C E convergente para um

limite z € E tem-se que f(x,) — f(z) € F.

Observacao 2.30. Se F e F sao conjuntos nao vazios quaisquer e f : £ — F. Entao
YA\ B) = fY(A)\ f7Y(B), onde A, B C F. De fato,

€ fHA\B) & f(z) e A\B& f(r)€Ae flx)¢ B
sref(A)exd [H(B)eae A\ f(DB).

Observe que f[TY(F\ A) = fYF)\ f7(4) = E\ f~'(A), ou seja, imagem inversa do

complementar é o complementar da imagem inversa.

Proposicao 2.31. Sejam E e F dois espagos normados e f : F — F uma funcao. Entao
f é continua se, e somente se, para todo aberto A em F o conjunto f~'(A) é um aberto

em E (ou seja, imagem inversa de aberto é aberto).

Demonstragao. Inicialmente, note que pela observacao anterior e pela Proposicao [2.22]

item (2) a imagem inversa de aberto ser aberto equivale a imagem inversa de fechado ser
fechado.

Suponhamos que f é continua. Tome Y C F um conjunto fechado qualquer. Se
(x,) € f7YY) é uma sequéncia convergente para um limite x € E. Como f é continua,
entao f(z,) — f(x), mas como Y é fechado, entao f(z) € Y. Portanto z € f~1(Y) e

consequentemente f~!(Y") é fechado, pois (z,) ¢ arbitrdria.

Suponhamos que f~!(A) é aberto se A é aberto. Seja (z,,) C E convergente para um
limite z € E. Para todo € > 0, o conjunto B(f(z),€) C F é aberto, segundo a Proposigao
2.19] Por hipétese, f~1(B(f(z),€)) é aberto. Logo, como = € f~1(B(f(x),¢)), entdo
existe § > 0, tal que B(x,d) C f~1(B(f(x),¢)). Agora, como (z,) converge para x, entao
existe ng € N tal que ||z, — z|]| < ¢ sempre que n > ngy. Ou seja, para todo n > ng
temos que z, € f~YB(f(z),¢)) e, consequentemente, f(z,) € B(f(x),€). Portanto
| f(xn) — f(x)|| < € sempre que n > ny, isto é, f(x,) — f(z). Logo, f é continua. ]

Teorema 2.32. Sejam T : E — F um operador linear, onde E e F' sao espagos normados.

Entao:
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(a) T é continuo se, e somente se, 1" é limitado.

(b) Se T' é continuo em um tunico ponto, entdo 1" é continuo.

Demonstragao. Ver Teorema 2.7-9 em [3], pagina 97. ]

Observacao 2.33. Seja T' : £ — F um operador limitado, onde F e F' sao espagos
normados. Se K C E é compacto, entdao T'(K) C F também é.

De fato, seja (y,) C T(K) uma sequéncia qualquer. Entao existe uma sequéncia (z,) C K
tal que y,, = Tz, para todo n € N. Como K é compacto, existe uma subsequéncia (x,, )
convergente para algum x € K. E como T ¢é limitada, pelo teorema anterior, temos que
T é continuo. Logo y,, = Tz, — Tv € T(K), ou seja, dada uma sequéncia arbtraria em

T(K), existe uma subsequéncia que converge em T(K'). Portanto T(K') é compacto.

2.2 Operadores Compactos e Algumas Propriedades

Definigao 2.34 (Espago de Banach). Dizemos que um espago normado E é um espac¢o

de Banach se E é completo com respeito a sua norma.

Definigao 2.35 (Supremo). Seja X C R um subconjunto nao vazio. Chamamos de
supremo de X o nimero s = sup X tal que:

(i) s > x, para todo = € X.

(ii) Para todo € > 0, existe z € X tal que x > s —e.

Repare que se X nao for limitado superiormente, entao o supremo de X diverge, ou seja,

nao existe.

Para esta segao, E ¢ F' denotam espagos de Banach sobre C, e By = {z € E; ||z| < 1}. O
espaco vetorial normado dos operadores lineares limitados de E em F' serda denotado por
L(E,F),comanorma ||T]| = sup ||Tx|. Se E = F, L(E, F) serd denotado simplesmente

r€BR
por L(E).

Observagao 2.36. Para demonstrar que L(FE, F') é de fato um espago vetorial, observa-

mos inicialmente que 0 € L(E, F'). Agora, sejam T,S € L(E,F) e A € C. Entao, para
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todo u,v € E e a € C temos:

AT+ a-u+v)=X-T(a-u+v)+ S(a-u+v)
=X (a-Tu+Tv)+ aSu+ Sv
=a- (ANTu+ Su) + AXTv + Sv
=a- AT+ S)u+ (AT + S)v.
Com isso, vemos que uma combinacao linear de operadores lineares é um operador linear.
Agora, observemos que:
(AT + S)ul| = [[ATu + Sul| < [A[|Tul| + ||Sul
< AL ex - flull 4 e2 - fJul] = (Aer + ) [u]l-
Portanto, uma combinacao linear de operadores limitados é um operador limitado, ou seja,
(AT +S) € L(E, F). Mostramos que L(F, F') é nao vazio e fechado para as operagoes de
soma e multiplicacao por escalar. A comutatividade deriva da comutatividade no espaco
F, pois (T+S)u = Tu+ Su = Su+Tu = (S+T)u, e de forma andloga para a propriedade
associativa. Agora, seja T € L(E, F) e tome 0,—T € L(F, F'). Entao:
(T+0)u=Tu+0u=Tu+0=Tu, VuckE,
T+ (-Thu=Tu+ (-Tu=Tu+ (-Tu)=0, VueckE,
ou seja, a soma satisfaz todas as propriedades de espaco vetorial. Resta verificar a mul-
tiplicagao por escalar. Sejam T',S € L(E, F) e o, € C. Entao:
(a- (BT u=a- - (BTu=a-(fTu) = (af) -Tu= ((aB)T)u, VueFLE,
(ITYu=1-Tu=Tu, Yu€eE,
(T + 9))u=a(T+ S)u=a(Tu+ Su) = aTu+ aSu = (aT)u+ (aS)u, YueE,
(a4 B8)T)u = (a+ B)Tu=aTu+ fTu=(aT)u+ (BT)u, Vuck.

Entao L(FE, F) satisfaz todas as propriedades de espago vetorial. A prova de que L(E, F') é

de fato um espago normado com a norma dada por ||T']| = sup ||Tz| pode ser encontrada
rEBER

no Lema 27-2. em [3], pagina 92.

Nos resultados a seguir, usamos as seguintes notagoes: Se r > 0, denotamos as bolas
aberta e fechada de raio r e centro y € E por Bg(y,r) = {x € E;|lx —y|| < r} e
Bgly,r| ={z € E; ||z — y|| < r}, respectivamente. Dado um conjunto €2 nao vazio, entao

C(€2) denota o conjunto de todas as fungoes continuas f : Q2 — C.
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Definigao 2.37 (Operador Compacto). Um operador T' € L(FE,F) é um operador
compacto se T(Bg) tiver fecho compacto em F (com respeito a sua norma). Onde
Bp={z € FE||z| <1} eT(Bg)={Txz € F |z € Bg}.

O conjunto de todos os operadores compactos de E em F' é denotado por K(E, F'). Para
simplificar, denotamos K(E) = K(E, E).

Proposicao 2.38. Sejam 7, S € K(E,F) e A€ C. Entao (A\-T + S5) € K(E, F).

Demonstracao. Iniciemos mostrando que, se A € C e U,V C F sao compactos, entao
W = X-U+V é um compacto. De fato, seja (w;) C W uma sequéncia. Entao existem
sequéncias (u;) C U e (v;) C V tais que w; = X - u; + v;, para todo i € N. Como
U ¢ compacto, entao existe uma subsequéncia wu;; que converge para u € U, e como
V' também ¢ compacto, entao existe uma subsequéncia v;; que converge para v € V.

Portanto w;;, = A- ug;, +v;;, converge para w = A-u+v e W, pois
i, = wll = A, + 01, = Ot )| < -l =l + e, — o]

Agora, sejam T,S € IC(E,F) e A € C. Observamos que se f € (A-T + S)(Bg), entdo
existe x € Bg tal que f=(A-T+ S)(z) = X-T(x) + S(x), logo f € A\-T(Bg) + S(Bg).

Além disso, temos que T(Bg) C T(Bg) e S(Bg) C S(Bg). Assim temos as seguintes

relacoes de inclusao:

(AT + 8)(Bg) C (A T)(Bg) + S(Bg) = A T(Bg) + S(Bg) C A-T(Bg) + S(Bp),

e consequentemente (A7 + S)(Bg) C A -T(Bg) + S(Bg), que é um compacto. Por-

tanto (A-T + S)(Bg) é compacto, pois é um fechado contido em um compacto, logo
(\-T + 8) € K(B, F). O

Definicao 2.39 (Totalmente Limitado). Um subconjunto X C E ¢ totalmente limi-

n
tado se para todo € > 0, existem x,...,x, € X tais que X C U B(x;,€).
i=1
Teorema 2.40. Seja E espaco normado. Um subconjunto K C FE é compacto se, e

somente se, é completo e totalmente limitado.
Demonstragao. Ver Teorema 45.1. em [5], pagina 276. ]

Proposicao 2.41. Sejam F um espago completo e K C E um conjunto totalmente

limitado. Entdo K é compacto.
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Demonstracdo. Observamos que K é completo, pois £ é completo. Agora, dado € > 0,

existem uq, ..., u, € K tais que K C U B(u;,€/2), onde I, = {n € N; n <r}, pois K é
i€,
totalmente limitado por hipdtese. Entao:

K | B(ui.¢/2) = | Blui,e/2) € | ] Bluie)

el i€l i€l

Portanto K é completo e totalmente limitado, logo pelo Teorema é compacto. O

Teorema 2.42. O conjunto IC(F, F') é um subespaco fechado de L(E, F') (com respeito

a norma || || ze,r))-

Demonstracao. Primeiro mostraremos que K(E, F') é um subespaco de L(E, F'). Para
isso observamos que o operador nulo 0 € IC(E, F'), pois 0(Bg) = {0} tem fecho compacto.
Pela Proposicao sabemos que (A - T + S) € K(E, F), para todo S,T € K(E,F) e
A € C. Entao K(E, F) é um subespago de L(E, F'). Agora seja (T,,) C K(E, F) tal que
T, — T € L(E,F). Queremos mostrar que 7' € IC(E, F). Para todo ¢ > 0, sejan € N
tal que ||T,, — T'|| < ¢/3.

Como T,(Bg) tem fecho compacto, entao T,,(Bg) é totalmente limitado e por isso exis-
tem T,(x1),...,Tn(z,) € T,(Bg) tais que T, (Bg) U B(T,(x;),€/3). Afirmamos

lelr
que T(Bg) U B(T(x;),€). De fato, para todo = € Bpg, existe um ¢ € I, tal que
ZGIT‘
T.(z) € B(T,(z;),€¢/3), pois T,,(Bg) C U B(T,(x;),€/3), e com isso temos:

ZGIT

IT(x) = Tl < |T(2) = To(x) + To(x) = Tulw) + Tn(w:) — T(wi)]] <
ST (@) = Tu(@)|| + [[Ta(x) = Talz) || + [[Talz:) — T(2i)l| < €/3+€/3+¢€/3=e

Entao T'(z U B(T ), logo T'(Bg) U B(T(x;),€). Portanto T'(Bg) ¢ total-
i€l iel,

mente limitado, além disso, F' é Banach (completo) e, entdo pela Proposigao tem

fecho compacto, ou seja, T' € IC(E, F). ]

Definigao 2.43. Um operador T' € L(FE, F) é dito de posto finito se a imagem de T,

denotada por Im(T'), tem dimensao finita.

Proposicao 2.44. Seja £ um C-espaco normado de dimensao finita. Entao K C E ¢é

compacto se, e somente se, K é fechado e limitado.
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Demonstragao. Ver Teorema 2.5-3 em [3], pagina 77. ]

Observagao 2.45. Todo operador continuo de posto finito é compacto. De fato, seja
T € L(FE, F) de posto finito. Como T é limitado, entao existe ¢ > 0 tal que ||Tz| < c¢-||z]|,
para todo x € E. Além disso, T'(Bg) C Im(T) é limitado, pois ||Tz| < ¢ ||z] < ¢, para
todo = € Bp. Entio T(Bg) é fechado e limitado em um espaco de dimensdo finita, Im(T),
e portanto pela Proposicao é compacto. Logo T € K(E, F).

Corolario 2.46. Seja (T,,) uma sequéncia de operadores de posto finito e seja T € L(E, F)
tal que ||T,, — T'|| — 0. Entao T € K(E, F).

Demonstragao. Se (T,,) é uma sequéncia de operadores de posto finito, entdao pela Ob-
servagao temos que (T,,) é uma sequéncia de operadores compactos, que por hipdtese
converge para 1. Pelo Teorema sabemos que KC(E,F) é fechado, portanto
TeK(E,F). O

Observacgao 2.47. O “problema de aproximacao” lida com o inverso do corolario acima:
dado um operador compacto T, sempre existe uma sequéncia (7;,) de operadores de posto
finito tal que ||7,, — T'|| — 07 Essa pergunta ficou em aberto por um longo tempo até que
P. Enflo descobriu um contraexemplo em 1972 (veja [2]). A construcao original ¢ bastante
complicada, e posteriormente foram encontrados exemplos mais simples. O problema da
aproximacao é valido para alguns casos especiais, por exemplo se F é um espacgo de
Hilbert (a defini¢ao de espago de Hilbert serd dada no Capitulo 3). Mais geralmente, se
F possui uma base de Schauder(veja a definigdo 5 em [I], pagina 146), entao o problema

da aproximagcao é vélido para todo espaco E e todo operador compacto de F em F.

Proposicao 2.48. Sejam FE, F e G trés espagos de Banach. Se T € L(E,F) e
S € K(F,G) [respectivamente, T € K(E,F) e S € L(F,G)], entao SoT € K(E,G).

Demonstracao. Se T(Bg) é compacto, entao S(T(Bg)) ¢ um compacto, pois S é continua
e compacidade é preservada por continuidade pela Observagao [2.33. Além disso, como

S(T'(Bg)) C S(T(Bg)), entao seu fecho esta contido em um compacto, logo é compacto.

Agora seja S(Br) compacto. Como T é limitado temos que existe A > 0 tal que
T(Bg) C A+ Bp, pois |T(x)]| < X-||z]|, ou seja, S(T(Bg)) C A+ S(Br) C A+ S(Br).
Portanto S(T(Bg)) tem fecho contido em um compacto, logo S(7(Bg)) é compacto,

provando que SoT € K(E, F). ]
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Definigao 2.49 (Funcional Linear). Seja E for um espaco vetorial sobre C de qualquer

dimensao. Dizemos que f : £ — C é um funcional linear se f for um operador linear.

Definigao 2.50 (Dual e Bidual). Seja E um espago vetorial normado sobre um corpo C.

O espago dual de E, denotado por E*, é o conjunto de todos os funcionais lineares
limitados de F em C. Ou seja, E* = L(E,C). O espago bidual de E é o dual de E*, ou
seja, B** = L(E*,C).

Observacao 2.51. Sejam FE um espaco de Banach e E* o bidual de E. Existe um
operador C : E — E**, chamado de imersao canonica de F em E**, que associa a cada
x € E o funcional Cz : E* — C, dado por Cz(f) = (f,z) = f(x), para todo f € E*.

A imersao canodnica C' definida acima é linear e injetora. De fato, se z,y € Fe A € C

tem-se que, para todo f € E*:

CA-z+y)(f)=f(A-z+y) =X f(2)+ fly) =X Cz(f) + Cy(f).
Além disso, se Cx = 0, entao f(z) = 0, para todo f € E*, logo = = 0.

Definicao 2.52 (Espago Reflexivo). Seja F um espago normado. Dizemos que E é um

espago reflexivo se a imersao canoénica for sobrejetora, isto é, C(E) = E**.

Definicao 2.53 (Adjunto). Seja um operador T € L(E, F). O operador adjunto de T
é o operador T* : F* — E*, definido por T*f = (f,T) : E — C, onde para todo u € E

tem-se T*f(u) = (f, T)(u) = (f, Tu) = f(Tw).

Observacao 2.54. Na definicao anterior usamos a notagao de protudo interno que é
apenas uma notacao, por enquanto, nao relacionada ao produto interno definido anteri-
ormente. Mas quando trabalhamos com espagos de Hilbert (iremos definir mais adiante),

podemos fazer uma caracterizacao de £ com E* e, portanto, as defini¢oes irao coincidir.

Teorema 2.55 (Ascoli-Arzeld). Sejam E um espago normado, K C E um subconjunto
compacto, e H um subconjunto limitado de C(K'). Se H é uniformemente equicontinuo,

isto é,
Ve>036>0 talque |lz—yl| <d=|f(z) - f(y)| <e, V feH,

entao o fecho de ‘H é compacto.
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Demonstracao.
Para o caso complexo ver Teorema A5 em [6], pagina 394.

Para o caso real ver Teorema 4.25 em [1], pagina 111. ]
Proposicao 2.56 (Schauder). Se 7' € K(E, F), entao T* € K(F*, E*).

Demonstragao. Seja T € IKC(E, F). Provaremos que T*(Bpg+) tem fecho compacto em E*.
Seja (v,) uma sequéncia em Bp«, e mostraremos que (77*(v,)) tem uma subsequéncia
convergente. Denotaremos K = T'(Bg), que é um compacto. Consideremos H C C(K)

(espago das fungoes continuas definida em K') dado por:
H={p,: €K = (v,,x); n=1,2,...}.
Afirmamos que H é limitado e uniformemente equicontinuo. De fato,
on € H = [l@nll = sup |on ()] = sup [(vn, )| < sup [Jval[|z] < M.
reK zeK zeK
Além disso,

on(z) = on(y)| = Kon, 2 = y)| < [onllllz —yll < lz—yll.
Portanto, dado ¢ > 0, tomando 0 = ¢, temos:
o =yl <0 =lon(@) —eny) <eVn=12...

Pelo Teorema|2.55| o fecho de H em C'(K') é compacto. Portanto, existe uma subsequéncia
(¢n;) que converge uniformemente em K para uma fungao ¢ € C(K). Em particular,
temos:

sup [@n, (Tu) — e(Tu)| = sup |(vn;, Tu) — e(Tu)] — 0.

uEBE u€BE Jj—00
Logo,
sup [(vn,, Tu) — (vp,, Tu)| < sup [(vy,, Tu) — p(Tu)| + sup [p(Tu) — (vy,, Tu)| —— 0.
u€Bg u€BE u€BE Jil—o0
Assim,

1T (on;) = T7(n )|+ = sup [(T*(vn;) = T" (), )l

u E

= sup [(vn,, Tu) — (vp,, Tu)| —— 0,

ou seja, (1*(v,,;)) converge em E*. Portanto T*(Bp+) tem fecho compacto, ou seja,
T* € K(F*, E*) O
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2.3 A Teoria de Riesz-Fredholm

Nosso objetivo é demonstrar a Alternativa de Fredholm, que lida com a solugao da equacao

u—Tu = f, sendo T um operador compacto de F em E. Esse resultado nos diz que:
e ou a equacao u — T'u = f tem solucao unica para todo f € Ej

e ou a equagao homogénea u — T'u = 0 admite n solugoes linearmente independentes,
e nesse caso, a equagao nao homogénea u — T'u = f tem solugao se, e somente se, f

satisfaz certas condigoes de ortogonalidade.

Outra das afirmagoes da Alternativa de Fredholm é que, se T' € K(E), o operador
I — T é injetor se, e somente se, é sobrejetor. Essa propriedade é familiar em espacos de
dimensao finita. Contudo em espacos de dimensao infinita um operador linear pode ser
injetor (ou sobrejetor) sem ser sobrejetor (respectivamente injetor), por exemplo o salto
a direita (respectivamente o salto & esquerda) no espago /2, como veremos no exemplo a

seguir. Sendo assim, essa é uma notavel propriedade do operador I — T com T € K(E).

Exemplo 2.57. O salto a direita é um operador limitado 7" : {*> — (2, definido por

T(z1,2,...) = (0,21,...), onde > = {z = (z1, 72, .. ),Z |z;|* < co}. Esse operador é

injetor, pois se x € N(T'), entao T'(z1,xs,...) = (0,21, ...) 1: (0,0,...). Logo z; = 0, para
todo i € N, portanto x = 0 e N(T') = {0}. Mas nao é sobrejetor, pois dado (1,0,...)
nao existe z € % tal que Tz = (1,0,...), pois a primeira coordenada de Tz é sempre
0. O salto a esquerda é andlogo, mas é definido por T'(xy, 2, ...) = (22, 23,...), € é um

operador sobrejetor e nao injetor.

Definigao 2.58 (Infimo). Seja X C R um subconjunto néo vazio. Chamamos de infimo
de X o numero ¢ = inf X tal que:

(i) « < z, para todo = € X.

(ii) Para todo € > 0, existe z € X tal que x <i+e.

Repare que se X nao for limitado inferiormente, entao o infimo de X diverge, ou seja,

nao existe.

Definigao 2.59. Sejam F um C-espaco normado, u € E e M C E. A distancia entre o

ponto u e o conjunto M é definido por d(u, M) = inf,cps ||u — v||. Observe que se M é
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um subespaco de F e A € C\ {0}, entao:
d(du, M) = inf ||z —v|| = inf [M||u — X""|| = || inf ||u —w|| = [Ad(u, M),
veEM veM weM
onde w = A\~!v, pois M é subespaco.

Lema 2.60 (Lema de Riesz). Seja F um espaco vetorial normado e M C E um

subespaco linear fechado tal que M # E. Entao:
Vee(0,1) JueE talquelull=1edu,M)>1—e¢
Demonstragao. Seja v € E com v ¢ M. Como M é fechado, entao
d=d(v,M)>0.
Escolha qualquer my € M tal que
d < [lv —mol <d/(1—e¢).
Entao
v — myg

U=
lv = moll

satisfaz a desigualdade enunciada. De fato, para todo m € M, temos:

_ _ _ : d
Hu_mH:'iL7W B H:HU (mo + ||v = moll - m)|| S1_e
[v = mol| [l = mol| [v = mol|
pois mg + [|[v — mgl| - m € M. O

Teorema 2.61 (Completude). Se um espago normado M é reflexivo, entao M é um

espaco completo, isto é, um espaco de Banach.
Demonstracao. Ver Teorema 4.6-4 em [3], pagina 241. O

Teorema 2.62 (Teorema do Vetor Minimo). Seja H um espago com produto interno
e Y # () um subconjunto convexo e completo de H. Entao para todo x € H existe um

unico y € Y tal que
nf lo —yoll = [l= — yll

Demonstracao. Ver Teorema 3.3-1 em [3], pagina 144. O
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Observacao 2.63. Se M C FE ¢ reflexivo podemos escolher ¢ = 0 no Lema [2.60} pois
neste caso para d = d(v, M), existe mg € M tal que d = ||my — v||. De fato, como M é
um espaco reflexivo, entao pelo Teorema da Completude M é um espago de Banach,
ou seja, completo. E como M é um subespaco, entao é convexo. Portanto M satisfaz as

hipéteses do Teorema do Vetor Minimo [2.62 entao para todo v € E existe um mg € M

tal que d = ||mo — v||. Tomando u = ooy teremos que:
|| v =mo _ v = (mo + flv = moll - m)]] d
[ = mel] [ = mel] [l = ml]

pois mg + ||[v — my|| - m € M.

Teorema 2.64 (Riesz). Seja E um espago vetorial normado com Bp compacto. Entao

FE tem dimensao finita.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que dim(E) = co. Entao existe uma sequéncia
(E,) de subespagos de dimensao finita de F tais que E,, 1 C E, e E, 1 # E,. Pelo Lema
existe uma sequéncia (u,) com u, € E, tal que ||u,| =1 e d(uy, F,—1) > 1/2. Se
n > m, temos E,, C F,_; e assim ||u, — un,|| > d(u,, E,—1) > 1/2. Portanto (u,) nao
admite nenhuma subsequéncia de Cauchy, logo nao admite subsequéncia convergente, o

que contradiz a hipdétese de que Bg é compacto. Portanto F tem dimensao finita. O

A partir de agora consideraremos o corpo dos escalares apenas como K = R. Observa-
mos que todas as demonstracoes apresentadas anteriormente, valem nao s6 para C como

para R.

Definicao 2.65 (Hiperplano). Seja £ um R-espago normado. Um hiperplano afim é
um subconjunto H de E definido por H = {z € E; f(z) = a} = f~'(a), onde f ¢ um
dado funcional linear e o é um nimero real. Denotaremos H = [f = «] e diremos que

f=aéaequacao de H.

Definicao 2.66. Sejam E um R-espago normado, e A e B subconjuntos de E. Dizemos

que um hiperplano H = [f = o] separa A e B se
flz) <a< fly), VeeAVyeB.
Dizemos que H separa estritamente A e B se

flz) <a< fly), Ve e AVy € B.
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Definig¢ao 2.67 (Conjunto Convexo). Seja E um espaco vetorial. Dizemos que X C F

¢ convezo se para todo z,y € X tem-se que ax + (1 —a)y € X, para todo a € [0, 1].

Teorema 2.68 (Hahn-Banach, segunda forma geométrica). Sejam A C Fe BC E
dois conjuntos convexos nao vazios tais que AN B = (). Se A é fechado e B é compacto,

entao existe um hiperplano fechado que separa estritamente A e B.
Demonstragao. Ver Teorema 1.7 em [1], pagina 7. O

Definigao 2.69 (Espago Ortogonal). Sejam M C E e N C E* subconjuntos nao
vazios. Definimos o espaco ortogonal a M por M+ = {f € E*;{f,u) = 0,Y u € M}.
Definimos o espaco ortogonal a N por N* = {u € E;{f,u) =0,V f € N}.

Proposicao 2.70. Sejam M um subespaco de E' e N um subespaco de E*. Entao:
(1) M = (M*)*,
(2) N C (NH)*1

Demonstracao.

(1) (M*)*+ é fechado, pois dada uma sequéncia (u,) C (M*)* tal que u, — u € FE,
entdao f(u,) = 0, para todo n € N e para toda f € M+ e portanto pela continuidade das
f’s em M+ C E* temos f(u) = 0, ou seja, u € (M*)*. Temos ainda que se u € M,
entdo f(u) = 0, para todo f € M+, entdo u € (M*)*t, logo M C (M*)+. Agora seja
y € M, entdo existe (y,) C M C (M*)* tal que y, — y e, como (M*)+ é fechado e
(yn) C (M*)*, temos que y € (M*)*. Portanto M C (M*)*.

Agora, suponhamos por absurdo que exista u € (M*)* com u ¢ M. Como M é um
subespago fechado, é convexo, e uma vez que {u} é unitario, é compacto e convexo. Como
u ¢ M, entdo {u} N M = (). Logo pelo Teorema existe um hiperplano H = [f = af

que separa estritamente esses conjuntos, ou seja,
flv)<a< f(u), Vve M.

Portanto como M é um subespaco e f ¢é limitado, entdo f = 0, assim f € M+ e f(u) =
0, pois u € (M*)%. Essa contradigdo, sobre a existéncia do hiperplano, mostra que
(M)t c M, e portanto M = (M=*)*.

(2) (N+)* ¢ fechado, pois dada uma sequéncia (f,) C (N+)* tal que f, — f € E*,
entdo para todo u € Nt temos que f,(u) = 0, para todo n € N e portanto converge para
f(u) = 0, ou seja, f € (N1). Temos ainda que, se f € N, entdao f(u) = 0, para todo
u € N*. Assim, f € (N1Y)*, logo N C (N+)* e portanto N C (N+)*. O
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Proposicao 2.71. Seja T' € L(E, F). Entao:
(i) Im(T)* = N(T™),

(i) Im(T*)* = N(T),

(iif) Zm(T) = N(T*)*,

(iv) Im(T*) c N(T)*.

Demonstracao.

(i) Temos f € N(T*) & T*f(u) = (f,Tu) = 0, para todo v € E < (f,Tu) = 0, para
todo Tu € Im(T) & f € Im(T)*.

(ii) Temos u € N(T) < Tu =0 < (f,Tu) = 0, para todo f € F* < (T*f,u) = 0, para
todo T*f € Im(T*) & u € Im(T*)*.

(iii) De (i) sabemos que Im(T)*+ = N(T*), entdo pela Proposicio item (1) sabemos
que Im(T) = (Im(T)Y)* = N(T*)*.

(iv) De (ii) sabemos que Im(T*)t = N(T), entao pela Proposicio item (2) sabemos
que Im(T*) € (Im(T*)*)*" = N(T)*. O

Definigao 2.72 (Soma direta). Sejam E um espago vetorial e XY C FE dois su-
bespagos. Dizemos que a soma X +Y ={z+y |z € X ey € Y} é uma soma direta de
subespagos, se X NY = {0}. Escrevemos X ® Y.

Definicao 2.73 (Codimensao). Sejam F um espago vetorial e X C E um subespago.

Chamamos de codimensao de X a dimensao de um subespaco Y tal que F =X @Y.

Teorema 2.74 (Alternativa de Fredholm). Seja T' € K(E). Entao:
(a) N(I —T) tem dimensao finita,

(b) Im(I —T) é fechado, e mais precisamente Im(l —T) = N(I — T*)*,
(c) NU-T)={0} < Im(I-T)=FE,

(d) dim(N(I = T)) = dim(N (I — T7)).

Demonstracao.
(a) Seja By = N(I —T). Notemos que = € Bp, se, e somente se, z = Tz e ||z|| < 1. Entao
x =Tz € T(Bg), logo Bg, C T(Bg) C T(Bg), portanto Bg, é compacto, por ser um fe-

chado dentro de um compacto. Pelo Teoremal|2.64| concluimos que E; tem dimensao finita.

(b) Seja fn, = up, — Tu, — f # 0, tal que para todo n € N temos que u,, ¢ N(I —T).
Queremos mostrar que f € Im(l —T). Denotando d, = d(u,, N(I —T)) # 0, para
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todo n € N. Desde que N(I — T) tem dimensao finita, existe v, € N(I — T) tal que

d, = ||un — vy]|. Como v, — Tv, = 0, temos
fo = (up —vy) = T(up —vy). (2.1)

Afirmamos que a sequéncia ||u, — v,|| é limitada. Suponha que nao. Entao existe uma

subsequéncia tal que |[t,, — vy, || — c0. Tome w, = ==~} De ([2.1)) vemos que

lun—vnll*

g B Hunk - Unk”

Hunk - U"k”
_ (unk B vmc) — T(unk B Unk) _ fnk N 07
Hunk - Unk” ”unk - Unk”

pois f,, ¢ convergente, logo limitada. Escolhendo uma outra subsequéncia (ainda indicado
por w,, por simplicidade), podemos assumir que Tw,, — z, pois Tw,, € T(Bg) e T é
compacto. Portanto w,, = T(w,,) + (w,, — T'(w,,)) = 2+ 0 = z e, entdo, teremos
que wy,, — T(w,,) = z—Tz = 0, ou seja, z € N(I —T). Deste modo temos que
d(wy,, N(I =T)) — 0. Por outro lado, como v, € N(I —T),

d(u,, N(I = T))

l|tn — vn|

d(w,,, N(I —T)) =

=1,

o que é uma contradigdo. Portanto ||u,—wv,|| é limitada. Como 7' é um operador compacto,
podemos extrair uma subsequéncia de tal modo que T'(u,, — vy, ) converge para um limite
l. De (2.1) segue que u,, —v,, — f+1. Tomando g = f+1 e considerando a continuidade
—T(Up, —Vp,) > g—Tg=f+1—1=f,isto é,

o operador I —T', temos que u,, — Uy,

f € Im(I—T). Isso completa a prova de que o operador I — T tem o conjunto imagem
fechado. Como I'm(I —T') = Im(I — T') obtemos pela Proposi¢ao m que

Im(I —=T)=N(I - T*".

(c) Primeiro mostraremos a ida. Suponha, por absurdo, que
E,=Im(I-T)+#E.

Entdo E; é um espago de Banach e T'(E,) C E;. Portanto T, € K(E1) e By = (I-T)(Ey)
¢ um subespago fechado de ;. Além disso, By # E; (pois (I — T) ¢é injetor). Tomando
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E, = (I — T)*(F), obtemos uma sequéncia estritamente decrescente de subespagos fe-
chados. Usando o lema de Riesz podemos construir uma sequéncia (u,) de tal modo que
Up € Ey, ||lunl| =1 e d(up, Eytp1) > 1/2. Obtemos

Tuy — Tum = —(up — Tup) + (U, — Tum) + (Un — Upp).
Observe que se n > m, entao £,y C £, C E,,+1 C E,, e portanto
—(up — Tup) + (U — Tp) + up € Epyr.

Segue que ||Tu, — T || > d(tm, Emi1) > 1/2. Isso é impossivel, pois T é um operador
compacto. Consequentemente provamos que Im(l —T) = E.

Reciprocamente, suponhamos que Im(I —T) = E. Pela Proposicao item (i) vemos
que N(I —T*) = Im(I —T)* = E+ = {0}. Desde que T* € K(E*), aplicando a etapa
anterior obtemos I'm(I — T*) = E*. Usando novamente a Proposigao item (ii), con-
clufmos que N(I —T) = Im(I — T*)* = (E*)* = {0}.

(d) Sejam d = dim(N(I —T)) e d* = dim(N(I — T*)). Provaremos inicialmente que
d* < d. Suponhamos por absurdo que d < d*. Como N (I —T) tem dimensao finita, entao
admite um complemento em E, que denotaremos por G. Portanto E = N(I —=T)® G e

existe uma projecao continua:

P:E— NI-T)

U+ v+—u.

Por outro lado, usando o item (b), vemos que Im(I —T) = N(I — T*)* tem codimensao
finita d* e portanto tem um complemento em E, que denotaremos por F', de dimensao d*.
Desde que d < d*, existe uma transformagao linear A : N(I —T) — F que é injetora, mas
nao é sobrejetora. Seja S =T + Ao P. Como Ao P tem posto finito, entao S € K(FE).
Afirmamos que N(I — S) = {0}. De fato, se

O=u—Su=u—Tu— (Ao Pu),
entao, como u —Tu € Im(I —T) e (Ao Pu) € F,

u—Tu=0 e Ao Pu=0,
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isto é, u € N(I —T) e Au= 0. Consequentemente v = 0, pois A é injetor. Aplicando (c)
para o operador S, obtemos que Im([/ — S) = E. Isso é um absurdo, uma vez que existe

algum f € F com f ¢ Im(A), e desta forma a equagao u — Su = f nao tem solugdo, pois
u—Su=f=u—Tu— (Ao Pu)=f.
Assim provamos que d* < d. Aplicando este fato para 1™, obtemos
dim(N(I —T)) < dim(N(I = T*)) < dim(N(I = T%)) < dim(N(I —T)).
Mas N(I —T*) D N(I —T), pela imersao candnica de T" em T** e portanto d = d*. [

Observacao 2.75. A Alternativa de Fredholm nos apresenta um resultado sobre um
operador compacto e o operador identidade sobre E. Agora sejam T € K(FE,F) e
S € L(FE,F), onde E, I sao espagos de Banach e S ¢é bijetor. Entao:

(a) N(S —T) tem dimensao finita,

(b) Im(S —T) é fechado, e mais precisamente Im(S — T) = N(S — T*)*,

(c) NS—-T)={0} = Im(S—-T)=E,

(d) dim(N(S —T)) = dim(N(S —T%)).

(a) dim(N(S —1T)) < oc.

De fato, observe que ST € K(E), pois é a composigao de um operador compacto
com um operador limitado. Agora, note que pela Alternativa de Fredholm temos
que dim(N (I — S7'T)) < oco. Como S é bijetor entao N(S) = {0}, logo

ueENWS-T)e (S—Thu=0& ST -S'"THu=0
s{I-SNHYu=0sue NI-S'T).

Portanto N (S —T) = N(I — S7'T) tem dimensao finita.
(b) Im(S — T) é fechada, mais precisamente, Im(S —T) = N(S* — T*)*.

Seja f, = (S — T)u, — f. Entao pela continuidade de S™' (resultado que iremos
demonstrar no préximo capitulo, no Corolério [3.10) temos que S~ f,, = u, — S~ 'Tu, —
S~1f. Mas como I'm(I — S™1T) ¢ fechada, existe u € E tal que S~'f = u — S™'Tu, ou
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seja, f = S(u—S™'Tu) = Su—SS'Tu = Su—Tu = (S — T)u. Portanto Im(S — T)
é fechado, ou seja, Im(S —T) = Im(S — T). E pela Proposicao item (iii) temos
que m = N(S* — T*)%, entao como a imagem é fechada teremos a igualdade
Im(S—T)=N(S*—T%"*.

(¢c) N(S—T)={0}se, es6se, Im(S—T)=F.

Se N(S —T) = {0}, entdao N(I — S™'T) = {0}. Portanto Im(I — S™'T) = E, entdo
Im(S —T) = (S — T)(E) = S(I — S'T)(E) = S((I — S'T)(E)) = S(E) = F, pois S 6
bijetor.

Se Im(S —T) = F, entao
Im(I-=S7'T)=(I-S7'"T)(E)=S5""(S-T)(E)
=S ((S-T)(E)) =5(F) = E.

Portanto pela Alternativa de Fredholm temos que N(I — S™'T) = {0}, ou seja,
N(S—T)={0}.

(d) dim(N(S — T)) = dim(N(S* — T*)).

Repare que (S*)7! = (S71)*. De fato, se S € L(E,F), entao S~! € L(F, E). Agora
sejam S* : F* — E* e (S71)* : E* — F* os adjuntos de S e S™!, repectivamente. Tome
f € F*, entao para todo u € F, temos que:

(87" 0 8 (fHu= (ST (S (f)u = (S (NS u) = F(SSu) = f(u).

Ou seja, a composigao ¢ o operador identidade sobre F*, portanto (S™1)* é o inverso &

esquerda de S*. Agora seja e € E*, entao para todo v € E vale que:
(80 (ST (e)v = S*((S71)*(e))u = (S71)*(e)(Su) = e(S™'Su) = e(u)

Lembre-se que N(S —T) = N(I — S7'T), entao N(S* —T*) = N((I — S~'T)*). Por-
tanto dim(N(S —T)) = dim(N (I — S7'T)) = dim(N((I — S7IT)*)) = dim(N(S* — T*)).

Portanto, as afirmagoes do Teorema (Alternativa de Fredholm) continuam vélidas

se trocarmos o operador identidade por um operador bijetor limitado.



CAPITULO 3

Teoria Espectral em Dimensao

Infinita

3.1 O Espectro de um Operador Compacto

No primeiro capitulo trabalhamos com a teoria espectral em dimensao finita e no se-
gundo capitulo trabalhamos com os operadores compactos e a alternativa de Fredholm.
Neste capitulo iremos trabalhar com a teoria espectral em espagos normados de qualquer
dimensao, concentrando os estudos em operadores compactos.

Seja E' # {0} um espaco normado e T : F — E um operador linear. Associamos a T

o operador
Th=(T—-M):E—FE, (3.1)

onde A é um ntimero complexo e I é o operador identidade em E. O operador T aparecera

naturalmente e serd importante no estudo das propriedades espectrais de T

Defini¢ao 3.1 (Operador Resolvente). Se o operador T) tem inverso, o denotaremos

por Ry(T), ou seja,
R\T)=T,'=(T-X)"':E—E. (3.2)

36
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O operador Ry(T) é chamado de operador resolvente de T ou, simplesmente, resolvente
de T. Em vez de R)(T) escreveremos apenas Ry se o operador T' em discussdo estiver

claro.

O nome “resolvente” é apropriado, pois Ry(7T') ajuda a resolver a equagao Thx = y. Temos
z =Ty 'y = R\(T)y, desde que Ry(T) exista.

Notemos que Ry (T") é um operador linear, pois Ry(T") é a fungao inversa do operador T} e
inversos de operadores lineares sao operadores lineares. Ver em [3], pagina 88. Exemplos
de operadores que nao satisfazem a N(T') = {0} < Im(T) = E sao osperados salto a
esquerda e salto a direita em [2.57]

Para prosseguir nossa investigacao de T, T e R, precisaremos dos seguintes conceitos, os

quais sao basicos na teoria espectral.

Definigao 3.2 (Conjunto Resolvente e Espectro). Seja T € L(FE). O conjunto

resolvente, denotado por p(T), é o conjunto definido por:
p(T) ={X e R| T\ = (T — \) é bijetor de E em E}. (3.3)

O espectro, denotado por o(T'), é o complemento do conjunto resolvente, isto é,
o(T) =R\ p(T).

Definigao 3.3 (Autovalor e Autoespago). Um nimero real A é dito ser um autovalor
de T se

N(Ty) # {0}.

O conjunto N (7)) é denominado autoespaco de correspondente ao autovalor A\. O conjunto

de todos os autovalores de T' é denotado por AV(T).

Observacao 3.4. No primeiro capitulo definimos como autovalor um escalar A tal que
a equacao Ar = Az tenha pelo menos uma solucao nao trivial, e o autoespaco corres-
pondente a A é o conjunto de todas as solucoes dessa equacao. Neste capitulo, definimos
de forma diferente, pois nao existe matriz de operador em dimensao infinita. Porém as

defini¢oes sao equivalentes para espacos de dimensao finita.

Observacao 3.5. Notemos que se A € p(T') entdo T é bijetor, logo existe T} . Neste

caso, Ry =Ty ' € L(E), como demonstraremos mais adiante.
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Observagao 3.6. Temos a inclusao AV (T) C o(T). De fato, se A € AV(T), entao T)
nao é injetor, logo nao é bijetor e portanto A € o(T) = R\ p(7). Como veremos nos
exemplos ao final do capitulo, esta inclusao pode ser estrita, ou seja, pode existir A € R

tal que:
N(Ty) = {0} e Im(T)) # E,
isto é, T é injetor, mas nao ¢é sobrejetor.

Exemplo 3.7. Como ja vimos anteriormente no Exemplo o operador salto a direita
em [2 é injetor, mas nao é sobrejetor. Estudaremos esse operador mais detalhadamente

adiante.

Teorema 3.8 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e F' dois espagos de Banach
e T : E — F um operador linear continuo que é sobrejetor. Entao existe uma constante
c > 0 tal que:

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)). (3.4)

Demonstragao. Ver Teorema 2.6 em [1], pagina 35. O

Observacao 3.9. O teorema anterior garante que a imagem direta de um conjunto aberto
em F por T é um conjunto aberto em F'. De fato, suponhamos que U C E é aberto
e fixemos yo € T(U). Entao existe oy € U tal que yo = Txg. Seja r > 0 tal que
Bpg(zg,7) C U. Observe que Bg(zo,7) = x9 + Bgr(0,7) C U. Logo:

T(BE<I0, T’)) = T(ZEO + BE<0, T)) =Txy+ T(BE<O, T’)) =Y+ T(BE(O, T)) - T(U)

Aplicando o Teorema [3.8 obtemos Bp(0,c¢) C T(Bg(0, 1)), mas observe que pela lineari-

dade do espaco e do operador temos:
Bp(0,rc) =r-Bp(0,1) Cr-T(Bg(0,1)) =T(r - Bg(0,1)) = T(Bg(0,7))
pois r > 0. E com isso concluimos que
Br(yo,rc) C T(U).

Portanto 7" leva abertos de E' em abertos de F', desde que E e F' sejam espacgos de Banach

e T seja limitado e sobrejetor.
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Corolario 3.10. Sejam F e F' dois espagos de Banach e T': E — F um operador linear

continuo que é bijetor. Entao o operador inverso 7! : ' — E é continuo.

Demonstracao. Se U C E ¢é aberto, entdao, pela Observacao [3.9] temos que
(T~H)~1(U) =T(U) é aberto. Portanto T~! é um operador continuo. O

Com isso vemos que a afirmacao feita na Observacao [3.5] é verdadeira. Basta aplicar o

Coroléario [3.10] para o caso F = F'.

Definicao 3.11 (Contragao). Seja f : X — Y uma funcao, onde X e Y sdo espagos

normados. Dizemos que f é uma contracao se existe ¢ € (0,1) tal que para todo z,y € X

tem-se que [|f(z) = f(y)l| < ¢ [lz —yl|

Teorema 3.12 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja f : X — X uma fungdo,

onde X é um espaco completo e f é uma contracao. Entao existe um tnico z € X tal
que f(z) = .

Demonstragao. Tome qualquer o € X e defina a sequéncia (x,) dada por z, = f™z.

Agora observe que para qualquer m € N, usando recursivamente a desigualdade
Hf(x) - f(y)H <c- HJJ — yH, temos:

|1 = Tl = [[f (@m) = fl@m-1)]| < ¢+ lTm — Tl
= ¢ |f(@m-1) = fam-o)ll £ [J2m-1 — Tm—s]
= f@m) = f(@ms)| < [loma — zms])

=" f () = o) < € -l — ol

Pela uso recursivo da desigualdade triangular e pela férmula da soma de uma progressao

geométrica obtemos, para todo n > m,

n—m—1 n—m—1
lm = 2all < D Nomei = Tmgiall < D (@ oy = wol)
=0 1=0
n—m—1
) 1—cvm
_ m+e | | _ —_—em - - _ )
( — ¢ ) |21 — 2ol = ¢ 1— ¢ |21 — ol

Desde que ¢ € (0,1), temos 1 — ¢"~™ < 1, pois n > m. Consequentemente,

Cm
lom = @nll < 7 - llor = @oll.
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Como ¢ € (0,1) e ||z1 — xo|| é uma constante, ||z, — || fica suficientemente pequeno
quando m é suficientemente grande e n > m, portanto (x,) é uma sequéncia de Cauchy.

E X é completo, entao existe x € X tal que z,, — x. Agora, observe que:

e = F@)l = [z = zm + 2m = f@)]| < N2 = 2]l + [l2m = f(2)]]

= llz = zmll + 1f (@) = F@ < llz = 2l + - fJamn — ],

e podemos fazer a segunda parte da desigualdade suficientemente pequena, pois x,, — .
Disso, concluimos que ||z — f(x)|| = 0, ou seja, z — f(x) = 0 ou x = f(z). Isso mostra
que f tem um ponto fixo. Para finalizar, suponhamos que exista um outro ponto fixo,

y € X tal que f(y) =y. Entao:

[z =yl = [[f(x) = fW)l <c-llz =yl © 0 < (c=1)- |z -yl

o que implica que ¢c—1 > 0, ou seja, ¢ > 1, pois ||z —y|| > 0. Absurdo. Portanto f possui

um unico ponto fixo. n

Proposigao 3.13. O espectro de o(T') de um operador limitado T': E — E, onde E é

um espaco de Banach, é compacto e
o(T) < [=[IT], I1T°1I]

Demonstragao. Seja A € R tal que [A| > ||T']|. Queremos mostrar que T} é bijetor, o que
implica que o(T) C [—||T|, ||T||]. Dado f € E, a equagdo Thu = Tu — Au = f tem uma
tinica solugao. Reescrevendo a equacao, obtemos u = A™1(Tu — f). Agora, considerando
a fungao S : E — E, dada por Sv = \™1(Twv — f), temos que S é uma contracao. De fato,

sejam v, w € F. Temos:

IS0 = Sull = XN (Tv = £) = XN (Tw = )l = N (To— f = Tw+ ]|
7o~ Tul _ @ —wll T
R EYRPY

Observe que % < 1, pois ||T|| < |A|. Entao S : E — E é uma contragao ¢ £ é um

espaco de Banach, logo completo. Aplicando o Teorema m (Teorema do Ponto Fixo de
Banach) temos que existe um tnico u € F tal que Su = u, ou seja Tu— Au = f. Portanto

Ty ¢é bijetor e consequentemente o(1") C [—||T[|, ||T]]]-
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Agora mostraremos que p(T') = R\ o(T') é aberto. Inicialmente tome A\g € p(T). Dado

A € R (suficientemente proximo de \g) e f € E, tentaremos resolver a equagao
Tu— \u = f. (3.5)
A equagao (3.5)) pode ser reescrita como
Tu— Xu=f+ (A= Xo)u,

isto é,

u= (T —NI)7'[f + (X = Xo)u] = Ry, [f + (X = No)ul. (3.6)
A equagao (3.6 é valida desde que Ay € p(T'), dada a Observacao Agora podemos
definir uma funcao S : £ — E, dada por Sv = Ry [f + (A — Ao)v], para todo v € E.

Temos que S é uma contragao desde que A seja suficientemente préoximo de Ag. De fato,

se v,w € F temos:

[1Sv — Swl| = [[R, [f + (A = Ao)v] = Ry, [f + (A = Ao)uw]]]
= [|[ R [f + (A= Ao)v — [ = (A = Ao)u]]
= [ Bo[(A = o) (0 = w)][| = [[(A = Ao) - Rag(v —w)]
= A= Aall| Bag (0 = w) || < [A = Ao[l|[ B, [l [[v = wl],

entdo S é uma contragao, pois |A — Ag| - [|Ra,|| < 1. Aplicando novamente o Teorema
3.12| (Teorema do Ponto Fixo de Banach) a equagao tem uma tnica solucao para
todo f € E, logo T\ é uma bijegdo e portanto A € p(T'), como queriamos. Portanto
p(T) é aberto e, consequentemente, o(7') é fechado. Como ja mostramos que o espectro

é limitado, entao o(7T) é compacto. O

Teorema 3.14. Seja T' € K(F) com dim E = oo. Temos:
(a) 0 € o(T),
(b) o(T)\ {0} = AV(T) \ {0},

(c¢) Um dos seguintes casos é valido:
i J<T) = {0}7
e o(T) é um conjunto finito,

e o(T) é uma sequéncia convergindo para 0.
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Demonstracao.

(a) Suponha que a afirmagao nao é vélida, isto é, 0 ¢ o(T"). Entao T' =T — 0I é bijetor
e pela Observagao temos que 7! € L(E). Agora, aplicando a Proposigao temos
I=ToT ! e K(E), entao m = Bp é compacto e, consequentemente, pelo Teorema
2.64| (Teorema de Riesz) dim F' < co. Absurdo, pois por hipétese, E tem dimensao infi-

nita. Portanto 0 € o(T).

(b) Seja A € o(T) \ {0}. Queremos mostrar que A é um autovalor de 7. Caso nao seja,
entdo N(T'— A\I) = {0}. Tomemos v € N(T — A\I). Entao, como A # 0,

1 1
(T—)\[)u:0<:>—)\-(_—>\T+[)u:O<:>(I—XT)u:O.

Portanto {0} = N(T'—\I) = N(I —1T), pela Proposi¢ao sabemos que sT € K(E) e
pela Alternativa de Fredholm item (c) (Teorema [2.74)) temos que Im(I —$T') = E. Agora

observemos que
A 1
Im(T —XI)=1Im [X(T_ /\])] = Am (I — XT) =\ =FE,

pois A # 0. Portanto T' — Al é bijetor, logo A € p(T). Absurdo, pois por hipotese
A € o(T)\ {0}, ou seja, A € AV(T) e com isso o(T)\ {0} € AV(T). Por outro lado, pela
Observagao [3.6 sabemos que AV (T') C o(T). Portanto o(T) \ {0} = AV(T) \ {0}. O

Lema 3.15. Sejam T' € K(FE) e (An)neny uma sequéncia de nimeros reais, distintos dois

a dois, tal que

A — A

A € 0(T)\ {0} VneN.
Entao A = 0. Em outras palavras, todos os pontos de ¢(T) \ {0} sdo pontos isolados.

Demonstragao. Sabemos do Teorema item (b) que A, € AV(T); Tome
en € N(T — N\,JI) \ {0} de tal modo que (T — A\,I)e, = 0. Seja E, o espaco gerado
por {ei,...,e,}. Afirmamos que E,, C E, 1, E, # E,1 para todo n. Mostraremos por

indugao, para n = 1 s6 existe o conjunto E; e logo vale. Agora nossa hipétese de indugao
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diz que vale para um n qualquer, ou seja, que {ej,...,e,} é um conjunto linearmente

independente. Suponha por absurdo que e, = >, a;e;. Entao

n n
Teni1 = Apsi1lnt1 = Ang1 E Qi€; = g QA 416€5
i=1

=1

T6n+1 = T(zn: aiei) = zn: OZZ‘TBZ‘ = zn: OZZ)\Z'BZ'.
=1 i=1 i=1

Tirando a diferenca das duas formas de T'e, 1 obtemos

iaﬁ\nﬂei - i%’)\iei = iai<)\n+1 - >\z‘)67; = 0.
i=1 i=1 i=1

Isto significa que ;(Ap+1—Ai) = 0, para todo i € {1,...,n}, pois por hipétese {ey,...,n}
¢ um conjunto linearmente independente. Com isso, a; = 0 para todo ¢ € {1,...,n}, pois
Ai # Aj sempre que ¢ # j por hipdtese, entao e,;; = 0. Absurdo, desde que e,;; é um
autovetor, portanto nao nulo. Com isso, provamos que E, C F, 1, F, # E,.1 para todo
n € N.

Aplicando o Lemam (Lema de Riesz), podemos construir uma sequéncia (uy, ),en de tal

modo que u, € Ey, |[u,|| =1 ¢ d(uy, En,—1) > 3 para todo n > 2. Paran > m > 2 temos:
E, 1CEFE,CFE, CE,.

Por outro lado, se v € (T — \,)E,, entao existe u € F, tal que (T'— A\, I)u = v, onde
U= Z%‘Gi- De fato,

i=1

(T — N Du= (T — N\, 1) (i aiei) = z": a (T — A\ 1)e; = Zn: a;(Te; — \pe;)

=1 =1 =1

3
3
|
—

= Zaz<)\zez — )\nez) = Z Oéz(/\z — )\n)ez = az(/\z — )\n)61 = .
=1

i=1 i=1

Com isso v € E,,_y. Logo (T — \,)E,, C E,_;. Portanto temos:

Tu, Tu, Tu, — M\, Tty — Aptm n
- == - Up — Um
B (T — \pDuy, (T — N 1)uy,
= ||u, { 3 " + U,

M| = 3

2 d(un7 Enfl) Z

Y
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(T = A Dum (T — Aoty
Am An

dos vetores (T'— Ay D) up, € Eppoy C By, (T — N )uy, € By € uy, € By C Ey .

Se Ay, > Ae X #0,comoT € K(F) e u, € Bg, para todo n € N, entdo podemos

uma vez que + U, € E,_1, pois é uma combinagao linear

assumir, pela definigao de operador compacto, uma subsequéncia adequada de (T'u,,) que

seja convergente, que seguiremos denotando por (T'u,). Assim,

Tu, Tuy, Tu Tu| 0
An Am A AT
Isso é um absurdo, ja que ‘ T/\Z“ — T/\%H > % sempre que n > m > 2. Entao A = 0. O

Demonstragao do item (c¢) do Teoremal3.14]

Para todo inteiro n > 1 o conjunto

a(T)ﬂ{AERHMZ%}

é finito (caso contrario, desde que o(7") é um conjunto compacto, existiria uma sequéncia

de nimeros reais, distintos dois a dois, convergente para A > —, e isso contradiz o Lema
n

3.151) Consequentemente, se o(7T") possui uma infinidade de pontos distintos, podemos

ordena-los como uma sequéncia convergindo para 0. O

Observagao 3.16. Dada qualquer sequéncia («,) convergindo para 0, existe um operador

compacto T de tal modo que o(T) = (a,) U{0}. Em [? ¢ suficiente considerar o operador

Tu = (uy, QoUg, ..., Qply, . ..), onde u = (U1, Uz, ..., Upy,...). Seja a = sup{(ay,)}.
Entao:
o0 o0 oo oo
ITul)* = Jamun| < Janllua] < lolfunl = |a] Y fun| = |aul| < oo
n=1 n=1 n=1 n=1

Portanto Tu € 1> e T estd de fato bem definida.  Observe também que se
Tou = (aqug,...,a,u,,0,0,...), entdo T,, converge para T, onde cada T,, é de posto
finito, ou seja, T' é limite de operadores de posto finito, logo, pelo Corolario [2.46] T é
compacto. Com este exemplo, vemos que para um operador 7' qualquer, podemos ter
0 € AV(T) ou 0 ¢ AV(T). No caso em que 0 é um autovalor, o nicleo ou autoespago

correspondente, N(T'), pode ser de dimensao finita ou infinita.
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3.2 Decomposicao Espectral de um Operador

Compacto Autoadjunto

Definigao 3.17 (Espago de Hilbert). Dizemos que H um espago vetorial real munido
com um produto interno é um espaco de Hilbert se H é completo com a norma induzida

pelo produto interno.

Seja ' = H um espaco de Hilbert e T' € L(H). E possivel identificar H* e H, e assim
podemos ver T* como um operador limitado de H em si mesmo (Veja a se¢ao 5.2 do
Brezis). Usaremos a partir de agora Sy = {u € H | (u,u) = 1}, onde H representa um

espago de Hilbert.

Definicao 3.18 (Operador Autoadjunto). Um operador T' € L(H) é dito auto adjunto

se T* =T, isto é,
(Tu,v)y = (u, Tv) Yu,v € H.

Definigao 3.19 (Denso). Sejam E um espago normado e X C Y C E. Dizemos que X
é denso em Y se Y C X. Observe que se £ =Y ou Y é fechado vale a igualdade.

Definigao 3.20 (Enumeravel). Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que X é enu-

merdvel se X é finito ou existe uma funcao bijetora de X em N.

Definicao 3.21 (Espago separavel). Seja £ um espago normado. Dizemos que Y C E é
separdvel se existe um conjunto X C Y tal que X é enumeravel e denso em Y. Observacao:

se Y = FE, entao dizemos que o espago ¢é separavel.

Definigao 3.22 (Base de Hilbert). Seja H um espago de Hilbert. Dizemos que uma
sequéncia (e,),>1 C H é uma base ortonormal ou base de Hilbert se satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) ||en|l = 1 para todo n € N e (e,, e,,) = 0, sempre que m # n;

(1) O espago gerado por (e;,),>1 ¢ denso em H.

Observacao 3.23. Observe que agora estamos trabalhando com H sendo um espaco de

Hilbert sobre o corpo R. Entao as seguintes consideragoes sao validas:

(a) Sobre a definigdo de produto interno, temos que (z,y) = (y,z) = (y, ), pois (y,z) €
R.
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(b) Do item (a) concluimos que o produto interno real é linear na segunda coordenada,
pois fixando x € H na primeira coordenada, temos (z, \y + z) = X\ - (z,y) + (z, 2), para
todo y,z € H e para todo A € C.

(c) O operador identidade é autoadjunto, isto ¢é, (Iz,y) = (z, Iy).

(d) Uma combinagao linear de operadores autoadjuntos é um operador autoadjunto. De

fato, se A € C e S,T € L(H) sao auto adjuntos, entao:
(AT + S)x,y) = - (Tx,y) + (Sz,y) = X+ (z, Ty) + (z,Sy) = (x, AT + )y).

(e) Se H ¢ um espaco de Hilbert e T € L(H) ¢é autoadjunto, entao Im(T)*+ = N(T). De
fato, u € N(T) & Tu = 0 & (Tu,v) = 0, para todo v € H < (u,Tv) = 0 para todo
v e H < (u,w) =0 para todo w € Im(T).

Proposicao 3.24. Seja T' € L(H) um operador auto adjunto. Denotamos

m = inf (Tu,u) e M = sup (T'u, u)

ueSH ueSy

Entao o(T) C [m, M] e m,M € o(T). Além disso, ||T'|| = max{|m|, |M|}.

Demonstracao. Seja A > M. Provaremos que A € p(7"). Temos:

) = (Jalr (5 ) bt ) = Tl (7 (25 )i ) < M,

onde u € H \ {0}. Também vale para u = 0, pois 0 = (Tu,u) < M|ul|> = 0. Ou seja,
(Tu,u) < Mlul*, VucH,
e portanto:
(M — Tu,u) = Mu, u) — (Tu,u) > Mul|> = M||u|®* = ||lul*- (A= M), VueH,
onde A — M > 0. Aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz [2.11], temos:
I = T)ullflul = [(A = T)u, u)| > [|ull® - (A = M),

ou seja, |[(Al —T)ul|| > (A — M) - ||u||, para todo u € H. Observe que se (Al —T)u = 0,
entao u = 0, pois (A— M) - ||u|| < [[(M —T)u|| = 0, e assim, |Ju|| = 0, ou seja, T' é injetor.
Pela Observagcao itens (c) e (d) temos que \I —T' é autoadjunto e do item (e) temos

que Im(T)*+ = {0}, ou seja, a imagem de T contém uma base de Hilbert de H, isto &,
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Im(T) = H. Agora, tome y € H. Entao existe uma sequéncia z,, € H tal que Tz, — v,

ou seja, (T'x,) é convergente, logo de Cauchy. Dado € > 0 existe ny € N tal que

A= M) - flzn —zm | <N =T) (@0 = 2m)|| = A = T)an — (A = T)am||

<(A=M)-e= ||z, — zn| <e,

sempre que n > ng. Portanto (z,) é de Cauchy e como H é completo existe z € H tal que
x, — x. Como T' é continua, entdao T'x,, — Tz, e como o limite é unico, y = Tz € Im(T).
Portanto Im(T) = H e T é sobrejetor. E com isso, deduzimos que AI — T' é bijetor e

consequentemente A € p(T'). Analogamente, se A < m teremos que
(Ta)u, u) = (Tu,u) — Mu,u) > mflul]* = Ajul® = (m = N[ul*  YueH

onde m — A > 0. E, com isso, concluimos que o(T") C [m, M].

Essa foi a primeira parte da demonstragao. O restante pode ser encontrado na Pro-

posi¢ao 6.9 em [1], pagina 165. ]

Coroldrio 3.25. Seja T' € L(H) um operador autoadjunto tal que o(7) = {0}. Entao
T =0.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que 7" # 0. Entao ||T|| > 0. Pela proposigao
anterior temos que m # 0 ou M # 0, pois |T|| = max{|m|,|M|} > 0. Suponha-
mos sem perda de generalidade que m # 0, entdo pela Proposicao temos que
0# m € o(T) = {0}, absurdo. Portanto T" = 0. O

Teorema 3.26. Todo espaco de Hilbert separavel possui uma base ortonormal.
Demonstragao. Ver Teorema 5.11 em [I], pagina 143. [

Observacao 3.27 (Existéncia do Vetor Minimo). Seja H um espago com produto
interno e ) #Y C H. Para todo z € H, o Teorema do Vetor Minimo nos garante a
existéncia e unicidade de um vetor y € Y, mas para a demonstragao da existéncia basta

que Y seja completo. Caso seja convexo também obteremos a unicidade.

Observacgao 3.28 (Axioma da Escolha). Seja X um conjunto de conjuntos nao vazios,
isto é, se y € X, entao y é um conjunto e y # (). O Axioma da Escolha nos diz que existe

uma funcao escolha

f: X = UX, onde UX = U z, tal que f(z) € z, para todo z € X.
zeX
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Teorema 3.29. Seja Y um subconjunto de um espago de Hilbert H. Entao:

(a) Y é completo se, e somente se, Y é fechado.

(b) Se Y é um subespago de dimensao finita, entdao Y é completo.

(c) Se H é separdvel e Y é fechado, entdao Y também é. De forma mais geral, todo

subconjunto fechado de um espaco com produto interno separavel é um espaco separavel.

Demonstracao.

(a) (=) Se (x,) é uma sequéncia em Y que converge para algum z € H, entao pela
Observagao temos (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Como Y é completo entao (z;,)
converge para algum y € Y. Entao pela Proposicao temos que x = y € Y e como
(x,) é arbitraria concluimos que Y é fechado.

(<) Se (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em Y C H, entdo, como H é completo, entao ()
convergente para algum x € H. Agora, como Y ¢é fechado teremos que x € Y. Portanto

Y é completo ja que (z,) é uma sequéncia arbitraria.

(b) Sejam (z,,) C Y uma sequéncia de Cauchy e e = (e, ..., ;) uma base ortonormal
de Y. Entao para todo n € N temos que x, = Zle ainé;i, onde oy, € C. Agora dado

€ > 0 existe ng € N tal que ||z, — z,,]|* < €2, sempre que n,m > ng. Observe que:

2 2

k k k
2 _
|Zn — Tm|” = E Qin€; + g Qimil| = g (Qin — Qi) €;
i=1 i=1 i=1
k k
= E (Qin — Qi )i, E (Qin — Qim)€i
i1 i=1
k k
= [ D (i = aim) | - [ D (jn —jm) | - (eir )
i=1 j=1
k
_ 2 _ 2
= 5 |Qin, — Qi |” < € = | — aim| < €,
i=1
sempre que n > ng, onde (e;,e;) = d;;, pois e é uma base ortonormal. Entao, para
todoi=1,...,k, temos que (a;,) C C é uma sequéncia de Cauchy. Como C é completo
existem escalares «;, paratodo: =1,..., k, tais que «;, — «;. Desta forma, z,, > x € Y,

onde z = Zle a;e;. De fato, dado € > 0 existe ng € N tal que |a;, — oy| < 1, para todo
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1=1,...,k, sempre que n > ng. Agora, observe que:
k k k
|zn — || = Zamei - Z aiei| = || (i — ai)e;
' ' i=1
k ko,
<3 (o —ail-fel) < 3£ =
i=1 =1
sempre que n > ng, lembrando que |le;|| = 1, pois e é uma base ortonormal. Portanto

(x,) é convergente e, consequentemente, Y é completo
(c) De fato, para Y enumeravel nada hé para demonstrar, pois Y C Y

Como H é separavel, existe Z C H

Agora suponhamos que Y é nao enumeravel
enumeravel tal que Z = H. Recordando que Y é um fechado em um espaco completo

entdo pelo item (a) teremos que Y é completo.

Agora, para todo z € Z, pela Observagao da Existéncia do Vetor Minimo [3.27] existe
Denote por X, o conjunto de todos os vetores y tais

y €Y tal que d(z,Y) = ||z — y|.
Note que X, # (), para todo z € Z. Logo existe uma funcao

que d(z,Y) = [lz — y|.

g:Z—={X,|z€Z} =W tal que g(z) = X,.

Consideremos a funcao escolha do Axioma da Escolha sobre W, sendoh: W — X
dada por h(X,) = y de forma que y satisfaz d(z,Y) = ||z — y||. Tome f: Z — X dada

por f = ho g, onde

X:UXZ.

z€Z

Se yo € Y, entdo existe uma sequéncia (x,) C Z tal que z, — yo. Dado € > 0, existe
n1 € N tal que ||z, — yol| < §, sempre que n > n;.
Observe que, como z, — 9o € Y C Y, entdo d(z,,Y) — 0, pois

d(z,,Y) = inf [z, — yl| < [lzn —oll — 0.

yey

Portanto, existe ny € N tal que d(z,,Y) < $, sempre que n > ng
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Tome ny = max{ni, ns}, entao

f(xn) = yoll = |yn — voll = lyn — 20 + 20 — 0|

< My = all + [l2n = oll
€

— €
=d(x,,Y n— Ul < =
(0 Y) + Il = yll < 5+ 5

:67

sempre que n > ng e onde y, = f(z,), ou seja, y, — yo. Portanto Y C f(Z), com f(Z)
enumeravel, pois Z é enumeravel. Portanto Y é separavel.

]

O préximo teorema é um resultado fundamental. Ele afirma que todo operador com-

pacto autoadjunto pode ser diagonalizado em alguma base adequada.

Defini¢ao 3.30 (Soma de Hilbert). Seja (E,) uma sequéncia de subespagos fechados
de H. Dizemos que H é um soma de Hilbert dos E,’s e escrevemos H = @, F,, se:

(a) Os espagos E,,’s sdo mutuamente ortogonais, isto é,

(u,v) =0Yue E,YveE, n#m,

o0
(b) O espago vetorial gerado por U E, é denso em H.

n=1
Teorema 3.31. Sejam H um espago de Hilbert separdvel e T € IC(H) um operador

autoadjunto. Entao existe uma base de Hilbert composta de autovalores de T

Demonstracao. Seja (\,)n>1 uma sequéncia, nao necessariamente infinita de todos os (nao

nulos e distintos dois a dois) autovalores de T' (veja o Teorema [3.14). Fagamos:
MN=0, Ey=N(T) e E,=NT-X\1), Vn>1.
Recordando que
0< By <o e 0< B, < .

Afirmamos que H é a soma de Hilbert dos E!s, n=0,1,2,...
(i) Os espacos (E,)n,>1 sdo mutualmente ortogonais.

De fato, se u € E,, e v € E,,,, com n # m, entao

Tu = A,ueTv= M\,
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de modo a
Am(u, v) = (T'u,v) = (u, Tv) = \,{u,v),
ou seja,
Am (U, v) — A (u, v) = (A, — Ap)(u,v) = 0.
Como A, — A\, # 0, pois m # n, entao
(u,v) = 0.

(i) Seja F' o espago vetorial gerado pelos espagos (E,),>0. Queremos mostrar que F
¢ denso em H.
Observe que, para todo u € F existem sequéncias (uy, ),>0, onde u,, € Fy, € (¢;)n>0 C R

tais que u =Y - ¢,u,. Entao

Tu=T (f: cnun> = ichU” = icnx\nun e F.

n=0 n=0 n=1

Portanto T'(F) C F. Para todo u € F1 entdo para todo v € F tem-se que (u,v) = 0.
Portanto (T'u,v) = (u, Tv) = 0, pois Tv € T(F) C F. Segue disso que T'(F*) C F*.

O operador T restrito a F* serd denotado por Tj. Este é um operador compacto
autoadjunto em F*. Afirmamos que o(Ty) = {0}. Suponhamos que ndo; entdo existe
0 # X\ € o(Tp). Desde que A € AV(Ty), ha algum u € F4, u # 0, tal que Tou = Au.
Portanto A é um autovalor de T', logo A = \,, para algum n > 1. Deste modo u € E,, C F.
Desde que u € F N F*, deduzimos que u = 0; contradizendo a hipotese. Concluimos que
o(Ty) = {0}.

Aplicando o Corolério , deduzimos que T = 0, isto é, T se anula em F~*. Segue
que F- C N(T) C F e consequentemente F- C F. Isto implica que F* = {0}, e também
que ' é denso em H.

Finalmente, escolhemos em cada subespaco E, uma base de Hilbert, chamada de B,.
A existéncia das bases para n > 1 é justificada, pois como T é compacto, a Alternativa
de Fredholm nos dé que a dimensao de cada FE,, ¢é finita. Para justificar a existéncia
da base de Ej ¢é s6 aplicar o Teorema pois como Ey = N(T') é fechado, temos pelo
Teorema que Ejy é completo, logo de Hilbert, e separavel. Para todos m,n € N, com

o0

m # n, temos que as bases B, e B,, sdo independentes. Consequentemente B = U B,
n=0
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¢ uma base de F'. Portanto B é uma base de Hilbert de H composta de autovalores de
T. O

Observacgao 3.32. Seja T um operador compacto autoadjunto. Da analise anterior vemos

que podemos escrever qualquer elemento © € H como

o0
u = E Up, COM U, € F,.

n=0

Entao Tu=T(>" " gtn) =D oo Tup =Y 7 Ayt Dado um inteiro k > 1, seja:

k
Tiu = Z AU, -
n=1

Temos que Ty,(H) estd contido nos espagos G, = UF_ E,. Sendo uma unido finita de
espacos de dimensao finita, cada G tem dimensao finita. Portanto, T}, é um operador de

posto finito e vale:

T —T| < sup |\u] =0 quando k — oo,
n>k+1

pois, observando que (\,) é uma sequéncia de autovalores de T, pelo Teorema te-
mos que A, converge para (. Vemos assim que, em um espaco de Hilbert, todo operador
compacto autoadjunto é o limite de uma sequéncia de operadores de posto finito. Esse
resultado continua valido sem a hipdtese do operador ser autoadjunto, embora nao de-

monstremos aqui esse resultado mais geral (veja a Observacao [2.47)).

3.3 Exemplos e Contraexemplos

Com o objetivo de estudarmos alguns operadores que servem de exemplos relaciona-
dos com as definigoes e resultados vistos anteriormente, definiremos o espaco I?(R), com
1 < p < oo, um subespacgo do espaco das sequéncias reais. Mais especificamente, analisa-
remos propriedades espectrais de dois operadores em (2, o salto & esquerda, S., e o salto

a direita, Sy, dentre outros exemplos.

Definigao 3.33 (O espago [P(R)). O espaco [P(R), onde 1 < p < 00, é 0 espaco de todas

as sequéncias reais, r = (x1, 2, ..., Ty, ...), tais que:

o0
Z |z;|P < 0.
i=1
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Para o caso, p = oo, o espago IP(R) é o espago de todas as sequéncias reais,
x = (21,%2, ..., %y, ...), tais que

sup |z, | < oc.

neN
Definigao 3.34 (Salto a4 esquerda e Salto a direita). Sejaz € [P(R), onde 1 < p < oc.
Definimos o operador salto a esquerda S : IP(R) — [P(R) por:

Set = Se(x1, 29, ..., Tpy . .) = (To, T3, ..o, Tyt .- -)-
O operador salto a direita Sy : IP(R) — [P(R) é definido por:
Sex = Se(x1, T2, Tpy o) = (0,21, .., Tpq, - - ).

Observagao 3.35. A norma em [P, para 1 < p < oo, dada por:

0 »
]l = (Z Ixi\p> :
i=1

[2]] = sup [z,
ieN

para todo x = (21, x9,...) € [P.

Ja a norma em [*° é dada por

para todo x = (z1,x2,...) € IP.
Proposicao 3.36. Sejam £ =[P, com 1 < p < 0o e (\,) um sequéncia limitada em R.
Consideremos o operador 17" € L(E) definido por:
Tr = (Mx1, Ao, ..., Mgy, - - ),
onde x = (z1,29,...) € E. Entao T € K(E) se, e somente se, A, — 0.

Demonstragao. (=) Seja T € K(E), e suponhamos por absurdo que A, - 0. Entao como
(An) ndo converge para 0 existe § > 0 e uma subsequéncia A, tal que |\, | >  para todo
k € N. Repare que para k > j, onde 1 < p < 00, temos:
||T(6nk) - T(€n].)||p = ||)\nkenk - )\njenj ||p
=100, .,0, =X, 0,0, A, 0, )|JP

o0

= Z"%lp = ’ - )\nj’p+ P‘nk‘p
=1

= A [P 4 [An, [P > 67 + 07 > o7
= [ T(en,) = Tlen))ll > 0.
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E para p = oo temos: ||T(en,) — T(en,)|| = sup{|An,|, | An;[} = [An,| > 0. Portanto

(T'(en,)) C T(Bg) C T(B) nao admite subsequéncia convergente. Absurdo, pois 1" é

compacto, ou seja, T'(B) é compacto.

(<) Suponhamos que A, — 0. Consideremos os operadores T), : [P — [P dados por

T,x = (Mzx1,..., A2y, 0,...), para todo n € N, que s@o operadores de posto finito.
Afirmamos que T,, - T. Se 1 < p < oo, dado € > 0 existe ng € N tal que para todo
xr € Bg:

Tz = Txl|P = D sl = D NPl <& > afP < laf < e,

1=n+1 i=n+1 i=n+1
sempre que n > ng, o que mostra que T, — T. Agora, se p = oo, dado ¢ > 0 existe

no € N tal que para todo = € Bg:
| T2 — TP = sup{|\iz;|} = sup{|Ail[z:|} < sup{|\i|} <,
>n >n >n

desde que n > ng. E novamente 7T,, — T. Portanto, para qualquer 1 < p < oo, temos

pelo Corolério que T é compacto. n
Proposigao 3.37. Sejam F e F dois espagos de Banach, e T € K(E, F'). Se dim(E) = oo,
entao existe uma sequéncia (u,,) em E tal que ||u,|| =1 e ||[T'u,| — 0.

Demonstra¢ao. Suponha que para toda sequéncia (u,) C E com |u,| = 1, temos

| Tw,|| - 0. Isso implica que existe § > 0 tal que:
HT(ﬁ)H >5, YuelE, ut0=||T()||>6-|ul, VueE.
u
Assim, T é injetora. Afirmamos que Im(T) é fechado. De fato, seja (y,) C Im(T) tal
que y, — y € F. Escrevendo y,, = T'x,, vemos que (T'z,) é de Cauchy em F. Assim,

| Tz, — Txy||
f %

Entao (x,) é uma sequéncia de Cauchy em F, e como E é completo, existe x € E' tal que

0.

x, — x. Como T é continua, T'x,, — Tx. Pela unicidade do limite temos que y = Tz,
mostrando que Im(7T) é fechado. Consideremos agora o operador Ty € K(E,Im(T)),
Ty = T. O operador Ty é uma bijecao, entao pelo Corolario m, ;' € L(UIm(T), E).

Assim,

Bg = Bg =T, ' (To(Bg)),
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ou seja, Bg é compacto pela Observacao m pois T~! é continua e Ty(Bg) é compacto.
Portanto, pelo Teorema de Riesz [2.64] dim(FE) < oo, contradizendo a hipétese. O

Proposicao 3.38. Sejam E e F' dois espagos de Banach, e T € I(E, F)). Suponha que
Im(T) é fechado. Temos:

(1) T é um operador de posto finito.

(2) Se dim(N(T')) < oo, entao dim(E) < oo.

Demonstracao.

(1) Como Im(T) é fechado, ele é completo, pela Proposi¢ao e portanto é um
espago de Banach. Assim, T' € L(F,Im(T)) é sobrejetor. Pelo Teorema da Aplicagao
Aberta , existe ¢ > 0 tal que Bruq) C ¢ T(Bg), 1080 Bimry C ¢+ T(Bg). Assim,
Bim(r) € compacto, pois ¢ um fechado contido em um compacto, pela Proposi¢ao M
Portanto, pelo Teorema de Riesz [2.64, dim(Im(T)) < oo.

(2) Suponhamos que dim(E) = oco. Sejam B uma base de N(T'), e C' o comple-

mento de B para uma base de E. Afirmamos que C' tem finitos elementos. De fato,
o conjunto T(C) = {Tu | u € C} gera a imagem de T, além disso, se tomarmos
Yo ANTu, = T(OO Nw) = 0, onde Tw; € T(C). Entao > Nu; € N(T), entao
A = 0, para todo i = 1,...n, pois os vetores u;’s estao em C' e sao linearmente indepen-
dentes ao vetores de B. Portanto T'(C') é 1.i. e entdao uma base da imagem. Logo o niimero
de elementos em T'(C') e C' é finito e, consequentemente, B tem infinitos elementos. Ou
seja, dim (N (7)) = oo. Portanto dim(N(7')) < oo implica que dim(E) < oo. O

Proposicao 3.39 (Propriedades Espectrais dos Saltos). Se considerarmos os ope-
radores “salto & direita” e “salto & esquerda”’em [?(R), entao as seguintes propriedades
sao validas:

1 - Tais operadores nao sao compactos e ambos tém norma 1, isto é, ||Sy|| = ||Se|| = 1.
2 - O conjunto de autovalores de Sy é vazio, isto é, AV (S,) = 0.

3 - O espectro de Sy é 0(Sq) = [—1,1].

4 - O conjunto de autovalores de S, é AV (S.) = (—1,1). E seus autoespagos sao unica-
mente gerados, isto ¢, existe um x € E tal que N(S. — \I) = {tz | t € R}, onde A\ é um
autovalor de S..

5 - O espectro de S, é o(S,) = [—1,1]

6 - Além disso, S = S, e S; = Sa.

Demonstracao.
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(1) Para todo = € E temos || Syx||* = Y oo, |z|* = ||z||?, portanto ||S4|| = 1.
E para todo = € E temos [|Sex||? = Y oo, |ai|* < ||z?, entao ||Se|| < 1. Porém, observe
que, para es = (0,1,0,...,0,...) temos que ||ea]| = 1 e ||Seez|| = 1. Entao ||S.|| > 1.
Portanto [|S.|| = 1.

Veja que para todo x € E temos que
(Se 0 Sg)xr = Se(Sqz) = Se(0, 21, 29, ...) = (21, 29,...) = x,

entdo S, o Sy = I, o operador identidade. Suponha que S; € K(E) ou S, € K(F), entao
pala Proposicao [2.48| a composicao deles também sera compacto. Mas isso é um absurdo

pois o operador identidade nao é compacto em espacos de dimensao infinita. Portanto

Sa ¢ K(E) e Se ¢ K(E).

(2) Suponhamos que exista a € AV(Sy), entdo existe x € [?, com x # 0 tal que

Sqx = ax. Entao:
(0,21, z9,...) = (axy, g, ...) = ax; =0,

entao ou a = 0, mas nesse caso r = 0 o que é um absurdo, ou z; = 0. Caso x; = 0,
entao axry = 0 e analogamente x5 = 0, pois @ = 0 implica em x = 0. E assim por diante,
concluimos que x,, = 0 para todo n € N, ou seja, x = 0. Absurdo, pois z # 0 por hipotese,
entao nao existe a € AV(S,). Portanto AV (Sy) = 0.

(3) Ja sabemos, pelas observagoes iniciais, que o(Sy) C [—1, 1].
Seja agora A € [—1,1]. Afirmamos que S; — AI nao é sobrejetor, YA # 0. Se A = 0, entao
ja sabemos que S; — Al = Sy nao é sobrejetor.

De fato, se y = (—1,0,0,...), entdo (S; — Al )z # y, para todo = € I?, pois
(Sg— M)z = (0,21,29,...) — ANz, 22, 23...) = (= ATy, 21 — ATg, To — AT3,...).

Se (Sg — M)z =y, entdo —Ax; = —1 ou &1 = % Assim, 11 — Ay = % — Axg = 0, entao

. . , n
Ty = % Assim sucessivamente, concluimos que x,, = /\in = (%) . Mas, neste caso,

00 00 21
el =3l =3 (5) o
i=1

=1

pois |%| > 1. Assim, = ¢ [°.

Portanto, [—1,1] C 0(S4), o que prova que o(S;) = [—1,1].
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(4) Seja A € (—1,1), e consideremos agora, z = (1,\,\%,...,\",...). Entao z € [?

pois ||z||* =1+ z:(/\i_l)2 < 00, uma vez que |A| < 1.
=2

Sex = (NA N ) = M1, N2 ) = A,

Entao A € AV(S,) ou (—1,1) € AV (S.). Como AV (S,) C o(S.) C [—1,1], resta verifi-

carmos se 1 e —1 sdo autovalores.

Se Sex =z, entdo x; = 29 = 3 = .... Como z € [?, entdo x = 0. E se S,z = —x, entdo
X1 = —Ty =23 = —24 = .... E como antes, x € [?, entdao x = 0. Assim, 1 ¢ —1 ndo sao
autovalores.

Portanto AV(S.) = (—1,1). Os autoespagos associados ao autovalor A sao da forma

N(S. — AI) = {t(1,\,\%,..) | t € R}.

(5) J& mostramos que (—1,1) = AV(S.) C o(S.) C [-1,1]. Resta verificar se
{-1,1} C o(S.). Mas sabemos que o espectro é um compacto, entdo a unica possibi-
lidade é o(S,) = [—1, 1].

(6) Queremos calcular S%, sabemos que para todo x,y € [? tem-se que

(Sjz,y) = (v, Sqy) = ((x1,22,...), (0,91,...)) = Zﬂfiﬂyi

= (w2, x3,...), (Y1, Y2, -..)) = (Sex, y).
Portanto S5 = S.. Observe que S¥ = (S})* = Sy, entao S* = 5. O

Observagao 3.40. Se T' € L(H) é autoadjunto e bijetivo, entao T~! é autoadjunto. De

fato, como T' é autoadjunto, vale que
(T u,v) = (T, (T ) = (TT 'u, T"') = (u, T~ "), ¥ u,v e H.
Portanto 7! é autoadjunto.

Proposicao 3.41. Sejam H um espago de Hilbert e que T' € L(H) é autoadjunto.
(1) As seguintes propriedades sao equivalentes:

(a) (Tu,u) >0, Yue H,

(b) o(T') C [0,00).
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(2) As seguintes propriedades sao equivalentes:
() IT| <1e{(Tu,uy >0, Vue H;
(d) 0 < (Tu,u) < ||ul]?>, Vue H;
(e) o(T) C [0, 1];
(f) (Tw,u) > |Tul? Y ue H.

Demonstracao.

(1) [(a) = (b)] Pela Proposicao [3.24] m = u%f {{Tu,u)} > 0e o(T) C [m, M], entao
uESH

o(T) C [0,00).

(1) [(a) <= (b)] Se existe u € H tal que (T'u,u) < 0, entdo pela Proposigao terfamos
que m < (Tw,u) < 0 e, portanto, o(T") € [0, 00), contradizendo a hipdtese.

(2) [(¢) = (d)] Aplicando o fato de T ser limitado e unitério, e a desigualdade de Cauchy-
Schwarz, obtemos 0 < (Tw,u) < ||[Tul/|u]] < ||T||||u|* = ||u||?, para todo u € H. Ou seja,
0 < (Tu,u) <|ul?, VueH.

(2) [(d) = (e)] De (a) temos que o(T") C [0,00), pois 0 < (T'w,u). E, pela Proposigao
3.24f M = inf {(Tu,u)} < 1nf {HuH } =1. Como o(T) C [m,M] e M < 1, entao

uESH

o(T) C[0,1].

(2) [(e) = (f)] Como o(T) < [0,1], entdo para todo —e < 0 temos que
(T — (—€)I) = (T +€l) é uma bijegao de H em H. Afirmamos que o(T + €l) C [e, 1+ €].

De fato, se @ < € ou a > 1 + ¢, entao:
(T+el —al)=(T—(a—e)l),

que é uma bijegao, pois em ambos os caso, « —e€ < Qou a —e > 1, e o(T) C [0,1].

Portanto, o((T + €I)™!) C [z, ¢] e usando a observagao anterior, temos que (T + ¢I)™"

é autoadjunto. Para todo v € H, v # 0, vale:

v 1 1 |||

= (T + eIt > = T+ el) ') >
HUH> HUH2 <( +E ) U7U> — 1+6 <U7( +6 ) U> — 1+6

=

(T + D)™ (),

[o]]

(T + elu, (T + eI) (T + eu) = (T + el )u, u) > T + el)ull

1+e

)
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onde v = (T + el)u para todo u € H, u # 0. Fazendo € suficientemente pequeno, temos

(Tu,u) > ||Tul|?, para todo v € H, pois para u = 0 vale a igualdade.

(2) [(f) = (c)] Como (Tu,u) > ||Tul|?, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
obtemos ||Tul]* < (Tu,u) < ||Tul|||ul|, para todo uw € H. Entao ||Tu| < |lul, para todo
u € H. Logo, |T|| < 1. O



Consideracoes

Iniciamos os trabalhos, considerando de antemao que os leitores tém conhecimentos
prévios de algebra linear, abordando importantes definicoes para a teoria espectral em
dimensao finita, como: autovalor, espectro, resolvente, etc. Nesses espacos de dimensao
finitas, existem diversas propriedades que facilitam seu estudo, como, operadores sao in-
jetores se, e somente se, sao sobrejetores, ou como, em conjunto de autovalores ¢é igual ao
espectro, ou ainda, dado um operador autoadjunto sobre um espago com produto interno
existe uma base do espacgo, composto por autovalores do operador. Tais propriedades

deixam de ser validas em espacgos de dimensao infinita.

No decorrer do trabalho, expandimos os conceitos trabalhados e dois desses novos
conceitos foram o de operador compacto e o espaco Banach, completo pela sua norma.
Desde que tenhamos um operador compacto, podemos estender as propriedades de injetor
equivale a sobrejetor e sobre o conjunto de autovalores coincide com o espectro, a menos,
ocasionalmente do zero, isso desde que os operadores trabalhados estejam sobre espagos
de Banach.

Seguindo nosso estudo, trabalhando com espacos com produto interno de dimensoes
infinitas, novamente uma condicao importante é a completude dos espacos trabalhados,
tais espacos sao chamados de espacos de Hilbert. Agora, desde que tenhamos um opera-
dor limitado e autoadjunto sobre um espaco de Hilbert, conseguimos garantir a existéncia

de uma base do espaco formada por autovetores do operador.

60
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A seguir apresentaremos uma tabela comparando os principais resultados de acordo
com a variagao da dimensao dos espagos e suas propriedades com completude, onde F é

um espago vetorial sobre K e T': E — E é um operador linear.

Tabela 3.1: Propriedades de operadores sobre F

K=R K=C K=R K=R
Proposigoes dim(F) < oo | dim(F) < oo | dim(E) = 0o | dim(F) = oo
F é normado | £ é normado | E é Banach | E é Hilbert
T é limitado Sim Sim Nao Nao
N(T)={0} = Im(T)=F Sim Sim Nao Nao
AV(T) # 0 Nao Sim Nao Nao
o(T)\ {0} = AV(T)\ {0} Sim Sim Nao Nao

A tabela nos dé algumas comparacoes importantes de operadores em espacoa de di-
mensao finita com espacos de dimensao infinita. Um exemplo de um operador linear
nao limitado pode ser encontrado em [3], exemplo 2.7-5, pagina 93. Os operadores
salto a direita e salto a esquerda do Exemplo [2.57] sao dois contraexemplos da afirmacao
N(T)={0} & Im(T) = E. As duas ultimas afirmagdes tem contraecxemplos apresenta-
dos na Proposicao m (Propriedades Espectrais dos Saltos).

Notemos que propriedades das transformacoes lineares que sao quase naturais em di-
mensao finita em geral nao valem em dimensao infinita. Precisamos exigir um pouco mais
do espacgo e dos operadores. Se T' é compacto em um espago de Banach e S € L(F) é
bijetor, entdao N(S —T) = 0 < Im(S —T) = E, demonstrado na Observagao [2.75 Se
T é um operador compacto e dim(E) = oo, entao o(7T') \ {0} = AV(T) \ {0}, esse é um
resultado do Teorema [3.14l Além disso, vimos também, no Teorema que se T é

autoadjunto e E é um espaco de Hilbert separavel entao existe uma base composta por
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autovetores 7.

Acima resumimos alguns dos principais resultados estudados, e esperamos que este
trabalho seja usado por alunos de graduacao como uma referéncia para estudos voltados
para a analise funcional. Durante o corpo do trabalho, procuramos trazer os termos e
notagoes de uma maneira mais natural para os leitores e que estejam de acordo com as

referéncias utilizadas.
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