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REsSUMO

Neste trabalho, construiremos o produto tensorial de modulos e demonstraremos que qual-
quer variedade algébrica afim pode ser decomposta como a uniao finita de suas componentes
irredutiveis. Para fundamentar essas construcoes, apresentaremos conceitos e resultados bésicos
de Algebra Comutativa.

Palavras-chave: Algebras, modulos, produto tensorial, Teorema da Base de Hilbert, varieda-
des algébricas afins.






ABSTRACT

In this work, we will construct the tensor product of modules and demonstrate that any
affine algebraic variety can be decomposed as the finite union of its irreducible components.
To substantiate these constructions, we will present basic concepts and results of Commutative
Algebra.

Keywords: Algebras, modules, tensor product, Hilbert’s Basis Theorem, affine algebraic
varieties.
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1. INTRODUCAO

A Geometria Algébrica desempenhou um papel central na Matematica do século XIX, rece-
bendo importantes contribuicoes de Abel, Klein, Poincaré, Riemann e Weierstrass. Entretanto,
na virada do século XX, houve uma grande mudanca de atitude em relacao a tal area, a qual
se distanciou do rigor que determinava o desenvolvimento da Matemética na época.

Essa area conseguiu recuperar o lugar que havia ocupado na Matematica em meados do
século XX, quando sua fundamentacao ocorreu de forma intensa e grande parte de suas melhores
conquistas foram reformuladas de modo rigoroso. Além disso, o dominio de aplicacao de suas
ideias ampliou-se consideravelmente na direcao tanto de variedades algébricas sobre corpos
arbitrarios quanto de variedades complexas mais gerais.

A Algebra foi a base para essa reconstrucdo. A principio, o emprego de ferramentas algébri-
cas precisas conduziu frequentemente a uma perda do notavel estilo geométrico que marcou o
periodo anterior. Contudo, as décadas de 1950 e 1960 trouxeram simplificacoes a fundacao da
Geometria Algébrica, a qual alcancou, desse modo, um equilibrio entre a transparéncia logica
e a intuicao geométrica.

O presente trabalho foi escrito assumindo conhecimentos elementares a respeito de Teoria de
Conjuntos, Topologia Geral, Teoria de Grupos e Teoria de Anéis. Alguns tépicos dessas areas
foram abordados, de forma resumida, no segundo capitulo. Assim, o leitor podera consultar o
capitulo “Fundamentacao Teorica” para relembrar o enunciado de algum resultado ou conferir
o significado de alguma notacao.

O terceiro e o quarto capitulos deste trabalho sao independentes. No terceiro capitulo, apre-
sentaremos desde conceitos e resultados elementares da Teoria de Modulos até a construcao do
produto tensorial. No quarto capitulo, trataremos das variedades algébricas afins. Com o auxi-
lio do Teorema da Base de Hilbert, concluiremos que elas sao espacos topoldgicos noetherianos
com a topologia de Zariski. Isso serd fundamental para mostrarmos que qualquer variedade

algébrica afim pode ser decomposta como a uniao finita de suas componentes irredutiveis.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo retine alguns pré-requisitos para o presente trabalho. Aqui, poderao ser con-
sultadas defini¢oes, notacoes e proposicoes que serao frequentemente empregadas ao longo deste

trabalho. Este capitulo foi elaborado com base nas referéncias [1], [2], [3], [4], [5] e [7]-

2.1 NOCOES DE TEORIA DE CONJUNTOS

Bons livros para o estudo de Teoria de Conjuntos sdo [3] e [5]. Um dos topicos abordados
nesses livros ¢ a interessante construcao do conjunto dos niimeros naturais, que, neste trabalho,
serd denotado por N e incluird o zero como um de seus elementos. E, por falar nesse conjunto,
imaginemo-nos com o objetivo de definir uma funcao A de N em um conjunto nao vazio I' de

modo que tenhamos

e assim por diante, onde a é um elemento de I'e f: I' — I'" é uma funcao. O teorema seguinte

garante a existéncia de fungoes definidas dessa forma.

Teorema 1 (Recursao em N). Sejam T' um conjunto, a um elemento de T e f: T — T uma

fungao. Entao, existe uma tnica fungao h: N — T tal que h(0) = a e, para todo n € N,
h(n+1) = f(h(n)).

Demonstra¢ao. Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em |3, capitulo 4|. [

Lembremos que, dado um conjunto I'; o conjunto de todos os subconjuntos de I' é dito
conjunto das partes de I' e & denotado por P(I'). Neste trabalho, acreditaremos no axi-
oma seguinte, o qual garante a existéncia de uma funcao que “escolhe” um elemento de cada

subconjunto nao vazio de qualquer conjunto dado.

Axioma da Escolha. Para qualquer conjunto T, existe uma funcao E: P(T)\ {0} — T tal
que E(S) € S para todo subconjunto nao vazio S C T.

Definicao 1. Seja I' um conjunto. Uma relagcao < em ' serd dita uma ordem parcial em
I' se for uma relagao reflexiva, antissimétrica e transitiva, ou seja, se, para todos x,y,z € I,

tivermos:

(1) v <ux;

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 FUNDAMENTAGAO TEORICA

(1) v <y ey < ximplicam v =y;
(171) v <y ey <z implicam x < z.

Um conjunto parcialmente ordenado ¢ um par (I', <), onde T é um conjunto e <, uma

ordem parcial em T'.

Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado e C um subconjunto de I". Diremos que C
¢ uma cadeia em I' se quaisquer dois de seus elementos forem comparéveis, isto é, se x,y € C,
entdao x <y ou y < z. Uma cota superior de C é um elemento s € I tal que = < s para todo
x € C. Um elemento maximal de I' é um elemento m € I" para o qual m < x implica x = m
para todo x € I'. Um elemento minimal de I" é um elemento n € I" para o qual x < n implica
x = n para todo x € I'. Logicamente, ao acreditarmos no Axioma da Escolha, ganhamos de

brinde a validade de sua forma equivalente: o Lema de Zorn.

Lema 1 (Zorn). Seja (I, <) um conjunto parcialmente ordenado. Se toda cadeia em T' possuir

cota superior, entao I' possuird um elemento mazimal.

2.2 NOCOES DE TOPOLOGIA GERAL

Definicao 2. Seja X um conjunto. Uma topologia em X ¢ uma colecao T de subconjuntos de

X, chamados conjuntos abertos, com as propriedades sequintes:
(i) DeT e X €7 (vazio e todo o espago sao conjuntos abertos);

(17) se U,V € 1, entao UNV € 7 (intersecao finita de conjuntos abertos € também um

conjunto aberto);

(1ii) se (Ux)aea for uma familia de elementos de T, entdo |J Uy € 7 (unidao arbitriria de
AEA
conjuntos abertos € também um conjunto aberto).

Um espago topolégico é um par (X, 1), onde X é um conjunto e T, uma topologia em X.
Observacgao 1. Geralmente, referiremos ao proprio conjunto X como um espaco topoldgico.

Consideremos um espago topolégico X e um ponto x € X. Uma vizinhanca aberta de = é
qualquer conjunto aberto contendo z. Notemos que um subconjunto U C X serda um conjunto
aberto em X se, e somente se, todo ponto de U possuir alguma vizinhanca aberta contida em
U. Um subconjunto F' C X seréa dito conjunto fechado se seu complementar X \ F' for um

conjunto aberto. Consequentemente:
(i) 0 e X sdo conjuntos fechados;

(1) se F' e G forem conjuntos fechados, entdo a unido F'U G serda também um conjunto
fechado;

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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(131) se (F)\)aea for uma familia qualquer de conjuntos fechados, entao a intersegao () F) seré
AEA
também um conjunto fechado.

Seja S um subconjunto de X. O menor conjunto fechado de X que contém S é chamado
fecho de S e & denotado por S. Se S = X, entdo diremos que S é denso em X. O lema
seguinte convence-nos do fato de que o fecho de S é o conjunto dos pontos de X que estao

“arbitrariamente proximos” de S.

Lema 2. Seja X um espago topoldgico. Se S for um subconjunto de X, entao
S = {x € X; toda vizinhanca aberta de x possui intersecio ndo vazia com S}.
Demonstrag¢ao. Denotemos o conjunto
{z € X; toda vizinhanga aberta de x possui interse¢ao nao vazia com S}

por I'. Evidentemente, S C F.

Primeiramente, mostremos que F é um conjunto fechado em X. Se z € X\ F, entdo existira
uma vizinhanca aberta U de z tal que U NS = () e, consequentemente, U C X \ F. Assim,
X \ F' é um conjunto aberto em X.

Agora, ja sabemos que F' é um conjunto fechado contendo S e, logo, resta mostrarmos que
F' & o menor subconjunto de X com essa propriedade. Seja G um conjunto fechado em X tal
que S C G. Com isso, dado um ponto y € X \ G, o proprio conjunto X \ G' é uma vizinhanga
aberta de y satisfazendo (X \ G)NS = 0 e, consequentemente, y € X \ F. Assim, X\G C X\ F

ou, de modo equivalente, F' C GG. Isso torna a prova completa. O

Proposicao 1. Seja X um espaco topoldgico e sejam A e B subconjuntos de X.

|
o

1. AUB =AU

N
N
o

2. ANB N

Demonstracao.

1. E facil ver que a unido A U B é um conjunto fechado em X contendo A U B. Logo,
AUB C AUB.
Sejam @ € AU B e U uma vizinhanca aberta de a. Visto que a € A ou a € B, temos

UNA# @ oulUnNB#(. Em ambos os casos, temos U N (AU B) # (. Pelo Lema 2,
a € AU B e concluimos que AUB = AU B.

2. Claramente, a intersecio AN B é um fechado contendo AN B. Visto que AN B é o menor
subconjunto de X com essa propriedade, AN B C AN B.

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Observacgiao 2. Notemos que a inclusio AN B C AN B nao é vdlida em geral. Por exemplo,

consideremos o espago topoldgico X = R com a topologia usual e seus subconjuntos A = (0,1)
e B=(1,2). Nesse caso, AN B =[0,1]N[1,2] = {1}, enquanto AN B =0 = 0.

Seja (X, 7) um espaco topologico. Se Y for um subconjunto de X, a cole¢ao
v ={YnNU; Uer}

serd uma topologia em Y, a chamada topologia induzida. Por consequéncia, os conjuntos
fechados em Y sao da forma Y N F', onde F' é um conjunto fechado em X.

Claramente, a teoria sobre espacos topologicos apresentada aqui é apenas uma parte infima
da Topologia Geral, porém suficiente para o escopo do presente trabalho. Mais informacoes a

respeito dos espagos topologicos podem ser consultadas em [4].

2.3 NOCOES DE TEORIA DE ANEIS

No presente trabalho, o termo anel significara sempre anel comutativo com unidade. Além
disso, se A e B forem anéis, um homomorfismo de anéis ¢: A — B devera sempre satisfazer
¢(14) = 1p, além de preservar somas e produtos. Denotaremos o anel dos polindmios nas

variaveis Xy, ..., X,, com coeficientes em A por A[Xq,...,X,].

2.3.1 DowMinNios E CORPOS

Seja A um anel. Um elemento a € A sera chamado:
1. invertivel se existir b € A tal que ab = 1;
2. divisor de zero se existir b € A\ {0} tal que ab = 0.

O conjunto dos elementos invertiveis em A, com o produto de A, é um grupo abeliano
denotado por A*. Agora, suponhamos que o anel A possua pelo menos dois elementos. Diremos

que A é:
1. um corpo se todos os seus elementos nao nulos forem invertiveis;
2. um dominio se 0 for o unico divisor de zero em A.

E facil ver que todo corpo ¢ um dominio. E se D for um dominio, poderemos construir um
importante corpo “contendo” D: o corpo de fragoes Frac(D) de D.

Sobre o conjunto D x (D \ {0}), definamos a relagdo de equivaléncia seguinte:
(a,b) ~ (¢,d) < ad = be

para todos (a,b),(c,d) € D x (D \ {0}). Denotando a classe de equivaléncia de cada par

(a,b) € D x (D\ {0}) por %, o corpo Frac(D) é o conjunto das classes de equivaléncia com as

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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operacoes
+: Frac(D) x Frac(D) — Frac(D) e -: Frac(D) x Frac(D) — Frac(D)
(4.9) oy adtbe (4.9) S
b’ d bd b’ d bd

Notemos que D pode ser visto como um subanel de seu corpo de fragoes por meio do

homomorfismo injetor de anéis
¢: D — Frac(D)

. a
a —.

1
Se K for um corpo, o corpo de fragoes do dominio K[Xji,...,X,]| serd denotado por

K(X1,...,X,).

2.3.2 IDEAIS

Seja A um anel. Diremos que um subconjunto nao vazio I C A é um ideal de A se [
for fechado por combinacoes A-lineares, isto é, se tivermos ax + by € I para todos a,b € A e
x,y € 1.

Exemplo 1. Seja ¢p: A — B um homomorfismo de anéis. Claramente, ¢(0) = 0. Além disso,
se ky e ko forem elementos de A tais que ¢p(k1) =0 e ¢(ke) =0, entao

Parky + azks) = ¢(a1)p(kr) + ¢(az)p(ky) = ¢(ar) - 0+ ¢(az) -0 =0

para todos ay,as € A. Assim, o conjunto ¢~ ({0}) é um ideal de A. Ele é chamado nicleo de
¢ e é denotado por Ker (o).

Consideremos um subconjunto S de um anel A. O conjunto de todas as combinagoes lineares

de elementos de S com coeficientes em A
{ars1+ - +ars,; reN\{0}, a; € Aes; € S}

é o menor ideal de A que contém S, o qual é chamado ideal gerado por S. No caso em que

S for finito, digamos, S = {s1,..., S, }, 0 ideal gerado por S sera denotado por (sy,...,s,).

Definicao 3. Sejam A um anel e I um ideal de A. Diremos que I € finitamente gerado se
existirem n € N\ {0} e a1,...,a, € A satisfazendo I = (ay,...,a,). Em particular, se ezistir

a € A tal que I = (a), diremos que I é um ideal principal.

Sejam I e J ideais de um anel A e (Iy)yea uma familia de ideais de A. E facil ver que a

intersecao /N .J é um ideal de A. A seguir, definiremos mais algumas “operacoes” com ideais.

1. O ideal gerado pela unidao J I, recebe o nome de soma da familia (/))xeca € é denotado
AEA

BACHARELADO EM MATEMATICA



8 FUNDAMENTAGAO TEORICA

por > I,. Por consequéncia,
AEA

S hi={ay +-+an; TeNV{0}, N €A eay €13}
AEA

2. O ideal gerado por todos os produtos da forma ab, onde a € [ e b € J, é denotado por
1J e dito produto de [ e J. Explicitamente,

]J:{albl+---+arbr; TED\‘\{O}, aiEIebiEJ}.

3. O radical de I, denotado por Rad(I), é o seguinte ideal de A:
{a € A; a" € I para algum n € N\ {0}}.
No caso em que I = Rad([), diremos que I é um ideal radical.

Lembremos que um ideal proprio P de A serd um ideal primo se, para todos a,b € A,

ab € P implicar a € P ou b € P. Claramente, os ideais primos sao exemplos de ideais radicais.

2.3.3 ANEL QUOCIENTE

Sejam A um anel e [ um ideal de A. Sobre o conjunto A, definamos a relagao de equivaléncia
seguinte:

a~b&sa—-bel

para todos a,b € A. Representemos o conjunto das classes de equivaléncia por A/I e denotemos
a classe de equivaléncia de um elemento a € A por a. O anel quociente de A por I é o conjunto

A/I com as operagoes

Vo AJIX AL = AL e - AJIx A/ — AJI
(a,b) = a+b (@,b) —  ab.

Percebamos que A/I com a operagao + definida acima é o grupo quociente de A por I.

Exemplo 2. Seja n um inteiro positivo. O anel quociente de 7 por (n) é o anel dos inteiros

modulo n e € denotado por Z,.

Se ¢: A — B for um homomorfismo sobrejetor de anéis, ele induzira o isomorfismo

¢: A/Ker(¢) — B
a = o(a).
Lembremos que um ideal P de A sera primo se, e somente se, o quociente A/P for um domi-

nio. Desse modo, mostrar que P é primo é equivalente a mostrar que existe um homomorfismo

sobrejetor de anéis de A em um dominio D cujo niicleo seja P.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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2.3.4 DoMINIOS PRINCIPAIS E DOMINIOS FATORIAIS

Aqui, veremos algumas propriedades de anéis “parecidos” com o anel dos niimeros inteiros.
Definicao 4. Seja D um dominio.

1. Dados elementos a,b € D, diremos que b divide a em D se existir ¢ € D tal que a = bc.

Nesse caso, dizemos também que b é um fator de a em D e escrevemos bla.

2. Diremos que dois elementos a,b € D sao associados em D se existir um elemento

u € D* tal que a = ub.

3. Um elemento nao invertivel a € D\{0} serd irredutivel em D se possuir apenas fatora¢ao

trivial em D, isto €, se a = bc implicar b € D* ou ¢ € D* para todos b,c € D.

4. Diremos que um elemento nao invertivel p € D\ {0} é primo em D se o ideal (p) for

primo, isto €, se plab implicar p|la ou p|b para todos a,b € D.

5. Dados elementos ay,...,a, € D\ {0}, um elemento d € D serd um mdximo divisor
comum de ay,...,a, se d dividir os elementos aq,...,a, e se todo elemento d € D que

divide os elementos aq, ..., a, dividir também d.

Sejam D um dominio e aq, ..., a, elementos nao nulos de D. E facil ver que se d e d’ forem
maiores divisores comuns de aq,...,a,, entdo d e d’ serdo associados em D. Por termos essa
unicidade (a menos de multiplicagdo por invertiveis) do méximo divisor comum, denotaremos
qualquer méximo divisor comum de ay, ..., a, por mdc(ay, ..., a,).

E facil ver que se p € D for primo, entdo p sera também irredutivel, mas a reciproca nio é
valida em geral. Entretanto, nos tipos de dominios que definiremos a seguir, os termos primo

e irredutivel sao sin6nimos.
Definicao 5. Seja D um dominio.
1. Se todo ideal de D for principal, diremos que D é um dominio principal.

2. Diremos que D é um dominio fatorial se todo elemento nao invertivel d € D\ {0}
puder ser escrito como produto de irredutiveis de maneira unica a menos da ordem dos

fatores e de elementos associados. Em outras palavras, para cada elemento nao invertivel

de D\ {0}:

(1) existem irredutiveis py,...,pm € D tais que d =py - pm;

(17) se d = q1 -+~ qy for outra fatoragao de d em irredutiveis qi,. .. ,q,, entGo m =n e
existird uma permutacao o: {1,...,m} — {1,...,m} tal que p; € associado a ;) para

todo i € {1,...,m}.

BACHARELADO EM MATEMATICA



10 FUNDAMENTAGAO TEORICA

Seja D um dominio fatorial e sejam aq,...,a, elementos nao nulos de D. Notemos que
existem r € N, irredutiveis pi,...,p, € D nao associados dois a dois, uy,...,u, € D* e
€11y s Clry - Enly---,Enr € N tais que podemos escrever

,
. €ji
a; = u; Hpi
i=1

para cada j € {1,...,n}. Desse modo, existe um maximo divisor comum de a4, ...,a, e
T
min{e;,...,n;
mdc(ay, ..., a,) = | |pi {erieni}
i=1

Vejamos uma importante caracterizacao dos dominios principais.

Teorema 2. Um dominio D serd principal se, e somente se, D for um dominio fatorial tal
que, para todos a,b € D\ {0}, existem e, f € D satisfazendo mdc(a,b) = ea + fb.

Definigao 6. Seja D um dominio fatorial. Um polindémio nao nulo f € D[X] serd dito prima-
tivo se 1 for um mdzimo divisor comum de seus coeficientes nao nulos, isto €, se nao existir

um irredutivel p € D que divida todos os seus coeficientes.

Seja D um dominio fatorial. Dado um polinomio f € D[X], o lema seguinte estabelece
uma relagdo entre a irredutibilidade de f em D[X] e a irredutibilidade de f em K[X], onde
K = Frac(D).

Lema 3. (Gauss) Seja D um dominio, K seu corpo de fragoes e f € D[X]| um polinémio nao
constante. O polinomio [ serd irredutivel em D[X] se, e somente se, f for primitivo em D[X]
e irredutivel em K[X].

Esse lema é muito 1til para demonstrar o teorema seguinte.

Teorema 3. (Gauss) Se D for um dominio fatorial, entao D[X] também serd um dominio

fatorial.

Observacao 3. Em particular, se K for um corpo, entio K[Xy,...,X,] serd um dominio

fatorial.

As demonstracoes do Teorema 2, do Lema de Gauss e do Teorema de Gauss podem ser
consultadas em [4, capitulo 2]. De modo geral, os livros [1] e [4] sdo boas referéncias para

aprofundar o conhecimento a respeito de anéis.
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3. MODULOS

Definidos em conversas cotidianas informais como “espacos vetoriais sobre algum anel”,
os modulos sao as estrelas deste capitulo. Aqui, veremos suas propriedades elementares e
construiremos o produto tensorial de moédulos. Ao final, trataremos, brevemente, das estruturas
algébricas “resultantes da fusao de um anel com um modulo™ as élgebras. Neste capitulo, as

principais referéncias utilizadas foram [1] e [2].

3.1 MObpuULOS E HOMOMORFISMOS DE MODULOS

Definigao 7. Seja A um anel. Um A-mdédulo é um par (M, ), onde M € um grupo abeliano

aditivo e a fungao
pw: AxM — M

(a,m) — am

¢ uma “multiplicagcao por escalares” que, para todos a,b € A e m,n € M, satisfaz as condigoes
sequintes:

(i) a(m +n) = am + an;

(i7) (a+b)ym = am + bm;

(737) (ab)m = a(bm);
(

iv) Im = m.

Observacao 4. Geralmente, omitiremos a “multiplicacao por escalares” de um A-mddulo, es-

crevendo simplesmente M para denotar um A-mddulo (M, ).
Exemplo 3. Sejam n um inteiro positivo e A um anel.
1. O grupo abeliano aditivo Z,, com a opera¢ao

w: Lx42, — 2,
(r,3) ~— T3

€ um Z-madulo.
2. Um ideal I de A é um A-mddulo. Em particular, o préprio anel A é um A-mddulo.

3. O anel de polinémios A[Xy,...,X,]| € um A-mddulo.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Definicao 8. Sejam M e N A-mddulos. Uma funcao ¢: M — N ¢é dita homomorfismo de

A-mddulos ou A-linear se
gb(aml + bmg) = agb(ml) + b¢(m2)

para todos a,b € A e my,my € M. O conjunto de todos os homomorfismos de A-mddulos de
M em N serd denotado por Hom (M, N).

Exemplo 4. Sejam M, N e P A-mddulos.

1. A funcao identidade
idy: M — M

m = m
€ um cldssico exemplo de homomorfismo de A-mddulos.

2. Para cada m € M, a func¢ao
m: A — M

a = am

€ um homomorfismo de A-mddulos.

3. Se¢p: M — N ep: N — P forem homomorfismos de A-mddulos, entao a fun¢ao com-

posta 1 o ¢ serd um homomorfismo de A-mddulos de M em P.

4. O conjunto Homs (M, N) com as operagoes

+: Homyu(M,N) x Homu(M,N) — Homu(M,N)
(p,7) = ¢+ M — N
m = ¢(m) +p(m)

w: A xHomy(M,N) — Homu(M,N)
(a,¢) = agp: M — N
m  — ap(m)

é um A-mddulo.

Definicao 9. Um homomorfismo de A-mddulos ¢: M — N serd um isomorfismo se existir
um homomorfismo v: N — M tal que ¢p o) = idy e ¥ o ¢ = idy;. Quando existir um

isomorfismo entre dois A-mddulos M e N, diremos que M e N sdo isomorfos.

Proposicao 2. Seja ¢: M — N um homomorfismo de A-mddulos. Entao, ¢ serd um isomor-

fismo se, e somente se, ¢ for bijetor.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que ¢ seja um isomorfismo. Como ¢ possui inversa, ¢ é bijetor.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ seja bijetor. Basta mostrarmos que sua inversa ¢! é um

homomorfismo. Consideremos a,b € A e ny,ny € N e definamos m; = ¢~ (ny) e my = ¢~ (ny).
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Notemos que

¢ Hany + bny) = ¢~ ad(my) + bp(ma)) = ¢~ (p(amy + bmy)) = amy + by
= a¢™! () +b¢™ (n2),

0 que conclui a prova. O

3.2 SUBMODULOS E MODULOS QUOCIENTES

Definicao 10. Seja M um A-mddulo. Um submddulo N de M ¢é um subconjunto nao vazio
de M que é fechado por combinacoes A-lineares, isto €, any + bny € N para todos a,b € A e

ni,No € N.
Exemplo 5. Se M for um A-mddulo, entao {0} e M serao submddulos de M.

Proposicao 3. Sejam M e N A-mddulos e seja ¢: M — N um homomorfismo de A-mddulos.

1. Se M" for um submddulo de M, entao ¢(M') serd um submddulo de N.

2. Se N’ for um submddulo de N, entio ¢~ (N') serd um submddulo de M.
Demonstracao.

1. Sejam a,b € A e ny,ny € ¢(M'). Assim, existem mq, mg € M’ tais que n; = ¢(my) e

ny = ¢(ms). Notemos que
any + bng = agd(my) + bp(ms) = ¢p(amy + bmy) € ¢(M'),

pois amy + bms € M'. Logo, ¢(M') é um submddulo de N.

2. Consideremos a,b € A e my,my € ¢~ (N'), ou seja, ¢p(m;y), d(my) € N'. Temos
d(amy + bmy) = ag(my) + bp(ms) € N/,
isto é, amy + bmy € ¢~ '(N'). Portanto, ¢~ '(N’) ¢ um submodulo de M.

]

Seja ¢: M — N um homomorfismo de A-modulos. O submodulo ¢(M) de N é denominado
imagem de ¢ e ¢ denotado por Im(¢). O submo6dulo ¢~!({0}) de M ¢ denominado ntcleo de
¢ e é denotado por Ker(¢). Com o lema seguinte, concluiremos que Ker(¢) é um instrumento

muito 1til para medir a falta de injetividade do homomorfismo ¢.

Lema 4. Sejam M e N A-mddulos e seja ¢: M — N um homomorfismo de A-maodulos. O

homomorfismo ¢ serd injetor se, e somente se, Ker(¢) = {0}.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢ seja injetor. Claramente, {0} C Ker(¢). Se m € Ker(¢),

entao ¢(m) =0 = ¢(0). Visto que ¢ ¢ injetor, temos m = 0 e concluimos que Ker(¢) = {0}.
Reciprocamente, suponhamos que Ker(¢) = {0}. Consideremos m;,ms € M tais que

d(mq) = ¢(my) ou, equivalentemente, ¢(m; —ms) = 0. Assim, m; — my € Ker(¢) = {0}, ou

seja, m; = my. Logo, ¢ € um homomorfismo injetor. O

Dados um A-mo6dulo M e um submédulo N de M, o grupo quociente M /N com a operacao

pu: AxXx M/N — M/N

(a,/@) +— am

¢ um A-modulo, o qual é chamado médulo quociente de M por N. Lembremos que, dadas

classes de equivaléncia my,my; € M /N, temos
my =Mms < my —mo € N.

Além disso, a funcao que leva cada elemento em sua respectiva classe de equivaléncia

. M — M/N
m m
¢ um homomorfismo sobrejetor de A-modulos, o qual é denominado homomorfismo quo-

ciente. Por meio desse homomorfismo, daremos uma importante caracterizacao do modulo

quociente no teorema seguinte.

Teorema 4 (Propriedade Universal do Quociente). Sejam M um A-mddulo, M' um submddulo
de M em: M — M/M'" o homomorfismo quociente. Para qualquer A-mddulo N, denotemos o
conjunto

{¢ € Homs(M,N); M' C Ker(¢)}
por Homi\{/(M7 N). Entao as fungoes

f: Homu(M/M',N) — Hom%' (M,N)
(0 > Yo

g: Hom®'(M,N) — Hom,(M/M', N)
) — o: M/M' — N
m = o(m)

sao bijecoes e sao inversas uma da outra.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, provemos que f é uma fun¢ao. Seja ¢ € Homs(M/M', N).

Claramente, ¥ o ™ € um homomorfismo de A-médulos de M em N. Além disso, temos

¥ om(m') = (0) = 0
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para todo m’ € M’. Em outras palavras, M’ C Ker(¢) o 7). Logo, Y o € Hom%/(M, N) e,
desse modo, f é uma funcao.

Agora, mostremos que g é uma funcao. Consideremos ¢ € Hom%/(M, N). Notemos que o

¢ uma fun¢ao bem definida, pois se my,ms € M/M’, entdo
mi =Ty < mp—mg € M = ¢(my —ms) =0 ¢(my) = p(ms).
Além disso, se a,b € A e Ty, My € M/M’, temos

olamy + bimg) = ¢(amy + bmy) = ¢(amy + bmy) = ag(my) + bp(ms)
= ag(m) + b(773).

Assim, ¢ ¢ um homomorfismo de A-modulos, ou seja, ¢ € Homy(M/M’',N). Logo, g é uma
funcao.

Finalmente, mostremos que as fungoes f e g sao inversas uma da outra. Temos

fogl¢)=f(@)=dom e gof(¥)=gpom)=yor.

Notemos que se m € M, entao

pom(m) = p(m) = p(m),

ou seja, ¢ o = ¢. Além disso, se m € M/M’, entdo
bom(m) =1 om(m)=y(m),

isto é, 1 o ™ = 7). Desse modo, concluimos que fog(¢) = ¢ e go f(1») = 1. Em outras palavras,

fog= idHom%/(M Ny €goe [ = idtom,(m/mr,n)- Isso conclui a demonstragao. O]

Em particular, o teorema anterior nos diz que qualquer homomorfismo de A-mddulos
¢: M — N satisfazendo ¢(M’) = {0} “induz” um tnico homomorfismo de A-moédulos
¢: M/M' — N tal que o diagrama

MLN

/7
7/
,
s
T BEP)
7
7/
,
7/

MM

comuta, isto é, ¢ = ¢ o .

Teorema 5 (Teorema do Isomorfismo). Sejam M e N A-mddulos e ¢: M — N um homomor-
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fismo de A-mddulos. Consideremos M' um submddulo de M tal que M’ C Ker(¢) e

¢: M/M' — N
m = p(m)

o homomorfismo induzido por ¢. Entao, Ker(¢) = Ker(¢)/M' e, em particular, M/Ker(o) e

Im(¢) sao isomorfos.

Demonstragao. Devido a demonstragao do Teorema 4, ¢ é, realmente, um homomorfismo de

A-médulos. Seja T € Ker(¢). Notemos que ¢(z) = (T) = 0, ou seja, x € Ker(¢). Assim,

T € Ker(¢)/M'. Reciprocamente, seja 7 € Ker(¢)/M'. Visto que y € Ker(¢), ¢(7) = ¢(y) =0,

isto ¢, ¥ € Ker(¢). Logo, Ker(¢) = Ker(¢)/M'.

Agora, suponhamos que M’ = Ker(¢). Nesse caso, temos

Ker(¢) = Ker(¢)/Ker(¢) = {0}.
Pelo Lema 4, ¢ é injetor e, logo, a funcao
¢: M/M' — Tm(o)
mo e ¢(m)

é um isomorfismo de A-modulos. O]

3.3 OPERACOES SOBRE SUBMODULOS

Dado um A-modulo M, podemos definir, de modo natural, o produto de um ideal de A com

o mbédulo M e, ainda, a soma de uma familia de submodulos de M.

Proposigao 4. Sejam M um A-mddulo, I um ideal de A e (M))xen uma familia de submédulos
de M.

1. A intersegao () M, é um submddulo de M.
AEA
2. O produto
IM = {ZaimieM; ne N\ {0}, aielemiEM}
i=1

é um submaddulo de M.

3. A soma

> My o= {Zm)‘i e M; neN\{0}, \; € Aem,, E]\/[)\Z}

A€A i=1

€ 0 menor submddulo de M que contém M, para cada \ € A.

Demonstracao.
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1. E facil ver que 0 € (| My. Sejam a,b € Aex,y € (| M,. Visto que M, é um submo6dulo
A€A AEA
de M para cada A € A, segue que ax+by € M, para todo X € A, isto é, ax+by € (| M,.

AeA
Logo, (| M) é um submodulo de M.
AEA

2. E claro que 0 € IM. Sejam a,b € A e z,y € IM. Entdo, existem ni,n, € N,

1y oy Qpyiny € L €My, o0 My 40, € M tais que
n1 n1+n2
r = E a;m; € Yy = E a;m;.
i=1 i=ni+1
Notemos que
ni1+ng n1+mng
ax+by:a§ a;m; +b E amz—g a(a;m;) E b(a;m;)
1=n1+1 =1 1=n1+1
ni n1+n2
= E (aa;)m; + E (ba;)m; € IM,
i=1 i=ny+1

pois aa;, ba; € I para todo i € {1,...,n; + ny}. Portanto, IM é um submoédulo de M.

3. Primeiramente, provemos que »_ M, é um submodulo de M. Claramente, 0 € > M,.
AEA AEA
Sejam a,b € Ae x,y € > M,. Desse modo, existem ny,ng € N, A, ..., Ay 4n, € A e
AEA
my, € My, para cada i € {1,...,ny + no} tais que

ni ni+ng
Tr = Zm;w e y= Z my,-
i=1 i=ny+1
Como M,, é um submodulo de M para todo i € {1,...,n;+ns}, temos amy,, bm,, € M),
para cada i € {1,...,n; + no}. Assim,
nit+ng ni+nsg
a:c—l—by—aZm,\ +0b Z my, —ZamA + Z bmy, GZMA
i=n1+1 i=ni+1 AEA

Logo, > M) é um submodulo de M.
AEA

Evidentemente, My C > M), para todo A € A. Agora, mostremos que »_ M, é o menor
AEA AEA
submodulo de M com essa propriedade. Seja M’ um submodulo de M tal que My C M’

para todo A € A. Desse modo, se s € > M), entao s serd uma soma de elementos de M’
AEA
e, consequentemente, s € M'. Portanto, > M, C M.
AEA
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Sejam M um A-moédulo e m um elemento de M. O conjunto dos “multiplos” de m
Am = {am € M; a € A}
¢ a imagem do homomorfismo de A-mddulos

m: A — M

a = am

e, logo, um submoédulo de M. Dado um subconjunto S C M, a soma

ZAS

seS

é o menor submodulo de M que contém S, o qual é chamado submédulo gerado por S.

3.4 PRODUTO DIRETO E SOMA DIRETA

Sejam A e X conjuntos nao vazios. Lembremos que uma familia de elementos de X com
indices em A é uma funcao x: A — X. Para cada A € A, o elemento z()\) é denominado termo
da familia e é denotado por z,. A familia x é representada pela notagao () ea. Agora, se
(X))aea for uma familia de conjuntos nao vazios, seu produto cartesiano serd o conjunto de

todas as familias (z))aep de elementos de |J X com indices em A tais que =), € X para todo
A € A. O produto cartesiano da familia ()?'ij)x,\eA é denotado por [] X.

Sejam A um anel e (M) ea uma familia de A-modulos. O pr?)edAuto cartesiano [[ M, com
as operacoes e

+: HM)\XHMA — HMA e AXHM)\ — HM)\
AEA AEA AEA AEA AEA

((Mma)rens (Ma)aca) = (ma+na)rea (a,(mx)ren) = (amy)rea

¢ um A-modulo, o qual é chamado produto direto da familia (M))xex.
Desse A-modulo, destaca-se seu subconjunto constituido de todas as familias (my)xea cujos

termos sao quase todos nulos, isto é, o subconjunto seguinte:
{(mA>/\eA € H My; m™! (U(M,\ \ {OMA})> ¢ um conjunto ﬁnito} ,
AEA AeA

onde 0,7, é 0 elemento neutro do grupo aditivo M) para cada A € A. Esse é um submodulo do

produto direto [] M), chamado soma direta da familia (M)),ca e é denotado por @ M,.

AEA AEA
Notemos que se A for finito, entao [[ My = @ M,.
AEA AEA
Observagao 5. Se N for um A-mddulo, (my)xen for um elemento de @ My e ¢r: My — N
AEA

for um homomorfismo de A-mddulos para cada A € A, a familia (¢x(my))rea de elementos de N
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com indices em A possuird apenas uma quantidade finita de termos nao nulos. Por simplicidade,

denotaremos a soma dos termos nao nulos de (px(my))aea por Y, ¢r(my). Naturalmente, se
AEA

todos os termos da familia (¢px(my))rea forem nulos, entao Y, ¢r(my) = 0.
AEA

Exemplo 6. Seja (My)ren uma familia de A-mddulos. Para cada indice Ny € A, a inclusao da

parcela My, na soma direta @ M)
AEA

i,\oi M)\o — @MA

AeA
m = i(m): A — U M,
AEA
N m  se A=)
Onm, se X# Ao

é, claramente, um homomorfismo injetor de A-mddulos. Também é fdacil ver que cada elemento

(mx)rea € € M) pode ser escrito como a “soma de seus termos”, isto é,
AEA

(ma)rer = Zix(mx)-

AEA
Definicao 11. Sejam A um anel, M um A-mddulo e S um subconjunto de M. Diremos que

S € um conjunto de geradores se todo elemento de M puder ser escrito como combinacao

linear dos elementos de S com coeficientes em A, ou seja, se o homomorfismo de A-mddulos

o PA — M

ses
(as)seS = Z agS
s€S
for sobrejetor. Quando ¢ for também um isomorfismo, diremos que M ¢é um mddulo livre
sobre A e que S é uma base de M.
Além disso, se M possuir um conjunto finito de geradores, diremos que M € finitamente

gerado sobre A.

Vejamos que quocientes de modulos finitamente gerados por seus submoédulos sao também

finitamente gerados.

Proposi¢ao 5. Sejam M um A-mddulo, N um submddulo de M e 7: M — M/N o homo-
morfismo quociente. Se S for um conjunto de geradores de M, entao w(S) serd um conjunto
de geradores de M/N. Em particular, se M for finitamente gerado, entao M /N serd também

finitamente gerado.

Demonstragao. Consideremos S um conjunto de geradores de M. Se m € M, entao existirao

neN, ay,...,a, € Ae sy, ...,s, €S tais que

m = a181 + -+ a,Sy

BACHARELADO EM MATEMATICA



20 MobpuLos

e, por consequéncia,

m=a181+ -+ a,Sy, = a151 + -+ + ApSp.
Logo, m(S) é um conjunto de geradores de M/N. O

Consideremos um anel A. Agora, nosso objetivo é simplificar a notacao dos elementos da

soma direta @ A. A nova notacao que obteremos aqui sera ttil para a construgao do produto
AEA
tensorial de modulos na proxima secao.

Definamos o conjunto

S = {(S,\))\GA € @A; existe \p € A tal que s), =1 e sy =0 para todo \ # )\0} )
AEA

E facil ver que S é uma base da soma direta @ A. Além disso, como a funcio

AEA
i: A - PA
AEA
)\0 — Z()\()) A — A
N 1 se A=)
0 se X# X\

é injetora e sua imagem é a base S, podemos identificar A com a imagem de 7 e escrever

A C @ A. Desse modo, podemos ver @ A como um A-modulo com base A. Com isso, todo
AEA AEA
elemento dessa soma direta pode ser escrito como uma combinacao linear formal dos elementos

de A com coeficientes em A. Explicitamente, um elemento nao nulo (ay)yen € @ A pode ser

AEA
n

escrito como Y ay, - A, onde a (A N\ {0}) = {A\1,..., \u} e \j # \g quando j # k.
i=1
As duas proposicoes seguintes resgatam um velho fato conhecido em Algebra Linear: para

saber o que uma aplicacao linear faz com cada elemento de seu dominio, basta saber as imagens

dos elementos de certo conjunto de geradores.

Proposicao 6. Sejam M e N A-mddulos e seja S um conjunto de geradores de M. Se

¢, 0: M — N forem homomorfismos de A-mddulos que coincidem em S, isto €, ¢|s = |s,

entao ¢ = 1.

Demonstragao. Seja m um elemento de M. Como S é um conjunto de geradores de M, existem

neN, ay,...,a, € Ae sy,...,s, €95 tais que

n
m = E a;S;.

=1

Visto que @(s;) = 1(s;) para cada i € {1,...,n}, temos

¢(m) =9 (Z %’&) = Z@i¢($i) = Z Giw(si) =1 (Z ai5i> = w(m)-
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Logo, os homomorfismos ¢ e 1 sao iguais.
O

Proposicao 7. Sejam A um conjunto nao vazio e P um A-mddulo. Para qualquer func¢ao

¢: N — P, sua extensao
o PpA — P
AEA

doai- A o= Y aio(N)
=1 =1

¢ um homomorfismo de A-mddulos.

Demonstra¢ao. Consideremos a,b € A e z,y € @ A. Entdo, existem nj,ny € N,

AEA
1y ey Opygny € A e X, ooy Apygny € A tais que
ny ni+ng
I’ZE ai-)\iey: E az)\z
=1 i=ni+1

Observemos que

1 n1+ng ni ni+nsg
O(ax + by) = P ( E ala; - \;) + E b(a; - Az)) =0 < E aa; - A\ + E ba; - )\i)
i=1 ; ;

i=ni1+1 =1 i=n1+1
ny ni1+ng ni ni+ng
= (aa)s(N) + D (ba)d(\) = alao(\) + Y blaip(A))
i=1 i=n1+1 i=1 i=n1+1
n1 ni1+n2
=a) aid(\)+b D> ad(h)=a®(z)+bD(y).
=1 i=ni1+1
Portanto, ® é um homomorfismo de A-modulos. m

3.5 PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS

Definicao 12. Seja A um anel e sejam M, N e P A-mddulos. Um mapa A-bilinear é uma

funcao ¢: M x N — P tal que, para todos mg € M e ng € N, as funcoes

o(mo, ): N — P e o( ,ng): M — P
n — ¢(mg,n) m +—  ¢(m,ng)

sao A-lineares, isto é,
P(amy + bmy, ng) = ag(mi, ng) + bdp(ma, ng) e ¢(mo, any + bny) = ag(me, n1) + bp(mo, n2)

para todos a,b € A, my,mg € M e ny,ng € N. O conjunto de todos os mapas bilineares entre

M x N e P serd denotado por Bily(M x N, P).
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Construiremos um A-médulo 7' de modo que exista uma bijecao natural entre os conjuntos
Bila(M x N, P) e Homa(T, P) para todo A-modulo P. O teorema seguinte reescreve isso de

um modo mais preciso.

Teorema 6 (Propriedade Universal do Produto Tensorial). Sejam M e N A-mddulos. Entao,
existe um par (T, T), consistindo em um A-mddulo T e em um mapa A-bilinear 7: M x N — T,
que possui a propriedade sequinte: dados qualquer A-mddulo P e qualquer mapa A-bilinear

¢: M x N — P, existe um 1inico mapa A-linear ®: T — P tal que o diagrama

MxN—sT

comuta, isto é, ¢ = ® o 1. Em outras palavras, todo mapa A-bilinear em M x N fatora-se
através de T'. Além disso, se (S,0) for outro par com essa propriedade, entdo existird um unico

isomorfismo $: T — S tal que 6 = forT.

Demonstracao. Primeiramente, provemos a existéncia de um par satisfazendo as condigoes

supracitadas.
Seja C' a soma direta €  A. Definamos os quatro subconjuntos de C' seguintes:
(i) Dy = {(my +ma,n) —772??47;;— (mg,n) € C; my,mg € M en e N},
('n) ={(m,n1 +ny) — (m,n1) — (m,ny) € C; me M eny,ny € N};
(141) Dg—{(am n)—a(m,n) € C; ac A, me Mene N},
(iv) Dy = {(m,an) —a(m,n) € C; a€ A, me M en e N}.

Seja D o submoédulo gerado pela uniao Dy U Dy U D3 U Dy e seja T o moédulo quociente
C/D. Considerando o homomorfismo quociente 7: C' — T, denotaremos 7(m,n) por m @ n

para cada (m,n) € M x N. Definamos 7 por 7|y «n, isto é,

T: M XN — T
(m,n) +— men.

Sabemos que M x N é um conjunto gerador de C. Pela Proposicao 5, T" é gerado pelos
elementos da forma m ®n. Agora, vejamos algumas propriedades da “operacao” ®. Para todos

a € A, my,myg € M e ny,ng €N, temos:

(i) (m1 4+ mg) @ n = (my +ma,n) = (my,n) + (mz,n) = m; @n+mg n;

(11) m ® (ny + ng) = (m,ny +ng) = (m,ny1) + (M,n2) = mRny +m no;
(1ii) (am) @ n = (am,n) = a(m,n) = a(m @ n);
(

iv) m® (an) = (m,an) = a(m,n) = a(m @ n).
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Com isso,

T(amy + bmay,ny) = (amy + bma) @ ny = (amy) @ ny + (bmay) @ ny

= a(my ® ny) + b(mg @ ny) = ar(mq,ny) + br(ma, ny)

T(my,any + bng) = my ® (any + bny) = my ® (any) +my & (bnsy)

= a(m; ®ny) + b(my @ ny) = at(my,ny) + br(my, ny)

para todos a,b € A, my,ms € M e ny,ny € N. Logo, 7 é um mapa A-bilinear.
Consideremos um A-modulo P e um mapa A-bilinear ¢p: M x N — P. Pela Proposicao 7,

a extensao

P C — P
> ai - (mi,ng) iai(b(miyni)

i=1 i=1

¢ um homomorfismo de A-mo6dulos. Como ¢ é A-bilinear, para todos a € A, m,my,ms € M e
n,ny,ny € N, temos:

(1) ©((m1 +m2,n) = (m1,n) — (m2,n)) = ¢(m1 + ma,n) — ¢(ma,n) — ¢(ma, n) = 0;

(i7) ®((m,ny +ng) — (m,ny) — (m,nz)) = ¢(m,ny + na) — ¢(m, ny) — ¢(m, ny) = 0;

(1ii) ®((am,n) —a(m,n)) = ¢(am,n) — ap(m,n) = 0;

(iv) ®((m,an) —a(m,n)) = ¢(m,an) — ap(m,n) = 0.

Em outras palavras, ® anula-se em todos os geradores de D e, logo, D C Ker(®). Pelo
Teorema 4, existe um tnico homomorfismo de A-médulos ®: T — P tal que ® = ® o 7. Desse
modo,

dor(m,n)=domw(m,n)=>(m,n) =¢(m,n)

para todos (m,n) € M x N, isto é, ¢ = dor.
Agora, mostremos que ® é o tinico mapa A-linear de 7" em P com essa propriedade. Con-
sideremos p: T' — P um mapa A-linear tal que ¢ = po 7. Se ¢ € C, entao existirao r € N,
T

a,...,a, € Ae(x1,41), .-, (2, y,) € M X N tais que ¢ = > a; - (x;,y;). Assim,

i=1
pom(c)= Zai pom(x;y;) = Zai port(xyy) = Zai o(x, ;) = D(c).
i=1 i=1 i=1

Logo, ® = po . Visto que ® é o tinico mapa A-linear de T em P satisfazendo ® = ® o T,
concluimos que p = ®. Portanto, o par (T, 7) construido satisfaz a condi¢do seguinte: para
qualquer A-moédulo P e qualquer mapa A-bilinear ¢: M x N — P, existe um tinico mapa
A-linear ®: T — P tal que ¢ = ®oT.

Finalmente, seja (S,0) um par que possui essa mesma propriedade. Assim, considerando o

A-moédulo T e o mapa A-bilinear 7, existe um tnico mapa A-linear a: S — T tal que 7 = 0.
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Agora, utilizando a propriedade do par (7', 7) para o A-modulo S e para o mapa A-bilinear 4,

obtemos que existe um tnico mapa A-linear 5: T"— S tal que 0 = [ o 7. Desse modo,

T=(aof)oT e §=(Boa)od.

MxN—>T MxN—"558
- aof3 s Boa
idr idg
T S

Por outro lado, a propriedade do par (T, 7) fornece que idy é o inico mapa A-linear tal que
7 = idy o T enquanto a propriedade do par (S, 9) fornece que idg é o inico mapa A-linear que

satisfaz 0 =idgod. Logo, aof = idr e foa = idg. Por consequéncia, § é um isomorfismo. [J

Observacao 6. O A-mddulo T construido na demonstracao do teorema anterior é chamado
produto tensortal de M e N sobre A e é denotado por M @4 N. E 7 é o mapa A-bilinear

correspondente ao produto tensorial M ®4 N.
Exemplo 7. Consideremos um anel A e inteiros positivos m e n.

1. Mostremos que o produto tensorial A[X] ®4 A[Y] € isomorfo a A[X,Y].

Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, o mapa A-bilinear

o AX]xAY] o A[X,Y]

<Z CLiXi, Z bjyj> — (Z CLZX’L> <Z ijj>
=0 Jj=0 i=0 j=0

induz o mapa A-linear

Iy AlX] @4 A[Y] — A[X,Y]

(Zaxz ® (jiObJYJ> s (ZoaX) (jiobjw’).

Definamos o mapa A-linear

T AX)Y] - AX]@a A]Y]
S 4 XY s S ay(X e Y9).

i=0 j=0 =0 j=0

.

Consideremos fo € A[X,Y], go € A[X]| e hy € A[Y]. Entao, ezxistem r,s € N e

005+ -+ > A0y« + o s A0y 5 Apgy AQy + ++ 5 Ay Doy ..., by € A tais que
T S T S
= ZZain’Y], go(X) = Zain e ]'Lo(Y) = ijy]'
=0 j=0 i=0 j=0
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Notemos que

i=0 j=0 i=0 j=0
€
T od(go® hy) =T (( aiXi> (Z ijj)> = ( aiijin)
=0 7=0 =0 7=0
- aib; (X' @ Y7) = (a:X%) @ (b;Y7)
=0 7=0 =0 5=0

I
B
g
®
g
&
L.<
N——
|
S
®
s

Desse modo, ® o U = idax,y) e Vod|g= idaix|eapy]]s, onde
S={g®h; ge AlX] e he A[Y]}.

A Proposicio 6 fornece que W o ® = idaxieaapy), uma vez que S € um conjunto de

geradores de A[X]®4 A[Y]. Assim, concluimos que ® é um isomorfismo.

2. Seja d o inteiro positivo tal que d = mdc(m,n). Provemos que o produto tensorial

2., @y 7, € isomorfo a 7.

Sejam 11,19, 81,59 € Z tais que m|ry — 9 e nls; — sy. Notemos que d|ris; — roSe, pois
181 — 1989 = 1151 — 1281 + 981 — I'9So = (Tl — 7’2)81 + 7“2(81 — Sg).

Isso mostra que a funcao
¢ Ly x 2, — 24
(7,5) +— T3
estd bem definida. E fdcil ver que ¢ é um mapa Z-bilinear. Pela Propriedade Universal

do Produto Tensorial, ¢ induz o mapa Z-linear

o 7,222, — Z4
T®S — TS.
Agora, definamos a funcao
@2 Zd — Zm Xz Zn
T — tlxl).
Verifiquemos que essa funcao estd, de fato, bem definida. Visto que 7 é um dominio

principal, existem e, f € Z tais que d = em + fn. Sejam ty,ty € Z tais que d|t, — ta, ou
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seja, existe ¢ € Z tal que
t1 —ty = de = (em + fn)c.

Com isso, obtemos

Vod(F®35) =05 =rs(1®1)=7T®3

para todos T € Z,,, S € Z,, et € Zy4. Desse modo, ® o U = idz, e U o@sz =idz,,@,2,|5;
onde
S'={rTes T7€Z,e5€Z,}.

Como S’ € um conjunto de geradores de Z,, @z Z,, temos W o ® = idz,,®,2,- Portanto,

® ¢ um isomorfismo.

Lema 5. Sejam M, N e P A-maddulos.

1. Todo elemento de M @4 N € uma soma de elementos da forma m ® n, onde m € M e

n e N.

. Todo elemento de (M @4 N)®4 P € uma soma de elementos da forma (m®mn)® p, onde

meM,neN epe P. Em particular,
Si={(m®n)®@p; me M, ne Nepec P}

é um conjunto de geradores de (M @4 N) ®4 P.

. Todo elemento de M @4 (N ®4 P) € uma soma de elementos da forma m ® (n® p), onde

meM,neN epe P. Em particular,
So={m®@nep); me M, ne Nepec P}

é um congunto de geradores de M @4 (N ®4 P).

Demonstracao.
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1. Sejat € M ®4 N. Da construgao feita no teorema anterior, sabemos que M ®4 N é

gerado por elementos da forma m®n, onde m € M en € N. Desse modo, existem r € N,

ay,...,a. € A,my,...,m. € M eny,...,n. €N tais que
T r
i=1 i=1
Claramente, a;m; € M para todoi € {1,...,r} e, logo, escrevemos t da maneira desejada.

2. Consideremos t € (M ®4 N)®4 P. Pelo item anterior, existem r € N, t1,...,t. € M@, N
e py,...,pr € P tais que

t:Zti®pi.
=1

Para cada ¢ € {1,...,r}, o item anterior também fornece que existem s; € N,

M1, ..., My, € M e ng, ..., n;, € N satisfazendo

Si
ti = E mij ®’I’LZ]
J=1

Com isso, podemos reescrever o elemento ¢t da maneira seguinte

t= Z (Z mij & nij) K pi = ZZ((mw ® nij) @ pi)-

i=1 \j=1 i=1 j=1

3. A demonstracao deste item é similar & prova do item anterior.
m

Proposicao 8. Sejam M e N A-mddulos. Se Sy e Sy forem conjuntos de geradores de M e

N, respectivamente, entao
S={mneM®suN; meS;enc Sy}

serd um conjunto de geradores de M & o N. Em particular, se M e N forem finitamente gerados,

entao M @4 N serd também finitamente gerado.

Demonstragao. Sejax € M®4N. Pelo primeiro item do Lema 5, existem r € N, zq,...,x, € M

ey,...,yr €N tais que

€xr = sz & Y;.
i=1

Desse modo, para cada i € {1,...,n}, existem 7;,t; € N, aj,..., 0, a},..., 0, € A,
/ / ;
Sily- -+ Sir, €51 € 8jy,..., 8, € Sy tais que
T t;
. . / /
xT; = A;5Si5 € Y = 1Sk
j=1 k=1
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=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1
roor LA R

= E E E (aijsij) ® (agsi,) = E E § :aw (8ij ® azSix)
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 k=1

r T t;
/ /
= E : E , E :aijaik (8ij ® Sik) 5

i=1 j=1 k=1

ou seja, x é uma combinacao linear de elementos de S com coeficientes em A. Portanto, S é

um conjunto de geradores de M ®4 N. O]
No teorema seguinte, veremos que o produto tensorial possui propriedades familiares.
Teorema 7. Sejam M, N e P A-mddulos e seja (Ny)ren uma familia de A-mddulos.
1. O produto tensorial é comutativo, isto €, M @4 N € isomorfo a N @4 M.
2. O produto tensorial é associativo, isto é, (M @4 N)®4 P € isomorfo a M @4 (N ®4 P).

3. O produto tensorial possui distributividade com relagio a soma direta, isto €,

M @4 (@ N,\) é isomorfo a @ (M @4 N,).
AEA AEA

4. O A-mddulo A € o elemento neutro do produto tensorial, isto €, AR M € isomorfo a M.

Demonstracao.

1. Consideremos a funcao
¢p: MXN — N®uM
(m,n) +— n®m.

Observemos que

d(amy + bma,ny) = ny ® (amy + bms) = a(ny @ my) + b(ng @ my)
- a¢(m17 nl) + b¢(m27 nl)

d(my, any + bng) = (ang + bng) @ my = a(ny @ my) + b(ny @ my)
- a¢(m17 nl) + b¢(m17 nQ)

para todos a,b € A, my,my € M e ny,ny € N, isto é, ¢ é um mapa A-bilinear. Pela

Propriedade Universal do Produto Tensorial, ¢ induz o mapa A-linear

P MR, N — N4 M
m®@n = nm.
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De maneira analoga, o mapa

v NxM — M®aN
(n,m) — m®®n

¢ A-bilinear e induz o mapa A-linear

U: N M — M®uN
nem = m®n.

Definindo os conjuntos
S={m®n;, meMeneN} e S ={n®@m; me Menec N},

temos ® o U|g = idyg ]l ¢ Vo @|g = idye,n|s. Além disso, sabemos que S e S’ sdo
conjuntos de geradores de M ®4 N e de N ®4 M, respectivamente. Pela Proposicao 6,

Dol = idyg € Vod = idyg ,n. Portanto, ® 6 um isomorfismo.

2. Para cada p € P, definamos o mapa

¢p: Mx N — M®A<N®AP>
(m,n) — m®(nep),

o qual é A-bilinear. De fato, para cada p € P, temos

¢p(am1 -+ bmg,nl) = (am1 + bmg) X (711 ®p) = a(m1 & (n1 ®p)) + b(m2 & (711 ®p))
= agy(mq,ny) + b, (ma, n)

dp(my, any + bng) = my @ ((any + bngy) @ p) = my ® (a(ny @ p) + b(ny @ p))
=a(m; ® (n; ®p)) + b(my @ (ngy ® p))
= ap,(myi,n1) + bp,(my, ns)

para todos a,b € A, my,ms € M e ny,ny € N. Pela Propriedade Universal do Produto

Tensorial, ¢, induz o mapa A-linear

O, M@sN — M®y(N®4sP)
men +— me(np)

para cada p € P. Agora, definamos o mapa

¢: (MRAN)xP — M®y(N®yP)
(tap) = 6}’@)7
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o qual é A-bilinear, pois ¢(_,p) = ®, é A-linear para cada p € P e

o) <Z m; Q@ n;,apr + bp2> = 5apﬁrbpg <Z m; ® nz)

i=1 =1

= Zm ® (n; ® (apy + bpy))
— Z a(m; ® (n; @ p1)) + b(m; @ (n; @ pa))

= az o(m; @ng,pr) + bz d(m; @ ng, pa)

i=1 i=1

= a¢ (Z m; ® ni,p1> + bg (Z m; @ ni,p2>
i=1 =1

para todos a,b € A, r € N\ {0}, my,...,m, € M, ny,...,n, € N e p;,ps € P. Pela

Propriedade Universal do Produto Tensorial, ¢ induz o mapa A-linear

®: (MRAN)@AP — M®y(N®yP)
(men)@p — me©mep).

Analogamente, para cada m € M, o mapa

Um: NxP — (M@4N)®@,P
(n,p) = (men)®p

¢ A-bilinear e induz o mapa A-linear

@mi N@AP — (M@AN)®AP
n®p = (Mn)p.

Ainda de modo similar, o mapa

p: MX(N®sP) — (M®sN)®sP
(m, 1) — W, (t)

é A-bilinear e induz o mapa A-linear

E: M®A(N®AP) — (M@AN)®AP
m® (n®p) — (m®n)® p.

Definamos os conjuntos

S={(m@n)@p;, me M\,ne Nepe P}teS ={m®(n®p); me M, ne Nepe P}.
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Claramente, ® o U|g = idye,(Noap)ls € Vod|lg= id(veaNyeapls. Visto que S e S sao
conjuntos de geradores de (M ®4 N) @4 P e M ®4 (N ®4 P), respectivamente, temos

Dol = idyg,(Noap) © Vod = id(me,N@.p- Portanto, ® é um isomorfismo.

3. Consideremos a funcao

¢Z M x @N)\ — @(M@AN,\)
AEA AEA

(m7 (n)\))\EA) — (m ® n)\))\eA.

Notemos que

d(amy + bma, (na)ren) = ((amy + bmy) @ ny)ren = (a(my @ ny) + b(mae ® ny))rea
= a(m1 ® nx)rea + b(ma @ ny)rea

= a¢(m1, (nA)AeA> + b¢(m27 (nA)AeA>

¢(ma, a(na)rea + () )aen) = d(ma, (any +bn))xen) = (M1 @ (any + bn)y))rea
= (a(m1 @ ny) + b(my @ n)))rea
= a(my ® ny)xea + b(my @ nly)rea
= ag(mu, (na)aen) + bp(ma, (1)) ren)
para todos a,b € A, my,my € M e (ny)ren, (n))ren € @ Ny, ou seja, ¢ é um mapa

AEA
A-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, ¢ induz o mapa A-linear

O M, @ Ny = @(M®yNy)
AEA AEA

m®& (na)aea (M & ny)rea.

Para cada A\g € A, definamos o mapa

1/))\02 MXN)\O — M®A®N)\
AEA

(m,n) = m®iy(n),

onde iy, ¢ o homomorfismo de inclusao da parcela N,, na soma direta @@ N,, isto é,
AeA

i)\oi N/\o — @N)\

AEA
n o dyn): A — U Na
AEA
N n se A=)\
On, se A # .
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Para cada \g € A, observemos que

Wy, (amy + bma,ny) = (amy + bma) ® iy, (n1) = ahy, (my,ny) + biby, (Mo, nq)

Qﬂ)\o (ml, any + bng) = my & i,\o(anl + bng) =M & (ai)\o (?7,1) + bi)\o (ng))
= ar,(my, 1) + Dby, (my, ny)

para todos a,b € A, my,my € M e ny,ny € Ny, ou seja, 1, ¢ um mapa A-bilinear. Pela

Propriedade Universal do Produto Tensorial, 1), induz o mapa A-linear

Uy: M®@4Ny, — M®s @ Ny
AEA

men = miy(n)

para cada \g € A. Agora, definamos o mapa

U: @P(M®@4Ny) — M4 N,y
AEA AEA

(tA)AeA — )\EZAW)\(D\).

E facil ver que ¥ é A-linear. Além disso, ® o U = id @ (MoaN,)- De fato, se
AEA
(tx)aer € (M ®4 Ny), entdo, para cada X € A, existem 7y € N, myy,...,my, € M e
A
€ N
NALy -+ MAry, € N, tais que t, = Z my; @ ny; €, consequentemente,
i=1

P o U((ta)ren) (Z L5 (Z mi & nm) ) =3 (Z i U (m ® nm‘))

AEA A€ =1

(Z > (my® iA(”M))) =3 ) B(my; @ix(na)

A€EA i=1 A€EA i=1

Z (mai ® ny) Z D) <Z My & nm)

AEA i=1

Z my; ® nAz) = (t)\))\GA-
=1 AeA

|
K|

I
mM
57

Notemos que

Uo®(m® (ny)rea) = U((m @ny)sen) Z Uy (m ®mny)
XeA

®Z,\ 71,\ =meg g Z,\ nA
AEA

>/

cA
=m @ (nx)rea
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para todos m € M e (ny)xea € € N,. Definindo
AEA

S = {m@ (na)aea; m € M e (ny)rea € EBNA} ;

A€A

vale W o ®|g = idye, @ vy |s- Como S é um conjunto de geradores de M ®4 €. temos
AEA AEA
Vo® =idyg, g v, Portanto, ® ¢ um isomorfismo.
AEA

4. Seja ¢ a operacao de “multiplicacao por escalares” do A-modulo M, isto é,

o AxM — M

(a,m) — am.

Evidentemente, ¢ é A-bilinear. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial, ¢ induz

o mapa A-linear
o A@aM — M

a®@m = am.

Agora, definamos o mapa
U: M — A®aM
m — 1l®m.

E facil ver que ¥ é A-linear. Notemos que

PoU(m)=0(1®@m)=1m=m

Vodla®@m)=V¥(am)=1® (am)=a(l®@m)=a®@m
para todos a € Aem € M. Assim, oW =idy e ¥ o ®|g = idag 1|5, onde
S={a®@m; ac Aeme M}.

Visto que S é um conjunto de geradores de A®4 M, temos U o ® = idg . Finalmente,

concluimos que ® é um isomorfismo.

3.6 ALGEBRAS

Sejam A e B anéis e seja ¢: A — B um homomorfismo de anéis. De modo natural, esse

homomorfismo induz a “multiplicacao por escalares” seguinte:
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u: AxB — B
(a,0) = (a)b.

E facil ver que (B, i) ¢ um A-modulo. Como sempre, denotaremos p(a, b) por, simplesmente,
ab. Desse modo, B possui tanto uma estrutura de anel quanto uma estrutura de A-modulo, as

quais sao compativeis no sentido de que satisfazem a condigao seguinte:
a(blbg) = (abl)62 = bl(abg)
para todos a € A e by, by € B.

Definicao 13. Seja A um anel. Uma A-dlgebra é um par (B,¢), onde B é um anel e

¢: A — B é um homomorfismo de anéis. Além disso, chamamos ¢ de homomorfismo base.

Observacgao 7. Quando o homomorfismo ¢ estiver claro pelo contexto, referiremos ao proprio

anel B como uma A-dlgebra.
Exemplo 8. Seja A um anel.

1. O anel A € uma Z-dlgebra com o homomorfismo natural

o: 7 — A

n — nly,

onde 14 denota o elemento neutro com respeito ao produto de A.

2. O anel de polinomios A[X1,...,X,] € uma A-dlgebra com o homomorfismo inclusao

i A — A[Xl,,Xn]
a = a.

Definicao 14. Seja A um anel e sejam (B, ¢) e (C,v) A-dlgebras. Um homomorfismo de
A-dlgebras ¢ um homomorfismo de anéis a: B — C compativel com os homomorfismos base

¢:A— Bep: A—C, isto € tal que avo ¢ = 1.

Proposicao 9. Seja A um anel e sejam (B, @) e (C ) A-dlgebras. Um mapa a: B — C' serd
um homomorfismo de A-dlgebras se, e somente se, for tanto um homomorfismo de anéis quanto

um homomorfismo de A-mddulos.
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Demonstrag¢ao. Suponhamos que « seja um homomorfismo de A-algebras. Em particular, o é

um homomorfismo de anéis. Visto que a o ¢ = 1, temos

afarby + agby) = a(Pp(ar)br + ¢(az)bs) = ad(ar))a(br) + al(p(az))o(bs)
= Y(ar)a(br) + Y(az)a(bs) = ara(by) + aza(bs)

para todos aq,as € A e by,by € B. Logo, o é também um homomorfismo de A-médulos.
Reciprocamente, suponhamos que « seja tanto um homomorfismo de anéis quanto um ho-
momorfismo de A-mo6dulos. Assim, para mostrar que a é um homomorfismo de A-dlgebras,

basta verificar que ao ¢ = 9. E essa igualdade ¢, de fato, valida, pois

ao@(a) = a(é(a)lp) = alalp) = aa(lp) = ale = P(a)lo = P(a)

para todo a € A. O

Exemplo 9. Sejam A um anel, B uma A-dlgebra e \1,..., \, € B. O mapa de avalia¢ao

a: AlXy,.... X, — B
f(Xl,...,Xn) — f()\l,,)\n)

€ um homomorfismo de A-dlgebras.

Definicao 15. Sejam A um anel e B uma A-dlgebra. Uma A-subdlgebra de B é um subcon-
gunto C' de B que € tanto um subanel quanto um A-mddulo. Além disso, se A for um subconjunto
qualquer de B, a menor A-subdlgebra de B contendo A serd chamada A-subdlgebra gerada

por A e serd denotada por A[A].

Observagao 8. No caso em que A for finito, digamos, A = {\1,..., \,}, a A-subdlgebra gerada
por A serd denotada por A[M1, ..., A\l

Proposicao 10. Sejam A um anel, B uma A-dlgebra e A um subconjunto de B. Temos
AN ={f(\,..., ) €B; re N\ {0}, feAXy,....X,] e A,...,\ €A}
Demonstracao. Denotemos o conjunto
{fA\,.. ) € B; re N\ {0}, feAlXy,..., X, JeA,...;\ €A}

por S. E facil ver que S é uma A-subélgebra de B contendo A e, logo, A[A] C S.

Consideremos s € S. Entao, existem n,7 € N, mi,...,M1py ..., Mpty..., My € N,

n T
ap,...,a, € Ae X,....\ € A tais que s = > a; [] )\;nij. Visto que A[A] é um subanel
=1 j=1

de B contendo A, o produto [] AJ" é um elemento de A[A] para todo i € {1,...,n}. Além
j=1

disso, como A[A] é um submédulo de B, a combinagao A-linear ) a; [T AJ™ pertence também
=1 j=1
a A[A]. Assim, S C A[A], o que conclui a prova. O
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Observagao 9. No caso em que A for finito, digamos, A = {\1,...,\,}, teremos
AN, o ] ={f(A, .0 ) € B; feAlXy, ..., X}

Definicao 16. Seja A um anel. Uma A-dlgebra B serd dita finitamente gerada se existir
um subconjunto finito {\1,..., A\,} C B tal que B = A[\y, ..., \,].

Proposicao 11. Seja A um anel. Uma A-dlgebra B serd finitamente gerada se, e somente se,
existir um homomorfismo sobrejetor de A-dlgebras o: A[Xq, ..., X,] — B para algum inteiro

POSItivo N.

Demonstra¢ao. Suponhamos que B seja uma A-algebra finitamente gerada, isto é,
B = A[Ay, ..., Ay para certos m € N\ {0} e A\y,...,\,, € B. Definamos o homomorfismo

avaliacao
g: AXy, ..., Xn] — B

f(Xl, S 7Xm) — f(/\l, ey )\m)

Notemos que
BAX, .., X)) ={f(M\1, ..., ) € By feAXy, ..., Xn|} =AM, ..., \n] = B,

isto é, 8 é um homomorfismo sobrejetor de A-algebras.

Reciprocamente, suponhamos que a:: A[Xy, ..., X,,] = B seja um homomorfismo sobrejetor
de A-élgebras para determinado inteiro positivo n. Mostremos que B = A[a(X1),...,a(X,)].
Claramente, temos a inclusdo A[a(X;),...,a(X,)] € B. Visto que « é sobrejetor, dado
b € B, existe f € A[Xy,...,X,] tal que b = a(f). Por sua vez, existem r € N,
MLy ey Mooy Mty ey, My € No€ aq,...,a, € A tais que f(Xq,...,X,) = 2% ﬁlXj’,”iﬂ'.

=1 j=

Desse modo,

ou seja, b € Ala(Xy),...,a(X,)]. Logo, B = Ala(X,),...,a(X,)] é uma A-algebra finitamente
gerada. 0

3.7 PRODUTO TENSORIAL DE ALGEBRAS

Consideremos um anel A e sejam B e C' A-algebras. Nesta secao, veremos que o produto
tensorial B ® 4 C' admite uma estrutura de A-dlgebra. Primeiramente, nosso objetivo é definir

um produto em B ®4 C.
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Para cada par (b,¢) € B x C, definamos o mapa
925(1,76)2 Bx(C — B®syC
(b',cd) — b ®cd,

o qual é A-bilinear, pois

B,y (arb] 4 asbly, ) = blayby + asby) @ cc) = (b(arby) + b(azby)) ® ccy
= (a1 (bb}) + a2(bby)) & e} = a1 (bb] ® cc}) + aa(bby & cch)
= al(b(bac)(blb Cll) + a2¢(b,c) (b/27 Cll)

Pb,e) (b1, a1¢y + asch) = b} @ c(aicy + asch) = bby & (c(aicy) + c(asdy))
= bb| ® (ay(cc)) + az(cdy)) = a1(bb] ® cc)) + aa (b & ccfy)
= @19(5.0) (b1, €1) + 020(.0) (01, ¢5)

para todos ay,as € A, b}, b, € Bedy,d, € C. Pela Propriedade Universal do Produto Tensorial,

o mapa A-bilinear ¢, ) induz o homomorfismo de A-modulos

6(1770): B,C — B®ysC
Veod — b®c

para cada (b,c) € B x C. Isso nos permite definir o mapa seguinte:

: BxC — Homus(B®4sC,B®aC)
(b,c) — 6((,’0).

Notemos que, para todos ai,as € A, by, by, € B e ¢1,c9,¢ € C, temos

P(a1by + agbe, c1) (V' @ ) = (a1by + azbe)b' @ 1

= a1 (b1t @ 1) + az (b’ @ 1)

= a1 (¢P(by,c1)(V @ ) + aa((be, 1) (b @ )
= (a1p(by, e1) + agih(ba, 1)) (V' @ )

(b, arer + aser) (V' @ ) = bib' @ (arer + agee)d

= a1(bit' @ 1) + az(bib' @ o)

= a1 (¥ (b, 1) (V' @ ) + az(th(br, 2) (V' @ ')
= (a1 (br, c1) + asp(br, c2)) (V' & ).
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Em outras palavras, para todos aq,as € A, by,by € B e ¢1,c9 € C, valem

Y(ar1by + asbs, c1)|s = (@19 (b1, c1) + astp(ba, c1))|s

Y(br, arcr + azes)|s = (a1 (br, c1) + atp(br, c2))ls,

onde S = {b®c; b€ Bece C}. Visto que S é um conjunto de geradores do produto tensorial
B ®4 C, temos

1/1(61151 + agbs, Cl) = a1¢(bl, 01) + a2¢(b2, 01) € 1/1(51, ajcy + Clzcz) = a1¢(b17 01) + a2¢(bl7 C2)

para todos ay,as € A, by,by € B e c1,co € C, ou seja, o mapa 1 é A-bilinear. Pela Propriedade

Universal do Produto Tensorial, esse mapa induz o homomorfismo de A-modulos

VU: B,C — Homu(B®sC,B®,C)
b®c = 6(5’0).

Finalmente, definamos o produto em B ® 4 C' da maneira seguinte:

(B@AC)X(B®AC) — B®AC
(tl,tg) —> W(t1>(t2)

Explicitamente, temos
(i ®@cr) - (b ®co) = W(lh ®Rc1)(be ® ) = 5(b1701)<b2 ® 2) = biby @ c109

para todos by,by € B e ¢1,c0 € C. E, de modo geral,

(gbi@aq) : (;b;@c;) :ﬁ(éb@q) (]Z:;b;@c;) = (é@,w) (Zb’ ®c>

para todos m,n € N\ {0}, by,..., by, 0,...,0, € Becy,...,cp,¢yy...,c, €C.

Agora, verifiquemos que (B®4 C,+,+) é um anel. Ja sabemos que (B®4 C,+) é um grupo
abeliano. Além disso, dados ti,%s,t3 € B ®4 C, existem m,n,p € N, by,... . byipnyp € B e

Cly- -y Cmintp € C tais que

b = Z b ® ¢y Lo = Z bm—i—j ® Cm+j € lg = Z bm-‘rn-‘rk & Crmtntk-

7j=1 k=1

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



MODULOS 39

Isso nos permite concluir que o produto é associativo:

m n p
(th - t2) - t3 = (Z Z bibpmy; ® Cz'cm+j> : (Z bsntk ® Cm+n+k>
k=1

i=1 j=1

m n P
= Z Z Z(bibm+j)bm+n+k ® (Cicm—l—j)Cm-‘rn-‘rk

i=1 j=1 k=1

m n p

= Z Z Z bi<bm+jbm+n+k) ® Ci(Cm+ij+n+k)

i=1 j=1 k=1
m n p
= (Z b; & Ci) : (Z Z bt jbmintk @ Cm+jcm+n+k>
i=1 j=1 k=1
=1 - <t2 . tg).
O produto é também comutativo:
m n n m
ty -ty = Z Z bibmyj ® CiCmyj = Z Z by jbi @ Cpyjci = ta - 11
i=1 j=1 j=1 i=1

O produto é distributivo com relacao a soma:

m n+p
tl . (tz + tg) = <Z b@ ® CZ') . (Z bm+j & Cm+j>

i=1 j=1
m  n+p
- Z bibmj ® CiCmj
i=1 j=1
m n TL“‘p
= <(Z bibm+j @ cicmH) + ( > bibmr @ cicm%))
=1 J=1 k=n+1
m n m p
- Z bibm+j ® CiCm+j + Z Z bibernJrk & CiCmantk
i=1 j=1 i=1 k=1
:tl't2+t1‘t3.

E, por fim, 13 ® 15 é o elemento neutro com respeito ao produto:

t-(lp®le) =) bilp®@ale =t
i=1
Logo, (B®4 C,+,-) é, de fato, um anel. Para vermos esse anel como uma A-élgebra, resta
definirmos um homomorfismo de anéis de A em B ®4 C. Para tal, consideremos o mapa
p: A — B®ysC

a — (alp)® lc.

Observemos que, para todos a,as € A, temos:
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(1) plar +az) = ((a1 + a2)lp) ® 1o = (mlp + az2lp) ® 1o = @(a1) + p(az);
(i) plaraz) = ((a1a2)(1p1p)) ® 1o = ((a1lp)(azlp)) @ 1o = p(ar) - p(az);
(#ii) o(1a) = (lalg) ® 1c =15 ®@ 1c.
Portanto, ¢ é um homomorfismo de anéis e B® 4C é uma A-algebra com esse homomorfismo.

Observacao 10. Notemos que a “multiplica¢ao por escalares” induzida pelo homomorfismo ¢
em B®4 C coincide com a “multiplicagao por escalares” da estrutura de A-mddulo que B ® 4 C

possui como produto tensorial de A-mddulos. De fato, para todo a € A, vale

pa) -t = ((alp) ® 1¢) - (Zb ®cl) :Z((alB)bi)Q@(lcci)
:zm:( (1gh)) ® ¢; = Em:a b; ® ¢;) = aty.

Exemplo 10. Sejam B e C' A-dlgebras. Os mapas

a: B - B®,C e [: C — B®uC
b — b®lc c — 1p®ec

sao homomorfismos de A-dlgebras. De fato, para todos aj,as € A, by,by € B e ci,c0 € C,

temos:
(i) a(aiby + asbs) = (a1by + azbs) ® 1o = ((a1b1) @ 1o) + ((agbe) @ 1) = ara(br) + aza(bs);
(i) a(biby) = (biby) @ 1o = (b ® 1¢) - (by @ 1) = au(by) - a(by);

(i) a(lp) =13 ® 1¢;

(iv) Blarcr + ase) = 1p @ (ar1c1 + azce) = (1p ® (arc1)) + (1 ® (agez)) = a18(c1) + azB(c2);
(v) Blerea) =15 @ (c1c2) = (1p @ 1) - (15 @ &2) = Bler) - Blea);

(vi) B(le) =1 @ 1c.

Por meio desses homomorfismos, poderemos apresentar uma importante propriedade do

produto tensorial de algebras no proximo teorema. Para isso, precisaremos do lema seguinte.

Lema 6. Sejam B e C A-dlgebras, S um conjunto de geradores do A-mdodulo B e ¢p: B — C
um homomorfismo de A-mddulos tal que ¢(1p) = 1lo. Se ¢(s1s2) = ¢(s1)P(s2) para todos

S1,89 € S, entao ¢ serd um homomorfismo de A-dlgebras.

Demonstragao. Sejam by e by elementos de B. Entao, existem ay,...,am,a},...,a, € Ae
S1yevySmyShy ..., €S tais que
m n
b, = g a;s; e by = g a’s
377
i=1 j=1
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Notemos que

I
<
VR
L
3
—
S
»
N
—~
S
ol
o
oL~
S~—
~
I
VR
NE
[
—
S
Q
W~
N~—
—~
=
”
WL~
N—
~

= 30D (w)lsis)) = D03 (awe) (9(s1)6(s))
— Z Z(azqﬁ(sl))(aﬁ(s;)) = Z(ai¢(3z)) (Z a;¢(s;)>
(o) () (£ (5
= ¢(b1)9(b2)
Logo, ¢ € um homomorfismo de A-algebras. O

Teorema 8. Sejam B e C' A-dlgebras e consideremos os homomorfismos de A-dlgebras

a: B - B®,C e : C — B®uC
b = b®lc c — 1p®ec

Seja D uma A-dlgebra qualquer. Dados homomorfismos de A-dlgebras ¢: B — D e: C — D,

existe um tnico homomorfismo de A-dlgebras T': B ®4 C — D tal que o diagrama

B®sC

/ H!N
comuta, isto é, Toa=¢ e o =1.

Demonstragcao. Primeiramente, mostremos a existéncia de um homomorfismo de A-algebras

b e

com essa propriedade. Sejam ¢: B — D e 1p: C — D homomorfismos de A-algebras. Pela

Propriedade Universal do Produto Tensorial, o mapa A-bilinear

v: Bx(C — D
(b,c) = ¢(b)¥(c)

induz o homomorfismo de A-méddulos

T: B,C — D
boc o db)(e).
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Notemos que

F(lB ® 10) == Qb(lB)l/J(lc) == 1D1D = 1D

f((lh ®cp) - (by®c)) = F(b1bz ® c12) = @(biba)(cicz) = G(b1)1b(c1)d(b2)1(c2)
=T(b; ® c1)T(by ® c2)

para todos by, by € B e ¢1,cy € C. Pelo Lema 6, I’ é também um homomorfismo de A-algebras.

Além disso, para todos b € B e ¢ € C, temos

Foa(b) =T(b®1c) = ¢(b)y(lc) = d(b)1p = ¢(b)

Tof(c) =T(1p ®c) = ¢(1p)¥(c) = 1p¥(c) = ¥(c),
ouseja, loa=¢el o =n1.

Agora, mostremos que I é o tinico homomorfismo de A-algebras que faz o diagrama anterior
comutar. Seja 6: B®4 C — D um homomorfismo de A-algebras tal que doa=¢e do [ =1).

Observemos que
d(b@e)=0((b@1c) - (1p@c) =@ 10)d(1p ® c) = §(a(b)d(B(c) = ¢(b)(c) =T (b )
para todos b € B e ¢ € C. Em outras palavras, §|¢ = I'|g, onde

S={b@c;beBececC}.

Visto que S é um conjunto de geradores do A-modulo B ® 4 C, a Proposicao 6 fornece que

§ =T. Isso conclui a prova. m
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4. VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

Os espacos afins e as variedades algébricas afins sao os principais ingredientes deste capitulo.
Inicialmente, trataremos das propriedades bésicas das variedades algébricas afins e de seus ideais
correspondentes. Em seguida, apresentaremos o Teorema da Base de Hilbert e a Topologia de
Zariski nos espacos afins. Ao final deste capitulo, essas duas ferramentas serao essenciais para
provarmos que é possivel escrever qualquer variedade algébrica afim como a uniao finita de suas
componentes irredutiveis. As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [2] e [6].

Ao longo deste capitulo, L denotara um corpo e K um subcorpo de L.

4.1 VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS E SEUS RESPECTI-
vOS IDEAIS

Definicao 17. Seja n uwm inteiro positivo.
1. O conjunto L™ é chamado espago afim de dimensao n sobre L e é denotado por A"(L).

2. Um subconjunto V. C A"(L) serd chamado K-variedade algébrica afim se eristirem
polinomios fi, ..., fm € K[X1,...,X,] de modo que V' seja o conjunto solugao do sistema

de equacoes
fl(Xla"'7Xn) -
fo(Xq,..., X)) =

fn(Xq,..., X)) =0

em A™(L). Esse sistema € dito sistema de equagodes que define V.

Observacgao 11.

1. Por simplicidade, escreveremos apenas K-variedade para mnos referirmos a uma

K-variedade algébrica afim. Além disso, escreveremos simplesmente
filXe,..., X)) =0(Ge{l,...,m})

para representar o sistema do sequndo item da defini¢cao anterior.
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2. Uma K-variedade V' € também uma K'-variedade para qualquer subcorpo K' C L que
contém todos os coeficientes de um sistema de equagoes que define V. Isso ocorre, por

exemplo, se tivermos K C K'.

Em nosso cotidiano, é comum nos depararmos com K-variedades. Vejamos dois exemplos

bem familiares.

Exemplo 11.

1. Em A™(L), os conjuntos que sao solugao de sistemas de equagoes lineares com coeficientes

em K, popularizados pela Algebra Linear, sao as K-variedades lineares.

2. Em A"(L), o conjunto dos zeros de um polinémio ndao constante f € K[Xq,...,X,] €
uma K -hipersuperficie. Em particular, K -hipersuperficies em A?(L) recebem o nome de
curvas algébricas planas. Por definigao, toda K-variedade V- em A*(L), com V # A*(L),

€ a intersecao de uma quantidade finita de K -hipersuperficies.

Figura 4.1: Q-hipersuperficie definida pela equacio X7 — X2 — X3 = 0 em A3(R)

Lema 7. A unido e a interse¢io de duas K-variedades de A"(L) sao também K -variedades de
A"(L).

Demonstragao. Sejam V; e Vo, K-variedades definidas pelos sistemas

fi(Xy, . X)) =0(@Ge{l,....r})

fj(Xl,...,Xn)ZO(jE{T+1,...,T+S}),

respectivamente. E facil ver que a intersecao Vi NV, é a K-variedade definida pelo sistema
fi(Xla e ,Xn) (’l € {1, - ,T'+S}).
Agora, mostremos que a uniao V; U V5, é a K-variedade definida pelo sistema

fi(Xl,...,Xn)fj(Xl,...,Xn):0(7:6{1,.‘.,’/"}eje{T‘I‘l,...,’l"-FS}).
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Seja x € V3 U V,, isto é, x é zero dos polinomios fi,..., f, ou x é zero dos polindémios

frats-- ., fris- Em ambos os casos, x é solucao do sistema
filXe, . o X)) fi(Xq, .., X)) =03Ged{l,...;r}eje{r+1,....,r+s}).

Reciprocamente, seja y uma solugdo do sistema acima. Suponhamos que y ¢ Vi, isto é,
existe i € {1,...,r} tal que f;(y) # 0. Por hipotese, para cada j € {r +1,...,7 + s}, temos
fi(y) fi(y) = 0 e, por consequéncia, vale f;(y) = 0. Logo, y € V1 UV5, o que conclui a prova. [

Nos espacos afins de dimensao n > 2 sobre o corpo R, uma K-hipersuperficie pode ser
vazia ou consistir em um tnico ponto. Por exemplo, as equagoes X7 + -+ + X2+ 1 =0e
X? 4.+ X2 = 0 definem as Q-hipersuperficies {) e {0}, respectivamente. Entretanto, existem

corpos imunes a esse fenomeno: os corpos algebricamente fechados.

Definicao 18. Diremos que L é um corpo algebricamente fechado se todo polinémio nao

constante f € L[X] possuir uma raiz a € L.

Observacao 12. Todo corpo algebricamente fechado € infinito. De fato, se L for finito, diga-
mos, L ={ay,...,a.}, entdo o polindmio nao constante (X —ay)(X —ag) -+ (X —a,)+1 € L[X]

nao possuird raiz em L.

Na proposicao seguinte, veremos, em particular, que existem infinitos pontos “dentro” e
“fora” das hipersuperficies que habitam espacos afins de dimensao n > 2 sobre corpos algebri-

camente fechados.

Proposicao 12.

1. Se L for infinito e n > 1, entao o complementar de qualquer K -hipersuperficie em A™(L)
conterd infinitos pontos. Em particular, o complementar de qualquer K-variedade V em
A'(L), com V # A*(L), conterd infinitos pontos.

2. Se L for algebricamente fechado e n > 2, entao toda K-hipersuperficie em A"(L) conterd

infinitos pontos.
Demonstracao.

1. Provemos a primeira afirmacao utilizando induc¢ao sobre n.

Seja f um polindmio ndo constante em K|[X;]. Visto que L é infinito e f possui uma
quantidade finita de zeros em L, existem infinitos elementos em A'(L) que nio sio zeros

de f. Logo, a afirmacao é verdadeira quando n = 1.

Suponhamos que o complementar de qualquer K-hipersuperficie em A"~'(L) possua in-
finitos pontos, onde n — 1 é determinado inteiro positivo, e provemos que a afirmacao é

valida para n. Seja g um polinémio nao constante em K[X,..., X,]. Com isso,

g=g0o+ X, +- - +gX,
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para certos r € N e go,...,9, € K[Xy,...,X, 1], com g, # 0. Pela hipotese de
indugdo, existe (ay,...,a, 1) € A" (L) tal que g,(ai,...,a,_1) # 0. Desse modo,
glay,...,ap,_1,X,) ¢ um polinomio ndo nulo em L[X,]. Como ele possui uma quanti-

dade finita de zeros no corpo infinito L, o conjunto

{(a1,...,an_1,a,) € A*(L); g(ai,...,an_1,a,) # 0}

é infinito e estd contido no complementar da K-hipersuperficie definida pela equacao
9(X1,...,X,) =0em A"(L). Pelo Principio de Inducao Finita, a afirmacao é valida para

todo inteiro positivo n.

. Sejam n > 2, h um polinémio nao constante em K[Xi,..., X,] e H a K-hipersuperficie

definida pela equagao h(Xi,...,X,) = 0 em A"(L). Sem perda de generalidade, supo-

nhamos que seja possivel escrever
h=ho+mnX,+ -+ hX

para certos s € N\ {0} e hg, -+ ,hs € K[X1,..., X, 1], com hg # 0. Pelo item anterior,
o conjunto

B :={(by,...,by_1) € A" (L); hy(b1,...,by_1) #0}

é infinito. Notemos que, para cada (b},...,0, ) € B, h(b},...,b,_;,X,) é um polinomio

nao constante em L[X,] e, como L é algebricamente fechado, existe b/, € L tal que
h(by,... 0, _1,0.) = 0. Portanto, o conjunto

yYn—1
{(bl, e 7bn—17 bn) - An<L), (bl, e 7bn—1) - B (§] h(b17 ey bn—l; bn) = O}
é infinito e esta contido em H.

O

E claro que, para um subconjunto V C A"(L), o polinémio 0 € K[X,, ..., X,] anula-se em

todos os pontos de V. Além disso, se f,g € K[X,...,X,] forem polinémios que se anulam em

todos os pontos de V', entao

(af +bg)(x) = a(z)f(z) + b(x)g(x) = a(r) -0+ b(z) -0 =0

para todos a,b € K[X;,...,X,] e z € V. Portanto, o conjunto de todos os polindémios em

K[Xy,...,X,] que se anulam em V' é um ideal desse anel, fazendo jus a defini¢ao seguinte.

Definicao 19. Seja V' um subconjunto de A"(L). O conjunto

{f e K[Xy,...,X,]; f(z) =0 para todo z € V}

¢ chamado ideal de V em K[Xi,...,X,] e € denotado por Z(V).
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Proposicao 13. Sejam L um corpo algebricamente fechado e n > 1. Consideremos um polind-
mio nao constante f € K[Xy,...,X,| e H a K-hipersuperficie em A"(L) definida pela equagao
f(Xy, ..., X,) =0. Seja f=ufi*f3? - f* a decomposicao de f em um produto de poténcias
de polinémios irredutiveis f1, ..., f. € K[X1,..., X,] que sao dois a dois nao associados, onde

uwe€ K*. Entao, Z(H) = (fifa-+- fr)-

Demonstragao. Primeiramente, mostremos que o polinomio fifs--- f. anula-se em todos os

pontos de H. Se x € H, entao

ufi (@) 5% (x) - 77 (x) = fx) = 0.

Desse modo, existe j € {1,...,r} tal que f;(z) =0 e, assim,

r

(fifore (@) = fi(x) - ][ filw) =0 T] fix) = 0.
i ]
Logo, fifa:-- fr € Z(H) e, consequentemente, (fifa---f.) C Z(H).

Seja g € Z(H). Como K[Xy,...,X,] ¢ um dominio fatorial e fi,..., f, sdo polinémios
irredutiveis que sao dois a dois nao associados, para mostrar que g € (fifs--- f.), basta provar
que f; | g em K[X,...,X,] para todo i € {1,...,r}. Suponhamos, por absurdo, que exista
ke {1,...,r} tal que f; ndo seja um divisor de g em K|[Xy,...,X,]. Como f; é um polinomio

nao constante, podemos supor, sem perda de generalidade, que seja possivel escrever

para determinados s € N\ {0} e hg,...,hs € K[Xy,..., X, 1], com hg # 0.

Suponhamos, por absurdo, que f; seja um divisor de g em K (X7y,..., X, 1)[X,]. Assim,
existem ¢ € K[Xy,...,X,] e e € K[Xy,...,X,_1] tais que ¢;fy = caog. Visto que fi é
primo e f; ndo divide g em K[X7,..., X,], temos f; | co em K[X;,...,X,], o que contradiz
o fato de que X,, ocorre em f; mas nao em cy. Com isso, concluimos que f; nao é um di-
visor de g também em K(Xi,..., X, 1)[X,]. Além disso, o Lema de Gauss fornece que fj é
irredutivel em K(Xi,...,X,_1)[X,]. Desse modo, mdc(f,g) = 1 em K(Xy,...,X,—1)[X,].
Como K(Xy,...,X, 1)[X,] € um dominio principal, existem polinomios a,b € K[X7,...,X,]
ede K[Xy,...,X,1]\ {0} tais que

d=afy+ bg.
Pelo primeiro item da Proposigao 12, existe (ay, ..., a, 1) € A" (L) satisfazendo
d(CLl, N ,an_l)hs(al, ce 7an—1) 7é 0.

Visto que fg(ai,...,a,-1,X,) é um polindmio ndo constante em L[X,], existe a, € L tal

que fr(ay,...,an_1,a,) = 0. Assim, (ay,...,a,) € H e, por consequéncia, g(ai,...,a,) = 0.
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Isso contradiz o fato de que d(ay,...,a,—1) # 0. Logo, g € (fifz---f.) e concluimos que

I(H) = (fifa- fr). ]

Observacao 13. Na demonstracao da proposicao anterior, convencionemos que tanto

K[Xy,...,Xn1] quanto K(Xy,...,X,_1) representam o corpo K quando n = 1.

Definigao 20. Seja I um ideal de K[X,...,X,]. O conjunto dos zeros comuns a todos 0s

polinémios de I é dito conjunto algébrico afim definido por I e é denotado por V(I), isto é,
V(I) ={xz € A*(L); f(x)=0 paratodo f € I}.
Observacao 14.

1. Se I e J forem ideais de K[X,...,X,| satisfazendo I C J, entao, tomando os conjuntos

algébricos afins correspondentes, teremos a reversao dessa inclusao: V(I) D V(J).

2. No caso em que I for um ideal finitamente gerado, digamos, I = (fi,..., fm), utilizaremos
também a notagao V(f1,..., fm) para nos referirmos ao conjunto algébrico afim definido

por I, o qual é a K-variedade definida pelo sistema de equagoes
fi(le'--an> =0 (Z S {1,,m})
Desse modo, percebemos que toda K-variedade € um conjunto algébrico afim.

Vejamos algumas propriedades das “operagoes” Z e V.

Proposicao 14. Consideremos um subconjunto V- C A*(L), duas K-variedades Vi e Vy de
A'(L) e uma familia de K-variedades (V\)xea de A™(L).

1. Se L for infinito, entao Z(A™(L)) = (0).

2. 7(0) = (1).

4. V(Z(W)) = V1.

5. Vi C Vi se, e somente se, Z(V1) D Z(Va), onde ocorrerd a igualdade Vi = V3 se, e somente
se, (V1) = Z(Va).

6. Z(ViUV3) = Z(Vi) NIZ(Va).

7. ViU Ve = V(Z(Vh) - Z(VR)).

Co

.mm_v(zﬂwo.

AEA AEA

Demonstrag¢ao. Notemos que é possivel escrever Vi = V(f1,..., fr) e Vo = V(¢1,...,9s) para

certos polinomios fi,..., fr,91,...,9s € K[X1,..., X,].
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1. Claramente, (0) C Z(A™(L)). Pelo primeiro item da Proposicao 12, se f for um polinémio
nao nulo, entao existira = € A"(L) satisfazendo f(x) # 0. De modo equivalente, se
fe€Z(A (L)), entao f = 0. Assim, concluimos que Z(A"(L)) = (0).

2. Para todos f € K[Xy,...,X,] e x € A"(L), a proposicao
red= f(x)=0

é verdadeira. Logo, Z(0) = K[X1,...,X,] = (1).

3. Como sempre, Z(V) C Rad(Z(V)). Consideremos f € Rad(Z(V)), ou seja, existe um
inteiro positivo m tal que f™ € Z(V). Se x € V, entao (f(x))™ = 0 e, por consequéncia,
f(z) = 0. Portanto, f € Z(V) e concluimos que Z(V) = Rad(Z(V)).

4. E facil ver que Vi € V(Z(V1)). Como (fy,..., f,) C Z(V1), temos
V(ZOW)) CV(fi,..-, fr) =W.

Logo, V(Z(11)) = Vh.

5. Evidentemente, se V; C Vs, entao Z(V;) D Z(V,). Reciprocamente, supondo a inclusao
Z(Va) C Z(V1), podemos reverté-la tomando os conjuntos algébricos afins correspondentes:
V(Z(V1)) € V(Z(V3)). Isso, pelo item anterior, significa que V; C Va.

Além disso, é claro que Vi = V5 implica Z(V;) = Z(V3). Agora, assumindo a igualdade
Z(V1) =Z(Va), temos V(Z(V7)) = V(Z(V,)), o que o item anterior traduz em V; = V5.

6. E facil ver que Z(V1) N Z(Vy) € Z(V4 U V;). Visto que Vi C ViU Vy e Vo C V3 U Va,
temos Z(V; U V,) € Z(Vh) N Z(V;) devido ao Lema 7 e ao item anterior. Desse modo,
(i U V) = T(V) NZ(Va).

7. Seja x € ViUV, Se f € Z(Vy) - Z(V,), entdo existirdo polinomios py,...,p, € Z(V1) e
Q-5 Gm € Z(V3) tais que
f=pa+- 4 D

Além disso, temos = € V; ou x € V5. Em particular, z é zero dos polinomios p1,...,pn,

ou x é zero dos polinémios ¢, ..., q,. Em ambos os casos, o ponto x é zero de f. Logo,
€ VI(VA) - T(Va)).

Reciprocamente, consideremos y € V(Z(V;) - Z(V5)). Suponhamos que y ¢ Vi, ou seja,
existe i € {1,...,r} tal que f;(y) # 0. Seja j € {1,...,s} qualquer. Claramente,
fig; € Z(V4) - Z(V3) e, consequentemente,

fiw)gi(y) = figi(y) = 0.

O fato de que f;(y) # 0 implica g;(y) = 0. Portanto, y € V; U V4 e concluimos que
ViuV, =V(IZ (V1) - Z(V2)).
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8. Notemos que, para todo A\g € A, temos a inclusao
% (ZI(VQ) CV(I(Vy,)) = Vi
AEA

obtida por meio da reversao da familiar inclusao Z(V),) C > Z(V)). Assim,
AEA

1% (ZI(VQ) c ()W

Sejam x € (| Vae f € > Z(Vy). Desse modo, existem \y,..., N\, € Ae fr, € Z(Vy,),
AEA AEA

para cada i € {1,...,m}, satisfazendo
f=h+ o+
Visto que o ponto x é zero dos polindomios fy,,..., f,, esse ponto também é zero do
polinémio f. Portanto, x € V (Z I(V,\)> e concluimos que V (Z Z(V,\)> = Vi
AEA AEA AEA

Em particular, as propriedades acima mostram que o mapa

Z: {K-variedades V C A"(L)} — {ideais radicais I C K[Xy,...,X,]}
Vv > (V)

reverte a relacao de inclusao de variedades e é injetivo, pois possui o mapa inverso a esquerda

V: {ideais radicais I C K[Xy,...,X,|} — {K-variedades V" C A"(L)}
I — V(I).

Definicao 21. Uma K-variedade V. C A"(L) serd dita irredutivel se, para quaisquer
K-variedades Vi e Vy de A™(L) tais que V = V3 U Vs, tivermos V =V, ou V = V5.

Proposicao 15. Uma K-variedade V C A™(L) serd irredutivel se, e somente se, seu ideal Z(V)

for primo.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que V' seja irredutivel. Sejam fi, fo € K[X,...,X,] polinomios
tais que fifo € Z(V). Pelo Lema 7, as intersecoes V N V(f1) e V N V(fz) sdo K-variedades de
A"(L). Mostremos que V' é a uniao dessas duas K-variedades.

Seja x € V tal que = ¢ V(f1). Notemos que fi(z) # 0, enquanto fifo(xz) = 0. Isso implica

fa(z) = 0 e, por consequéncia, x € V(f,). Logo, temos a decomposigao

V=V V() UV nV(f))
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Por hipotese, V.=V NV(f1) ou V.=V NV(fy). Visto que VC V(f1) ou V C V(f2), temos
fi € Z(V) ou fo € Z(V). Desse modo, o ideal Z(V') é primo.

Reciprocamente, suponhamos que o ideal Z(V) seja primo. Sejam V; e V5 duas K-variedades
de A™(L) tais que V = V; U V4. Suponhamos, por absurdo, que V' # V; e V' # V;. A Proposigao
14 fornece que Z(V) = Z(V1) N Z(Va), Z(V) G Z(V1) e Z(V) G Z(V3). Desse modo, existem
polinomios g, € Z(V}) e go € Z(V5) tais que g1, g2 ¢ Z(V'). Claramente,

9192 € Z(V1) NZ(Va) = Z(V)

e, como Z(V') é primo, g; € Z(V) ou go € Z(V'), o que & uma contradi¢gdo. Logo, a K-variedade
V' é irredutivel. H

4.2 O TEOREMA DA BASE DE HILBERT

Nesta secao, veremos que ideais em anéis de polinomios com coeficientes em um corpo sao
finitamente gerados. Como consequéncia, provaremos que conjuntos algébricos afins podem ser

sempre definidos por uma quantidade finita de polinémios.

Definicao 22. Um anel A serd dito noetheriano se todos os seus ideais forem finitamente

gerados.

Notemos que todo dominio principal é um anel noetheriano. Em particular, Z, K e K[X]

sao exemplos de anéis noetherianos.
Proposicao 16. Seja A um anel. Entao, sao equivalentes:
1. A € noetheriano;

2. qualquer cadeia ascendente de ideais de A € estaciondria, isto €, se
LclL,c---Cl, C---

for uma cadeia ascendente de ideais de A, entao existe m € N tal que I, = I, para todos
k> m;

3. todo conjunto I" nao vazio de ideais de A possui um elemento mazimal com respeito a

inclusao, isto €, existe um tdeal M € 1" tal que, para todo I € I'; M C I implica I = M.

Demonstracao.
1 = 2. Suponhamos que A seja noetheriano e seja

LcLc---Cl,C---
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uma cadeia ascendente de ideais de A. Entao, a unidao I := |J I é um ideal de
keN\{0}

A e, consequentemente, existem aj,...,a, € A tais que I = (ai,...,a,). Para cada

ie{l,...,r}, existe m; € N tal que a; € I,,,. Definindo m = max{my,...,m,}, temos

I=(ay,...,a,)C I, ClyCI

para todo £ > m. Isso mostra que I, = [ = I, para todo £ > m. Logo, a cadeia

ascendente de ideais é estacionéaria.

2 = 3. Suponhamos que exista um conjunto nao vazio I' de ideais de A que nao possua um

elemento maximal com respeito a inclusao. Entao, para cada I € I', o conjunto
Sp={JeT; IS J}

¢ nao vazio. Pelo Axioma da Escolha, existe uma funcao E: P(T') \ {0} — T tal que

E(S) € S para cada subconjunto nio vazio S C I'. Definamos a funcao

f+ r — r

Evidentemente, I & f(I) para todo I € I'. Tomemos um elemento Iy em I'. Pelo Teorema
da Recursao em N, existe uma funcdo h: N — I' tal que h(0) = Iy e h(n + 1) = f(h(n))

para todo n € N. Desse modo,
h(n) & f(h(n)) = h(n+1)

para qualquer n € N. Logo, a cadeia ascendente de ideais

nao é estacionaria.

3 = 1. Suponhamos que todo conjunto nao vazio de ideais de A possua um elemento maximal

com respeito a inclusao. Seja I um ideal de A. Definamos o conjunto
I'={J C I; J é um ideal finitamente gerado de A}.

Notemos que I' # (), uma vez que (0) € T'. Seja M um elemento maximal de T.
Claramente, M C [ e M é finitamente gerado, digamos, M = (ay,...,a,) para cer-
tos aq,...,a, € A. Notemos que I C M, pois, caso contrario, existiria um elemento
ar41 € I'\ M e, assim, teriamos

M; (aly"'aaT’)a’l‘-f—l) C]7
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contradizendo a maximalidade de M em I'. Logo, I = M é finitamente gerado.

Teorema 9 (Teorema da Base de Hilbert). Se A for um anel noetheriano, entao A[X;, ..., X,]

serd também noetheriano.

Demonstragao. Basta mostrarmos a proposicao seguinte:
A noetheriano = A[X]| noetheriano.

Fazendo inducao sobre n, o fato de que, para todo inteiro positivo n, A noetheriano implica
A[Xq,...,X,] noetheriano decorrera dessa proposigao.

Suponhamos que A seja um anel noetheriano. Seja I um ideal de A[X]. Mostremos que
I é finitamente gerado. Claramente, podemos supor [ # (0). Para cada k € N, definamos o

conjunto
Jy ={a € A; existem f €I eap,...,ap_1 € A tais que f(X) = aX" + a1 X"+ +ap}.

E facil ver que J;, é um ideal de A para todo k € N. Além disso, J; C Jy1 para todo
k € N. De fato, sejam ky € N e a, € Ji,. Entao existem p € I e ag, ..., a1 € A satisfazendo
p(X) = ap, X* + ag, 1 X071 + ... 4+ qq. Visto que

akoXkO—H + ako—leO + -+ (IoX - Xp(X) € ],

temos ag, € Jiy41-

Como A é noetheriano, a cadeia ascendente de ideais de A

JcJhc---CJ,C---

é estaciondria, isto é, existe m € N tal que J, = J,, para todo k > m. Em adicao a isso, os
ideais Jo, ..., J,, sao finitamente gerados, ou seja, existem a1, ak, ..., ag,, € A tais que
i = (k1 Qr2, - - - 5 Qieny,)

para cada k € {0,...,m}. Evidentemente, para todos k € {0,...,m} e j € {1,...,nx}, existe

frj € I tal que podemos escrever
Fri(X) = api XF + ap o1 X4+ ago
para certos a o, ..., ax k-1 € A. Definamos o ideal
I'=({fi;€l; ke{0,....om}eje{l,...,n}})

e mostremos que I = I’
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A inclusdao I’ C I é obvia. Para mostrar que I C I’, basta provar a afirmacao seguinte

utilizando inducao sobre k.
AFIRMAGAO: Para todos k € Ne f € AX]\ {0}, se f €I egrau(f) =k, entao f € I'.

Seja f € I um polinémio constante, isto é, f(X) = a para algum a € A. Assim, a € J e,

por consequéncia, existem bq,...,b,, € A tais que
f(X) =a=Dbiap + -+ bnyony = b1 for(X) + -+ + by fone (X) € I,

Logo, a afirmacao ¢ verdadeira quando k = 0.

Agora, suponhamos que, para determinado inteiro positivo k e para todos h € A[X]\ {0},
se h € I com grau(h) < k, entao h € I'. Seja g € I um polinémio de grau k. Escrevamos

g(X) = X"+ o X F L o

para certos cg,...,c, € A. Temos dois casos.
CAsO 1: Suponhamos que k& < m. Nesse caso, ¢; € Ji, e, desse modo, existem dy,...,d,, € A
tais que

cr = diagy + -+ dp, Qg -

Definindo
hX) = g(X) = (di fra(X) + -+ - + doy frni (X)),

temos h € I e, além disso, h = 0 ou grau(h) < k. Em ambos os casos, h € I'. De fato, se

h #£ 0, a hipotese de inducao fornecera que h € I'. Logo,
9(X) = h(X) + (difir(X) + - + d fin, (X)) € 1"
CASO 2: Suponhamos que k£ > m. Nesse caso, ¢ € Jp = J,, e, logo, é possivel escrever
ck = dim1 + -+ + dy,, G,
para certos dy,...,d,, € A. Definamos o polinomio
h(X) = g(X) = X7y fra (X) + -+ + oy, Frun (X))

Notemos que h € I, onde h = 0 ou grau(h) < k. De qualquer forma, analogamente ao caso

anterior, temos h € I’ e concluimos que
9(X) = h(X) + X 7 (dy fra (X) + -+ + doy frnn, (X)) € 1.

Pelo Principio de Inducao Finita, a afirmacao é valida para todo k € N. Portanto, I = I’ é

finitamente gerado e A[X] é noetheriano. O
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Corolario 1. Qualquer cadeia descendente de K -variedades de A™(L) € estaciondria, isto €, se
VlDVQD-”DVmD'-'

for uma cadeia descendente de K-variedades de A"(L), entao existe m € N tal que Vi, = V,,

para todos k > m.

Demonstragao. Consideremos
%DVQD"'DVmD“'

uma cadeia descendente de K-variedades de A™(L). Pelo quinto item da Proposi¢ao 14, tomando
o ideal correspondente a cada K-variedade, obtemos a seguinte cadeia ascendente de ideais do
anel K[Xy,...,X,]:

IWV)CcZ(Vo)C - CZ(Vy) C---

Pelo Teorema da Base de Hilbert, K[Xy,...,X,] é noetheriano e, em particular, existe
m € N tal que Z(Vy) = Z(V,,) para todo k > m. Recorrendo novamente ao quinto item da

Proposicao 14, obtemos V,, =V, para cada k£ > m, o que conclui a prova. ]

No segundo item da Observagao 14, vimos que toda K-variedade em A™(L) é um conjunto
algébrico afim. Com auxilio do Teorema da Base de Hilbert, podemos mostrar a parte que falta

para concluirmos que K-variedade e conjunto algébrico afim sao sindnimos.
Corolario 2. Se I for um ideal de K[X,...,X,], entao V(I) serd uma K -variedade em A™(L).

Demonstra¢ao. Notemos que existem fi,..., f, € K[Xy,...,X,] tais que I = (fi,..., fm),
uma vez que o Teorema da Base de Hilbert fornece que K[Xi,...,X,]| é noetheriano. Desse

modo, V(I) = V(fi,..., fm) € 0 conjunto solugao do sistema de equagoes

fi(X1,...,X,) =0 (i€ {1,....,m}).

4.3 DECOMPOSICAO DE VARIEDADES EM COMPONENTES
IRREDUTIVEIS

Comecemos esta se¢ao introduzindo uma topologia nos espacos afins e, por consequéncia,

nas K-variedades.
Lema 8 (Topologia de Zariski). Em A"(L), temos as propriedades sequintes:
1. o0 espago afim A"(L) e o conjunto vazio sio K-variedades;

2. uniao finita de K-variedades é uma K-variedade;
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3. intersecao arbitraria de K-variedades é uma K -variedade.

Desse modo, as K-variedades sao os conjuntos fechados de uma topologia em A"(L), a chamada

topologia de Zariski com respeito a K.

Demonstracao.
1. E facil ver que A"(L) = V(0) e ) = V(1). Assim, A"(L) e () sao K-variedades.
2. Conforme vimos no Lema 7, uniao finita de K-variedades é uma K-variedade.

3. Seja (V))xea uma familia de K-variedades de A™(L). Pelo oitavo item da Proposigio 14,

temos (| Va=V (Z I(V,\)). Pelo Corolario 2, [\ Vi é uma K-variedade.
AeA AEA xeA

]

Observagao 15. Seja V' uma K-variedade em A™(L). A topologia de Zariski no espaco afim
A"(L) com respeito a K induz uma topologia em V', a chamada topologia de Zariski em V
com respeito a K. Notemos que os conjuntos fechados dessa topologia sao as K-variedades
contidas em V. De fato, se W C V' for uma K-variedade, entao W é um conjunto fechado em
A"(L) e, por consequéncia, W =V NW é um conjunto fechado em V. Reciprocamente, se F
for um conjunto fechado em V', poderemos escrever F' =V NG para certo conjunto fechado G

em A"(L). Como V e G sao K-variedades, F' é uma K-variedade contida em V.

Definigao 23. Seja X um espacgo topologico. Diremos que X € irredutivel se, para quaisquer
conjuntos fechados Fy e Fy em X tais que X = Fy U Fy, tivermos X = Fy ou X = Fy. Um
subconjunto Y de X serd irredutivel se Y for irredutivel como um espaco topoldgico com a

topologia induzida.

Observacao 16. A Observacao 15 esclarece o fato de que uma K-variedade serd irredutivel
no sentido da Definicao 21 se, e somente se, ela for irredutivel como espaco topoldgico com a

topologia de Zariski com respeito a K.

Lema 9. Seja X um espaco topologico. FEntao, sao equivalentes:
1. X é irredutivel;
2. se Uy e Uy forem conjuntos abertos nao vazios em X, entao Uy N Uy # 0;
3. qualquer conjunto aberto nao vazio em X € denso em X.

Demonstracao.

1 = 2. Suponhamos que X seja irredutivel e sejam U; e U, conjuntos abertos nao vazios em
X. Suponhamos, por absurdo, que U; NU, = (). Isso nos fornece a seguinte decomposicao

de X como uniao de conjuntos fechados:

X =(X\U)U(X\Uy).
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Visto que X é irredutivel, temos X = X \ U; ou X = X \ U,. Em outras palavras, U; = ()

ou Uy = (0, o que é uma contradi¢ao. Logo, a intersecao U; N U, é nao vazia.

2 = 3. Suponhamos que quaisquer dois conjuntos abertos nao vazios em X possuem intersecao
nao vazia. Seja U um conjunto aberto nao vazio em X. Por hipotese, para cada x € X,

a intersecao de U com qualquer conjunto aberto em X contendo o ponto x é nao vazia.
Logo, U = X.

3 = 1. Suponhamos que todo conjunto aberto nao vazio em X seja denso em X. Sejam Fj
e Iy conjuntos fechados em X tais que X = F; U F,. Suponhamos que X # F}. Desse
modo, X \ F; é um conjunto aberto nao vazio em X. Por hipotese, X é o menor conjunto
fechado em X contendo X \ Fj. Visto que F, é um conjunto fechado em X contendo

X \ Fi, temos X = Fy, o que conclui a prova.

Corolario 3. Seja Y um subconjunto de um espacgo topologico X. Entao, sao equivalentes:
1. 'Y € irredutivel;

2. se Uy e Uy forem conjuntos abertos em X tais que Uy NY # 0 e Uy NY # 0, entdo
U1 N U2 ny 7£ @,’

3. o fecho Y € irredutivel.

Demonstracao.

1 < 2. A equivaléncia entre as afirmacoes 1 e 2 € uma consequéncia do Lema 9.

1 = 3. Suponhamos que Y seja irredutivel. Sejam F} e F, conjuntos fechados em Y tais que
Y = F, U F,. Em particular, F} e F, sao fechados em X, uma vez que Y é fechado em
X. Assim, Y N F} e Y N F, sao fechados em Y satisfazendo

Y=Y NF)UYNE).

Por hipotese, Y = Y N F, ou Y =Y N F,. Isso significa que Y C F; ou Y C Fy. Logo,
7 = F1 ou 7 = FQ.

3 = 1. Suponhamos que Y seja irredutivel. Sejam G; e G5 conjuntos fechados em Y tais que
Y = G4 UGs. Pelo primeiro item da Proposicao 1, temos a seguinte decomposicio de Y

como uniao de dois de seus conjuntos fechados:

Por hipotese, Y = G; ou Y = G5. Sem perda de generalidade, suponhamos que Y = G;.
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Notemos que existe um conjunto fechado F' em X satisfazendo G; = Y N F'. Pelo segundo

item da Proposicdo 1, Gy CY NF =Y N F e, por consequéncia,
GicYNG, c(YNY)NF=YNF=0G.
Comisso, G;=Y NG, =Y NY =Y e, portanto, Y & irredutivel.

O

Definicao 24. Seja X um espaco topologico. Uma componente irredutivel de X ¢ um

subconjunto irredutivel de X que € mazximal com respeito a inclusao.

Observacao 17. Pelo terceiro item do Coroldrio 3, qualquer componente irredutivel em um
espaco topologico € um conjunto fechado nesse espaco. De fato, se Y for uma componente
irredutivel de um espaco topoldgico X, entdo o fecho Y serd um subconjunto irredutivel. Visto

que Y CY, a mazimalidade de Y fornece que Y =Y .
Proposicao 17. Seja X um espaco topoldgico.

1. Seja C uma cadeia de subconjuntos irredutiveis de X com relagao a inclusao, isto €,
Wl,WQ ecC =W, CcWyoulWyCW.

Entao, Y := |J W é também um subconjunto irredutivel de X.
wec

2. Qualquer subconjunto irredutivel de X estd contido em uma componente irredutivel de X.
3. X € a uniao de suas componentes irredutivess.

Demonstracao.

1. Sejam U; e U, conjuntos abertos em X tais que Uy NY # e UyNY # (). Assim, existem
subconjuntos irredutiveis W, W, € C tais que Uy "W, # 0 e Uy N Wy # (. Sem perda
de generalidade, suponhamos que Wy C W;. Com isso, Uy N Wy # (). Pelo Corolario 3,
U NUy,NWy # 0 e, a fortiori, Uy NUy; NY # (. Recorrendo novamente ao Corolario 3,

concluimos que Y é irredutivel.

2. Seja Z um subconjunto irredutivel de X. Utilizaremos o Lema de Zorn para mostrar a

existéncia de uma componente maximal contendo Z. Definamos o conjunto
I'={W C X; W & um subconjunto irredutivel de X tal que Z C W},

Notemos que I' # (), pois Z € I". Além disso, I' é um conjunto parcialmente ordenado pela
inclusao e, de acordo com o item anterior, toda cadeia em I' possui cota superior. Pelo

Lema de Zorn, existe um elemento maximal M € I'. Evidentemente, M é um subconjunto
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irredutivel de X contendo Z. Resta mostrarmos que M é uma componente irredutivel de
X.

Se N for um subconjunto irredutivel de X tal que M C N, entao N conterd Z e, por
consequéncia, teremos N € I'. Pela maximalidade de M em I', temos M = N. Logo, M

¢ uma componente irredutivel de X.

3. E facil ver que, para cada x € X, {2} é um subconjunto irredutivel de X e, pelo item

anterior, existe uma componente irredutivel M, de X contendo {z}. Desse modo,

X = J{z} = | M..

zeX zeX

Isso torna a prova completa.

O

Definigao 25. Um espaco topologico X serd dito noetheriano se toda cadeia descendente de

conjuntos fechados em X for estaciondria, isto €, se
FFDOFRD---DF,D- -

for uma cadeia descendente de conjuntos fechados em X, entao existird m € N tal que Fy, = F,

para todo k > m.

Exemplo 12. Conforme vimos no Coroldrio 1, qualquer K-variedade V de A"(L) com a topo-

logia de Zariski é um espago topologico noetheriano.

Lema 10. Um espago topologico X serd noetheriano se, e somente se, todo conjunto I' nao

vazio de subconjuntos fechados em X possuir um elemento minimal com relagcao a inclusao.

Demonstracao. Suponhamos que X seja noetheriano. Seja I' um conjunto nao vazio de sub-
conjuntos fechados em X. Suponhamos, por absurdo, que I' nao possua um elemento minimal

com relacao a inclusao. Isso significa que, para cada F' € I', o conjunto
SFZI{GEF; G;F}

¢ nao vazio. Pelo Axioma da Escolha, existe uma fungao E: P(I')\ {0} — T tal que E(S) € S

para cada subconjunto nao vazio S C I'. Definamos a funcao

f: r — r

E facil ver que f(F) G F para cada F € T. Consideremos um elemento Fyy € T'. Pelo Teorema
da Recursao em N, existe uma func¢do h: N — T' tal que h(0) = Fy e h(n + 1) = f(h(n)) para
todo n € N. Com isso,

h(n) 2 F(h(n)) = h(n + 1)
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para cada n € N. Desse modo, construimos a seguinte cadeia descendente de conjuntos fechados
em X:

h1) 2 h(2) 2 2h(n)2---.

Isso contradiz o fato de que X é noetheriano. Logo, I" possui um elemento minimal.
Reciprocamente, suponhamos que todo conjunto nao vazio de conjuntos fechados em X

possua um elemento minimal com relagao a inclusao. Seja
FFDOFRD>---DF,D -

uma cadeia descendente de conjuntos fechados em X. Por hipotese, existe m € N tal que F,, é

um elemento minimal do conjunto
{F; C X; ie N\ {0}}.
Assim, F), = F,, para todo k > m e, portanto, X é noetheriano. O

Proposicao 18. Todo espago topoldgico noetheriano possui apenas uma quantidade finita de

componentes irredutiveis e nenhuma componente estd contida na uniao das outras.

Demonstragao. Sejam X um espaco topologico noetheriano e I' o conjunto de todos os sub-
conjuntos fechados de X que nao podem ser escritos como uma uniao finita de subconjuntos
irredutiveis de X.

Suponhamos, por absurdo, que I' seja nao vazio. Pelo Lema 10, existe um elemento minimal
Y € I'. Visto que Y nao é irredutivel, existem conjuntos fechados Yi;,Y; em Y tais que
Y =Y1UY,, V1 &S YeY, SV, Visto que Y & minimal em I', Y1 ¢ T e Y3 ¢ . Com
isso, Y7 e Y5 sao unioes finitas de subconjuntos irredutiveis de X e, consequentemente, o0 mesmo
pode ser dito sobre Y, o que é uma contradicao.

Como I' = (), todo conjunto fechado em X, em particular o proprio X, pode ser escrito como
uniao finita de subconjuntos irredutiveis de X. Pelo segundo item da Proposicao 17, existem

componentes irredutiveis, distintas duas a duas, X,...,X,, de X tais que
X=XjU---UX,.

Seja W uma componente irredutivel qualquer de X. Pela Observagao 17, (W N X;) é um
conjunto fechado em W para todo i € {1,...,m}. Além disso,
W= Jwnx).
i=1
Como W é irredutivel, existe j € {1,...,m} tal que W = W N X;. Visto que W C X; e W
¢ uma componente irredutivel de X, W = X;. Logo, Xi,...,X,, sao todas as componentes

irredutiveis de X.
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m
Finalmente, suponhamos, por absurdo, que exista k € {1,...,m} tal que X, C |J X,.
ik
Nesse caso, temos a seguinte decomposicao de X como uniao de conjuntos fechados em Xj:

X = Jxen Xy).
i
De modo similar ao ocorrido anteriormente, X, = X; N X para algum [ € {1,...,m} \ {k}

e, consequentemente, X, = X;, o que é uma contradicao. Portanto, nenhuma componente

irredutivel de X estd contida na uniao das outras componentes irredutiveis de X. O

Corolario 4. Qualquer K-variedade V' de N"(L) possui apenas uma quantidade finita de com-
ponentes irredutiveis Vi, ..., V. Além disso, temos V =Vi U---UV,, e, nessa representacao,

nenhum V; € supérfluo.

Demonstragao. Esse resultado segue imediatamente da proposi¢ao anterior e do terceiro item

da Proposicao 17. O

Exemplo 13. Mostremos que a Q-variedade V(XY') de A*(R) possui apenas duas componentes
irredutiveis, a saber, V(X) e V(Y).

Primeiramente, notemos que
V(X) ={(0,y) € A*(R); y € R}, V(Y) = {(2,0) € A*(R); 2 € R} e V(XY) = V(X)UV(Y).

Dado g € Q[X,Y], existem r,s € N € ag, ..., Qs .-, 00,---,0rs € Q tais que

S

g(X,Y) = Z Z a; XY =Y (aojw‘ + Z ainin)
i=1

j=0 i=0 7=0
s r s

= E aon] +X E E U,inZ_lyj.
j=0 i=1 j=0

Desse modo, se g € Z(V(X)), entao

s

> agiy’ =0

J=0

S
para todo y € R, ou seja, o polindmio ) ag;Y”? € nulo. Por consequéncia,
=0

g(X,Y)=X) > a; X'V € (X).
i=1 j=0

Isso mostra que Z(V(X)) C (X). Evidentemente, temos a inclusio (X) C Z(V(X)). Logo,
I(V(X)) = (X) e, de modo andlogo, conclui-se que Z(V(Y)) = (V).
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E facil ver que

¢: QX,Y] — Q[Z] e ¢: QXY] = Q7]
fX,Y) = f(0,2) fX,Y) = f(Z,0)

sGo homomorfismos sobrejetores de anéis. Além disso, Ker(¢) = (X) e Ker(y) = (V). Visto
que Q[Z] € um dominio, os ideais (X) e (Y) sao primos em Q[X,Y]. Pela Proposicio 15, as
Q-variedades V(X) e V(Y') sao subconjuntos irredutiveis de V(XY').

Seja W um subconjunto irredutivel de V(XY) tal que V(X) C W. Claramente, V(X) e

W NV(Y) sao conjuntos fechados em W satisfazendo
W=V(X)uWnyy)).

Como W £ WnNV(Y), temos W = V(X). Isso significa que V(X) € uma componente irredutivel
de V(XY). Similarmente, prova-se que V(Y') é também uma componente irredutivel de V(XY).

Portanto,
V(XY)=V(X)UV(Y)
¢ uma decomposicao de V(XY') como uniao de duas de suas componentes irredutiveis. O
Coroldrio 4 garante que V(X) e V(Y) sao as tnicas componentes irredutiveis de V(XY'), uma

vez que qualquer componente irredutivel de V(XY') estd contida na uniago V(X)UV(Y).

Figura 4.2: Decomposicao da curva algébrica plana definida pela equacao XY =0

V(X) A*(R)

V(XY) V(Y)
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5. CONCLUSOES

De acordo com o exposto, a estrutura dos modulos é bastante rica por generalizar ideias
a respeito de anéis e de espacos vetoriais. Além disso, as variedades algébricas afins sao os
exemplos mais simples de variedades algébricas. Por essa razao, elas sao um bom ponto de
partida para compreendermos a motivagao para a fundamentacao atual da Geometria Algébrica,

devida a Grothendieck.
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