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VILLELA, M. F. S., Modelagem matematica de escoamentos bifasicos usando o
método espectral de Fourier 2011. 168 f. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal
de Uberlandia, Uberlandia.

RESUMO

A simulagao numérica de escoamentos bifasicos requer alta acurdcia para se obter maiores de-
talhes do escoamento. Além disso, busca-se baixo custo computacional, pois de modo geral,
as metodologias necessitam de um elevado refinamento da malha ou possuem um grande
esténcil de discretizagao, o que as torna onerosas. Portanto, o presente trabalho propoe
a utilizagao do método pseudo-espectral de Fourier para resolver problemas de escoamen-
tos multifasicos, o qual tem alta ordem de convergéncia numérica e um baixo custo com-
putacional, devido ao algoritmo denominado FFT (Fast Fourier Transform). Além destas
vantagens, este método, ao resolver as equacoes de Navier-Stokes, desacopla a pressao da
velocidade, através do método da projecao, sem a necessidade de resolver a equacao de
Poisson. Para tratar escoamentos bifasicos com geometria mével e deformavel, utiliza-se o
método pseudo-espectral de Fourier acoplado com o método hibrido Front-Tracking/Front-
Capturing. Este método hibrido trabalha com dois dominios, sendo um euleriano, onde se
resolvem as equagoes para o fluido (equagao de conservacao de massa e as equagoes de Navier-
Stokes) e o outro, mével, lagrangiano, utilizado para as interfaces. Para este método, ambos
os dominios sao acoplados pelo processo de interpolacao e distribuicao e nao apresentam
restricao quanto ao movimento da malha lagrangiana sobre o dominio euleriano e quanto a
deformacao da fase dispersa. A verificacao da metodologia é apresentada através da técnica
da solucao manufaturada e a validacao através de testes de correntes espurias e vortex flow.
Os resultados para ascensao de uma tnica bolha sao apresentados e comparados com dados
experimentais de Clift, Grace e Weber (1978).

Palavras Chave: Método pseudo-espectral de Fourier, Método hibrido Front-Tracking/

Front-Capturing, Fscoamentos bifdsicos.
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VILLELA, M. F. S., Mathematics modeling of two-phase flows using spectral method
of Fourier. 2011. 168 f. Masters dissertation, Universidade Federal de Uberlandia, Uber-

landia.

ABSTRACT

Numerical simulations of two-phase flow require high accuracy in order to obtain detailed
information of the flow. Low computational cost is also very important, because in general,
numerical simulation require a high grid refinement, which makes them onerous. Thus, in
the present work the authors propose the use of Fourier pseudo-spectral method to solve
multiphase flow problems. This method presents high order numerical convergence and low
computational cost, due to the algorithm called FFT (Fast Fourier Transform). In addition,
when this method is applied to solve the Navier-Stokes equations, decouples the pressure
and velocity through the projection method, without the need to solve the pressure Poisson
equation. To handle the two-phase flow with moving and deformable geometries, Fourier
pseudo-spectral method coupled with the hybrid method Front-Tracking/ Front-Capturing.
This hybrid method works with two fields, one Eulerian, where the Navier-Stokes and con-
tinuity equations are solved for the fluid and the Lagrangean equations are solved for inter-
faces. For this method, both domains are coupled by interpolation and distribution process.
Nevertheless, the lagrangean interface are transported through the Eulerian domain. The
verification and validation is presented using manufactured solution. Spurious currents and
vortex flow were simulated and good results were obtained. The results for the rise of a single

bubble are presented and compared with experimental data Clift, Grace e Weber (1978).

Keywords: Pseudo-spectral method of Fourier, hybrid method Front-Tracking/ Front-Capturing,

two-phase flows
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CAPITULO |

INTRODUCAO

A dinamica dos fluidos estuda o comportamento fisico macroscopico dos fluidos. Exis-
tem, basicamente, duas maneiras para compreendé-la: os métodos experimentais e os méto-
dos tedricos. Ambas buscam a representacao dos fenémenos fisicos o mais proximos possivel
da realidade.

Os estudos experimentais evoluiram com o advento de instrumentos de dimensoes prati-
camente microscépicas e de alta precisao, os quais sao aplicadas a escoamentos complexos.
Porém, ainda assim, o ensaio experimental se torna, em muitos casos, de dificil reproducao,
devido as condicoes de operacoes extremas de temperaturas, pressoes, velocidades ou geo-
metrias complexas. Desta maneira, a utilizagao de CFD se torna uma execelente opc¢ao de
estudo tanto qualitativo como quantitativo.

A classe dos métodos tedricos é formada pelos métodos analiticos e os métodos numéri-
cos. Ambos tem por objetivo resolver as equagoes diferenciais que formam os modelos
matematicos. A solucao dos modelos matematicos analiticamente é aplicavel apenas a pro-
blemas fisicos muito simples, porém sao extremamente importantes para verificacao de codi-
gos numeéricos, os quais, uma vez verificado, podem ser aplicados a problemas mais com-
plexos.

Dentre os métodos tedricos encontra-se a dinamica dos fluidos computacional (Com-
putational Fluid Dynamics - CFD) a qual baseia-se nos desenvolvimentos e utilizagao de

ferramentas numeéricas e computacionais para estudar escoamentos de fluidos e os fendmenos



ligados a eles.

A experimentagao numérica ou a dinamica dos fluidos computacional (Computational
Fluid Dynamics - CFD) baseia-se nos desenvolvimentos e utilizagao de ferramentas numéricas
e computacionais para estudar escoamentos de fluidos e os fenomenos ligados a eles. Através
desta ferramenta torna-se possivel resolver problemas complexos com condic¢oes de contorno
igualmente complexas. Além disso, com o grande desenvolvimento de computadores de
alta velocidade e de alta capacidade de armazenamento, os codigos numéricos apresentam
resultados com elevada rapidez.

Na engenharia, pratica-se a associacao de simulagao numérica com experimentos labo-
ratoriais. A uniao resulta em projetos melhores e mais baratos. Além disso, ambos caminham
juntos no sentido de validagao dos resultados obtidos através das experimentacoes realizadas.

O desenvolvimento de CFD iniciou-se em meados de 1960, obtendo excelentes resul-
tados na década de 1970. As aplicagoes na industria teve inicio na década de 1980. Em
1990, com o uso das ferramentas de CFD em projetos aeronauticos e veiculares, a aceitacao
e divulgacao da metodologia teve um grande desenvolvimento. A partir dai, essa ferramenta,
tornou-se objeto de estudo de fisicos, matematicos, engenheiros, quimicos, bidlogos, entre
outros.

A presente dissertacao encontra-se no contexto da dinamica dos fluidos computacional
aplicada a escoamentos multifasicos, os quais sao escoamentos que apresentam duas ou mais
fases escoando simultaneamente. Em geral, podem ser encontrados em diferentes formas:
escoamentos gas-solido, liquido-sélido, gas-liquido, ou em uma forma mais complexa, gas-
liquido-sélido.

Os escoamentos gés-liquido, podem ser exemplificado com o movimento de bolhas
em um liquido ou gotas liquidas em um géas. Pode-se citar, como aplica¢ao industrial, os
sistemas de dessalinizacao de reatores quimicos, motores de combustao interna, o escoamento
que acontece em uma caldeira (MIRANDA, 2010) e na extracao de petrdleo, entre outros
(YEOH; TU, 2010). A Fig. 1.1 ilustra uma caldeira, onde, no interior do reservatério, a dgua
é aquecida e tem-se a mistura agua mais bolhas de vapor. Em processos naturais pode-se
citar as ondas do oceano. No ambito bioldgico tem-se, como exemplo, o fluxo sanguineo

(YEOH; TU, 2010). Devido a vasta aplicagao, estudar escoamentos bifésicos é de grande



importancia para o desenvolvimento e entendimento nas areas industriais, biolégicas e nos

fendmenos naturais.

vapor

4 | N\

|"Ir‘r . : \"
Liguido | . . e § _I entrada
,I de dgua

saida de :;l

combustivel
entrada de

are
coim bustivel

cimara de tubas

Lol blistao deé Aglia

Figura 1.1: Exemplo de escoamento gas-liquido ((KILLEEN, 2010) apud (MIRANDA,
2010)).

De forma mais abrangente, os escoamentos gas-liquido sao constituidos de um fluido
ambiente chamado fase continua e da fase dispersa, que sao as bolhas ou gotas presentes no
escoamento (YEOH; TU, 2010). As bolhas e gotas se deformam livremente dentro da fase
continua e podem assumir diferentes formas como esférica, eliptica, calotas, etc. Além dos
escoamentos dispersos, os escoamentos gas-liquido também apresentam outras estruturas in-
terfaciais complexas, chamados escoamentos separados, misturas e escoamentos transicionais.
Por exemplo, num tubo vertical, as varias configuragoes dos escoamentos gas-liquido estao
mostradas na Fig. 1.2 adaptada de Yeoh e Tu (2010).

Para simular numericamente este tipo de escoamento é necessario alta acuracia !
numérica para aproximar os resultados do problema estudado dos detalhes fisicos envolvidos
neste tipo de escoamento. Porém, para atingir alta acuracia pode-se utilizar metodologias de
baixa ordem aliada com um grande refinamento de malha, o que eleva, consideravelmente, o
custo computacional 2. Outra forma ¢ utilizar metodologias de alta ordem, como os métodos

3

dos volumes finitos e das diferencas finitas de alta ordem de convergéncia ° numérica, as quais

1O termo acuricia é usado na presente dissertacdo como a diferenca entre a solucdo numérica e a solucio
real.

2Custo computacional sdo relativos ao tempo de CPU e uso de meméria RAM.

30rdem de convergéncia é qudo ripido os erros entre a solucdo real e a numérica decrescem com o
refinamento da malha.



e5c0amentos em transicao

.

escoamentos dispersos misturas e escoamentos transicionais escoamentos separados
bolhas gotas  goffadas anular com  anular cam anular com g anular
dispersas  dispersas holhas gotas bohas & gotas
0_0 .y 1 I o: o: -
AH I gk A1l El = |
iy A0y “ Fa) e )
o9 L] o L1 2l e N\
bolhas de gotas. gas bilhias as qas central fime qu_uido centr@l
gésem  liquidasem embolsaco Aosas e central  Com gotas o efilme de gas
liquide  liquide  emliquide JES0SEE BT Lo e filme liquido '/ gas no
S liguido com  8mM gas  centro ¢ filme
liguido com 9utase e
985 1o T bolhas de liquido
Centro liquido g

Figura 1.2: Classificacdo dos escoamentos gas-liquido em um tubo vertical. Adaptado de

Yeoh e Tu (2010).

demandam elevado custo computacional devido ao grau de estencil de discretizagao. Dessa
maneira, busca-se métodos que tenham acuréacia e eficiencia computacional, principalmente
devido a fina interface que separa a fase continua da fase dispersa.

Devido a estas dificuldades, propoe-se no presente trabalho, a resolucao de escoamentos
bifasicos gas-liquido utilizando o método pseudo-espectral de Fourier acoplado com o método
hibrido Front-Tracking/ Front-Capturing.

O método pseudo-espectral de Fourier é utilizado, dentre as metodologias de alta ordem
devido a sua alta precisao e alta ordem de convergéncia numérica, as quais alcancam até 10
digitos de precisao. Com o método das diferencas finitas, ou método dos elementos finitos
obteriam dois ou trés digitos (TREFETHEN, 2000).

Além da alta precisao e convergéncia numeérica, outra vantagem de se trabalhar com
este método vem do trabalho de Cooley e Tukey (1965) apud Briggs e Henson (1995), os
quais desenvolveram o algoritmo denominado Transformada Répida de Fourier (FFT). A
FFT trabalha com um procedimento denominado rotagao de bit, o que torna o calculo
da Transformada Discreta de Fourier (TDF) muito eficiente. Esse custo computacional
torna atrativa a utilizacao do método pseudo-espectral de Fourier para resolver equacoes
diferenciais parciais.

Especificamente quando se trabalha com as equagoes de Navier-Stokes, aplicadas a



escoamentos incompressiveis, no espago espectral é possivel utilizar o método da projecao
do termo gradiente de pressao (CANUTO et al., 2007), levando a eliminagao do calculo
da pressao, via equacao de Poisson. Isso torna a metodologia vantajosa, pois nao precisa
resolver sistemas lineares para solucionar equacoes elipticas. Esse fato se torna especialemnte
interessante quando se trabalha com fluidos que possuem propriedades fisicas altamente
diferentes.

A grande desvantagem do método pseudo-espectral de Fourier esta nas condigoes de
contorno (CANUTO et al., 1987). Para utilizar a transformada discreta de Fourier é preciso
trabalhar apenas com condicoes de contorno periddicas, limitando a utilizacao deste método
a simulacao de alguns tipos de escoamentos, como por exemplo, jatos em desenvolvimento
temporal (SOUZA, 2005; MOREIRA, 2007) e turbuléncia homogénea isotrépica (POPE,
2000), ou seja, a problemas periddicos em todas as diregoes.

Os estudos sobre o método pseudo-espectral de Fourier iniciou-se no MFLab-UFU,
com o trabalho de Souza (2005). Atualmente, existem, no MFLab, trés frentes de pesquisa
em desenvolvimento. Uma delas é o acoplamento do método da fronteira imersa com o
método pseudo-espectral de Fourier (MARIANO, 2007, 2009). Para isso foi desenvolvido um
codigo bidimensional, o qual esta sendo utilizado para a implementacao e testes desta nova
metodologia. A outra linha de estudos é focada em escoamentos turbulentos, e utiliza esta
metodologia para simular jatos periddicos temporais e espaciais em um cédigo computacional
tridimensional (MOREIRA, 2007) e jatos em desenvolvimento espacial (MOREIRA, 2010).
A terceira frente de pesquisa, assunto do presente trabalho, baseia-se na utilizacao deste
método para simular escoamentos bifasicos bidimensionais (VILLELA et al., 2010).

Como dito anteriormente, o objetivo do presente trabalho é a simulacao numérica de
escoamentos bifdsicos, e, mais especificamente, é a simulacao numérica da ascensao de uma
bolha. Este problema envolve a andlise de escoamentos ao redor de geometrias complexas que
podem ser moveis e deformaveis, como o caso de bolhas em movimento. Métodos classicos
tém sido empregados na busca de se determinar maiores detalhes de escoamentos multifasicos,
sendo que, cada método possui suas vantagens e desvantagens. No presente trabalho, utiliza-
se 0 método Front-Tracking/ Front-Capturing proposto por Esmaeeli e Tryggvason (1992),

o qual se baseia no célculo direto das forcas interfaciais atuando no elemento diferencial da



interface aliado com a presenga de uma funcao indicadora para atualizagao das propriedades
fisicas.

O método hibrido Front-Tracking/Front-Capturing faz uso de um conjuntos de pon-
tos, chamados de pontos lagrangianos e sao responsaveis por acompanhar a interface, sobre
uma malha cartesiana fixa, denominada malha euleriana, onde sao resolvidas as equagoes de
Navier-Stokes (ANNALAND et al., 2006). Para o célculo das propriedades fisicas utiliza-se
uma funcao indicadora, que deve, a cada passo no tempo, ser atualizada. KEste método,
embora a alta acuracia, para alguns casos, torna-se complexo de se implementar, pois a re-
malhagem dinamica da interface lagrangiana e os mapeamentos desses pontos sao necessarios
e devem ser realizados a cada passo do tempo.

A desvantagem do método aparece na interacao de multiplas bolhas, pois pode haver
rompimento e coalescéncia entre elas. O método trabalha com uma separacao de malhas
para cada interface, requerendo técnicas geométricas para realizar esta fase da simulacao.

No presente trabalho parte-se de um cddigo desenvolvido no MFLab (MARIANO;
MOREIRA; SILVEIRA-NETO, 2010), o qual utiliza a metodologia denominada IMERSPEC,
contendo o método pseudo-espectral de Fourier e o método da fronteira-imersa para a re-
presentacao de interfaces rigidas. Esse codigo numérico bidimensional foi validado utilizando
problemas cldssicos da Mecanica dos Fluidos (MARIANO et al., 2010), tais como, escoamento
sobre prisma quadrado (Fig. 1.3, (a)) e cavidade com tampa deslizante (Fig. 1.3, (b)).
Analises tridimensionais também tem sido estudadas com esta metodologia. A Fig. 1.4
ilustra a aplicacao desta técnica em 3D.

O objetivo do presente trabalho é a adaptacao do cédigo IMERSPEC 2D para a
simulagao de escoamentos bifasicos, onde deve-se considerar que a interface é uma fronteira
movel e deformavel. Desta forma, amplia-se a gama de problemas que o método pseudo-

espectral de Fourier pode ser aplicado em CFED.

1.1 Organizagao do trabalho

A presente dissertacao estd dividida em seis capitulos, sendo que, no Capitulo I

apresenta-se a motivacao para o trabalho. No capitulo II é apresentado um levantamento
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Figura 1.3: (a) Escoamento sobre um prisma quadrado (MARIANO et al., 2010) e (b) campo

de pressao em uma cavidade com tampa deslizante (MARIANO et al., 2010) resolvidos com

o método pseudo-espectral de Fourier.

Figura 1.4: Escoamento de um jato em desenvolvimento espacial (MOREIRA, 2010).

bibliografico sobre os temas relevantes ao desenvolvimento do trabalho principalmente em
temas ligados ao método pseudo-espectral de Fourier para aplicacao numérica em problemas
de escoamentos multifasicos. O modelo matematico utilizado é apresentado no Capitulo III.
No Capitulo IV apresenta-se uma descricao do método numérico. Os resultados obtidos para
aplicacao do problema de interesse, assim como a validacao das modificagbes apresentadas
no cédigo, sao encontradas no Capitulo V. O Capitulo VI conclui-se o presente trabalho e

apresenta sugestoes para desenvolvimentos futuros.



CAPITULO 1l

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo apresenta-se uma revisao bibliografica sobre a modelagem matematica
e a metodologia implementada para a simulagao numérica de escoamentos bifdsicos bidimen-
sionais. Os temas abordados se baseiam em escoamentos multifdsicos e as possiveis técnicas
de modelagem que envolvem este problema. Além disso, é feita uma revisao da literatura

abordando os métodos espectrais.

2.1 Escoamentos multifasicos

A complexidade fisica envolvida nos escoamentos multifasicos, assim como a dinamica
das particulas, tem-se destacado na pesquisa cientifica. Iniciou-se, os estudos experimentais
de ascensao de bolhas de gases em um fluido estatico na década de 60, com os trabalhos
de Datta, Napier e Newitt (1950), Peebles e Garber (1953), Davidson e Schuler (1960),
Ramakrishnan, Kumar e Kuloor (1969) e Khurana e Kumar (1969).

Clift, Grace e Weber (1978) relataram, através do Diagrama de Clift, dados experimen-
tais da ascensao de bolhas isoladas, descrevendo sua forma geométrica a partir dos ntimeros
adimensionais como nimero de Reynolds, nimero de Edtvds e nimero de Morton que serao
definidos na secgao 3.

A simulacao numérica de escoamentos multifasicos que contém a presenca de interface

moével e deformavel requer um conjunto de equacoes que interagem entre si. As principais



dificuldades encontradas para este tipo de simulacao é que a interface mével e deformavel é
parte da solucao e as propriedades fisicas, densidade e viscosidade, e a pressao sao funcoes
descontinuas na interface. Existem, basicamente, duas técnicas utilizadas para este tipo de
modelagem: captura (capturing) e acompanhamento (tracking) (VILLAR, 2007Db).

Em captura da interface, a fronteira é implicitamente definida por meio de uma fungao
global, por exemplo a densidade e funcao distancia, a qual tem o papel de fun¢ao indicadora.
A principal vantagem do método é que nao é necessaria intervencao quando ocorre alguma
transicao topoldgica na interface que separa as fases. Porém, a desvantagem do método é a
perda de acurdcia devida a difusao da interface sobre varias células. Como exemplo pode-se
citar Level-set method (SUSSMAN; SMEREKA; OSHER, 1994; FEDKIW; OSHER, 2001),
shock-capturing method (IDA, 2000) e volume of fluid (BUSSMAN; MOSTAGHIMI; S., 1999;
SCARDOVELLI; ZALESKI, 1999).

O método de acompanhamento da interface ¢ um método explicito e a interface move-
se de forma independente sobre a malha em que estd inserida. E um método mais acurado
que o método de captura de interface, porém apresenta uma complexidade maior em relagao
ao algoritmo a ser implementado. Como exemplo destaca-se Volume Tracking (RUDMAN,
1997), Boundary Integral (ZALOSH, 1976; HOU; LOWENGRUB; SHELLEY, 2001) e Im-
mersed Boundary (PESKIN, 1977).

Esmaeeli e Tryggvason (1992) utilizam o método de acompanhamento da interface,
onde o dominio do escoamento é discretizado por diferencas finitas em uma malha esta-
cionaria e a interface é representada explicitamente por uma malha nao-estruturada que se
move através da malha estaciondria. Devido ao fato que a interface se deforma continuamente
é necessario reestruturar sua malha a cada passo no tempo, através da insercao e retirada de
pontos. O tratamento explicito na interface, e também a presenca de uma fun¢ao indicadora
para atualizacao das propriedades fisicas, faz com que o método desenvolvido por Esmaeeli e
Tryggvason (1992) se enquadre dentro dos modelos hibridos Front-Tracking/Front-Capturing
Method derivado do Método da Fronteira Imersa desenvolvido por Peskin (1977). Segundo
Esmaeeli e Tryggvason (1992), este método evita difusdo numérica e oscilagoes, e, permite
que a tensao superficial seja incorporada de uma forma natural.

A partir do estudo de Esmaeeli e Tryggvason (1992), Triggvason e co-autores tem con-
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tribuido de forma significativa aos estudos de escoamentos multifasicos com baixos, médios e
altos nimeros de Reynolds. Isso pode ser comprovado nos trabalhos Esmaeeli e Tryggvason
(1998), Tryggvason et al. (2001), Tryggvason, Esmaeeli e Al-Rawahi (2005), Tryggvason et
al. (2006). De modo geral, essas contribuicoes se baseiam em simulagoes numéricas de bolhas
isoladas e multiplas bolhas em um dominio bidimensional e tridimensional, para diferentes
Reynolds, obtendo resultados significativos para literatura.

Duas seqiiéncias desta mesma técnica podem ser observadas no trabalho de Villar et
al. (2010) e Miranda (2010). Villar et al. (2010), desenvolveu o cédigo numérico denomi-
nado AMR2D, o qual resolve as equacoes de Navier-Stokes aplicando uma aproximacao por
diferencas finitas e para a modelagem da interface utiliza o método hibrido proposto por
Esmaeeli e Tryggvason (1992). Usou-se uma malha bloco estruturada refinada localmente
que se adapta dinamicamente para recobrir as regioes de interesse do escoamento. Posteri-
ormente, Miranda (2010) implementou, no cédigo AMR2D desenvolvido originalmente por

Villar (2007a), a presenga de surfactantes no escoamento.

2.2 Meétodo espectral de Fourier

As metodologias de alta ordem possuem ordem de convergéncia numérica maior que
dois (FERZIGER; PERIC, 1996). Estes métodos costumam ter elevado custo computacional
quando comparado com métodos de baixa ordem, porém atingem uma maior acuracia com o
mesmo refinamento de malha. Sao muito utilizados em problemas de aeroacustica, simulacao
nimerica direta (DNS) e simulacao de grandes escalas (LES) (UZUN, 2003).

Dentre as metodologias de alta ordem, as principais sao diferencas finitas e volumes
finitos de alta ordem, nas quais as derivadas sao discretizadas com longos esténcis; diferencas
finitas, volumes finitos compactos (NAGARAJAN; LELE; FERZIGER, 2003) e métodos
espectrais (BOYD, 2000; CANUTO et al., 2006; TREFETHEN, 2000). Além disso, existem
os métodos hibridos, os quais utilizam os métodos espectrais para calcular as derivadas em
direcoes onde se tem periodicidade e métodos de alta ordem nas direcoes nao-peridédicas
(DA-SILVA, 2001).

Os métodos espectrais sao caracterizados pela expansao da solugao em termos de
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séries truncadas de fungoes de aproximagao globais das varidveis independentes (BOYD,
2000). Como exemplo tem-se as séries de Fourier (GOTTLIEB; TADMOR, 1991), séries de
polinémios de Legendre e séries de polinémios de Chebyshev (BOTELLA, 1997).

Em CFD, os métodos espectrais surgiram em meados de 1970 com o desenvolvimento
dos métodos transformados, o qual realiza transformagoes entre os espagos fisicos e espacos
espectrais, com os trabalhos de Orzag (1970), Gottlieb e Orszag (1986).

Morchoisne (1984) desenvolveu um método utilizando o método espectral para es-
tudar escoamentos incompressiveis em geometrias bidimensional e tridimensional simples.
Patera (1984) desenvolveu o método dos elementos espectrais e o testou com polinomios de
Chebyshev na equagao de advecgao-difusao unidimensional. Aplicou-o na simulacao de es-
coamentos laminares bidimensionais sobre um canal com degrau. Além disso, outros autores
contribuiram na utilizacao dos métodos espectrais aplicados a CFD, tais como, Deville e
Mund (1985), Henderson e Karniadakis (1995), entre outros.

O método espectral de Fourier, o qual tem como expansao as séries de Fourier, utiliza
as transformadas de Fourier e suas propriedades no intuito de algebrizar as equacoes dife-
renciais parciais (FIGUEIREDO, 2007). Com base nisso e no uso do algoritmo Fast Fourrier
Transform (FFT), desenvolvido por Cooley e Tukey (1965), calcula-se de forma eficiente, ou
seja, com baixo custo computacional, a transformada de Fourier. Assim, tornou-se atrativo
utilizé-las para resolver as equagoes de Navier-Stokes. Canuto et al. (1987) mostra que o custo
computacional reduz de O(N?) para O(NlogaN) quando se utiliza a FFT, comparando com
a transformada discreta de Fourier, sendo N o numero de pontos da malha, Fig. 4.2. Além
disso, este método apresenta alta precisao e alta convergéncia numérica (TREFETHEN,
2000; BOYD, 2000).

Silveira-Neto (2002) utiliza o método espectral de Fourier para solugao das equagdes
de Navier-Stokes. Para desaclopar a pressao da velocidade, o autor propoe o método da
projecao, eliminando a necessidade de se resolver a equacao de Poisson para a pressao.
Comparando com esquemas classicos, esse procedimento equivale substituir a solucao da
equacao de Poisson por um produto vetor-matriz que, em termos numéricos, tem um custo
computacional mais baixo. Em termos fisicos, ambos tém a mesma funcao, que é de garantir

a conservagao de massa.
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Esta metodologia, no entanto, em presenca de descontinuidades, surge o fenomeno de
Gibbs (CANUTO et al., 1987). Isto acontece devido a existéncia do Teorema de Fourier
(FIGUEIREDO, 2007), o qual prova que a convergéncia do método sé acontece uniforme-
mente se a funcao a ser transformada é continua.

O fénomeno de Gibbs é caracterizado pelo aparecimento de oscilacoes nas solugoes
numéricas (CANUTO et al., 2007), e, para contornar as limitagoes dadas por ele, Kopriva
(1986) apud Canuto et al. (2006) e Navarra (1994) propuseram a utilizacado do processo de
filtragem. Ambos os autores estudaram a influéncia dos filtros na convergéncia numérica da
solucao e, concluiram que ha um aumento significativo na ordem de convergéncia com este
procedimento. Porém, o uso do filtro faz com que a acuracia do método espectral de Fourier
diminua.

Mariano (2007) propos acoplar, ao método pseudo-espectral de Fourier, com método
da fronteira imersa (SILVA, 2002), afim de estender a metodologia espectral a problemas com
condicoes de contorno nao-periddicos. Para validar esta nova metodologia, a qual denomina-
se IMERSPEC, o autor aplicou a problemas como cavidade com tampa deslizante e escoa-
mentos sobre um prisma quadrado (MARIANO et al., 2010). Moreira (2010) utiliza esta
metodologia aplicadas a escoamentos cisalhantes livres tridimensionais.

Especificamente, em problemas de escoamentos bifasicos, Liu e Shen (2003) usam o
modelo de campo de fase para resolver problemas de mistura de dois fluidos incompressiveis,
e, para aproximacao numérica deste modelo o autor utiliza o método espectral de Fourier
semi-discreto com condigoes de contorno periddicas.

No presente trabalho ¢ utilizada a metodologia IMERSPEC, desenvolvida por Mariano
et al. (2010), e adaptada para aplica-la a escoamentos bifasicos. Para isso, foi acoplado a
metodologia um método hibrido Front-Tracking/Front-Capturing Method para tratar inter-

faces moveis e deforméveis.



CAPITULO 1l

MODELO MATEMATICO

Neste capitulo trata-se da formulacao matematica para a solucao de problemas de es-
coamentos bifasicos utilizando o método pseudo-espectral de Fourier acoplado com o método
hibrido Front-Tracking/ Front-Capturing. A modelagem matemé&tica para escoamentos bifasi-
cos € tratada na segao 3.1, onde se encontra tanto a formulacao matematica adotada para
o fluido, como um todo, como para a interface. Na secao 3.2 encontra-se a modelagem
matematica da metodologia espectral de Fourier, onde se encontra a definicao da trans-
formada de Fourier e suas propriedades. Em seguida, serd mostrada, a transformacao das

equacoes de Navier-Stokes para o espaco espectral de Fourier.

3.1 Modelagem matematica para escoamentos bifasicos

Nesta secao é apresentada a formulagao matematica para escoamentos incompressiveis,
isotérmicos e com a presenca de dois fluidos newtonianos imisciveis com propriedades fisi-
cas distintas. Esta formulacao é fundamentada na mecanica do continuo, onde o modelo
matematico é expresso pelas equagoes do balanco de massa e da quantidade de movimento
linear.

Os problemas aqui estudados sao baseados na metodologia da fronteira imersa de-
senvolvida por Peskin (1977). Como mostrado na Fig. 3.1, o fluido, como um todo, é

representado por um dominio (2 = @ U {)). A interface I' é denominada dominio la-
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grangiano, a qual pode se deslocar e deformar. Os subdominios €2y e {2, representam a parte
externa e interna da interface, respectivamente. As equacoes de Navier-Stokes, sao usadas
para modelar e descrever a dinamica do fluido no dominio €2 e uma formulagao lagrangiana

modela a dinamica da interface T'.

Q

1

Figura 3.1: Representagao dos dominios euleriano 2 = €2y U )y e lagrangiano I'" para um

corpo imerso de geometria arbitraria.

3.1.1 Formulagao euleriana

A formulagao euleriana, para o dominio €2, empregada para descrever a dinamica de
escoamentos, é dada pelas equacoes de Navier-Stokes. Essas operacoes, validas para todo o
dominio (2 = ©; U ) sdo aqui apresentadas na forma tensorial, como em White (1991),

para escoamentos incompressiveis e isotérmicos mas com propriedades fisicas variaveis (Eqs.

3.1e3.2):
Op  Olpur)
BT + T 0, (3.1)
Oup  Owug)  Op 0 ou;  Ouy
P ( 81& + 8x,€ ) N 8xl * ﬁxk |:/i <8xk + 8951 ):| + <l * fl’ (32>

onde p e p sao respectivamente a massa especifica e o coeficiente da viscosidade dinamica do
fluido, u; é a componente [ do vetor velocidade, p é o campo de pressao, f; ¢ a componente [ do

vetor campo de forca externa que atua sobre uma particula de fluido que se encontra em uma



15

interface, g; é a componente [ do vetor aceleragao gravitacional e [ = 1,2, para problemas
bidimensionais sao as coordenadas espaciais, t é o tempo e k é o indice de somatorio.
Para o céalculo das propriedades fisicas da fase continua, fase dispersa e para a regiao

de transicao entre ambas as fases utiliza-se relacoes de interpolacoes dadas pelas Eqs. 3.3 e

3.4:
p(Z,t) = pe+ (pa — pe) I (T 1), (3.3)
M(f> t) = e + (//Jd - Mc)l(fa t)’ (34)

onde . e ug sao os coeficientes de viscosidades e p. e pg sao as massas especificas, da fase
continua (£21) e dispersa (£)), respectivamente, Fig. 3.1 e I(Z,t) é a funcdo indicadora
((SILVA, 2002)), calculada a cada passo no tempo, assume valores variando de 0 para fase
continua a 1 para fase dispersa (Eq. 3.5):

82
kaawk ’ - 8_91:16 r

0 n(X,1)8(% — X)dX, (3.5)

onde ny(X,t) é a componente | do vetor normal A interface.

Como serd visto, para se utilizar o método pseudo-espectral de Fourier é necessério o
uso de condigoes de contorno periddicas. Deve-se, entao, fazer um tratamento especifico no
termo gravitacional a fim de evitar uma aceleracao descendente em todo fluido. Assim, é
preciso adicionar a equagoes de Navier Stokes (Eq. 3.2) o termo pog, onde py = (1—a)p.+apq
e a é a fracao volumétrica , ou seja, a razao entre o volume da fase dispersa (£23) pelo volume
da fase continua (£2).

Além disso, uma outra restrigao é imposta a fim de tratar escoamentos bifasicos usando
a modelagem para escoamentos incompressiveis e isotérmicos, ou seja, as propriedades fisicas
p e i sao constantes em cada fase, sofrendo variagoes apenas sobre a interface entre as duas
fases.

Partindo-se da Eq. 3.1, decompondo o termo da adveccao da massa e usando-se o fato

que V.u = 0 para escoamentos incompressiveis, mostra-se que

% , 00 _Do_

ot +UZ8[E1 = Di = 0. (36)
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Isso mostra que p é constante sobre as linhas de corrente, exceto sobre aquelas que
passam por uma interface. O mesmo raciocinio se aplica para a viscosidade dinamica pu.

O termo fonte f; (Eq. 3.7) permite a comunicagao entre as equagoes de Navier-Stokes e
as equacoes para o movimento da interface. Dessa forma, o termo fonte euleriano é diferente
de zero sobre a interface e nulo fora da interface. Este comportamento é representado
matematicamente usando a func¢ao delta de Dirac (), o que pode ser definido pelas Egs.

3.8 e 3.9 (PESKIN, 1977).

A@t) = [ R 05 - X)ax, (3.7)
r
onde,
. 0 seZ# X
57— X) = L (3.8)
oo ser =X
e

§(% — X)di =1, (3.9)

sendo FZ(X' ,t) a componente [ da forga lagrangiana calculada sobre as particulas de fluido
que compoem a interface, a componente [ do vetor x; é a posicao de uma particula de fluido
no dominio euleriano e a componente [ do vetor X; é a posicao de uma particula de fluido
que estd sobre o dominio lagrangiano (I'), Fig. 3.1.

Como dito anteriormente, a distribuicao da forca lagrangiana para o dominio euleriano
é feita através da Eq. 3.8, ou seja, f;(¥,t) é diferente de zero apenas quando ha coincidéncia
entre os dominios lagrangianos e eulerianos. Porém, numericamente, quase nunca existe essa
coincidﬁ)ncia, entao faz-se o espalhamento dos pontos lagrangianos para os pontos eulerianos
é feito por um conjunto finito de pontos.

Assim, a interface acaba se difundindo e se estendendo por alguns volumes discretos
com espessura de ordem de discretizacao da malha, Az, fazendo com que a conservacao de
massa nao seja garantida nessa regiao. Isso ocorre pois as linhas de correntes que cruzam a

interface estendida sofrem variacao de massa especifica, Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Linhas de corrente ao redor de uma interface circular, onde p(¢) é a massa

especifica variavel na interface estendida.

Como observado por Villar (2007b), esta variagdo de massa é da ordem da espessura

da interface estendida.

3.1.2  Formulagao lagrangiana

A interface I' é representada de forma paramétrica (X (s,t),Y(s,t)), que sao as coor-
denadas dos pontos lagrangianos, e, 0 < s < L, é o parametro de comprimento de arco da
origem até a posicao ¢, onde 1 < ¢ < M, sendo M o total de pontos lagrangianos. L; é o
comprimento total da interface (Fig. 3.3).

Para a modelagem da densidade de forca lagrangiana FZ(X' ,1), Esmaeeli e Tryggvason
(1992) fizeram um balango de forca sobre um ponto arbitrario do segmento da interface, e,

a partir dessa deducao, obtiveram:

F, = okny, (3.10)
onde k =|| 22 || / || 2X& || é a curvatura da interface, o é a tensdo interfacial, n; = 22/ || 22 ||
Js 0s ) s 0s Os

é a componente | do vetor normal a interface e 7, = % /|l % | é a componente [ do vetor

tangente unitario a direcao da interface.

O movimento da interface é modelado utilizando-se Eq. 3.11:

0X

X (k. (3.11)
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Figura 3.3: Parametro s para uma interface I' representada por uma curva fechada.
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onde UI(X' ,t) corresponde a componente | do vetor velocidade lagrangiana da interface,

calculada interpolando-se as velocidades eulerianas para os pontos lagrangianos.

define-se uma velocidade lagrangiana da forma

—

U(s,t) = /Q w(Z,6)6(7 — X)dX .

Substituindo a Eq.3.12 na Eq.3.11 tem-se:

oX, :/u,(f,t)a(f—)?)d)?.
ot Jo

Assim,

(3.12)

(3.13)

Durante o escoamento, a interface se deforma e se estende, afetando a distribuicao

dos pontos lagrangianos, X;. Geralmente, observa-se que em regices de alta curvatura os

pontos lagrangianos tendem a se aglomerar e, ao contrario, em regioes de menor curvatura,

os pontos lagrangianos tendem a se distanciar (VILLAR, 2007b). Para manter a acuricia

dos calculos, é necessaria uma redistribuicao dos pontos na interface, buscando assim mante-

los uniformemente distribuidos. Para tal, utiliza-se uma velocidade auxiliar tangencial que

permite uma alteragao da posicao dos pontos lagrangianos, mas que preserve a forma da

interface (CENICEROS; ROMA, 2004). Desta forma, a fisica do problema nao é alterada.

Assim, a Fq.3.13 pode ser reescrita como

. o
= [ @06 - X)X + U (K oy,
Q

(3.14)
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onde U é a componente | da velocidade auxiliar e foi proposta por Ceniceros e Roma (2004)

Como:
Ur(X,t) = —Un(X,1) +/ loskUny — (o,kUny)]ds’, (3.15)
0

onde Ur, = Uy, Uny = Uy, 05 = vV X?+ Y2, o operador () define uma média espacial,

(X,Y) sao as coordenadas dos pontos lagrangianos e [ = 1, 2 para problemas bidimensionais.

3.1.3 Acoplamento euleriano-lagrangiano

Na secao 3.1.1, a funcao delta de Dirac ¢ foi mencionada como dispositivo de comu-
nicacao entre os dominios euleriano e lagrangiano. Ela é responsavel pela distribuicao da
densidade de forca interfacial lagrangiana para os pontos eulerianos e pela interpolagao das
velocidades do dominio euleriano para os pontos pertencentes a interface lagrangiana. Tais
operacoes sao denominadas de distribuicao e interpolacao, e sao representadas, respectiva-

mente, pelas Eq.3.16 e Eq.3.17:

—

F@ 1) = /F F(X, )87 — X)dX, (3.16)

Ui 1) = /Q w7, 0)5(F — X)d7. (3.17)

Para a distribuicao da forca lagrangiana para o dominio euleriano, apresenta-se um
novo procedimento no espago espectral de Fourier descrito na se¢ao 3.2. A interpolagao da
velocidade euleriana para os pontos na interface é realizada utilizando um ntcleo de Dirac,

o qual é semelhante a uma funcao distribuicao Gaussiana.

3.1.4 Parametros adimensionais

O principal problema fisico estudado na presente dissertacao é a ascensao de uma
bolha. Entao, nesta se¢ao sao definidos os parametros adimensionais utilizados para controlar
a simulacao, sendo que dois desses parametros envolvem as razoes entre as massas especificas
e as viscosidades da fase continua (c) e da fase dispersa (d), isto é, A = pg/pe € v = ta/ the-

Os outros dois parametros sao definidos pela presenca da aceleracao da gravidade g [m/s?],
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pelo diametro da bolha d; [m], pelo coeficiente de tensdo superficial o [N/m], pela massa

especifica p. [kg/m?] e pela viscosidade do fluido p.. [kg/ms|. Assim podem ser definidos:

293
Pedag
N = M—j (3.18)
d2
Fo= % (319)

Na Eq.3.18, o parametro N é chamado de nimero de Galileo ou nimero de Ar-
quimedes, o qual mede a importancia relativa das forcas gravitacionais e das forcas viscosas.
O parametro Fo, conhecido como nimero de Edtvds é a razao entre as forgas gravitacional
e interfacial. Na literatura, N ¢é freqiientemente substituido pelo niimero de Morton,

4 E3
M_g/“’[/c_ %

- -2 2
ol ~ NT (3.20)

o qual é constante para um dado fluido quando a aceleracao gravitacional e a forcga interfacial
0 sao constantes.

Tais parametros adimensionais definem o comportamento do movimento da bolha.
Assim, quando as bolhas sao pequenas e a tensao superficial é alta, as bolhas permanecem
esféricas e a dinamica é independente da tensao superficial (ESMAEELIL; TRYGGVASON,
1998), definindo um baixo numero de Eotvés e Morton. Para altos valores de M, elas
se tornam elipsoidais. A medida que Fo aumenta, as bolhas eventualmente se deformam
e assumem a forma de “calotas esféricas”. Para N moderados, as bolhas apresentam um
movimento helicoidal. Para altos valores de M, a ascensao de uma bolha é normalmente
instavel. Para altos valores de Fo e M, as bolhas podem se deformar e até mesmo se
fragmentar.

Um importante parametro adimensional é o nimero de Reynolds Re, o qual relaciona
forcas de inércia com forgas viscosas. Em escoamentos multifdsicos, s6 é possivel determina-
se Re apés o calculo da velocidade terminal, ou seja, apds determinar a velocidade para a
qual a bolha apresenta aceleracao nula ou se encontra em regime estacionéario. Resultados
experimentais de Clift, Grace e Weber (1978), apresentam, para diferentes nimeros de E6tvos
e Morton, o nimero de Reynolds para uma bolha em regime estacionario e as suas diferentes

geometrias (Fig.3.4).



21

SPH

\
Y

%w
3
:
ﬂw/

- m-ﬂu

50

%

g

0

Ll L YLl | Ll || 1
1 10
ECTVOS NUMBER, Eo

10"

10

Figura 3.4: Diagrama de Clift, Grace e Weber (1978).
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Os dados dessa figura sao de grande importancia para validacao dos resultados numéri-
cos e serao utilizado como referéncia no presente trabalho. A velocidade utilizada para cal-
cular o nimero de Reynolds é a velocidade do centréide (centro de gravidade). A posicao do
centroide é dada por 1y e a sua area é A,. O método para o calculo de ry e Ay foi proposto

por Bunner e Tryggvason (2002) e é dado por:

Ay A, 0Tk r
L[ oxaa= L [ 2 (xoxda = (X0 (3.22)
Ty = — = — = — nyds. .
bl = A, " ! 24, N (%k KXk 24, 1X)1

A velocidade terminal da bolha, Vi, = (U, Vi), pode ser obtida da mesma forma, dada

por

1 1 0
Vi = UdA XU )dA = j{X Un ds, 3.23
= . /. aIk( kUk) 1 1(Umy) (3.23)

onde U; é a componente [ do vetor velocidade da interface.

O numero de Reynolds é entao definido por

pcdd‘/b
e

Re = (3.24)

Devido a tensao interfacial surge um salto de pressao entre as duas fases, o qual pode

ser calculado analiticamente pela Eq.3.25 (WHITE, 1991),

20

— D= . 3.25
Pa— P dy ( )
Dividindo-se a Eq. 3.25 por p.gd; e admensionalizando-a, tem-se:

Ape — 2 (3.26)
P = Fo '

onde e indica que o salto é analitico.
A Eq.3.26 é conhecida como a Lei de Young-Laplace. Esse resultado é utilizado como
referéncia para validar os resultados com baixos valores de niimero de E6tvos onde ha pouca

deformacao da interface.
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3.2 Modelagem matematica usando a metodologia espectral de Fourier

Objetiva-se, nesta secao, desenvolver a modelagem matematica que rege os métodos
espectrais de Fourier. Para isso, parte-se da definicao das transformadas de Fourier e suas
propriedades, para assim, proceder com a transformacao das equagoes de Navier-Stokes para
o espaco espectral de Fourier. Além disso, é mostrado o acoplamento euleriano-lagrangiano
no espaco espectral de Fourier. De posse dos fundamentos tedricos, na secao 4 desenvolve-se

a ferramenta numérica pseudo-espectral de Fourier utilizada no presente trabalho.

3.2.1 Transformadas de Fourier

Dada uma funcao f : ® — R, sua transformada de Fourier é definida pela seguinte
expressao (FIGUEIREDO, 2007):

7 = / " iR (7, (3.27)

o0
sendo —oo < k < 00 é o vetor nimero de onda e i = v—1.
A expressao 3.27 representa uma integral imprépria, a qual deve ser entendida da

seguinte maneira

o0 o N -

/ e HRE f(F)di = limMWHOO/ e 2N f(7)d i, (3.28)
oo M

onde M e N tendem independentemente para o infinito. Para garantir a existéncia deste

limite, a funcao f deve apresentar as seguintes caracteristicas:

e f é seccionalmente continua em cada intervalo [—M, N], o que implica f ser limitada

e integravel em [—M, NJ;
o [T |f(&)|dT < o0, ou seja, o limite existe.

A trasnformada inversa de Fourier, a qual transforma uma funcao que esta no espaco

espectral de Fourier para o espaco fisico, é dada pela Eq.3.29:

£(7) = / Z 2k (E) dF. (3.29)
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3.2.2  Propriedades da Transformada de Fourier

A funcao no espaco de Fourier possui propriedades que facilitam o trabalho com as
equagoes diferencias parciais (EDP), e, conseqiiéntemente com as equagoes de Navier-Stokes.
Considere f e g duas fungoes periddicas e seccionalmente continuas, logo as principais pro-

priedades do espaco espectral de Fourier sao:

e Homogeneidade, (Eq.3.30):

af (k) = af(k), (3.30)

onde o é uma constante.

e Aditividade, (Eq.3.31)

A transformada da soma de duas fungoes é a soma das transformadas:

(F+9(b) =7 +3(3) (3:31)

onde k é o parametro de transformacao da adicao, 7 é o parametro de transformacao

da fungao f(¥) e §é o parametro de transformacgao da funcao g(Z).

e Derivada, (Eq. 3.32)

A transformada da derivada de uma funcao é dada por:

o () = (k)" ). (3.32)

onde n é a ordem da derivada.

e Produto de fungoes, (Eq. 3.33):

A transformada do produto de duas funcgoes é um produto de convolucao entre as

transformadas dessas fungoes:

Fa(k) = F(7) % 3(3). (3.33)
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onde k é o parametro de transformacao do produto, 7 é o parametro de transformacao
da fungao f(¥), §é o parametro de transformagao da fungao g(z) e * é a representacao

do produto de convolugao. O produto de convolucao é dado por

~

) 5600 = | _F@E = (3.34)

3.2.3  Transformacao das equacoes de Navier-Stokes para o espaco espectral de Fourier

Para transformar, as equacoes de Navier-Stokes e da continuidade, para o espago es-
pectral de Fourier, para escoamentos incompressiveis com condigoes de contorno periodicas
em todas as diregoes (Eqs. 3.35 e 3.36), é necessario utilizar o método da projecao para o
desacoplamento pressao-velocidade, além da aplicacao das propriedades da transformada de
Fourier (Subsecao 3.2.2)(SILVEIRA-NETO, 2002; MARIANO, 2007). Reescrevendo as Egs.

3.1 e 3.2 com as devidas simplificagoes, citadas anteriormente se¢ao(3.1.1), tém-se:

aul .
o, = (3.35)

ou  Oww,  1dp 1,0 ou; Oy, p— po 1
ot + oy o p Oy + P <al‘k {,u (axk + 8xl>]> + ( P aq + pfl. (336)

A equagao da continuidade (Eq. 3.35) transformada é representada por

ik, = 0. (3.37)

De acordo com a geometria analitica, o vetor velocidade transformado, 1/[1(/2, t), é
perpendicular ao vetor nimero de onda, k;, pois o produto escalar entre eles é nulo, Eq.
3.37. Define-se, entao, um plano m, o qual é perpendicular ao vetor k; e contém w;, conforme
a Fig. 3.5.

Transformando a Eq. 3.36, tem-se a Eq. 3.38

ou . ——

1 — 1

o . SN 1 ~
= —z\*zklp—i-z\*zkk*[u*(zkkul+zkluk)]+z\*(p—p0)gl+z\*fl.
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T

Figura 3.5: Defini¢ao do plano 7 (SILVEIRA-NETO, 2002).

Da Eq. 3.38, pode-se concluir que o termo da taxa de variagao da quantidade de

movimento linear, aa—“;l, esta contido no plano 7, pois temos que
du, O
— = 3.39
ot ot (3:39)
Retomando-se a Eq. 3.37, tem-se que:
0, - oy oy
g i) = gy ot =" (340)

O termo gradiente de pressao produto de convolugao com %, %*ik‘lﬁ, é colinear ao vetor
nimero de onda (k;), pois p e % sao escalares e portanto, o produto de convolugao %* 1kp é
ortogonal ao plano 7.

Quanto ao termo advectivo zkk(ﬁ/ulu\k), ao termo fonte %* #, ao termo difusivo %*
iky * [1t * (ikyty + ikjug)] e ao termo gravitacional % * (pfp\o)gl nada se pode afirmar sobre
as suas posicoes em relacao ao plano 7.

Para desacoplar o campo de pressao do campo de velocidade, Silveira-Neto (2002)

utiliza-se o método da projecao. Primeiramente, separam-se os termos que pertencem ao

plano 7 dos demais (Eq. 3.41)

[ ou,

Z 3.41
——

I
-1 1 1 —— 1 =
iky (wug) + ﬁ x ikp — /—?* iky * [0 (tkpwy + tkug)] — 7,0\ x (p— po)gr — Z\ x f1] = 0.

-~

17

Observe que, como dito anteriormente, I C 7, e por defini¢oes, vinda da geometria

analitica, se a soma de dois vetores é nula, entao os dois vetores sao colineares. Assim, I é
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colinear a I e esta contido no plano 7.
Definindo, entao, o tensor projegao (Eq. 3.42)

B, ek
o (k) = 0 = =5 (3.42)

onde dy, é o delta de Kronecker (Eq. 3.43):

1 sel=k,
O = ) (3.43)
o sel#k

O tensor projecao gy, projeta qualquer vetor sobre o plano 7 (MARIANO, 2009).
De posse da definicao do tensor projecao e da conclusao referente a Eq. 3.41 tem-se

que

_— 1 — — 1 -
{TNLZ — Zxikp— DIF, — GRAV, — = « fl} c (3.44)
P P
onde T/NTZ é o termo ikkm, lj\Fl é o termo %\* iky *x [ * (ikyuy + ikjug)] e m éo

—

termo % * (p— po)gi- Logo, pode-se escrever

1 e 1 o~
[TNLZ + 2 xikp— DIE, — GRAV, — =« fl] — (3.45)
p p

=TT g — 1 —
= P {TNLm — DIF,, — GRAV,, — = x fn,
p

Nota-se na Eq. 3.45, que o termo referente ao gradiente de pressao no espaco de
Fourier, %*z’klﬁ, desaparece no lado direito do sinal de igualdade, pois a projecao de um vetor
ortogonal a um plano, sobre esse mesmo plano, é nula. Esta afirmacao fica clara visualizando
a Fig. 3.6. Nela tém-se os vetores que nao estavam contidos no plano 7 projetados sobre este
plano. Com isso, percebe-se que o vetor que representa o gradiente de pressao desaparece
quando projetado. Este procedimento faz o desacoplamento pressao-velocidade da equacao
de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis no espaco espectral de Fourier.

Finalmente, substituindo o lado direito da Eq. 3.45 na Eq. 3.41, obtém-se as equagoes

de Navier-Stokes na espago espectral de Fourier (Eq. 3.46)

_ L
% = ¢ | TNLy = DIFy = GRAV, = =5 | (3.46)

Algumas observacoes devem ser tecidas a respeito da Eq. 3.46. A primeira, é a

independéncia do termo de pressao, o qual foi substituido pela projecao dos termos fonte,
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!

i)’( 1 - - o
N [ ;*Jkt*[y*(xktul+xkluk):|

Figura 3.6: Projecao dos termos fonte, advectivo, difusivo e do termo gravitacional sobre o

plano 7.

advectivo, difusivo e gravitacional. Comparando com esquemas classicos, esse procedimento
equivale a substituir a solugao de uma equacao de Poisson por um produto vetor-matriz,
que, em termos numéricos, € mais barato. Em termos fisicos, ambos tém a mesma funcao, a
qual é garantir a conservacao de massa.

Uma segunda observagao é a presenca de integrais de convolugao, que rigorosamente,
devem ser resolvidas através de algum esquema de integragao numérica. Caso isso seja
feito, provalvemente, o ganho computacional obtido pela operacao projecao seria perdido
na resolucao dessas integrais. Todavia, como serd visto posteriormente, essas integrais de
convolugao sao substituidas pelo método pseudo-espectral, tornando-se a resolucao da Eq.
3.46 vantajosa quando comparada com métodos classicos.

Uma tultima ressalva é que apesar do campo de pressao nao aparecer nas equacoes de
Navier-Stokes, ele pode ser recuperado por pds-processamento, a partir da Eq. 3.45. Isolando

o termo referente ao gradiente de pressao, tem-se que

1 P T
> x1kip = ©im [TNLm — DIF,, — GRAV,, — 5 * fm} + (3.47)
S 1 —~
+ I {TNLm — DIF, — GRAV,, — ~ * fm] ,
p
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onde I, é o tensor identidade, o qual foi introduzido por conveniéncia, sem alterar a Eq.

3.47. Colocando-se em evidéncia os termos entre colchetes, tem-se

1 —_ _— — 1 —
5 ikip = (9 — Lim) [TNLm — DIF,, — GRAV,, — = fm] . (3.48)

Para determinacgao do campo de pressao, transforma-se a Eq. 3.48 para o espago fisico

e multiplica-se ambos os lados por p, obtendo-se

0

— 5= (p) = pTIF [(pm — I) (T/N?m — DIF,, — GRAV,, — %ffn)] . (3.49)
k

onde TIF [ ] é a transformada inversa de Fourier.

Transformando-se a Eq. 3.49 para o espaco de Fourier, obtém-se:
PR — —— 1 —
—tkip = p {(pzm —Iin) (TNLm — DIF,, — GRAV,, — = % fm>} . (3.50)
p

Multiplica-se a Eq. 3.50 por ik;, tem-se:

k — — 1 —
D= Zk—; {ﬁ* {(@zm — L) (TNLm — DIF,, — GRAV,, — 5 * fmﬂ } : (3.51)
Mas,
kik.,
(9m — Lim)k1 = (5zm - lk2 - Ilm) ki = —kpm. (3.52)
Assim,
p:F P * TNLm—DIFm—GRAVm—;*fm . (3.53)
E, finalmente,
— — 1~
p(z,t) =TIF [ﬁ (TNLm — DIF,, — GRAV,, — ;fmﬂ . (3.54)
p

3.2.4 Acoplamento das malhas lagrangiana e euleriana no espaco espectral de Fourier

Este topico apresenta a utilizacao das propriedades da transformada de Fourier de
forma a se obter o campo de forga euleriano (Eq. 3.7) e a fungao indicadora (Eq. 3.5) no

espago espectral (MARIANO, 2009).
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Aplicando, entao, a transformada de Fourier na Eq. 3.7 obtém-se J?l(/;) diretamente

no espaco espectral, Eq. 3.55:

Tt = / e~ [ / F(X,4)8(7 — X)d)?} iz (3.55)
Q r
Invertendo-se a posicao das integrais da Eq. 3.55, tém-se

R 1) = /F R(X,1) [ /Q ei’?-fé(f—)?mf] ix. (3.56)

Utilizando a propriedade da funcao Delta de Dirac na Eq. 3.56, a qual implica que a
integral de uma funcao multiplicada pela funcao delta de Dirac ¢é igual a funcao avaliada no
ponto )Z', tém -se

= - = —_

fi(k,t) = /F F(X, t)e *XaX. (3.57)

De forma andloga, obtém-se a transformada para o espaco espectral de Fourier da
fungao indicadora apresentada por Esmaeeli e Tryggvason (1992), o qual determina a fungao
indicadora a partir da normal avaliada em cada ponto lagrangiano, dada pela Eq. 3.5. No

espaco espectral, esta equacao é definida por:

1(Z,t) = _k@fl /Q ¢~ihE { /F nl()?,t)é(f—)?)d)f} dz. (3.58)

Invertendo-se a posicao das integrais da Eq. 3.58, tém-se

(3,1 = %f’ /F (X 1) [ /Q e—iﬁ-%(f—)?)df] ix. (3.59)

Utilizando, na Eq. 3.59, a mesma propriedade da funcao Delta de Dirac utilizada na

Eq. 3.56 , tém -se

ke . e
—Zk—; (X, t)e *SqxX (3.60)
I

~

(k,t) =

As Egs. 3.57 e 3.60 sao resolvidas numericamente utilizando a regra do trapézio (mais

detalhes no Cap. 4).
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3.3 Resumo do modelo matematico

As equacoes a serem resolvidas, descritas neste capitulo, sao dadas por

ou  Oww,  10p 1,0 ou;  Ouy 0= po 1
ot " one ~ p0um ' p <8$k {“ (axk - &:)D +< S )at o f (361

g—z —0, (3.62)
p(Z,t) = pe+ (pa — pe)I(Z, 1), (3.63)
(@) = pe + (g — pe) (@, 1), (3.64)
VA(F ) =V /F (X 0)6(F — X)da, (3.65)
F@ 1) = /F F(X,1)5(F — X)dz, (3.66)
F, = okny, (3.67)
% _ /Q W(F D)5(F — X)ds + (X, )7, (3.68)
ua(X,t) = —U-(X,t) + /0 s[aswn — (0,kU,)]ds', (3.69)
T .10
l * ik * [f1* (ikjiy + ikjt,)] — ! # (0= po)g; — 1 £l
p p p
iy — 0, (3.71)
@ t) = /F Fe hXgxX (3.72)
ik L o o
@ 1) = /F (X t)e T XX (3.73)

As Egs. 3.61-3.62 sao as equacoes de Navier-Stokes e da continuidade para escoamentos
incompressiveis, as quais percebem os efeitos da presenca das interfaces méveis através do

termo fonte. As Eqs. 3.63-3.69 descrevem a interacao entre as fases, continua e dispersa.
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Observe que a funcao delta de Dirac permite definir um campo euleriano a partir de um
campo lagrangiano e vice-versa. A Eq. 3.66 espalha as tensoes superficiais da interface para
o dominio euleriano, enquanto que a Eq. 3.68 interpola as velocidades do dominio euleriano
para o lagrangiano. As Egs. 3.66 e 3.68 sao chamadas de espalhamento e interpolacao,
respectivamente.

As Eqgs. 3.70 e 3.71 sao as Eqgs. 3.61 e 3.62 no espaco espectral de Fourier. Por ultimo,

as Eqs. 3.72 e 3.73 sao as Egs. 3.66 e 3.65 no espaco espectral de Fourier.



CAPITULO IV

METODO NUMERICO

Neste capitulo apresentam-se a discretizacao do modelo matematico proposto para os
dominios euleriano e lagrangiano. Apresentam-se a discretizacao das equagoes de Navier-
Stokes e das equacoes de movimento da interface. As equacgoes de Navier-Stokes sao dis-
cretizadas numa malha euleriana enquanto que as equagoes para o movimento da interface

sao discretizadas numa malha lagrangiana (Fig. 4.1).

Malha Euleriana Malha|Lagrangiana

(xry) /‘

(X, F)

Figura 4.1: Representacao esquematica da malha euleriana e da malha lagrangiana.

Serao abordados quatro pontos principais, sendo que o primeiro é o método pseudo-
espectral, o qual é baseado no método espectral de Fourier. O segundo, é o conjunto de

procedimentos necessarios para o desenvolvimento de um cédigo computacional pseudo-

33
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espectral, como, por exemplo, o calculo dos niimeros de onda, avanco temporal e a filtragem.
O terceiro ponto, é a discretizacao das equacoes de movimento da interface e, por ultimo,
tem-se o processo de discretizacao das equagoes de acoplamento entre os dominios euleriano

e lagrangiano.

4.1 Discretizagao das equacoes pertencentes ao dominio euleriano

4.1.1 Discretizacao espacial
4.1.1.1 DFT e FFT

Para trabalhar com a Transformada de Fourier numericamente utliza-se a Transfor-

mada Discreta de Fourier (TDF), dada pela Eq. 4.1.
N
~ — 2 —2mikn
flky=" > f@e ~", (4.1)

onde k é o vetor ntimero de onda, N é o ntmero de pontos da malha euleriana, f(¥) é a
funcao a ser transformada, n fornece a posicao do vetor & nos nés de colocacio e i = /—1.
A TDF transforma uma funcao f do espaco fisico para o espaco espectral de Fourier. A
Eq. 4.1 é uma aproximagao numérica da transformada de Fourier. A Transformada Discreta

Inversa de Fourier (TDIF) é apresentada pela Eq. 4.2:
N
f@=v S F(R)e (42)
T =— e : .
N

Nota-se que para trabalhar com a TDF, a funcao a ser transformada para o espaco

espectral deve ser periddica, ou seja:

fl(xat):fl(x+L7t)7 (43)

onde L é o comprimento de onda considerado. Esta propriedade limita o uso da TDF a prob-

lemas modelados por equacoes diferenciais parciais com condi¢oes de contorno periddicas.
Cooley e Tukey (1965) desenvolveram um algoritmo denominado Fast Fourier Trans-

form (FFT), o qual trabalha com um procedimento denominado rotagao de bit, tornando

o calculo da TDF muito mais eficiente quando comparado com a Eqs. 4.1 e 4.2, pois o
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niimero de operagoes reduz de O(N?) para O(NlogaN) (Fig. 4.2). Com esse custo computa-
cional torna-se atrativo resolver equagoes diferenciais parciais utilizando o método espectral
de Fourier. Outra grande vantagem do método espectral é a precisao numérica, a qual sera
mostrada mais adiante através da verificagdo do céddigo utilizando a técnica das solucoes
manufaturadas para problemas bifasicos. Porém, para se conseguir atingir uma melhor per-
formance na utilizacao das FFTs é preciso usar 2%V pontos de colocagao (onde N é um niimero
inteiro) (BRIGGS; HENSON;, 1995) . Além disto a malha deve ser regular e os pontos de

colocacao uniformemente espacados.

4.3E+06

R
=)
1

+06 B
3. 3EHI6

1.0E+06 |

a

15E+06 [

a

1.0E+06 |

1,0E+06 [

Nimero de operagbes de pontos flutuantes

5.0E+05 [

0.0E+00 ©

S % R % ob A SR Ty S S o> % A0
$ o &g I AR L

i

N — pontos de colocacao

Figura 4.2: Comparagao entre a resolugdo da TDF e da FFT (MARIANO, 2009).

Encontra-se disponiveis vérias subrotinas para o uso da FFT (www.fftw.org/benchfft-
/fits.html), as quais levam em conta diversos parametros, como por exemplo, trabalhar
com dados reais ou complexos, nimero par ou impar de nés de colocagao, simples ou dupla
precisao, unidimensional, bidimensional ou tridimensional, serial ou paralelo, nimeros de nés
de colocagao de poténcia 2, 3 ou 5 e em diversas linguagens de programacao. Especificamente,
para esse trabalho, foi utilizada uma versao da subrotina FFTE de Takahashi (2006), que
pode ser encontrada em www.ffte.jp. Ela é uma subrotina escrita em FORTRAN 77, tem
dupla precisio e seu melhor desempenho ocorre para 2V nés de colocacio, onde N é um

nimero inteiro (BRIGGS; HENSON, 1995).
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Um procedimento muito importante a ser considerado é o calculo dos nimeros de onda
k, que sao usados na resolucao das equacoes transformadas e sao calculados no presente

trabalho da seguinte forma:

2m(n—1)

1<n<Z+1,
By =9 i v (4.4)
wem) 2 F2snsh

onde k; é a componente [ do vetor nimero de onda /2, N ¢é o nuamero de nés de colocacao ,
AN é o espacamento da malha euleriana e n é a posicao no vetor em uma direcao do dominio
como indicado na Eq. 4.1. Caso outra subrotina que calcule a FFT seja utilizada, deve-se
observar como é realizado o calculo dos nimeros de onda, uma vez que este parametro é

diferente para cada subrotina (BRIGGS; HENSON, 1995).

4.1.1.2  Tratamento do termo nao-linear

Quando se trabalha com a resolugao das equacoes de Navier-Stokes de forma espectral
(Eq. 3.70) deve-se tratar o termo nao-linear desta equacao de forma apropriada, pois sua
resolucao passa por uma integral de convolugao, ja que trata-se da transformacao do produto
de duas fungoes (Eq. 3.34). A resolugao dessa integral, como ji comentado, é invidvel
computacionalmente, portanto faz-se uso do método pseudo-espectral.

O termo nao-linear pode ser tratado de diferentes formas (CANUTO et al., 1987)
apesar de serem matematicamente idénticas, assumindo que V.4 = 0, apresentam diferentes

propriedades quando discretizadas. Estas formas sao:

Forma advectiva ou nao-conservativa: (4.V)u

Forma divergente ou conservativa: V.(uu)

Forma skew-simétrica: %[(ﬂ'ﬁ)ﬁ + V. (uu)]

Forma rotacional: $V.(4t) + & X @ onde & =V x 4.

A forma rotacional é a que apresenta menor custo computacional, mas introduz os-

cilagoes nas altas freqiiéncias espaciais (CANUTO et al., 1987). No entanto, este processo
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aumenta o custo do cédlculo dos coeficientes de Fourier consideravelmente. A forma skew-
simétrica é a mais estavel e apresenta os melhores resultados, mas apresenta um custo com-
putacional duas vezes maior. Apesar dessas observacoes a forma skew-simétrica é aqui ado-
tada (MARIANO, 2009).

O algoritmo basico de um método pseudo-espectral para o célculo do termo nao-linear

na forma skew-simétrica, utilizada no presente trabalho, estd descrito abaixo:

1. Primeiro traz-se o campo 4; para o espaco fisico, sendo utilizado como condicao inicial

um campo que satisfaca a equacao da continuidade;
2. Calcula-se os produtos necessérios u;ux no espago fisico;
3. Transforma-se os produtos w;u; para o espaco de Fourier, obtendo-se wuy;

4. Calcula-se as derivadas de wu;, no espaco de Fourier obtendo as parcelas do termo-

nao-linear calculadas na forma conservativa (ikyuuy,);

Esta é a parte que trabalha com o termo nao-linear na forma divergente. Agora,

descreve-se o cdlculo do termo nao-linear na forma advectiva.

1. Conhecendo-se 1y, calcula-se as derivadas 1k 1y;

2. Faz-se a transformada inversa da derivada ik, e do campo de velocidade y;

3. Multiplica-se no espaco fisico ulg%’;;

4. Transforma-se o produto ul%’; para o espaco de Fourier, obtendo as parcelas do termo-
—_—
Ouy, .

nao-linear calculadas na forma nao-conservativa U ret

5. Para finalizar o cédlculo do termo nao-linear faz-se as médias das parcelas obtidas no

ultimo passo, usando-se a forma conservativa e a forma nao-conservativa, ou seja,

1 owm

Desta forma obtém-se o termo nao-linear das equacoes de Navier-Stokes (Eq. 3.70).
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Esta seqiiéncia de passos fornece o tratamento do termo nao-linear através da forma
skew-simétrica. Esta metodologia apresenta menor custo computacional comparado com a
solucdo de uma integral de convolucao. Além disso, segundo Souza (2005), ela é mais estével

que as formas advectiva e divergente separadamente.

4.1.1.8 Cdlculo das propriedades fisicas

Além do termo nao-linear das equacoes de Navier-Stokes, outros termos sao tratados de
forma pseudo-espectral. No presente trabalho, como citado anteriormente, busca-se resolver
escoamentos incompressiveis com propriedades fisicas varidveis. Dessa forma, como citado
no Cap. 3, u e p sao constantes apenas sob uma linha de corrente, e, assim, devem ser
tratados como produto de duas fungdes (Eq. 3.34). Nas Eqs. 4.6 e 4.7 apresenta o cédlculo
de p e p no espaco espectral de Fourier.

— A~

Pk, t) = pe+ (pa — pe) T (K, 1), (4.6)

Ak, 1) = e+ (na — po) (. 1). (4.7)

Para os termos da Eq. 3.70 onde aparecem propriedades fisicas varidveis, o produto
é feito no espaco fisico, e em seguida, transforma-se o produto para o espaco espectral de
Fourier.

O que torna as Eqs. 4.6 e 4.7 varidvel é a funcdo indicadora I (Eq. 3.5). A funcéo
indicadora, usada no presente trabalho, foi apresentada por Esmaeeli e Tryggvason (1992),
e ¢ calculada a partir da normal avaliada em cada ponto lagrangiano.

Como descrito no Cap. 3, a funcao I é distribuida dos pontos lagrangianos para os
pontos eulerianos. Essa distribuicao é feita no espago espectral de Fourier (Eq. 3.60). A
principal vantagem de resolver a fungao I através das transformadas de Fourier, advém do
fato de nao se utilizar sistemas lineares para a sua solucao, o que reduz o custo computacional.

A Eq. 4.8 apresenta a equacao da funcao I no espaco espectral de Fourier.
ik

k2 Jp

- =

(X, t)e *XdX . (4.8)

o~

(Ea t) =

A integral da Eq. 4.8 é resolvida numericamente através da Regra do Trapézio

(CHAPRA; CANALE, 1985).
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4.1.2  Discretizacao temporal das equacoes de Navier-Stokes

Nota-se na equagao de Navier-Stokes no espago espectral (Eq. 3.70) a derivada tempo-
ral %—?. Para resolveé-la é necesséario utilizar um esquema de avango temporal de alta ordem
que seja compativel com o esquema de avango espacial espectral (SOUZA, 2005).

No presente trabalho utilizou-se um esquema de Runge-Kutta de quarta ordem, com
seis passos (RK46), otimizado, no espago espectral e com redugao do custo de armazenamento

de varidveis (ALLAMPALLI et al., 2009). O algoritmo RK46 é mostrado abaixo:

AUXy = apAUXy, + At{RHS,] (4.9)

U1 = Uy + B AU Xy,

onde it = 1,2,...,6, AUX é uma variavel auxiliar que, para o presente trabalho, representa
a velocidade intermedidria nos passos do RK46, a e § s@ao constantes dadas na Tab. 4.1 e

RHS ¢é o lado direito da Eq. 3.70, ou seja,

—

— — 1 N N o 1 1 -~
RHS| = o |tk (i) — 5 1k, * [10* (Pkyty + 1kiTy,)] — 5 *(p— po)gi — A * fi] -(4.10)

Tabela 4.1: Coeficientes dos esquema RK46 (ALLAMPALLI et al., 2009)

it « 6]

1 0.0 0.122

2 | —0.691750960670 | 0.477263056358
3 | —1.727127405211 | 0.381941220320
4 | —0.694890150986 | 0.447757195744
5 | —1.039942756197 | 0.498614246822
6 | —1.531977447611 | 0.186648570846

Fazendo as seis iteracoes propostas na Eq.4.9 obtém-se a velocidade no espaco de

. ~ . . ~t+AL
:FOUI‘]GI‘7 (Ul) no tempo pOSteI‘lOI‘, ou seja, Uy + .

4.2 Discretizagao das equacgoes pertencentes ao dominio lagrangiano

A discretizagao das equacoes que modelam o movimento da interface é realizada em

uma malha lagrangiana. Os pontos discretizados sao dispostos de maneira que s, = gAs,
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qg=1,..,M é a posicao dos pontos lagrangianos X;(q) tal que X = (X(q),Y(q)), ver Fig.

4.3.

:I:'J-
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Figura 4.3: Representacao esquematica da malha lagrangiana, sobre a malha euleriana.

A malha lagrangiana é definida por M pontos, tal que M é dependente da malha
euleriana. No presente trabalho, adota-se a densidade de um ponto lagrangiano por célula

da malha euleriana, logo define-se:

As = min[Ax, Ay] (4.11)

. Ly
M = int| 2t
in (AS),

onde, Ly é o perimetro da interface e As é definido como o espacamento da malha lagrangiana.
min [ | é o minimo entre os valores Ax e Ay, os quais sao os espacamentos da malha euleriana

nas diregdes x e y, respectivamente, e int () é a parte inteira da divisao.

4.2.1 Discretizacao da forca lagrangiana

Como visto na Eq. 3.67, a densidade da for¢a lagrangiana é calculada em func¢ao da
curvatura da interface (k, Fq.4.15), da componente [ do vetor tangente unitario (7, Fq.4.14) e
da componente [ do vetor normal unitério (n;, F'q.4.13), as quais sao discretizadas recorrendo-
se aos polinomios de Lagrange de grau 4.

Sabendo que a interface pode ser modelada através de uma equacgao vetorial paramétrica



41

do tipo
R =g(p)i+ h(p)j, (4.12)

onde p é um parametro dado, i é o vetor unitario na direcao x e j é o vetor unitario na
dire¢do y. A partir da Eq. 4.12 e de Silva (2002), as defini¢oes de 7;, n; e k sdo dados pelas

Eqgs. 4.13, 4.14 e 4.15, respectivamente.

s —hitg

VI 4 g
. ’. hl .
n(X,t) = % (4.14)
+9

. B g/ h// + gl/ h/

Kk(X, P — 4.15
K=t oo (4.15)

onde (') é a primeira derivada em relagao ao parametro p, (") é a segunda derivada em relagao

ao parametro p, g(p) é definido pela Eq. 4.16 e h(p) é definida pela Eq. 4.17.

9(p) = > L(p)Xi(p), (4.16)

h(p) =Y L(p)Yi(p), (4.17)
onde,

Lp)= [ 2= (4.18)

i#q =11~ Pi

O espagamento As(q) pode também ser definido a partir da equagao vetorial paramétrica

e é dado pela Eq. 4.19:

As(X,1) = i[\/gQ(Xz(q - 1))+ h2(X(g - 1)) + (4.19)

+2/92(Xi(q)) + h2(Xi() + Vg (Xi(g + 1)) + h2(Xi(q + 1))].

A discretizacao da forca interfacial é dada por:

F, = or(q)n(q), (4.20)
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para cada ponto X, é avaliada da seguinte forma,
Fo(q) = ok(q)na, (4.21)

Fy(q) = or(q)ny. (4.22)

4.2.2  Discretizacao do avancgo da interface

A equacao para o movimento da interface é dada por

0X,; -
— = X 4.2
ot Ul( 7t)a ( 3)

onde U; é a componente [ do vetor velocidade sobre a interface, dado pela Eq. 4.25, que é
o processo de interpolagao da velocidade dos pontos de colocagao eulerianos para os pontos
lagrangianos.

Para discretizagao temporal para a Eq. 4.23 utiliza-se Euler de primeira ordem (CHAPRA;
CANALE, 1985), descrita da seguinte forma:

XAt = X+ dtU]. (4.24)

4.3 Discretizagao espacial para o acoplamento lagrangiano-euleriano

A comunicacao entre os dominios euleriano e lagrangiano ocorre através das funcoes
distribuicao e interpolacao. Na Eq. 3.17 é feita a interpolacao das velocidades calculadas no
dominio euleriano para os pontos pertencentes a interface lagrangiana. No presente trabalho,
esse procedimento ¢ feito utilizando um ntcleo de Dirac, Dh()? — T), e é representado pelas

Eqgs. 4.25 e 4.26:

Uy(%) = % Di(Z — X)u(Z)As?, (4.25)
Dy(X — ) = %W (‘” ;Xl) W (yl . Y’> , (4.26)

onde h é o espacamento entre nés de colocacao utilizados para discretizar as equagoes no

dominio euleriano, As é o espagamento entre os nds lagrangianos e W é uma fungao peso.
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Segundo Mariano (2009), a funcao peso W que apresenta melhor convergéncia numérica

¢ uma funcao cubica, a qual é utilizada neste trabalho e é apresentada pela Eq. 4.27:

L—glr|=|r2=3Ir]® se0<|r| <1,
W= 14+ %[+ 2= LpP sel<|r| <2, (4.27)

0 se 2> |r|.

A distribuicao da densidade da forga interfacial lagrangiana para os pontos eulerianos
é feita através de um novo procedimento no espaco espectral de Fourier, sendo apresentado

na se¢ao 3.2.4. Logo, a forga euleriana é dada por

— e —

fi(k,t) = / F(X, t)e *XdX, (4.28)
r
onde f; é a componente [ do vetor forca euleriana, F; é a componente [ do vetor forca
lagrangiana e I' é o dominio lagrangiano.

A integral da Eq. 4.28 é resolvida numericamente através da Regra do Trapézio

(CHAPRA; CANALE, 1985).

4.4 Processo de filtragem

Quando se trabalha com métodos de alta ordem, por exemplo o método pseudo-
espectral de Fourier, a solugao das equagoes que apresentam descontinuidades no dominio
de cdlculo é influenciada pelo fenomeno de Gibbs (Fig. 4.4, Navarra (1994)), o qual produz
erros numéricos nos pequenos comprimentos de ondas na forma de oscilagoes espurias. Para
combater esse problema a literatura aponta para processos de filtragem dos campos onde
aparecem as descontinuidades (CANUTO et al., 2007).

No presente trabalho o processo de filtragem é imposto no campo de forca euleriano,
no campo de pressao e no calculo da fungao indicadora, pois sao os campos que apresentam

descontinuidades, (Eqgs. 3.53, 3.70 e 3.73). Este processo de filtragem é dado pela equagao
G(F, 1) = wj(.b) (4.29)

onde 7 é a fungao descontinua a ser filtrada e w(#) é a fungao filtro.
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Figura 4.4: Exemplo de fenomeno de Gibbs em uma fungao do tipo onda quadrada

(NAVARRA, 1994).

Baseado em Canuto et al. (2006), o filtro utilizado neste trabalho é o Raised Cosine,

o qual ¢é apresentado na Eq. 4.30

w = i {1 + cos (L;éx)} {1 + cos (L]%I;y)} : (4.30)

sendo L, e L, o comprimento do dominio na dire¢ao x e y, respectivamente, k, e k, é o vetor

ntimero de onda nas diregoes z e y e N, e IV, ¢ o numero de pontos do dominio nas direcoes

xreuy.

4.5 Resumo dos passos da solugao numérica

A partir das equacoes discretizadas anteriormente, o seguinte algoritmo é apresentado

para a simulacao de um escoamento bifasico.

1. Calcula-se, primeiramente, as posi¢oes iniciais dos pontos lagrangianos X;(q) que para

uma interface cilindrica 2D sao:

X(q) = Xcent+ rcos(0) (4.31)

Y(q) = Ycent + rsen(0),

onde Xcent e Ycent sao as coordenadas do ponto onde se encontra o centro da circun-

feréncia e 0 = %, sendo M o total de pontos lagrangianos.
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[\

. A partir disso, calcula-se os parametros geométricos da interface, os quais se referem
ao vetor tangente unitario (Eq. 4.14), vetor normal unitério (Eq. 4.13) e curvatura

(Eq. 4.15).

3. Dada uma condicao inicial para as velocidades eulerianas, interpola-se o campo de

velocidade para o dominio lagragiano.

4. A partir dos campos de velocidades U’ e V!, encontra-se as novas posicoes (X+4! e

YAt para os pontos lagrangianos no tempo t + 1:
XA = X+ dt x U} (4.32)

5. Calcula-se, entao, as propriedades fisicas u e p, variaveis.

6. Calcula-se a forca na interface:
F = ok, (4.33)

7. Distribui a forga lagrangiana (F;) para o dominio euleriano.

8. Resolve-se as equagoes de Navier-Stokes no espaco espectral de Fourier:

o N
a—tl = Qim |ikj(ujum) (4.34)

~

(SO 1
—;*'lkj*[/ll*(lkjuj_Fijum)]_;*(p_p())gj_;*fj7

ik, = 0. (4.35)

9. Apés isso, avanga-se no tempo e retorna ao item 2.



CAPITULO V

RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos para verificagao e validacao do
cédigo pseudo-espectral de Fourier para resolucao de problemas de escoamentos bifasicos
bidimensionais. Primeiramente, tem-se a verificacao do cédigo numérico através da solucao
manufaturada para propriedades fisicas constantes e varidveis. Apds isso, valida-se a funcao
distribuicao e fungao interpolagao calculando a magnitude das correntes espurias. Para
validacao da funcao indicadora utiliza-se casos testes, onde uma interface é submetida a altas
deformagoes. Apos tais verificagoes e validagoes, apresenta-se os resultados da ascencao de

uma unica bolha.

5.1 Verificagao do coédigo numérico

O objetivo da verificagao da metodologia é garantir que as equacoes escolhidas para
um dado modelo sao resolvidas corretamente, além de quantificar o erro numérico da solugao
e obter a precisao e a ordem de convergéncia numérica.

A verificacao realizada no presente trabalho é feita através da técnica das solucoes
manufaturadas, para a qual introduz-se um termo fonte nas equacoes diferenciais, criando
um problema matematico que possui uma solucao analitica.

Os testes aqui apresentados consideram as equacoes de Navier-Stokes, nas quais o

termo gravitacional nao é considerado. O termo f; leva em conta apenas as informagcoes do
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termo fonte gerado pela solugao analitica. As equacoes de Navier-Stokes assumem a forma:

ou,  Ouwuy 7_8p 0 Oou;  Ouy
P |:E + E)xk :| a 895; + (8@. |:'LL <8Ik + @l’l>:|) +fl’ (51)

onde f; é o termo forgante obtido das equagoes analiticas (Eq. 5.2) adaptado de Nés (2007)

para simulacoes bidimensionais.

u®(x,t) = sin®(2rx + 27y + t), (5.2)
vé(z,t) = cos®(2mx + 2wy + t), (5.3)
p°(x,t) = cos(2mx + 2wy + 1), (5.4)

onde u e v sao os campos de velocidade horizontal e vertical, respectivamente, p é o campo
de pressao, e subindice e indica que a solugao é analitica, nos quais 0 <t < 5e (z,y) =2 €
0,1] x [0, 1].

Observa-se que o divergente do campo de velocidade analitico (Eq. 5.2) é nulo, e os

termos fontes sao dados por:

ou® ou® ou® )] op° (5.5)

fe=0p {atJr(UaU)-(%ya—y o
ou® ous ou®  0v®\ Ou°
_ ex72,,e
[uvu+2<0w 3x)+(8y+8$) 0@/}’
[P e (2 00N]
ov® O’ ov®  Ouf\ ou°
ex72,.e 9
{MVUJF <3y 0y>+(3w+8y)0x}’

e as condigbes iniciais por u(0,z) = u®(0,z), v(0,2) = v°(0,z), p® ¢ a massa especifica

analitica e u¢ é a viscosidade dinamica analitica.
No presente trabalho, o teste de verificacao sao utilizados para propriedades fisicas

constantes e varidveis com condicoes de contorno periédica em todas as diregoes.
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5.1.1 Propriedades fisicas constantes

Os resultados, aqui obtidos, sao para verificacao das equagoes de Navier-Stokes com

propriedades fisicas constantes, ou seja, na Eq. 5.7 p® e u® sao dadas por:

p° =1, (5.7)

Para estimar a precisao da metodologia, foi calculado o erro entre a solugao analitica,

, (Egs. 5.2 e 5.8) e a solu¢do numérica obtida, v, através da norma L.

L \/Z - § =) 65)

onde 1), é a variavel analisada, que, na presente secao, pode ser as componentes de velocidades

(u e v) ou a pressao (p), n, e n, sdo os nimeros de nés de colocagdo em cada diregdo. A
Tab. 5.1 apresenta o erro da norma Ly (Eq. 5.7), para uma sequéncia de malhas refinadas

a razao de 2, utilizando At = 1075,

Tabela 5.1: Norma Ly para u, v e p com p e u constantes em t =5 [s].

Malha Variavel Norma Lo
32 x 32 U 6.2261 x 10~
6.2207 x 1071°

1,2606 x 1017
2,9102 x 101

v
D 3.9344 x 101
64 x 64 u 1,4015 x 101
v 1,3909 x 10- 1
» 2,6063 x 10~
128 x 128 u 1,2734 x 101
v
p

Pela Tab. 5.1 observa-se que o erro, medido pela norma Ly chega a ordem de erro
de truncamento, ou seja, a erro de precisao de maquina, quando se utiliza dupla precisao.
Comparando com o trabalho de Nés (2007), observa-se a elevada precisao do método pseudo-
espectral de Fourier, uma vez que o autor obteve erros da ordem de 10~2 para uma malha
com refinamento de 128 x 128.

As Fig. 5.1 (a) e (b) mostram os isovalores da velocidade u e da pressao p, respectiva-

mente em ¢t = 5[s] e uma malha de 128 x 128 x 128.
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Figura 5.1: Campo da componente: (a) velocidade u e (b) pressdo p, para propriedades

fisicas constantes.
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5.1.2  Propriedades fisicas varidveis

Para verificar a implementacao das equacgoes de Navier-Stokes com propriedades fisicas
varidveis, considerou-se agora a massa especifica (p.) e a viscosidade () varidveis, as quais

sao dadas respectivamente por:

pe(z,t) =140, 1(sin® (272 + 27y + 1)), (5.9)

pe(z,t) = 140, 2(cos*(2mx + 2wy + 1)). (5.10)

Segundo as Egs. 5.9 € 5.10, p. e u. variam 10% e 20%, respectivamente, em um dominio
[0,1] x [0,1]. Na Tab. 5.2 mostram-se os resultados do erro da norma L, obtidos para uma
malha uniforme e com condicoes de contorno periédica, como descrita anteriormente, para

as variaveis u, v e p.

Tabela 5.2: Norma Ly para u, v e p com p e p varidveis em ¢ = 5[s.

Malha Variavel Norma Lo
32 x 32 U 5,3265 x 10~

1,1084 x 1071°
2,9079 x 1071

v 5,3222 x 10- 1

» 3,9150 x 101
64 x 64 u 1,581l x 101

v 1,5637 x 101

» 2,7136 x 1015
128 x 128 u 1,1230 x 10D

v

p

Pela Tab. 5.2 novamente percebe-se que o erro, dado pela norma Ls, chega a erro
de maquina, quando se utiliza dupla precisdo. Comparando com o trabalho de Nés (2007),
nota-se a elevada precisao do método pseudo-espectral de Fourier quando se trabalha com
propriedades fisicas, p e u, varidveis, uma vez que o autor (NG6S, 2007) obteve erros da
ordem de 1072 para uma malha com refinamento de 128 x 128 x 128. Devido ao baixo valor
apresentado no calculo do erro, nao é possivel através dessas fungoes quantificar a ordem de
convergéncia do método.

A Fig. 5.2 (a) e (b) mostram os isovalores da velocidade u e da pressao p, respectiva-

mente, em ¢t = 5[s] e uma malha de 128 x 128.
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Figura 5.2: Campo da componente: (a) velocidade u e (b) pressdo p, para propriedades

fisicas variaveis.
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5.2 Correntes espurias

Um teste comum para verificar o calculo forga interfacial e validar a funcao distribuigao
em escoamentos multifasicos é através da simulacao de uma bolha cilindrica estatica, onde se
observa a formacao de correntes espurias, ou seja de velocidades diferentes de zero. Conforme
observado por Lafaurie et al. (1994) e Villar et al. (2010), dois fatores sao responsaveis pela
geracao de correntes espurias: a tensao superficial e a funcao distribuicao. Em grande parte
dos métodos Front-tracking as correntes espurias apresentam elevada intensidade, o que pode
afetar a acuracia da solucao numérica avaliada, além de serem alimentadas ao longo de uma
simulagao.

Para a avaliacao das correntes espurias, é necessario definir o nimero de Laplace, o

qual é dado por:

_ opdy

La 2

(5.11)

onde dq = 0,5[m] ¢ o diametro da bolha, p = =1 ¢ p = fa=1.

A medida adimensional da forca das correntes espurias é o nimero de capilaridade,

definido como:

Umax
Caq = Zmaztl, (5.12)

g

onde U4 ¢ a magnitude da velocidade méaxima da simulagao. Esse ntimero é equivalente a
norma L.

O dominio computacional considerado nesta verificagao é um quadrado de tamanho
2d4, onde a bolha esta localizada no centro do quadrado e as condicoes de contorno sao
periddicas. Os pontos lagrangianos, neste teste, sao equidistribuidos e a interface da bolha é
circular. Os resultados obtidos foram comparados com Villar et al. (2010) e a simulagao foi
realizada até o tempo ¢t = 250tc, onde tc = pudy/o é o tempo caracteristico.

Primeiramente fixa-se a malha em 32 x 32 e varia o nimero de Laplace La de 1,2
até 12.000. Na Tab. 5.3 mostra-se a magnitude maxima das correntes espurias (Ca) para
diferentes La. No codigo espectral percebe-se que a inflencia das correntes espurias na
acuracia do método é minima, ou seja, nao se observa a influéncia da tensao superficial na

geracao de correntes esptrias, a qual atinge erro de truncamento na ordem de 9,63 x 107, Os
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resultados encontrados em Villar et al. (2010), as correntes espurias, para 0 mesmo nimero
de Laplace, é de C'a = 6,81 x 107, a qual utiliza os métodos convencionais como diferencas

finitas para discretizacao espacial.

Tabela 5.3: Magnitude da corrente esptrias C'a para uma malha fixa 32 x 32 para diferentes

La.

| La | Ca (Hibrido,Villar et al. (2010)) | Ca (Cédigo espectral) |

1,2 6,81 x 1077 9,63 x 101
12 1,50 x 10-1© 1,05 x 10 &
120 2,22 x 1012 2.03x 101
1.200 9,57 x 1013 1,28 x 1015
12.000 773 x 1071 6,02 x 10-10

Na Tab. 5.4 procurou-se verificar a influéncia do refinamento na geragao de correntes
espurias. Para isso fixa-se o nimero de Laplace La = 12.000 e variando a malha de 16 x 16
até uma malha mais refinada de 256 x 256. No método espectral percebe-se que a magnitude
das correntes espurias é praticamente eliminada com o aumento do refinamento da malha,
ou seja, a forca das correntes esptrias atinge o erro de truncamento na ordem de 10717,
enquanto que nos resultados encontrados em Villar et al. (2010) as correntes espurias, para

a mesma malha, é de 5,55 x 1071°.

Tabela 5.4: Magnitude das correntes espurias C'a para La fixo e a malha variavel.

| Malha | Ca (Hibrido,Villar et al. (2010)) | Ca (Cédigo espectral) |

32 x 32 7,73 x 1071 6,02 x 10~16
64 x 64 3,08 x 10~ 2,62 x 10717
128 x 128 9,50 x 1071 1,76 x 1017
256 x 256 5,55 x 10~1° 4,06 x 10717

Outra verificagao possivel de se realizar para a bolha estatica é o salto de pressao, o
qual pode ser comparado analiticamente com o valor dado pela Eq. 3.25. O salto de pressao
é aqui avaliado para La = 12.000 na malha 32 x 32, apresentando um valor de Ap = 96.050, 7

o que implica em erro de 0,05%. O calculo do erro foi feito através da expressao Eq. 5.13.

Ap® — Ap
pe

Erro= * 100%, (5.13)

onde Ap® e Ap sao os saltos de pressao analitico e numérico, respectivamente.
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Figura 5.3: (a) salto de pressao e (b) correntes espurias.

5.3 Validagao da funcao indicadora

Para a validagao da funcao indicadora (Eq. 3.5) é necessario deformar a interface,
com o intuito de certificar se esta acompanha a deformagao presente na malha lagrangiana.
definindo com elevada precisao as propriedades fisicas de cada fluido. O caso, portanto,
utilizado foi o vortex-flow que consiste em uma interface circular a qual sofre um estiramento

(VILLAR et al., 2010). Esta deformacao da interface é gerada através da funcgao corrente:
U(t,x,y) = —sin(rz)“sin(ry) cos(nt/T), (5.14)
s

onde T é o periodo apés o qual a interface retorna a sua forma inicial e u = 0Y/dy, v =
—0y/0x.

Para este caso foi admitida a remalhagem dos pontos lagrangianos (maiores detalhes
deste procedimento decorre nas préximas segoes deste capitulo). O dominio computacional
é [0,1] x [0,1]. A interface, inicialmente circular, tem raio de 0,15 e estd centrada em
(0,50;0,75) e T'= 8 [s]. A malha euleriana é de 128 x 128. A Fig. 5.4 mostra o campo da
fungao indicadora em t = 0 [s].

A partir da Fig. 5.4, é tracado o perfil horizontal do campo da funcao indicadora na
altura do centro da interface, Fig. 5.5. Observa-se a descontinuidade desta funcao e cabe

ressaltar que apesar do salto, a funcao indicadora atinge o resultado esperado.
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Figura 5.4: Campo da funcao indicadora em t = 0 [s]
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Figura 5.5: Perfil horizontal do campo da fungao indicadora em ¢t =0 [s] e y = 0,5 [m]

Na Fig. 5.6 apresenta-se a evolucao no tempo do caso vorter flow. Nota-se o estira-
mento da interface ao longo do tempo e o acompanhamento da funcao indicadora a medida
que a malha lagrangiana se deforma, o que valida a utilizacao desta funcao, mostrando que
esta estd qualitativamente e quantitavamente correta. A conservacao de massa, a qual é

calculada fazendo a subtracao da drea em t = 0s pela drea em t = 80s, é de 5,74 x 1076,
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Figura 5.6: Evolucao temporal do campo da fucao indicadora: (a)t
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5.4 Simulagoes numéricas de escoamentos bifasicos

Nesta secao busca-se simular um escoamento bifasico, através da ascensao de uma
bolha no dominio bidimensional. Este estudo parte inicialmente de um fluido em repouso,
em que utiliza-se um dominio periédico em ambas as diregoes.

A validagao deste resultado é realizada através de dados experimentais fornecidos pela
o diagrama de Clift, Grace e Weber (1978) (Fig. 3.4), onde para diferentes nimeros de
Eotvos e Morton, tal diagrama fornece o niimero de Reynolds para uma bolha em regime
terminal e as suas diferentes geometrias.

Assim, os numeros de Eotvos e Morton sao dados de entrada do codigo numérico,
e a partir deles obtém-se o nimero de Reynolds terminal. Com isso, pode-se comparar a
geometria da bolha e o Reynolds terminal que ela deve atingir com os dados experimentais
de Clift, Grace e Weber (1978), e assim validar o processo.

Para todos os testes apresentados, o dominio de célculo (Fig. 5.7) é dado por Q =
[0;47] x [0; 127], a tensao superficial (o) é de 1,0 [IN/m], didmetro da bolha dy [m]é de 0, 77
[m], malha é de 128 x 384 e um dt = 0,001 [s]. Além disso, as adimensionalizagoes foram
feitas apenas para pds-processamento. x e y foram adimensionalizados a partir do diametro

da bolha e o tempo utilizado é um tempo adimensional dado por t* = \/t_

da/g

fase continua (c)

(120/7)d,

fase dispersa (d)

(40/T)d;

Figura 5.7: Esquema do dominio de cédlculo utilizado para a simulagao numérica de uma

unica bolha ascedente.



o8

5.4.1 Ascensao de uma bolha cilindrica sem remalhagem lagrangiana

No presente trabalho tem-se uma unica bolha no dominio e a geometria desta nao
altera ao longo do tempo. Este teste é usado para validar o codigo na simulagao do transporte
completo de uma bolha.

Dois outros parametros governam o escoamento ascedente de uma bolha, os quais sao
as razoes entre as massas especificas (\) das diferentes fases e as razoes entre as viscosidades
() das diferentes fases, que, para este caso, sao 0,5 e 0,5, respectivamente.

Os nimeros de E6tvos e Morton tem valores iguais a 1 e 0,01, respectivamente, o que,
pelos dados experimentais de Clift, Grace e Weber (1978), a bolha se mantém em regime

cilindrico. Na Fig. 5.8, tem-se o campo da massa especifica (p) para diferentes t*, e assim

observa-se o deslocamento da interface circular na direcao vertical.

0027 0031 0035 0.039 0043 0047 0051

y/d,

Figura 5.8: Evolucao temporal do campo de massa especifica para Fo=1e M = 0,01.

A Fig. 5.9 (a) mostra o campo de massa especifica, superposto por linhas de corrente
em t* = 14,30. Observa-se a formacao de duas recirculacoes internas, no mesmo sentido
do movimento do fluido externo, o qual esta qualitativamente consistente com o que se ob-
serva experimentalmente (Fig. 5.9 (b)). O resultado experimental mostra uma visualizacao

das linhas de corrente de um escoamento interno a uma bolha de fluido (CLIFT; GRACE;
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WEBER, 1978).

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
wd,

(a) (b)

Figura 5.9: (a) Linhas de corrente em uma bolha ascedente e (b) visualiza¢ao experimental

da recirculagao interna em uma bolha ascedente (CLIFT; GRACE; WEBER, 1978).

Na Fig. 5.10, tem-se o campo de pressao para diferentes t*. Através da interface,
observa-se um salto de pressao, o qual pode ser validado através de um salto de pressao
analitico dado pela Lei de Young-Laplace (Eq. 3.25).

Para avaliar este salto de pressao, foi extraido um perfil horizontal do campo de pressao,
no tempo t* = 9,53, passando pelo centro da bolha. A Fig. 5.11 mostra, o perfil de pressao
p*,emquep*z#,eUzm.

O salto de pressao, calculado numericamente, assume o valor de p*(z/dy; = 0.5) —
p*(z/dg = 3) = 1.9823. Analiticamente, o salto Ap = 1.9999, o que implica em um erro de
0.83%. O calculo do erro foi feito através da expressao dada pela Eq. 5.13.

Villar (2007a) utilizando uma malha adaptativa com 3 niveis de refinamento, o que
equivale a uma malha 128 x 384, obteve um erro de 0.91%. J4 Silva (2002), utilizando um
Modelo Fisico Virtual apresenta um erro igual a 0.67%. Portanto, o erro encontrado no
presente trabalho é aceitdvel e permite afirmar que o salto de pressao esta sendo simulado
como esperado.

Nas Fig. 5.12 e Fig. 5.13, sao mostrados os campos das componentes horizontal e
vertical da velocidade. Na Fig. 5.13, a regiao em que apresenta uma maior velocidade ¢é

onde esta localizada a bolha, e, além disso, esta velocidade positiva é devido a existéncia das
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Figura 5.10: Evolucao temporal do campo de pressao para Fo=1e¢ M = 0,01.
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Figura 5.11: Salto de pressao ao longo de = e y na altura do centro da bolha para t* = 9,53

para Fo=1e M = 0,01.
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recirculagoes internas e ao movimento da bolha ascendente.

OOSO 0028 0006 0017 0039
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T O T = SR e

s

Figura 5.12: Evolucao temporal do campo da componente horizontal de velocidade para

Eo=1e M =0,0l.

O campo de vorticidade é apresentado na Fig. 5.14. Extraindo um perfil horizontal
deste campo de vorticidade em t* = 0,00047 na altura do centro da bolha, Fig. 5.15, nota-se
valores positivos e negativos da vorticidade o qual leva a formagao de linhas de corrente no
sentido horario, anti-horario fora e internamente a bolha.

A partir da Eq. 3.24 obtém-se o nimero de Reynolds (Re). A Fig. 5.16 apresenta a
evolucao temporal de Re. Observando essa figura nota-se que a bolha tende a estabelecer
regime estacionario em Re = 0,77. Clift, Grace e Weber (1978) apresenta, para os mesmos
nimeros de E6tvos e Morton, que neste caso sao 1 e 0,01, respectivamente, um ntmero de
Reynolds para uma bolha ascendente tridimensional aproximadamente igual a 1. Observa-se
que as relagoes de massa especifica (y e A) sao diferentes, o que explica o resultado numérico
com o experimental serem diferentes. Além disso, os dados experimentais sao tridimensionais,
e, os resultados aqui presente sao bidimensionais.

Nota-se na Fig. 5.16 que partir de t* = 15, Re decresce e apresenta oscilagoes. Em

resultados anteriores, como no campo de velocidade horizontal no t* = 19,07 (Fig. 5.12)
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Figura 5.13: Evolucao temporal do campo da componente vertical de velocidade para Fo = 1
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Figura 5.14: Evolucao temporal do campo de vorticidade para Fo=1e M = 0,01.
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Figura 5.15: Perfil horizontal do campo de vorticidade em t* = 0.00067 , na altura do centro
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Figura 5.16: Evolucao temporal do nimero de Reynolds para Fo=1e M = 0,01.



64

e no campo de vorticidade em t* = 19,07 (Fig. 5.14) também se observa oscilagoes. Tal
problema pode ser explicado devido a auséncia de regularizacao e da remalhagem dos pontos
lagrangianos.

A regularizacao se baseia na equidistribuicao dos pontos lagrangianos. Matematica-
mente significa acrescentar a equacao de movimento da interface uma velocidade tangencial
Eq. 3.69. A remalhagem dos pontos pode ser definida como acrescentar e retirar pontos
lagrangianos a medida que a interface se desloca e se deforma.

Essa técnica é necessaria pois o cisalhamento do fluido com a interface lagrangiana
desloca os pontos lagrangianos, de forma que se acumulem em uma regiao da interface. Na
Fig. 5.17 observa-se que os pontos lagrangianos vao se distanciando na parte superior da
interface e se acumulando na parte inferior. Nota-se que a medida que a bolha sobe esse

aciumulo na parte inferior aumenta significativamente.

yd,

OO C

x/d

Figura 5.17: Evolugao vertical do transporte da interface sem o processo de equidistribuicao

e remalhagem.
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Para melhor visualizacao, ampliou-se a interface apresentada na Fig. 5.17, onde ob-
serva que existe malha euleriana que nao possui ponto lagrangiano. Isso resulta em um déficit
de forga euleriana nos pontos de colocacao euleriano, os quais nao recebem informacao dos
pontos lagrangianos. Provoca-se, entao, uma divergéncia numérica nos resultados. Na proxi-
ma secao sao mostrados resultados que possui a remalhagem dos pontos lagrangianos. No
presente trabalho a fase de regularizacao ainda nao foi realizada, contendo apenas a remal-
hagem, a qual por sua vez sabe-se que nao é suficiente para garantir uma boa regularizacao

dos pontos lagrangianos.

56 E - H S
54F .
: 5
- ? 1
ij Z B i !
= :
SEasr !
[ i
5 B Y 7
- b ]
48 - ‘l l.)
n s . A s [l A ) [ . 1 . 1
] iz 14 16 18 7
m’dd

Figura 5.18: Malha euleriana sobreposta pela malha lagrangiana sem o processo de equidis-

tribuicao e remalhagem.

5.4.2  Ascensao de uma bolha cilindrica com remalhagem dos pontos lagrangianos

Na busca de melhorar os resultados da subsecao 5.4.1, foi proposta, para este caso, a
remalhagem dos pontos lagrangianos. Como dito anteriormente essa remalhagem se baseia
em inserir e retirar pontos a medida que a se interface deforma.

Numericamente, este procedimento consiste em estipular um ds,,,. € um ds,,;,, 0S
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quais serviram de parametros, ou seja, se em alguma regiao da malha lagrangiana o ds,,q,
for atingingido, faz se necessario inserir pontos lagrangianos. Caso o ds,,;, seja alcancado,
devera, entao, retirar pontos lagrangianos. Para este teste o ds,q. = 1, 1dx € ds;n, = 0, 4dzx.

Como observado anteriormente, nas Figs. 5.14 e 5.12, nota-se oscilagoes nos resultados
em t* = 19,07, devido a auséncia da remalhagem dos pontos lagrangianos. Fazendo tal
procedimento de remalhagem, pode-se notar, a partir das Fig. 5.19 (a) e (b), uma melhora

nos resultados, onde nao se verifica mais oscilagoes numéricas presentes na Fig. 5.14.
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Figura 5.19: (a) Velocidade horizontal em ¢* = 19,07 para Eo = 1 e M = 0,01 e (b)

vorticidade em t* = 19,07 para Fo=1e M = 0,01.

Na Fig. 5.20 é mostrada a ascencao de uma bolha com remalhagem da interface
lagrangiana. Observa-se que nao existe malha euleriana que nao possua pelo menos um ponto

lagrangiano, solucionando o problema de divergéncia numérica ocorrido na se¢ao acima.
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Porém, nota-se que mesmo com a inser¢ao de pontos lagrangianos, estes pontos tendem
se acumular na regiao inferior da bolha. Isso acontece, pois a remalhagem nao é suficiente
para obtencao de bons resultados, sendo necessario realizar a regularizacao dos pontos la-
grangianos. A equidistribuigao sera incluida em tarefas futuras do presente trabalho.

Além disso, observa-se também, na Fig. 5.20, uma deformagao da geometria, a qual
pode ser explicada devido ao excesso de pontos lagrangianos na parte inferior da interface,
acarretando em um aumento da forca na fronteira, gerando a deformacao da bolha. Este

problema também pode ser corrigido através da equidistribuicao.
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Figura 5.20: Malha euleriana sobreposta pela malha lagrangiana.

Na Fig. 5.21 tem-se uma curva tracejada, que representa a evolucao temporal do
numero de Reynolds sem a remalhagem lagrangiana. A curva continua é a evolugao temporal
de Re com a técnica de inserir e retirar pontos lagrangianos. Observa-se que mesmo com a
remalhagem Re nao entra em regime, e, a partir de t* = 15 nota-se uma divergéncia numérica.
Isso é explicado devido a auséncia da regularizacao, como dito acima. Cabe ressaltar que

essa correcao nao sera realizada nesta dissertagao, sendo proposto para trabalho futuro.
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Figura 5.21: Evolucao temporal do ntimero de Reynolds.

5.4.83 Ascencao de uma bolha deformando com remalhagem dos pontos lagrangianos

Nesta subsecao tem-se a ascencao de uma bolha deformando somente com a remal-
hagem dos pontos lagrangianos. Através do diagrama de Clift, Grace e Weber (1978), para
Eotvos e Morton iguais a 100 e 10000, respectivamente, a bolha ascendente atinge a geo-
metria de uma calota-elipsoidal e um Re = 1. Na Fig. 5.22 é plotado o campo de massa
especifica.

Na Fig. 5.23 é apresentado o campo de vorticidade. Nota-se que para t* = 19.07
o inicio de recirculacoes na regiao de curvatura mais alta a jusante da bolha, a qual é
identificada em regimes de calota-elipsoidal. Isso ocorre, pois em regices de altas curvaturas
ha o aparecimento de recirculacoes e quanto maior a curvatura mais intensa é a vorticidade
gerada.

A Fig. 5.24 mostra a evolucao de Re ao longo do tempo. Nesse grafico, nota-se que
a bolha nao atingiu o regime permanente devido ao tamanho do dominio e ao tempo de

simulagao.
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Figura 5.22: Evolucao temporal do campo de massa especifica para Fo = 100 e M = 10.000.
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Figura 5.23: Evolucao temporal do campo de vorticidade para Fo = 100 e M = 10.000.
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5.4.4 Ascencao de uma bolha para altas razoes de densidade com remalhagem dos pontos

lagrangianos

Segundo Esmaeeli e Tryggvason (1998), as razdes de massa especifica e viscosidade

afetam diretamente a velocidade terminal da bolha, ou seja, o fato de usar A = 0,05 ocorre
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Figura 5.24: Evolucao temporal do nimero de Reynolds.

uma reducao na velocidade terminal de 2,3%. Nos resultados anteriores, apresentados no
presente trabalho, utiliza-se um A = 0, 5, e assim espera-se uma reducao maior na velocidade
terminal, o que altera o Re quando a bolha entra em regime.

Geralmente, as variagoes de massa especifica e viscosidade das bolhas em meios fluidos
sao tipicamente grandes na maioria dos escoamentos de interesse. Além disso, variacoes
altas das propriedades fisicas torna-se complexa a sua resolucao quando se tem a equacao de
Poisson para a pressao. Portanto, é atrativo testar a metodologia do presente trabalho para
altas razoes de massa especifica e viscosidade, uma vez que a metodologia apresentada nao
resolve a equacao de Poisson para o desacoplamento pressao-velocidade.

Nesta sec¢ao, sao feitos testes para diferentes valores de A, 1/2, 1/4 e 1/100. Na Fig.
5.25 tem-se a evolu¢ao temporal do campo de massa especifica para A\ = 1/100, o qual
mostra a ascencao da bolha até t* = 1,69. Apds esse tempo, devido a alta variagao de massa
especifica, e, conseqiientemente, uma alta tensao cisalhante, os pontos lagrangianos tendem a
se acumular nas regioes de alta curvatura. Novamente, ha uma divergéncia numérica devido
a auséncia de uma regularizacao dos pontos lagrangianos.

A partir do campo de massa especifica (p), retira-se o perfil horizontal (Fig. 5.26) em

t* = 1,69 para as razoes A = 1/2, A = 1/4 e A = 1/100. Observa-se que quanto menor a
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Figura 5.25: Evolucdo temporal do campo de massa especifica para A = 1/100.

razao (\) maior ¢é o salto do campo de massa especifica, e, além disso é importante ressaltar
que independente de A a magnitude do fendmeno de Gibbs é a mesma. Portanto, diante de
outras metodologias, o método pseudo-espectral de Fourier apresenta esta vantagem.

Na Fig. 5.27 apresenta uma comparagao de diferentes A\ em relagdo ao nimero de
Reynolds. Comprovando o que foi dito anteriormente, o método sempre se mostra robusto
para modelar e simular escoamentos bifasicos com altas razoes de propriedades fisicas. Nota-

se nesse grafico que a medida que diminui a razao A hd um aumento da velocidade terminal.

Na Fig. 5.28 tem-se o salto de pressao. Numericamente, este salto assume o valor
de p*(x/dqg = 0,5) — p*(x/dq = 3) = 1,9823 para a razao de massa especifica de A = 1/2.
Para as razoes A\ = 1/4 e A = 1/100 o salto de pressdo numérico sdo, respectivamente,
p*(z/dg = 0,5) — p*(x/dy = 3) = 1,9573 e p*(xz/dq = 0,5) — p*(x/dy = 3) = 1,9534.
Analiticamente, o salto Ap = 1,9999, o que implica em um erro de 0,83% para A = 1/2,

2,08% para A = 1/4 e 2,27% para A = 1/100. O célculo do erro foi feito através da expressao
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Figura 5.27: Perfil horizontal do campo de massa especifica para diferentes A em t* = 1,65

na altura do centro da bolha.

dada pela Eq. 5.13.
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A=1/100

Figura 5.28: Evolucao temporal do niimero de Reynolds terminal para diferentes razoes de

massa especifica \.



CAPITULO VI

CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusoes

No presente trabalho, é apresentado a simulagao numérica de escoamentos bifdsicos
utilizando a metodologia pseudo-espectral de Fourier acoplada com o método hibrido Front-
Tracking | Front-Capturing. O c6digo numérico, tanto para propriedades fisicas (p e p) cons-
tantes e variaveis, é verificado através da técnica da solugao manufaturada onde atinge erro de
truncamento (erro de maquina). A solugdo manufaturada aqui utilizada foi adaptada de Nés
(2007), o qual obteve erros na ordem de 1072 para uma malha mais refinada. Comparando
os resultados, pode-se notar a alta acuracia da metodologia proposta.

Para validacao da funcao interpolacao e funcao distribuicao é realizado o teste das
correntes espurias. Os erros numeéricos encontrados foram da ordem de erro de truncamento.
Assim, pode-se concluir que tanto a funcao interpolacao, quanto a funcao distribuicao e o
calculo da forcga interfacial foram validadas.

A validagao da fungao indicadora foi feita através de um caso teste denominado vortez-
flow. A partir dos resultados apresentados, observa-se que a funcao indicadora acompanha
bem a interface lagrangiana enquanto ela é estirada, o que permite validar os cdlculos da
funcao indicadora. A validagao da funcao indicadora é de extrema importancia, pois garan-
tira que as propriedades fisicas do fluido interno e externo a bolha permanecerao constantes

enquanto ocorre a ascensao e deformacao da bolha. Cabe ressaltar que a funcao indicadora
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¢ resolvida por meio de uma integral numérica e nao por um sistema linear.

A ascensao de uma tinica bolha em regime cilindrico, sem a remalhagem e regularizacao
dos pontos lagrangianos, foi também apresentada neste trabalho. Os resultados apresentados
para este caso mostram que a medida em que a bolha sobe, ela sofre um aumento da tensao
de cisalhamento. Isso acarreta movimentacao dos pontos lagrangianos para regiao inferior da
bolha. Devido a auséncia de remalhagem e regularizacao desses pontos, tem-se um déficit de
forca euleriana nos pontos de colocacao euleriano, pois nao recebem informacao dos pontos
lagrangianos, e assim nota-se o inicio da divergéncia numérica dos calculos. O salto de
pressao numeérico, quando comparado com o analitico, apresenta um erro aceitavel quando
comparado com outras metodologias, concluindo que o transporte da bolha esta ocorrendo
como esperado.

A remalhagem dos pontos lagrangianos foi testada para a ascensao de uma bolha cilin-
drica e para casos em que a bolha se deforma. Nota-se que em ambos resultados apresentados
com a remalhagem dos pontos lagrangianos obteve melhores resultados, porém nota-se que
mesmo com a insercao de pontos lagrangianos, estes tendem a se acumular na regiao inferior
da bolha. Isso acontece, pois somente a remalhagem nao é suficiente para a obtencao de
bons resultados, sendo necessario realizar a regularizacao dos pontos lagrangianos.

Dado a necessidade e dificuldade de simular numericamente a ascensao de uma bolha
com altas variagoes de massa especifica e viscosidade, foram realizados testes com varias
razoes de propriedades fisicas. E interessante ressaltar que a dificuldade em trabalhar com
altas razoes de propriedades fisicas é devida a solucao da equacao de Poisson para o acopla-
mento pressao-velocidade. No presente trabalho, esse tipo de problema é um atrativo, devido
a eliminacao da pressao pelo método pseudo-espectral. A dificuldade que pode aparecer, ao
utilizar a metodologia pseudo-espectral para trabalhar com baixas razoes de propriedades
fisicas, é o surgimento do fenomeno de Gibbs nas solugoes com grandes saltos.

Diante dos resultados apresentados, conclui-se que tal como a metodologia é bastante
promissora e o projeto de desenvolvimento da metodologia IMERSPEC deve ser continuado.
Novos desenvolvimentos devem ser iniciados tal como a implementacao da regularizagao dos

pontos lagrangianos.
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6.2 Trabalhos futuros

Em um primeiro momento, deve ser implementada a regularizacao dos pontos la-
grangianos, e, verificada sua eficacia a partir do teste de vortez-flow. Posteriormente, serao
realizados novos testes para a analise do transporte de bolhas até que seja alcancado o regime
permanente. Além disso, devem ser realizados comparacao com dados experimentais e testes
com muiltiplas bolhas.

Os seguintes desenvolvimentos serao necessarios:

e Implementacao do método VOF (Volume of fluid), tendo em vista a modelagem e a

simulagao de processos de interagao entre bolhas e gotas.

e desenvolvimento de adaptatividade dinamica de malha para a metodologia pseudo-

espectral de Fourier.
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