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Resumo

Neste trabalho, estudamos os fundamentos da teoria de corpos de funcoes algébricas, uma
introducao a teoria de cédigos, cabendo ressaltar neste ponto o estudo de cédigos Geométricos
de Goppa juntamente com os conceitos de derivacao e forma diferencial, e resultados gerais no
que diz respeito ao piso e o teto de um divisor. Este trabalho tem por objetivo apresentar duas
cotas para a distancia minima de um cédigo Geométrico de Goppa; estas cotas envolvem o piso
de um divisor e fornecem uma boa estimativa para a distancia minima deste cédigo. Além disso,
apresentamos uma cota para a distancia minima de um cédigo que envolve o teto de um divisor
e, para finalizar, introduzimos alguns cédigos sobre determinados corpos de fungoes algébricas
e obtemos cotas para suas distancias minimas utilizando o contetdo exposto no decorrer da

dissertacao.

Palavras-chave: Corpos de funcgoes algébricas, Semigrupo de Weierstrass, Cédigos de Goppa,

Distancia minima.
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Abstract

In this work we study the basics of function field theory and coding theory, including geometric
Goppa codes, derivations, differential forms and also results on the ceiling and floor of divisors.
We present two bounds for the minimum distance of a geometric Goppa code, both involving
the floor of a divisor and yielding good estimates for the true value of the minimum distance.
We also present a bound related to the ceiling of a divisor; the work ends with examples dealing

with codes over the Hermitian and the Suzuki function fields.

Keywords: Algebraic function fields, Weierstrass semigroup, Goppa codes, Minimum distance.
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Introducao

Esta dissertagao trata do problema de se obter cotas para a distancia minima de um dado cédigo.
O trabalho esta dividido basicamente em trés partes. A primeira comega com definigoes e
teoremas da Algebra, tais como extensoes de corpos, caracterizacao de extensao finita, elemento
algébrico, polindomio minimal, etc. Nesta primeira parte a finalidade é introduzir o leitor no
assunto posterior e ao mesmo tempo fazer uma recordagao destes conceitos e resultados. Alguns
destes resultados foram demonstrados e outros nao, mas para estes a demonstracao pode ser
encontrada em qualquer bom livro de Algebra, por exemplo, [5]. Dando continuidade a esta
primeira parte, introduzimos os fundamentos da teoria de corpos de fungoes algébricas; entre
eles estao os conceitos de valorizagao discreta, lugares, divisores, género e adeles de um corpo
de funcgoes algébricas, diferenciais de Weil e o teorema de Riemann-Roch, que nos ajuda a
encontrar a dimensao do espaco associado a um divisor. Daremos algumas caracterizagoes
para o género em termos da dimensao de certos espagos vetoriais e também usando o teorema
de Riemann-Roch. Como um exemplo importante de corpo de fungoes algébricas veremos o
chamado corpo de funcoes algébricas racional e vamos mostrar que o seu género ¢ igual a
zero. Nao podemos deixar de mencionar que nesta primeira parte da dissertacao aparece uma
definicao crucial para o desenvolvimento do trabalho; nos referimos a definicao do chamado
semigrupo de Weierstrass de um lugar e ela envolve os conceitos de ordem de pdlo e lacuna
de um lugar. Com isso chegamos no teorema das Lacunas de Weierstrass, um outro resultado
relevante da teoria. Encerramos a primeira etapa com as componentes locais das diferenciais
de Weil; esta definicao, juntamente com dois resultados que foram colocados, nos auxiliara na
segunda parte do trabalho, a qual se refere a teoria de c6digos. Neste trabalho vamos considerar
apenas codigos lineares. Veremos que um codigo é um subespaco vetorial de um espago vetorial
de dimensao finita; vamos definir a distancia minima de um cédigo e o peso de cada elemento
deste espacgo vetorial. Iremos apresentar uma cota que é valida para a distancia minima de
qualquer tipo de codigo, denominada a cota de Singleton, a qual estabelece que a distancia
minima de todo cédigo é sempre menor ou igual do que o comprimento menos a dimensao do
cddigo somados de um. Nosso principal interesse estd em cédigos Geométricos de Goppa. E
importante colocarmos neste momento uma motivacao para a definicao de cédigos Geométricos
de Goppa; para tanto consideremos os chamados cédigos Reed Solomon, um espago vetorial
sobre o corpo finito com ¢ elementos IF,. Esta ¢ uma importante classe de cédigos bem conhecida

na teoria de codificagcao. Codigos Geométricos de Goppa sao uma generalizacao muito natural



de codigos Reed Solomon. Sejan = g—1e 3 € F, um elemento gerador do grupo multiplicativo
F, \ {0}, isto é, B é tal que F,\ {0} = {3,6% ..., =1}. Parak € Z, com 1 < k < n,
consideremos o F, espago vetorial, k-dimensional, £y, = {f € F [X] | grau(f) <k —1}, e a
aplicacao avaliacao e, : L — Fp dada por e, (f) = (f(8),f(3%),...,f(6")) € F;. Note

que esta aplicagao é F-linear, pois dado A € F, e f, g € L, temos que

o (f +Ag) = ((f +2A9) (B),.... (f + Ag) (B")) = (f (B) + Ag (B),- .. f (B") + Ag (6")) =
(fB), - F(B)+A(g(B),---,9(8") = ew (f) + Alew (9))-

Notamos que e, também ¢ injetora, pois dado um polinémio nao nulo f € F,[X] tal que f € Ly,
temos que o grau(f) < k—1<n—1<nedai f possui uma quantidade de zeros inferior
a n e desta forma, Ker(e,) = {f € Li | e, (f) =0} = {0} e daif e, é injetora (observe que
Ker (e,) = {0}, uma vez que se existisse f nao-nulo em Ly tal que e, (f) = 0, o polinémio f
teria as n raizes 3, 5%, ..., 3", o que é absurdo). Portanto, Cy := {e, (f) | f € L} é um cédigo
de comprimento n e dimensao k sobre o corpo F; este cédigo ¢ chamado cédigo Reed-Solomon.
Juntamente com esta introducao a teoria de codigos, definimos os conceitos de derivacao e
forma diferencial. Neste ponto, o principal resultado que envolve a teoria é o teorema que nos
fornece um isomorfismo entre o espaco das formas diferenciais e o espaco das diferenciais de
Weil; com isso, muitas vezes serd mais facil utilizarmos uma forma diferencial no lugar de uma
diferencial de Weil, principalmente em algumas demonstragoes. A terceira parte deste trabalho
trata do piso e do teto de um divisor. Nesta parte daremos resultados que sao validos para
corpos de funcgoes algébricas arbitrarios, no entanto trabalharemos com um especifico. Apods
definirmos o piso e o teto de um divisor, estaremos prontos para demonstrarmos teoremas nos
quais vamos obter cotas inferiores para a distancia minima de um cédigo Geométrico de Goppa,
haja vista que algumas destas cotas envolvem o piso e outras o teto de um divisor. Finalizamos
a dissertacao com alguns exemplos de como podemos aplicar a teoria abordada; para tanto
vamos definir cédigos sobre os corpos de funcoes algébricas Hermitiano e de Suzuki. Com o
auxilio dos teoremas, encontraremos cotas para a distancia minima destes codigos e faremos
comparagoes entre elas, de modo a verificar qual é a melhor. No decorrer destes exemplos
usaremos diversos resultados interessantes; em muitos deles omitiremos a demonstragao que

podera ser encontrada nas referéncias bibliograficas.



Capitulo 1
Conceitos Preliminares

O objetivo deste capitulo é introduzir alguns conceitos que usaremos em todo este trabalho.

1.1 Definicoes e Teoremas

Definigao 1.1.1 (i) Se F' e K sao corpos e F' O K dizemos que F' é uma extensao do corpo
K e escrevemos F/K.

(77) Sejam uq,...,u, em F e suponha que F' é uma extensdo de K. A intersegdo de todos os
subanéis de F' que contém K e {uq,...,u,} é um subanel de F' denotado por K [ui, ..., u,].
A intersecao de todos os subcorpos de F' que contém K e {uj,...,u,} é um subcorpo de F

denotado por K (uy,...,uy,).

Dado um corpo K denotaremos o anel de polinomios em n variaveis sobre K por K [z1, ..., x,].

Assim é simples concluir que:

Lema 1.1.1 Nas condicoes da definicao acima, temos que:
(1) Kur, ... up] ={f (u1,...,un) € F | f(x1,...,2,) € K[x1,...,2,]}.

(i1) K (un, o) = {L8tok € P fog € K [y, o] g (un, o) 0},
(130) K [ug, ... up_q] [un] = K [ug, ..., uy).
(1) K (uq, ..., Uup_1) (un) = K (U1, ..., up).

Definigao 1.1.2 Seja F'/K uma extensao de corpos e u € F. Dizemos que u é algébrico sobre
K se u é raiz de um polinomio nao nulo com coeficientes em K. Caso contrario, dizemos que

u é transcendente sobre K.

Observagao 1.1.1 Na defini¢ao acima, se todo elemento u € F for algébrico sobre K dizemos

que a extensao F/K é algébrica.

Teorema 1.1.1 Sejam F'/K uma extensao de corpos, u € F' e a aplicagdo ¢ : K [x] — F, o

homomorfismo avaliagdo em u dado por f (x) — f (u). Entao,
(i) Im (¢) = K [u];



(77) u é transcendente sobre K <= Ker (¢) = {0};

(17i) Se w é algébrico sobre K entao Ker (¢) é gerado por um unico polinoémio irredutivel e
monico logo Ker (¢) é ideal maximal;

(iv) A aplicagdo ¢ : K [z] /Ker (¢) — K [u] dada por ¢ (f (z)) = f (u), ¢ um isomorfismo; em
particular se u é transcendente sobre K entao K [u] é isomorfo a K [z] e se u é algébrico sobre
K entao K [u] = K (u).

Observe que, do teorema acima, temos que se u € F D K é algébrico sobre K entao K [u]

é um corpo.

Definicao 1.1.3 Sejam F', K e ¢ como no teorema acima e seja u € F' um elemento algébrico
sobre o corpo K. O gerador ménico de Ker (¢) é chamado de polindmio minimal de u sobre

K e sera denotado por m,,.

Teorema 1.1.2 Seja F'/K uma extensao de corpos e u € F' um elemento algébrico sobre K.
As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f (z) é o polindbmio minimal de u sobre K;

(73) f(x) possui u como raiz, é moénico e grau (f (z)) < grau(g(x)), para todo polindomio
g (z) # 0 que possui u como raiz;

(#i) f () possui u como raiz, é monico e é irredutivel.

Definigao 1.1.4 Seja F'/K uma extensao de corpos e sejam ay, ..., a, elementos de K. Dize-
mos que aq, ..., a, sao algebricamente independentes sobre F' se nao existe um polinomio nao
nulo f (z1,...,x,) pertencente a F' [xy,...,xz,| tal que f(a1,...,a,) =0.

Definigao 1.1.5 Seja F//K uma extensao de corpos. Entao F' é um K-espago vetorial e sua
dimensdo, como K-espaco vetorial, é chamada de grau da extensdo. Notacao: [F : K]. Se
[F: K] < oo entao dizemos que a extensao F/K ¢ finita. Caso contrério, ¢ uma extensao

infinita.

Lema 1.1.2 Seja F//K uma extensdo de corpos.
(1) Seja u € F algébrico sobre K e seja n := grau(m,). Entao, [K [u] : K] = n; o conjunto
{1,u,...,u" 1} é uma base para K [u] como K-espaco vetorial.

(i1) Se F/K é uma extensao finita entao ela é extensao algébrica.

Demonstracao (i) Seja p(x) := m,; temos que grau (p(x)) = n. Seja f(u) € K [u], onde
[ (x) € K [z]. Fazendo a divisao euclidiana de f por p obtemos polinémios ¢ (z) e r (z) em K [z]
tais que f (r) = p () ¢ (x)+7 (z), com 7 (z) = 0 ou grau (r (r)) < n, isto é, 7 (x) = S0 aa’ €
K [z]. Daf, vem que f (u) = p (u) q (u) + 31— azu’ e logo o conjunto {1, u,...,u" '} gera K [u]
como K-espaco vetorial. Sejam agora ag, a1, ..., an,—1 em K tais que ag+aiu+. . .Aap_u"t = 0;

~ . . PN , -1 i .
se nao temos todos os coeficientes iguais & zero terfamos que g (z) = Y ., a;x’ seria um



polinémio nao nulo que possui « como raiz e tem grau menor do que o grau de m,, o que é um

absurdo. Isto completa a demonstraciao de que {1, u,...,u" '} é uma base.
(i7) Suponha que F//K é uma extensao finita. Seja n := [F: K] e u € F. Temos que o
conjunto {1,u,...,u" ' u"} é linearmente dependente, pois possui n + 1 elementos. Logo,

existem ag, . . ., a, nao todos nulos tais que Y . a;u’ = 0. Isso mostra que g (z) = >_7 ja;2" €

K [z]\ {0} e possui u como raiz, uma vez que g (u) = 0. Portanto, u é algébrico sobre K. ®

Teorema 1.1.3 Sejam K C F' C L extensoes de corpos tais que [F': K| < oo e [L: F| < 0.
Entao, [L: K] < co. Mais explicitamente, se {uy,...,u,} é uma base de L como F-espago
vetorial e {vy,...,v,} é uma base de F' como K-espago vetorial, entdo o conjunto constituido
pelos elementos da forma u;v; tal que ¢ = 1,...,n e j = 1,...,m é uma base de L como

K-espago vetorial. Em particular, [L : K| = n.m.

Corolario 1.1.1 Seja F//K uma extensao de corpos finita e seja u € F. Entao, grau(m,)
divide [F': K].

Demonstracao Como u € F ¢ algébrico sobre K temos que K [u] é um corpo. Considere
K C K[u] C F. Observamos entao que [F : K] = [F: K [u]].[K [u] : K], com grau(m,) =

[K [u] : K]. Assim, grau (m,) divide o grau da extensao F'/K, como querfamos demonstrar. B

Corolario 1.1.2 Seja F'//K uma extensao finita e seja u € F. Temos que, ' = K [u] se, e

somente se, grau (m,) = [F: K].

Demonstracao Como F/K é uma extensao de corpos finita, entao é algébrica. Sendo u € F
segue que u é algébrico sobre K; entdao K [u] é um corpo. Seja n := grau(m,). Suponha
que n = [F': K|. Pelo corolario anterior, temos que [F : K| = [F : K [u]] . [K [u] : K] e entdo
n = [F: K [u]] .n, o que acarreta [F': K [u]] = 1. Ou seja, a dimensao de F' como K [u]-espaco
vetorial ¢ igual & um e dai F' = K [u]. Reciprocamente, se F' = K [u] entdao [F': K [u]] =1¢
desta forma [F': K] = 1.[K [u] : K], donde obtemos que grau (m,) = [F : K]. |

Corolario 1.1.3 Sejam K C F' C L extensoes de corpos sendo que F'/K é extensdo algébrica.

Se u € L é algébrico sobre F' entao é algébrico sobre K.

Demonstragao Por hipétese, existe f (z) = > ja;z" € F[z]\ {0} tal que f (u) = 0. Como
ao, . ..,a, € F, temos que esses elementos sao algébricos sobre K. Considere as extensoes
K C K [ag] C K [ag,a1] C K [ag,a1,a2] C ... C K ag, . ..a,], e observamos que cada inclusao

é uma extensao do tipo M C M [a], com M um corpo e o um elemento algébrico sobre M.

Logo, cada uma dessas extensoes é uma extensao finita. Assim, segue que K [ag, ..., a,| /K é
extensao finita. Note que u é algébrico sobre K [ag, . .., a,], pois f (z) € K [ag, ..., a,] [x] \ {0};
logo, K [ag, - .., an] [u] /K [ag, . .., a,] é extensao finita e consequentemente K [ag, . . ., a,| [u] /K

é extensao finita. Em particular, u é algébrico sobre K. [ |



Capitulo 2

Fundamentos da Teoria de Corpos de

Funcoes Algébricas

Neste capitulo vamos introduzir defini¢oes bésicas e resultados importantes da teoria de Corpos
de Funcoes Algébricas, tais como valorizacoes, lugares, divisores, o género do corpo de funcoes,
adeles, diferenciais de Weil e o teorema de Riemann-Roch. Ao longo de todo este capitulo, K

denota um corpo arbitrario.

2.1 Lugares

Defini¢ao 2.1.1 Um corpo de fungoes algébricas F'/K em uma varidvel sobre K é uma ex-
tensao de corpos tal que F' é uma extensao algébrica finita de K (x) para algum elemento x € F

que ¢é transcendente sobre K.

Para abreviar, em certos momentos, vamos simplesmente nos referir a '/ K como corpo de
funcdes. Denotaremos por K o conjunto K := {z € F | z é algébrico sobre K}.

O conjunto K é um subcorpo de F, pois somas, produtos e inversos de elementos algébricos
também sdo algébricos e assim K é fechado para a subtracio e multiplicacio de F e todo
elemento néo nulo em K possui inverso em K. O corpo K é chamado de corpo de constantes
de F/K. J& que todo elemento de K é algébrico sobre K, temos que K C K C F. Observe
que F contém K propriamente, pois caso contrdrio todos os elementos de F' seriam algébricos
sobre K, o que acarreta que F'/K nao seria corpo de fungoes. Dizemos que K é algebricamente

fechado em F, ou que K é todo o corpo de constantes de F, se K = K.

Afirmacao 2.1.1 A extensao de corpos F' D K é um corpo de funcoes sobre K.

De fato, ja temos que a extensao de corpos F//K (x) é extensao algébrica finita, para = € F
um elemento transcendente sobre K, e entdo como K () C K (z) segue que [F K (x)] < 00;
sendo a extensdo F/K (x) finita entdo ela também é algébrica. Afirmamos que este elemento

x é transcendente sobre K, uma vez que supondo x algébrico sobre K obtemos que a extensao



K (z) /K é finita e entéo [F : f(} < 00 € COmo [f( : K] < 0o segue que a extensao F'//K é finita
e portanto algébrica; desta forma x nao é transcendente sobre K, o que é absurdo. Portanto,

F/ K é um corpo de funcoes sobre K.

Observagao 2.1.1 Seja F'/K um corpo de fungdes. Os elementos de F' que sao transcendentes

sobre K sao caracterizados da seguinte maneira: z € F' é transcendente sobre K se, e somente
se, [F': K (2)] é finito.

Exemplo 2.1.1 Um exemplo simples de um corpo de fungoes algébricas é o corpo de fungoes
racional. O corpo de fungdes F'/K é chamado de racional se F' = K (z) para algum =z € F

transcendente sobre K. Como temos K (x) := {ggx €eF|fgeKlx],g(x)# 0}, qualquer

elemento z € K (z) \ {0} é tal que z = % e entao z tem uma unica representacao da forma
z=a.][;pi(x)", em que 0 # a € K, os polinémios p; (z) € K [z] sdo moénicos, distintos dois

a dois e irredutiveis com os n; € Z.

Definigao 2.1.2 Um anel de valorizagao do corpo de fungdes algébricas F'/K é um anel O do

corpo F' com as seguintes propriedades:

(1) K C O C F, e essas inclusoes sao proprias;

(2) para todo z € F, temos que z € O ou z~! € O.

Exemplo 2.1.2 Considere o corpo de fungoes racional K (z) /K e seja p(z) € K [z] um

polinoémio irredutivel. Considere o conjunto,
Op(az) := {fég eK(x) | f(z),9(x) € K[z],g(x)#0, com p(z) nao dividindo g ($)}

Afirmacgao 2.1.2 O, ¢ um anel de valorizagao do corpo de fungoes K (z) /K.

De fato, com as operacoes herdadas de K (), temos que Oy, ¢ um subanel de K (z); logo,
é um anel do corpo K (z). Agora, note que:
(1) Seja a € K; temos a = § e p(x) nao divide 1, uma vez que se p(r) divide 1 entao
1=p(x).q(z), ¢(z) € K [z], e desta forma grau (p(z)) = 0 o que nao é possivel pois p(x) é
irredutivel. Assim, a € Op(y) e portanto K C Op(). Temos que K # Oy, pois p (z) € Oy €
nao pertence a K. Portanto, K # O,,). Conclusao: Oy,) D K, propriamente.
(2) Temos, por definicao, que Oy C K (). Observe que 7 € K (x) e nao pertence a Oy,
pois p (z) divide p (x). Conclusao: Opy C K (z), proprlamente.
(3) Seja % € K (x). Se temos que p(x) nao divide g (z) entao f(— € Opw). Agora, se
p(x) divide g (z) entdo g (z) = p(x).q(x), q(x) € K [z], e podemos assumir, sem perda de
generalidade, que o m.d.c. (f (z),g(xz)) = 1. Assim, p (z) nao divide f (z), pois caso contrério
terfamos f (z) = p(x).s(z), s(x) € K [z], logo f (z) = &“gs (x), ou seja, g (x) divide f (x),

q(z
o que é uma contradigdo. Portanto, se p(x) divide g (x) entdo p(SIJ) nao divide f (z) o que

acarreta que ; x) € Op(z)- Ou seja, o inverso de £ ( ) estd em Op,



Desta forma, de (1), (2) e (3) temos que Oy, ¢ um anel de valorizacao de K (x) /K.

Proposicao 2.1.1 Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F'/K. Entao:

(a) O é um anel local, isto é, O tem um unico ideal maximal, que é P = O \ O*, onde
O*:={z€ 0| existe w € O com z.w = 1} é o grupo de unidades de O.

(b) Para0 £z € F,z e P& a1 ¢ 0.

(¢) Para o corpo K = {z € F | z é algébrico sobre K} de constantes de F/K temos K C O e
KnP={0}

Demonstracao (a) Afirmamos que P = O \ O* é um ideal de O. De fato,
(1) P nao ¢é vazio, pois O nao é vazio. Sejam x € P e z € O. Se xz € O* entdo existe w € O
tal que (zz) .w = 1; logo, (zz) . w =1 = z.(2w) = 1 = 2 € O*, uma contradigao pois = € P.
Portanto, xzz € P.
(2) Sejam z,y € P; como § € F segue que % € O ou % € O, uma vez que O é anel de
valorizagao. Sem perda de generalidade, podemos assumir que § € O e como 1 € O, segue que
1+§ € 0. Assim z + y € P, uma vez queaH—y:y(l—l—%), com y € P.

Conclusao: de (1) e (2), temos que P é um ideal de O.

Também, P ¢é o tnico ideal maximal. De fato, seja I um ideal de O tal que P C I C O
e P # I. Assim, existe z € I tal que z € O*; como I é ideal de O segue que z.z7 ' =1¢€ [
e entao [ = O. Portanto, P é ideal maximal. Agora, se J é outro ideal maximal de O temos
que, se J C P C O entao P = J, uma vez que P é maximal ouse P C J C O entao J = O ou
J = P, pois J é maximal. Portanto, P ¢é o unico ideal maximal.
(b) Seja x € F \ {0}. Assim, se z € P entao x ¢ O* e com isso 27! ¢ O. Reciprocamente, se
r7t ¢ O entao z € O, pois O é anel de valorizagao; logo, z € O\ O* = P.
(¢) Seja 0 # z € K e suponha que z ¢ O. Como O é anel de valorizacio temos que 2~ € O.
Como o inverso de elemento algébrico é algébrico, segue que o inverso de z também é algébrico,
logo estd em K. Entao, existe f (z) € K [2]\{0} tal que f (z~!) = 0. Sem perda de generalidade,
temos que f (r) = a,2" + ...+ ayz + 1. Logo, obtemos que a,27" + ... +a;27' +1=10 o0 que
acarreta 27! (a2~ + ...+ a;) = —1. Portanto, z = — (a,2" " + ...+ ay) e como z7! € O
segue que z € O, uma contradi¢ao. Disto, K C O. Por fim, se z # 0 estd em K o inverso

de z também estd e entdo, como K C O, temos que z, 271 € O. Logo, z ¢ P e portanto
KnP={0}. |

Teorema 2.1.1 Seja O um anel de valorizagdo do corpo de fungoes F//K e P = O\ O* o seu
unico ideal maximal. Entao,

(a) P é um ideal principal.

(b) Se P = tO entao qualquer 0 # z € F' tem uma unica representacao da forma z = t"u, para
algum n € Z, com u € O*.

(¢) O é um dominio de ideal principal. Mais precisamente, se P = tO e {0} # I C O é um
ideal entao I = t"O, para algum n € N.



Um anel tendo as propriedades anteriores é chamado um anel de valorizacao discreta. A

demonstracao do teorema anterior depende essencialmente do seguinte lema.

Lema 2.1.1 Sejam O um anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F'/ K, P seu ideal
maximal e o elemento nao nulo x € P. Sejam xq,...,z, € P tais que xr1 = x e z; € ;11 P,

parai=1,...,n — 1. Entdo, n < [F': K (z)] < 0.

Demonstracdo Como temos 0 # z € P e KNP = {0} segue que = ¢ K e entdo z é
transcendente sobre K. Pela observagao 2.1.1. segue que [F': K (z)] < oco. Para provar que
[F': K (x)] > n é suficiente provar que z1,...,z, sdo linearmente independentes sobre K (),
pois assim qualquer conjunto linearmente independente sobre K (x) nao terda menos do que n
elementos e daf se z1,...,x, gerarem F teremos [F : K ()] = n, se ndo gerarem F teremos
[F: K ()] > n. Suponha que z,...,x, sdo linearmente dependentes, ou seja, que temos a
combinacao linear nao trivial Y ;" | ®;2; = 0, com ®; € K (z). Podemos supor que todos os
®, sao expressoes polinomiais em x e que x nao divide todos os ®;, uma vez que se x dividisse
todos os ®; terfamos ®; = xg; € K (z) para todo i = 1,...,n, e entdao, > ®;x; = 0 =
Yxxigi = 0= x> x;9;) = 0(x #0) = > x;9; = 0; basta entdo substituir ®; por g;. Seja
a; = ®;(0) o termo constante de ®; e definindo a;, para j fixo em {1,...,n}, pela condigao
aj # 0 e a; = 0 para todo 7 > j, obtemos que Y ®;z; = 0 implica em Zi# Oz, = —Px;
com ®; € O, para ¢ = 1,...,n, uma vez que como K C O e z € O segue que K () C O.
Também, z; € x;P para j > i e para ¢ > j, como temos a; = 0, podemos colocar ®; = xzg;,
onde g; é uma expressao polinomial em x. Note que como x; # 0 temos, r1 € xoP = x5 # 0;
o € x3P = 23 #0; ...; xpo1 € 2, P = x, # 0. Logo, existe elemento invertivel z; # 0 e
entao, » ;. Piri = — Pz = —0; =3

parcelas do lado direito pertencem a P, uma vez que x; € P, f—] €0, % € O e P éideal de O.

i< CDZ;”—; + ZDj ng% Nesta utima igualdade todas as
Portanto, ®; € P. Por outro lado, observe que ®; = a; + xg;, com g; € K[z] CO e x € P,
onde a; = —ZK].@;—; eg; = ijgi;—;. Logo, aj = ®; —zg; € PN K. Como PN K ={0} e
K C K, temos PN K = {0}; mas a; # 0 estd em PN K, o que é absurdo. Portanto, z1,...,z,
sao linearmente independentes sobre K (x) e deste modo [F': K (z)] > n. |
Demonstracao[Demonstracgao do Teorema] (a) Suponha que P nao é um ideal principal.
Escolhemos 1 # 0 em P e como P nao é principal, podemos supor que P # x;0. Existe
entdo z3 € P\ 2;0. Entao a:l_le ¢ O, pois se pertencesse terfamos que xy = mlelxg € 110,
contrariando zo € P\ 210. Portanto, pela proposi¢ao 2.1.1. (b), ri17,t € P; disto, x5 ', = p
e entao x; = xop. Logo, x1 € o P. Por indugao, obtemos uma sequéncia infinita xq, s, ... em
P, com x; € z;.1P, para todo ¢ > 1, o que contradiz o lema 2.1.1., uma vez que teriamos o
grau da extensao F'/K (r) nao sendo finito. Portanto, P é um ideal principal.

(b) Temos que P = tO. Provemos a existéncia: Sendo z € F'\ {0}, como O é anel de valorizagao
segue que z € O ou 27! € O. Se z é um elemento invertivel de O entao z = t°z. Consideremos
agora 0 caso em que z € P. Seja m um numero inteiro, tal que m > 1 e considere a sequéncia,

__ 4m—1
=t ,

2 = I1,T2 xg = t™2 ..., x, = t, com os elementos em P e com x; € ri1 P, para
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i=1,...,m—1. Logo, z € t" 1P = t" 140, ou seja, z € t"™0. Entao, z = t™u com u € O.
Podemos tomar este inteiro m sendo o maior valor possivel para a formacao da sequéncia
anterior, uma vez que pelo lema 2.1.1. o grau da extensado F'/K (x) é finito e entao m é tomado
sendo o maior grau desta extensao. Entao o elemento v é uma unidade de O, pois caso contrario
temos u € P = tO e dai u = tw, com w € O e assim z = t" 1w € ™0, o que contraria
a maximalidade de m. Portanto, z = t"u, u € O*. Observemos agora a unicidade desta
representacao: Se z = t"u e z = t™w, com u,w € OF, suponha que n < m; assim, t"u = t"w
implica que ™" (uw™!) =1 e comisso m=neu = w.

(¢) Como O C F e F é um corpo, ja temos que O é um dominio. Seja I # {0} um ideal de
O e considere o conjunto A := {r € N | ¢" € I}. Note que A # (), pois se x € I é um elemento
nao nulo, como I C O e O C F, propriamente, segue que x € F e entao pela parte (b) temos
x =t"u,comu € O%, r € N, e assim segue que zu~! = ¢" € I. Sendo A um conjunto de niimeros
naturais existe o elemento minimo de A, digamos n = min (A). Afirmamos que I = t"O. De
fato, como t" € I tomamos p € O e assim t"p € I. Logo, t"O C I. Reciprocamente, seja
y € I\ {0}. Pela parte (b) temos que y = t*w, com w € O* e s > 0; logo, t* =yw™ ' € I e
s >mn. Dal, y = t"t*""w € t"O e entao I C t"O. Portanto, I = t"O. [ |

Definigao 2.1.3 (a) Um lugar P do corpo de fungées F'/K é o ideal maximal de algum anel
de valorizagao O de F'/K. Todo elemento t € P tal que P =tO = {tp | p € O} é chamado um
elemento primo para P, também denominado parametro local, uniformizante local ou variavel
uniformizante.

(b) Pp:={P | P é um lugar de F/K}.

Se O é um anel de valorizagao de F'/K e P é seu ideal maximal entao O é determinado uni-
camente por P; mais explicitamente, O := {z € F'| z~! ¢ P}, conforme proposi¢ao 2.1.1. (b).
Assim, Op := O é chamado o anel de valorizagao do lugar P ou o anel de valorizagao associado

ao lugar P. Uma segunda descricao usual de lugares é dada em termos de valorizacoes.

Definigao 2.1.4 Uma valorizagao discreta de F'/K é uma funcao v : F — ZU{oo}, possuindo
as seguintes propriedades:

(1) v(z) =00 x=0.

(2) v(zy) =v(z) +v(y) para todos z, y € F.

(3) v(z+y) >min{v(z),v(y)} para todos z, y € F.

(4) Existe um elemento z € F' com v (z) = 1.

(5) v (a) = 0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto, o simbolo oo representa algum elemento que nao é um nimero inteiro, tal
que 0o +00=00+n =n4 00 =00 e 00 > m para todos m, n nimeros inteiros.
Observe que a valorizacao discreta é uma funcao sobrejetora: de fato, por (1) temos v (0) =

oo; agora devido ao item nimero (4) existe um elemento z € F' tal que v (z) = 1 e por (5)
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qualquer elemento a ndo nulo em K C F é tal que v (a) = 0; agora note que para z € F'\ {0}
temos 0 = v (1) = v (za™!) = v (x) + v (z7!) e entdao v (z7') = —v (x); assim para um ntimero
inteiro p > 1, podemos escrever p = 1+1+...4+1 e entao, por (4), 1+...+1 =0 (2)+...+v(z)e
por (2),v(2)+...+v(z) =v(2P) e portanto, p = v (2?) e 2P € F o que mostra que N C v (F');
com isso —p = —v(2F) = —v(z) — ... —v(z) = v(z) +... +v(z7!) = v(27P) e entdo
—p = v (27P). Logo, a valorizagao discreta v é uma func¢ao sobrejetora.

A propriedade (3) é chamada de desigualdade triangular. Uma versao mais forte desta
desigualdade pode ser derivada dos axiomas da definicao de valorizagao discreta e em geral é

muito usada.

Lema 2.1.2 (Desigualdade Triangular Estrita) Seja v uma valorizagao discreta de F/K
ex,y € Fcomwv(z)#v(y). Entdo, v (x +y) = min{v(z),v(y)}.

Demonstracao Para todo 0 # a € K, temos, pelos axiomas (2) e (5), que v (ay) = v (a) +
v(y) = 04+ v(y) = v(y), para todo y € F. Em particular, para a = —1, segue que
v(—y) = v (y). Sendo v (x) # v (y) assumimos, sem perda de generalidade, que v (z) < v (y).
Suponha que v(x +y) # min{v(z),v(y)} = v(x). Entao, pelo axioma (3), v(x+y) >
min{v (z),v(y)} = v(z) para todo z,y € F; logo, v (z+y) > v (z). Assim, por (3), vale o
seguinte, v (z) = v(r +y+ (—y)) > min{v(z+vy),v(—y)} = min{v(z+y),v(y)} > v(x).
Dai, v (z) > v (z), o que é um absurdo. |

Podemos generalizar esta desigualdade. E o que veremos a seguir.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade Triangular Estrita Generalizada) Seja uma valorizacao
discreta v e consideremos os elementos x1, ..., 2z, com v (r1) < v (z;), parai = 2,...,n. Entao

temos que, v (1 + ...+ x,) = v (x7).

Demonstragao Se tivermos z; e 25 € F, com v (1) < v (23), recaimos no lema 2.1.2.. Suponha
que o resultado é valido para n > 2. Seja x,.; € F com v(z1) < v(2y41). Suponha
que v(x;+...+x, +xp1) # v(xy). Dessa forma, temos que v(x; + ...+ 2z, + Tpy1) >
min{v(x; + ...+ 2,),v(xn41)} = min{v(x1),v (z,11)} = v (21); dai observamos o seguinte
fato, v(x1) = v(T1+ ...+ Ty + Tpg1 — Tpy1) = min{v(z1+ ...+ Ty + Tps1) , 0 (—Tps1)} >

v (1), o que é um absurdo. |

Definigao 2.1.5 Para qualquer lugar P do corpo de fungdes algébricas F'/K, associamos a
fungdo vp : F' — Z U {o0}, que vamos provar ser uma valorizacao discreta. Esta funcao é
definida da seguinte maneira: escolha ¢ um elemento primo para P; pelo teorema 2.1.1.; todo
elemento z nao nulo em F' possui uma tnica representacao z = t"u, comu € Op = O*en € Z.

Definimos vp (z) :=n e vp (0) := oo.

Observe que esta definicdo depende somente de P e nao da escolha de t. De fato, se t é

outro elemento primo para P, entdo P = tO = t O. Deste modo, t € 'O e entdo t = ta,
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com a € Op; como t € tO segue que t = tb, com b € Op. Logo, t = tha e com isso devemos
ter ba = 1. Portanto, a € O%. Entdo se temos P = tO = t O segue que ¢ = t w para algum
w € O%. Consequentemente, z = t"u com u € O} implica que, z = (t'”w”) w=t"(w"u) com
w™u € Op. Notemos que w"u € Op, pois como w” € O} existe a; € Op tal que w"a; =1 e
como u € O} existe as € Op tal que uay = 1, e com isso segue que w"a;uas = 1 o que implica
w"u (a1ay) = 1, com ajay € Op e isso acarreta que w™u € OF. Portanto, a defini¢cdo de vp
depende somente de P e nao da escolha de .

Para provar que vp é uma valorizagao discreta, provemos o seguinte teorema.

Teorema 2.1.3 Seja F//K um corpo de fungoes.

(a) Para todo lugar P de F/K, a func¢ao vp definida anteriormente é uma valorizagao discreta
de F/K. Além disso, temos que Op = {z € F |vp(z) >0}, Op = {z€ F|vp(z)=0} e
P={z€ F|vp(z) >0}. Un elemento x € F' é primo para P se, e somente se, vp (z) = 1.
(b) Reciprocamente, suponha que v é uma valorizagao discreta de F// K. Dessa forma, temos que
P:={ze€F|v(z) >0} éum lugar de F/K ¢ Op := {z € F |v(z) >0} é o correspondente
anel de valorizacgao.

(¢) Todo anel de valorizagao O de F'/K é um subanel préprio maximal de F.

Demonstracao (a) Verifiquemos se vp é uma valorizacao discreta de F//K.
(1) Temos que vp (0) := oo, logo, vp (x) = 00 < x = 0.
(2) Sendo z,y € F'\ {0}, temos = = t"uy e y = t"ug, com uy, uy € O%h, m,n € Z. Assim,
xy = "™ (ugug), com ujug € Op. Por definigao, vp (zy) =n+m = vp () + vp (y).
(3) Provemos agora que vp (z +y) > min{vp (z),vp (y)}. Para tanto, consideremos z,y € F
nao nulos, com vp (z) = n e vp(y) = m. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
n < m < oo e assim temos x = t"u; e y = t"ug, com uy, uy € Op, onde P = t0 e t
é um elemento primo para P. Entdo, x +y = t"uj; + t"™uy = t" (ug + t™ "uy) = t"z, com
z=u +t""uy € Op. Sez=0entdo z+y = 0evp(x+y) = oo > min{n,m}, pois
por definigdo oo > p, para todo p € Z. Caso contrario, pelo teorema 2.1.1.(b), temos que
z = t*u, com u € O} e k um nimero inteiro. Note que se k < 0 teremos z = t%ku e entao
1=z (u‘lt_k) e desta forma 2~! € Op, de acordo com a proposicao 2.1.1., o que nao é possivel
pois ja temos que z € Op e este é anel de valorizacao. Logo, k£ > 0. Portanto, segue que
vp (z +y) =vp (t"2) = vp ("*u) = n+k > n=min{vp (z),vp (y)}.
(4) Tomando z = tu, temos que vp (2) = 1.
(5) Seja 0 # a € K e entao, como K C Op, segue que a € Op. Logo, a = t% e daf vp (a) = 0.

Mostramos assim que vp é uma valorizacao discreta de F//K.

Agora, vamos mostrar que Op = {z € F' | vp (z) > 0}.

De fato, seja z #£ 0 em F e Op o anel de valorizacao associado ao lugar P. Sendo P = tO,
t # 0, temos que z = t"w, com w € O} e n um ndmero inteiro. Suponha que z € Op e
mostremos que n > 0. De fato, note que se 0 # ¢t € P entdao t~! ¢ Op, e assim t=2 ¢ Op, pois

caso contrario terfamos tt=2 =t~ € P, pois P é ideal, logo 1 estd em P e com isso segue que



13

P = Op, absurdo. Por indugao, t~" ¢ Op para qualquer n € N. Portanto, se em z = t"w com

L' =" € Op, contrariando o que foi feito acima. Logo, n > 0,

w € Op temos n < 0, entao zw™
e disto vp (z) = n > 0. Consequentemente, Op = {z € F' | vp (2) > 0}.

Também, O% = {2z € F | vp (z) = 0}. De fato, seja z nao nulo em O%; dai, z =tz e entao
vp(2) = 0. Como P = Op \ O} segue que P = {z € F'|vp(z) > 0}. Para concluir o item
(a) mostremos que z € F é primo para P se, e somente se, vp () = 1. Suponha que z € F
¢ um elemento primo para P; segue entao que dado z nao nulo em F, z = 2"u, u € Op e
n € Z, logo vp (2) = n e sendo 2" = zu~"' temos vp (") = vp (2) +vp (u™t) =n+0 = n. Pelo
axioma (2) da definigao 2.1.4., temos vp (") = nvp (x). Portanto, se n # 0 temos nvp (x) =n
o que implica vp (x) = 1. Agora, se ocorrer n = 0, como P = tO = zO, com t elemento
primo para P, temos que x = tp, com p € O} e dai, vp (x) = 1. Reciprocamente, suponha que
vp () = 1. Entao, z = tu, onde t é elemento primo para P e u € O3. Com isso, segue que
P =1t0 = (tu) O = zO e por conseguinte, x é elemento primo para P.

(b) Suponha que v é uma valorizacao discreta e seja o conjunto Op = {z € F' |v(z) > 0}.
Assim, sejam x, y, z € F, com v (z), v (y), v (z) > 0. Dai, v (x +y) > min{v(z),v(y)} >0e
v(zy) =v(x)+v(y) > 0. Logo, x + y e xy estdao em Op e entdo Op é fechado para a adi¢ao
e multiplicagao de F'. Seja agora 1p o elemento neutro para a multiplicagdo de F. Assim,
v(lp) =v(lp.dlp) =v(lp)+v(lp) =0+0 =0 e entdo 1p € Op. Seja Op o elemento neutro
para a adi¢ao de F’; dai, v (0p) = 0o > 0 e entao Op estda em Op. Sendo —x o oposto aditivo
do elemento = € Op temos que v (—z) = v (—1p) + v (x) = v (x) > 0, mostrando com isso que
—x € Op. Desta forma, Op é um anel de F'. Mostremos agora que Op é um anel de valorizagao
de F/K.

(1) Temos que para todo a nao nulo em K, v(a) = 0; consequentemente K C Op; como
existe um elemento z € F com v(z) = 1 segue que z € Op \ K e desta maneira K estd
contido em Op propriamente. Notemos também que tomando x € Op com v (x) > 0 segue
que Op = v (1p) = v(z) +v(z™') o que implica que v (z7!) = —v (z) < 0 e entdo 27! ¢ Op,
mostrando que F' contém Op propriamente.

(2) Suponha que exista z € F tal que z e 272 € F\ Op. Dai, v(z) <0ewv(z7!) < 0o que
acarreta que 0 > v (2) +v (271 = v (2271) = v (1F) = OF, 0 que é absurdo. Portanto, vale que
para qualquer z € F', z € Op ou 27! € Op.

De (1) e (2), segue que Op é um anel de valorizacdo de F/K. Para finalizar este item,
vamos mostrar que P := {z € F'|v(z) > 0} é ideal maximal de Op, mostrando entdo que
é um lugar de F//K tendo Op como anel de valorizacdo. Sendo x € P e y € Op temos
que v(zy) = v(x) +v(y) > 0 e entdo xzy € P. Agora, se z e z estdo em P segue que
v(z+z) > min{v(z),v(z)} >0, e assim x + z € P. Mostramos entao que P é um ideal
de Op. Observamos que P é um ideal maximal. De fato, seja I um ideal de Op tal que P
estd contido em I propriamente. Desta forma, temos que existe t € I com v (t) = 0. Assim,
t~! € Op, pois do contrario terfamos v (t7') < 0 eentao 0 > v (t7')+v (t) = v (t7't) = v (1) = 0,

o que é um absurdo. Com isso, segue que tt~! € I e entdo 1 € I; consequentemente, / = Op.
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Logo, P ¢é ideal maximal de Op. Também, P é o tnico ideal maximal de Op. De fato, se existe
(@ outro ideal maximal de Op tal que P esta contido em () propriamente, segue que existe
x € @ tal que v () = 0. Da mesma forma como feito anteriormente, temos que ¢ = Op.
(c) Seja O qualquer anel de valorizagao de F/K. Considere P o ideal maximal de O, vp
valorizagdo discreta associada & P e z um elemento em F'\ O. Vamos mostrar que F = O [z].
Para este fim, considere um elemento arbitrario y € F. Como z7! € O e, pelo item (a),
v(27') > 0 com z € O, segue que v (z7') # 0 e assim v (27') > 0. Portanto, z~! € P = tO
e entdo 27! = tp, com p € O e t elemento primo para P. Assim, para k > 0 suficientemente
grande, obtemos que vp (yz=%) = vp (y (tp)k> = vp (y) + kvp (tp) = vp (y) + k(L +vp (p)) >
vp (y) + k, pois vp (p) > 0. Chamando w = yz~* temos que w € O e dai y = wz* o que implica
que y € Olz]. Assim, F' C O|[z] e como O [z] C F segue que F' = O [z]. Portanto, O é anel
préprio maximal de F. [ |
O teorema 2.1.3. nos diz que lugares, anéis de valorizacao e valorizacoes discretas de um

corpo de fungdes algébricas F'//K sao essencialmente a mesma coisa.

Observacao 2.1.2 Sendo Op um anel, uma relagao R sobre Op é um subconjunto de Op x Op.
Sendo P um ideal de Op, este ja define uma relacao de equivaléncia sobre Op, que é a seguinte:
(a,b) € R< b—a € P. O anel de classes de residuos é Op/P e sendo P ideal maximal, Op/P
é um corpo. Para a € Op temos que a classe de equivaléncia de a é denotada e definida por
a:={b€0p]| (a,b) € R} = {a+zx |z € P} Parax € Op definimos z (P) € Op/P como a
classe de residuos de x médulo P; agora para z € F'\ Op, tomamos x (P) = oo. Note que
o simbolo oo é definido aqui de uma maneira diferente como usado na definicao 2.1.4.. Pela
proposicio 2.1.1., sabemos que K C Op e KNP = {0}, logo K N P = {0}, uma vez que
KCK. Também, a aplicacao de classes de residuos Op — Op/P induz um mergulho de K em
Op/P. Consideramos sempre que K é um subcorpo de Op/P via este mergulho. Observe que

este argumento também se aplica para K em vez de K e entdao podemos considerar K como
subcorpo de Op/P.

Definicao 2.1.6 Seja P um lugar de F'/K.
(a) Fp := Op/P é o corpo de classes de residuos de P. A aplicagdo = +— x (P) de F para
Fp U {oo} é chamada de aplicacao de classes de residuos com respeito a P. As vezes também

se usa a notacao x (P) := x + P, para = € Op.
(b) grau (P) := [Fp : K] é chamado o grau de P.

O grau de um lugar P é sempre finito. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.
Proposigao 2.1.2 Se P é um lugar de F'//K e 0 # x € P, entao grau (P) < [F : K (z)] < oc.

Demonstragio Primeiramente, note que como 0 # 2 € P e K N P = {0}, segue que = ¢ K.
Logo, © € P é transcendente sobre K. Pela observagao 2.1.1., temos que [F : K (z)] < oo.

Vamos entao mostrar que [Op/P : K] < [F: K (z)]. Para tanto, é suficiente mostrar que
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quaisquer elementos zy,...,z, € Op, cujas classes de residuos z (P),...,z,(P) € Op/P
sao linearmente independentes sobre K, sdo linearmente independentes sobre K (z). Observe
que dizer que z1(P), ..., z, (P) sao linearmente independentes sobre K, significa que tomando
x1 € z1(P),...,x, € z,(P), temos que xy,...,x, sdo linearmente independentes sobre K.
Entao como z; € z1 (P),..., 2z, € 2, (P) € z1,..., 2, sao linearmente independentes sobre K,
mostremos que zi, ..., z, sao linearmente independentes sobre K (z).

Suponha que 21, . .., z, ndo sao linearmente independentes sobre K (z), ou seja, existe uma
combinacao linear nao trivial de z1,..., 2, igual & zero, digamos y . , ®;z; = 0, com ®; em
K (z). Sem perda de generalidade, assumimos que os ®; sdo expressoes polinomiais em z e
nem todas elas sao divisiveis por z, isto é, ®; = a; + xg;, com a; € K, g; € K (z), com
nem todos os a; = 0 (note que podemos supor isto uma vez que se ®; = zg;, para todo i,
temos y ., xg;z; = 0 o que implica Y ., g;z; = 0, e assim bastaria substituir ®; por g;).
Como = € P e g; € Op, uma vez que K (x) C Op, segue que xg; € P. Logo ®; —a; € P
e entdo ®; (P) = a; (P) = a;. Em > | ®;z; = 0 aplicamos a funcio de classes de residuos,
obtendo deste modo que 0 = 0(P) = Y I, ®; (P) z (P) o que acarreta y ., a;z; (P) = 0.

Como, para algum i, temos a; # 0 segue que 21 (P), ..., z, (P) sao linearmente dependentes,
o que contraria z1,..., 2, serem linearmente independentes sobre K. Portanto, z,..., z, sao
linearmente independentes sobre K (z) e entao [F' : K (z)] > [Op/P : K]. |

Corolario 2.1.1 O corpo K = {z € F' | z é algébrico sobre K} de constantes de F/K é uma

extensao de corpos finita de K.

Demonstragao Usaremos o fato de que o conjunto dos lugares de F'/K nao é vazio, fato este
que seré provado no final desta segao. Escolhemos entdo algum lugar P de F'//K. Como dito
anteriormente, usando a aplicagdo de classes de residuos Op — Op/P, consideramos K como
subcorpo de Op/P. Pelo teorema anterior, temos [Op/P : K] < [F : K (z)] < 0o, para & nao
nulo em P. Dessa forma, temos [OP/P . f(] < 00. Segue disto que f(/K ¢ uma extensao de

corpos finita. m

Observagao 2.1.3 Para o caso quando grau (P) = 1, temos Op/P = K ¢ a aplicagdo de
classes de residuos leva F' em K U {oc}. Em particular, se K é um corpo algebricamente
fechado entao K nao possui extensao algébrica, e assim todo lugar possui grau um. Nesse caso,
podemos representar um elemento z € F' como uma funcao z : Pp — K U {oo}, P +— z(P).
Isto é o porque de F/K ser chamado de corpo de fungoes. Os elementos de K interpretados
como funcoes no sentido acima, sao fungoes constantes. Por essa razao K é chamado o corpo

de funcgoes constantes de F.

Definigao 2.1.7 Seja z € F' e P um lugar de F'//K. Dizemos que P é um zero de z se, e
somente se, vp (z) > 0; P é um pdlo de z se, e somente se, vp (2) < 0. Se vp(2) =m >0, P é

um zero de z de ordem m; se vp (2) = —m < 0, P é um pélo de z de ordem m.



16

Neste momento, é conveniente verificarmos a questao de saber se sempre existem lugares de

um corpo de fungoes algébricas F'/K.

Teorema 2.1.4 Seja F'//K um corpo de fungoes algébricas e R um subanel de F', com K C
R C F. Suponha que I é um ideal nao nulo préprio de R. Entéao, existe um lugar P de F/K

tal que I C P e R C Op, onde Op ¢é o anel de valorizacao correspondente.
Demonstracao Ver referéncia [12], Teorema 7.1.18.. [ |

Coroléario 2.1.2 Seja F'/K um corpo de fungoes algébricas e z € F' transcendente sobre K.

Entao, z possui pelo menos um zero e um pélo. Em particular, Pr # ().

Demonstracao Considere o anel R = K [z]; assim [ = zK [z] é ideal de R. De fato, I # 0,
pois z € I, uma vez que z = z1 com 1 € K C K [z] e dados =, y € I temos que z = zf
ey=2z2q, f,g€ Klz] ecomissoz+y =z2(f+g) € I, sendo z € I e g € R, segue que
x = zf, com f € K|z] exg = zfg, com fg € K |z] logo, xg € I e disto I é ideal de R.
Portanto, temos o anel R de F', com K C R C F e I ideal préprio nao nulo de R. O teorema
2.1.4. garante que existe um lugar P de F/K tal que I C P e R C Op. Como z € [ segue
z € P. Pelo teorema 2.1.3.(a), temos P = {z € F' | vp(2) > 0}, e entdo P é um zero de z.
Sendo 2 transcendente sobre K, segue que z~! também o é; tomamos entao K [z7!] anel de
F e zK [z7'] ideal de K [z71], e assim existe @Q um lugar de F//K tal que z~! € Q. Entao,
z2¢ Og={x € F|vg(x)>0}. Logo, vg () <0 e @ éum pdlo de z. u

2.2 O corpo de funcoes algébricas racional

Para uma melhor compreensao de valorizagoes e lugares de um corpo de funcoes algébricas
arbitrario, é indispensavel se ter uma idéia precisa para estas nogoes no caso mais simples. Por
esta razao vamos ver estes conceitos no caso do corpo de funcgoes algébricas racional, quando
F = K (z), onde x é transcendente sobre K. Dado um polindémio arbitrario p (z) € K [],

monico e irredutivel, considere o anel de valorizacao

Oy = { L8 € K (2) | f (x),9(2) € K [¢],p (x) nio divide g(x)},
de K (z) /K com ideal maximal sendo dado por:

Py = {M | f(z),9(x) € Klz],p(z) divide f(x),p(z) nao divide g (x)}

g(x)

No inicio da secao 2.1. verificamos que Op,) ¢ um anel de valorizacao. No caso particular
quando p (z) é um polinémio linear, isto é, p(z) = = — a, com a € K, podemos abreviar e

escrever P, = P,_, € Pg(y). Ha um outro anel de valorizacao de K (z) /K, a saber

O = {551 £ (2).9(2) € K [o] . grau( (@) < grau(g (2)) .
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com ideal maximal dado por:

P i= {18 | [ (@) .9 (x) € K [t] ,grau (f (2)) < grau (g (x))}.

De fato, O é um anel de valorizacao: temos que K C O, pois dado a € K segue que

a =% € Oy visto que grau(a) = 0 = grau(l) e K # Oy uma vez que = € O, mas nao

esta em K, pois caso contrario teriamos que x € K o que acarreta que x ¢é algébrico sobre
K, contra a hipétese de z ser transcendente sobre K. Também, O, # K (x) uma vez que
x € K (x) e ndo pertence a O, pois caso contrario teriamos grau (1) > grau (x). Agora, seja
g((xg € K (z) e suponha que z ¢ O, ou seja, suponha que grau (f (x)) > grau(g(z));
assim, segue que z~! = ggx) € Ou, uma vez que grau (g (x)) < grau (f (x)). Portanto, Oy ¢

z

um anel de valorizagao. O lugar P,, é chamado o lugar infinito de K (). Observe que estes

rétulos dependem da escolha especifica do elemento x que origina K (z) /K. Por exemplo,

K(z)=K (%), e o lugar infinito com respeito a % ¢ o lugar Py com respeito a x. Note que

P, — {f(al:) 1 f(2),9(2) e K[2] grau(f (L)) <grau(g (%))} que pode ser visto como,

a()
a0+a1%+...+an( ) . (%)n(aox”Jr.‘.Jran)
{bo+b1;+...+b (H)" | b #0,m > n} a {(i)m(bom’”—‘r...—l—bm) | bm #0,m >mn 0.

Portanto, Py, = {xm*” (;'3

—

| z nao divide g (z),m > n} = F.

=t
—~

Proposigao 2.2.1 Seja F' = K (z) e K (z) /K o corpo de fungoes racional.
(a) Seja P = P,y o lugar de K (x) /K dado por

Pya) = {f(z | f(x),9(x) € Klx],p(x) divide f (x),p(x) nao divideg(x)},

onde p(x) € K [z] é um polinomio irredutivel. Entao p(z) é um elemento primo para P, e
a valorizagao discreta correspondente vp pode ser descrita como a seguir: se z € K (z) \ {0}
é escrito na forma z = p(z)" (%), comn € Z, f(z),g9(x) € K[z] com p(x) nao dividindo
f(x) e g(x), entao definimos vp (2) = n. O corpo de classes de residuos Fp = Op/P é isomorfo
a K[z]/(p(x)), e o isomorfismo é dado por © : K [z] / (p(x)) — Op/P, © (f (z) modp (x)) =
f (z) (P). Consequentemente, o grau do lugar P é igual ao grau de p ().

(b) No caso especial em que p(z) = x — «, com « € K, o grau do lugar P = P, é igual a um,
e a aplicacao de classes de residuos é dada por z (P) = z («), para z € K (x), onde definimos
z (a) da seguinte maneira: escreva z = % com polinémios f (z),g(x) € K [z] relativamente
primos. Entao, z (o) = %, se g(a) #0e z(a)=o00,se gla) =0.

(¢) Finalmente, seja P = P, o lugar infinito de K (z) /K dado por

Pooi= {81 f(@).9 () € K o] grau (f () < grau (g (@)}

Entao o grau de P, é igual a um. Um elemento primo para P, ét = % A correspondente
valorizagao discreta v, é dada por v., (%) = grau (g (z)) — grau(f (x)), onde f (z),g(x) €
K [z]. A aplicagao de classes de residuos correspondente para P, é determinada por z (Py) =

7’ . n
z (00), para z € K (z), onde z(00) é definido como usual: se z = %, com day, b, # 0
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entao z (00) = =, se n =m; z(00) =0, se n < m; 2 (00) = 00, se n > m.

m

(d) K é todo o corpo de constantes de K (z) /K.
Demonstracao Ver referéncia [12], Proposicao 1.2.1.. |

Teorema 2.2.1 Nao ha lugares do corpo de fungdes racional K (x) /K diferentes dos lugares

Py@) € Ps, como definidos no inicio desta segao.

Demonstracao Caso 1: Dado um lugar P do corpo de fungoes algébricas racional tal que
P # P, mostremos que existe um polinémio irredutivel p () € K [z] tal que Oppy = Op.
Assumimos que = € Op sendo Op o anel de valorizagao de K (z) /K associado ao lugar P.
Como K C Op e Op é um anel, temos K [¢] C Op. Seja I = K [x] N P e note que I # 0,
uma vez que {0} C I. Temos que [ é um ideal de K [z]. De fato, sendo z,w € I segue
z,w € P e como P é ideal de Op, z +w € P; logo z + w € I; também para z € K [z]
ew € I, temos que z € Op e w € P e dai zw € P. Portanto, I é ideal de K [z]. Além
disso, I é um ideal primo de K [z]. A aplicacao de classes de residuos que leva K (z) em
Op/P U {0} induz um mergulho de K [x] em Op/P e consequentemente mergulha K [x] /I
em Op/P. Pela proposicao 2.1.2. temos que [Op/P : K| é finito, logo [K [z] /] : K] também
é finito e entdo I # {0}, uma vez que se I = {0} terfamos K [z] /] = K [z| e [K [z] : K]
nao ¢ finito. Segue que existe, e é determinado unicamente, um polinomio monico irredutivel
p(z) € K[z] tal que I = K [z]NP =p(z) K [z]. A afirmagao anterior decorre do fato de que
todo ideal primo de anel de polinomios possui um tnico gerador monico irredutivel. Qualquer
g (z) € K [z] com p(z) nao dividindo g (z) é tal que nao pertence a I; logo devemos ter que
@ € Op, pela proposicao 2.1.1.. Concluimos que
Opz) = {% € K(z) | f(z),g(x) € K[z],p(x) nao divide g(x)} C Op.

Pelo teorema 2.1.3. (¢), anéis de valorizagao sao subanéis préprios maximais de K (x); segue

g (z) ndo estd em P e disto segue que

entao que Op = Oy, e consequentemente P = P,,).

Caso 2: Suponhamos agora que = ¢ Op. Pela proposicao 2.1.1. temos que x™! € P e entao
r ' € PN K[z, com K[z7'] C Op, pois Op é um anel. Temos também P N K [z7!] =
r7 'K [z7!]. De fato, temos que PN K [z7!] = p(z7) K [z7!], onde p (z7') € K [z7!]. Como

=t e PN K[z7!], segue que p(z7!) |z~!. No entanto, os tinicos divisores em K [x7!] de x™!

sao r71 e 1. Se temos p(z7!) = 1 entdo 1 € P e logo P = Op, o que é absurdo. Portanto,
devemos ter p(z7!) =z ledal, PNK[z7'| =27 'K [z7!]. Todo g(z7') € K [z7!], com ™!
nao dividindo g (z7'), nao estd em I. Assim g(x7') ¢ P e ﬁ € Op, pela proposicao 2.1.1..
Entao, Op é tal que contém o seguinte conjunto
o1
{M | f(z71),g(z71) € K[z7'] com z~! ndo dividindo g (ml)},

g(z=1)

403 : aotarz 4. Fapz™" _ ) agz™ 4. Fanz™
que é igual ao conjunto {bo+b1x—1+...+b,:x—m | by # 0} = {boxm+"+...+b:lxn | bp # 0 ¢, que por sua

vez pode ser visto como {zég | u(x),v(x) € Klx],grau(u(x)) < grau(v(z)) ¢ = O.
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Como anéis de valorizagao sao subanéis préprios maximais de K (z), segue que Op = Oy €
dai P = P.. [ |

Corolario 2.2.1 Oslugaresde K (z) /K de grau igual a um estao em correspondéncia biunivoca

com K U {oo}.

Demonstragao Pelo teorema 2.2.1., os tinicos lugares de K () /K sao Ppy) e Py. Pela
proposigao 2.2.1., temos que grau (Ps) = 1 e grau(Py_y) =1, com a € K. Se P = P,_,, 0
item (b) da proposicao 2.2.1. diz que K (x) estd em correspondéncia biunivoca com K U {co}
e assim P = P,_, também estd. Se P = P, o item (c) da proposigao 2.2.1. garante que P,

estd em correspondéncia biunivoca com K U {oc}. |

2.3 Independéncia de Valorizagoes

O principal resultado desta secao é o denominado Teorema da Aproximgao Fraca, o qual é
também referido como Teorema de Independéncia. Vimos anteriormente que o conjunto dos
lugares de F'/K nao é vazio; daremos uma consequéncia do Teorema da Aproximagao Fraca

que é um resultado neste mesmo sentido.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Aproximacao Fraca) Sejam F/K um corpo de fungoes e
Py, ..., P, lugares dois a dois distintos de F'/K; sejam z1,...,x, € F'er,...,r, € Z. Entao,

existe algum elemento x € F tal que vp, (x —x;) =r;, parai=1,...,n.
Demonstragao Ver referéncia [12], Teorema 1.3.1.. |
Corolario 2.3.1 Qualquer corpo de fungoes possui uma quantidade infinita de lugares.

Demonstracao Seja F/K um corpo de fungdes algébricas e suponha que este possua um
numero finito de lugares, digamos Pi,..., P,. Tome r; > 0 e z; = 0, para todo i = 1,...,n.
Pelo teorema da Aproximagao Fraca, existe um elemento x € F \ {0} tal que vp (x) = r;,
para todo i = 1,...,n. Dessa forma, vp (x) > 0, para todo i = 1,...,n; logo este elemento
x # 0 é transcendente sobre K, uma vez que x € P; e P;N K= {0}, Vi=1,...,n. Como x é
transcendente, pelo corolario 2.1.2.; x possui pelo menos um pélo. Assim, existe um lugar () tal
que vg () < 0. Contradigao, pois para todo lugar P de F'/K temos que vp (z) > 0. Portanto,
todo corpo de fungoes possui infinitos lugares. [ |

Mais adiante, na secao 2.4, provaremos que um elemento x € F' que é transcendente sobre K
possui muitos poélos e zeros, ja contados sem repeticao. Um importante passo na direcao deste
resultado é a proxima proposicao que esta no mesmo contexto do lema 2.1.1. e da proposicao
2.1.2..

Proposicao 2.3.1 Seja F'//K um corpo de fungoes algébricas e Py,..., P, zeros do elemento
r € F. Entao, Y., vp, (z).grau (P;) < [F : K (z)].
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Demonstragao Ver referéncia [12], Proposicao 1.3.3.. [ |

Corolario 2.3.2 Em um corpo de fungoes algébricas F/K, qualquer elemento 0 # = € F

possui um numero finito de zeros e polos.

Demonstracao Seja 0 # = € F. Se x é algébrico sobre K temos que x € K. Como KNP =
{0}, segue que = ¢ P. Logo, vp (z) < 0. Também temos que K C Op e entdo z € Op o que
implica que vp (z) > 0. Portanto, 0 < vp (z) < 0 e assim vp (x) = 0 0 que acarreta que x
nao possui nem zeros e nem pdélos. Se x é transcendente sobre K entdo [F': K(z)] < 0o e pela
proposigao 2.3.1. o nimero de zeros de x ¢ inferior ou igual a [F': K (z)]. Portanto, o nimero de
zeros de x é finito. Além disso, o ntimero de zeros de 2! é menor ou igual a [F' : K (z7!)] < oo,

e como os zeros de x7! sao pdlos de x, segue que x possui um nimero finito de pélos. [ |

2.4 Divisores

O corpo K de constantes do corpo de fungoes algébricas F /K é uma extensao finita do corpo
K, conforme visto no corolério 2.1.1.; e F/ K é um corpo de funcoes algébricas de uma varidvel
sobre K. Vamos assumir de agora em diante que K é todo o corpo de constantes de F'/K, ou
seja, assumimos que K = {z € F'| z é algébrico sobre K}, isto é, K é algebricamente fechado

em F.

Defini¢ao 2.4.1 O grupo abeliano livre que possui como base livre os lugares de F'/K serd
denotado por Dp. Ele é chamado de o grupo de divisores de F//K. Os elementos tnicos
de Dr sao chamados divisores de F//K. Em outras palavras, um divisor ¢ uma soma formal
D= ZPE]PF npP, com np € Z e quase todos np = 0, isto é, np # 0 em um numero finito de

parcelas dessa soma.

O suporte do elemento D € Dp é definido por supp (D) := {P € Pr | np # 0}. Frequente-
mente é conveniente estabelecer a escrita D = pespP, onde S C Pr é um subconjunto finito
de Pg, com supp (D) C S. Um divisor da forma D = P, com P um lugar de F'//K é chamado
um divisor primo. Dois divisores D e¢ D', com D = Y. npP e D' = 3. npP sao somados da
seguinte maneira: D 4+ D' = > pepp (np+np) P.

O elemento neutro para a soma do grupo de divisores Dg é o divisor 0 = ) pep, PP, com
todo rp = 0. Para () um lugar e D um divisor de F'//K, onde D = ZPeIP’F npP, definimos
vq (D) = ng e portanto, supp (D) ={P € Pp [vp (D) # 0} e D =3 pc ) vr (D) P.

Observacgao 2.4.1 Uma relagao de ordem parcial em Dy é definida por

Dy < Dy :<= vp (D1) < wp(Dy), para todo lugar P de F/K.
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Um divisor D > 0, isto é vp (D) > 0 V lugar P, é chamado positivo ou efetivo. O grau
de um divisor ¢ definido como sendo grau (D) =} pcp, vp (D) .grau (P). Pelo coroldrio 2.3.2.
todo elemento nao nulo x € F' possui uma quantidade finita de zeros e pélos em Pr. Dessa

forma a seguinte definicao faz sentido.

Definicao 2.4.2 Seja 0 # z € F e denotemos por Z, respectivamente N, o conjunto de zeros,

e o conjunto de pdlos, de x em Pr. Entao definimos:

(2)y := D peyvp (x) P, o divisor de zeros de z; (z) == > pcy —vp (x) P, o divisor de pdlos

de z; (z) := (x), — (x),,, o divisor principal de z.

Como vp (x) > 0 para todo P € Z segue que (z), > 0, e como vp (z) < 0 para todo P € N
temos —vp (z) > 0, e entdo (z) , > 0; também (z) = > pp vp (z) P. Os elementos 0 # z € F
que s@o constantes sdo caracterizados por: x € K <= (x) = 0. De fato, se v € K = K segue
que x ¢ P, visto que x # 0 e KNnP= {0}; logo = € O} e portanto, vp (x) = 0 para todo lugar
P e disto temos (z) = 0. Reciprocamente, se (z) = 0 entao vp () = 0, para todo lugar P de
F/K e assim z nao é transcendente sobre K, pois se fosse teria pelo menos um zero e um pélo.
Logo, x € K=K.

Definicao 2.4.3 O conjunto Pp := {(z) | 0 # x € F'}, é chamado o grupo de divisores princi-

pais de F'/K. Este é um subgrupo de Dg, pois para z e y € F, ndo nulos, note que

(2) +(4) = X pep, VP (2) P+ 2 pep, vP (4) P = 3 pep,. (vp () +vp (y)) P =
2 per, vp (1Y) P = (zy).

O grupo quociente Cr := Dp/Pr é chamado de grupo das classes de divisores. Para um
divisor D € Dp, o correspondente elemento no grupo quociente Cp é denotado por [D], a
classe do divisor D. Dois divisores D e D’ em Dy sdo ditos serem equivalentes, e escrevemos
D=D' se[D] = [D/}, isto é, D = D" + (z) para algum elemento = € F \ {0}. Temos que,
D=D <= [D] = [D'], ¢ uma relacao de equivaléncia.

A préxima definicao é fundamental na teoria de corpos de fungoes algébricas.
Definicao 2.4.4 Para um divisor A € Dp definimos, £ (A) :={x € F'| (z)+ A >0} U{0}.

Observagao 2.4.2 Seja A € Dp. Entao:
(a) x € L(A) se, e somente se, vp (z) + vp (A) > 0, para todo lugar P de F/K.
(b) L (A) # {0} se, e somente se, existe um divisor A" = A, com A" > 0.

Demonstragao (a) Sejam P um lugar de F/K qualquer e A = > p . 4 vp(A)P. Se
0p (2) + vp (4) 2 000 X pesuminy 07 (2) P 2 — Speanma) 0P (A) P = —A; assim, obtemos
que Y pep, Vp (z) P> —A, ouseja, (r) + A >0 e assim z € L (A). Reciprocamente, seja z €
L(A);sex =0, temos vp (0) =00 > —np = —vp (A), paranp € Z, e entdao vp (z)+vp (A) > 0;
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se x # 0, como (z) + A > 0 segue que vp ((z) + A) > 0 e sendo vp ((x) + A) = vp () +vp (A),
concluimos a demonstragao.

(b) Se L(A) # {0} entdo existe 0 # 2 € L(A); logo (z) + A > 0 e entdio A = A" com
A" = () + A > 0. Reciprocamente, se A" = A com A" > 0 entdo A" = (z) + A > 0, para
x € F'\ {0}; segue que 0 # x € L(A) e entao L (A) # {0}, concluindo a demonstragao. |

Lema 2.4.1 Seja A € Dp. Entao temos:
(a) L(A) é um espago vetorial sobre o corpo K.

(b) Se A’ é um divisor equivalente a A entdo £ (A) e £ (A’) sio K-espacos vetoriais isomorfos,
e escrevemos L (A) = L (A).

Demonstracao (a) Basta mostrar que £ (A) é um subespago vetorial de F. Sejam z,y € L (A)

e a € K, nao nulo. Dessa forma, para qualquer lugar P de F//K temos

vp (ax +y) = min{vp (ax),vp (y)} = min{vp (x),ve (y)},

uma vez que vp (ax) = vp(a) + vp(x) e como 0 # a € K segue que vp(a) = 0. Pela
observacao 2.4.1.(a), sabemos que vp () > —vp(A) e vp(y) > —vp(A). Logo, obtemos
min {vp (z),vp (y)} > —vp (A), o que acarreta que vp (ax +y) > —vp (A). Novamente pela
observagao 2.4.1. (a), temos que ax +y € L(A) e entdo L (A) é um subespaco vetorial de F' e
assim um espago vetorial sobre o corpo K.

(b) Por hipétese, A = A" + (2), para algum elemento 0 # z € F. Considere a aplicacio
$: L(A) — F, dada por @ () = xz. Note que a imagem de ® estd contida em L (A/): de
fato, se y estd na imagem de @, entdo y = ® (z) para algum elemento = € L (A); logo, y = zz
e(y)=(2)=(2)+()=(@)+A-A >0-A = —-A" ouseja, (y) + A > 0 e portanto,
y €L (A/) e assim temos provado que a imagem de ¢ estd contida em L (A/). Também,
esta aplicagdo ® é K-linear: de fato, sendo x e y € L(A) e A € K, temos ® (x + \y) =
(x+Ay)z =z + Ayz = @ (x) + AP (2). Da mesma maneira, considere a aplicacao K-linear
L (A/) — F, dada por @' () = xz~!. Temos que a imagem de ® estd contida em £ (A):
de fato, se w estd na imagem de @ temos w = @' (z), para x € L (A4'); logo, (w) = (zz71) =
)+ =(@—(2)=@+A —A>0-A=—A, ouseja, (w) +A > 0 e com isso a
imagem de @' estd contida em £ (A). Tomando entdo as aplicacdes ® : £L(A4) — L(A4') e
® : L (A) — L(A) temos que, ® o ® = Id sobre L (A'), e ® o ® = Id sobre L (A). Assim,

® e @ sdo inversas uma da outra. Portanto, ® é um isomorfismo entre £ (A) e £ (A/). |

Lema 2.4.2 (a) £L(0) = K.
(b) Se A < 0 entao L(A) ={0}.

Demonstracao (a) Para 0 # z € K temos que (x) = 0. Logo, z € £(0) e entao K C L(0).
Reciprocamente, se 0 # x € £ (0) entao (z) > 0 e com isso vp (x) > 0 para todo lugar P; assim

x nao possui pélos e entao, pelo corolario 2.1.2.,  nao pode ser transcendente sobre K; logo,
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z € K = K. Portanto, £ (0) C K. Conclusio: £(0) = K.

(b) Suponha que exista um elemento x nao nulo em L (A), para A < 0. Desta maneira,
() > —A >0 e comisso z ¢ K = K sendo entdo transcendente sobre K. Além disso, (x) > 0
implica que x nao possui pélos, o que é absurdo, visto que todo elemento transcendente possui

pelo menos um zero e um polo. |
Definicao 2.4.5 A dimensao de cada K-espago vetorial V' serd denotada por £ (V).

Nosso préximo objetivo é mostrar que o espago vetorial £ (A) possui dimensao finita, para
todo divisor A de F/K.

Defini¢ao 2.4.6 Para A € Dp, definimos a dimensao do divisor A, e denotamos por ¢ (A),

como sendo a dimensao do espago vetorial £ (A), ou seja, £ (A) = £ (L (A)).

Lema 2.4.3 Sejam A e B divisores de F/K com A < B. Entao, temos que L(A) C L(B) e
((B) =t (A) < grau(B) — grau (A).

Demonstracao Ver referéncia [12], Lema 1.4.8.. |

Proposicao 2.4.1 Para todo divisor A € Dp, o espago L (A) é um espago vetorial sobre K
de dimensao finita. Mais precisamente: se A = A, — A_, com A, e A_ divisores positivos de
F/K, entao ¢ (A) < grau (Ay) + 1.

Demonstracao Seja A € Dp. Pelo lema 2.4.1. (a), temos que £ (A) é um espago vetorial
sobre o corpo K. Mostremos que L (A) tem dimensao finita. Por hipétese, A, = A+ A_,
com A, e A_ divisores positivos, entao A < A,. Pelo lema 2.4.3. segue que L (A) C L(A,).
Logo, ¢ (A) < ¢(A;), e desta forma ¢é suficiente mostrar que ¢ (Ay) < grau(A;) + 1, visto
que o grau de qualquer divisor é finito. Agora, como A, > 0, pelo lema 2.4.3. temos que
C(AL) —1(0) < grau(A;) — grau(0), ou seja, £ (Ay) —£(0) < grau (A). Temos, pelo lema
2.4.2., que L (0) = K e entao ¢ (0) = 1. Portanto, ¢(A;) < grau(A;) + 1. |

Um dos problemas mais importantes da teoria de corpos de funcoes algébricas ¢ o de calcular

a dimensao de um divisor. O teorema de Riemann-Roch vem nos auxiliar nesta questao.

Teorema 2.4.1 Qualquer divisor principal tem grau zero. Mais precisamente, seja = € F'\ K,
(x), o divisor de zeros de = e (x)__ o divisor de pélos de z. Entao, vale o seguinte:
grau ((x),) = grau ((z),) = [F : K ()], e portanto temos que:
grau((z)) = grau ((z),) — grau((z),) = 0.
Demonstracao Sejan :=[F : K (z)]e B:=Y,_, —vp, () P;, onde P,..., P, sdo todos pélos
de z. Assim, P, é um zero de 2.

Pela proposigao 2.3.1., observamos que grau (B) =3 _;_, vp, (7! grau (P;) < [F : K (z)] =
n. Logo, grau(B) < n. Mostremos agora que grau (B) > n. Escolhemos {uy,...,u,} uma
base para F' como K (x)-espago vetorial, e também um divisor efetivo C' de tal forma que
(u;) > —C,parai=1,...,n. Sejal > 0. Note que z'u;, para0 <t <lej=1,..., n, pertence
a L(IB+ C). De fato:
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(uj) +C>0et(x)y+(U—1)(z), >0= (u)) +C+t(z),+1(z), —t(z), >0=
(u;) +C+IB+t(x) >0= (uj) +C+IB+ (2') > 0= (z'u;) +I1B+C > 0.

Portanto, z'u; € L (1B + C'). Como uy, ..., u, sdo linearmente independentes sobre K (x)
segue que sao linearmente independentes sobre K e entdo os elementos z'u;, 0 < ¢t < [ e
1 < j < n sao linearmente independentes sobre K. Portanto, ¢ (IB +C) > n(l+ 1), para
todo [ > 0. Coloquemos ¢ := grau(C). Pela proposigao 2.4.1. segue que ¢ (IB+C) <
lgrau(B) + ¢+ 1 eentdo n(l+1) < ((IB+C) < lgrau(B) + ¢+ 1. Assim, para todo

[ > 0, temos que [ (grau(B)—mn) > n —c¢ — 1. Tomando [ suficientemente grande, de-

vemos ter grau(B) > n. Portanto, n < grau(B) < n e entdo grau(B) = n. Prova-
mos entdao que grau((z),) = [F: K (x)]. Agora, como (z), = (z')_, conclulmos que
grau((z),) = grau((z7') ) = [F: K (z7')] = [F: K (z)]. Sendo (z) = (x), — (), obte-
mos que grau ((x)) = 0, como queriamos demonstrar. |

Corolério 2.4.1 (a) Sejam A e A" divisores de F/K com A equivalente & A'. Entao, £ (A) =
0(A) e grau(A) = grau (A").

(b) Se grau (A) < 0 entéo £(A) = 0.
(¢) Para um divisor A de grau zero, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(1) Aé prmmpal

(2) £(A) =

(3) £(A) =

Demonstragao (a) Como A é equivalente & A, pelo lema 2.4.1. (b), £ (A) e £ (A") sdo espagos
vetoriais isomorfos sobre o corpo K, logo tem a mesma dimensao. Como, por definicao,
((L(A)) =€ (A) segue que £ (A) = £ (A'). Por A ser equivalente & A" temos que A = A" + (),
para algum z € F'\ {0}. Pelo teorema 2.4.1., grau ((z)) = 0 e entdo grau (A) = grau (4’).

(b) Suponha que ¢(A) > 0; logo L(A) # {0}. Pelo lema 2.4.2.(b), temos A > 0 e dai
grau (A) > 0, contra a hipdtese. Portanto, ¢ (A) = 0.

(¢) (1) = (2) Suponha que A ¢é um divisor principal. Logo A = (z), para z € F'\ {0}. Como
() = Sy vr (@) P = L vp () P = = ey vp (2) P Xy vp (1) P = — (1),
segue que 7' € L (A) o que acarreta £ (A) > 1.

(2) = (3) Suponha agora que ¢(A) > 1 e grau(A) = 0. De £(A) > 1 segue que L (A) # {0} e
entao pelo lema 2.4.2. (b), temos que A > 0. Assim, A > 0 e grau (A) = 0 implica que A = 0.
Por consequéncia, ¢ (A) = ¢ (0) = ¢ (L(0)) = ¢(K) = 1. Portanto, ¢ (A) = 1.

(3) = (1) Suponha que ¢(A) =1 e grau(A) = 0. Como £ (A) = 1 segue que L (A) # {0} e
assim podemos escolher um elemento 0 # z € L (A) e temos (z) + A > 0. Sendo, pelo teorema
2.4.1., grau((z)) = 0 temos que grau ((z) + A) = 0, pois grau(A) = 0. De (z) + A > 0e¢
grau((z) + A)=0 segue que (2) + A = 0. Logo, A = —(z) = (27!) e entdo A é um divisor
principal. [ |

Proposicao 2.4.2 Existe uma constante v € Z tal que, para todos os divisores A € Dy, vale

o seguinte: grau(A) —((A) <~.
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Demonstracao Para iniciar a demonstracao, observemos primeiramente o seguinte fato: sendo
Ay e Ay € Dp temos que, se A; < Ag entao grau (Ay)—{0(A;) < grau(As)—{ (Az). De fato, pelo
lema 2.4.3., segue que £ (Ag)—0 (A1) < grau (As)—grau (A;) e entao temos o resultado. Fixemos
agora um elemento x € F'\ K e consideremos o divisor especifico B := (z)__, o divisor de pélos
de z. Pela demonstracao do teorema 2.4.1., temos que existe um divisor efetivo C' de tal forma
que {(IB+C) > (I +1)grau(B), para todo [ > 0. Por outro lado, pelo lema 2.4.3., temos que
((IB+C) < L(IB) + grau(C): de fato, £(IB+ C) —{(IB) < grau(IB+ C) — grau(IB) =
grau (C). Desta forma, de {(IB+C) > (I+1)grau(B) e ((IB+C) < {(IB) + grau (C)
temos que ¢ (IB) > (14 1) grau (B) — grau (C) = lgrau (B) + ([F : K (z)] — grau (C)) o que
acarreta ¢ (IB) > grau (IB) + ([F : K (z)] — grau (C)).

Portanto, grau (IB) — ¢(IB) < grau(C) — [F: K (z)] e com isso grau (IB) — ((IB) < 7,
VI > 0, onde v = grau(C) — [F : K (x)]. Resta agora mostrar que grau (IB) — ((IB) < v
continua valendo quando substituimos [B por qualquer divisor A de F/K. Afirmamos que
dado um divisor A de F/K, existem divisores A;, D e um inteiro [ > 0 tais que, A < A;,
Ay é equivalente a D e D < [B. De fato, escolha um divisor A; > A, tal que A; é um
divisor efetivo. Entao, pelo lema 2.4.3., obtemos que ¢ (IB — A;) > ((IB) — grau(A;) >
grau (IB) — v — grau (A;) > 0, para [ suficientemente grande. Assim, existe algum elemento
z # 0, com z € L(IB— A;). Colocando D := A; — (z), obtemos A; equivalente a D e
D < Ay — (A; —IB) = IB, como desejado. Utilizando esta afirmagao, conseguimos terminar a
prova da seguinta maneira: como A; > A segue, pela observagao no inicio da demonstragao, que
grau (A) — L (A) < grau(A;) — € (Ay); como Ay é equivalente & D, temos grau (A;) — € (A;) =
grau (D) — (D) < grau (IB) — ¢ (IB) < ~. Logo, grau (A) — ((A) < ~, VA € Dg. |

Devemos observar que a énfase aqui esta no fato que o inteiro v é independente do divisor

A. Esta constante depende somente do corpo de fungoes algébricas F'/K.
Definigao 2.4.7 O género g de F'/K é definido por g := max {grau (A) — ¢ (A) +1| A € Dg}.

Pela proposicao 2.4.2., o conjunto {grau (A) — ¢ (A) +1 | A € Dr} é limitado superiormente
pelo nimero inteiro v+ 1. Logo, o género g é um ntmero finito e assim a defini¢gao anterior faz

sentido. O género € o invariante mais importante de um corpo de fungoes.
Observagao 2.4.3 O género de F//K é um inteiro nao negativo.

Demonstracao De fato, tomando A = 0 temos que grau (0) —¢(0)+1=0—-4(K)+1 =
0 — 1+ 1 = 0; consequentemente g > 0. |

Teorema 2.4.2 (Teorema de Riemann) Seja F//K um corpo de fungoes de género g.

(a) Para todo divisor A € Dg, £ (A) > grau(A) +1—g.

(b) Existe um inteiro ¢, dependendo de F/K, tal que ¢ (A) = grau(A) + 1 — g, sempre que
grau (A) > c.
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Demonstracao (a) Sendo A € Dp qualquer, pela defini¢do do género de um corpo de fungoes,
segue que g > grau (A) — ¢ (A) + 1. Logo, obtemos ¢ (A) > grau (A) +1 —g.

(b) Escolhemos um divisor Ay com g = grau (Ag) — ¢ (Ap) + 1 e seja ¢ := grau (Ay) + g. Para
A um divisor de F'/K, com grau (A) > ¢, pela parte (a) temos que

C(A—Ay) > grau(A— Ay +1—g=grau(A) —grau(Ap)+1—9g>c—grau(4p) +1—g=
l+c—c=1

Logo, ¢ (A — Ap) > 1 e entdo existe um elemento 0 # z € L (A — Ap). Considere o divisor
A= A+ (2), e como (2) > —A + A, temos A" > Ay. Sendo A equivalente & A" segue pelo
coroldrio 2.4.1. que ¢(A) = ((A") e grau(A) = grau(A’). Com isso, grau(A) — ((A) =
grau (A") — ¢ (A"). Pelo lema 2.4.3., temos grau (A") — £ (A") > grau(A4g) — € (Ag) = g — 1.
Portanto, ¢ (A) < grau(A) — g+ 1. Pelo item (a), £ (A) = grau(A) +1 —g. |

Exemplo 2.4.1 Vamos mostrar que o corpo de fungoes racional K (x) /K possui género g = 0.
Para este fim, consideremos o lugar P, e conforme visto na proposicao 2.2.1., temos que
grau (Py) = 1. Considere, para r > 0, o espago vetorial L (rP,,). Note que os elementos
1,z,...,2" estdo em L (rP,). De fato, para 0 < i < r observamos que (z') + rP,, =i (z) +
7Py > 0, pois Py > 0e(x) > 0. Como 1,z,...,2" sdo linearmente independentes em L (7 Pe)
segue que 1 + 1 < 0 (rPy) = grau(rPyx) +1 —g = r+ 1 — g, para r suficientemente grande
(teorema de Riemann, item (b)). Desta forma, r+1 < r+1— g e entdo g < 0. Por outro lado,

vimos que g > 0 para qualquer corpo de fungoes. Logo, g = 0.

Em geral ¢ dificil determinar o género de um corpo de funcgoes algébricas.

2.5 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta se¢ao, F'//K é um corpo de fungoes algébricas de género g.

Definigao 2.5.1 Para A € Dp, definimos i (A) := ¢ (A)—grau (A)+g—1. Este nimero inteiro

é chamado de indice de especialidade do divisor A.

Pelo teorema de Riemann, 2.4.2., temos ¢ (A) > grau (A) + 1 — g e entdo i (A) é um inteiro
nao negativo. Além disso, i (A) = 0 se o grau (A) é suficientemente grande. Na presente se¢ao
forneceremos diversas interpretagdes para o indice de especialidade de divisores de F'/K, como
sendo a dimensao de determinados espacos vetoriais. Para este fim, introduziremos a nogao de

um adele do corpo de fungoes F'/K.

Definigao 2.5.2 Um adele de F//K é uma aplicagao « : Pp — F', dada por a (P) = ap, tal
que ap € Op, para quase todos os lugares P de F/K.
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De acordo com a definicao anterior podemos considerar um adele como uma sequéncia no
corpo F, e portanto utilizamos a notagao a = (ap) pep, ou simplesmente o = (ap). O conjunto
Ap = {a | a é um adele de F/K}, é chamado o espago de adeles de F/K. Este conjunto é
um espago vetorial sobre o corpo K: de fato, sendo ¢ € K e a, 3 no espaco de adeles de F/K
temos que (o +¢f) : Pp — F, é tal que (a +¢f) (P) = a(P) + ¢f(P) = ap + cfp € Op,
e entdo « + ¢ é um adele de F'//K. O adele principal de um elemento x € F' é o adele cujas
componentes sao todas iguais a x, e note que ap = x € Op, para quase todos os lugares P de
F/K faz sentido, uma vez que x nao nulo em F' tem uma quantidade finita de pélos e zeros.
Tomando a aplicacao que toma x € F' e leva no seu adele principal, esta é um mergulho de F
em Ap, uma vez que é uma aplicagao bijetora, e entao podemos escrever ' — Ap. Como temos
este mergulho, a valorizacao discreta vp associada ao lugar P de F'/K se estende naturalmente
para Ap, colocando vp () := vp (ap), sendo que temos ap a P componente do adele . Por

defini¢ao vp () > 0, para quase todos os lugares P de F/K.

Definicao 2.5.3 Para A € Dy definimos o seguinte conjunto:
Ap(A) ={a € Ar|vp(a) > —vp(A), para todo lugar P de F/K}.

Note que este conjunto é um K-subespago vetorial de Ag: de fato, sendo o, em Ap (A)
e 0 # c e K, temos que «a e [ sdo adeles de F/K e vp(a) > —vp(A) e vp(3) > —vp (A),
logo, o+ ¢ é um adele de F/K e vp (a+ cf) := vp (ap + cBp) > min{vp (a),vp (cf)} =
min{vp (a),vp (c) +vp (B)} = min{vp (a),vp (B)} > —vp (A) e entdo a+cf estd em Ap (A).

Teorema 2.5.1 Para qualquer divisor A de F'/K o indice de especialidade é dado por
i(A)=0(Ap) —C(Arp(A)+ F).

Demonstracao Ver referéncia [12], Teorema 1.5.4.. |
Aqui, como usual, as dimensoes dos espacos vetoriais sao tomadas sendo dimensao como

K-espaco vetorial. Como um coroldrio, obtemos outra caracterizagao do género de F/K.
Coroléario 2.5.1 Para qualquer corpo de fungoes F/K temos, g = (Ap) — ¥ (Ap (0) + F).

Demonstracao Por definigao, ¢ (0) = £(0) — grau(0) + g —1=¢(L(0))+g—1 = g e pelo
teorema 2.5.1. obtemos que, i (0) = ¢ (Ap) — £ (Ap (0) + F). u

O teorema 2.5.1. pode ser enunciado da seguinte maneira: ”Para qualquer A € Dp, vale que
C(A)=grau(A)+1—g+l(Ar) —C(Ap(A)+ F).

Esta é uma versao preliminar do teorema de Riemann-Roch, que sera provado nesta secao,
um pouco mais adiante. Introduziremos agora o conceito de diferencial de Weil, o qual conduzira

para uma segunda interpretacao do indice de especialidade de um divisor.
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Definigao 2.5.4 Uma diferencial de Weil de F'/K é uma aplicagdo K-linear w : Ap — K,
que se anula em Ap (A) + F', para algum divisor A € Dg. Definimos o médulo de diferencial
de Weil de F'/K por Qp := {w | w é uma diferencial de Weil de F'//K}, e temos que Qp é um
F-espago vetorial. Para A € Dp seja Qp (A) := {w € Qp | w se anula em Ap (A) + F'}.

Temos que Qp (A) é um espago vetorial sobre o corpo K: de fato, se w; se anula sobre
Ar (A)) 4+ F e wy se anula sobre Ap (As) + F, entdao wy + wo se anula sobre Ag (A3) + F, para
qualquer divisor Az com Az < A; e A3 < Ay, uma vez que Ap (A3) + F C (Ap (A1) + F) N
(Ap (A2) + F), e entdo se a € Ap (A3) + F, segue que (w1 + wq) (@) = wy (@) + wq () = 0;
também, para a € K e a € Ap (A;) + F temos que (aw;) (o) = aw; (o) = 0; note agora que,
para wy e wp em Qp (A), a € K e o € Ap (A)+ F, temos (w1 + aws) (o) = wy (o) +aws (o) =0
e entdo wy + awq € Qp (A). Portanto, Qr (A) é subespago de Q.

Lema 2.5.1 Para A um divisor de F/K temos que ¢ (g (A)) =i (A).

Demonstracao Vamos mostrar que o espago vetorial Qp (A) é isomorfo ao espago das trans-
formagoes lineares de Ap/ (Ap (A) 4+ F) em K. Seja © : Qp (A) — 7 (Ar/ (Ar (A) + F); K),
onde ® (w) = f, com f : Ap/(Ap(A)+F) — K, f(@) = w(a). Note que ¢ estd bem
definida. De fato, sendo @, B em Ap/ (Ap (A) + F), com @ = (3 segue que o — 3 € Ap (A) + F
e entdao f (Oz——ﬁ) =w(a—p) =0, logo, f (@ — B) = 0 implica que f (@) — f (B) =0 o que
acarreta f (@) = f (B). Também, ® (w) = 0 se, e somente se, w (a) = 0 para todo a € Ap, isto
é, se, e somente se, w = 0. Portanto, Ker (®) = {0} e ® é injetora. Temos que ® é sobreje-
tora pela prépria definigdo. Logo, ® é um isomorfismo. Como ¢ (7 (Ap/ (Ar(A)+ F); K)) =
C(Ap) —C(Ap (A) + F), segue que ¢ (p (A)) =i (A). |

Uma consequéncia do lema 2.5.1.; é que Qr # {0}. De fato, escolhemos um divisor A
de modo que o seu grau é menor ou igual & —2 e entao como ¢ (Q2p (A)) =i (A) conseguimos
obter que £ (Qp (A)) =0(A) —grau(A)+g9g—1>2—-1+g+((A)=1+g+¢(A) > 1. Con-
sequentemente, Qg (A) # {0}.

Definicao 2.5.5 Para © € F e w € Qp, definimos a diferencial de Weil zw : Ap — K por

(2w) () == w (za).

Verifiquemos se zw é uma diferencial de Weil de F'/K: se w se anula sobre Ar (A) + F
entdo, para o« = oy + a3 € Ap (A+ (z)) + F com oy € Ap (A+ (2)) e ag € F, teremos que
(zw) (a2) = w (zaz) = 0, pois zag € F e w se anula em Ap (A) + F e, como ag € Ap (A + (x))
entao vp (ay) +vp (A+ (x)) > 0 logo, vp (1) +vp (A) +vp ((x)) > 0; assim, xay € Ap (A4), e

entdo w (zay) = 0. Desta forma, w (za) = w (xag + za) = w (zay) + w (zag) = 0.

Proposicao 2.5.1 O médulo de diferencial de Weil 2 é um espago vetorial sobre o corpo F'

de dimensao um.
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Demonstracao Como Qp # {0} escolhemos w; # 0 em Qp. Temos que mostrar que para
qualquer wy € Qp, existe algum z € F com ws = zw;. Se wy = 0 basta tomar z = 0. Suponha
que wy # 0. Escolhemos A; e Ay divisores de F//K tais que wy € Qp (A1) e wy € Qp (Ay). Para
um divisor B, que sera especificado posteriormente, considere a aplicagao K-linear injetora,
¢; : L(A;+ B) — Qg (—B), que a cada z associa o elemento zw;, para i = 1,2. Afirmamos
que para uma escolha apropriada do divisor B vale que ¢ (L (A1 + B))Nes (L (A2 + B)) # {0}.

Prova da afirmacao anterior: Comecamos com um fato proveniente da Algebra Linear. O
mesmo diz que, se U; e U, sao subespacos de um espaco vetorial V' de dimensao finita entao
(U NUy) > £(Uy) + £(Uy) — £(V). Agora, seja B > 0 um divisor de grau suficientemente
grande tal que ¢ (A; + B) = grau (A; + B) + 1 — g, para i = 1,2, o que é possivel pelo teorema
de Riemann. Seja U; := ¢; (L (A; + B)) C Qp (—B). Temos, ¢ (2 (=B)) =i(—B) ={((—B)—
grau(—B)+g—1 = grau (B) — 1+ g, uma vez que como grau (—B) < 0 segue que ¢ (—B) = 0.
Como ¢; é injetora, i = 1,2, segue que Ker (¢;) = {0} e entdo ¢ (Ker (¢;)) = 0. Pelo Teorema
do Nicleo e da Imagem, obtemos que ¢(A; + B) = ((Ker(¢;)) + £(¢: (L (A; + B))) logo,
((A;+ B) =1{(¢; (L(A; + B))). Portanto, obtemos que:

C(Uy)+L(Us) =t (Q2p (—B)) = grau (Ay + B)+1—g+grau(As + B)+1—g—grau (B)+1—g =
grau (B) + (grau (Ay) + grau (A2) +3(1 —g)).

O termo entre parénteses na igualdade anterior nao depende do divisor B; assim ¢ (U;) +
C(Uy) —€(Qp (—B)) > 0, se o grau de B é suficientemente grande. Usando o fato proveniente
da Algebra Linear segue que U; N Uy # {0}, o que prova a afirmagdo. Com isso, escolhemos
x1 € L(A1+ B) e zg € L (A3 + B) tais que xjw; = xawy # 0. Entao wy = (x;lxl) W1, COMO
desejado. [ |

Queremos vincular um divisor para qualquer diferencial de Weil w # 0. Para este fim,

considere para uma w fixada o conjunto M (w) := {A € Dy | w se anula sobre A (A) + F'}.

Lema 2.5.2 Seja 0 # w € Qp. Entao, existe um divisor unicamente determinado W € M (w)

tal que A < W, para qualquer A € M (w).

Demonstracao Ver referéncia [12], Lema 1.5.10.. [ |

A seguinte defini¢ao faz sentido pelo lema precedente.

Definigao 2.5.6 (a) O divisor (w) de uma diferencial de Weil w nao nula é o divisor unicamente
determinado de F'/K satisfazendo:

(1) w se anula sobre Ap ((w)) + F'.
(2) Se w se anula sobre Ap (A) + F entao A < (w).

(b) Para w € Qp \ {0} e P um lugar de F//K, definimos vp (w) := vp ((w)).
(¢) Um lugar P é dito um zero, respectivamente um pélo, de w se vp (w) > 0, respectivamente

vp (w) < 0. Dizemos que w é regular em P se vp(w) > 0 e w é denominada regular, ou
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holomérfica, se w é regular para qualquer lugar P de F'/K.
(d) Um divisor W é chamado um divisor canoénico de F/K se W = (w), para alguma w
diferencial de Weil nao nula de F//K.

Observagao 2.5.1 Segue imediatamente da defini¢ao 2.5.6. que:

(1) Qr(A) ={weQp|w=00u (w) > A} e
(2) Qp (0) = {w € Qp | w é regular }.

De fato, sendo w € Qp (A) segue que, para a € Ap (A) + F temos w (o) = 0. Observando o
item (a) da defini¢ao 2.5.6. temos (w) > A. Portanto, Qp (A) C {w € Qp |w =0 ou (w) > A}
Agora, se w = 0 entdo w se anula em Ap (A) 4+ F, para qualquer A divisor de F'/K; se w # 0 e
(w) > A temos, para o € Ap (A) + F, que vp (o) > —vp (A) o que implica vp ((w)) +vp () >
vp ((w)) —vp(A) > 0 e com isso, —a € Ap((w)) + F. Desta forma, w(a) = 0 implica que
{weQp|w=00u (w) > A} C Qp (A). Portanto, temos a igualdade de conjuntos desejada.
Temos também que, se (w) > 0 entdo vp ((w)) > 0, para qualquer lugar P de F//K. Logo,
Qrp((0) C {weQr|wéregular } e, se w é regular segue que w € Qp (0). Dai, Qr (0) =
{w € Qp | w é regular }, como queriamos.

Como uma consequéncia do lema 2.5.1. e da definigdo 2.5.1. obtemos que ¢ (Qr (0)) = g.
De fato, pelo lema 2.5.1. temos que £ (Qr (0)) =i (0) e, pela defini¢ao 2.5.1., segue que i (0) =
0(0)—grau(0)+g—1=1+g—1=g.

Proposigao 2.5.2 (a) Para 0 # 2 € F e 0 # w € Qp temos que (2w) = () + (w).

(b) Qualquer par de divisores canonicos de F'//K sao equivalentes.

Demonstracao (a) De acordo com a definigdo 2.5.5. se w se anula sobre Ap (A) + F entao zw
se anula sobre Ap (A + (x))+F. Pelo item (a) da definigdo 2.5.6., w se anula sobre Ap ((w))+F
logo, zw se anula sobre Ar ((w) + (x))+ F'. Pelo mesmo item da definigao citada anteriormente,
(w) + (z) < (2w). Da mesma forma, zw se anula sobre Ap ((zw)) + F e com isso z lzw se
anula sobre Ar ((zw) + (z71)) + F e entao (zw) + (z7') < (z7law) = (w). De (w)+(x) < (2w)
e (1) + (17) < (z7aw) = (@), segue que () + (2) < (w) < — (37 + ) = (@) + (2).
Portanto, (zw) = (z) + (w).

(b) Sejam W' e W" dois divisores canonicos de F/K, ou seja, W' = (w') eW" = (w”), para w’

" . P . ~ 7 .
e w diferenciais de Weil de F'/K, nao nulas. Como Qr é um espago vetorial sobre o corpo F

de dimensio um, existe z ndo nulo em F tal que w’ = zw’. Assim, W —W" = (w/) — (zw/) =
(W) = (2) = (W) = (z7"). Logo, W' =W" + (27'), onde 2~ € F\ {0}. Entdo, W' e W sdo
divisores equivalentes. [ |

Teorema 2.5.2 Sejam A um divisor arbitrario de F'/K e W = (w) um divisor canénico de
F/K. Entao, a aplicagao pu : L(W — A) — Qp (A) dada por p(z) = zw, é um isomorfismo
de K-espagos vetoriais. Em particular, i (4) = ¢ (W — A).
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Demonstracao Para © € L(W — A) temos que (x) + W — A > 0. Logo, (z) + (w) > A
implica que (zw) > W — (W — A) = A. Pela observagao 2.5.1., 2w € Qp (A). Portanto, u estd
bem definida. Agora, para x,y € L(W — A) e A € K temos que, u(z+ \y) = (xr+ \y)w =
Tw+ Ayw = p(x) + A (y). Assim, p é K-linear. Também, p é injetora: de fato, p(z) =
@y = 2w =yw = (r—y)w =0 =2 —y =0, uma vez que w # 0. A fim de mostrar
que 4 é sobrejetora, considere uma diferencial de Weil w' € Qg (A). Pela proposicao 2.5.1.,
w' = zw, para algum = € F. Como, (z) + W = (z) + (w) = (2w) = (w') > A, obtemos
() > A—W = — (W — A). Logo, z € L(W — A) e p(2) = 1w = w'. Portanto, y é sobejetora.
Concluimos assim que p é um isomorfismo de K-espagos vetoriais. Desta forma, £L(W — A) e
Qp (A) possuem a mesma dimensao. Pelo lema 2.5.1., obtemos que ¢ (Qr (A)) =i (A). Entao,
i(A) =L (W — A), como querfamos demonstrar. |

Com este resultado demonstraremos o teorema de Riemann-Roch, o qual é um dos teoremas

mais importantes da teoria de corpos de funcoes algébricas.

Teorema 2.5.3 (Teorema de Riemann-Roch) Seja W um divisor candnico do corpo de
fungoes F//K. Entao, para qualquer divisor A de F/K, temos que a dimensao de A satisfaz a
seguinte igualdade: ¢(A) = grau (A)+1— g+ (W — A).

Demonstracao Por defini¢do, para qualquer divisor A de F/K temos que i (A) = ¢(A) —
grau(A) + g — 1. Pelo teorema 2.5.2., segue que i (A) = ¢{(W — A), onde W é um divisor
canonico de F/K. Portanto, ¢ (A) = grau(A)+1—g+ (W — A). [ |

Corolério 2.5.2 Para um divisor canonico W, temos que grau (W) =29 —2¢ {(W) = g.

Demonstracao Tomando A sendo o divisor nulo de F'/K, o teorema de Riemann-Roch e o
lema 2.4.2. nos fornecem 1 = ¢ (K) =0+1—g+ ¢ (W —0). Logo, ¢ (W) = g. Agora, tomemos
A =W e assim obtemos, pelo teorema de Riemann-Roch, que ¢ (W) = grau (W) +1— g+ 1.
Sendo g = ¢ (W) concluimos que grau (W) = 2g — 2. |

Do teorema de Riemann, ja sabemos que existe alguma constante ¢ tal que i (A) = 0,
sempre que grau (A) > c¢. Podemos agora dar uma descrigdo mais precisa de como escolher

essa constante.

Teorema 2.5.4 Se A é um divisor de F/K, com grau(A) > 2g — 1, entdo vale a seguinte

igualdade para a dimensao de A: ¢(A) = grau(A)+1—g.

Demonstracao Pelo teorema de Riemann-Roch temos ¢ (A) = grau (A)+1—g+ (W — A),
onde W é um divisor canénico de F/K. Ja que grau(A) > 2g — 1 e, pelo corolario 2.5.2.,
grau (W) = 2g—2 segue que grau (W — A) = grau (W) —grau (A) <2g—2—29+1=—-1<0.
Do corolério 2.4.1. (b) temos £ (W — A) = 0. Logo, segue que £ (A) = grau (A) +1—g. [ |

Observe que a limitacao 2g — 1 neste teorema é a melhor possivel. De fato, para um divisor
canonico W onde temos grau (W) = 2g —2 < 2g — 1 obtemos que grau (W)+1—g=g—1,e
entdo g =¢ (W) > grau (W) +1—g.
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2.6 Algumas consequéncias do Teorema de Riemann-

Roch

Como na segao anterior, F'/K é um corpo de fungoes algébricas de género g. Queremos discutir
varias consequéncias do teorema de Riemann-Roch. O nosso primeiro objetivo é mostrar que o
teorema de Riemann-Roch fornece uma caracterizacao para o género de um corpo de fungoes

algébricas.
Proposicao 2.6.1 Suponha que g, um nimero inteiro, e Wy um divisor de F//K satisfazem
((A) = grau(A) +1—go+ ¢ (Wy — A), para qualquer divisor A de F//K.
Entao, go = g e Wy é um divisor canonico de F/K.

Demonstracao Tomamos A = 0; com isso temos 1 = £(0) = grau (0)+1—go+ £ (Wy) e entdo
¢ (Wy) = go. Tomando agora A = W, segue que go = £ (Wy) = grau (Wy)+1—go+£(0). Logo,
grau (Wy) = 290 — 2. Seja W um divisor candnico de F'/K. Escolhemos um divisor A com
grau (A) > max {29 — 2,29y — 2}. Entao, pelo teorema 2.5.4., segue que ¢ (A) = grau (A)+1—
g. Como grau (Wy — A) = grau (Wy) — grau (A) < 290 — 2+ 2 — 2go = 0, ent@o pelo corolédrio
2.4.1.(b) vemos que ¢ (W, — A) = 0. Dai, pela hipétese, ¢ (A) = grau(A) + 1 — go. Portanto,
grau(A) + 1 — gy = grau(A) + 1 — g o que implica que g = go. Finalmente, substituimos
A=W em l(A) =grau(A)+1— gy + ¢ (Wy— A) e observamos que:

(W) =grau (W)+1—g+L(Wo —W) = g=(29—2)+1—g+L (W — W) =L (Wy — W) = 1.

Uma vez que grau (Woy — W) = grau (Wy) — grau (W) = 2g — 2 —2g+ 2 = 0, pelo corolario
2.4.1. (¢), temos que Wy — W é um divisor principal, ou seja, Wy — W = (z), para = € F'\ {0}.
Logo, Wy = W + (x) e como W é um divisor canénico de F/K, segue que W = (w), para
alguma 0 # w € Qp. Dal Wy = (w) + () e, pela proposicao 2.5.2. (a), temos (w) + (z) = (zw).
Assim, W, = (a2w) onde, de acordo com a defini¢ao 2.5.5., zw ¢é diferencial de Weil de F/K e
entdo Wy é divisor canénico de F'/K. |

Outra caracterizagao 1til de divisores canonicos é dada a seguir.
Proposigao 2.6.2 Um divisor B é canonico se, e somente se, grau (B) =29 —2e {(B) > g.

Demonstragao Suponha que grau (B) = 29 —2 e {(B) > g. Escolhemos um divisor canoénico
W. Pelo teorema de Riemann-Roch temos que, g < ¢(B) = grau(B)+1—g+{(W — B) =
g—1+((W — B). Portanto, { (W — B) > 1 e como grau (W — B) = grau (W) — grau (B) =
2g — 2 —2g+2 = 0, pelo coroldrio 2.4.1.(¢), W — B é um divisor principal. Logo, existe
x € F\ {0} tal que W — B = (z) e dai B =W — (z); sendo W um divisor canonico segue que
W = (w), para alguma 0 # w € Qp. Assim, B = (7 'w) e entdo B é um divisor candnico, uma
vez que 7 'w é uma diferencial de Weil de F//K. Reciprocamente, se B é um divisor canénico
entdo, pelo corolario 2.5.2., observamos que grau (B) =29 —2 e ((B) = g. |

Em seguida, chegamos a uma caracterizagao que envolve o corpo de fungoes racional.
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Proposicao 2.6.3 Para um corpo de fungoes F'/K as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(1) F/K é um corpo de fungodes racional, isto é, o corpo F' é tal que F' = K (x), para algum x
que ¢é transcendente sobre K.

(2) F'/K possui género g = 0 e existe algum divisor A de F/K com grau (A) = 1.

Demonstracao (1) = (2): Do exemplo 2.4.1. temos que F'/K possui género g = 0 e tomando
A = P, do mesmo modo como visto na segdo 2.2., segue pela proposicao 2.2.1.(c) que
grau (Py) = 1.

(2) = (1): Suponha que F/K tenha género g = 0 e que exista um divisor A de F/K tal que

grau (A) = 1. Assim, temos que grau (A) > 2g — 1 e entao, pelo teorema 2.5.4., obtemos que
C(A)=grau(A)+1—g=grau(A)+1=2.

Deste modo, ¢(A) # 0 e entao £ (A) # {0} o que implica que A é um divisor equivalente
a A', para algum divisor efetivo A', conforme visto na observacio 2.4.1. (b). Logo, temos que
¢ (A") =€(A) = 2, conforme coroldrio 2.4.1. (a), e com isso existe um elemento z € £ (A") \ K
e a fortiori (z) # 0 e (z) + A" > 0. Pelo coroldrio 2.4.1. (a), grau (A) = grau (A') = 1 e como
A" > 0, isto se torna possivel somente se A" = (x),,, o divisor de pélos de =. Agora, pelo
teorema 2.4.1., [F: K (z)] = grau((z),) = grau (4") =1, e assim F = K (z). [

O préximo teorema reforca o que foi visto no teorema da Aproximacao Fraca.

Teorema 2.6.1 (Teorema da Aproximagao Forte) Seja S C Pp um subconjunto préprio
do conjunto dos lugares de F'//K e Py, ..., P. elementos de S. Suponha que sao dados z1, ..., z,

no corpo F' e nq,...,n, numeros inteiros. Entao, existe um elemento x € F tal que,
vp, (r — ;) =n;, para todo i =1,...,7 e vp (z) > 0, para todo P € S\ {P,..., P}

Demonstracao Ver referéncia [12], Teorema 1.6.4.. |
Neste momento, cabe ressaltarmos que a teoria a seguir ¢ de suma importancia para o

restante do trabalho.

Proposicao 2.6.4 Seja P um lugar de F'/K. Entao, para todo n > 2g, existe um elemento

x € F com divisor de pélos (z) = nP.

Demonstracao Considere o divisor (n — 1) P, para n um ndimero natural, n > 2g. As-
sim, temos que grau((n — 1) P) > 2g — 1 e, pelo teorema 2.5.4., temos que ¢((n — 1) P) =
(n—1)grau(P)+ 1 —g. Também, grau (nP) > 2g > 2g — 1, uma vez que g > 0 e, nova-
mente pelo teorema 2.5.4., £ (nP) = ngrau(P) + 1 — g. Portanto, £ ((n —1) P) C L (nP),
como subespago préprio. Tomando = # 0 em £ (nP)\ L ((n — 1) P), temos que (z) > —nP.
Logo, (z), — (), + nP > 0, com (x),,(z), > 0 e supp((x),) N supp ((z),,) = 0. Como
r ¢ L((n—1)P) temos que (z), — (z),, < —nP + P. Desta forma, obtemos o seguinte
—nP < (z),— (z), < —nP+P= (x),+nP < (z), < (z), +nP.

Concluimos entao que, (z) = nP. |
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Definigao 2.6.1 Seja P um lugar de F/K. Um numero inteiro n > 0 é chamado ordem de
polo do lugar P se, e somente se, existe um elemento x € F' com (x) = nP. Caso contrario,

n é chamado uma lacuna de P.

Pela proposi¢ao 2.6.4. temos que n é uma ordem de pélo de P se, e somente se, ¢ (nP) >
¢((n—1) P). Além disso, o conjunto das ordens de pdlo de P é um subsemigrupo do semigrupo
aditivo dos nimeros naturais incluindo o zero. De fato, note que se n; e ny sao ordens de
polo de P, entdo existem elementos x; e zo em F com (x1), = niP e (x2),, = noP e dai

(T172) o = (T1) o + (T2) oo = M P +n2P = (11 + n2) P.

Teorema 2.6.2 (Teorema das Lacunas de Weierstrass) Seja /K corpo de fungoes de
género g > 0 e seja P um lugar de grau um de F/K. Entao existem exatamente g lacunas

i <y <...<i4de P. Além disso, temos i1 =1 e ¢, < 2g — 1.

Demonstracgao Pela proposigao 2.6.4. qualquer lacuna n de P ¢é tal que n < 2g—1, e 0 é uma
ordem de pélo de P, pois tomando 0 € F' observamos que (0) =0 = 0F.

Temos a seguinte caracterizacao de uma lacuna:
i 6 uma lacuna do lugar P <= L ((i — 1) P) = L (iP).

De fato, se 7 é uma lacuna de P entao nao é uma ordem de polo de P, e assim ¢ nao é
maior ou igual do que 2g; dai ¢((i — 1) P) > £(iP) e, como L ((i —1) P) C L(iP), temos a
igualdade £ ((i — 1) P) = L (iP). Reciprocamente, se vale que L ((i — 1) P) = L (iP), suponha
que exista x € F com (z), = iP; assim segue que z € L (iP), pois (z) + 1P = (z), —
() +1iP = (z), —iP +iP = (x), > 0; no entanto « ¢ L ((i — 1) P), pois caso contrério
terfamos que (z), — (), +iP — P > 0 e entao (z), — P > 0, o que é absurdo uma vez que
por P pertencer ao supp ((x),,) segue que P ¢ supp ((x),); logo, x € L(iP)\ L((i —1)P),
0 que contraria a hipdtese. Portanto, ¢ é uma lacuna de P. Considere agora a sequéncia de
espagos vetoriais K = L(0) C L(P) C L(2P) C ... C L((2g—1) P), onde ¢(0) =1 e como
grau ((2g — 1) P) = 2g — 1, pois grau (P) = 1, pelo teorema 2.5.4. segue que ¢ ((2g — 1) P) =
grau((2g — 1) P)+1—g =2g9—1+1—g = g. Pelo lema 2.4.3., segue que ¢ (iP)—¢((i — 1) P) <
grau (iP) —grau((i —1) P) =i — (i — 1) = 1, para todo i > 0. Tomando a dimensao de cada
espacgo vetorial da sequéncia descrita anteriormente, obtemos g — 1 ntimeros 1 < ¢ < 29 — 1,
com L ((i—1)P) C L(iP) como subespaco préprio. Os g nimeros 0 < i < 2g — 1 restantes
serdo tais que L ((i — 1) P) = L (iP) e, pela caracterizagao de lacuna, temos que sado lacunas
de P. Mostremos que 1 é uma lacuna de P. Suponha que 1 é uma ordem de polo de P. Como
as ordens de polo de P formam um semigrupo aditivo, segue que qualquer niimero natural n é
uma ordem de polo de P e entao nao ha lacunas. Absurdo, pois g > 0 e ja vimos que temos ¢
lacunas. Portanto, 1 é uma lacuna. [ |

Pelo corolario 2.4.1. (b), para um divisor A tal que grau(A) < 0 temos que ¢(A) = 0 e

entdao L (A) = {0}. Por outro lado, pelo teorema 2.5.4., se grau (A) > 2g — 2 entdo temos
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que ¢ (A) = grau(A) + 1 — g. Assim, a dimensao de um divisor A depende somente do grau
de A e do género do corpo de fungoes, caso grau(A) > 2g — 1. Queremos considerar mais
estreitamente o caso em que 0 < grau (A) < 2g — 2. Neste caso a situagao é um tanto quanto

complicada mas mesmo assim conseguimos alguns resultados gerais.

Defini¢ao 2.6.2 Um divisor A do corpo de fungoes F'//K é chamado nao especial se o indice

de especialidade de A for tal que i (A) = 0; caso contrario, A é chamado especial.
Destacamos algumas consequéncias imediatas desta defini¢ao.

Observagao 2.6.1 De acordo com a defini¢ao 2.6.2., temos que:
) Um divisor A é nao especial se, e somente se, ¢ (A) = grau (A) +1 — g.
2) grau (A) > 2g — 2 = A é nao especial.

3) Se dois divisores sao equivalentes entao sao ambos especiais ou ambos nao especiais.

5) Qualquer divisor A que tenha dimensao maior do que zero, com grau (A) < g, é especial.

(1
(
(
(
(
(

)
)
4) Divisores canonicos sdo especiais.
)
)

6) Se A é um divisor nao especial e B é um divisor tal que B > A entao B é nao especial.

Demonstracao (1) Pela definigdo 2.5.1. temos que i (A) = ((A) —grau(A) +g—1. Se A
é nao especial segue que i (A) = 0 e entdo ¢ (A) = grau(A) + 1 — g. Reciprocamente, se
((A) = grau(A)+1—gentao £ (A) — grau(A)+ g — 1 = 0; logo, i (A) = 0.

(2) Se grau(A) > 2g — 2 entado, pelo teorema 2.5.4., temos que a dimensao de A é tal que
((A) = grau(A) +1 — g o que implica que ¢ (A) — grau(A) +g—1 =0 e assim, i (A) = 0.
Portanto, A é nao especial.

(3) Se o divisor A ¢ equivalente ao divisor A" entdo temos ¢ (4) = ¢ (4') e grau (A) = grau (A").
Logo, i (A) =i (4').

(4) Seja W um divisor canénico. Entdo, pelo coroldrio 2.5.2., segue que grau (W) =29 — 2 e
C(W)=g. Assim, i (W) =9g—29g+2+¢g—1=1%#0 e a fortiori W é especial.

(5) Seja A um divisor de F/K com £(A) > 0 e grau(A) < g. Como i (A) = ((A) — grau (A) +
g—1 obtemos que, 1 <V (A) = grau (A)+1—g+i(A) <i(A)+1 o queimplicaquei(A)+1>1
e entao i (A) > 0. Como consequéncia, i (A) # 0 e entao A ¢é especial.

(6) Pelo teorema 2.5.1. temos i (A) = ((Ap) — ((Ap (A) + F) e, como i (A) = 0, segue que
Arp = Ap(A)+ F. Sendo B > A entdo Ap (A) C Ap(B). Logo, Ap C Ap(B) + F e daf
Ap = Ap(B)+ F. Desta forma, i (B) ={((Ar) — ¢ (Ar (B)+ F) = 0. |

No que diz respeito ao item (5) da observagao precedente, o resultado a seguir é interessante.

Proposicao 2.6.5 Suponha que T seja um subconjunto do conjunto de lugares do corpo de
fungdes F'/K, onde todos os lugares que estao em 7' sdo de grau um e o nimero de elementos
de T é tal que |T| > g. Entao, existe um divisor efetivo e nao especial B com grau (B) = g e
supp (B) CT.
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Demonstracao Ver referéncia [12], Proposi¢ao 1.6.10.. [ ]
Concluimos esta secao com uma desigualdade para a dimensao de um divisor arbitrario de

grau menor ou igual a 2g — 2.

Teorema 2.6.3 (Teorema de Clifford) Para qualquer divisor A do corpo de fungoes F//K,
com 0 < grau (A) < 2g — 2, vale que £ (A) < 1+ 3 (grau (A)).

O principal passo para a demonstragao do teorema de Clifford é o resultado que vem a

seguir, o qual enunciaremos como um lema.

Lema 2.6.1 Suponha que A e B sdo divisores com ¢ (A) > 0 e ¢(B) > 0. Entao, temos que
((A)+4(B) <1+ {(A+DB).

Demonstragao Ver referéncia [12], Lema 7.6.12.. |
Demonstragao[Teorema de Clifford| Se ¢ (A) = 0, como grau (A) > 0, segue o resultado. Para

W um divisor canoénico, com ¢ (W — A) = 0, pelo teorema de Riemann-Roch temos que:

C(A)=grau(A)+1—g+l (W — A) = grau(A)+1—g = 1—|—% (grau (A))—l—% (grau (A) — 2g) <

1+ % (grau (A)) + % (29—2—2g9)=1+ % (grau(A)) —1<1+ % (grau (A)).

Consideremos agora o caso em que £ (A) > 0 e £ (W — A) > 0. Assim, aplicando o lema
2.6.1., obtemos: ((A) +{(W —A) < 1+{¢(W) =1+ g. Por outro lado, pelo teorema de
Riemann-Roch, temos que ¢ (A) — ¢ (W — A) = grau (A) + 1 — g. Portanto, somando as duas
ultimas expressoes desenvolvidas anteriormente, conseguimos obter a seguinte desigualdade:
20(A) < grau(A) + 2. Logo, { (A) <1+ 5 (grau (A)). u

2.7 Componentes Locais das Diferenciais de Weil

Na secao 2.5. consideramos o mergulho ' — Ay como sendo a aplicacao que toma x € F' e leva
no correspondente adele principal. Vamos agora introduzir, para qualquer lugar P do corpo de

fungdes F//K, um outro mergulho de F' em Ap.

Definigao 2.7.1 Seja P um lugar do corpo de fungoes F'/K.

(a) Para = € F seja tp(x) € Ap o adele cuja P-componente é = e todas as outras demais
componentes sao iguais a zero.

(b) Para uma diferencial de Weil w € Qp definimos a sua componente local como sendo a fungao

wp : F'— K dada por wp (z) := w (tp (2)).
Claramente temos que wp é uma aplicagao K-linear.

Proposigao 2.7.1 Seja w uma diferencial de Weil de F//K e a = (ap) um adele de F/K.

Entdo wp (ap) # 0, para uma quantidade finita de lugares P e w(a) = > pcp, wp (ap). Em

particular, > pcp wp (1) = 0.
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Demonstragao Ver referéncia [12], Proposicao 1.7.2.. [ ]
Para finalizar este capitulo, a proposicao a seguir vem nos dizer que uma diferencial de Weil

¢é determinada unicamente por qualquer das suas componentes locais.

Proposicao 2.7.2 (a) Seja w # 0 uma diferencial de Weil de F//K e P um lugar. Entao,
vp (w) =max{r|r € Z e wp(x) =0, para todo x € F com vp (z) > —r}.

Em particular, wp # 0.
(b) Se w e W' sdo diferenciais de Weil de F//K e wp = wp, para algum lugar P de F'/K, entdo

’
Ww=w.

Demonstragao Ver referéncia [12], Proposicao 1.7.3.. [ ]



Capitulo 3

Cddigos Geométricos de Goppa,

Derivacoes e Formas Diferenciais

Neste capitulo descrevemos a teoria de cédigos usando corpos de fungoes algébricas. Comegamos
com uma breve introducao dos conceitos da teoria de codificacao. Em seguida, definimos
cddigos Geométricos de Goppa e desenvolvemos suas principais propriedades. Também, vamos
introduzir os conceitos de Derivacoes e Formas Diferenciais que, de certa maneira, serao de

grande utilidade em nossas discussoes posteriores.

3.1 Coadigos

Vamos introduzir algumas nogoes basicas da teoria de codificagao. Seja F, um corpo finito com
q elementos. Consideremos o espago vetorial n-dimensional Fy/, cujos elementos sao n-uplas da

forma (a4, ...,a,), com a; no corpo Iy, para todoi=1,...,n.
Definigao 3.1.1 Para a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,) em F} seja d(a,b) := |{i | a; # bi}|.

A funcao d(a,b) apresentada na definicao 3.1.1. define uma distancia em F} e d(a,b) é

chamada de Distancia de Hamming em Fj. O peso de um elemento a € Fy é definido como

w(a):=d(a,0)=|{i|a; #0}|

Definigao 3.1.2 Um cddigo C' sobre o alfabeto F, ¢ um subespaco vetorial de Fy. Os ele-
mentos de C' sao chamados de palavras do cédigo. O nimero natural n, que aparece em [y, ¢
denominado o comprimento do cddigo C' e ¢ (C') é a dimensao de C' como F,-espaco vetorial.
Um cédigo de comprimento n e dimensao k é denotado por [n, k|. A distancia minima de um
codigo C' # {0} ¢é denotada por d (C) e ¢é definida como

d(C) :=min{d(a,b) | a,b € C e a # b}.

Como d(a,b) = |{i]a;—b;#0} = d(a—0,0) = w(a—b) e a—b € C, pois C' é um

espago vetorial, segue que a distancia minima é tal que d(C) := min{w(c) |0 # c € C}. Um

38
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codigo [n, k| com distancia minima d serd referido como um cédigo [n,k,d]. A distribuicdo
de peso de um cédigo [n,k] é a (n+ 1)-upla (Ay,...,A,) de nimeros naturais incluindo o
zero, onde cada entrada é dada por A; := |{c € C' | w(c) = i}|. Desta forma, temos que Ay =
{ce C|w(c) =0} = 1, pois o unico elemento tal que w(c) = 0 é o zero. Pela prépria

defini¢ao, resulta também que A; =0, para 1 <i < d(C) — 1.

Definicao 3.1.3 Seja C' um cddigo [n, k] sobre F,. Uma matriz geradora de C' é uma matriz

k x n, cujas linhas formam uma base para C'.

Definigao 3.1.4 O produto interno canénico sobre Fy é definido por, (a,b) := > | a;b;, para
a=(ai,...,a,) eb=(by,...,b,) € Fy.

Definigao 3.1.5 Se C' C F? é um c6digo entdo C+ := {u € F? | (u,c) = 0,Vc € C'} é chamado
o codigo dual de C. O cddigo C' é denominado auto-dual, respectivamente auto-ortogonal, se

C = C*, respectivamente, se C C C*+.

Da Algebra Linear temos que Fpr=Co C* e entéo, E(FZ) =10(C)+ ¢ (CL). Logo,
((C*+) = n — k e portanto o dual de um cédigo [n,k] é um cédigo [n,n — k]. Também,

n

(C’L)L = C. Em particular, a dimensao de um cédigo auto-dual de comprimento n ¢ 3

Definicao 3.1.6 Uma matriz geradora H de C* é dita a matriz de checagem de paridade do

cédigo C.

Note que a matriz de checagem de paridade de um cédigo C' [n, k|, é uma matriz de ordem
(n — k) x n, com (n — k) linhas e n colunas. Além disso, temos que C' := {u € FI' | Hu' = 0},
onde u! denota a transposta de u. Deste modo, uma matriz de checagem de paridade verifica se
um vetor u € Fy é uma palavra c6digo ou nao. Um dos problemas basicos na teoria dos codigos
¢ construir, sobre um alfabeto fixo Fy, cédigos tais que a dimensao e a distancia minima sao

grandes em comparacao com o comprimento.

Proposicao 3.1.1 (Cota de Singleton) Para um cédigo C, [n, k,d], vale o seguinte:
kE+d<n+1.

Demonstragao Considere um subespaco vetorial W C ' dado por
W= {(ay,...,a,) € F | a; = 0,Vi > d}.

Pela propria definicao de peso, para qualquer a € W, temos que o peso de a é tal que
w(a) < d — 1 uma vez que como a € W, temos a; = 0,Vi > d e assim se a; # 0, segue que
i < d. Como d(C) := min{w(c) | 0#ce C} segue que W NC = {0}, pois se existe a # 0
nesta intersegao segue que w (a) < d e entdo min{w (¢) | 0 # ¢ € C'} < d, o que é absurdo. Da
Algebra Linear, temos £ (C' + W) = £ (C)+L (W)= (W N C), e como £ (W N C) = 0 é imediato
que ((C+W) =L(C)+L£(W)=k+d—1. Por C+ W ser subespaco de Fy, £(C' + W) < n.
Logo, concluimos que k+d — 1 <n e a fortiori, k +d < n + 1. [ |
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Observacao 3.1.1 Em geral, obter cotas para a distancia minima de um dado cddigo nao é
um problema muito facil. Uma das razoes para o interesse em codigos Geométricos de Goppa,
a ser definido na préxima secao, é que para esta grande classe de codigos se consegue avaliar

uma boa cota para a distancia minima.

3.2 Codbdigos Geométricos de Goppa

Vamos introduzir a nocao de um coédigo Geométrico de Goppa. Antes disso, fixemos algumas
notagoes que serao usadas a partir de agora.

F/F, é um corpo de funcoes algébricas de género g.

Py, ..., P, sdo lugares dois a dois distintos de F'/F, de grau um.

D=P +...+PF,.

G é um divisor de F/F, tal que supp (G) N supp (D) = 0.

Definigao 3.2.1 O cédigo Geométrico de Goppa C, (D, G), associado com os divisores D e
G, é definido por:

Ce(D,G) == {(x(P),...,x(P.) | = € L(G)} CF".

Note que esta definigao faz sentido: para z € L (G), pela observacao 2.4.1. (a), segue que
vp, (x) + vp, (G) > 0, para todo i = 1,...,n, e como supp (G) N supp (D) = @ temos que
vp, (G) = 0, logo vp, () > 0 e assim © € Op,, Vi = 1,...,n; além disso, de acordo com a
defini¢ao 2.1.6., a classe de residuos x (P;) de  médulo P; é um elemento do corpo das classes
de residuos de P;; como grau (P;) = 1, pelo item (b) da defini¢ao 2.1.6., o corpo das classes de
residuos é I, e assim x (P;) € F,, e com isso a definigdo anterior tem sentido.

O teorema seguinte ir4 mostrar a razao desses cédigos serem tao interessantes: podemos
calcular, ou obter uma estimativa muito boa, para os parametros n, k e d por meio do teorema
de Riemann-Roch, e obtemos uma cota inferior para a distancia minima em uma situacao muito

geral.

Teorema 3.2.1 C, (D,G) é um cédigo [n, k, d] com parametros satisfazendo o seguinte:
k=0(G)—¢(G—-D)ed>n—grau(G).

Demonstragao Seja a aplicagao evp : L(G) — Fy evp(z) = (v (P1),...,z(F,)) € F.
Como a imagem de evp é Cr (D, Q) segue que evp é uma aplicagao linear sobrejetora de L (G)
para C; (D, G). Observemos que, Ker (evp) = {x € L(G) |z (P)=0,Vi=1,...,n}. Note
que, sex (P) =0entdox € P, ={z € F | vp, (z) > 0} e assim segue que, vp, (z) > 0. Portanto,
Ker (evp) ={x € L(G) |vp, (x) >0,Vi=1,...,n}.

Sejax € L (G — D). Entao, pela observagao 2.4.1. (a), vp, (x) > —vp, (G — D) = —vp, (G)+
vp, (D) = 0+ vp, (D) o que implica vp, (x) > vp, (D) > 0 e assim, vp, () >0, Vi =1,...,n.
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Como G — D < @, segue do lema 2.4.3., que L(G — D) C L(G); logo, x € L(G) e vp, (x) >
0, para todo i« = 1,...,n, ou seja, x € Ker (evp). Portanto, L(G — D) C Ker (evp).
Agora, seja x € Ker(evp). Assim, € L(G) e vp;(x) > 0,Vi = 1,...,n. Além disso,
{r e Flvp(xz)+vp(G)—vp(D)>0,YP} D{x € L(G) |vp, () —vp (D) >0Vl <i<n}D
{z € L(G) |vp, (x) >0,Vi=1,...,n}. Portanto, x € L(G — D) e Ker (evp) C L(G — D).
Concluimos com isso que Ker (evp) = L (G — D). Pelo Teorema do Niicleo e da Imagem obte-
mos, ¢ (Ker (evp)) + £ (C (D,G)) = £(G) o que implica ¢ (C, (D, G)) = (G) — (G — D).
Por conseguinte, k = ((G) — £ (G — D). A asser¢ao referente a distancia minima d faz
sentido somente se Cr (D, G) # {0}. Assim, assumimos que este c6digo nao ¢ trivial. Escolha
x nao nulo em L (G) com w(evp (x)) = d. Logo, em evp () = (x(Py),...,x(P,)) temos
) = 0. Dai, vp, (z) >

(x) > 0, ou seja, estes n — d lugares de F'/K sao zeros de x. Assim 0 # z estd

n — d entradas nulas. Suponha que z(P;,) =z (P,) = ... = z (P,

n—d
0,... U
em L (G — (Pi1 +...+ de)) logo, ¢ (G’ — (Pi1 4+ ...+ Pin—d)) # 0 e entao, pelo corolario
2.4.1. (b), temos 0 < grau (G — (P, + ...+ P, ,)) = grau(G) — (n — d) = grau (G) — n +d.

Conclusao: d > n — grau (G). |

Corolario 3.2.1 Suponha que o grau de GG é esritamente menor do que n. Entao, a chamada

aplicacao avaliacao evp : L (G) — Cr (D, G) é injetora e além disso temos que:
(a) C¢ (D, @) é um cddigo [n, k,d] com os parametros satisfazendo
d>n—grau(G) e k=0(G) > grau(G)+1—g.

Consequentemente, k +d >n+1—g.
(b) Se tivermos ainda a hipétese adicional, 2g — 2 < grau (G) < n, entao k = grau (G) +1—g.

(¢) Se {z1,...,zx} é uma base de £ (G) entao a matriz
i (P) w(P) - wi(P)
M= $2(‘Pl) $2('P2) 1’2(‘Pn)

é uma matriz geradora para Cr (D, G).

Demonstracao Temos grau (G) < n e entao grau (G — D) < 0. Pelo corolério 2.4.1.(b), segue
que se grau (G — D) < 0 entdo ¢ (G — D) = 0. Assim, £ (G — D) = {0} e como L (G — D)
é o Kernel da aplicacao avaliagao, temos que Ker (evp) = {0} o que acarreta que a aplicacao
avaliagao ¢é injetora. Agora, pelo teorema 3.2.1., temos que C (D, G) é um cédigo [n, k, d| com
k=10(G)—{(G—D). Como ¢ (G — D) =0 segue que k = £ (G). Pelo teorema de Riemann,
item (a), vemos que ¢ (G) > grau (G) +1— g e entao, k = ((G) > grau (G) + 1 — g. Também,
pelo teorema 3.2.1., temos d > n — grau (G). Dai, k+d > n+1— g. Isto prova o item (a). Se
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além das hip6teses anteriores temos que grau (G) > 2g — 2, pelo teorema de Riemann item (b),
obtemos que ¢ (G) = grau (G)+1—glogo, k = grau (G)+1—g. Isto prova o item (b). Provemos
agora o item (c). Como o conjunto {zi,...,x;} é base de £ (G) e a aplicagao avaliagao leva
base em base segue que o conjunto {evp (z1),...,evp (zx)} é uma base de C (D, G). Ou seja,
as k-linhas de M formam um conjunto linearmente independente em C (D, G) que geram este
codigo. Portanto, M é uma matriz geradora de Cr (D, G). [ |

Observe que o resultado anterior nos fornece uma outra cota inferior para a distancia minima

d, desde que tenhamos grau (G) < n.

Definigao 3.2.2 O inteiro d* := n — grau (G) é denominado a distancia designada do cédigo
Cr(D,G).

O teorema 3.2.1. afirma que a distancia minima d de um cédigo Geométrico de Goppa nao
pode ser menor que a distancia designada. A questao se d* = d ou d* < d, é respondida pela

observagao seguinte.

Observagao 3.2.1 Suponha que ¢(G) > 0 e d* = n — grau(G) > 0. Entao, d* = d se,
e somente se, existe um divisor D’ satisfazendo, 0 < D' < D, grau (D/) = grau(G) e

((G-D")>0.

Demonstracao Primeiro assumimos que a distancia designada d* ¢ igual a distancia minima
d. Neste caso, tomamos a aplicagdo avaliacao evp : L(G) — Cr (D,G) e desta maneira
existe  nao nulo em £ (G) tal que a palavra cdédigo evp () = (z (Py),...,x(P,)) € Cz (D, G)
possui precisamente n —d = n — d* = grau (G) componentes nulas, uma vez que o minimo de
componentes nao nulas é n—grau (G). Digamos que essas componentes nulas sejam x (P;;) = 0,
para j = 1,...,grau(G). Tome o divisor D’ := ?Z“(G) P,;. Como n > grau(G) e por
definicdo D = P, + ...+ P, segue que 0 < D' < D. Também, grau (D') = grau (G), pois Py,
paraj =1,..., grau(G), sdo lugares de grau um e ainda temos que z € £ (G — D/) \{0} e assim
segue que, (G - D/) > 0. Reciprocamente, supondo que exista D’ satisfazendo 0 < D" < D,
grau (D') = grau (G) e ( (G — D') > (; escolhemos y nao nulo em £ (G — D') e entao temos
que vp (y) + vp (G) —vp (D) > 0 e como 0 < D' < D segue que, vp (y) + vp (G) > 0, ou
seja, y € L(G) e daf (y(P1),...,y(P,)) € Cz(D,G). Suponha que P; € supp (D), para
i =1,...,n. Assim, P; € supp(D) e como é valido que vp, (y) + vp, (G) — vp, (D/) >0
e supp (G) N supp (D) = 0, temos que vp, (G) = 0 e entdo devemos ter vp, (y) > 0. Dai,
y € P; e assim y (P;) = 0. Com isso o peso da palavra (y (Py),...,y(P,)) é zero e a fortiori
d<w((y(P),....,y(P)) <n—grau(D') =n— grau(G) = d*. Por outro lado, d* < d e
assim podemos concluir que d = d*. [ |

Vamos agora definir um outro cédigo associado com os divisores G e D; este cddigo é
definido utilizando componentes locais das diferenciais de Weil. Usaremos algumas notagoes

introduzidas no capitulo 2. Para um divisor A de F/K, Qp (A) é o espago das diferenciais de
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Weil w com (w) > A. Este é um espago vetorial de dimensao finita sobre F, e de dimensao
igual a i (A), o indice de especialidade do divisor A. Para uma diferencial de Weil w e um lugar

P € Pp, wp : FF — F, denota a componente local de w em P.

Definigao 3.2.3 Sejam G e D = P, + ...+ P, divisores como antes (isto é, os P; sdo lugares
dois a dois distintos de grau um e supp (G) N supp (D) = (). Entdo, definimos o cdédigo
Cqo (D, G) C T} por:

Co(D,G) = {(wp (1), wp, (1)) | w € U (G — D)},
Nosso primeiro resultado envolvendo este cédigo é andlogo ao teorema 3.2.1..

Teorema 3.2.2 Cq (D, G) é um cédigo [n, k', d ] com parametros satisfazendo o seguinte:
E'=i(G—-D)—i(G)ed > grau(G)— (29 — 2).

Tendo a hipétese adicional grau (G) > 2g — 2 temos que, ¥ =i (G —D) >n+g—1—
grau (G). Se, além disso, 2g — 2 < grau (G) < n, entdo k' =n+g— 1 — grau (G).

Demonstracao Seja P € Pr um lugar de grau um e w uma diferencial de Weil com vp (w) >
—1. Afirmamos que wp (1) = 0 se, e somente se, vp (w) > 0. A fim de provar esta afirmagao
usamos a proposicao 2.7.2.; a qual afirma que para r € Z vale que, vp (w) > 7 se, e somente se,
wp (x) =0,Vz € F, com vp (x) > —r. Suponha que vp (w) > 0; pela proposigao 2.7.2. segue que
wp (x) =0,Vz € F com vp (z) > 0, e como vp (1) = 0 temos que wp (1) = 0. Reciprocamente,
suponha que wp (1) = 0; seja € F' com vp (x) > 0, e como grau (P) = 1 podemos escrever
x =a+y,coma € F,evp(y) > 1. Note que wp (y) = 0 pois como vp (w) > —1, pela proposicao
2.7.2., isso implica que wp (z) = 0, Vo € F, com vp () > 1 e, uma vez que vp (y) > 1, temos
que wp (y) = 0. Entao, wp () = wp (e +y) =wp (a) + wp (y) = awp (1) + 0 = a0 = 0. Assim,
wp (x) = 0, com vp (x) > 0; isso implica, pela proposigao 2.7.2., que vp (w) > 0. Isto prova
a afirmacao. Considere agora a aplicagdo Fy-linear ¢p : Qp (G — D) — Cq (D, G), dada
por w — (wp, (1),...,wp, (1)). Como a imagem de pp ¢é igual a Cq (D, G), segue que esta
aplicagao é sobrejetora.

Note que Ker (¢pp) ={w € Qp (G — D) | vp (w) =(0,...,0)} ¢éigual ao seguinte conjunto
{weQp| (w)>G—D,vp, (w) >0,Vj=1,...,n}, valendo isso pela afirmacdo provada no
inicio da demonstragao. Assim, Ker (¢p) = Qp (G). De fato, se w € Qp (G) entéo (w) > G >
G—De,vp (w) >vp (G)=0,Vj =1,...,n e entdo w € Ker(¢p). Por outro lado, se w €
Ker (¢p) entdo (w) > G— D; como supp (G)Nsupp (D) = () segue que, (w) > G e a fortiori w €
Qp (G). Portanto, Ker (¢p) = Qr (G). Assim, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem obtemos
o seguinte, { (Qp (G — D)) = {(Ker(¢p)) + £ (Im(¢p)) o que implica que ¢ (Cq (D,G)) =
((Qp (G —D))—£(Qr (Q)) eassim, k' = i (G — D)—i (G). Observe que esta tiltima igualdade é
valida pelo lema 2.5.1., o qual nos fornece que ¢ (Qp (G)) =i (G) e £ (2p (G — D)) =i (G — D).

~ N . A . s . / .
Agora, vamos provar a assergao referente a distancia minima d . Seja ¢p (w) € Cq (D, G) uma
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palavra cédigo de peso m > 0. Pela defini¢ao de peso temos que wp, (1) = 0, para certos indices
1 =11,...,%,_m. Pelaafirmacgao provada no inicio da demonstracao, segue que vp,, (w) >0,Vj =
1,...,n—m. O teorema 2.5.4. nos diz que, se £ (Qp (A)) =i (A) # 0 entao grau (A) < 2g — 2;
como temos que w € Qp (G - (D - B)) segue que grau (G)—(n—(n—m)) < 2g—2
o que acarreta que grau (G) —m < 2g — 2 e entdo m > grau (G) — (2g — 2).

Sendo d = min{w(c) | 0# c € Cq (D, G)}, consequentemente a distancia minima d de
Cq (D, G) satisfaz a desigualdade d > grau (G) — (29 — 2). Suponha agora que grau (G) >
2g — 2. Pelo teorema 2.5.4. obtemos que i (G) = 0. Assim, temos que a dimensio &k é tal que
k'=i(G—D):=((G—D)—grau(G—D)+g—1=0(G—D)+n+g—1—grau(Q).

Desta forma, como ¢ (G — D) > 0, segue que & > n+ g — 1 — grau (G). E se tivermos
2g — 2 < grau (G) < n entdo grau (G — D) < 0 o que implica ¢ (G — D) = 0; portanto, neste
caso, k' =n+g—1— grau(G). [ |

Em analogia com a definigao 3.2.2., temos que grau (G) —(2g — 2) é denominada a distancia
designada do cédigo Cq, (D, GG). Veremos agora que existe uma relagao entre os cédigos Cr (D, G)
e Cq(D,G).

Teorema 3.2.3 Os cddigos C (D, G) e Cq (D, G) sao duais um do outro, isto é, Cq (D, G) =
Cq(D,G)".

Demonstracao Ver referéncia [12], Teorema [7.2.8.. |

Observagao 3.2.2 Considere um lugar P € Pr de grau um, uma diferencial de Weil w com
vp (w) > —1 e um elemento x € F' com vp (z) > 0. Entdo, wp (z) = z (P)wp (1).

A fim de provar isto, escrevemos x = a +y, com a = z (P) € F, e vp (y) > 0. Como wp
é linear temos que wp () = wp (a) + wp (y) = awp (1) + wp (y). Observe que, vp (W) > —1
se, e somente se, wp () = 0, Vo € F com vp(z) > 1. Segue entdo que wp (y) = 0 e dai,
wp () = awp (1) = x (P)wp (1).

Nossa préxima finalidade é provar que Cq (D, G) pode ser representado como um codigo

Cr (D, H), com um divisor H apropriado. Para este préposito necessitamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1 Existe uma diferencial de Weil 7 tal que vp, (n) = —1 e np, (1) = 1, para todo

1=1,...,n.
Demonstracao Ver referéncia [12], Lema I71.2.9.. |

Proposicao 3.2.1 Seja n uma diferencial de Weil tal que vp, (n) = —1 e np, (1) = 1, para todo
i=1,...,n. BEntdo, Cz (D,G)" = Cq(D,G) = Cr (D, H), com H := D — G + ().

Demonstracdo Pelo teorema 3.2.3. jé sabemos que C; (D, G)" = Cq (D, G). Como vp, () =
—1,Vi=1,...,n, temos que supp (H)Nsupp (D) = (. Consequentemente, C (D, H) estd bem

definido. De acordo com o teorema 2.5.2., existe um isomorfismo u : £((n) — (G — D)) —
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Qp (G — D), dado por p(x) = an. Para x € L(D — G+ (n)) temos, conforme a observacao
3.2.2., que (zn)p (1) = 21 (tp, (1)) = np, (v) = z (F)ne, (1) = x (F;), pois np, (1) = 1. Desta
forma, Cq (D,G) = Cr (D, H), uma vez que sendo p isomorfismo temos que é sobrejetor e
com isso a imagem de p ¢é igual a Qp (G — D) e portanto, z (P;) € Qp (G — D), para todo
1=1,...,n. |

Corolario 3.2.2 Suponha que exista uma diferencial de Weil 7 satisfazendo o seguinte
(n)=2G—Denp (1)=1,paratodoi=1,...,n.
Entéao, o cédigo Cr (D, G) é auto-dual.

Demonstracao A hipétese de que () = 2G — D significa que (n) = G + G — D, o que
acarreta que G = D — G + (). Lembramos que supp (G) N supp (D) = 0, e assim o c6digo
Cr(D,D—G+ (n)) =Cr(D,G) esta bem definido. Como np, (1) =1, para todoi=1,...,n,
pela proposicao 3.2.1., segue C (D,G)" = Cz(D,D -G+ (n)) = Cz(D,G). Portanto, o
codigo Cyr (D, G) é auto-dual. |

Observacao 3.2.3 Utilizando a proposi¢ao 3.2.1., podemos reduzir o teorema 3.2.2. ao teo-

rema 3.2.1.; com isso vamos exibir agora uma nova demonstracao do teorema 3.2.2..

Demonstragao[Outra versao para a prova do teorema 3.2.2.] Queremos mostrar que Co (D, G)
é um cédigo [n, k', d], com parametros k' =i (G — D) —i(G) e d > grau (G) — (29 — 2). Pela
proposigao 3.2.1., temos que Cq (D,G) = Cz(D,D — G+ (n)). Pelo teorema 3.2.1., sabe-
mos que Cr (D,D — G+ (n)) é um cédigo [n, k,d] com parametros k = ¢(D — G + (1)) —
((D—G+(n)—D)ed>n—grau(D — G+ (n)). Logo, o parametro k" de Cq (D, G) é dado
por k' = £(D -G+ (n)) — £(—G + (n)). Pelo teorema 2.5.2., obtemos i (G) = £((n) — G) e
i (G — D) =1((n) — G+ D), e portanto segue que k' =i (G — D) —i (G). Também temos que
o parametro d de Cq (D, G) é tal que d > n—grau (D — G + (1)) = n—grau (D) +grau (G) —
grau ((n)). Ou seja, d >n —n+ grau(G) — grau ((n)) = grau (G) — grau ((n)); pelo corolrio
2.5.2. sabemos que o grau ((n)) = 2g — 2 e por consequéncia d > grau (G) — (2g — 2). |

Definicao 3.2.4 Dois codigos C1, Cy C IFZ s@o equivalentes se existe um vetor a = (aq, ..., ay)
pertencente a (F, \ {0})" tal que Cy = aCh, isto é, Cy = {(a1c1, ..., ancy) | (c1,...,¢) € Ci}.

Observamos que cddigos equivalentes possuem a mesma dimensao e a mesma distancia

minima.

Proposicao 3.2.2 (a) Suponha que G; e G5 sao dois divisores equivalentes, com supp (G1) N
supp (D) = supp (G2) N supp (D) = 0. Entao os cédigos Cr (D, G4) e Cr (D, G2) sao equiva-
lentes. O mesmo vale para Cq (D, G1) e Cq (D, G3).

(b) Reciprocamente, se um cédigo C' em Fy é equivalente a um cédigo Cr (D, ), respectiva-
mente a um cédigo Cq (D, G), entdo existe um divisor G equivalente a G tal que supp (G/) N
supp(D)=0e C =C, (D, G/), respectivamente C' = Cq (D, G/).

Demonstracao Ver referéncia [12], Proposicao 17.2.14.. |
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3.3 Derivacoes e Formas Diferenciais

O conteudo dessa secao foi elaborado com base no estudo de notas de curso de pds-graduagao
em Matemadtica, no nivel de Mestrado, realizado no Instituto Nacional de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA).

Definicao 3.3.1 Seja F' um corpo. Uma valorizacao v de F' no grupo, ou com grupo, de valores

Z é uma aplicagao sobrejetora v : F'\ {0} — Z satisfazendo:

() v (zy) = v(z) + v (y), Vo, y € F\{0};
(i1) v(z+y) > min{v(z),v(y)}, Vo, y € F\{0} ez +y e F\ {0}

Convencionamos que, v (x) = oo <= x = 0. O par (F,v) é chamado um corpo com valorizagao.

Observacao 3.3.1 Para v uma valorizagao do corpo F' com grupo de valores Z, temos que:

(1) v(1) =0, poisv (1) =v(1.1) =v (1) +v(1).

(2)v(=1)=0,pois0=v (1) =v(—1.— 1) =2v (-1).

(3) v(—z) =v(x), pois v(—z) =v(—1)+v(x) =v(x), uma vez que v (—1) = 0.
(4) v(1/z)=—v(z),pois 0=v(l)=v(z- 1) =v(z)+v ().

Definigao 3.3.2 Seja F//K uma extensao de corpos. Uma valorizagao v de F//K com grupo

de valores Z é uma valorizacao de F' no grupo de valores Z que ¢ trivial sobre K, isto é,

(i) v(c) =0, para cada c € K \ {0};
(i0) v (zy) = v () + v (y), Vo, y € F\{0};
(i1i) v(x +y) > min{v(z),v(y)}, Yo,y € F\{0}ex+y e F\ {0}

Definicao 3.3.3 Seja v uma valorizacao do corpo F' no grupo de valores Z. Um elemento

t € F' é chamado um uniformizante local em v se v (t) = 1.

Proposicao 3.3.1 Seja F//K corpo de fungdes em uma variavel cujo corpo de constantes é
algebricamente fechado. Seja v uma valorizacao de F'/K com grupo de valores Z e seja © € F

tal que v () > 0. Entao, existe uma tnica constante ¢ em K tal que v (z — ¢) > 0.

Definicao 3.3.4 O valor ¢ dado na proposicao anterior é chamado o valor de x em v e é

denotado por z (v) = c.

Corolario 3.3.1 Seja F'//K um corpo de fungoes em uma varidvel cujo corpo de constantes
K é algebricamente fechado. Seja v uma valorizagao de F'/K com grupo de valores Z e t
um uniformizante local em v. Entdo, para cada x em F'\ {0} existe uma tnica série formal
r=> 7 t", onde m = v (), ¢y # 0 e tal que

n=m Cn

v <:c -3 cnt”> > j,paracada j € Z, j > m.

n=m
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Denotamos por K ((t)) o conjunto das séries > >~ ¢,t" que representam cada elemento
em F, conforme o corolario anterior. Este tipo de série também é conhecida como série de

Laurent.

Definigao 3.3.5 Seja F'/K uma extensao algébrica e v : F'\ {0} — Z uma valorizagao de F’
com grupo de valores Z. Temos que v (K \ {0}) é um subgrupo de Z que ¢é nao nulo. Logo,
existe um inteiro positivo e tal que v (K \ {0}) = Ze = {n.e | n € Z}. Dizemos que e ¢ o indice

de ramificacao de v sobre K.

Definicao 3.3.6 Seja F' um corpo. Uma valorizagao de posto um de F' é uma aplicacao

v: F\ {0} — R, ndo necessariamente sobrejetiva, tal que:

(1) v(zy) = v (x) + v (y), para todos z, y € F \ {0};
(i1) v (x +y) > min{v(z),v(y)}, para todos x, y € F\ {0}, z +y € F\ {0}.

Definicao 3.3.7 Seja F' um corpo e v uma valorizacao de posto um de F'. Dizemos que v é
uma valorizagao discreta quando v (F'\ {0}) = Z,, onde r é um numero real positivo. Dizemos

que v é uma valoriza¢ao normalizada quando v (F'\ {0}) = Z.

Teorema 3.3.1 (Existéncia de prolongamento) Seja F//K uma extensao finita de corpos
e seja v uma valorizagao discreta de K. Entao, existe pelo menos uma valorizacao discreta de

F' que prolonga v.

Definicao 3.3.8 Seja F//K corpo de fungoes e v uma valorizagdo normalizada de F. Temos

entao os seguintes conjuntos:

(1) O,

(2) U, :={x € F|v(x) =0} é o grupo das unidades de O,.
(3) M, :={x € F|v(x)> 0} é o tnico ideal maximal de O,.
(4) K,

={x € F|v(z)>0}.

:= O0,/M, é o corpo residual em v.

Seja F'//K uma extensao finita de corpos, w uma valorizacao discreta de F' e seja v := wx.
Entao, O, € O,, e M, := M, NO,. Assim, temos uma imersao K, — K, e com isso vemos K,

como subcorpo de K.

Definicao 3.3.9 Identificamos K, C K, como subcorpo, de acordo com a imersao anterior, e

chamamos [K,, : K,] o indice de inércia de w sobre F.

Teorema 3.3.2 (Desigualdade Fundamental) Seja F'//K uma extensao finita de corpos e
considere v uma valorizacao discreta de K. Se temos wy, ..., w,, sendo valorizagoes discretas
de F' que prolongam v, ey, ..., ey os indices de ramificacao e fy, ..., f, os indices de inércia,
entdo e1f; + ... + enfn < [F: K|. Em particular, o nimero de prolongamentos de v a F é
finito.
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Derivagoes

Vimos que as diferenciais de Weil sao uma ferramenta muito ttil para se estudar corpos de
funcoes algébricas. Agora, vamos introduzir o conceito de formas diferenciais e mostremos como
elas se relacionam com as diferenciais de Weil. Porém, antes de fazermos isto introduziremos

alguns resultados juntamente com o conceito de derivagao.

Definigao 3.3.10 Seja p(z) € K [z] \ K. Um corpo de raizes para o polindémio p (x) sobre K,
¢ um corpo E que contém K no qual p(x) se fatora como p (z) = a[[,_, (z — u;), onde a € K
e B =K (uy,...,u,).

Teorema 3.3.3 Seja p(z) € K [z] \ K. Existe um corpo de raizes para p (z).

Definigao 3.3.11 Uma extensao algébrica F//K é normal se sempre que um polinémio irre-

dutivel f (z) € K [z] possui uma raiz em F' entdo ele possui todas as suas raizes em F.

Definig¢ao 3.3.12 (i) Um polindomio f (z) em K [z]\ K é separdvel se todas as suas raizes, em
um corpo de raizes de f, que existe pelo teorema anterior, tém multiplicidade igual a um.

(77) Seja F'/K uma extensao algébrica e a € F. Dizemos que « é separavel sobre K se o
polinémio minimal de « sobre K for separdvel. Dizemos que a extensao algébrica F/K é

separavel se todo o € F' é separéavel sobre K.
Definigao 3.3.13 Um corpo K é perfeito se toda extensao algébrica F/K é separavel.
A partir de agora, consideraremos que K é um corpo perfeito.

Lema 3.3.1 Seja F'/K corpo de fungbes em uma variavel sobre K. Entao, existe z € F tal

que F/K (x) é extensao finita e separdvel.
Definicao 3.3.14 O elemento x que aparece no lema 3.3.1. é chamado de varidvel separante.

Definicao 3.3.15 Seja F' um corpo. Uma F-algebra é um conjunto U que é um espaco vetorial
de dimensao finita sobre F' e que admite uma multiplicagao associativa e bilinear, isto é, para

todos ¢, d € F' e para todos «a, (3, A € U temos que:

(1) a. (BA) = (af) .\ (associativa)
(i1) a. (B4 dN) = c. (af) + d. (aN), (ca+ dB) .\ = c. (aX) +d. (BA) (bilinear)

Definicao 3.3.16 Dizemos que a F-algebra U é comutativa e com identidade se, respectiva-

mente, a.0 = fB.a, Va,  em U e existe um elemento 1 € U tal que l.a = a.1 = «a, Va € U.

Definicao 3.3.17 Seja A uma K-algebra comutativa e com identidade, onde K é um corpo.

Uma K-derivacao D : A — A é um homomorfismo de K-espacos vetoriais tal que:

D(XY)=XD(Y)+YD(X), para cada X,Y € A.
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Em particular, sendo F'/K corpo de fungdes e D : F' — F' K-derivagao, dizemos que D é uma

K-derivagao do corpo de fungoes F'/K.

Exemplo 3.3.1 Se A = K [z], com z transcendente sobre K, entao temos que

& K [z] — K [z] tal que Y- a;a9 — 3. jaza? ™,

é uma K-derivacao, que admite um tnico prolongamento a uma K-derivacao

d%,:K(IB)—>K(x),dadapor%H%.(Z%_Yj_)z()‘

Algumas consequéncias da definicao anterior sao listadas no lema a seguir.

Lema 3.3.2 Seja D uma K-derivacao do corpo de fungoes F'//K. Entao, temos que:
(a) D (a) =0, para todo a € K.

(b) D (2") =nz""1.D(2), para todo z € F e n € Z.

(c) Se a caracteristica do corpo K é p > 0 entdo D (z?) = 0, para todo z € F.

(d) D (z/y) = (yD (z) — 2D (y)) /y?, para todos z,y € F, com y # 0.

Demonstracao (a) Observemos primeiro que D (1) = D (1.1) = 1D (1) + 1D (1) = 2D (1).
Logo, segue que 2D (1) — D (1) = 0 e entao D (1) = 0. Tomemos a € K e como D é K-linear
segue que, D (a) = D (a.1) =aD (1) = 0.

(b) Seja n € N\ {0}. Vamos fazer uma indugao sobre n. Se n = 1 entao a igualdade vale

imediatamente. Suponha entao que D (2") = nz""1.D (2). Assim,

D (z") =D (2"2) = 2D (2") + 2"D (2) = z[nz"1.D (2)] + 2"D (2) = nz"D (2) + 2"D (z) =
(n+1)2".D (z).
Logo, a igualdade é valida para n + 1 e dai o resultado vale para todo n € N\ {0}.

Agora, observe que temos 0 = D (1) = D(yy™!) = yD(y™') +y'D(y), Yy € A e entao
D(y™") =(-1)y2D (y). Assim, dado z € F e n € N\ {0} temos que:

D(=) =D ((z)") = (=1)D(z") (z") " = (=1) 27" [n2""".D (2)] = (=n) =~V D (2).

Desta forma, a igualdade vale para todo n € Z.

(¢) Pelo item (b) temos que D (27) = pzP~1.D (2) e entao,
D(P)=22(pz YD (2)=(P+...+2P)27'D(2) =2 (1+...+1)27'D(2) =0,
uma vez que, pela hipdtese, (1 +...4+ 1) =0.

(d) Observe que D (zy™') = 2D (y V) +y'D (z) =z (=1)y 2D (y)+y'D (z) = —xy 2D (y)+
y D (x) =y 2 (yD (z) — 2D (y)), como queriamos. m

Proposicao 3.3.2 Sejam F'/K corpo de fungoes e x € F variavel separante, isto é, a extensao
F/K (z) ¢ finita e separdvel. A K-derivagdo £ : K [z] — K [z] dada por >, aal
>, jajz’~! possui um tnico prolongamento a F, que também serd denotado por 4 Além

disso, as K-derivacoes D : ' — F' sao exatamente da forma h%, onde h € F.
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Proposicao 3.3.3 Sejam F'/K corpo de fungoes, © € F variavel separante e t € F. Entao,
j—; # 0 <=t é varidvel separante, isto é, F'/K (t) é extensao finita e separavel.

2.3 PAX P X : dz __ dz dt
Corolério 3.3.2 Nas condigoes da proposigao anterior vale que, = = %= - 2

Demonstracao Ja sabemos que as K-derivagoes D : F' — F sao exatamente da forma h%,

onde h € F'. Entao, existe h € F' tal que % = h%, para cada z € F. Tomando z = t entao
__pdt dz __ dzjpdt _ 1ldzy dt s~ dz _ dz dt
1 = hg:. Logo, obtemos que 92 = £ho = +Ehs- e entao £ = - - [ |

Observacao 3.3.2 O resultado precedente é conhecido como Regra da Cadeia.

Proposicao 3.3.4 Seja F/K corpo de fungdes em uma varidvel separante cujo corpo K é
algebricamente fechado, v valorizacao de F'/K com grupo de valores Z e t uniformizante local
em v. Entao, temos que:

() t é varidvel separante.

(ii) Se h € F\ {0} é tal que h =) ¢;t/, entao ¢ = 7. je;t7 .

Formas Diferenciais

Definigao 3.3.18 Seja F'/K um corpo de fungées em uma varidvel separante. Uma forma

diferencial de F'/K é uma expressao formal fdz, onde f,z € F.

Vejamos que uma forma diferencial é uma classe de equivaléncia do par (f,z) € F' x F.

De fato, seja Z := {(f,x) € F x F' | x é varidvel separante}.

Definimos a relagao = por (f,z) = (h,y) <= fdx = hdy <= f = h%. Se x nao é varidvel
separante entao definimos assim, fdr = hdy :<= h = 0 ou y nao é variavel separante. Pela
Regra da Cadeia segue que ~ realmente se trata de uma relacao de equivaléncia. Denotamos
entao por fdz a classe de equivaléncia de (f,z) € Z, com respeito a ~. Chamamos fdx de uma
forma diferencial (ou diferencial) de F//K. A classe de equivaléncia de (1,z) é simplesmente
denotada por dz. Fixemos uma varidvel separante x; entdo cada forma diferencial de F/K se

escreve unicamente como fdz, onde f € F.

Definicao 3.3.19 Definimos Q}:/K = {fdx | f,x € F, com z varidvel separante} o conjunto

de todas as formas diferenciais de F//K.

Definimos a soma de duas formas diferenciais fdz e hdy em QF /i COmMO segue: seja z varidvel
separante; entao fdr = (f‘;—‘j) dz e hdy = (hj—g) dz e desta maneira fazemos fdxr + hdy :=
( Z—“Z; + h%) dz. Pela Regra da Cadeia esta definicao independe da escolha de z. Também
definimos, w. (fdx) := (wf)dz € Q}/K, paraw € F e fdx € Q}J/K.

Com essas operagoes, 2}, K é um F-espago vetorial de dimensao um.
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Definicao 3.3.20 Seja A € Q},/K, v uma valorizagdo de F'/K com grupo de valores Z e t
uniformizante local em v. Como ja vimos, temos que t é uma variavel separante e com isso
A se escreve unicamente na forma A = hdt, onde h € F. A ordem de A em v é definida por

v (A) := v (h). Temos que a ordem de A em v independe do uniformizante local ¢.

Definicao 3.3.21 Seja A € Q}/K e v valorizagao de F'/K com grupo de valores Z.
(a) A\ possui um zero em v <= v (A) > 0.
(b) A possui um pélo em v <= v (A) < 0.

Sendo v valorizacao de F//K com grupo de valores Z, t uniformizante local em v e A = hdt,
podemos escrever h = > c;t/ € K ((t)) e entdao A = ). (c;t/) dt, com v (A) = min{j | ¢; # 0}.

Definicao 3.3.22 Seja \ € Q}/K, v uma valorizagao de F'/K com grupo de valores Z e t um
uniformizante local em v. Se A = . (¢;t’) dt entdo res, (A) = c_y, que é o chamado residuo

de A em v. Temos que o residuo de A em v independe do uniformizante local em v.

Definico 3.3.23 Seja h = >, ¢;t/ um elemento em K ((t)). O t-residuo de h é definido por

res; (h) = c_;.

Lema 3.3.3 Sejam h € F\ {0} e v valorizagdo de F/K com grupo de valores Z. Entao,
res, (2) = v (h) .1g.

h

Demonstracao Sejam m := v (h) e t um uniformizante local em v. Entdo h = ¢,t™ +
Crn1t™ + ... com ¢, # 0. Deste modo, dh = (mc, t™ '+ (m + 1) cpyit™ + ...) dt. Dali,
4 — (mt~' 4 ...)dt. Logo, res, () =m =wv(h) .1k. |

Teorema 3.3.4 (Teorema dos residuos) Seja F'/K corpo de fungdes em uma variavel e K
algebricamente fechado. Entao Y res, (A) = 0, para cada A € Q}. /x> onde v é valorizagao de

F/K com grupo de valores Z.

Aplicando o teorema dos residuos a forma diferencial %, onde h € F \ {0}, obtemos

>, resy (%) = 0. Pelo lema anterior temos que, res, (%) = v (h) .1g e entdao Y., v (h) = 0.

Tomemos agora A = Ap/i 0 espago dos adeles:
{(2y) | 2o € F,Yv valorizacao de F//K com grupo de valores Z e z, € O,,, para quase toda v}.

Vamos identificar I < A por h —— (z,), onde z, = h, para toda v. Suponhamos K
algebricamente fechado. Cada forma diferencial A = hdz € Q}, K define uma funcao K-linear
A — K, que estda bem definida, dada por (z,) — > res, (2,A). Temos que p é uma

diferencial de Weil, isto é, vale que:

(1) p se anula sobre F;

(71) existe um divisor D tal que u se anula sobre A (D), onde
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A (D) ={(z) € A|v(z,) > —ny,, Yv valorizacao de F//K com grupo de valores Z}.
Teorema 3.3.5 Suponha que K é algebricamente fechado. A aplicagao canonica:
U Q};/K — Qp dada por A —— g, onde p: A — K é tal que p((2,)) =D, res, (2,A),

¢ um isomorfismo de F-espacos vetoriais.

Demonstracao Vamos mostrar que essa aplicacao é um isomorfismo do espaco das formas
diferenciais no espaco das diferenciais de Weil. Temos que dimp (Q} / K) =1 = dimp (Qp).
Logo, esses espacos vetoriais sobre o corpo F' possuem a mesma dimensao finita. A aplicagao ¥
¢ uma transformacao linear. De fato, dados A1, Ay € Q},/K e c € F temos que U (A + c\y) = p,
onde temos p: A — K de tal forma que (2,) — >, res, (2, (A1 +cAz)). Como z, € F, Vv
e A1 = hidx, temos z,\; forma diferencial e entao z,\; = Zj (cjtj) dt e da mesma forma temos
que z,cha = >, (a;t") dt. Assim, res, (z,A1) = c_1 e res, (z,c\2) = a_;. Note que, se temos
ZyAL + ZpCAg = Zj (ajtj + cjtj) dt entao o residuo da forma diferencial z,\; + z,cA9 é tal que,
TSy (2uA1 + 2pCAe) = a_1 + c_1 = res, (A1) + 1Sy (2CA2).

Logo, >, res, (zy (A1 4+ cA2)) = Y, 1esy, (2pA1 + zpcha) = Y [res, (2,A1) +1es, (2,cA2)], €
esta tltima expressao é igual a ) res, (zyA1) + Y, res, (zucA2). Portanto, W (A1 + chy) =
U (A1) + ¢V (A\y) e entdo U é linear.

Conclusao: Q. /K © Qr sao F-espacos vetoriais isomorfos. [ |

Observacao 3.3.3 Como consequéncia do teorema anterior, podemos identificar o espaco das
diferenciais de Weil de F'//K com o espaco das formas diferenciais. Assim, sendo w # 0 em Qp,
v uma valorizagao de F'/K com grupo de valores Z e t um uniformizante local em v podemos
escrever w = zdt, com z € F. Deste modo, para uma forma diferencial A = zdx # 0, com x

varidvel separante e z € F'| definimos o divisor de A por (\) = (zdx) := (2) + (dz).



Capitulo 4
Sobre o Piso e 0 Teto de um divisor

Dado um divisor A de um corpo de fungoes algébricas, existe um tnico divisor de grau minimo
que define o mesmo espago vetorial £ (A) e existe um dnico divisor de grau maximo que define
o mesmo espago vetorial Qp (A). Estes divisores sdo chamados, respectivamente, o piso e o teto
do divisor A. H4 um método para encontrar tanto o piso como o teto de um divisor e estes
divisores também estabelecem limites para a distancia minima de cédigos. Eo que veremos a

seguir.

4.1 O Piso e o Teto de um divisor

Ao longo desta secao, F'/F, é um corpo de funcoes algébricas sobre o corpo finito F, que possui
g elementos. Dado um divisor A, consideraremos divisores A" que definem o mesmo espaco
vetorial de diferenciais de Weil que A, ou seja, divisores A" tais que temos Qp (A) = QFp (A/).
Vamos também considerar divisores A" tais que £ (A) = L (A'). Em particular, nosso interesse
estd nos divisores A" que satisfazem as igualdades de espacos vetoriais colocadas anteriormente
e que possuem um grau tao grande quanto for possivel e um grau tao pequeno quanto for

possivel.

Definigao 4.1.1 Dados dois divisores A e A" de F/F,, o maximo divisor comum de A e A’ ¢
o divisor m.d.c. (4, A") = > pep, MiN {vp (A),vp (A")} P e o minimo miltiplo comum entre
os divisores A e A" ¢ o divisor m.m.c. (A, A") := > pep, MAT {vp (A),vp (A)} P.

Proposigao 4.1.1 Seja G um divisor do corpo de funcoes F'/F, com ¢(G) > 0. Suponha
que G' é um divisor de F/F, de grau mfnimo tal que £(G) = £(G'). Entdo, G > G

! 7’ 7 . . . . .
Consequentemente, G é o unico divisor que respeita esta propriedade.

Demonstragio Pela hipétese, temos que £(G) = £ (G') N L(G). Assim, £ (G') N L(G) =
L (m.d.c (G',G)): defato,se 0 £z € L (G')NL(G) entdo () +G > 0e (z)+ G > 0. Logo,
min {vp ((z) + G') ,vp ((z) + G)} = min{vp () +vp (G') ,vp () +vp (G)} > 0, VP €

Pr. Por outro lado, é visto que o valor minimo do conjunto dado anteriormente é o seguinte,

23
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vp (2) + min {vp (G) ,vp (G)}. Portanto, Y-, (vp (z) + min {vp (G') ,vp (G)}) P > 0 para
todo P € Pp, ou seja, (x) + m.d.c. (G',G) > 0. Desta maneira, z € L (m.d.c. (G',G)).
Conclusdo: £ (G') NL(G) C L (md.c.(G',G)). Seja agora z € L (m.d.c.(G',G)). Sendo
entao min {vp (G),vp (G/)} <wp(G), VP € Pp, segue que:

S pmin{vp (G),vp (G)} P <Y pvp(G)P=0< (z) + mde (G,G) < (2)+G=>a €
LG)=L(G)=2eL(G)NL(G).

Conclusdo: £ (m.d.c.(G',G)) C L (G)NL(G).

Chegamos entdo a conclusdo final de que £(G) = L(G) N L(G) = L (md.c. (G, G)).
Desta forma, segue da minimalidade do grau de G' que, grau (G/) < grau (m.d.c. (G/, G))

Como min {vp (G’) ,Up (G)} < vp (G') para todo lugar P, obtemos a seguinte desigual-
dade Y pmin{vp (G'),vp(G)} P < Y. pvp(G') P e entdo temos que m.d.c. (G',G) < G.
Portanto, temos as seguintes relagoes: grau (G/) < grau (m.d.c. (G/, G)) em.d.c. (G', G) <dq.
Assim, grau (m.d.c. (G', G)) < grau (G') e com isso temos grau (G/) = grau (m.d.c. (G/, G));
logo, sendo m.d.c. (G’, G) < G’ podemos concluir que, G' = m.d.c. (G',G). Por conseguinte,
G < @G, visto que m.d.c. (G/, G) < G. Suponha agora que G' e G sao dois divisores de F/F,
de grau minimo tais que, L (G) = L (G/) e L(G) =L (G”). De G" divisor de grau minimo
tal que £ (G/) =L (G”) segue, do feito anteriormente, que G > G e de G’ divisor de grau
minimo tal que £ (G”) =L (G/), temos que G > G . Portanto, G' = G". Por consequéncia,
existe um tnico divisor G' de F'/F, de grau minimo satisfazendo £ (G) = L (G'). |

Definicao 4.1.2 Dado um divisor G do corpo de fungoes F'/F, com ¢ (G) > 0, o piso de G é o
tnico divisor G de F/F, de grau minimo tal que £(G) = £ (G). O piso de G serd denotado
por |G|.

Corolério 4.1.1 Sejam G, e G divisores do corpo de fungoes F'/F, com ¢ (Gy) > 0e ¢ (Gg) >
0. Entao, £ (G1) = L (Gs) se, e somente se, |G| = |Ga].

Demonstracao Suponha que £ (G1) = L£(G2). Pela definigdo do piso de um divisor segue
que L (G1) = L(|G1]) e L(G2) = L(|G2]). Assim, pela hipdtese, segue L (|G1]) = L (|G2]).
Desta forma, |G| ¢é divisor de grau minimo tal que £ (|G2|) = L (|G1]); logo, |G2| > |G1].
Também, |Gy é divisor de grau minimo tal que £ (|G1]) = L (|G2]); entao, |G1] > [G2].
Conclusao: |Gi| = |[G2]. Reciprocamente, suponha que |G| = |G2]. Nesse caso, pela
definigao, segue que L (G1) = L (|G1]) = L(|G2]) = L(G2). |

Os préximos tres resultados ajudam a encontrar o piso de um divisor. Cada um deles tem
sua importancia, mas em especial o que diz que se um divisor GG é efetivo e existe um outro
divisor D tal que supp (G) N supp (D) = B entao supp (|G]) N supp (D) = (), é frequentemente

usado.

Proposicao 4.1.2 Seja G um divisor de F/F, com ¢(G) > 0. Definimos o divisor efetivo £
como sendo E := m.d.c. (G+ (z) |z € L(G)\ {0}). Entao, |G| =G — E.
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Demonstracao Observe que para qualquer lugar P de F//F, temos que
—vp (G —E)=min{vp(z) |z € L(G)\ {0}}.

De fato, —vp (G — E) = —vp (G) + vp (E) = —vp (G) + vp (D pmin{vp (G + (z))} P).
Também, min {vp (G + (z)) |z € L(G) \ {0}} = vp (G)+min{vp (x) |z € L(G)\ {0}}. Por-
tanto, —vp (G — E) = —vp (G) +vp (D_p (vp (G) + min{vp (z) |z € L(G) \ {0}})P). Logo,
—vp (G = E) = —vp (G) +vp Qpvp (G) P) +vp (3 pmin{vp (z) |z € L(G)\{0}} P), que
por sua vez é o mesmo que —vp (G)+vp (G) +vp (D pmin{vp(z) |z € L(G)\ {0}} P). Por
fim, obtemos que —vp (G — E) = —vp (G) +vp (G) + min{vp (z) |z € L(G) \ {0}}.

Entao, para qualquer z nao nulo em £ (G) vale a desigualdade vp () > —vp (G — E),
ou seja, vp () + vp(G—FE) = vp((x) +G—FE) > 0, V lugar P. Podemos concluir assim
que () + G —FE > 0 e entdo x € L(G — FE). Desta forma, L(G) C L(G — E). Agora,
tome x € L(G—F). Sendo G — F < G, temos que 0 < (z) + G — E < G + (z) e daf
() + G > 0, o que implica que x € L(G). Dai, temos que L(G — FE) C L(G). Con-
cluimos disto que £L(G) = L(G —E). Como L(G) = L(|G]) e o piso de G é o tunico
divisor de grau minimo tal que isso ocorre, segue pela proposigao 4.1.1. que G — E > |G].
Suponha que G — E > |G|. Entao existe um lugar P tal que G — F > G — E — P > |G].
Logo, (z) + G — E > () + G — E — P > (x) + |G] > 0 o que acarreta que L(G) =
L(|G|]) CL(G-FE—-P)C L(G—-E). Como L(G) = L(G—E) segue que L(G—FE) =
L(G—FE—P). Sendo —vp (G —E) = min{vp(z) |z € L(G)\ {0}}, existe um elemento
0 # 29 € L(G) = L(G—EFE) tal que vp(zg) = —vp(G—FE). Se zg € L(G—FE—P)
entdo (zg) + G — E — P > 0. Ou seja, vp(xg) > —vp (G — E — P) logo, —vp (G —FE) >
—vp (G — E — P), o que contraria vp (G — E) > vp (G — E — P). Assim, 29 ¢ L(G — E — P),
o que é uma contradi¢ao com L (G — E) = L(G — E — P). Portanto, vp (G — E) = vp (|G])
para todos os lugares P de F/F,, e consequentemente G — E = |G]. [ ]

Teorema 4.1.1 Se G é um divisor efetivo de F'/F, entdo o piso de G' também ¢é um divisor
efetivo. Em particular, se G é um divisor efetivo entao o suporte de |G| é um subconjunto do

suporte de G.

Demonstracao Como G > 0, os elementos de F, pertencem a £ (G). Logo, vale a desigual-
dade —min {vp (z) |z € L(G)\{0}} > 0. Seja E :=m.d.c.(G+ (z) |z € L(G) \ {0}); pela
proposigao 4.1.2. segue que |G| = G — E. Logo, vp (|G]) = —min{vp (z) |z € L(G)\ {0}}
o que implica que vp (|G]) > 0, VP € Pp. Assim, |G| é um divisor efetivo. Como G > |G/,
segue que vp (G) > vp (|G]),VP € Pr, e por conseguinte o suporte do piso de G esté contido
no suporte de G. [ |

Teorema 4.1.2 Seja G um divisor de F'/F, e sejam by, ..., b, em £ (G) formando um conjunto

gerador para este espago vetorial. Entao, |G| = —m.d.c. ((b;) |i=1,...,1).
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Demonstracao Como by, ...,b; geram L (G) temos que ¢(G) > 0. Tomamos entdo o divisor
efetivo £ := m.d.c.(G+ (z) |z € L(G) \ {0}). Para todo z € L(G) \ {0} existem cy,..., ¢
em [F, tais que = c1by + ...+ by, com ¢; # 0 para pelo menos um indice 7 = 1,...,¢. Assim,

G+ (@)=G+ (b +...+cb) > G+ > pmin{vp(c1) +vp(b1),...,vp(ct) +vp (b))} P.
Como vp (¢;) =0, Vi =1,...,t, segue que G+ () > G+ > p,min{vp (b1),...,vp (b))} P,
e temos m.d.c.(G+ (b;) |i=1,....t) => pvp(G)P+ > pmin{vp(b;) |i=1,...,t} P.
Portanto, para = € £(G) \ {0} temos que G + (z) > m.d.c. (G+ (b;) |i=1,...,t). Desta
forma, £ > m.d.c.(G+ (b;) |i=1,...,t). Suponha que E > m.d.c.(G+ (b;) |i=1,...,1).
Tomamos entdo os divisores G + (by), ..., G+ (b)) e G + (z) para x # b;, Vi = 1,...,t.
Se os minimos dos coeficientes dos lugares destes divisores estao todos nos divisores da forma
G+ (b;),i=1,...,t, entdo temos que F = m.d.c.(G+ (b;) |i=1,...,t), o que é uma con-
tradigao. Se pelo menos um dos minimos dos coeficientes dos lugares esta nos divisores da
forma G + (z), com = # b; Vi = 1,...,t, entdo nao vale £ > m.d.c. (G+ (b;) |i=1,...,1),
o que é absurdo. Portanto, m.d.c.(G+ (b;) |i=1,...,t) = E. Pela proposigao 4.1.2., temos
|G| = G — E; assim, obtemos |G| =G —-E =G -G =) ,min{vp(b;) |i=1,...,t} P =
—m.d.c. ((b;) |i=1,...,1). |

Proposigao 4.1.3 Seja A um divisor do corpo de funcoes F/F,, com i(A) > 0. Suponha
que A" é um divisor de F/F, de grau maximo tal que Qr (A) = Qp (4'). Entdo, A < A'.

/! 7’ 7/ . . . . .
Consequentemente, A é o tnico divisor que respeita esta propriedade.

Demonstragao Pela hipdtese segue que, Qp (A) = Qr (A)NQp (A'). Mostremos que Qp (A') N
Qr (A) = Qp (m.m.c. (A/,A)). Seja 0 # w € Qp (A') N Qr (A). Portanto, para qualquer lu-
gar P, vp (w) > maz {vp (A"),vp (A)}. Logo, Y pvp (W) P >3 pmaz{vp (4"),vp (A)} P,
o que acarreta (w) > m.m.c. (A',A) e entao w € Qp (m.m.c. (A/,A)). Portanto, temos
Qrp (A') NQr(A) C Qp (m.m.c. (A',A)). Agora, se w € Qp (m.m.c. (A',A)) entao, por
defini¢do, (w) — >, max {vp (A') , Up (A)} P > 0, para qualquer lugar P de F//F,. Com isso,
se —maz {vp (A") ,vp (A)} < —vp (A) entdo 0 < (w) = p maz {vp (4") ,vp (A)} P < (w)—A
VP, donde obtemos que (w) — A > 0. Portanto, w € Qp (4) = Qp (A") NQp (A).

Assim, Qp (m.m.c. (A', A)) C Qp (A/) N Qg (A). Por consequéncia, Qp (m.m.c. (A/, A)) =
Qp (A/)HQF (A). Segue da maximalidade do grau de A" que grau (A/) > grau (m.m.c. (A/, A)).
Por outro lado, temos que m.m.c. (A/, A) > A'; logo, grau (mmc (A/, A)) > grau (A/). Obte-
mos entao que grau (A/) = grau (m.m.c. (A/,A)). Isso e o fato de que A" < m.m.c. (A/,A)
acarreta que A = m.m.c. (A',A). Como m.m.c. (A',A) > A, segue que A" > A. Agora,
suponha que A" e A" sdo dois divisores de F/F, de grau méximo tais que Qp (4) = Qp (4')
e Qr(A) = Qp (A”). Desta maneira, Qp (A/) = Qp (A”). Do fato de A” ser um divisor de
F/F, de grau maximo tal que Qp (A/) = Qp (A”), do feito acima, isso implica que A" < A”.
Similarmente, segue que A" < A’ uma vez que A’ é um divisor de F//F, de grau méximo tal
que Qp (A”) =Qp (A'). Portanto, A" = A”. Consequentemente, existe um tnico divisor A" de
F/F, de grau maximo satisfazendo Qp (4) = Qp (A4"). |
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Definicao 4.1.3 Dado um divisor A do corpo de fungoes F/F,, com i (A) > 0, o teto de A
é o tnico divisor A" de F/F, de grau méximo tal que Qr (A) = Qp (A"). O teto de A serd
denotado por [A].

Corolério 4.1.2 Sejam A; e A, divisores do corpo de fungoes F/IF,, com i (A;) > 0ei(As) >
0. Entéo, QF (Al) = QF (AQ) s [Al-‘ = IVA2~|

Demonstragao Suponha que vale Qp (A;) = Qp (A2). Seja A’ otetode A;. Entdo, A’ é o tnico
divisor de F'/F, de grau méximo tal que ocorre Qp (A') = Qp (A;). Como Qp (A1) = Qr (As),
temos que Qp (A') = Qp (4y). Desta maneira, A é o teto de A,. Portanto, [A;] = [As].
Reciprocamente, suponha que [A;] = [As]. Assim, Qp (A1) = Qr ([A1]) = Qr ([A2]) =
Qr (As). [

Os préximos dois resultados nos mostram como se faz para encontrar o teto de um divisor.

Proposigao 4.1.4 Seja A um divisor de F/F,, com i(A) > 0. Definimos o divisor £ da
seguinte maneira £ = m.d.c.((w) |w € Qr (A)\ {0}). Entao, [A] = E.

Demonstracao Pela definicao de méximo divisor comum, observamos que para qualquer lu-
gar P de F/F, segue que min {vp (w) |w € Qp (A)\ {0}} = vp(F). Entdo, para qualquer
w € Qp(A)\ {0} temos que, vp(w) > vp(E) logo, (w) > E. Desta forma w € Qf (F)
e por conseguinte Qp (A) C Qp (F). Note agora que E > A. De fato, tomando quais-
quer elementos w em Qg (A) \ {0}, temos que vp (w) > vp (A), para todo lugar P, e entdo
min{vp (w) |w € Qr (A) \ {0}} > vp (A) e desta forma E > A. Logo, sendo n € Qp (E) temos
(n) > E > Aeassimn € Qp(A). Portanto, Qp (F) C Qp (A). Consequentemente, Qp (E) =
Qp (A). Pela definigao, temos que [A] ¢é o unico divisor de grau méximo de F/F, tal que vale
o seguinte Qp (A) = Qr ([A]). Logo, Qp (F) = Qp ([A]). Pela proposigao 4.1.3., ocorre que
E < [A]. Suponha que E < [A]. Assim, existe um lugar P tal que vp (E) < vp (| A]) e entdo
E + P < [A]. Com isso, Qp ([A]) C Qp (E+ P) e como E < E + P segue que Qp (E+ P) C
Qp (F). Portanto, Qp (A) = Qp ([A]) C Qe (E+ P) C Qp (E). Sendo Qp (A) = Qp (E) segue
que Qp (E) = Qp (E+ P). Como temos vp (E) = min{vp (w) |w € Qp (A)\ {0}}, existe
0 # wy € Qp (A) tal que vp (wy) = vp (E). Note que wy € Qp (F), visto que Qp (A) = Qp (EF).
Mostremos que wy ¢ Qp (E + P). De fato, se ocorre o contrario temos que (wg) > E + P e
assim, se (wg) > F+ P entao vp (wy) > vp (E + P) donde vemos que vp (E) > vp (E)+vp (P).
Logo, 0 > 1, o que é absurdo.

Portanto, wy ¢ Qp (F + P), o que é uma contradi¢ao, uma vez que Qp (E) = Qp (E + P).
Desta maneira, vp (F) = vp ([A]) para todos os lugares P de F/F,, e assim obtemos que
E=TA]. |

Teorema 4.1.3 Seja A um divisor de F/F, com indice de especialidade positivo e seja o
conjunto {n1,...,n:} € Qp(A) \ {0}, um conjunto de geradores para o F-espago vetorial
Qp (A). Entao, [A] =m.d.c.((;) |i=1,...,¢).
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Demonstracao Seja E := m.d.c.((n;) |i=1,...,t). Para cadai = 1,... ¢, temos que 7; €
Qp (A) = Qr (JA]); logo, (n;) > [A], Vi =1,...,t. Com isso, para qualquer lugar P, obtemos
que vp (1;) > vp([A]) e deste modo [A] < m.d.c.((n;) |i=1,...,t) = E. Da proposicao
anterior temos que [A] = m.d.c.((n) | n € Qp (A)\ {0}). Seja agora P um lugar de F/F, e
escollhemos n em Qp (A) = QF ([A]) tal que vp (n) = vp ([A]). Escolhemos um elemento x € F
tal que x é um uniformizante local para P, isto é, vp (z) = 1 e entdo temos que z é varidvel
separante para o corpo de funcoes F/F,. Ja que QJ, /T, ¢ isomorfo a Qp/r , podemos encarar
n; Vi = 1,...,t, como uma forma diferencial e entao 7; se escreve unicamente na forma n; =
x;dx, onde z; € F. Sendo {ny,...,n:} um conjunto gerador para o K-espago vetorial Qp (A),
existem a; € [, nao nulos tais que n = a1z1dx + asxedr + ... + ayzidx, e entao obtemos que
(n) = (@121 + asxs + . .. + ayxy) dz. Por definigao temos vp (n) = vp (@121 + asxs + ... + apxy).
Assim, é imediato que vp (n) > min{vp (z;) | a; # 0,¥i} = min{vp (n;) | a; # 0,Vi}. Uma
vez que o maximo divisor comum entre dois divisores é o divisor cujos coeficientes dos lugares

¢ o minimo entre os coeficientes dos lugares dos dois divisores, segue que:

min{vp (n;) | a; #0,Y¥i} =vp (m.d.c.((n) | a; #0)) >vp (m.d.c.((g) |i=1,...,1)).

Portanto, vp ([A]) > vp (E), para todo lugar P, e entao [A| > E.

Conclusao: [A]| = E. [

Dado um divisor A de F/F, e um conjunto gerador {ny,...,mn:} para Qp(A), como F-
espaco vetorial, o teorema anterior mostra que o suporte do teto de A esta contido na uniao

dos suportes de (1), ..., ().

Proposicao 4.1.5 Seja A um divisor de F//IF, com i (A) > 0. Se W é um divisor canonico de
F/F, com a propriedade de que W > A, entao W > [A].

Demonstracao Como W é um divisor canonico temos que W = (n) para alguma diferencial
de Weil n € Qp \ {0}. Entao, W > A implica que (n) > A e assim n € Qp (A) = Qp ([A]).
Desta forma, segue que () > [A], ou seja, W > [A]. |

O resultado a seguir estabelece uma relacao entre o piso e o teto de um divisor, e também

nos mostra como computar o teto de um divisor.

Teorema 4.1.4 Sejam A um divisor e W um divisor canoénico de F'/F,.
(a) Sei(A) > 0entao W — [A] = [W — A].
(b) Se £(A) > 0 entao W — |A| = [W — A].

Demonstracao (a) Sendo W um divisor canonico existe uma diferencial de Weil 0 # n € Qp
tal que W = (n). Pelo teorema 2.5.2. temos que £ (W — A) é isomorfo a Qg (A). Temos também
que LW —A)=L(|W —A])e Qr(A) = Qr ([A]). Por conseguinte L (|[W — A|) é isomorfo
a Qp ([A]). Agora, tomemos a aplicagao ¢ : Qp ([A]) — L (W — [A]) dada por ¢ (w) = 2.

Observe que (w/n) +W —[A] = (W)= () +W —[A] = (w) =W+ W = [A] = (w) — [A] >0,
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pois w € Qp ([A]). Logo, ¢ é bem definida e é F-linear. Temos que ¢ é sobrejetora: de fato,
dado z € L (W — [A]) temos entao que (z) +W — [A] > 0 o que acarreta (z) + (n) — [A] > 0,
ou seja, (zn) > [A] e desta maneira zn € Qp ([A]) = Qr (A); dai basta tomar xn € Qp (A) que
teremos ¢ (zn) = . Também, ¢ é injetora: de fato, ¢ (w) = ¢ (A) = ¥ = % = w = A. Portanto,
segue disto que ¢ é isomorfismo. Por outro lado, ji vimos que o isomorfismo entre £ (W — A) e
Qp (A) é dado por x — xn; logo, sendo p este isomorfismo temos que, (¢ o ) (x) = ¢ (xn) =z
e (nog)(x) =/~b(%> =w.

Assim, a composta destas aplicagoes é a aplicacao identidade.

Isto implica que £ (W — [A]) = L(|W — A]) = L(W — A). Por definigao, |W — [A]] é
o0 tnico divisor de grau minimo tal que £ (|W — [A]]) = L(W — [A]); por sua vez |W — A]
¢ o tnico divisor de grau minimo tal que L(|W — A|) = L(W — A). Como L(W — A) =
L (W —[A]) temos que |W — A satisfaz L (|[W — A]) = L(W — [A]); assim, |W — [A]] =
|W — A|. Sendo W — [A] > |W — [A]], obtemos que W — [A] > |IW — A]. Suponha que
ocorra a desigualdade estrita. Entao, existe um lugar P tal que W —[A] > |W — A] + P; logo,
W —TA] = P> |W — A]. Assim, L (|W — A]) € L(W — [A] — P), ou seja, L(W — [A]) C
LW —[A] — P). Também, W—[A]| > W—[A]-Peentao L(W — [A] — P) C L(W — [A]).
Portanto, L (W — [A] — P) = L (W — [A]). Temos, pelo teorema 2.5.2., que L (W — [A] — P)
¢ isomorfo a Qp ([A] + P) e L(W — [A]) é isomorfo a Qp ([A]). Como temos a igualdade
de espagos vetoriais, L(W — [A] — P) = L(W — [A]) segue que Qp ([A] + P) é isomorfo
a Qp ([A]). Assim, esses espacos vetoriais sobre o corpo F' possuem a mesma dimensao
finita. Como [A] + P > [A] temos Qp ([A] + P) C Qp([A]). Concluimos com isso que
Qr ([A]+P) = Qr ([A]) = Qr (A). Sendo grau ([A] + P) > grau([A]) temos uma con-
tradigdo com o fato de que [A] é o unico divisor de grau méaximo tal que Qp ([A]) = Qr (A).
Entao, W — [A] = |[W — A].
(b) Seja A um divisor qualquer de F/F, com ¢ (Z) > 0. Tome A = W — A. Note que i (A) > 0.
De fato, i (A) =i <W — ,ZI) e, por definicao, i <W — g) =/ (W — Z) —grau (W — Z) +g—1=
E(W—Z) — (29—2)+gmu<ﬁ> +g—1= E(W—Z) —g—{—l—l—gmu(ﬁ); pelo teorema
de Riemann-Roch temos que ¢ <W — E) =/ (Av> — grau <g> — 1+ g; assim, ¢ (W — E) =
14 <E) — grau (2) —14+9g—9g+1+ grau (ﬁ) =/ <ﬁ> > 0. Logo, i(A) > 0. Pelo item
(a) temos que W — [A] = |W — A] e dai segue que W — {W - 121;‘ = LW - W+ EJ, isto é,

W — {W — ’ﬂ = {AJ e entao, {W — 121:‘ =W — V{J, como queriamos demonstrar. [ |
Observagao 4.1.1 Seja W um divisor canonico e A um divisor com i (A) > 0. Como men-
cionado na demonstragao do teorema anterior, existe um isomorfismo entre Qp (A) e L (W — A).
Consequentemente, de acordo com a defini¢ao de teto de um divisor, segue que o teto do divisor

A é o 1nico divisor tal que:

LW —TA]) =L(W — A) e grau([A]) = maz {grau (A") | L(W —A) =L (W —A)}.



60

Observamos também que como W — A é um divisor de F'/F, com ¢ (W — A) > 0, tomando
Ew_a:=mdc (W —-A+ (z) |z e LW — A)\ {0}) segue que |W — AJ W —A— Ey_a.
Pelo item (a) do teorema anterior, temos que |W — A| = W — [A]; logo, W —[A] =W — A —
Ew_4 o que nos fornece a igualdade [A] = A+ Ey_a4.

Em seguida, vamos exibir alguns divisores que sao iguais a seus pisos ou tetos e também

mostrar algumas relagoes entre o piso e o teto.

Corolario 4.1.3 Seja z um elemento nao nulo de F'; A um divisor e W um divisor canonico
de F/F,.

(a) Sei(A) >0 entdao [A+ (2)] = [A] + (
(b) Se £(A) > 0 entao A+ (2)] = [A] + (2).

(©) [(2)] = (2), [(2)o] = (2)g € [(2)se] = (2o

(d) W= (2)] =W = (2); [W = (2)o | =W = (2) € [W = (2)] = W = (2).

Demonstracao (a) Seja x € F' um elemento separavel. Entao, como o divisor de uma forma
diferencial é um divisor candnico segue que tomando a forma diferencial dx e sabendo que o
divisor de uma forma diferencial é o divisor da correspondente diferencial de Weil associada
por ela temos que [(dz) — ((2) + A)| = (dz) — [(2) + A], valendo isso pelo teorema anterior.
Também, | ((dz) — (2)) — A| = (dzx) — (2) — [A], pois (dx) — (2) é um divisor candnico. Desta
forma, obtemos por comparagao que [(z) + A] = (2) + [A4].

(b) Seja x € F um elemento separdvel. Entao, tomamos a forma diferencial de F'/F,, dx, e como
o divisor de uma forma diferencial é um divisor canonico, temos que [(dz) — ((z) + A)] = (dz)—
| (2) + A], pelo teorema anterior, item (b) e também que [(dz) — (2) — A] = (dz) — (2) — | A].
Logo, |[A+ (2)| = |A] + (2).

(¢) Da parte (b), tomando A =0 temos [(2)] = |[A+ (2)] = [0] + (2) = (2). Agora, seja A =
(2),- Entao, como (2)+(2),, > 0segue que z € L (A), de modo que £ (A) # {0} edai ¢ (A) >

Pela parte (b), temos que |(2).. + ()] = [(2)] + (2); daf |(2). + (2)y — (=)o) = (2 >OOJ ¥
()~ (- Logo, [(2)y) = L(2).c] + (2)y — (2).. de modo que, [(2)o] — (=) = ()] — (2)
Temos que se A é um divisor efetivo entao o suporte do piso de A esta contido no suporte de A.
Como (z), > 0, segue que o suporte de |(z),] estd contido no suporte de (z), e como (2)_,, >0
também obtemos que o suporte de |(z)_ | estd contido no suporte de (z) . Os divisores de
zeros e de polos de z possuem suporte disjunto e entao o mesmo ¢é verdade para os divisores
[(2)o] € [(2),]- Mas, como visto logo acima, temos que [(2),] — (2), — [(2)] + (2) = 0.
Dat, (=) = [(2)o) () = L(2).0 -

(d) Observe que W — (z), < W logo, —grau (W — (2),) > —grau (W) e entao,

(W —(2)) —grau(W — (2)y) +9g—1>¢(W) —grau(W)+g—1=9g—(29—-2)+g—1=
—g+2+9g—1=1>0,ouseja, i (W —(2),) > 0.

De forma completamente andloga temos que, ¢ (W — (z)_) > 0.
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Agora, seja A = W — (z),; pela parte (a) segue que [W — (2),+ (2)] = [W — (2),] + (2).
Mas, [W — (2),+ (2)] = [W — (2) ], pois (2) = (2), — (2),. Como £((2),) > 0 segue pelo

teorema anterior, item (b), que [W — (2) ] = W —|(2)]. Pelo item (c) deste corolario vemos

o seguinte |(2)| = (2), logo, [W —(2),+ (2)] = W — (2),. Desta forma, [W — (2),] +
(2) = W — (2),, e consequentemente, [W — (z),] + (2), — (2),, = W — (2),, implica que
(W —(2)y] =W — (2),- Mostremos agora que [W — (2)_ | =W — (2)_.. Note que W = (5),
para n € Qp \ {0}. Assim, (1) + (2) = (21) é um divisor canénico, pois na defini¢ao 2.5.5.
vimos que 27 é uma diferencial de Weil. Logo, em [W — (z),] = W — (), substituimos W por
W+ (2) e entdo [W + (2) — (2),] = W + (2) — (2)y, 0 que implica [W — (2) | =W — (2)
Provemos agora que [W — (2)| = W — (z). Tomemos z um elemento nao nulo de F; daf segue
que (z) = 0. Dessa forma, ¢((2)) = ¢(0) =1 > 0. Pelo item (b) do teorema 4.1.4. temos que
[W —(2)] = W—|(2)] e entao, [W] = W. E visto que W —(z) também é um divisor canénico,
pois W — (2) = W + (z7!) = (27'n) e, como vimos na definigao 2.5.5., 275 é uma diferencial
de Weil. Assim, aplicando o item (b) do teorema 4.1.4. obtemos que [W — (2)| =W — (2). &

[e'el

4.2 As cotas do piso e do piso generalizada

A principal motivacao para o estudo das nocoes de piso e teto de um divisor é que elas nos
levam a uma melhor avaliacao da distancia minima de codigos. Veremos duas cotas para a
distancia minima muito importantes envolvendo o piso de um divisor que, de uma certa forma,
nos levarao a uma cota para esta mesma distancia com o auxilio do teto de um divisor. Vamos
agora introduzir o teorema da cota do piso, que daremos uma generalizacao denominada cota
do piso generalizada. Em seguida, daremos alguns exemplos onde vamos aplicar esta cota para

estimar melhorias da distancia minima de alguns cédigos.

Teorema 4.2.1 (Cota do piso) Seja F/F, um corpo de fungées de género g. Seja D :=
P+ ...+ P,, onde Py,..., P, sao lugares dois a dois distintos de F'/F,, que possuem todos
grau igual a um, e seja G := H + | H |, um divisor de F//IF, tal que H ¢é um divisor efetivo cujo
suporte nao contém quaisquer dos lugares P, ..., P,. Seja Ey := H — |H|. Entao, Cq (D, G)

é um cédigo [n, k, d] cuja distancia minima satisfaz:
d=d(Cq(D,Q)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (Ey) = 2grau (H) — (29 — 2).

Demonstracao Como H é um divisor efetivo, temos que |H]| é efetivo e supp (|H]) C
supp (H). Assim, G := H + |H| é um divisor efetivo e como os suportes dos divisores H
e D sao disjuntos, segue que os suportes dos divisores G e D também sao disjuntos. Escolhe-
mos uma diferencial de Weil € Qp (G — D) tal que a palavra cédigo ¢y := (np, (1),...,np, (1))
é de peso minimo. Por defini¢ao, a distancia minima de um cédigo é o minimo do conjunto dos
pesos das palavras cédigo nao nulas; assim, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

as primeiras d-coordenadas de ¢y sao nao nulas e que as coordenadas restantes sao nulas. Entao,
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sendo D' := P, + ...+ P; obtemos que (n) > G'— D', uma vez que como supp (D/) C supp (D)
e (n) > G — D segue que vg (n) > vg (G — D), para todo lugar @) de F/F, que pertence ao
suporte de D e entdo, em particular, isso vale para todo lugar que pertence ao suporte de D'
Deste modo, existe um divisor efetivo A tal que (n) = G — D" + A e cujo suporte nio contém
quaisquer dos lugares P, ..., P;. Naigualdade (n) = G — D'+ A, tomamos o grau dos divisores
em ambos os lados, e por consequéncia temos que grau ((n)) = grau (G) —d+ grau (A), e como
grau ((n)) = 2g — 2, pois (n) é divisor candnico, segue que 2g — 2 = grau (G) — d + grau (A),
donde d = grau(G) — (29 —2) + grau(A). A fim de provar a afirmagdo sobre a cota da
distancia minima, é suficiente mostrar que grau (A) > grau (Egy). Observe que grau (A) >
C(H+A)—l(H)=0(H+A)—(([H]) = ((H+A) - (([H] + A). De fato,
(1) grau(A) > ¢(H+ A) — ((H), pois como A > 0 temos que H + A > H e entao, pelo
lema 2.4.3., segue que ¢ (H+ A) —((H) < grau(H + A) — grau (H) = grau(A). Portanto,
grau(A) > ((H+ A) —((H).
(2)¢(H+A)—¢(H)=((H+A)—((|H]),poiscomo L(H) = L(|H]),temos { (H) =((|H])
e dai segue a igualdade desejada.
B)((H+A) —((|H|])>((H+A) —((|H]+A), uma vez que como |H| < |H| + A segue
que L(|H]) CL(|H|+ A);logo, ¢(|H|) <{((|H|]+ A) eentao —((|H]|) > —((|H|]+A) e
somando ¢ (H 4+ A) de ambos os lados desta desigualdade temos o resultado.

Mostremos agora que grau (Ey) = ¢ (H + A)—¢ (| H] + A). Temos W = G — D"+ A divisor
canonico. Tomando o divisor H+A e o divisor | H |+ A, pelo teorema de Riemann-Roch obtemos

as seguintes igualdades:

(i)¢(H+A)=grau(H+A)+1—g+L(W—-H—-A)e
(i) C(|H|+A) =grau(|H]+A)+1—g+ (W — |H|] - A).

Assim, 0 (H + A)—((|H] + A) =grauv(H)+{ (W — H — A)—grau(|H|)—((W — |H| — A).
Portanto, ¢ (H + A) —((|H|+A) =grau(H — |H])+((W —H —-A)—((W — |H|] - A) =
grau(Eg) + (W —H — A) — ¢ (W — |H|] — A). Como W —A=G—-DeG=H-+|H]|,

obtemos a expressao final:
((H+A)—((|H|+A)=grau(Ey)+((|H] - D) —((H-D").

Para completar a demonstracao, mostremos que £ (LH |- D') =L (H — D/). Como H —
D' < H, segue que L (H —D') C L(H) e entdo L (H —D') C L(|H]), donde L (H —D") =
L(H-D)NL(H]). Mostremos que £L(H —D)NL(|H]) = L (m.d.c.(H—-D';|HJ)).
Tome 0 # x € L (H — D')NL([H]) logo, (x)+H—D" > 0e (z)+|H] > 0 e entdo para todo
lugar P vemos que vp ((z) + H—D') >0 e vp ((z) + [H]) > 0 e assim,

min {vp ((x) + H — D) ;vp ((x) + |H])} = vp ((x)) + min {vp (H - D) ;vp (|H])} >

para todo lugar P de F/F,. Com isso, Y., (vp ((z)) + min{vp (H — D) ;v }) >
Portanto segue que, (z) + m.d.c.(H—D';[H]) > 0 e entdo z € L (m.d.c. ( — D', |H])
Deste modo, £ (H —D')NL(|H]) C £ (m.d.c.(H—D',|H])).

~— O
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Se0#x e L (m.d.c. (H - D, LHJ)) por defini¢do temos que, (x)+m.d.c. (H - D, LHJ) >
0. Temos que, min {vp (H — D') ,vp (|H])} <vp (H — D'),V lugar P. Desta maneira é visto
o seguinte, 0 < (z) +m.d.c. (H— D', |H]) < (z)+ (H—D);logoz € L (H — D) C L(|H])
edai z € L(H—-D')NL(|H|). Portanto, vale a inclusdo £ (m.d.c.(H—D',|H])) C
L(H—-D)NL(|H]). Assim, chegamos & igualdade desejada £ (m.d.c.(H— D', |H|)) =
L(H-D)NL(|H]). Por hipétese, supp (H) N supp (D) = 0 e sendo D" um divisor efetivo
tal que D' < D temos que supp (H) N supp (D') = e como supp (|H|) C supp (H) segue que
supp (| H]) N supp (D) = (. Pela definicdo, o méximo divisor comum entre H — D' e |H] é
o divisor cujos coeficientes dos lugares sdo os minimos dos coeficientes dos lugares de H — D'
e |H], e sendo H > |H| concluimos que m.d.c.(H— D', |H]) = |H| — D'. Isto implica que
L(md.c (H-D',|H]))=L(H]-D")e como £ (m.d.c (H—-D' |H])=L(H-D)n
L(|H])=L(H-D"),poisC(H—D'")CL(|H]),obtemosque L (|H] — D)=L (H—-D").

Segue entao que:

d=d(Cq(D,G)) =grau(G) — (29 — 2) + grau (A) > grau (G) — (29 — 2) + grau (Ey) =
grau (H) + grau (| H]) — (29 — 2) + grau (H) — grau (| H]) = 2grau (H) — (29 — 2).

Corolario 4.2.1 (da Cota do piso) Seja F/F, um corpo de fun¢oes de género g. Seja D :=
P +...4 P,, onde P,...,P, sao lugares dois a dois distintos de grau um de F/F, e seja o
divisor G := H + A, onde H e A sao divisores efetivos tal que o suporte de H nao contém
quaisquer dos lugares Py, ..., P, e |[H| < A< H. Entao, Cq (D, G) é um cédigo [n, k, d] cuja

distancia minima d satisfaz a desigualdade:
d=d(Cq(D,Q)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (H — A).

Demonstracao Note que, pela hipétese, H + |H| — D < H + A — D e isto implica que
Co(D,H+ A) C Cq(D,H+ |H]). De fato, sendo w € Qp (H + A— D) \ {0} segue que
(W >H+A—-D>H+|H|—-Deentaow € Qp (H+ |H] — D) e assim, Qp (H+ A — D) C
Qp (H+ |H| — D). Visto isso, seja (np, (1),...,np, (1)) € Cq(D,H + A). Desta forma,
temos que a diferencial de Weil n é tal que n € Qp(H+A—-D) C Qp(H+ |H|] —D) e
logo (np, (1),...,nmp, (1)) € Cq (D, H + |H]). Portanto, Cq (D,H + A) C Cq (D,H + |H]|).
Desta maneira segue que, d(Cq (D, H + A)) > d(Cq (D,H + H]). Pelo teorema da cota do
piso, aplicado ao codigo Cq (D, H + | H]), temos que:

d(Cq(D,H+ |H|)) > grau(G) — (29 — 2) 4+ grau (Eg),

ou seja, d(Cq (D, H + |H])) > grau(G) — (29 — 2) + grau (H) — grau (A), uma vez que se
|H| < Aentao —grau (|H]) > —grau(A). Comod(Cq (D, H+ A)) >d(Cq(D,H+ |H])) >
grau(G) — (29 — 2) + grau (H — A), podemos concluir que:

d(Cq(D,H+ A)) > grau(G) — (2g — 2) + grau (H — A).
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Ou seja, d(Cq (D, H + A)) > d* + grau (H) — grau (A). |

Teorema 4.2.2 (Cota do piso generalizada) Seja F'/F, um corpo de fungoes de género g.
Sejam Py, ..., P, lugares dois a dois distintos de F'/IF,, de grau um. Definindo D := P+...4+P,,
sejam A, B, G e Z divisores com o suporte disjunto do suporte de D tal que Z é efetivo e vale
que (L (A)=0(A—2),¢(B)=((B+Z)eG= A+ B. Entao, a distancia minima d do cédigo
Cq (D, G) é tal que satisfaz a desigualdade:

d=d(Cq(D,Q)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (Z).

Demonstracao Seja n € Qr (G — D), tal que a palavra cédigo ¢y := (np, (1),...,np, (1)) é de

peso minimo nao nulo. Como a distancia minima d de Cq (D, G) ¢é tal que
d(Cq(D,G)) =min{w(c) |0#ce Cq(D,G)},

podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢; # 0, paral <i < dec¢; =0, parad <1i <
n. Seja D' := P+ ...+ P;. Por hipétese, temos que supp (G)Nsupp (D) = 0, pois G = A+ B e
A e B sao divisores com suporte disjunto do suporte de D. Como supp (D') C supp (D) segue
que supp (G) N supp( ) = (. Sendo vg (n) > vg (G — D), para todo lugar ) de F/F,, tal
que @ € supp (D) segue, em particular, que isso é valido para todo @ € supp (D/). Portanto,
devemos ter (n) > G — D'. Desta forma, existe um divisor efetivo E, com suporte disjunto do
suporte de D', de modo que W := (n)=G— D' + E, e assim observamos que W é um divisor
canonico e com isso grau (W) = 2g — 2. Tomamos o grau dos divisores de ambos os lados da
igualdade W := G — D' + E e obtemos que, 29 — 2 = grau (G) — d + grau (E) e isso implica
que d = grau (G) — (29 — 2) + grau (E).

Observe que grau (E) > ( (A+ E)—((A) =l (A+ E)—((A — Z). De fato, pelo lema 2.4.3.,
temos que ¢ (A+ E) —((A) < grau(A+ E) — grau (A) = grau (E), e desta forma grau (E) >
((A+ E) — £(A); como, por hipétese, £ (A) = ¢ (A — Z) é imediato que { (A+ E) — ((A) =
((A+ FE)—t(A—-Z). Logo, grau(E) > L(A+ E) — (A — Z). Sendo E um divisor efetivo
segue que, A+ E—Z>A—Zedal, L(A-—Z) C L(A+ E—Z). Desta forma, { (A—Z) <
((A+E —Z),o0queimplica —¢ (A —Z) > —((A+ E — Z). Portanto, grau (E) > ( (A+ E)—
((A+ E — Z). Aplicando o teorema de Riemann-Roch aos divisores A+FE ¢ A+FE—Z, obtemos

as seguintes relagoes:

(i) 0(A+E)=grau(A+E)+1—g+{(W - (A+E)),
(i) (A+E—-2Z)=grau(A+ E—-2)+1—g+l(W - (A+ E - 2)).

Assim, conseguimos obter a seguinte igualdade:

LA+ E)—l(A+E—-Z)=t(W - (A+E) —t(W—-(A+E—-2Z)) +grau(Z) =
grau(Z) +L (W —A+G—-D —-W)—((W+Z—-A+G—-D —-W),
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e entdo, { (A+E)—l(A+E—Z) = grau(Z)+((B—D') —{(B+Z—D'). Agora, como
B+Z—D" < B+Z temos que L (B + 7 — D/) C L(B+ Z). Sendo Z efetivo, B+7Z > B e dai
L(B) C L(B+ Z); por hipétese temos, ¢ (B) = £ (B + Z) e assim segue a igualdade dos espagos
vetoriais, £ (B) = L (B + Z). Portanto, £L(B+Z —D') C L(B) eentdo L(B+Z—D') =
L(B+Z—-D)NnL(B).

Mostremos que £ (B + Z — D/) =L (md.c (B+7Z - D" B)). Sejaxz € L (B+ Z — D') =
L(B+Z-D)nL(B). Entdo (x) + B+ Z—D > 0e (z) + B > 0. Assim, para
todo lugar P de F/F,, temos que vp ((z) + B+Z —D') > 0 e vp((x)+ B) > 0, e entdo
obtemos a seguinte desigualdade vp ((z)) + min{vp (B+Z —D');vp(B)} > 0; com isso
z€L(mdc (B+Z—-D;B))edal L(B+Z—D")CL(md.c (B+Z—D';B)). Agora,
sex €L (m.d.c. (B +Z - D/;B)) temos min {vp (B +Z - D/) ‘Up (B)} <uwp (B +Z - D/),
V lugar P de F/F,, donde vemos o seguinte, 0 < (z) + m.d.c.(B+Z —D';B) < (z) + B +
Z —D'. Logo, z € L (B+ 7 — D/) =L(B+Z— D/) N L (B). Com isso temos a inclusdo,
L(mdc (B+Z—-D;B))CL(B+Z-D).

Conclusdo: £L(B+Z —D') =L (m.d.c.(B+Z—D';B)).

Temos que supp (D/) C supp (D) logo, supp (B)Nsupp (D/) =0 e supp (Z)Nsupp (D/) = 0.
Sendo Z efetivo, B+Z > B e entao m.d.c. (B + Z — D/; B) — B—D'. Desta maneira, obtemos
L(B+Z-D)=L(B-D)eentao {(B+Z—-D) = ((B-D"). Assim, grau(E) >
((A+E)—((A+E — Z)+grau(Z) o que implica grau (E) > { (B—D')—{(B+Z — D)+
grau(Z) = grau(Z). Assim, temos que grau (E) > grau(Z). Logo, d = d(Cq(D,G)) =
grau (G) — (29 — 2) + grau (E) > grau (G) — (29 — 2) + grau (Z). n

Em seguida, vamos obter mais uma cota para a distancia minima de um cédigo do tipo

Cq (D, G). Esta cota estd relacionada com o teto de um determinado divisor.

Teorema 4.2.3 Sejam F/F, um corpo de fungoes de género g e o divisor D := P, + ...+ P,
onde Py, ..., P, sao lugares dois a dois distintos e de grau um. Seja G um divisor tal que o
suporte do divisor [G — D]+ D nao contém quaisquer dos lugares Py, ..., P,. Entao, Cq (D, G)

é um cédigo [n, k, d] cuja distancia minima d satisfaz a desigualdade:
d=d(Cq(D,q@)) > grau([G—D])+n+g—1=grau(G) — (29 — 2) + grau (Ew_g+p),
onde W é qualquer divisor canonico tal que Ey_gip =W — G+ D — |W — G + D].

Demonstracao Sendo W um divisor canonico temos que |W — (G — D)| = W —[G — D], ou
seja, |[W — G+ D] =W — [G — D]. Observemos o seguinte fato:

G-D+Eygip=G-D+W—-G+D—|W—-G+D|=W-W+[G-D]=[G-D].

Com isso, Qp (G— D) =Qp ([G—D])=Qr(G—D+ Ew_gip). Agora, sejan € Qp (G — D)
tal que a palavra codigo ¢y = (np, (1),...,mp, (1)) é de peso minimo. Pela definigdo da
distancia minima d, podemos assumir que as primeiras d coordenadas de ¢y sao nao nulas

e as coordenadas restantes sdo nulas. Entdo, sendo D' := Z'Z:l P;, como Qp (G—D) =
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Qp (G—D + Ew_gyp) temos que, n € Qp (G — D + Ew_g4+p). Disto e do fato que D > D'
segue que (1) > G — D'+ Ew_qyp. Assim, existe um divisor efetivo A cujo suporte nio contém
quaisquer dos lugares Py, ..., Py, e tal que (n) = G — D' + Ew_qgyp + A. Tomando o grau dos

divisores de ambos os lados da igualdade acima, obtemos que:
29 — 2 = grau (G) — d+ grau (Ew_g+p) + grau (A).

Portanto, d = grau (G) — (29 — 2) + grau (Ew_g+p) + grau (A).
Como grau (A) > 0 temos entao que d (Cq (D, G)) > grau (G)—(2g — 2)+grau (Ew_g+p) =
grau([G—D])+n+g—1. |

Proposicao 4.2.1 Seja F'//F, um corpo de fungoes de género g. Seja D := P, + ...+ P,, onde
Py, ..., P, sdo lugares dois a dois distintos de grau um de F/F,, e seja G um divisor tal que o
suporte do piso de G nado contém quaisquer dos lugares P, ..., P,. Entao, Cq (D, [G]) é um

c6digo [n, k, d] cuja distancia minima d satisfaz a desigualdade:

d=d(Co (D, [G1)) > grau([G1) — (29 — 2) = grau (G) — (29 — 2) + grau ([G] - G).

Demonstracao Temos que a distancia designada do cédigo Cq, (D, [G]) é dada por
d* (Co (D, [G])) = grau([G1) — (29 — 2).

Por outro lado, a distancia minima deste mesmo cédigo é maior ou igual do que a distancia
designada. Logo, d (Cq (D, [G])) > d* (Cq (D, [G])), como queriamos demonstrar. |

Observacao 4.2.1 Note que a demonstracao do teorema da cota do piso generalizada assume
que o c6digo Cq (D, G) é nao trivial, ou seja, o referido cédigo nao é o espago vetorial nulo e
consequentemente possui uma palavra cddigo de peso nao nulo. Se o cédigo é trivial, a questao

da cota para a distancia minima dada no respectivo teorema nao é muito interessante.

A partir de agora, vamos dar alguns exemplos que ilustram como a cota do piso e a cota do

piso generalizada podem ser aplicadas.

Exemplo 4.2.1 (Cédigo Hermitiano de um lugar) Um cédigo Hermitiano é um cédigo
sobre o corpo de func¢oes Hermitiano. Um corpo de fungoes F/K, onde K = Fp2 com ¢ uma
poténcia de algum nimero primo p e F' = K (z,y), com equacao dada por ¢ +y = 277! ¢ dito
um corpo de fungoes Hermitiano. De acordo com [12] Lema V' 1.4.4.; este tal corpo de fungdes

(g=1)
2

possui género g = 4 e ¢® + 1 lugares de grau um.

Seja entao o corpo finito com 16 elementos Fi4 e considere o corpo de fungoes Fig (z,y) /Fig

5 Neste caso, temos ¢ = 4 e entdao o corpo de funcoes

com equacao definida por y* +vy = x
descrito anteriormente é um corpo de funcées Hermitiano. Assim, o género g desse corpo de
funcoes é g = 6 e ele possui ¢° + 1 = 65 lugares de grau um. Denotemos estes lugares por
Py, Py, ..., Ps3, Py onde, de acordo com [12] Lema V1.4.4., P,, é o tinico pélo em comum de z
e de y. Vamos tomar o semigrupo de Weierstrass do lugar P,,, isto é, o conjunto das ordens de

polo de P..:
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H (Py):={neNy| existe x € F' com (x) _ =nPy},

onde Ny denota o conjunto dos nimeros inteiros nao-negativos. Com isso, definimos o conjunto
das lacunas de Weierstrass do lugar Py, por G (Py) := Ng \ H (Py). Temos que o semigrupo
de Weierstrass do lugar P, é tal que H (Py) D (4,5) = {0,4,5,8,9,10,12,13,14, ...}, uma vez
que pela referéncia [12] Proposicao V1.4.1. temos (z), = ¢Px € (y), = (¢ + 1) Px, com ¢ = 4.

Pelo teorema das lacunas de Weierstrass temos que P,, possui exatamente g = 6 lacunas,
que serao denotadas aqui por ny, ng, Nz, N4, N5 € Ng, com Ny < Ny < ng < Ny < N < Ng €,
ainda pelo teorema citado, ny =1 en; <29 —1 =11, para todo ¢ =1,...,6. Vamos mostrar
que no =2, ng =3, ng =6, n5s =7 e ng = 11. Suponha que ng < 11. Poderiamos entao ter
ne = 10, 9 ou 8, mas isto nao é possivel, pois 8, 9 e 10 pertencem a (4,5) C H (P,,). Entao,
tome ng = 7. Neste caso, na melhor das hipdteses teremos que ny = 2, n3 = 3, ny = 6 e assim
nao ha valores possiveis para ns, o que é absurdo. Portanto, nao podemos ter ng = 7. Agora,
se ng = 6, na melhor das hipdteses temos que ny, = 2, ng = 3 e entao nao temos valores para
ny € ny, o que é absurdo. Se ng = 3, entao na melhor das hipéteses teremos ny = 2 e com isso
ng, N4 € nz nao recebem valor algum, o que é absurdo. Se ng = 2 nao existem valores para no,
nsz, ng € Ny, o que é absurdo. Podemos entao concluir que ng = 11 e desta maneira devemos
ter ng = 2, ng = 3, ng = 6 e ny = 7. Portanto, {1,2,3,6,7,11} é o conjunto das lacunas de Py,
e consequentemente Ny \ {1,2,3,6,7,11} é o conjunto das ordens de pélo de P,,. Logo, segue
que H (Px) =Ng\{1,2,3,6,7,11}.

Conclusao: H (Px) = (4,5).

Recordemos que, na demonstracao do teorema das lacunas de Weierstrass, caracterizamos

uma lacuna pelo seguinte:
i ¢ uma lacuna de um lugar de grau um @ se, e somente se, £ ((i — 1) Q) = L (iQ).

Assim, visto que 11 é uma lacuna de P, obtemos que L (11Py) = L (10Py) e sendo 7
também uma lacuna de P, segue que L (7P) = L (6P). Tomemos os divisores A = 11P,,
B =6P,eZ =P, ecoloquemos G = A+B =17P e D := Py+ P, +...+ FPs3. Consideremos
o codigo Cq (D, G).

Definigao 4.2.1 Seja F//K um corpo de fungoes. Se G = mP, para algum lugar P de grau
um, m € N e D é um divisor que é a soma de todos os outros lugares de grau um de F//K, nos

referimos ao cddigo Cq (D, G) como c6digo de um lugar sobre F'/K.

De acordo com a defini¢ao anterior temos que Cq (D, G) é um codigo de um lugar sobre o
corpo de fungdes Hermitiano, ou seja, é um cédigo Hermitiano de um lugar. Portanto, temos
A, B, G e Z divisores cujo suporte é disjunto do suporte de D, Z é efetivo, G = A+ B el (A) =
((A—Z), pois L(11Py) = L(10Py) e {(B) = { (B + Z), uma vez que L (7Pyx) = L (6Px).

Pelo teorema da cota do piso generalizada segue que:

d=d(Cq(D,q)) > grau(G) — (29 —2) + grau(Z) =17—-10+1 = 8.
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Sabemos que a distancia designada de Cq (D, G) é d* = grau (G) — (29 —2) = 17—-10=1T.
Como d (Cq (D, G)) é pelo menos 8, obtemos uma melhoria de pelo menos um para a distancia
minima de Cq (D, G) em relagao a distancia designada.

Enquanto a cota do piso generalizada fornece esta melhoria a cota do piso nao fornece, uma
vez que nao existe nenhuma maneira de escrever o divisor G = 17P,, como G = H + | H|, onde
H éum divisor efetivo cujo suporte é disjunto do suporte de D. De fato, suponha que G = 17P
possa ser escrito da maneira descrita anteriormente. Assim, H é da forma H = aP,, e sendo H
um divisor efetivo temos que o piso de H também é efetivo e supp (| H|) C supp (H). Se H fosse
igual & 0Py, 1Py, 2Py, 3Py, 4P, 5P, 6 Py, TP, ou 8P, deveriamos ter, respectivamente,
|H| igual a 17P,, 16P,, 15P, 14P,, 13P,, 12P,, 11P,, 10P, e 9P,; em todos esses
casos se contraria o fato de que |H| < H. Se H = 9P, entdo devemos ter |H| = 8P,
e assim L (9P,) = L(8P,), o que implica que 9 é uma lacuna, o que é um absurdo. Se
H = 10P,, entdo devemos ter | H| = TP.; se isso ocorre entdao £ (10Py) = L (7Px) e como
7 é uma lacuna segue que L (7P,) = L(6Py) e dai |10P| # 7P, pois o piso de H é o
divisor de grau minimo tal que £ (H) = L (| H]) e neste caso temos grau (6 P) < grau (7Px).
Se H = 11P,, entao, visto que GG se escreve como a soma de H com o piso de H, devemos
ter |H] = 6Py; logo temos L (11Py) = L(6Py) = L(5Px) e dai |11P] # 6P, pelo
mesmo motivo explicado anteriormente. Se H = 12P,,, devemos ter |H| = 5P.; com isso
segue a igualdade £ (12P,) = L (5P) = L(6Px) = L(7Py) e dal 7P| = 5Py e portanto
dois divisores diferentes possuem o mesmo piso, o que é absurdo. Se H = 13P,, devemos
ter |H| = 4P; no entanto 13 é ordem de pdlo e assim L (13P) # L (12P) e dai, se
vale que L (13P,) = L (4P) devemos ter L (4Py) = L(12P4), pois 4Py < 12P,, logo
L (13Py) = L (12P), o que é absurdo; portanto, |13P | # 4Ps. Se H = 14P,,, devemos ter
|H| = 3P e entao L (14P,) = L (3P4), e como 3 é lacuna segue que, L (3P5) = L (2P,) e
assim temos um divisor cujo grau é menor do que o grau de 3Py e L (2Px) = L (14P,,); segue
disto que ndo podemos ter |14P,| = 3P,. Se H = 15P,, devemos entao ter |H| = 2P.;
no entanto 2 é lacuna e desta forma £ (H) = L (2P,) = L (1P4) e com isso o piso de H nao
pode ser 2P,,. Se H = 16 P, entao seu piso deve ser 1P,; no entanto, 1 é lacuna e assim, pelo
mesmo argumento anterior, nao podemos ter que | H | = 1P,,. Finalmente, se H = 17P,, entao
devemos ter |H| = 0P; assim £ (17P) = L (0) = Fy4, 0 que é absurdo.

Conclusao: G nao se escreve como G = H + |H |, onde H é um divisor efetivo cujo suporte

¢ disjunto do suporte de D.

Observagao 4.2.2 Mostremos que Cq (D, 17P,,) = Cr(D,57P,). De fato, pela referéncia

[12] Proposiciao VII.4.2., temos que Cg (D,57Ps)" = Cppip—go-57 = Ci7 = Cr (D, 17Py).

Pelo teorema 3.2.3. temos que Cz (D, G) e Cq (D, G) sio cdigos duais. Logo, Cz (D, 17Ps)" =

Cq (D, 17P,,). No entanto, note que C (D, 171[’00)l = (C’E (D, 57]300)L)L =Cr(D,57P,,).
Portanto, Cq (D, 17Py) = Cr (D,57P,,), como queriamos.

Desta forma, por [4], temos que a distancia minima deste c6digo é exatamente 8.
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Para os exemplos posteriores necessitamos, neste momento, de alguns conceitos e resultados,
cuja finalidade é fazer com que tenhamos melhor compreensao e entendimento do assunto aqui
abordado.

Definigao 4.2.2 Sejam P; e P, dois lugares distintos de grau um do corpo de fungoes F/K.
O semigrupo de Weierstrass do par de lugares (P;, P,) é definido por:

H (P, P) = {(a1,00) € Ng x Ny | existe z € F com (z) =P + P}

O conjunto das lacunas de Weierstrass é entao dado por G (P, P») = N2\ H (P}, ).

Vamos enunciar uma caracterizacao muito util de elementos que estdao em H (P, P,); este
resultado é encontrado na referéncia [3] Lema 2.1..

Afirmacgao 1: Para (o, a2) € N x N\ {0,0} s@o equivalentes:

(i) (v, 2) € H (P, Ps).
(13) £ (a1 Py + aaPo) —C((ag — 1) PL+ aoPy) = 1el(an P+ asPy) — € (a1 Py + (ag — 1) Py) = 1.

Em outras palavras, a afirmagao anterior nos diz o seguinte:

(aq,2) € H (P, Py) se, e somente se, vale L (a1 Py + aaP3) \ L((a1 — 1) PL+ aaP3) # 0 e
L (1P + asPo) \ L (o Py + (ag — 1) Py) # 0.

Um resultado que utilizaremos bastante no que vem a seguir, e é também encontrado em
[3] Lema 2.3., é o seguinte:

Afirmagao 2: Seja a3 > 1. Entao, { (a1 Py +aoPp) = (a1 — 1) Pi+ aPy) + 1 se, e
somente se, existe a, 0 < a < g, tal que (ay, ) € H (P, P,). Analogamente, seja ag > 1;
entdo, £ (a1 P + aoPy) = (a1 Py + (aa — 1) P») + 1 se, e somente se, existe o, 0 < a < ay, tal
que (o, ) € H (P, P,).

Tendo isso em maos, voltemos aos nossos exemplos.

Exemplo 4.2.2 (Cédigo Hermitiano de dois lugares) Consideraremos neste exemplo o

mesmo corpo de fungoes Hermitiano do exemplo precedente.

Definigao 4.2.3 Seja F//K um corpo de fungoes. Se um divisor G é tal que G = oy P; + o Py,
para distintos lugares de grau um P; e P, a1, ay € N e D um divisor que é a soma de todos
os outros lugares de grau um de F//K, nos referimos ao cédigo Cq (D, G) como um cédigo de

dois lugares sobre F/K.

Assim, consideremos o divisor G = 2Py + 8P, e D = P, + P, + ... + FPs3 e tome, de
acordo com a definigdo anterior, o cédigo Hermitiano de dois lugares Cq (D, G). Na referéncia
[10] Exemplo 5.2. é computado o semigrupo de Weierstrass do par de lugares (P, Py ). Mais
precisamente, como anteriormente, seja Ny denotando o conjunto dos inteiros nao negativos; a
tabela 4.1. retrata H (P, P»,) NNZ. Nesta tabela, o lugar marcado por um x representa o ponto
cuja primeira coordenada ¢ dada pelo nimero que esta na horizontal e a segunda coordenada

¢é dada pelo niimero que esta na vertical.
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0O/112/3[4]5|6[7[8]9 101112
0| x X | X X | X | X X
1 X | X
2 X | X | X | X | X | X
3 X | X | X X | X | X | X | X | X
4 | x X | X | X X | X | X | X | X | X
5 | X X | X | X X | X | X | X | x| X
6 X | X | X | X ]| X | X |X
7 X | X | X[ X|X|X|X|X|X]|X]|X
8 | X X | X | X | X[ X[ X|X|X|X|X]|X
9 | x X | X | X | X | X | X[ X|X|X]|X| X
10| % X | X | X | X[ X[ X|X|X|X|X]| X
11 X | X | X | X | X | X|X|X|X]|X| X ]| X
12 | X | X | X | X | X [ X | X[ X | X|X| X | X | X

Tabela 4.1: H (Py, Py) N (Ng x Np)

Como vimos, H (Py, Px) = {(a1,0) € Nj | existe x € F tal que (z)_ = a1 Py + a2Px}.

Vejamos que L (2P +6Py) = L(5Px) ¢ L(2Py+3Px) = L(2P,). De fato, tomemos
a; = 2 e as = 6 e observando a tabela 4.1. vemos que nao existe 0 < a < 6 tal que (2,a) €
H (P, Py). Segue entdo, de acordo com a afirmagao 2, que L (2P + 6Py ) = L (1P, + 6Py) e,
de acordo com a tabela 4.1., temos para oy = 1, ay = 6 que nao existe 0 < a < 6 tal que (1, ) €
H (Py, Py); logo, L (1P + 6Py) = L (6Px). Para (a1, a2) = (0,6) temos, observando a tabela
4.1., que (0,6) é uma lacuna; segue, pela afirmacao 2, que L (0P 4+ 6P,) = L (0P + 5PFPx).
Portanto, £ (2P) 4+ 6Px) = L (5Px). Também, temos que para (a1, a2) = (2,3) nao existe
0 < a < 3tal que (2,a) é uma ordem de pdlo e entao, £ (2P + 3Px) = L (1P + 3P4). Além
disso, o mesmo raciocinio se aplica para (ag,as) = (1,3) e assim L (1P + 3Px) = L (3Px);
para (a1, as) = (0,3) temos, pela tabela 4.1., que (0,3) é lacuna e entao, pela afirmacao 2,
segue que L (0P + 3Py) = L (0P 4+ 2P4). Portanto, £ (2P + 3Ps) = L (2P,). Vamos entao
aplicar a cota do piso generalizada a este codigo de dois lugares. Para tanto, sejam os divisores
A B,Ge Z taisque A =2Py+ 6P, B=2P,,,G=A+B=2FP+8P,e Z =2F + P..
Desta forma, esses divisores possuem suporte disjunto do suporte de D = Z?il P;, 7 é efetivo e
como A—Z7 =5P,, e L(A) =L (5Py) segue que ¢ (A) = (A —Z)esendo B+ 7 =2P+3Py
e L(B) = L(2F + 3P) segue que ¢ (B) = { (B + Z). Estamos nas hip6teses do teorema da

cota do piso generalizada; logo a distancia minima d de Cq (D, G) é tal que:
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d=d(Cq(D,q)) > grau(G) — (29 —2) + grau(Z) =10 — 10+ 3 = 3.

Como a distancia designada deste cédigo é tal que d* = grau (G) — (29 — 2) = 10 — 10 = 0,
temos que a diferenca entre a distancia minima e a distancia designada é de no minimo 3.
Conclusao: obtemos uma melhoria de no minimo 3 para a distancia minima em relacao a
distancia designada.

Usando divisores efetivos, a cota do piso nao atinge essa melhoria. A melhor escolha de um
divisor H para a cota do piso é H = 2Py + 4P,,, com |H| = 4P,, (note que neste caso temos
G =H+ |H| =2F, + 8P, e suporte de H ¢é disjunto do suporte de D). Seja Ey = H — |H|.
Assim, de acordo com o teorema da cota do piso, o cédigo Cgq (D, G) possui distancia minima

d satisfazendo a desigualdade:
d=d(Cq(D,Q)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (Ey) = 2.

Desta forma, a cota do piso faz com que a distancia minima tenha uma diferenca de no
minimo 2 para a distancia designada. Portanto, para este cédigo Hermitiano de dois lugares
Cq (D,G) com G = 2P, 4+ 8P4, a cota do piso generalizada fornece uma melhoria superior em

relacao a cota do piso para a distancia minima em relacao a distancia designada.

Observagao 4.2.3 De acordo com a referéncia [11] temos o seguinte resultado:
"Seja G = aPy+bPyx coma =ag(qg+1)+a;,0<a; <qgeb=0by(qg+1)+b,0<b <gq.
Suponha que G satisfaca uma ou outra das seguintes condicoes:
(1) grau (G) < grau (W), para W um divisor canénico ou
(2) grau (W) < grau (G) < grau (W) + ¢, com G equivalente a sFPy ou equivalente a ¢ Py, para
s, t € Z e W um divisor canonico.
Entao, d <C[; (D, G)L> =ag+by+2.7

Como G = 2Py + 8P, podemos escrever 2 = 0(4+ 1) +2 (e entdo ap = 0 e a; = 2) e
8=1(4+1)+3 (e entdo by = 1 e by = 3). Também para qualquer divisor candénico W temos
grau (W) =2g—2=2(6) —2 = 10 e assim G satisfaz a condigao 2 dada no resultado anterior.
Temos entdao que d (C[; (D, G)L> =ag+by+2=0+1+2=3. Sendo, pelo teorema 3.2.3.,
Cr (D,G)" = Cq (D, G) segue que neste caso d (Co (D, G)) = 3.

Exemplo 4.2.3 (Cédigo de Suzuki de dois lugares) Da mesma forma como no caso de

um cédigo Hermitiano, um codigo de Suzuki é um cédigo sobre o corpo de fungoes de Suzuki.

Definicao 4.2.4 SejaF, (z,y) /F, um corpo de fungoes algébricas com equacao dada da seguinte
forma, y? —y = x% (27 — x), onde gy = 2" e ¢ = 2*"*1 para algum inteiro positivo n. Este
corpo de fungoes é chamado de corpo de fungoes de Suzuki e, de acordo com a referéncia [9],

ele possui exatamente ¢? + 1 lugares de grau um e o género g é dado por g := qo (¢ — 1).

Consideremos entdao o corpo de fungoes Fg(z,y) /Fs, com equagio dada por ¢ —y =

2?2 (2% — ). Assim, temos que ¢y = 2! e ¢ = 2211 = 8 ¢ entao, de acordo com a defini¢ao
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anterior, Fg (x,y) /Fs é um corpo de fungdes de Suzuki. Portanto, o género g desse corpo de
fungoes é g = 2. (8 — 1) = 14 e ele possui exatamente ¢* + 1 = 65 lugares de grau um. Denota-
mos estes lugares por Py, P, ..., Ps3, P onde, segundo a referéncia [9], Py é o tnico pdlo em
comum de x e .

A fim de encontrarmos o semigrupo de Weierstrass do par de lugares (P, Py,) é necessério
entender como isso é feito no caso de um corpo de fungoes de Suzuki qualquer. Seja entao o
corpo de fungoes F, (z,y) /F, com equacao dada por y? —y = % (29 — z) tal que este é um

corpo de funcoes de Suzuki qualquer. Sejam P; e P, quaisquer dois lugares desse corpo de

funcoes de Suzuki distintos e de grau um. Para aq,as,...,a; pertencentes a N vamos denotar

por {ai,...,a;) o subsemigrupo dos inteiros nao negativos gerado por ay,...,a; e temos que
k .

(a,...,a) = {Zizl cia; | ¢ € NO}. De acordo com a referéncia [9] Lema 3.1. obtemos que o

semigrupo de Weierstrass do lugar P; é dado por H (Py) := (q,q+ qo,9 + 4/%,q9+ q/q + 1).
Também por [9] Lema 3.2., para determinarmos H (P;, P,) precisamos somente encontrar o
conjunto I' (P, P») := {(a,fa) | @ € G(P)}, onde definimos o inteiro ndo negativo [, por
Bo :=min{f € Ny | (o, 3) € H(Py, P,)} e, de acordo com a referéncia [2], 3, é uma lacuna do
lugar P,.

Dados u = (u1,uz) e v = (v1,v2) em Ny x Ny, definimos a menor cota superior de u e v
por lub{u,v} = (max {uy,v1},maz {us,v2}) € N2, Como mencionado em [9] no Lema 3.2.
temos que o semigrupo de Weierstrass do par de lugares (P, P,) é dado por H (P, Py) =
{lub{v1,7%} | 71,72 € S}, onde S :=T (P, P2) U(H (P,) x {0}) U ({0} x H (P)).

Voltemos agora a trabalhar com o corpo de fung¢oes de Suzuki considerado neste exemplo.

Utilizando o que foi descrito anteriormente vemos que H (Py) = H (Py) = (8,10,12,13),
uma vez que ¢ = 8 e gqo = 2. Como dado em [9] Exemplo 3.4., o conjunto das lacunas
de Weierstrass do lugar Py é G (Fy) = {1,2,3,4,5,6,7,9,11,14,15,17,19,27} e o conjunto
['(Py, Py) ={(a,Bs) | @ € G(Fy)}, com B, =min{f € Ny | (a,3) € H (P, Px)}, é formado
pelos seguintes elementos:

(1,27),(2,19), (3,11), (4, 17), (5,9), (6,15), (7, 7), (27, 1), (19,2), (11,13), (17,4) , (9,5) , (15, 6)
e (14,14).

Com esses dados, podemos entao concluir, como descrito anteriormente, que o semigrupo de
Weierstrass do par de lugares (P, Ps,) é 0 seguinte H (Py, Ps) = {lub{y1,%} | 71,72 € S}, com
S =T (R, Py) U((8,10,12,13) x {0}) U ({0} x (8,10,12,13)). Tomamos o cidigo Cq (D, G)
sobre o corpo de funcoes de Suzuki, com G = 5F 4+ 28 P, e D a soma dos outros 63 lugares
de grau um. Desta forma, Cq (D, G) é um cédigo de Suzuki de dois lugares. Vamos encontrar
uma cota inferior para a distancia minima deste cédigo. Novamente vamos usar a afirmacao 2,
dada anteriormente.

Tomemos (a1, az) = (2,15) e observamos, pelo semigrupo de Weierstrass, que nao existe
0 < a < 15 tal que (2,a) € H (P, Py); logo, L (2P, + 15Py) = L(1FPy+ 15P). Para
(aq,a2) = (1,15) é visto que ndo existe 0 < a < 1 tal que (a,15) € H (P, Px) € entao
L(1Py+ 15Py) = L(1FP) + 14P). O mesmo argumento anterior vale para (ay, az) = (1, 14)
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edal, L(1P) + 14Py) = L (1P, + 13P,,). Portanto, L (2P + 15Py) = L (1P, + 13P.,).

Mostremos agora que L (4P + 15Py) = L (3P, + 13P,,). De fato, para (a1, as) = (4,15),
procedendo de modo andlogo aos argumentos anteriores temos que nao existe 0 < a < 15 tal
que (4,«) € H (Fy, Px) e entao L(4F) + 15Py) = L (3P + 15P). Agora, para a; = 3 e
ay = 15, nao existe 0 < a < 3 de forma que («, 15) € H (Fy, Px) € assim L (3P, + 15P) =
L (3Py + 14P,,). Por fim, nao existe 0 < o < 3 tal que («a,14) é ordem de pdlo, logo,
L (3P + 14Py) = £ (3P + 13Py). Portanto, £ (4B + 15Py) = £ (3P + 13Py).

Visto isto, tomamos os divisores A = 2Py + 15P,, B = 3Py + 13P ¢ Z = 1P, + 2P, e
temos entao que G = A+ B = 5P, +28P,, o divisor Z ¢ efetivo e A, B, G e Z possuem suporte

disjunto do suporte de D. Além disso,

(i) €(A) = (2Py + 15P) = (L (1P, + 13P) = ((A— Z) e
(i) £ (B) = £ (3P + 13Px) = £ (4P, + 15P,)) = ( (B + Z).

Logo, as hipdteses do teorema da cota do piso generalizada estao satisfeitas. Desta forma

obtemos que a distancia minima d do c6digo Cq (D, G) é tal que:
d=d(Cq(D,G)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (Z),

ou seja, temos que d(Cq (D,G)) > 33 —26 + 3 = 10. Sendo a distancia designada d* =
grau (G) — (29 — 2) = 33 — 26 = 7, segue que a cota do piso generalizada prevé uma melhoria

de pelo menos 3 da distancia minima em relagao a distancia designada.

Observagao 4.2.4 No teorema 3.2.2., observamos que o cédigo Cq (D, G) possui dimensao
k=1i(G — D) —i(G). Porém, neste caso do exemplo, temos (29 — 2) = 26 < grau (G) =33 <

n = 63 e assim, por este mesmo teorema, a dimensao k é tal que k = n+g—1— grau (G) = 43.

Exemplo 4.2.4 (Cédigo atingindo uma melhor cota usando divisores nao efetivos)
Vamos considerar o cédigo de Suzuki de dois lugares como dado no exemplo anterior, tomando
agora o divisor G = 0Py + 32P,, =32P e D =P + P, + ...+ Pg3.

Nos exemplos anteriores, computamos a cota do piso generalizada para escolhas de divisores
efetivos A e B e vimos que isto fornece uma boa melhora da distancia minima em relacao a
distancia designada. No entanto, a escolha de divisores efetivos A e B para computar a cota do
piso generalizada nem sempre fornece a melhor melhoria, ou seja, podemos obter uma diferenca
maior entre as distancias minima e designada, na cota do piso generalizada, tomando divisores
A e B onde pelo menos um deles nao é efetivo. Eo que veremos a seguir.

Do semigrupo de Weierstrass, usado no exemplo anterior aqui abordado, conseguimos obter
que L (5P 4+ 15Py) = L(5F + 13Py) e L(8Py + 6P) = L (8P + 4Px).

De fato, vamos usar a afirmagao 2 para («aq, as) = (5,15) e, de acordo com o semigrupo de
Weierstrass do par de lugares (Fy, Px ), nao existe 0 < a < 5 tal que («, 15) € H (P, P ); desta
maneira £ (5F + 15P,) = L (5P + 14P.). De modo completamente analogo, aplicamos este
raciocinio para (ai, az) = (5, 14) e obtemos que L (5P + 14P,) = L (5F 4+ 13Px).
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Como no paragrafo anterior, fazemos o mesmo raciocinio para (aq, az) = (8,6) e depois para
(o, a9) = (8,5), obtendo as igualdades de espagos vetoriais, £ (8P + 6P) = L (8F + 5Px)
e L(8Py+5Px) =L (8P +4P,).

Da referéncia [9], o divisor principal de y é tal que (y) = 13F, — 13P.; a partir disso se nota
que 8 p+6P-—(y) = —bFPy+19P. Logo, L (8P + 6P — (y)) = L (=5 + 19P.,) e disto ve-
mos que £ (—5FP + 19P,) = ¢ (8P, + 6 Px — (y)). Agora, note que se x € L (8P + 6P — (y))
entdao () > —8F) — 6P + (y) e daf (zy~') > —8P) — 6P o que acarreta que (zy~ ') €
L (8Py+ 6Py) = L(8Py +4P,) edal (x) > —8Py—4P,+(y). Assim, z € L (8P, + 4P, — (y))
e com isso vemos que L (8P + 6Py — (y)) C L (8P, + 4P — (y)). Por outro lado, se z €
L8Py + 4P, — (y)) segue que (zy~') > —8P) — 4P, e entao (2y~') € L(8Py+4Py) =
L (8P + 6P). Logo, (2) > —8F) — 6P + (y) e por consequéncia z € L (8P + 6P — (y)).
Desta forma, £ (8P + 4P — (y)) C L (8P, + 6P — (y)). Portanto, £ (8F + 4P — (y))
L (8P + 6P — (y)). Assim, {(—=5FPy 4+ 19Py) = { (8P + 6P — (y)) = ( (8P + 4P — (v))
0(=5P) + 17Py).

Conclusao: ¢ (=5Fy + 19P,) = (=5Fy + 17Px) e { (5P + 15Px) = £ (5P + 13P.,).

Tomando entao os divisores A = 5P, 4+ 15P, B = —5F, + 17P e Z = 2P, teremos que
G = A+ B = 32P,, Z é efetivo e os suportes dos divisores A, B, G e Z sao disjuntos do

suporte do divisor D. Além disso,

(i) €(A) = £ (5Py + 15Px) = £ (5P + 13Ps) = L (A — Z) e
(id) £ (B) = ((=5Py + 17Py) = £ (=5P, + 19P,.) = { (B + Z).

Aplicando o teorema da cota do piso generalizada, obtemos que a distancia minima d do

codigo Cq (D, G) satisfaz a seguinte desigualdade:
d=d(Cq(D,Q)) > grau(G) — (29 — 2) + grau (Z) = 8.

Como a distancia designada deste cédigo é, por definigao, d* = grau (G) — (29 — 2) = 6,

temos uma melhoria de pelo menos grau (Z) = 2 para a distancia minima em relac¢ao a d*.

Observacao 4.2.5 E importante mencionar que, de acordo com a referéncia [1], temos que a
distancia minima do cédigo apresentado neste exemplo é exatamente igual a 8. Observamos
também que neste calculo feito para a distancia minima tomamos o divisor B sendo nao efetivo.
De acordo com a tabela 4.4., a melhor escolha de divisores efetivos A e B para o cédlculo da
cota para a distancia minima, neste caso em que G = 0F, + 32P,,, fornece a distancia minima
do c6digo maior ou igual a 7. Assim, como d* = 6, temos uma melhoria de pelo menos 1 para a
distancia minima em relacao a distancia designada. Visto isto, podemos concluir que a escolha
de divisores efetivos A e B forneceu uma melhoria inferior para a distancia minima em relacao
a distancia designada comparada com a melhoria obtida para a escolha de A e B nao ambos

efetivos.
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Cabe ressaltarmos que a cota do piso generalizada nao é totalmente exata, uma vez que nao
atinge a distancia minima real de um cédigo em todos os casos. Para obtermos uma perspectiva
mais global, vamos considerar como a cota do piso generalizada se aplica para alguns cédigos
Hermitianos de dois lugares sobre Fyg, isto é, cdédigos da forma Cq (D, aPy + bP,) com a, b € Z
eD = Z?il P;, como no exemplo 4.2.1., ou seja, forneceremos cotas para a distancia minima
de tais codigos. Vamos também fazer a mesma analise aplicando a cota do piso. No exemplo
4.2.1. temos que o género g é tal que g = 6. Restringimos nossa atencao para codigos com
G = aPy + bP,, um divisor efetivo e com grau (G) > 2g — 2 = 10, onde a distancia designada
é nao negativa. Podemos mostrar que (y) = 5F) — 5P. Deste modo, restringimos ainda
mais a nossa atencao para codigos com 0 < a < 5, uma vez que qualquer outro céddigo é
equivalente a um com valor de a neste intervalo, pois para um valor de r € N apropriado temos
que G+ (y") = aPy + bPsx + 5P — 5P = (a +1r5) Py + (b — r5) Py, com 0 < a — 15 < 5.
Logo, G e (a+15) Py + (b — r5) Py, sao divisores equivalentes e assim, conforme a proposi¢ao
3.2.2., Cq(D,G) e Cq (D, (a+1rd) Py + (b —rb) Py) sdo codigos equivalentes e entdo possuem
as mesmas distancias minima e designada.

Usamos o semigrupo de Weierstrass H (P, P») como no exemplo 4.2.1. e calculamos para
cada G = aPy+bP, com 0 < a < 5 a melhor escolha de divisores efetivos para as cotas do piso
e do piso generalizada. As duas tabelas a seguir nos fornecem o que foi descrito anteriormente.
Na tabela 4.2. computamos cotas para a distancia minima, de acordo com o teorema da cota
do piso. Desta forma, se G = H + |H| = aFy + bP,, escrevemos na posi¢ao (a,b) o valor
d* + grau (H) — grau (| H]) que é a cota para a distancia minima d que o teorema da cota do
piso fornece. Na tabela 4.3. listamos as cotas para a distancia minima, conforme o teorema da
cota do piso generalizada. Portanto, o valor na posi¢ao (a,b) é d* + grau (Z), de acordo com

as hipdteses do teorema da cota do piso generalizada.

Observacao 4.2.6 Na tabela 4.4. listamos as cotas para a distancia minima de alguns codigos
de Suzuki de dois lugares sobre Fg, usando divisores efetivos A e B, obtidas pelo teorema da cota
do piso generalizada. A computagao ¢ andloga a realizada na tabela 4.3.. As informacoes desta
tabela foram obtidas usando o corpo de fungoes de Suzuki que foi dado no exemplo 4.2.3. e os
cddigos sobre este corpo de fungoes sao codigos de dois lugares. Entao novamente restringimos
nossa atencao para codigos da forma Cq (D, G), onde G = aPy+ bPy, grau (G) > 29 —2 = 26
(no exemplo 4.2.3. temos que g = 14) e G é efetivo. Como observado no exemplo 4.2.4. temos

(y) = 13P, — 13P, e assim podemos restringir nossa atencao para cédigos com 0 < a < 13.
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o|lo|lo| k||
N

—_
[\
SO | O =N

18 10

20 12
21 12

Tabela 4.2: Nesta tabela a primeira linha fornece o valor de a e a primeira coluna, o
valor de b; os demais niimeros que aparecem no cruzamento de uma linha com uma
coluna sao cotas inferiores para a distancia minima de cédigos, do tipo Cq (D, G),
sobre o corpo de fungoes Hermitiano dado no exemplo 4.2.1. com o divisor GG sendo
G = aPy + bP,,, fornecidas pelo teorema da cota do piso. Os valores destacados em

negrito sao a distancia minima exata do cédigo, de acordo com a referéncia [11].



0<a<4,6<50<L21|0 (11234
6 2
7 313
3 3133
9 213]3
10 2 14| 4
11 4161616
12 6 |6|6 7
13 6 |6
14 6 |7
15 718
16 718191011
17 819
18 10
19 11
20 12
21 12

7

Tabela 4.3: Nesta tabela a primeira linha fornece o valor de a e a primeira coluna, o

valor de b; os demais nimeros que aparecem no cruzamento de uma linha com uma

coluna sao cotas inferiores para a distancia minima de cédigos, do tipo Cq, (D, G),

sobre o corpo de fungoes Hermitiano dado no exemplo 4.2.1. com o divisor G tal

que G = aFy+bP,, fornecidas pelo teorema da cota do piso generalizada. Os valores

destacados em negrito sao a distancia minima exata do codigo, de acordo com a

referéncia [11].



78

0<a<12,14<0<40/0 |1 |2 3[4 ]5 |6 |7]8]|9 101112
14 2
15 3|4
16 313 |9
17 3141416
18 3141556
19 414151667
20 4141566 | 7|7
21 3145|5667
22 314|516 ,6 |7 7,8]9
23 3145|6667 9
24 3131456778910 11
25 21415166 7|7 9 11
26 214156 7|88 10 12
27 214166 7891011012 /12|14 14
28 416|889 |10|10[12]12|13|14 14|15
29 416|889 ]10/10(12]12 13|14
30 5171911910111 ]12]13 1314|1516 |17
31 6 | 8 101011 }12]12|13 |14
32 71911071012 (121414 |15|16 |17 |18 |19
33 8 1012121313 |14
34 10112 (121314 |15
35 101213 13|14 16
36 1214 |14 | 15 17
37 1214 | 14 16 18
38 14 115 17 19
39 15116 18 20
40 15116 | 17|18 1920|211 22|23 |24 |25|26 |27

Tabela 4.4: Nesta tabela a primeira linha fornece o valor de a e a primeira coluna, o

valor de b; os demais niimeros que aparecem no cruzamento de uma linha com uma

coluna sao cotas inferiores para a distancia minima de cédigos, do tipo Cq (D, G),

sobre o corpo de fungoes de Suzuki dado no exemplo 4.2.3. com o divisor G = A+B =

aPy+bP,, onde A e B sao divisores efetivos, fornecidas pelo teorema da cota do piso

generalizada.
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