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Resumo

O primeiro objetivo desta dissertacao é construir o produto tensorial de um numero finito
de espacos vetoriais a partir dos tensores elementares e mostrar que é através desse espaco
que aplicagoes multilineares podem ser linearizadas. Em seguida sao estudadas as aplicagoes
multilineares continuas entre espacos de Banach. A norma projetiva é introduzida no produto
tensorial para realizar a linearizagao das aplicacoes multilineares continuas. No tultimo capitulo
os ideais de operadores lineares sao estudados e generalizados para o contexto de ideais de
aplicagoes multilineares. A conexao da teoria de multi-ideais com o produto tensorial projetivo
é feita através dos multi-ideais de composicao.

Palavras-chave: produto tensorial, norma projetiva, aplicacoes multilineares continuas, ideais
de operadores e multi-ideais de composicao.
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composition multi-ideals. 2010. 89 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
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Abstract

The first aim of this dissertation is to construct the tensor product of finitely many linear
spaces from elementary tensors and to show that this is the space through which multilinear
mappings can be linearized. Next continuous multilinear mappings between Banach spaces
are studied. The projective norm is introduced in the tensor product in order to perform the
linearization of continuous multilinear mappings. The last chapter is devoted to the study
of operator ideals and their generalization to the multilinear setting. The interplay between
the theory of multi-ideals and the projective tensor product is established by the theory of
composition multi-ideals.
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Introducao

A Analise Funcional, ou Anélise Funcional Linear, trata dos operadores lineares continuos entre
espacos normados, normalmente entre espagos de Banach. Vérias sao as extensoes dessa teoria
matematica, e uma delas, muito natural, estuda operadores nao-lineares. Um dos primeiros
passos além da linearidade é a multilinearidade, isto é, o estudo de aplicacoes multilineares,
aquelas definidas no produto cartesiano que sao lineares em cada uma das variaveis, quando as
demais sao mantidas constantes. Além de ser um dos primeiros passos na Analise Funcional
nao-linear, o estudo das aplicacoes multilineares continuas é também o caminho para o estudo
de funcoes holomorfas entre espacos normados, teoria essa que ¢é a generalizacao da teoria de
funcoes de uma ou varias variaveis complexas. Esta dissertacao trata, essencialmente, da teoria
das aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach.

Uma vez esclarecido o assunto que sera abordado, delimitemos o objeto de estudo. As
aplicacoes multilineares entre espagos vetoriais pertencem ao campo da Algebra, e - de forma
até surpreendente - os estudos algébricos levaram a criacao de uma ferramenta que, em um
sentido que ficara claro no Capitulo 1, lineariza as aplicacoes multilineares. Essa ferramenta
chama-se produto tensorial de espagos vetoriais.

A teoria algébrica do produto tensorial de um nimero finito de espacos vetoriais é o objeto
do Capitulo 1. O produto tensorial foi usado pela primeira vez na Analise Funcional por
Murray e von Neumann ainda na primeira metada do século 20. Na Se¢ao 1.1 introduziremos o
conceito de aplicagoes multilineares e estudaremos o caso particular das aplicagoes multilineares
de tipo finito. Na Secao 1.2 construiremos o produto tensorial de espacos vetoriais a partir
dos tensores elementares e mostraremos as propriedades mais importantes de tais tensores.
Na Secao 1.3 apresentaremos o teorema central deste capitulo, no qual se esclarece em que
sentido o produto tensorial é o espaco vetorial através do qual as aplicagoes multilineares sao
linearizadas. Vale ressaltar que a literatura sobre operadores lineares entre espacos normados ¢é
muito mais farta que sobre aplicagoes multilineares. Dai a utilidade da linearizacao de aplicagoes
multilineares, pois uma vez linearizada uma aplicacao multilinear, temos todos os resultados
lineares a disposicao. Na Secao 1.4 estudaremos as principais propriedades do produto tensorial
de operadores lineares.

No Capitulo 2 a Anélise entra em cena através do estudo das aplicagoes multilineares
continuas definidas no produto cartesiano de espacos vetoriais normados. Apds considerar
as normas usuais no produto cartesiano na Secao 2.1, na Secao 2.2 provaremos algumas ca-
racterizagoes das aplicagoes multilineares continuas. Ja a Secao 2.3 é dedicada ao estudo dos
espagos formados pelas aplicagoes multilineares continuas. O capitulo termina com uma sec¢ao
de exemplos de aplicagoes multilineares continuas.

A luz do estudado nos dois primeiros capitulos, a pergunta natural que se apresenta ¢ a
seguinte: serad que existe uma norma no produto tensorial de espagos normados que as aplicagoes
multilineares no produto cartesiano correspondem exatamente os operadores lineares no pro-
duto tensorial que sao continuos em relacao a essa norma? No capitulo 3 solucionaremos esse
problema através da construcao da norma projetiva, norma essa que goza exatamente da pro-
priedade enunciada na pergunta. Na Secao 3.1 descreveremos a norma projetiva e provaremos
algumas das suas propriedades bésicas. Na Secao 3.2 provaremos como a linearizagao das



aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach pode ser feita a partir dessa norma
no produto tensorial. Também descreveremos a bola unitaria fechada do produto tensorial
projetivo de espagos vetoriais normados em termos das bolas unitarias fechadas dos respectivos
espacos. Nas Secoes 3.3 e 3.4 apresentaremos duas propriedades centrais da norma projetiva,
a saber: que ela nao respeita subespacos e que respeita quocientes.

O objetivo do Capitulo 4 é evidenciar a relevancia da norma projetiva na extensao da teoria
de ideais de operadores lineares para ideais de aplicacoes multilineares. A relacao dos produtos
tensoriais com a teoria de ideais de operadores remonta aos trabalhos pioneiros de Schatten e
Grothendieck. Apesar disso, quando criada na década de 1960 por Pietsch e seus estudantes e
colaboradores, a teoria de ideais de operadores lineares nao fazia uso dos produtos tensoriais.
O produto tensorial voltou & cena de duas formas: (i) através do livro de Defant e Floret [3], no
qual a teoria de ideais de operadores lineares é reescrita na linguagem dos produtos tensoriais,
o que na verdade é um retorno as raizes da teoria; (ii) através da introducao, pelo préprio
Pietsch, em 1983, da teoria de ideais de aplicacoes multilineares. Na Secao 4.1 daremos alguns
exemplos ilustrativos de ideais de operadores lineares ao passo que na Secao 4.2 trabalharemos
com a generalizacao deste conceito para o caso multilinear. Existem varios procedimentos para
se gerar multi-ideais a partir de ideais de operadores lineares dados. Na Secao 4.3 estudaremos
um desses procedimentos, chamado de multi-ideais de composi¢ao, no qual a norma projetiva
desempenha papel central. Por fim, na Secao 4.4 estudaremos o caso particular do multi-ideal
de composicao gerado pelo ideal dos operadores absolutamente p-somantes.

Cada capitulo ou se¢ao foi fortemente baseado em uma, ou em alguns casos, duas, referéncias
bibliograficas. Para evitar que a redacgao ficasse muito truncada com os créditos as referéncias,
informamos abaixo as principais referéncias de cada capitulo ou secao:

Capitulo 1: Ryan [16].

Capitulo 2: Mujica [11].

Secoes 3.1. e 3.2: Ponnusamy [15] e Ryan [16].

Secao 3.3: Defant e Floret [3] e Diestel, Jarchow e Tonge [5].
Secao 3.4: Megginson [10] e Ryan [16].

Secao 4.1: Defant e Floret [3] e Pietsch [12].

Segoes 4.2, 4.3 e 4.4: Botelho, Pellegrino e Rueda [1].

Para a teoria dos espagos métricos a referéncia principal é Lima [9], e para resultados da
Analise Funcional Linear, os livros [2, 6, 8, 10, 14, 15, 17].

Um objetivo importante desta dissertacao é o preenchimento dos detalhes das demonstragoes
dos principais resultados. Todos os resultados sao conhecidos e muitos deles sao considerados
‘folclore’. Isso significa que raramente suas demonstracoes aparecem e, quando aparecem,
muitos detalhes, alguns deles importantes, sao omitidos. Procura-se nesta dissertacao preencher
esses detalhes para que fique claro, no minimo, do que depende cada resultado.

A literatura sobre produtos tensoriais topolégicos e sua relagao com as aplicagoes multili-
neares continuas é escassa. Mesmo os poucos textos que tratam disso se restringem ao caso do
produto tensorial de dois espagos e, consequentemente, da relacao com as aplicacoes bilineares
continuas. A passagem para o caso do produto tensorial de n espacos e da relacdo com as
aplicagoes n-lineares continuas, n € N, nunca ¢ tratada com detalhes, sendo usualmente ‘deixa-
da a cargo do leitor’. Na maioria das situagoes essa passagem é, de fato, uma simples repeticao
do caso de dois espacos; mas em alguns casos a situacao nao é tao simples assim. Algumas vezes
a notagao se complica muito e uma redacao cuidadosa é necessaria para a compreensao do que
estd se passando. Outras vezes a passagem ¢ feita através de um argumento de indugao, nem
sempre trivial. Um ultimo, mas nao menos importante, objetivo desta dissertacao, é apresentar,
com todos os detalhes, o caso do produto tensorial de um nimero finito de espacos e sua relacao
com as aplicagoes multilineares continuas; preenchendo assim uma lacuna na literatura sobre o
tema.



Capitulo 1

Teoria algébrica do produto tensorial

Neste capitulo estudaremos o produto tensorial de um nimero finito de espacos vetoriais do
ponto de vista algébrico. O enfoque escolhido para a teoria algébrica dos produtos tensoriais
consiste em definir os tensores elementares como funcionais lineares e a partir dai o produto
tensorial entre espagos vetoriais como o subespago gerado por tais tensores elementares. Em
seguida provaremos as propriedades principais do produto tensorial, com énfase na propriedade
universal do produto tensorial na linearizacao de aplicagoes multilineares. Mostraremos também
que, a menos de isomorfismos, o produto tensorial é o 1inico espaco vetorial através do qual
aplicacoes multilineares podem ser linearizadas. Um ponto importante serd a identificacao de
condicoes que garantem que dois tensores sao iguais. Por tultimo provaremos as principais
propriedades do produto tensorial de operadores lineares.

Ao longo de toda a dissertacao, K denotard, indistintamente, o corpo R dos niimeros reais
ou o corpo C dos niimeros complexos.

1.1 Aplicacoes multilineares

Definicao 1.1 Sejam n € N, X;,..., X,, e Y espagos vetoriais sobre o corpo K. Dizemos que
uma aplicacao A: X1 X -+ x X, — Y é n-linear (ou multilinear) se é linear em cada uma das
suas variaveis, isto é,

Alxy, oo g+ 2k, oo ) = Nz, om0 @) + Az, -2k 1),

para quaisquer z;, 2 € X; comi=1,...,ne A € K. Se Y = K dizemos forma n-linear.
O conjunto de todas as aplicagoes n-lineares de X; x --- x X, em Y serd denotado por
L(X1,...,X,;Y). E facil verificar que as operagoes usuais de fungoes, descritas a seguir, fazem

de L(Xy,...,X,;Y) um espago vetorial sobre K:

1) A cada par de aplicagoes n-lineares A, B € L(Xy,...,X,;Y) fazemos corresponder a
aplicacao n-linear A+ B € L(X3,...,X,;Y) definida por

A+B: X;x---x X, — Y
(x1,...,2,) +— (A+B)(x1,...,2,) = A(x1,...,2,) + Bz, ..., 2,).

2) A cada escalar A € K e cada aplica¢ao n-linear A € L(X,...,X,;Y) fazemos corresponder
a aplicagao n-linear NA € L(Xy,...,X,;Y) definida por

M: Xy x---xX, — Y
(1, ..y xn) = (AA)(xq, ... 2) = N(xq, ..., 2y).

3



Dado um espaco vetorial X sobre K, o dual algébrico de X, isto é, o espaco vetorial sobre
K de todos os funcionais lineares ¢: X — K, serd denotado por X*. Observe que X* é um
caso particular de L(X7,..., X,,;Y): bastatomarn =1, X; =X eY =K.

Definicao 1.2 Sejam Xi,...,X,, e Y espacos vetoriais, ¢1 € X{,...,0p, € X: e b e Y. A
aplicagao
A Xy x---x X, — Y
(1, .. yxn) = Az, ... xn) = @1(T1) - on(xn)b
¢é claramente n-linear. Uma combinacao linear finita de aplicacoes n-lineares deste tipo é

chamada de aplicacdo n-linear de tipo finito. A forma geral de uma aplicacao n-linear de
tipo finito de X; X --- x X,, em Y é entao

k
Alwr,eoan) = Y @i(@) - @h(ea)by,
j=1

onde cpz cXebjeYparaj=1,...,keit=1,...,n.

Denotaremos por L¢(X7,...,X,;Y) o conjunto de todas as aplicagdes n-lineares de tipo
finito de X; x --- x X, em Y. Por sua prépria definicao, é claro que L(Xy,...,X,;Y) é
subespago vetorial de L(Xy,..., X,;Y).

Nosso primeiro exemplo mostra que em dimensao finita todas as aplicagoes multilineares
sao de tipo finito.

Exemplo 1.3 Sejam Xj,..., X, espacos vetoriais de dimensao finita e Y um espaco vetorial.
Vejamos que
L(Xy, ..., X0)Y)=Li(Xy,..., X,;Y).

E claro que Li(Xy,..., X Y) CL(Xy,...,X,;Y), portanto basta mostrar que
L(X1,..., X0 Y) C Ly(Xy,..., Xp;Y).

Para isso, seja A € L(Xi,...,X,;Y). Como Xj,..., X, tém dimensdo finita, sejam

G; = {y},,yf} bases para os espacos X;, ¢ = 1,...,n, onde k; € N é a dimensao de
X;. Asskim7 se T; € Xj, = 1,...,n, existem escalares Xyi=1,...,n, ji=1,..., k;, tais que
zip=) ;' Nyl parai=1,...,n. Entao

k1 kn
Alzy,...,z,) = A (Z Nyl Z Aﬂ”yﬂ”)

J1=1 Jn=1

k1 kn ) .
= D DN N AW ).

Jji=1 Jn=1
Parai=1,...,nel;=1,... k;, defina

9?:Xi — K

ki
v e ) = 6 (Z Az'iyzi) e

Ji=1



Eclaroque@iiEXZ»*paraizl,...,neli:1,...,k:z~e

k1

k'n
Az, .., x,) = Z"'ZA{I"'/\3‘1”14(9{1,-'-,?;3;")

Jji=1 Jn=1

]{?1 kn
= 3 Y ) B () AW ).

J1=1 Jn=1
Segue que A € L¢(Xy,...,X,;Y), provando que L(Xy, ..., X,;Y) = Le(Xyq,..., X,,;Y).

O objetivo do préximo exemplo é mostrar que em dimensao infinita existem aplicacoes
multilineares que nao sdo de tipo finito. O simbolo Im(A) denotard a imagem da aplicagao A.

Exemplo 1.4 Sejam Xi,..., X, espacos vetoriais e ¢1 € X7,...,pn—1 € X_; funcionais
lineares nao-nulos. Defina
A Xy x---x X, — X,
(1, xn) = Alxy, .. xn) = @1(1) Y1 (Tp_1)Tp.

Vejamos que A é n-linear. Em relacao as primeiras (n — 1)-coordenadas, temos que

Az, oo i+ 2l 1, mn) = () oi(Azs +28) - on 1 (1)

= pi(z1) - i) + i(@)] - o1 (Ta-1)Tn

= Api(@1) - pil@) - pn1(Tn-1)n

+ p1(@) (@) - opar (Tam1) T

= NA(T1, . Ty 1, Ty) F ATy, X T, ),
para todo A € K e para quaisquer =, € X,, e z;,2, € X; com i = 1,...,n — 1. Em relagao a
ultima coordenada,

Alxy, .oy, Ao, + 1) = pi(z1) - on1 (1) [Mop + 2]
= Ap1(@1) 1 (@ao1)Tn + 01(21) - o1 (Ta1) Ty,
= MNA(z1,...,Tp_1,7,) + A(T1, ..., Tp1, 7)),

n

para todo A € K e para quaisquer z/, € X,, e z; € X; com | = 1,...,n. Portanto A é n-linear.
Para completar o objetivo deste exemplo, provemos que se dim X,, = 400 entao A nao é de
tipo finito. Seja y € X,,. Como ¢; # 0 para todo i = 1,...,n — 1, podemos tomar x; € X; tais

que @;(x;) # 0 parai=1,...,n — 1. Considerando a n-upla ordenada
(w_ﬂf_y) € Xy % x X,
¢1(71) On-1(Tn-1)

temos que

A ( Ty Tn—1 )
AR 7y = y‘
©1(21) On-1(Tn-1)
Portanto A é sobrejetora, isto é, Im(A) = X,. Por outro lado, suponha por absurdo que A

seja de tipo finito. Nesse caso existem funcionais <p{ € X/ evetores b; € X,,, 7 = 1,...,k,
[l=1,...,n, tais que

A(xh s axn) - Z @{(171) T ‘sz(xn)by
j=1
para todos x; € X;, I = 1,...,n. Entao A(zy,...,x,) € span{by,..., by} para todos z; € X,
I =1,...,n. Isso quer dizer que X,, = Im(A) C span{by,...,bx}. Isso contraria o fato de X,
ter dimensao infinita, e assim A nao é de tipo finito.



1.2 O produto tensorial

Dados um ntimero n € N e espacos vetoriais X, ..., X, podemos considerar o dual algébrico
L(Xy,..., X,; K)* do espago L(X7,...,X,;K), isto é,

L(Xy, ..., X, K)" ={p: L(Xy,..., X;;; K) — K : ¢ é linear} .

Da segao anterior sabemos que L(X7, ..., X,; K)* é um espago vetorial sobre K com as operagoes
usuais de funcoes, isto é:

(1 +2)(A) = @1(A) + ¢2(A) e (Ap1)(A) = Api(A)

para todos funcionais lineares o1, o € L(X7, ..., X,;K)* e todo escalar A € K.

O produto tensorial de Xi,..., X, serd construido a partir de elementos especificos de
L(Xy,...,X,;K)*. Dados z; € Xj,...,x, € X,,, defina

Q- Qx,: L(Xy,..., X K) — K
A - (1®--Qz,)(A) = Az, ..., 20).

Vejamos que r1 ® - - - @ x,, ¢ linear. De fato,

(1@ - ®@x,) M+ B) = (M4 B)(x1,...,2,) = (ANA)(x1,...,2,) + B(z1,...,2,)
= MN(xy,...,x,) + B(xy,...,x,)
= M2 ® - Qz,)(A)+ (21 ® - @ z,)(B).

para todo escalar A € K e todas aplicagoes n-lineares A, B € L(Xj, ..., X,;K). Chamando de
D o conjunto formado por todos esses funcionais,

D={r1® - ®z,:11 € Xy,...,0, € Xp,} CTL(Xy,...,X,;; K)".

Definigao 1.5 O subespago vetorial de L(X7, ..., X,,; K)* gerado por D serd chamado de pro-
duto tensorial de X4, ...,X,, e serd denotado por X; ® --- ® X,,. Em simbolos,

k
X1®-~-®Xn:{Zx\j(x{®---®le):k€N,/\jEK,xgEXi,i:1,...,nej:1,...,k}.
j=1

Os elementos de X; ® - - - ® X,, sdo chamados de tensores, e os tensores da forma 1 ® - - ® x,,
sao chamados de tensores elementares. Um tensor entao é uma combinacao linear de tensores
elementares.

O produto tensorial X; ® --- ® X,, é, por definicao, um espaco vetorial sobre K. Vejamos
algumas propriedades algébricas elementares dos tensores elementares:

Proposicao 1.6 Sejam Xi,..., X, espacos vetoriais, x1,2} € Xq,...,z,, 2, € X,, e A € K.
Entao

(a) x1®---®(xi+x§)®---®xn:x1®---®xi®---®xn+$1®---®x;®---®xnpamtodo
1=1,...,n.

D) A1 @ R R Quyp) =21+ (A1) ® -+ @, para todo i =1,... n.

(c) Se x; =0 para algum i € {1,...,n}, entio x1 -+ R x, = 0.



Demonstragao: Dado i € {1,...,n},

(1@ @(xi+2) Q- @u,)(A) = Alwy,...,z+2 ..., 2,)
=A(x1, .. Ty ) AT, T T
=(T1® Q1@ @) (A)+ (1@ - QTR ®x,)(A),

para toda aplicagao n-linear A € L(X1, ..., X,;K), o que prova (a).
Além disso,

M1 ® 01,0 @1,))(A) = N21®0 - ®@2,® - @ x,)(A)]
= M(z1,..., 2. .., 2,)
= A(zy,..., Az, ..., xp)
= (Z/Ul®"'®(>\l'i)®"'®xn)(A)’

para toda aplicagao n-linear A € L(Xy,...,X,;K), o que prova (b).
(c) é consequéncia imediata de (b). O

Observacao 1.7 Pela definicao do produto tensorial, todo tensor z € X; ® - - - ® X,, tem uma
representacao da forma

r=)Y N@l®- @),

J=1

onde ke N\, e Ke 2/ € X;parai=1,....nej=1,... k Porém, usando o item (b) da
Proposicao acima podemos reescrevé-la da seguinte forma:

ondekENeJJf eX,parai=1,....nej=1,... k.

Importante também é mencionar que as representacoes acima nem sempre sao Unicas. Essa
nao unicidade da representacao de um tensor como combinagao linear de tensores elementares
¢ um fator complicador no estudo dos produtos tensoriais e também uma fonte de erros.

Nao daremos exemplos particulares de produtos tensoriais neste momento pois muitos deles
aparecerao ao longo da dissertacao.

1.3 Linearizacao de aplicagcoes multilineares
O objetivo desta secao é mostrar em que sentido o produto tensorial é o espago vetorial através

do qual aplicagoes multilineares podem ser linearizadas. Para alcancar esse objetivo precisamos
introduzir uma aplicacao multilinear que serd muito til:

Definicao 1.8 Dados os espacos vetoriais Xy, ..., X,,, considere a aplicagao

op: Xi X xX, — Xj0---®X,

(X1, xn) = op(T,. 1) =T Q- R Xy

Proposicao 1.9 A aplicagio o, é n-linear, isto é, 0, € L(X1,..., X;; X1 @ - ® X,,).



Demonstracao: Dados z1,2] € Xy,..., 2,2, € X,,, A € Kei € {l,...,n}, da Proposicao
1.6 segue que

A(fl‘l®"'®l’i®"'®1‘n>+ff1®"'®l’;®"'®xn

= Aon(T1, s Tiy ooy ) Fop(T, T T,
provando que a aplicacao o, é n-linear. O
Teorema 1.10 Sejam Xi,..., X, espacos vetoriais sobre o corpo K. Para cada aplica¢ao
n-linear A: X; x --- x X,, — Y existe um unico operador linear Ar: X1 ® ---® X,, — Y,

dado por Ay, (Z?:l PR ® $¥L) = Z?=1 A (le, . ,ac%), tal que o diagrama

A

Xy x---x X,

X1®-®X,

Y

¢ comutativo, ou seja, A = Apoo,. Mais ainda, a correspondéncia A «—— Ay, € um isomorfismo
entre os espagos vetoriais L(Xy,..., X;Y) e L(X; ® --- @ X,.;Y). O operador linear Ay €
chamado de linearizacao da aplicacdo n-linear A.

Demonstracao: Mostremos que Ay estd bem definido no sentido de que independe da re-
presentacao do tensor como combinagao linear de tensores elementares. Devemos mostrar que
se

k m
j=1 j=1
entao
AL<zxa®~-~®x;> - AL(zy{@--@y;),
j=1 j=1
ou seja,

j=1 J=1
Para isso, suponha
k m
dorle o =) ye---ayl.
7=1 Jj=1

Assim, temos que
k m
j=1

Definindo . , ' '

{Z{:x{"'wz%Zx% 1<j<k
j
1



segue que

Seja ¢ € Y* um funcional linear. Da linearidade de ¢ e da n-linearidade de A segue imediata-
mente que (¢ o A) é n-linear, ou seja, (p o A) € L(X,...,X,;K) para todo funcional linear
@ € Y*. Observe que

w(ZA(Z{}m ,Zf;)> = D (woA)d, - A) =) (4o ®z)(pod)

j=1 =1
k+m '
= [Z(Z{@?m@%) (poA)=z(pod)=0,
j=1

para todo funcional linear ¢ € Y*. Como o tnico vetor de um espaco vetorial que anula todos
os funcionais lineares é o vetor nulo, temos que

k+m k k+m
0 = ZA<Z{>"'7ZZ)ZZA(Z{>"'7Z£)+ Z A(Zia'--azf;b)
j=1 j=1 j=k+1
= D At @)+ ) Ayl vh )
j=1 j=1
= D Alwlw) =) Ayl ).
j=1 j=1
Logo
ZA(le,...,x{l):ZA(y{,...,yﬁL),
j=1 j=1

0 que nos permite concluir que Ay, estd bem definida. Mostremos que Ay, é linear. Com efeito,
k m
A (AZx{@---@xiJrZy{@---@yZ;)
j=1 j=1
k m
= AL (Z(M{)®---®%+Zy{®---®yi’;)
i=1 j=1

=D AQa,...al) + D Ay, uh)

j=1 j=1
k m
=AY Al m) + ) AW )
j=1 7=1
k ' m '
=\, (Zﬁ@--@x;) + AL (Zy{@--@y%),
j=1 j=1
para todo escalar A € K e para quaisquer xf,yf € X,comi =1,....n, 75 =1,.... ke

l=1,...,m.
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Provemos agora que A = Aj, o g,. De fato, dado (z1,...,x,) € X; X -+ x X,

(Apoop)(xy,...,xn) = Ap(on(z1,...,2,))
= A(r1®- - Qaxy)
= A(zy,...,2,).

Verifiquemos a unicidade do operador Ay. Suponha que u € L(X; ®---® X,;;Y) seja

um operador linear tal que A = woo0,. Logo Ap oo, = A = uo 0, Assim, para todo
x:Z?:lil@...@x%€X1®.‘.®Xm

k
=1

Jj=1 J=1
k k
= Z(AL oop)(al, -, 2l) = ZAL (] @ @)
7=1 7=1
k
= A (Zx{@ ®x,ﬂ> = Ap(z),
j=1

o que prova que u = Ay.
Por 1ltimo, mostremos que o operador

¢: L(Xy,...,. X Y) — LXi® - ®X,Y)
A = AL

é linear, injetor e sobrejetor. Primeiro provemos a linearidade de ®. Para tanto devemos mostrar
que (A+ AB),; = A + ABy, para todas aplicagoes n-lineares A, B € L(Xy,...,X,;Y) e todo
escalar A € K. Dado um tensor Zle e - eX @ ®X,,

(A+AB)(z],...,20)

k k
(A+AB)L<Z:I:{®---®%> = >
7j=1
k
= S, wd) + AB(, 1))
j=1
k k
= ZA(le,...,xfl)—i—)\<ZB(:U{,...,3:?I)>
Jj=1 Jj=1
k k
= AL<Zx{®---®xZL>+)\BL<Zx]1®~--®xZL>
=1 j=1
k
= (AL +ABp) (Zx{@)“-@xﬁb),

e portanto (A + AB); = A + ABy. Logo

P(A+AB)=(A+AB), =AL+AB,=®(A) + A\ (B),
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o que comprova a linearidade de .
Vejamos que o operador linear ® é injetor. Com efeito, suponha que A € ker ®, isto é,
® (A) = 0. Nesse caso Ay, = ®(A) = 0 e consequentemente

k
Ap (Zx{@---@xi) =0,
=1

para todo 25:1 @@ € X,®--®X,. Em particular,

0=AL(x1® - ®@x,) = A(z1,...,2),

para quaisquer 1 € Xq,...,z, € X,, Segue que A = 0 e portanto o operador linear ® ¢ injetor.
Por fim, provemos que ® é sobrejetor. Para isso seja u € L (X; ® -+- ® X,,;Y) . Defina

B:Xix---xX, — Y

(x1,...,2,) +— B(x,...,xp) =u(r1 ® - Qx,).

Da Proposicao 1.6 e da linearidade de u segue facilmente que B é n-linear, isto é, B €
L(X1,...,X,;Y). Pelo que ja provamos nesta demonstracao, existe um tnico operador linear
Br € L(X; ® -+ ® X,;Y) tal que B = By oc,. Por outro lado, B = u o 0, pois dados
1 € Xq,...,x, € X,

(wooy) (x1,...,2n) =u(r1 @ - Qx,) = B(x1,...,2,).

Dado que By, é o tnico operador linear tal que B = By, o g, segue que u = By. Temos entao
que ®(B) = By = u. Portanto ® é sobrejetor e consequentemente concluimos que ¢ é um
isomorfismo. a

Observagao 1.11 (a) A idéia por tras da linearizacdo de aplicagoes multilineares é a possi-
bilidade de se usar todo o arsenal da Algebra Linear, construido no contexto de operadores
lineares, para aplicacoes multilineares; ou seja, reduzir a Algebra Multilinear a Algebra Linear.
Por outro lado, deve estar claro que ao mesmo tempo em que simplificamos a aplicagao (pas-
sando de multilinear para linear), estamos passando de um espaco vetorial simples no dominio
(o produto cartesiano) para um espago vetorial mais complicado (o produto tensorial).

(b) Sejam X, ..., X,,Y espagos vetoriais. A menos do isomorfismo descrito no Teorema 1.10,
podemos escrever

LXi® - ®@X,;;Y)=L(Xq,...,X;Y),

e tomando Y = K obtemos a férmula
(X1 ®---®X,)" = L(Xyq,..., X;; K).

A propriedade do produto tensorial descrita no Teorema 1.10 é chamada de propriedade
universal dos produtos tensoriais. Além de gozar dessa propriedade, o produto tensorial é o
unico espacgo vetorial com essa propriedade:

Teorema 1.12 (Unicidade do produto tensorial) Sejam X, ..., X, espacos vetoriais. Su-
ponha que existam um espaco vetorial W e uma aplicacao n-linear B: X; x --- x X, — W
com a sequinte propriedade:

e para todo espaco vetorial Y e toda aplicacao n-linear A: X7 X --- x X,, — Y existe um
unico operador linear w: W — 'Y tal que A =uo B.
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Entao existe um isomorfismo ®: X1®---®X,, — W tal que (2, ® - - @ x,) = B (x1,...,2y)
para todos x1 € Xq,...,x, € X,,.

Demonstracgao: A aplicacao B: X; X --- x X,, — W é n-linear por hipdtese, logo o Teorema
1.10 garante que existe um tnico operador By, € L (X; ® --- ® X,,; W) tal que B = By, o gy,
isto é,

B(zy,...,xy) = Br(on(z1,...,2,)) = Bp(t1 @ - - @ xy,)
para todos 1 € X1,...,x, € X,,. Assim, dado um tensor 2?21 le R ® xil ceXi® - ®X,,
da definicao de By, temos

k k
By, (Zx{@@xﬁ) = ZB(le,,xﬁL) (1.1)
j=1 j=1

Mostremos que o operador linear By, é bijetor. Mostremos primeiro que é injetor. Aplicando
a propriedade que B e W gozam por hipotese para o espacgo vetorial X; ® --- ® X,, e para
a aplicacao n-linear 0,: X; x --- x X, — X; ® --- ® X,,, concluimos que existe um unico
operador linear u: W — X; ® --- ® X,, tal que 0, = u o B. Entao

u(B(xy,...,2,)) = 0p(T1,...,2p) =21 @+ Q Tp, (1.2)

para todos xy € Xi,...,x, € X,. Suponha que Z?Zl x{ ® -+ ® 2l € ker By, ou seja,

By, (Z?:l TR ® xﬁl) = 0. Das equagoes (1.1) e (1.2) obtemos

k k
R = Zu(B(w{,,x{l))
Jj=1 J=1
k
= u<23(x{,,x{l)>
j=1
= “<3L<Zx{®®l’fl>>
j=1

= u(0) =0.

Logo ker B, = {0}, e portanto By, é injetor. Por fim mostremos que By, é sobrejetor. Vejamos
que B (X3 x -+ x X,,) gera W, ou seja,

span{B (X1 X --- x X;,)} =W.

Suponha, por absurdo, que exista w € W, w ¢ span{B (X; x --- x X,,)}. Nesse caso w #
0 € span{B (X1 x --- x X,,)}. Veja que o operador identidade em W, Iy, satisfaz a condicao
B = Iy o B. Por hipétese Iy, é o tnico operador linear v: W — W tal que B = v o B. Seja
f# uma base para span {B (X; x --- x X,,)}. Como w ¢ span{B (X; X --- x X,,)} temos que
B U{w} é um conjunto linearmente independente. Podemos entao, com o auxilio do Lema de
Zorn, considerar uma base v de W contendo fU{w} . Definimos um operador linear t: W — W
definindo-o primeiramente nos vetores da base v por

_J oz, sexep
t(x)_{()? sex ¢ [,

e entao estendendo-o por linearidade a todos os vetores de W. Em particular, t(w) = 0. Note
que t # Iy pois
t(w) =0# w = Iy (w).
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Dados z; € X4,...,z, € X,

(toB)(x1,...,x,) = t(B(xy,...,2,)) = Iw(B(z1,...,2,))

= B(xy,...,z,),
mostrando que t o B = B. Mas isso contraria a unicidade de Iy, e portanto B(X; X --- x X,,)
gera W. Assim, para todo w € W existem um natural [, escalares \i,...,\; e vetores
i o2 e Xy, .1k 2l € X, tais que

l

!
w = Z)\jB(x{, coah) = ZB()\jx{,xg, STl
j=1

j=1
Fazendo z{ = )\jx{ para j = 1,...,[, obtemos
. . l . .
w=Y B(z,2},....2]) =B, (Zz{ ®xé®~~®xﬁ) ,
j=1 j=1

onde 22:1 I®--® ) e X1 ®---® X,. Portanto By é sobrejetor e consequentemente By, é
um isomorfismo. Basta tomar & = B, para obter ® isomorfismo e

O (1)@ @) = B (11 ® - @ n) = B (21, 10)

para todos 1 € X4,...,2, € X,,. O

1.4 Produto tensorial de operadores lineares

Dados operadores lineares u;: X7 — Yi,...,u,: X, — Y,,, serd que existe um operador
linear u: X1 ®---® X, — Y, ®---®Y, tal que

W1 @+ @) = ur(z1) @ -+ - @ up(xy,)

para todos x; € X1,...,x, € X,,7 Tal operador linear é inico? Para responder essas perguntas
precisamos de um critério que na pratica seja util para identificar quando um tensor é o tensor
nulo.

Definigao 1.13 Um subconjunto S do dual algébrico X* do espaco vetorial X separa pontos de
X se para quaisquer x,y € X, x # y, existe p € S tal que p(z) # p(y); ou, equivalentemente,
se ¢(x) = 0 para todo ¢ € S implica z = 0.

Lema 1.14 Sejam Xy, ..., X, espagos vetoriais. As afirmagoes sequintes sio equivalentes con-
siderando o tensor x = Zle PR eX @0 X,.
(i) x = 0.

(ii) Z?Zl o1(2]) - on(2d) = 0 para todos funcionais lineares @; € S;, onde S; € um subcon-
Junto de X que separa pontos de X;, i =1,... n.
(iii) Z?Zl o1(x1) -+ on(x2) = 0 para todos funcionais lineares o; € X}, 1 =1,...,n.

Demonstracao: (i)= (ii) Observe que se x = 0 entao

0=x(A) =) Af,... ) (1.3)
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para toda aplicacdo A € L(Xy,...,X,;K). Sejam S; C X7,...,S, € X subconjuntos que
separam pontos de Xi,...,X,, respectivamente. Dados ¢; € Si,...,¢, € S,, considere a
forma n-linear de tipo finito dada por

A Xix---xX, — K
(1, .. ) > Az, .. x) = @1(x1) - on(Tn).

De (1.3) segue que

k
0= ZA(JJ{, e ,l‘ﬁl) = Z@l(le) T gon(xgl),
=1

j=1
e portanto (ii) esta verificado.

(ii)== (iii) Sabemos que S; C X7,...,S, € X} sao subconjuntos que separam pontos de

Xi,...,X,, respectivamente, e que Z?:l ©1(2]) - pn(xl) = 0 para todos ;1 € Sy,..., ¢, €

S,,. Entao
k
1 (Z 95]1@2@%)"‘%(%)) =0
j=1

para todos funcionais ¢; € Si,...,¢, € S,. Como S5; separa pontos de X; segue que
Z?:l pa(xd) -+ - pn(2)) = 0 para todos @3 € Sy, ..., p, € S,. Portanto

k k
> or(@d)pa(ad) - pnl(al) = ¢ (Z vlea(a) - %(l’%)) =0
j=1 j=1
para todo 1 € X7 e todos ¢y € S, ..., ¢, € S,. Entao
P2 <Z 1 (1) rops(a3) - - %(%)) =0
j=1

para todo 1 € X7 e todos ¢y € So, ... o € 85,. Como Sy separa pontos de X5 segue que
Z?Zl o1(2])2ho3(2d) -+ - on(x?) = 0 para todo ¢; € X} e todos ¢3 € S3,...,p, € S,. Portanto

D IR D A ) B

para todos @1 € X{, 02 € X; e todos w3 € Ss,...,0, € 5,. Repetindo esse processo um
nimero finito de vezes obtemos (iii).

(ili)== (i) Sabemos que E§=1 ©1(27) - @n(a)) = 0 para todos funcionais lineares ¢; € X; com

l=1,...,n. Paraj=1,...,n, chame Z; = span{x;,...,a:?}. Parai=1,...,n—1, considere
G; = {y}, e ,yf} uma base para o espago Z; (observe que k; < k). Dada A € L(Xy,..., X,;K)
defina B como sendo a restricao de A ao subespago Z; X+ - X Z,. Dado (X1, .., Tp) € Zy X+ X2,
podemos escrever, de forma Unica, z; = 251:1 Xiylt parai=1,...,n — 1. Dessa forma,
kl . . k2 . . kn71 . .
B(Ilyx27"'7'rn—laxn) = B ZAJllyilaZ)\jQQy?)"'a Z )\ilrfllyii_llvxn
j1=]_ j2:1 jn_1=1
kl kg kn—l

= DD D MM N B YR ).

Jji=1j2=1 Jn—1=1
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Para j; =1,...,k1,...,jn_1=1,...,k,_1, considere os funcionais lineares definidos por

0211 ----- Jn—1 : Zn K

Ba b B ) = Bl ),
eparai=1,...,n—1el; =1,...,k;, os funcionais lineares definidos por
0.z, — K
k;
v 0 = 0" (Z Azl'y?> = Al
Ji=1
Segue entao que
k1 ko kn—1

B(x1, T2, Tp1,Tp) = Z Z . Z 00 (21)0 (2) - - - 07 ()OI In1 ().

j1=ljoa=1  jn_1=1

Renomeando os funcionais deste tltimo somatoério obtemos uma representagao para B da forma:

m
B(x1, %9, .., Tp1,Tp) = Z\Iﬂl (z1) -+ W (2,),
=1

onde m = kiky- -k, 1 eVl e Zrparai=1,...,nel=1,...,m. Sejai € {1,...,n— 1}.
Como o conjunto g; = {yil, e ,yf Z} é linearmente independente, podemos tomar uma base
para X; que contém f3;. Chamando Z; o subespaco gerado pelos vetores desta base que nao
estao em (3;, podemos estender os funcionais W! para X; da seguinte forma: parat=1,...,n—1
el=1,...,m, como X; = Z; EBZZL, se z; =2+ 2 € X;com 2, € Z; e 2! € Z, deﬁnlmos
Ul(z) = \I/l( 7). Obtemos entao W! € X} extensao de U! parai=1,....n—1lel=1,...,m

Os funcionais ! podem ser estendidos a funcionais \Ilf1 € X, da mesma forma, bastando para
isso fixar uma base de Z,,. Como A e B coincidem em Z; X -+ X Z,,

(in@'“@xf#) (A) = Y Alhwd) = Y Bl ....xh)

j=1 j=1
kK m kK m
= D ) W) (a)) ZZ@ WL ()
j=1 I=1 j=1 I=1
m k m
= SN i) @) =Y 0=0
I=1 j=1 =1

Assim, (Zle P ® x%) (A) = 0 para toda aplicacdo A € L(Xy,...,X,;K), ou seja,

Z?le{®---®xizo. O
Observacao 1.15 Sejam Y7,...,Y,, subespacos dos espacos vetoriais Xi,..., X, respectiva-
mente. Afirmamos que Y] ® --- ® Y,, é um subespaco do produto tensorial X; ® --- ® X,,.
Com efeito, como os Y; sao subespacos dos espacos vetoriais X;, 1 = 1,...,n, temos que 0 € Y;

para todo ¢ = 1,...,n, e portanto 0 = Z§:10®~--®0 €EYI®---®Y,. Além disso, dados
yZZley{GQ---@y{;ew:Z;”zlw{GQ---@w,@emY1®---®Ynconsidere

=YL =y, 1< <k
o =wl Tl =wi Tk k4 1<j<k+m.
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Desta forma, y + w = Y\ "2 @ - @) € Vi ® -+ ® Y,. Por fim, dados A € K e

y = 2521 Yooy e e ® Y,,, segue da Proposicao 1.6 e do fato de que Y; é
subespaco de X que \y = Z?Zl(/\y{) R QY EYVIR-QY,.

Antes de abordar o produto tensorial de operadores lineares, vamos usar o Teorema 1.10 e
o Lema 1.14 para provar mais uma propriedade interessante dos produtos tensoriais, a saber,
a comutatividade. Considere uma permutacao n: {1,...,n} — {1,...,n}. Para cada tensor
elementar 71 ® -+ @ 1, € X1 ® -+ ® X,,, ¢ 6bvio que 1) @ -+ @ Ty € Xya) @ -+ @ Xy
Portanto para cada

k
szx{@---@xfmeXléb---@Xn,
j=1

denotaremos
k . .
2= wh @ ® )y € Xy ® - ® Xy,
j=1
Proposicao 1.16 Fizada uma permutacao n: {1,...,n} — {1,...,n}, existe um isomor-

fismo entre os espagos wvetoriais X1 @ -+ @ X, e Xyq) @ -+ @ Xypm) que ao tensor
Z§=1 ) ® - @l pertencente a X1 ® -+ ® X, corresponde o tensor 2521 3”37(1) - x;(n)
pertencente a X1y @ -+ @ Xypn).

Demonstracao: Fixada uma permutacao n: {1,...,n} — {1,...,n}, considere a aplicacdo

A Xy x...xX, — Xn(1)®"-®X,7(n)
(@1, x0) = A@r,.. ., %) = Tya) © - © Ty
A Proposicao 1.6, mais uma vez, garante que A é n-linear. Pelo Teorema 1.10 existe um
tinico operador linear Ay € L(X; ® -+ ® Xy Xpy1) ® -+ @ Xyyn)) tal que A = Ay o0 0,. Dado
Z?le{®---®$£€X1®---®Xm

k k
=1 j=1

k

_ J J

= D T @ BT (1.4)
Jj=1

Verifiquemos que o operador linear Ay, é injetor. Suponha que

k
J=1

k
x{@-‘-@)x{;ekerAL, ou seja, A, (Zx{@@:@%) = 0.
j=1

Por (1.4) segue que 2521 :vfl(l) ® - ® l{](n) = 0. Aplicando o Lema 1.14 temos que

k

> Pn ) (T00)) - Pty (T)) = 0,
j=1
para todos funcionais lineares ¢, ;) € X;(i), 1t =1,...,n. Reordenando os termos deste ultimo

somatorio obtemos

k
> wr(ad) - pulas) =0,
j=1
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para todos funcionais lineares p; € X, i = 1, ..., n. Aplicando novamente o Lema 1.14 obtemos

Z?Zl 2@ -®@2d = 0. Assim ker Ap = {0} e portanto Ay, é injetor. Por fim, mostremos que Ay,

é sobrejetor. Dado z = Zf Lz )@ ®x ) € Xp)®@- - @ Xy, tome z = Zle H® -

para obter
- (z) D S
Jj=1 j=1

Logo Ay, é sobrejetor e consequentemente A, é um isomorfismo com as propriedades desejadas.
O

Agora sim responderemos as perguntas sobre o produto tensorial de operadores lineares
formuladas no inicio desta secao:

Proposicao 1.17 Dados os operadores lineares uy: X1 — Y1,...,u,: X,, — Y,,, existe um
unico operador linear u1 @ -+  QUp: X1 Q- X, — Y ®---®Y, tal que

(U@ Qup) (11 @ @) = ur (1) ® - @ up(Tn),
para todos x1 € Xq,...,x, € X,,. Mais ainda,

Uy ® - @ u, €injetor se, e somente se, uy, ..., U, Sao injetores e
uy ® - ®u, € sobrejetor se, e somente se, uy,...,u, sao sobrejetores.

Demonstragao: Defina

A Xgx---xX, — Y1®---QY,

(1, ..y xn) = w(T) @ @ up(xy).

Da linearidade dos operadores uq,...,u, e da Proposi¢ao 1.6 segue imediatamente que A é
n-linear. Pelo Teorema 1.10 existe um tinico operador Ay € L(X; ® - ® X,; Y1 ®---®Y,) tal
que A = Ay o g,. Portanto

k k
Ap (Zx{ ®-~~®xfl> = ZA(le
j=1 j=1
k . .
= Y wle) ® - @ua(a)),
j=1

para todos a:f e X;,i=1,...,n,ej =1,...,k. Tomando u; ® --- ® u, = Ay temos que
U ® - Quy, é linear e

k
(w1 ® -+ @ up) (Z%@) ®x{l> = Z“l(x{)@)@%(xi)
=1

Para provar a unicidade deste operador linear, suponha v € L(X; ®---® X,,; V1 ®---®Y,) tal
que
u(ry @ @xp) =u(x1) @ -+ @ up(zy)

para todos 1 € X1,...,x, € X,,. Entao u e Ay, coincidem nos tensores elementares; mas como
ambos sao lineares, segue que u = Ay =11 ® -+ - @ uy,.
Suponha u; ® - -+ ® u, injetor, seja i € {1,...,n} e verifiquemos que w; é injetor. Seja

x; € X; tal que u;(z;) = 0. Escolha vetores nao-nulos z; € X;, j =1,...,n e j #i. Entao

(WM QU - Quy)(T1 @ ;@ @) = wW(x1) @ Qu(T;) -+ @ Up(xp)
= wu(r)® 08 - Quy(x,) =0.



18
Como 11 ® - - - ® u, € injetor segue que r1 ® --- R r; X --- ® x, = 0, e pelo Lema 1.14 temos

o1(w1) - @i(x3) - - PnlTn) =0

para todos funcionais ¢, € X;, k = 1,...,n. Como os vetores x1,...,%;_1,Tit1,...,T, SO0
nao-nulos, existem funcionais lineares V; € X7, j = 1,...,n e j # i, tais que U,(z;) # 0.
Assim,

‘111(371) s ‘I’zel(l'i—l)@i(ﬂfi)qjiﬂ(ﬂ?iﬂ) T \Iln(a:n) =0,

para todo ¢; € X. Mas U,(x;) # 0 para j = 1,...,n e j # i, logo p;(z;) = 0 para todo
;i € X/. Segue que x; = 0 e portanto u; ¢ injetor.
Reciprocamente, suponha que uyq, ..., u, sao injetores. Tomando

k
Zx{@---@xﬁ;Eker(u1®---®un)
j=1

temos que (u; @ -+ & uy,) <Z§:1 H®-® xﬁl) = 0, ou seja, Z?Zl u(2]) @ -+ @ un(al) = 0.

Dados ¥; € Y;*, 2 =2,...,n, pelo Lema 1.14 sabemos que

vy <Z w (29) Ua(uz(23)) - - ‘Pn(un(fﬂf;))) =D Wi(u () Wa(uz(x3)) - - W (un(a7)) = 0

Jj=1 Jj=1

para todo ¥; € Y|". Disso e da linearidade de u; concluimos que

para todos W; € V;*, ¢ = 2,...,n. Da injetividade de u; decorre que

k
ijlqh(?m(‘%%)) T \Ijn(un($zz)) =0

para todos ¥, € Y*, 7 = 2, ..., n. Entao, para todo ¢; € X7,

k
> (@) Ualus(a3)) - - W (un () = 0.
j=1
Dados ¥; € Y;*, i = 3,...,n, da linha acima decorre que
k . . .
Uy | Y o] Jus(wh) Wy (us () - - W (un(2])) | =0
j=1

para todo funcional ¥y € Y5, e portanto

k
> en(at)us(ay) Ws(us(a3)) - W (un(a7,)) = 0
j=1
para todos ¥; € Y;*, ¢ = 3,...,n. Da linearidade e da injetividade de us obtemos

Z o1 (21) 23 W5 (uz(2d)) - W, (un(22)) = 0.

Jj=1
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Como antes, para todo funcional o € X3 vale que

Z 01(2]) o () Ua(uz(23)) - - W, (un(22)) = 0.

Continuando com este raciocinio, apés um nimero finito de passos obtemos que
7Y\ —
E p1(])pa(ad) - pn(al) = 0

para todos ¢; € X, 1 =1,...,n. Pelo Lema 1.14 concluimos que Zle le ®-- @z =0, 0 que
implica que u; ® - - - ® u,, € injetor.

Por ultimo mostremos que 1 ® - - - ® u,, € sobrejetor se, e somente se, uq, ..., u, sao sobre-
jetores. Suponha u; ® -+ ® u, sobrejetor, seja ¢ € {1,...,n} e provemos que u; é sobrejetor.
Dado y; € Y}, para j =1,...,n, j # i, escolha y; € Y; nao-nulos. Como

y1®---®yi®---®yn€Y1®---®Yi®~--®Yn,

da sobrejetividade de uy ® - - - ® u,, existe Z?Zl a:jl Q@€ X;®- --®X, tal que

k
PR QYU Yy = (1 Q- D uy) (Zx{@---@xfl)

j=1
k

= > w@]) @ @ui(r]) @ - @ up(a)) (1.5)
j=1

Para j = 1,...,n, j # i, podemos considerar funcionais lineares ¢; € Y/ tais que w;(y;) = 1.

Pelo Lema 1.14 e por (1.5) temos que, para todo ¥, € Y;*,

Z 901(U1(95{)) T \I/i(ui(x{)) e %(un(%)) = o1(y1) i1 (Yi-1) Vi) i1 (Yiv1) - n(Yn)

= 1. 1-W(y)-1---1
= Wi(y). (1.6)

Por outro lado,

Ea

Z@l 51 331 u;i(z] ) @n(un(x%))]

u; (Z pr(ur(af)) - %(%(%)))] - (1.7)

Das equagoes (1.6) e (1.7) segue que

Ui (Z pr(w () - ol --%(%(%)))

para todo ¥; € Y;*, e portanto

=, (Z pr(ur(af)) - son(un(xf;))> :

i
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Provamos entao que u; é sobrejetor.
Reciprocamente, suponhamos w1, . . ., u, sobrejetores. Seja ZJ 1 y1® QY €Y1®---QY,.

Como cada u; é sobrejetor, existem x €X,,i=1,....,nej=1,...,m, tais que u;(x ) = yl.
Entao
Zy{@---@yi = Zuﬂx{)@@un(as;):(ul @ Up) (le --®x{1),
j=1 j=1

com Z;n:l le ® Qe X ® - ®X,, provando que u; ® -+ - @ u, ¢é sobrejetor. O



Capitulo 2

Aplicacoes multilineares continuas

No capitulo anterior estudamos as aplicagoes multilineares entre espacos vetoriais do ponto de
vista algébrico. Quando os espagos envolvidos sao espacos normados, faz sentido - e é necessério
- distinguir, dentre todas as aplicagoes multilineares, aquelas que sao continuas. Em seguida,
de forma natural, estuda-se o espaco de todas as aplicacoes multilineares continuas. Este é
o objetivo deste capitulo, estudar as aplicagoes multilineares continuas entre espacos vetoriais
normados e os respectivos espacos formados por essas aplicagoes multilineares continuas.

2.1 Normas no produto cartesiano

Do capitulo anterior sabemos que aplicacoes multilineares sao definidas em produtos carte-
sianos de espacos vetoriais. Entao, para o estudo da continuidade das aplicagoes multilineares
precisamos, em primeiro lugar, deixar claro qual é a topologia (norma) considerada no produto
cartesiano. O objetivo desta se¢ao é mostar que podemos usar, de forma equivalente, qualquer
uma das normas usuais do produto cartesiano.

Definicao 2.1 Seja E um espacgo vetorial sobre o corpo K = R ou C. Uma norma sobre E é
uma aplicacao

-l £ — [0,00)

=

que satisfaz as seguintes propriedades:
N1)||z|| > 0 para todo x € E e ||z|]| = 0 se, e somente se, x = 0;
N2) || z|| = |\ ||z]| para todo A € K e para todo x € F;
N3) ||z +y|| < ||z]| + |ly|| para quaisquer z,y € E.

Neste caso o par (E, | - ||) é chamado de espago vetorial normado, ou simplesmente espaco
normado. Um espaco normado que é completo na métrica definida por d(z,y) = ||z — y|| é
chamado de espaco de Banach.

Denotaremos a bola unitéria fechada de E por Bg, isto é, Bp = {x € E : ||z|| < 1}.

Defini¢ao 2.2 Sejam Ei, ..., E, espagos vetoriais normados sobre K. Para (zi,...,z,) €
Ey x -+ x E,, definimos

[zl = ol + -+ s
1/2
@ ma)lle = (ol 4o )
(@1, wn)lle = max{flall,..., [lzall}-
Proposicao 2.3 As aplicagoes || - [|1, || - |2 € || - [0 sG0 normas em Ey x --- X E,,.

21
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Demonstracao: Os axiomas N1 e N2 sao imediatos. Nos concentraremos nas demonstracoes
do axioma N3 (desigualdade triangular). Sejam (z1,...,2,), (Y1,...,Yyn) € Ey X --- X E,,. Para
a aplicagao || - |1,

[, mn) + o unlls = @y szl = o+ wll+ -+ lon +
< Ml + gl + -+ flzall + 1ynll
= Mol -+ llzanl + gl + -+ vl
= NGzl + 1yl

Para a aplicacao || - ||o, chamemos z; = (||z1||,. .., [|[z.]]) € R™ € z0 = ([tall - -, lynll) € R™
Usando o fato de que || - |2 ¢ uma norma em R",
H(xlv"wxn) + (ylv"'>yn)H2 = H(xl +y177$n+yn)H2

1/2
= (Jr+ ol + -+ 2+ val®)

1/2
< (Nl + Noa )+ - + (lzall + llyal))?)
= |21+ 22lly < l2ally + 22l
1/2
(il 4+ )+ (> + -+ yall?)
= [z, @)y + e un)lls -

1/2

Por tltimo, para a aplica¢do || « ||oo, escolhendo j € {1,...,n} tal que
max {|[zy +yull s lon +ynll} = llz; +y5l,
segue que
H(xlw"axn) +(y17ayn)”oo = |’<x1+ylaaxn+yn)Hoo
= max{llzs +ull,. . 20 + ynll}
5 + g5l < [l 1l + [yl
< max {[lza ]| + [l ]l + [lynll}
< max{{zll,. . lonll} +max {llyll, - [lynll}

11wl + 1 vl -
O

Definicao 2.4 Seja E um espago vetorial. Duas normas em F sao equivalentes se definem a
mesma topologia em F£.

Proposicao 2.5 [9, Capitulo 2, Proposigao 9] Seja E um espago vetorial. Duas normas || - ||
ell-]|" em E sio equivalentes se, e somente se, ewistem constantes ci,cy > 0 tais que

allz|| < ||z| < e|z|| para todo z € E.

Proposicao 2.6 Sejam Ei, ..., E, espacos vetoriais normados.
(a) As normas || - |1, ]| - ||2 € || - ||lo SG0O equivalentes em Ey X --- x E,.
(b) Se Ei,..., E, sdo espagos de Banach, entio Ey X --- x E, é um espa¢o de Banach com

qualquer uma dessas trés normas.

Demonstracao: (a) Observe que, dado (z1,...,2,) € By X -+ X E,,
[(@y, . an)lly = el + -+ l2al
< @y mn)lle + o (@, wn) [l

TLH(xl,...,In)HOO.
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Seja j € {1,...,n} tal que max {||z1||,...,[|zs]|} = ||z;||. Podemos entao escrever
2
(s mn)lle = max{flzal, - llanll} = llagll = /[l
<Vl + -+ lzall? = @, za)ly.

Por outro lado,

2 2 2 2 2
IGers s wn)lly = lleall™ + -+ llenll™ < (el + -+ llzal)™ = (e 2l

Portanto ||(z1,...,z,)|l, < ||(z1,...,2,)||; . Diante destas observagoes, tem-se

H(Ilﬂ s 7In)”oo < H(‘Ilv s 7In)||2 < ||(SL‘1, Tt 7In)|l1 <n H(‘rlv s an)Hoo’
Aplicando a Proposigao 2.5 obtemos que || - [|1,]| - /|2 € || - | S80 normas equivalentes.

(b) Consideremos E; X --+ X E, munido com a norma do maximo. Sejam ¢ > 0 e () uma
sequéncia de Cauchy em Ej X --- x E,. Digamos zj = (xy1, ..., Zr,) para todo k € N. Existe
entdo ko € N tal que ||z — x| < € sempre que k,s > ko. Logo

ok — 25l = N(@r1s ooy k) — (@155 @50 [l oo
= max{|xpx — s, |Trn — Tl < e
Portanto ||z — x| < € para todos i = 1,...,n e k,s > ko, ou seja, (Tg;)ren é de Cauchy
em F;, para todo i = 1,...,n. Como os espacos Fi,..., E, sao Banach, segue que existem

a; € Ey,...,a, € E, tais que
lim zy; = a;,

k—o0
i =1,...,n. Podemos tomar niimeros naturais ki, . . ., k,, tais que k > k; implica ||z — a;|| < e.
Sejam a = (ay,...,a,) ¢ ¥ = max{ky,... k,}. Para k >k,

|xr — a|| = max {||zk1 — a1, ..., ||Trn — anl|} < e.

Portanto

I —

Jim o=
coma = (ay,...,a,) € By X---x E,. Logo £y X -+ x FE, é um espaco de Banach com a norma
do maximo. Como || - ||1,]| ||z € || * ||c 580 normas equivalentes, segue que E; x - -+ x E, é um
espago de Banach com qualquer uma dessas normas. O

2.2 Caracterizagoes das aplicagcoes multilineares conti-

nuas
Dados espagos normados Fy, ..., E,, F', considerando em F; X - - - X E,, qualquer uma das normas
equivalentes da secao anterior, podemos considerar as aplicagoes n-lineares de Fy X --- X FE,

em F' que sao continuas.

Proposicao 2.7 Sejam Ei,...,E, e F espagos vetoriais normados. Para cada aplica¢do
A€ L(Ey,...,E,; F), as afirmativas sequintes sao equivalentes:

(a) A € continua.

(b) A € continua na origem.

c) Ezxiste uma constante ¢ > 0 tal que ||A(z1, . ..
=1,.

d) ||A|| = sup{||A(x1, o ty)| tx € Eje ||| <1 paratodo j=1,...,n} < oo.

)|l < ezl - ||| pare quaisquer z; € Ej,

(
J
(
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Demonstracdo: E claro que (a) = (b) e (¢) = (d).

(b) = (c) Tome ¢ = 1. Como A é continua na origem, existe § > 0 tal que se ||z;|| < 0,

j=1,...,n, entao ||A(z1,...,z,)|| < 1 (basta considerar a norma do méximo no dominio).
Dados vetores nao- nulos r1 € Ey,...,x, € E, (0 caso em que um desses vetores é nulo é
trivial), os vetores 2||af Mo j=1,...,n, tétm normas menores que 9. Logo

J J

Y (. 1 P
2| 2 |
e portanto
2’)’1
1A, -zl < szl - llall,

para quaisquer z; € F;, j = 1,...,n. Agora, basta tomar ¢ = g—z > 0.
(d) = (a) Queremos mostrar que dados a = (ay,...,a,) € Ey X -+ X E, e ¢ > 0 existe
d > 0 tal que se x = (21,...,x,) € By X -+ X E, é tal que |[(x1,...,2,) — (a1,...,a,)| <9,
entao ||A(xy,...,x,) — A(ay, ..., a,)|| <e. Observemos os seguintes casos:
1) [[A]] = 0. Nesse caso temos que [|A(x1,...,7,)| = 0 para quaisquer x; € Bg,, j =1,...,n,

ou seja, A(zy,...,z,) = 0, para todos x; € Bg;, j = 1,...,n. Dados 1 € E,...,7, € E,,
todos nao-nulos,

T1ll Tnll Ty T,
A(:pl,...,xn):A(H | 1,...,“ “ >:||g;1|| ||xn||A(H T ):o,

[l [ 2]

e portanto A é a aplicacao constante igual a zero. E claro que o mesmo vale se z; = 0 para
algum j € {1,...,n}. Logo A é continua.

2) ||A]| #0. Seja a = (a1,...,a,) € By x -+ x E,. Se ||la|| ., =0, tem-se a = (0,...,0). O caso

1/n
em que z; = 0 para algum j € {1,...,n} é trivial. Dado € > 0 tome 0 < § < (II_;H> . Dessa
forma, se xy € Ey,...,x, € E, sdo vetores nao-nulos com |[|z|| < ¢ entdo
|A(xy, ... xn) — Alay, ... an)|| = ||A(zy, ..., 2z,) — A(0,...,0)|

= NAGy, -zl = [l flnl]

T T
A(__ﬁnw__)H
‘ 1] [l

< 2l T < 6" Al < wM

1A]

conforme querfamos. Se ||a||  # 0, dado € > 0 chame

k = max {Ha”gl} max { + ||a”oo)n7j} >0,

1<j<n 1<j<n
e tome 0 < § < min{l ||A|\k} Se ||z — all; <6, entao

lo —all, < llo—all, <6 <1

2]l = llz —a+all < llz —all +llallo <1+ llall,
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Nesse caso,

Az, ... xn) — Alay, ...y a,) = Az, ... x,) — Alar, za, .. 20) + Alag, oo, ..., 2y)

—A<CL1,(J/2,J}'3, ce an) + A(alya%x?n v 73771,) - e
+A(ay, a9, ... an-1,2,) — Alay, ..., an)
= A(xy —ay,x9,...,x,) + Alay, 29 — ag, T3, ..., Ty)

-+ A(a17a2; ceey Ap—2,Tn—1 — anflwrn)

_I_A(ala agy...,0n—-1,Tyn — an)a
e portanto

|A(z1, ..., x,) — Alay, ..., a,)||
< |[A(zy —ar, w2, .., 20| + -+ [[Aar, ag, - - Gne1, T — @)l

n
= Z HA(al, ey A1, X5 — A5, Tjq1y - - ,iL'n)H . (21)
j=1

Observe que se um dos vetores z1, ..., x, for nulo e um dos vetores a4, ..., a, também for nulo
temos ||A(xy,...,2,) — A(ay,...,a,)|| = 0 < e. Agora suponha z1,...,x, sdo vetores nao-
nulos e um dos vetores ay, ..., a, seja nulo, digamos a; = 0 para algum j € {1,...,n}. Tome
> 0. Se [[(z1,...,2,) — (a1,...,a,)||, <9 obtemos

— 3]
e ll-llzj—1llllzj+1ll-l|lznl Al

JAs,. o 20) = Alar, . a)]| =

= HA(ml, . ,xn)H
T xn
=nmn~wan(——-u.——)
A Tl
< lerll - eyl gl llzgoall - - eall A
<Nl eyl (@1 = @,y — )l g | el 1AL < €
Analogamente para o caso em que um dos vetores xq,...,x, sejanulo e ai, ..., a, vetores nao-

nulos. Em ambos os casos concluimos que A é continua. Diante destas observagoes consideremos
Tiyeny TpyQl, ..., a4, vetores nao-nulos. Logo

||A(a1,...,aj_1,xj—aj,xj+1,...,xn)|| =
[lad]] a1 2 — ajl] 1] ]|
= A< Ay ey, T (T — ), T gy e ey T T
H a7 a7 My = a7 g T

a; Ti— Q; T
—larll - 12y — sl - A( RO LU )H
il el A T el Tl

< laall- -~ llagll lz; = asll lzjall - - lznl AL} (2.2)
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De (2.1) e (2.2) concluimos que

n
A1, zn) = Aar, @)l < ALY llaall -+ llag—all lle; = agl sl - [zl
n . .
< AN llallZst s = ag) )12
j=1

j—1 n—
<JAIY_ llallie s = all (1 + flafl )"

j=1
n
i1 —j
< Al s {llalfs" - mass {1+ Jall )" }Z I —
‘7:
completando a demonstracao de que A é continua. a

2.3 O espaco das aplicacoes multilineares continuas

Observe que a demonstracao da Proposicao 2.7 seria mais simples se soubéssemos que o conjunto
das aplicagbes n-lineares continuas é um espago vetorial e que o funcional A — || A|| é uma norma
nesse espaco. Nosso préximo objetivo é provar exatamente isso.

Proposicao 2.8 Sejam FE1,...,E, e F espacos vetoriais normados. Considere a aplica¢do
n-linear continua A: By X --- x E,, — F. Entao
(@) |A(z1, .. zo) || < Al 121 - - - [|znll para quaisquer xy € Ey, ... x, € E,.
(b) |A]| =inf{c > 0: ||A(z1,...,2,)| < cl|lz1]l - - ||znl| para todos x; € Ej,5=1,...,n}.
Demonstracao: (a) Consideremos vetores x; € E;,j = 1,...,n, todos nao-nulos, pois o caso
contrario é trivial. Obtemos a desigualdade desejada da seguinte forma:
1] 21 @ | 2
|A(z1, ... x| = HA( e
[l 1]] [0l
= el 4 (25 20|
[E H%H
<l llznll AL
(b) Seja a = inf{c > 0 : ||[A(z1,...,2,)|| < cl|z1]]---||zn]|| para todos z; € E;,j =1,...,n}.
Pelo item (a) sabemos que
Al € {c>0:||A(z1,...,zn)|| < c|lz1] - ||zn|| para todos xz; € Ej,j=1,...,n},
e portanto a < ||A]| . Por outro lado, seja ¢ > 0 tal que ||A(z1,...,z,)| < c|lzi|| - - ||zn] para

todos x; € £, j = 1,...,n. Em particular,

HA(:L‘l? B 71:71)” < C||$1|| T ”mn” < ¢,

para quaisquer z; € Bg,, j = 1,...,n. Portanto ||A[| < ¢, e consequentemente || Al < a. O
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Definicao 2.9 Sejam F, Ey, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Denotaremos o conjunto
de todas as aplicagbes n-lineares continuas de Ey X --- X E, em F por L(Ey,...,E,; F). Se
Ey,=---=E, = E escrevemos L("E; F). No caso n = 1 e F = K escrevemos E’ no lugar de

L(E;K) e dizemos que E’ é o dual topolégico de E.

Proposicao 2.10 Sejam Ej, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Entio L(Ey, ..., E,; F)
€ um espaco vetorial.

Demonstracdo: B claro que L(Ey, ..., Ey;F) C L(Ey, ..., E,; F) e que a aplicacao nula é
n-linear e continua. Ja sabemos do Capitulo 1 que a soma de aplicagoes n-lineares é n-linear
e que a multiplicagao de uma aplicagao n-linear por um escalar também ¢é n-linear. Disso e
do fato que a soma de funcgoes continuas definidas em um espaco métrico a valores em um
espago normado é continua e que multiplicacao de uma funcao continua de um espago métrico

em um espago normado por um escalar também é continua, segue que L(Ey, ..., E,; F) é um
subespago do espago vetorial L(F, ..., E,; F'), e consequentemente é um espaco vetorial. O
Proposicao 2.11 Sejam Ey, ..., E, e F espacos vetoriais normados.

(a) O funcional A — ||Al| é uma norma em L(E, ..., E,; F).
(b) Se F' é um espago de Banach, entio L(E, ..., E,;F), com a norma do item (a), também
¢ um espaco de Banach.

Demonstracao: (a) Da definigdo de ||A|| segue imediatamente que [|A| > 0 para toda
aplicacao A € L(FE4, ..., E,; F). Suponhamos que ||A]| = 0. Pela Proposigao 2.8,

0 <[[A(zr, .. zn) || < [[A[HJa]l- - lznll = 0,

ou seja, ||A(x1,...,2,)|| = 0 para todos z; € Ey,...,z, € E, Logo A = 0. Se A = 0 segue
imediatamente da definigdo que ||A|| = 0. Sejam A € Ke A € L(Ey,..., E,; F). Entao

IAA|| = sup{|[(AA)(z1,...,2,)| : 2 € Ej e ||z;|| <1paratodoj=1,...,n}
= sup {|A\|||A(z1,...,2,)|| s z; € Ej e ||zj]] < 1paratodo j=1,...,n}
= [Asup{||A(z1,...,2,)|| : z; € Ej e ||z;|| < 1paratodo j=1,...,n}
= [ALA]-

Sejam A, B € L(Ey,...,E,;F). Para todos x; € Bg,, j = 1,...,n, usando novamente a
Proposicao 2.8,

|A(z1, ... xn) + By, .., z)|| < JJA(zr, .. z) || 4+ | B(z1, - -0 20|
< Al el + 1Bzl - - [l
< [JAl+ (1Bl
Tomando o supremo sobre todos os vetores x; € Bg;, j =1,...,n,
JA+B| = sup{|l(A+B)@r,.,zn)ll : 25 € Br,j =1,...,n}
= sup {||[A(z1,...,3,) + B(z1,...,3,)|| s x; € Bg,,j =1,...,n}

< [[All+ 1Bl

(b) Sejam (A;) uma sequéncia de Cauchy em L(Ey,...,E,; F)ex € By, ..., x, € E, vetores

nao-nulos. Dado ¢ > 0, temos que m > (), e portanto existe jo € N tal que
€

145 = Akl < 7=
’ o]l - [l
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para todos indices j, k > jo. Entao

[Aj (@1, -y n) = Ay, )|l = ([(A) = Ap) (@, )|
< [JA; = Agl[flzal- - [l
< Tl fleall = £
S — o I R
[zl -l
Portanto a sequéncia (A;(z1,. .., x,)) é uma sequéncia de Cauchy em F. E claro que o mesmo
vale se ; = 0 para algum j € {1,...,n}. Como F é Banach temos que
lim Aj(zq,...,2,)
j—o00

existe e pertence a F'. Assim podemos definir

A:Eyx---xFE, — F

(X1, xn) —  Alzy,...,x,) = jlirilo Ai(zy,. .., xy).
Mostremos que a aplicagao A é n-linear. De fato, dados vetores z;, 2 € Ej, j=1,...,n, e um
escalar A,
Az, e+, xy,) = ]1LrgoAj(x1,...,Axi+x;,...,xn)

= ]11120[AAj($1, R I i U1 €172 DU A iy |

= )\}E&Aj(xl’ ey Ty ey Tp) +j1LI£10Aj(x1, T xy)

= N1, .. Ty xy) + AT, T ).
Além disso, como (A;) é uma sequéncia de Cauchy em L(E, ..., E,; F) e toda sequéncia de

Cauchy ¢ limitada, existe uma constante ¢ > 0 tal que ||4;|| < ¢ para todo j € N. Da definigao
de A, da continuidade da norma e da Proposicao 2.8,

|A(xy, ... x,)|| = ||lim Aj(xq,...,2,)
j—o0
= lm |’A](x177xn>||
j—oo
< lim [[A [l - - [l
j—o0
< cllaf- - [l
para quaisquer x; € Fj;, j = 1,...,n. A Proposicao 2.7 garante que A ¢ continua, isto ¢,

A€ L(E,,..., By F). Por outro lado, sejam x; € Bg,, j = 1,...,n. Sabemos que para todos
indices j, k,

1A (@1 wn) = Ag(ars )| < (1 A; = Arl ]l llznll < 147 = Akl

Fixado j € N e fazendo k£ — co obtemos

|(A; — A)(z1, ..., zn)|| = [[Aj(z1, .- 2n) — Az, o0 20|
= kh_{gOHA](xlaal‘n)_Ak(Ibaxn)”

< lim [[A; — Ayl
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Tomando o supremo sobre todos os vetores x; € Bg,, j =1,...,n,

0< sup (A= A)ar,.. w2l < Jim 14— Al

IjEBEj

Portanto
0< (14— All < Jim [|A; — Al
Fazendo j — oo,
0< lim |4, — A < Jim_[l4; ~ Ay =0.
J,R—00

Jj—oo
Logo lim; . ||4; — A|| =0, ou seja, A =lim;_, A; em L(E,..., E,; F). O
A partir de agora consideraremos L(F1, ..., E,; F)) sempre munido da norma

IAll = sup{||A(z1,...,x,)|| : x; € Ej e ||zj]| < 1paratodo j=1,...,n}
= inf{c>0:[|A(z1,...,2,)| < c|lz1] - - [|znl| para todos x; € E;,5=1,...,n},

que é chamada de norma do sup ou norma usual das aplicacoes multilineares.

Proposicao 2.12 Sejam FEy, ..., E,, 1, espacos vetoriais com m,n € N.

(a) Existe um isomorfismo canénico entre os espagos wvetoriais L(Ey,...,En,n;F) e
LBy, ... By L(Eppi1s -« oy Evein: F)).

(b) Se Er, ..., Eyyn sGo espagos normados, entao o isomorfismo do item (a) induz um isomor-

fismo isométrico entre L(E1, ..., Epin; F) e L(Ey, ..., En; L(Emiy ooy Emyn; F)).
Demonstracao: (a) Defina
O L(Ela s 7Em7Em+1a s 7Em+n; F) - L(Ela s 7Ema L<E’m-‘r1a s 7Em+n; F))

A = A=A

onde
A: By X xEyp — L(Bmit,..., Bmin; F)
(X1, .., Tm) g(xl,...,xm)
em que
Z(ml,...,xm):Em+1><--~><Em+n — F
(Tinaty ooy Tman)  — AT, Ty Tona 1y -+ s Tt -

O fato de que ® estd bem definida, ou seja, A(zy, ... ) € L(Bmit, -, Epin: F) para
todosz; € Ej, j=1,...,m,e A€ L(Ey,...,Epn; L(Epqt, ..., Emin; F)) para toda aplicagao
A€ L(Ey,...,En, Enit, ..., Epnin; F), segue facilmente da (m + n)-linearidade da aplicacao
A.

Mostremos que ® é linear. Sejam A, B € L(Fy,...,Epn, Eny1y.. s Epin; F) e A € K

Vejamos que (A + B) = A + B. Para isso sejam z1 € Eq,...,x, € E,,. Como para todos
Tl € Bmat, oo Tan € Epyn € verdade que

A+ B)(x1, .., ) (@ims1y ooy Tan) = A+ BN @1, oo Ty Tty + -+, Tonen)

= MNA(T1, . T, Tt 1y - -+ s Tintn)
+ B(x1, o Ty Tt 1y« -+ o)

= )\g(xl, oy To) (Tt 1y -+ Tonn)
+ B(#1, - 2) (Tsts - -+ s T

= A+ B) (@1, 20) @ity - -, i)
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segue que (AA + B)(1,...,%m) = ()\g -+ E)(xl, ..., ZTm). Mas isso ocorre para todos z; €
Ey, ...z, € By, logo (M + B) = M\ + B. Consequentemente

e~

BN+ B) = (M + B) = MA + B = \&(A) + ®(B),

para quaisquer aplicagdes A, B € L(E1, ..., Ep, Byt By F) e X € K.

Verifiquemos que ® é injetor. Seja A € L(Ey, ..., Epn, Epit, ... Enan; F) tal que A € ker @,
ou seja, P(A) = 0, e portanto A = 0. Logo g(xl, ..., &y) = 0 para quaisquer z; € E;, j =
1,...,m, ou seja, g(azl, ooy T ) (Tmt1, - - - Tipgn) = 0 para quaisquer z; € Ej, j=1,...,m+n.
Assim, A(z1,...,Tm, Tt1, - -, Tmtn) = 0 para quaisquer z; € Ej, j = 1,...,m + n. Dessa
forma, A = 0 e segue que ® é injetor.

Por fim, provemos que ® é sobrejetor. Dada B € L(FE1,...,Epn; L(Enti, - Emyn; F)),
defina

AcEy XX Eypyy — F

(1, s Tman)  — A1, Ty, Tty - s Tan) = B(@1, o ) (Tns 1y - - o Tt -

Afirmamos que A é (m+n)-linear. Com efeito, este fato decorre imediatamente da m-linearidade

da aplicagao B e da n-linearidade da aplicagdo B(x1,...,z,,) para cada m-upla (z1,...,2,,) €
Ey x -+ x E,. Observe que ®(A) = B se, e somente se, A = B, ou seja, A(zy,...,T,) =
B(zy,...,%y,), para quaisquer x; € E;, j =1,...,m, isto é,

A1, ) (Tona1s -+ o Tan) = B(x1, oo ) (Tt 1y - -+ Tontn)s

para quaisquer z; € E;, j =1,...,m+ n. Logo ®(A) = B se, e somente se,

AT, oo Ty Tt 1y - -+ Tinan) = B(T1, -+ o, To) (Tt 1y -+ s Tonien) s

para quaisquer z; € Ej, j =1,...,m+n. Mas A foi definida de forma a satisfazer exatamente
isso, portanto ® é sobrejetor, e consequentemente um isomorfismo.

(b) Defina ¢ := ®@|z(p,,.. Bnr). Primeiro provemos que dada A € L(Ey,...,Epin; F) e
para quaisquer z; € E;, j = 1,...,m, tem-se ¢(A)(x1,...,Tm) € L(Ems1s---, Eman; F) €
o(A) € LBy, ..., En; L(Enya, ..o Enan; F)). De fato, dados z; € E;, i =m+1,...,m+n,
observe que

lp(A)(z1, - ) (Tgts - s T | = N P(A) (@1 ) (Bt - s o) |
= ||A($1,...,xm,$m+1,...,$m+n)||
< Azl lzmll lZmeall - - 1 Zmernll
= kllzmall - [[zmanll,
onde k = [|A|| ||z1|| - - - [|zm]|] = 0. Pela Proposigao 2.7 segue que

O(A) (21, .. Tm) € L(Epy1y ooy By F).



31

Por outro lado, note que

[e(A) (@1, )l = sup (@A) (@, @) (T T |

xieBEi
m+1<i<m+4n
= sup | P(A) (21, o) (@Tintt1y - - s Tonetn) ||
a:ieBEi
m~+1<i<m+4n
= sup  ||JA(z1, - Ty Tty - oy T ||
a:ieBEi
m+1<i<m+4n
sup Al o]l - - lzmll lzmeall - - lzmenl
xieBEi
m~+1<i<m+4n

= Azl [lzmll  sup  |[@mrall - (|2l
xiEBE,L-
m+1<i<m—+n

= Azl - [l

IN

Pela Proposicao 2.7 segue que ¢(A) € L(E1, ..., En; L(Epsi,y -y Epan; F)). Assim,
¢ = (1)|£(E1,...,Em+n;F) : ﬁ(Eh ooy B F) - ﬁ(El, ooy B ‘C(Em—i-la ooy B F))

Pelo item (a) sabemos que @ é linear e injetor e consequentemente ¢ é linear e injetor como res-

tricao de operador linear e injetor. Dada uma aplicagdo (m+mn)-linear A € L(F1, ..., Epyn; F),
de
locll = 4]
= sup{HA(a:l, e ,xm)H rx; € B, j=1,... ,m}
= sup sup Hg(xl, o o) (Tt1y - Tonen)
zjeBEj szBE],
7j=1,...m j=m+1,... m+n
= sup sup A1, o Ty Tt 1y -+ s Tt ||
z]-EBEj achBEj

7j=1,....m j=m+1,...m+n
= sup {|A(z1, ..., T, Ty - -+ Tnn) || 1 2 € By, i =1,...,m+n} = |A],

segue que ¢ é uma isometria. Seja
B e L(Ey,...,En; L(Emyts - Enyn; F)) C© L(Ey - By L(Emgas - oo Egns ).
Como @ é sobrejetor, existe A € L(Ey, ..., Epn, Epi1, ..., Emin; F) tal que ®(A) = B, ou seja,
Ay, Tpgn) = B(xy, ooy ) (@it 1y - -+ Tt

para todos z; € E;, j =1,...,m+ n. Disso e usando que B(z1,...,x,,) é n-linear e continua
e B é m-linear e continua, segue da Proposicao 2.8 que

HA(xlw"axmaxm—l—la-'-axm-i-n)H = ||B(x17-"7xm)(xm+17"'axm+n)H
< B[ lzmall - [ em
< Bl - lzml[ zmiall - |lZmnll

Usando a Proposi¢ao 2.7 concluimos que A € L(Ey, ..., En, Enit, -y Epan; F), € portanto
¢(A) = ®(A) = B, o que prova que ¢ é sobrejetor e completa a demonstragao. O

Como aplicagao da Proposicao 2.12 vejamos uma segunda demonstracao da Proposigao
2.11(b):



32

Corolario 2.13 Para todon € N, todos espagos normados E, . .., E, e todo espago de Banach
F temos que L(Ey, ..., Ey; F) € um espaco de Banach.

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao sobre n. Da Analise Funcional Li-
near sabemos que se £ é um espago normado e F' um espago de Banach entdao L(E, F) é
Banach. Isso resolve o caso n = 1. Suponha que o resultado seja valido para o numero
natural n, ou seja, para todos espagos normados Ey,..., F, e para todo espaco de Banach
G, é verdade que L(Fy,...,E,;G) é Banach. Mostremos que o resultado vale para o natu-
ral n + 1. Sejam Ej,..., E,, E,1 espagos normados e F' Banach. Sabemos que L(F, 1, F)
¢ Banach. Pela hipotese de indugao segue que L(Fy,...,E,; L(FE,+1;F)) é Banach. Mas
L(Ey,...,Eyq; F) é isomorfo isometricamente a L(Fy, ..., E,; L(E,1; F)) pela Proposicao
2.12, logo L(E1, ..., Eyyq; F) também é Banach. O

2.4 Exemplos

Daremos nesta secao alguns exemplos ilustrativos de aplicacoes multilineares continuas que
serao uteis na sequéncia da dissertagao. Nao nos preocuparemos em comprovar a existéncia de
aplicagoes multilineares descontinuas pois isso ¢ bem conhecido mesmo no caso linear.

Exemplo 2.14 (Aplicagoes multilineares continuas de tipo finito) Sejam FE, ..., E,, e F' espagos
vetoriais normados. Considere p; € E,..., ¢, € E, e b € F. Defina

VIR R, ®b: By x---xE, — F
(fla...7xn) = (S01®®g0n®b)(l'1,,l‘n)zgpl(xl)gpn<zn)b

Pela Definicao 1.2 sabemos que ¢; ® - -+ ® p,, ® b é n-linear. Mostremos que esta aplicacao é
continua. Usando a definicao da norma de uma aplicagao n-linear,

lp1® @, @b|| = sup{[[(p1 ® @ 0, @)(x1,...,25)| 12 € Bg;,j=1,...,n}
= sup{|l¢i(z1) - on(xn)b] : z; € By, j=1,...,n}
= sup {|pi(@1)| - lpu(@a)| [0l - 25 € By, j=1,--- ,n}
= ||p] sup{|g01(x1)| o |n(zn)| 25 € Bg,j=1,. .. ,n}
= [[bll sup |@i(z1)|--- sup |on(za)l

r1€BE, xn€BE,

= [l6ll lleall -+~ llpnll -

Portanto |1 ® -+ ® ¢, ® b|| < 00, e aplicando a Proposigao 2.7 segue que ¢1 @ - -+ Q ¢, @ b é
continua, isto é, (o1 ®@ -+ ® @, ®b) € L(E4, ..., B F).

Denotaremos por L¢(Ey, ..., E,; F') osubespaco de L(EY, . .., E,; F') gerado pelas aplicacoes
do tipo que acabamos de estudar, ou seja

Li(Ey,....,EF)=span{p1 @ @, @b:beFep, € B, j=1,...,n}.

Os elementos de L¢(Ey, ..., E,; F') sao chamados de aplicagoes multilineares continuas de tipo
finito.

Observacao 2.15 Usamos no Exemplo acima, e serd utilizado outras vezes no decorrer desta
dissertacao, o seguinte resultado da Analise na Reta: Sejam A, B conjuntos de ntimeros reais
positivos. Considere A- B = {x-y:x € Aey € B}. Se A e B sao limitados entao A - B
também ¢é limitado e sup(A - B) = sup A - sup B.
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Exemplo 2.16 (Uma aplicagdo multilinear continua que nao é de tipo finito) Sejam E1, ..., E,
espacos vetoriais normados. Considere ¢; € E;, ceyPpo1 € E,;_l comy; #0,7=1,...,n—1
Defina

A:Eyx---xFE, 1 xFE, — E,

(xlu-' '7xn717'rn) = A(:Ula-"?xnflaxn) = @1(1'1)"'%07171(371171)1%-
Pelo Exemplo 1.4 ja sabemos que A é n-linear. Provemos que A é continua:

Al = sup{||A(z1,...,2p1,2,)| :xj € Ej,||z;|| <1, =1,...,n}
= s (o) ur () all 35 € By s < 1,5 =1, )
= sup{|p1(@1)] - [on-1(@n-1)| |2nll s 2; € Ej, ;]| < 1,5 =1,...,n}

sup [y (z1) -+ sup  [on_1(@n-1)| sup |||
r1€EE] Ty _1€ER rn€En
l[z1]]<1 lzn—1]I<1 llznll<1

= lleall -~ llen—all-

Portanto ||A]| < oo e pela Proposigao 2.7 segue que A é continua. Logo A € L(EY,. .., E,; E,).
Observe que se dim(E,) = 400, entdo pelo Exemplo 1.4 temos A ¢ L¢(E, ..., Ey; E,).

Consideremos o espago de Banach ¢, das sequéncias (A;)?2; de escalares tais que 372, |A;[” <
1
00 com a norma H<)\j)§ill|p = <Zj‘;1 \)\j]p> i

Exemplo 2.17 Sejam p > 1 e p’ o seu conjugado, isto é, }D + ]% = 1. Definimos

Al xty — K
((z5), (y5)) =  Allzy), (yy) = ijyj-

Mostremos que A estd bem definida, ou seja, 372 | z;y; < co. De fato, dado ((z;), (y;)) € £yxty

/
temos que Zjil |z;|" < oo e Ejil ly;[”

00 1/p 0o 1/p’
(zw) .(Dw) o
j=1

j=1

< 00 0 que implica

Pela desigualdade de Holder segue que

0o 00 1/p 0 1/p’
e (z|xj|p) | (zw) oo
j=1 j=1 j=1

Como a série Y 7%, |z;y;| é convergente, entdao » 2 ;y; < oo. Logo A estd bem definida.
Provemos que A é bilinear. Por um lado, vale que

o0

AN (z)) + (o)), (y;) = A((Ax; + ), (y;)) = Z(M‘j + %)y,
= Z(ijyj +2hy;) = A vajyj + Z T}y,

= M((x)), () + A((#}), (1)),
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e por outro lado,

A((), Mys) + (1)) = Al(y), My +95) = D2 + )

Jj=1
[ee]

S DETREITIES SIS SO

Jj=1 Jj=1 Jj=1

= AM((z;), (43)) + Al(x), (1)),

para todo A € K e para todas sequéncias (y;), (y;) € £y e (7;), (2}) € £,. Portanto A é bilinear.
Mostremos que A é continua. Dadas as sequéncias (x;) € £, e (y;) € £y,

o0
E :xjyj
J=1

Pela Proposigao 2.7 segue que A é continua e pela Proposigao 2.8 temos que ||Al| < 1. Mais
ainda, considere a sequéncia e; = (1,0,0,...). E claro que e; € ({, N Ly) e [e],, = [le]l,, = 1.
Como A(e, e1) = 1, segue da defini¢do da norma que ||A]| > 1. Logo ||A]| = 1.

[A((5), ()] =

<> Lzl < Nl 1wl -
j=1

Consideremos o espago de Banach /., das sequéncias limitadas de escalares com a norma
do supremo.

Exemplo 2.18 Defina
B:l;xl, — K
((z;). () = Bllx), () =>_ w9
j=1

Mostremos que B estd bem definida. De fato, dado ((z;),(y;)) € ¢ X ls temos que
> o |zl < ooe (y;) é uma sequéncia limitada, ou seja, existe k& > 0 tal que |y;| < k para todo

7 € N. Entao
D iyl 3 lwlk =k |ay] < oo,
j=1 j=1 j=1

Logo B estd bem definida. De maneira andloga a aplicacao A do Exemplo 2.17 segue que B é
bilinear. Vejamos que B é continua. Dadas as sequéncias (z;) € {1 e (y;) € loo,

o0 o0
> wy <D Lyl
P =1
o0 oo

< Dl llle = 1)l D 123l

Jj=1 J=1

= )l 1) -

Pela Proposicao 2.7 segue que B é continua e pela Proposigao 2.8 temos que ||B|| < 1. Assim
como no Exemplo 2.17, usando o vetor e; = (1,0,0,...) € ({; N {s) obtemos ||B|| = 1.

|B((2), (y;)] =




Capitulo 3

Norma projetiva e linearizacao das
aplicacoes multilineares continuas

No capitulo 1 vimos que o produto tensorial de espagos vetoriais tem um papel importante na
linearizacao de aplicagoes multilineares. Agora, introduziremos a norma projetiva no produto
tensorial e mostraremos que as aplicacoes multilineares continuas entre espagos de Banach estao
em correspondéncia biunivoca com os operadores lineares continuos definidos no produto tenso-
rial projetivo. Além disso, apresentaremos duas propriedades importantes da norma projetiva.
Primeiro mostraremos que ela nao respeita subespacos e segundo que respeita quocientes.

3.1 A norma projetiva

Sejam F1, ..., E, espacos vetoriais normados. O objetivo deste capitulo é introduzir uma norma
em F; ®---® FE, que realize a linearizacao das aplicacoes multilineares continuas definidas em
FE, x --- x E,. Mais precisamente, queremos uma norma em F; ® --- ® F,, tal que para todo
espaco normado F, uma aplicagdo n-linear A: Fy X --- x E, — F é continua se e somente
se A F1 ® ---® E, — F é um operador linear continuo em relacao a essa norma. Como
A= AL oo,, sendo o, a aplicacao canonica

Op: E1 X oo XEn—>E1®®En, O'n(l’l,...,l’n) :.T1®"'®$n,
nos interessa imensamente que o, seja continua. Deve entao existir uma constante c¢ tal que
lon (@, . )l = llor @ - @ @] < cllaa] - [l

para todos z; € Ey,...,x, € E,. Incorporando a constante % na norma a ser definida no
produto tensorial, deve entao ser verdade que

lo1 @ - @an|| < la]l - [lznll

para todo tensor elementar z; ® --- ® x,. Consideremos agora um tensor artibréario

r€e€ BT®---® E, Se Zle ) ® -+ ® x) é uma representagao de z, entao pela desigual-

dade triangular a norma deve satisfazer:

k
lll < Sl |l -
j=1

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de x segue que

k k
=1 =1

35
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Temos assim um candidato para ser a norma do tensor x do espaco £ ® --- ® FE,, a saber, o
nimero que aparece no lado direito desta ultima desigualdade.

Definicao 3.1 Sejam FEi, ..., E, espacos vetoriais normados sobre o corpo K. Para cada tensor
r € F®---®FE,, define-se

k k
7(x) :mf{ZHm{HfoLH cr = Zx{ ®®me}
j=1 Jj=1

Quando for necessdrio especificar os espagos envolvidos, escreveremos 7g, . g, () ou
(2 By @ @ E,).

Para provar que 7 é uma norma no produto tensorial, precisaremos do

Lema 3.2 Seja E um espago normado. Entdo o dual topoldgico E' é um subconjunto do dual
algébrico E* que separa pontos de E.

Demonstragao: Queremos mostrar que dado = € FE, se p(z) = 0 para todo ¢ € E’, entao
x = 0. Seja x € E. Pelo Teorema de Hahn-Banach temos que

]l = sup |e(x)].
@pEBg

Da hipétese segue que ||z|| = 0 e consequentemente temos que x = 0. Portanto £’ separa pontos
de FE. a

Proposicao 3.3 Sejam Ei, ..., E, espacos vetoriais normados. Entdo m como definida em 3.1
¢ uma norma em E1 ® --- @ E,. Além disso,

(21 @ @ xn) = [l - - [l2n
para todos x1 € Eq,...,x, € E,.

Demonstracao: Dado z € F; ® - - - ® E,,, suponha que z tenha duas representagoes da forma

m

k
Z:Zx{@...@x%:Zy{@...@y%.
j=1

j=1

Para toda aplicagao n-linear A € L(Ey, ..., E,; K),

@@ a))(A)

]~
0
=%

ZA(xJI,,xZL) =

<
Il
—

<
Il
-

Ingle
&
=

—_

‘®---®xz;> (A)

S

—_

N N
T T

'®---®y3;) (4)

m
= ZA(y{, eyl
j=1
Em particular, dados funcionais lineares ¢ € Ej,..., ¢, € E/, e considerando a aplicacao

n-linear de tipo finito

A By x---xFE, — K
(X1, ..., xn) —  Alxy,...,xn) = @1(z1) - onlTn),
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¢é verdade que

k k
j=1 j=1
= > AWl )
j=1
= > oi(yd) - enud).
j=1

Acabamos entao de provar que o valor do somatério Z;‘le ©1(2]) - - - pn(27) independe da re-
presentacao do tensor z.

E claro que m(z) > 0. Suponha que 7(x) = 0. Neste caso, dado € > 0, da definigao de 7(x),
existe uma representacao Zle T ®-- @) de x tal que

k
0< ) lwfl] | <
j=1

Logo para quaisquer ; € E!

PILNCIRAC

< Z!wl(fv{)!"'|<ﬁn(:v¥;)|

k
< DNl Nl el llenll
j=1

< Al -+ llpnll e
Portanto

0< <lleall - llenlle. (3.1)

PICIRIAC

Pelo que provamos no inicio da demonstragao, o valor do somatdrio Z;?:l o1 (2] - pp(ad)
independe da representacao do tensor z, e portanto fazendo ¢ — 0 em (3.1) obtemos
Zle ©1(x]) - pn(x?) = 0. Pelo Lema 3.2 sabemos que E! é um subconjunto de E} que separa

pontos de E;,i =1,...,n, e portanto 25:1 ©1(2]) - pn(x?) = 0 para todos funcionais lineares
; pertencentes a um subconjunto de £ que separa pontos de E;, ¢ = 1,...,n. Pelo Lema 1.14
segue que z = 0. Se z = 0 é ébvio que 7(z) = 0.

Agora provemos que w(Az) = | 7(z). E claro que essa igualdade esté satisfeita para
A = 0. Suponha A\ # 0. Se Z?:l le ® .-+ ® 2J é uma representacao para o tensor x, entao
A\r = Zle(Ax{) Q@ @), e daf

k k
w(Az) <Y A |[2g]] -l | = D a2 -
j=1 j=1

Assim,

k
SEEES RN EA ]
j=1
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Como esta ultima desigualdade é satisfeita para qualquer representacao de x, tomando o infimo
sobre estas representacoes segue que ?:\\‘x) < m(x), ou seja, m(Azx) < |A|7(x). Por outro lado,

usando essa ultima desigualdade para o escalar A7!,

m(z) = (A A\z) < |\ TTr(hax) = —n(\x),

1
Al
isto é, |A|m(x) < w(Az). Concluimos que w(Ax) = |\ 7w(z) para todo A € K e para todo
reEb® - QE,. '
Sejame >0ez,y € F1®---®E,. Da definicao de 7 existem representacoes x = Z;f:l ] ®

Qaley=73 "y ®- - @y, tais que
k ‘ .
S Il < w () + 5 °
j=1
S il il < 7w + 5
i=1
Como 2521 le Q- xﬁl + Zfil PR ® yfz é uma representacao para x —+ ¥,

k m
m(z +y) ZHSE{H---HQSZ;H + 3wl il < w(2) +7(y) +e
7j=1 =1

Fazendo ¢ — 0 obtemos 7(x + y) < m(z) + 7(y) para quaisquer x,y € E; ® - -- ® E,. Assim,
concluimos que 7 é uma norma em F; ® --- ® F,.

Por fim, mostremos que 7(z1®- - -®x,,) = ||1] - - - ||z»|| para quaisquer z; € E;,j =1,...,n.
Dados z; € E;,j = 1,...,n, é claro que m(z; ® --- ® x,) < ||@1]| -+ ||| . Por outro lado,
pelo Teorema de Hahn-Banach existem funcionais lineares ¢, € B Bl ¥Pn € B tais que
w;i(z;) =|lz;ll, 7 =1,...,n. Considere a forma n-linear de tipo finito

B:E x---xFE, — K
(x1,...,2n) +— Blxy,...,z,) = @1(x1) - @on(zn).

Pelo Teorema 1.10 existe um tnico funcional By € L(E, ® --- ® E,;K) tal que B = Bp o 0y,.
Dadox:Z;C:lx]lQ@---@x{l€E1®---®En,

k k
|BL<£E)| = L(Zx{@@xé) SZ‘BL(ZE{@)---@IZL)‘
Jj=1 j=1
i , , k . k
= Y |B@i, .2l = leia]) - |enlad)] ZH%H
J=1 j=1 -

Tomando o infimo sobre todas as representagoes de x concluimos que |B(x)| < m(x) para todo
tensor r € 1 ®---® FE,. Em particular, dado um tensor elementar r1®---®z, € F1®---QFE,,

il - flznll = |2l [l2alll = lei(@1) - - pulzn)| = [B(a, - .. 20
= |BL(z1®- - @) <711 @ -+ @ @y).

Segue que m(x1 @+ @ xy,) = ||z -+ || 20| - O
Denota-se por E; ®;, -+ @, E, o produto tensorial de Ej,..., FE, dotado com a norma

7. Esta norma é conhecida como norma projetiva. A justificativa para essa terminologia serd
dada na Secao 3.4.



39

Proposicao 3.4 Se F,..., E, sao espacos vetoriais de dimensdao finita, entao Fy ® --- ® E,
¢ um espaco vetorial de dimensdo finita. Além disso, se Ey, ..., E, forem normados, entdo
Fl®; - ®; E, € completo.

Demonstracao: Digamos dim E; = m; € N, ¢ = 1,...,n. Portanto dim L(F, ..., E,;;K) =
my---m, e consequentemente dim L(E,..., E,;;K)* = my---m,. Como F; ® --- ® E, C
L(Ey,...,E;; K)* segue que By ® -+ ® E, tem dimensdo finita. Agora considerando que
Ey, ..., E, sao normados, segue que F; ®, - - ®, E, é normado e tem dimensao finita, e
portanto i ®; - -+ ®, E, é completo. O

O completamento do espago E; ®; --- ®, F, serda denotado por Fi®y - ®.E,. O espaco
de Banach F1®; - -®,F, serd chamado de produto tensorial projetivo dos espacos vetoriais
normados FEy, ..., E,.

Observacao 3.5 Além do que foi provado na Proposicao 3.4, é conhecido que se pelo menos
dois dentre os espacos Ei,...,E, forem de dimensao infinita entao F; ®, -+ ®, E, nao é
completo (veja, por exemplo, [16, Exercise 2.5]).

Nosso préximo objetivo é descrever a bola unitaria fechada de FEi®. - &, F, em termos
das bolas unitarias fechadas dos espacos Fji,...,FE,. Para tanto precisamos de uma breve
preparacao. Comecamos com a descricao da envoltéria convexa de um subconjunto de um
espaco vetorial.

Definigao 3.6 Sejam X um espaco vetorial e S um subconjunto de X. A interse¢ao de todos
os subconjuntos convexos de X que contém S é chamada de envoltdria conveza de S e denotada
por co(S). Quando X é um espago vetorial normado podemos considerar o fecho da envoltéria
convexa de S que serd denotado por ¢o(S5).

Observagao 3.7 Como a intersecao de uma familia arbitraria de conjuntos convexos é um
conjunto convexo, temos que co(S) é um conjunto convexo.

Proposicao 3.8 Sejam X um espaco vetorial e S C X. Entao

co(S) = {Z)\ixi:xl,...,xnGS,nGN,)\l,...,/\nZOeZ)\izl}.
i=1 i=1

Demonstracao: Seja D = {d> "  Nx;:zy,..., 2, € S,ne N ..., N, >0ed " N\ =1},
Primeiramente provemos que co(S) C D. Como S C D, basta mostrar que D é convexo para
concluir que co(S) C D. Sejam a,b € D, ou seja,

{ a = Zle )\zxz e
b= Zj:l ﬁ]x;

com z;, 25 € S e \;, 3 20paraz’:1,...,kej:1,...,n,er:1)\i:Z?:15j:1. Observe
que para t € [0, 1],

k+n

k n
(1 —t)a+tb = (1 _t)z)\le_'_tZﬁ]x; = Zalwl,
i=1 j=1 I=1

onde

w _{ x;, sel=1,... k.
! o, sel=k+jj=1,....n
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A=\, sel=1,... k.
YW= 8, sel=k+j,j=1,...,n

Portanto w; € S e oy > 0 para todo [ = 1,...,k + n. Como Zle A = Z;;l B; = 1 segue que

"y = 1. Logo [(1 — t)a + tb] € D para todo t € [0,1], e consequentemente D é convexo.

Assim, co(S) C D. Por fim, provemos que D C co(S). Temos que

D = {i)\iflﬁiI.Tl,...,ilfnES,TLGN,)\l,...,)\nzoei)\izl}
i=1 i=1

= [j {i)\ixi::z:l,...,xnES,)\l,...,/\HZOei)\izl} = GDn,
i=1 i=1 n=1

onde D, = {> 0 Nz sy, ..., 2y € S, A, A, > 0> A\ =1} . Provemos que

:GD C co(S
n=1

Para isso basta mostrar que D,, C co(S) para todo n € N. Fagamos por indugao sobre n. Para
n = 1temos que D; = {\jx1: 21 € S,A\ >0e N\ =1} =5 C co(S). Suponha que D,, C co(S)
e mostremos que D, 1 C co(S). Observe que

n+1 n+1
Dny1 = {Z)‘xl xl""7$n+1€S>A17-"7An+lzoez>\i_1}-
i=1

Seja b € D, 1. Entao b = Z?jll Nizjcomz; €S, N\, >0parat=1,...,n+1e Z?jll A = 1. Se
Ant1 = 1, entdo Ay = --- =\, = 0 e daf temos que b = A\, 12,41 € D1 C co(S). Para A\, # 1
note que

n+1 n

Ai
Z Aizi = (1 = Apg) Z m% + At 1T,

i=1

com Apy1 € [0,1] e 2,41 € S C co(S). Observe que 5

:\\Z+1 >0ex; € Sparai=1,...,n. Mais
ainda,

n

Z Ai _/\1+"'+)\n_1
— D VT [ W

Logo >0 | = /\ Tt € D,, e pela hipétese de indugao segue que >, ﬁxi € co(S). Como
co(S) é um conjunto convexo tem-se b € co(S). O

Corolario 3.9 Sejam X um espaco vetorial e S C X com 0 € S. Entdo

= {kaxlxn €SnENN,... A >=0ed A< 1}.
i=1 =1
Demonstracgao: Pela Proposicao 3.8,

S)Q {Z/\il'iIl‘l,...,l’nES,TLEN,)\l,...,)\nZOGZ/\Z'Sl}.
i=1

=1
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Por outro lado, também pela Proposicao 3.8 basta provar que

D = {Z)\ixi:xl,...,xnES,neN,)\l,...,AHZOeZAi< 1} C co(S).
=1 i=1

Sejax € D', entdo x =Y . Nx;comz; € S, N > 0parai=1,....,n¢e Y. A\ < 1. Entdo
A=1->",X>0.Logo > " A+ A=1 Portanto x = \jz1 + -+ Xz, + A- 0 € co(5). O

Observacgao 3.10 Um completamento de um espago vetorial normado E é um par (E ,€), onde
E é um espago de Banach e £: F — F é uma imersao isométrica cuja imagem &(FE) é densa
em E (ou seja, {(E) = E).

Trataremos agora da bola fechada do completamento de um espago normado.

Proposicao 3.11 Sejam E um espaco normado e (E’, §) o seu completamento. Entao By =
Be(p)-

Demonstragao: Primeiramente provemos que Bz C Bggy. Seja y € Bi. Como By = Bj,

existe uma sequéncia (y,) CBz tal que

Y — 1. (3.2)

[ ~

Entao ||y,|| < 1 para todo n € N. Seja n € N fixado. Como y,, € By e {(E) = E, segue que
existe uma sequéncia (x;) C E tal que

Mas £ é uma isometria de E sobre £(FE) C E, logo

2l = 1@ - lyall < 1@
£(Br) = Bep)

Existe entdo ky € N tal que ||zx|| < 1 para todo k > ko. Assim, (zx)k>k, € Br 0 que implica
(&(@k)) ko € E(BE) = Bep)- De (3.3) temos (§(wk)) >k, — Yn- Entao y, € Beg) para todo

n € N, e consequentemente y € Bgp) = Bep). Desta forma concluimos que Bz C Beg).
Provemos agora que B¢y € Bp. Dado w € %, existe uma sequéncia (r,) C FE tal que
&(x,) — w com ||(z,)|| < 1 para todo n € N. Entéo [|{(x,)| — ||w]| e ||€(zn)]] < 1 para
todo n € N. Logo

luoll = lim_[lé(a)]| < 1.
Portanto w € By e consequentemente B¢y C Bj. O

Observagao 3.12 Sejam E um espago vetorial normado e (E ,€) o seu completamento. Pode-
mos identificar £ como um subespaco denso do seu completamento £ com a identificagao

x€E«—— £(z)€E.

A menos desta identificagao podemos escrever E = £(E). Nesse caso a Proposigao 3.11 garante
que B_EE = Bj.
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_ B
Lema 3.13 Sejam (E,&) o completamento do espago normado E e A C E. Entao f(AE) =
___&
Ay

~ o —E‘ — A oxi
Demonstragao: Provemos prlmelramente que £(A) C £(A E) Dado y € ¢ ( ), existe uma

=)

sequéncia (y,) C A tal que &(y,) — y. Como A C A” temos que (y,) C A% e E(yn) — y
E
Portanto y € {(A E) . Mostremos agora que &(A ) C 5( ) Com efeito, dado z € {(A E)

podemos tomar uma sequéncia (z,) C A7 tal que £(z,) — 2. Seja n € N fixado. Como

—E . N k o
zn € A7 segue que existe uma sequéncia (x) C A tal que z;, — z,. Da continuidade de £ temos

——FE
&(zk) SLENYS (zn). Assim, concluimos que £(z,) € £(A) para todo n € N e consequentemente
_E

— ——E
z€(4) =¢4) . O
Observacao 3.14 Usando a identificacao da Observacao 3.12, o Lema 3.13 pode ser reescrito

da seguinte forma: se E' é um espaco normado, A C FE e (E’ ,€) é o seu completamento, entao
E
E

@ =t

Agora sim estamos em condicoes de descrever a bola unitaria fechada do produto tensorial
projetivo em termos das bolas unitarias fechadas dos espacos envolvidos.

Se A1, ..., A, sdo subconjuntos de F1, ..., E,, respectivamente, denota-se por A1 ®---® A,
o subconjunto {r; ® --- @z, 1x; € Aj,j=1,...,n}de B1 ® --- @ E,,.

Pr0p051§a0 3.15 Sejam Ei, ..., E,, espacos normados sobre K. A bola unitdria fechada em
E\®y - @,FE, € a envoltéria convera fechada de Bp, ® --- ® Bg,, ou seja,

Bpg, .o, B, = PO ®”E"(B ® -+ ® Bg,).

~ o 7 TN <
Demonstracao: Como Bp s g5 5 = Bpg, 0.5, ", pela Observagao 3.12, basta

provar que Bg, . ..o, 5, = c0 % En(Bp @ --- ® Bg,), pois neste caso teremos

B&.-B:E. = 188 B
=N N _ 0 7r — 1Q@nQrEn e
BE1®7T"'®7TE7L - BE1®7'"'®7(E7L = Cco (BEl ® ® BEn) I

e usando a Observacao 3.14 seguira que

El@ ® En
J— —F ®7r®7rEn T T —F ®7r ®7rEn
By .5 p, =c0" (Bg, ® -+-® Bg,) = co™ (Bg, ® -+ ® Bg,).

Primeiro mostremos que Bg,s...¢.5, C ot % ®Fn(Bp @ ... ® Bg,). Com efeito, suponha

o

que T €Bpg,.-.E, - L0go 0 < m(x) < 1. Da definicao de norma projetiva existe uma repre-
sentagéox:Z?zlx{®---®a:% com z # 0 (pois sex:0:0® ®0€ B, ®---®Bg, C

co(Bg, ® -+ ® Bpg,)) para todos i = 1,...,n,j = .k e tal que Zj 2]l < 1
Defina w’ = j e N =||Z]|| - ||2]|| para i = 1,...,n,] =1,...,k. Dessa forma,

~ (lzdlld EALE

yo (ol o (u)

=\ =l 1EA

_ guxzn---ux H(H ||> '®(|yz§y|)

k
= ) Nl oo,
j=1
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onde wg € Bg,,A\j >0parai=1,...,n,5=1,... ke Zle Aj < 1. Assim, pelo Corolério 3.9
segue que = € co(Bg, ® -+ ® Bg,). Portanto Bg,e, .., 5,C co(Bg, ® ---® Bg,) o que implica
° E1®nQrEn
BEI@‘H""@WETL = BE1®‘II'®TI'ETL g EEl@ﬂ@ﬂ—En (BEl ® e ® BEn)
Mostremos finalmente que co”*®=®=F»(Bp ® .- @ Bg,) C Bp,g,..0.E,. Observe que

BEI ® ctt ® BEn g BE1®7r"'®7rEn'

De fato, dado z € Bg, ®---® Bpg,, temos que 2 = 11 ®---Qx, com x; € Bg, paraj=1,...,n
Dai, m(z) = ||z1]| - - - ||zn|| < 1. Portanto z € Bg,g, .08, ¢ dail Bp, ® -+ ® Bg, C Bp,g,.0.E,-
Segue que co(Bg, ® -+ ® Bg,) C Bg,g,.-.E,, Pois Bp,g,..¢.5, ¢ um conjunto convexo que
contém Bp, ® --- ® B, . Logo

E1®7T"'®7rEn

—F ®7r"'®7rEn —

3.2 Linearizacao de aplicacoes multilineares continuas

Nesta secao apresentaremos o teorema central deste capitulo, no qual mostraremos como a line-
arizacao das aplicacoes multilineares continuas entre espacos de Banach pode ser feita a partir
da norma projetiva no produto tensorial. Iniciamos a secao mostrando que, com a norma
projetiva, o produto tensorial de um numero finito de operadores lineares continuos é também
continuo.

Proposicao 3.16 Sejam Ey,...,E, e Fy,..., F, espacos vetoriais normados. Dados os ope-
radores lineares continuos u;: E; — F;, 1 =1,...,n, existe um unico operador linear continuo
Uy O =+ O Up - E1®7r"'®7rEn —>F1®7r"'®7an tal que

U @+ P Un(T1 ® - @ Tp) = ur(T1) @ -+ @ up (),
para quaisquer x; € F;, j =1,...,n. Mais ainda,
[y @z -+ @ un || = Jluall - - lun]l -

Demonstragao: Pela Proposigao 1.17, existe um unico operador linear uy ® - -+ @ uy,: By
QR By — F1 ®p -+ - @y F, tal que

para todos z; € E;,7 = 1,...,n. Sejam v € £} @, - @, E, e 252135{ ® -+ ® xJ uma
representacao para r. Entao

(g @ @up)(z)) = W(Zul(x{)(@-“@un(mﬂ))

< ZHul(:v{)llmHun(xiﬂ\\
S runu(zuxln 'H)-
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Tomando o infimo sobre todas as representagoes de x,

(@ @up)(2)) < ] - [Jun] 7 (2).

Logo u; ® -+ - - ® u,, é um operador linear continuo e ||u; ® - -+ @ w,|| < ||ui]| - - - [|un|| . Por outro
lado,
fual| - fJunll = sup flus(@o)l| -~ sup |lun(zn)ll = sup [lug(z1)]] - [[un(za)]
xleBEl IneBEn ziEBEi
i=1,....,n
= sup 7T(ul('rl) - ® un<xn)) = Sup 7T((U1 K- un)(xl IR xn))
z,L-EBEi I'L'EBEi
i=1,...,n i=1,...,n
< sup{r((u1 ®@ - Quy)(z)) :x € By ®r -+ @ Fy, com () < 1}
= fu®---@unl,
0 que nos permite concluir que [|u; @ - -+ @ uy|| = |Jur| - - - [|[un|| - E claro que podemos considerar

UL R RUp: Bl Rp - R By — F1®, - ®,F,. Fazendo a identificacao do espaco normado
F, ®,; - ®; E, como subespaco denso do seu completamento e tomando a tinica extensao
linear continua ao fecho, segue que existe um tUnico operador linear continuo
UL Qp +* Qp Uy E1<§>7r cee @WE,Z — F1<§>7r e <§>an que estende uq ® - - - ® u,. Entao

Ul ®W®ﬂun(xl®®l‘n) :u1®...®un(l’1®...®xn) :ul(x1)®"'®un($n)7
para todos z; € Ej, j = 1,...,n. Além disso,
[ur @z -+ O ]| = JJus @ -+ @ un | = [Jua]] - - [Jun]] -
O
O proximo resultado mostra em que sentido o produto tensorial projetivo realiza a li-
nearizacao de aplicagoes multilineares continuas.

Teorema 3.17 Sejam E, ..., E, espagos vetoriais normados e F' um espag¢o de Banach. Se
B: Ei x---x FE, — F € uma aplicacao n-linear continua, entao existe um unico operador
linear continuo Br: F\®y - - - @.E, — F satisfazendo Br(r1®--®uz,) = B(xy,...,x,) para
quatsquer x; € E;, 5 =1,...,n, ou seja, o diagrama abaizo € comutativo:

E x-xE, B F

E1®7T e ®77En

Além disso, a correspondéncia B «—— By € um isomorfismo isométrico entre os espagos de
Banach L(Ey,...,Ey F) e L(E1Qy -+ @, E,; F). O operador By, é chamado de linearizagao de
B.

Demonstracao: Como B € L(E,..., E,; F), segue pelo Teorema 1.10 que existe um tnico
operador linear By,: K} ® --- ® E,, — F tal que

B(xy,...,2,) = Br(op(x1,...,2,)) = Bp(x1 @ -+ - @ x,)

para todos z; € Ej,j = 1,...,n. Mostremos que By, ¢ um operador continuo. Com efeito, dado
x:Z;?:lx{@...@xglEE1®...®E7“

k
7j=1

k k
= N |IBd, e < IBID M- .
Jj=1 j=1

IBL(x)] =

k
< IBu@i@-®ad)|
=1
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Tomando o infimo sobre todas as representacoes de x segue que ||Br(z)|| < ||B|| 7(z). Logo By,
é continuo e || B|| < ||B||. Por outro lado,

1By, - xn) || = [[Br(zr @ - @ @) || < Bl w(zy @ -+ @) = | Bl [l ]l - - [l

para todos x; € Fy,...,x, € E,, o que implica ||B|| < ||Bg||. Assim, concluimos que ||B|| =
| BL|| - Pelo Teorema 1.10 sabemos que o operador

o: L(Ey,...,E;F) — LE1® - QFE,;F)

é um isomorfismo entre espagos vetoriais. Seja 1) := ®| L(E,...En;F)- Acabamos de mostrar que se
B e L(Ey,...,Ey; F), entao By € L(E] @y -+ @ Ey; F). Fazendo a identificagdo do espago
normado Ky ®, ... ®; E, como subespaco denso do seu completamento, segue que o operador
linear continuo By: F| ®, -+ @, E, — F possui uma tunica extensao linear continua, de
mesma norma, a FEi®. - ®,.F,. Por simplicidade tal extensao também sera denotada por Bj.
Assim, o operador

V: L(Ey,..., By F) — L(E1®Qy- @, Fp; F)
B — o(B) =B

¢ linear, injetor e imersao isométrica. Mostremos que 1 é sobrejetor. Para isso, dado o operador
u€ L(E1®y -+ @, En; F), tome v = u|g, .95, € L(F1®-+-® E,; F). Pelo Teorema 1.10 existe
uma unica aplicagdo B € L(Ey, ..., E,; F) tal que B = vog,. Portanto B é n-linear. Por outro

lado,
[B(z1, -y an) | = llu(zr @ - @ zn)|| < lul w(z1 @ - -+ @ 2p) = |ull [|z1]] - - |aal],
para todos z; € E;,j = 1,...,n. Concluimos que B € L(E,...,E,;F). Pela unicidade do

operador By, segue que B = wu e entdo ¢¥(B) = By = u o que implica que ¢ é sobrejetor.
Consequentemente temos que v é um isomorfismo isométrico. O

Observe que o Teorema 3.17 nos permite fazer a seguinte identificacao:
LB\ @cEy F) = L(Ey,...,E.; F).

Em particular, tomando F' = K obtemos a seguinte identificagao do dual do produto tensorial
projetivo com o espaco das formas multilineares continuas:

(B\@p -+ @, ) = L(Ey,. .., Ey;K).

Sob essa identificacao, a agao da forma n-linear continua B como um funcional linear continuo
em F{\®;, - ®,F, é dada por

k :

i : ; ,
E x1®--~®xfl—>§ B(x],...,x}).
J=1 J=1

Desta forma, para todo z € Ei®, - @WEH,

7(z) =sup{|BL(2)|: B€ L(E,...,E;K) e ||B]| < 1}.
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3.3 7 nao respeita subespacos

O objetivo desta secao é mostrar que a norma projetiva m nao satisfaz uma propriedade que
seria muito natural esperar que ela satisfizesse. Além de descrever um aspecto relevante do
comportamento da norma projetiva, essa falha é importante no sentido de evidenciar que ha
um preco a pagar na passagem das aplicagoes multilineares continuas para as suas linearizagoes
no produto tensorial projetivo. A propriedade nao satisfeita é que a norma projetiva 7 nao
respeita subespacos, no sentido que passamos a explicar agora.

Sejai € {1,...,n}. E claro que se X1, ..., X, sao espacos vetoriais e W; é subespagco vetorial
de X;, entao X1 ® --- W, ® --- ® X,, é um subespaco vetorial de X; ® --- ® X,,. Agora, se
Ey, ..., E, sao espagos vetoriais normados e W; é subespaco vetorial de F;, o natural seria que

Fi® @, W;®p- - ®, B, fosse subespaco normado de F®, - -®, F,, ou pelo menos isomorfo
a um subespaco de B ®, - ®, F,. Vejaqueem F1 R, @, W;®,---®, F, podemos considerar
a norma herdada de F ®; - - - ®, E,, e também a norma projetiva enxergando esse espago como
produto tensorial de espacos normados. A questao é se essas duas normas coincidem ou nao.
Veja que, parar € B1 Q- - QW,; ® --- ® E,,

k k
{Z”l"]i”“'HxiHiﬂf:Zw{@--@xﬁ;€E1®---®Wi®---®En}g
Jj=1 j=1

k k
SEIRETRES SEER A
i=1 i=1

e portanto
(B ® QFE® - QF,) <rtm(t;Fh® - W, ®---® E,). (3.4)

A validade da igualdade seria o esperado, e nesse caso F; ®, -+ @, W; ®, --- ®, E, seria
subespago normado de F; ®; --- @, F,. Caso exista uma constante c tal que

T, i@ W, @ QFE,) <crn(t; F1® - QFE® - E,),

paratodor € F1®---QW;®---® E,, entao a norma induzida em £ @, - Q, W, @, - R, E,
por B ®, -+ ®, E, sera equivalente a norma projetiva em F1 ® --- @ W; ® --- ® F,,. Nesse
caso, By Qy -+ Q@ W; @y - ®, E, serd isomorfo a um subespaco de F Q@ - -+ @, E,.

Nosso objetivo é provar que nem sempre isso ocorre. Da Observacao 3.12 podemos identificar
o espaco normado F como um subespaco denso do seu completamento E. Assim a correspon-

A

déncia ¢ € E' — ¢ € (E), onde ¢ é a extensdao de Hahn-Banach de ¢, é um isomorfismo

A

isométrico. Isto é, E' = (E). Em particular, (B} @y - @, E,) = (E1Qy -+ @, E,)’.

Proposicao 3.18 Sejam E e F espagos normados e G C E um subespago. Suponha que
G ®, F seja um subespaco normado de E ®, F, ou seja,

(2GR, F)=m(z; E®, F)
para todo z € G @, F. Entao todo operador de L(G; F') se estende a um operador de L(E; F").

Demonstracao: Como G ®, F' ¢é subespago normado de F ®, F, o Teorema de Hahn-
Banach garante que todo elemento de (G ®, F)’ se estende a um elemento de (£ ®, F)’. Seja
u € L(G; F"). Definindo A: G x FF — K por A(x,y) = u(z)(y), da Proposi¢ao 2.12 temos
que A € L(G, F;K). Do Teorema 3.17 segue que A; € (G®,F) = (G ®, F), e portanto
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existe ¢ € (E @, F) = (E®,F) tal que ¢|lge_r = Ar. Novamente pelo Teorema 3.17, existe
B e L(E, F;K) tal que By, = ¢. E mais uma vez pela Proposigao 2.12, definindo

Uy : E— F, ) Ul(flf)(y) - B(.T,y),
temos que u; € L(E; F'). Seja z € G. Entao

u(r)(y) = Alr,y) = A(r @y) = p(z ®@y) = Bz ®y) = B(r,y) = u1(2)(y),

para todo y € F', o que prova que u(z) = uj(z) para todo x € G. Logo u; é extensao de u a FE.
O

Para completar o objetivo desta secao precisamos recordar duas definigoes:

Definicao 3.19 Uma projecio no espago de Banach E é um operador linear continuo
P: E — F tal que P? = P.

Definicao 3.20 Se E ¢ um espaco de Banach e W C E ¢é um subespaco, dizemos que W
é complementado em FE se existe um subespaco fechado FF C FE tal que F = W @ F ou,
equivalentemente, se existe uma proje¢ao P: £ — E tal que W = P(E).

Proposicao 3.21 Seja G um subespaco do espaco de Banach E. Se o operador identidade
Ig: G — G se estende linearmente e continuamente a E, entao G é complementado em E.

Demonstragao: Por hipétese existe u € L(E;G) tal que ulg = Ig. Nesse caso, para todo
x € E, como u(r) € G,
u*(z) = u(u(z)) = Ie(u(x)) = u(w),

isto é, u? = u. E claro que u é sobrejetor, pois é extensao da identidade, e podemos considerar
u: B — F. Logo u é uma projegdo em F tal que u(E) = G. Isso prova que G é subespagco
complementado de E. O

Teorema 3.22 Seja F' um espaco normado tal que F' é um subespaco ndao complementado do
espaco de Banach E. Entao F' ®, F ndo € subespago normado de F @, F.

Demonstragao: Suponha que [’ ®, F' seja subespaco normado de E®, F. Da Proposicao 3.18
sabemos que todo operador de L(F”’; F') se estende a um operador de L(E; F'). Em particular
o operador identidade I se estende a um operador de L(E; F’). A Proposicao 3.21 diz que
nesse caso F’ é complementado em E. Essa contradi¢cdo completa a demonstracao. O

Vejamos uma situagao concreta na qual a situacao prevista no Teorema 3.22 ocorre:

Exemplo 3.23 E conhecido que L4[0,1] possui um subespago G nao complementado em
L41]0,1] e isomorfo a ¢y (veja, por exemplo, [5, Teorema 1.12]). Entdo G é um espaco de
Hilbert, e portanto reflexivo. Tomando F = G’ temos que F' = G" = G, que é um subespaco
nao complementado de L;[0, 1]. Pelo Teorema 3.22 temos que F’'®, F nao é subespago normado
de L1[0,1] ®, F. A menos dos isomorfismos correspondentes, o que provamos é que mesmo /5
sendo subespago de L]0, 1], 5 ®, ¢3 ndo é um subespaco de L;[0, 1] @ ls.

Observagao 3.24 Apesar da norma projetiva nao respeitar subespacos em geral, existe um
caso especial, e muito importante, em que isso ocorre. Quando o espago fixado é um espaco
Li(p), a norma projetiva respeita subespagos. Mais precisamente: se G é subespago de E entao
G ®; L1(u) é subespago normado de E ®, Li(u) (veja, por exemplo, [7, Corollary 15.7.3]).
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3.4 7 respeita quocientes

Terminaremos este capitulo mostrando que 7 respeita quocientes, o que justifica o nome norma
projetiva. Para tanto precisamos estabelecer alguns fatos sobre operadores quocientes.

Definicao 3.25 Sejam E e F espagos vetoriais normados sobre K. O operador linear continuo
u: E — F é um operador quociente se u é sobrejetor e |ly|| = inf{||z| : z € E,u(z) = y} para
todo y € F.

Proposicao 3.26 Sejam E e F espacos vetoriais normados. O operador linear continuo
u: E — F € um operador quociente se, e somente se, u aplica a bola unitaria aberta de
E sobre a bola unitaria aberta de F.

Demonstragao: Suponha que u é um operador quociente. Seja x € éE Logo ||z|| < 1, e
portanto
[u(@)]| = nf{[|z]] - z € E e u(z) = u(z)} < |z < 1.

Assim, |lu(z)|| < 1 e dal u(z) € Br. Seja y € I%F, ou seja, y € F e |ly|| < 1. Como u é um
operador quociente temos que |ly|| = inf{[|z|| : x € E,u(z) = y} < 1. Portanto existe z € F
com u(z) =y e tal que ||z]| < 1. Logo u aplica a bola unitdria aberta de E sobre a bola unitéria
aberta de F.

Reciprocamente, suponha que u aplica a bola unitaria aberta de E sobre a bola unitaria

aberta de F. Dado w € F, é claro que m S éF. Por hipétese existe z € ]_%’E tal que u(z) = m
De .
u@w| z) =2 |wlu(z) =2 |Jw|| - =— = w,
2 ||wl|

concluimos que u é sobrejetor. Assim, dado y € F' podemos tomar x € E tal que u(x) = y.
Como ||u|| = sup{||u(z)| : z € E,||z|| < 1}, da hipétese segue que ||u|| < 1, e entao

1yl = Nlu(@)[] < flull =] <l
Verificamos que ||y|| é uma cota inferior para o conjunto {||z|| : = € E e u(z) = y}. Seja
e > 0 e mostremos que existe z € E com u(z) = y e tal que [|z]| < (1 + ¢)|ly||. De fato,
b € ép, da hipdtese segue que existe w € éE tal que u(w) = ( 4

(I+o)llyll I+e)llyll*
u((1+¢) [Jy||w) = y. Tomando z = (1 + ¢) ||y|| w temos que u(z) =y e

como Portanto

2]l = (T + &) [yl [w]] < (T +2) lyll -

Assim, ||y|| = inf{]|z|| : € E e u(x) = y} e consequentemente concluimos que u é um operador
quociente. O

Proposicao 3.27 Sejam E e F' espacos vetoriais normados. Se u: E — F é um operador
quociente, entdo F' é isomorfo isometricamente a E/ ker u.

Demonstracao: Se E é um espaco normado e W é um subespaco fechado de F, entao é
costume chamar a aplicagao linear de E sobre E /W de projecao canoénica. Como ker u é um
subespaco fechado de F, consideremos a projecao canonica

7. — E/keru
z — 7(z2)=7%,
onde Z a classe de equivaléncia de z, isto é, Z = z + ker u. Defina

u: E/keru — F

w o~ u(w) =u(w).
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Primeiro mostremos que w estd bem definida, ou seja, se w; = Wy entdo u(w;) = u(ws). De
fato, como wy = ws, entao wy — wo € ker u, e dai

0 = u(wy —wy) = u(wy) — u(ws),

e portanto u(wy) = u(ws). Afirmamos que u ¢ linear. Com efeito, dados wy,ws € E/keru e

A €K,
u(wy + \wy) = u(wy + Aws) = u(wy + Aws) = u(wy) + Au(we) = u(wy) + \u(ws).

Agora provemos que u ¢é sobrejetor. Seja y € F. Como u é sobrejetor, existe z € F tal que
u(z) = y. Por outro lado, para todo w € E,

(@om)(w) = u(wW) = u(w),
ou seja, (u o m) = u. Portanto
y =u(z) = (uom)(z) =u(z),
provando que u é sobrejetor. Vejamos que ||u(w)| = ||w|| para todo w € E/ keru. De fato,

|w|| = inf{||z]|:2€ E,z—w € keru}
inf{||z|| : z € E,u(z — w) = 0}
inf{||z]| : z € E,u(z) = u(w)}
le()ll = @@

Como ©w é uma imersao isométrica linear segue que u ¢ injetor. Desta forma, concluimos que F'
é isomorfo isometricamente a E/ ker u.
O

Veja, por exemplo em [10, Proposition 1.7.12], que neste caso ||u|| = 1.

Um primeiro indicio de que a norma projetiva se comporta bem em relagao a quocientes é
o fato de que, considerando a norma projetiva, o produto tensorial de operadores quocientes é
também um operador quociente:

Proposicao 3.28 Sejam Ei,...,E, e F,..., F, espacos vetoriais normados e u;: F; — F;
operadores quocientes para 1t = 1,...,n. Entdao

ul®"'®un:E1®7r"'®7rEn—>F1®ﬂ'"'®7an

¢ também um operador quociente.

Demonstracao: Da Proposicao 3.16 (na verdade, por sua demonstragao) temos uy ® - - - @ uy,,
de F1 @7 -+ @ E, em F] ®; -+ ®, F,, é o inico operador linear continuo satisfazendo

para todos z; € E;,j = 1,...,n,. Mostremos que u; ® --- ® u, é um operador quociente.
Primeiramente provemos que u; ® - -+ ® u, é sobrejetor. Para isso seja >, wi @ - @ w}, €



F ®,; - ®,; F, Como cada u; é sobrejetor e wg € F;, existem xf € F; tais que uz(xi) =w
paratodosi=1,...,nej=1,...,k. Logo

k
Uy (Zrﬂl@ ®x]> = > (W@ Qu) (2] @ D))

j=1
k

= > w@]) @ @ u, ()
j=1
k

= Zw{@) ® wy,
j=1

0 que comprova que 1 ® --- ® u, é sobrejetor. Agora, dado z € F] ®; - -+ ®, F),, queremos

provar que
m(z) =inf{m(x) 12 € By @7 @ B, (01 @ - @ up)(v) = 2}

Como u1 ® -+ - ®@uy, é SobreJetor existe € By Q-+ Q@ E, tal que (u1 ® -+ - ®u,)(x) = z. Para
toda representacao Z 1 ® @l de x,

m(2) = (1 ©--- Qup)())

= 7 (Z uy (x - ® un(mﬁl)>

Z [lur ()] -+~ [ (23]

IA

< luall - |un||Z||m1I| [l

Tomando o infimo sobre todas as representacoes de x obtemos
m(2) < fluall - - [|un||w(2) = 7 (2),
pois ||u;|| =1 para j = 1,...,n. Isso significa que 7(2) é uma cota inferior do conjunto
{m(@) 2 € By ®r - @r By (U1 @+ @ uy)(z) = 2}
Seja € > 0. Mostremos que existe w € F ®, - -+ ®, F, tal que
(W ® - Quy)(w) =2 e w(w) < (1+¢)"(n(z) +¢).

Para isso considere uma representacao Z;n:l y{ ® - @yl de 2z tal que

ZHylH Nl < 7(2) +e.

j o

Observe que € Bp,, e como cada u; ¢ um operador quociente, pela Proposicao 3.26

y;

ol Chamando z =(1+ 5)||yZ ||x“ temos

podemos tomar xi € BE,- tal que Uz@f) =

ui(2]) = (1+ )y llui(al) = v
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parai=1,...,nej=1,...,m. Dai,

<ul®...®un>(22j®---®zz) = YuEe e u:)

Além disso,

m (Zz{®---®23;> < DAl 1l=l

m
m

= D W+l Nl - (@ + )yl - 3]

=1
< @+ llwdll-- ]
j=1

< (I+e)"(n(z) +e).

<

<

Basta tomar w = )" | 21 ®- - @2 para obter (u1®@- - -®@up)(w) = z e w(w) < (1+&)"(7(2)+e).
Portanto

m(z)=inf{r(x): 2 € By Q@+ Qp Ep, (U1 ® -+ - @ uy,)(x) = 2},
e consequentemente u; ® - - - @ u, ¢ um operador quociente. 0

Observacao 3.29 Além do que foi provado na Proposicao 3.28, é conhecido que se Fy, ..., E,
sao espacos de Banach e w;: E; — F; sao operadores quocientes para ¢ = 1,...,n, entao
U R Dy B1Qr - @By — Fi®yr - - @, F, é também um operador quociente (veja, por
exemplo, [16, Proposition 2.5]).

Agora explicaremos em que sentido 7 respeita quocientes.

Definicao 3.30 Sejam E e F espacos vetoriais normados. Dizemos que F' é um quociente de
E se existe um subespago fechado W C E tal que F = E/W.

Corolario 3.31 Sejam Ey,...,FE, e F,..., F, espacos vetoriais normados. Se F; € um quo-
ciente de E; para todo 1 =1,...,n, entao F| @, -+ X, F,, € um quociente de Fy @y -+ Q, E,,.

Demonstragao: Por hipdtese existem subespacgos fechados W; C E; tais que F; = E;/W;,
i =1,...,n. Consideremos as projegoes canonicas m;: F; — FE;/W; = F;, que sado operadores
quocientes. Pela Proposicao 3.28 temos que m ® -+ - Q@ B1 Ry Q@ By — F1 Qp -+ - R, F,
¢ um operador quociente. Portanto, da Proposi¢ao 3.27,

F1®7r"'®7an:El®7r"'®ﬂEn/ker(7T1®"'®7rn>7
ou seja, Fi} ®, -+ @, F,, ¢ um quociente de F) @, - -+ Q, E,. O

Observe que espagos quocientes estao associados a projegoes. A razao pela qual chamamos
a norma 7 de projetiva vem do fato que 7 tem a propriedade de respeitar quocientes. Esta
propriedade é conhecida desde o Résumé de Grothendieck (veja, por exemplo, [4, Proposition
1.1.7)).
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Observacao 3.32 Quando se define um espaco de Banach como sendo o completamento de um
determinado espaco normado, nem sempre se obtém uma férmula para a norma de um elemento
arbitrdrio do espago completado. No caso do produto tensorial projetivo Ei®y - - - ®.E, isso
é possivel. A partir de resultados encontrados em [16, Proposition 2.8] ou [3, Corollary 3],
prova-se que para todo € F1Qy - - - @By,

oo o0 o0
() Zinf{ZHx{HmH%H Y ][] < oo e w = ch{@?-“@%}-
i=1 j=1

j=1



Capitulo 4

Ideais de composicao para aplicacoes
multilineares

Iniciaremos este capitulo abordando a teoria de ideais de operadores lineares entre espacos
de Banach. Vale ressaltar que tal teoria foi introduzida por A. Pietsch por volta de 1969.
Em seguida, veremos uma generalizacao deste conceito trabalhando com ideais de aplicagoes
multilineares. Por ultimo, introduziremos os ideais de composicao e investigaremos um caso
particular de tais ideais.

O objetivo é mostrar o papel desempenhado pela norma projetiva na criacao de ideais de
aplicagoes multilineares a partir de ideais de operadores lineares.

4.1 Ideais de operadores

Como dito acima, a teoria de ideais de operadores lineares foi criada por A. Pietsch, e seu
intento era unificar o estudo de varias classes especiais de operadores lineares que vinham
sendo estudadas separadamente.

Definicao 4.1 Sejam F e I espacos de Banach.

(a) O posto de um operador linear u: F — F é a dimensao da sua imagem, isto é: posto(u):=
dim u(E).

(b) Um operador u € L(E; F) é dito ser de posto finito se posto(u) < co. Denotaremos por
F(FE; F) o conjunto de todos os operadores de posto finito de F em F.

Definicao 4.2 Um ideal de operadores T é uma subclasse da classe £ de todos os operadores
lineares continuos entre espacos de Banach sobre K tal que, para todos espacos de Banach FE e
F, suas componentes Z(E; F') := L(E; F) N Z satisfazem:

1) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F') que contém os operadores de posto finito.

2) A propriedade de ideal: se u; € L(Fy; F), us € Z(Eo; Fy) e ug € L(E; Ep), entao a
composigao uj o uy o uz pertence a Z(E; F).

Além disso, se existe uma fungao || - ||z: Z — [0, 00) tal que

a) A fungao || ||z restrita & componente Z(E; F') é uma norma para todos espagos de Banach
EeF;

b) O funcional Ix: K — K dado por Ix(\) = A é tal que || Ix||; = 1;

23
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c) Se uy € L(Fo; F), ug € I(Ey; Fy) e ug € L(E; Ey), entdo a composicao satisfaz
lur 0 ug 0 uslly < flunf [zl fJus]l;

entdo (Z,] - ||z) é um ideal normado de operadores. Mais ainda, se todas as componentes
Z(FE;F) sao subespagos completos relativamente a norma || - ||z, dizemos que (Z, | - ||z) é um
1deal de Banach.

Dizemos que um ideal de operadores Z é um ideal fechado se todas as componentes Z(FE; F)
sao subespagos fechados em L(F; F') em relacao a norma usual de operadores. Assim, se Z é
um ideal fechado, temos que cada componente Z(F; F') é um subespago completo relativamente
a norma induzida, ou seja, todo ideal fechado com a norma usual de operadores é um ideal de
Banach.

Note que £ é o maior ideal de operadores.

Observacao 4.3 Se considerarmos um ideal de operadores Z com a norma usual de operadores,
temos que (Z, || - ||) é um ideal normado:

a) A funcao ||-|| restrita & componente Z(F; F') é uma norma para todos os espagos de Banach £
e F' por se tratar da norma induzida pela norma de operadores uma vez que Z(E; F') C L(E; F).
b) || Ik|| = sup{|Ix(A\)| : A e K, [N\ < 1} =sup{|\|: A e K| |A| < 1} =1

c) Sejam uy € L(Fy; F),us € Z(Ey; Fy) C L(Eo; Fo),us € L(E; Ey) e v € E. Entao

[ (wa (us ()| < [lua || [z} [[us]] flz]]

Portanto, pela Proposicao 2.8, ||uj ougous|| < ||ugl| [Juzll ||us||. Logo (Z,|| - ||) é um ideal
normado.

Do Exemplo 2.14 sabemos que dados ¢ € E' e y € I, 0 operador ¢ ® y é linear e continuo
elle@y| =yl llell . E como posto(p @ y) =1 < 0o, tem-se p ® y € Z(E; F) para todo ideal
de operadores Z. Em particular, o operador

A= (Ik®@y)(A) = Ay
pertence a todo ideal de operadores e || Ix @ y|| = ||yl x| = ||y]| -

Proposicao 4.4 Sejam E e F espagos de Banach e (Z, || - ||z) um ideal normado. Entao
(a) |lu|| < ||lull; para todo w € T(E; F).
(b) lle @ yllz = el lyll para todos ¢ € E" ey € F.

Demonstracao: (a) Sejam u € Z(E;F), v € Bg e ¢ € Bp/. Primeiramente provemos que
o(u(z))Ix = pouo (Ix ® ). Com efeito, dado A € K|

(plu)Ix)(N) = e(u(@)Ik(A) = p(u(@))A = p(u(Ar)) = p(u(lk(N)z))
= p(u((lxk @ 2)(N)) = (pouo (Ixk ®x))(A).
De
lp(u(@))| = le(u(@))| [kl = lleu(@) Ikl = [[pouo (Ik @ z)|z < [lefl [lullz 1k ® ]
= el llullz lzll < 1-flully - 1= llullg,

segue que |¢(u(x))| < ||u||; para todos x € B, ¢ € Bpr e u € Z(E; F). Dai e pelo Teorema de
Hahn-Banach obtemos

[ull = sup [[u(z)[| = sup sup |p(u(x))] < |lullz.

rEBR r€EBE ¢€EB
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(b) Dados ¢ € E' e y € F, vimos no pardgrafo acima que ¢ ® y € Z(FE; F'). Pelo item (a) segue
que [l¢ @yl < |l¢ ®yl/;. Por outro lado, para todo w € E,

(Ig®@y)oIxop)(w) = (Ig®@y) Ik (p(w))) = (Ixk®@y)(¢(w)) = Ik(p(w))y = p(w)y = (¢@y)(w),

mostrando que ¢ ® y = (Ix ® y) o Ix o . Assim,

lellllyll = lle@yl <lle@yl;
= Uk ®y)olxoply < |k @yl [kl lell
1yl -1 - llell = Nyl el

provando que [[¢ @ yl|; = [l |yl =

Exemplo 4.5 Ideal dos operadores de posto finito.

Seja u € L(F; F). Provemos que u € F(E; F) se, e somente se, existem n € N, by,...,b, €
Fepy,...,on € E' taisqueu =Y., p;®b;. Suponha u € F(E; F). Chame n = dim(u(E)) €
N e escolha uma base {b1, ..., b, } para u(FE). Assim, para todo x € F existem tinicos Ay, ...\, €
K tais que u(z) = Y, \;ib;. Para cada i =1,...,n, defina

pi: B — K
r —  pir)= N\

A linearidade de ¢; segue da unicidade da representacao de cada elemento de u(E) e da linea-
ridade de u. Considere

1" w(E) — [0,00)

n /
u(@) e @)= (D] N = ]
i=1
E facil ver que || - ||’ é uma norma em u(E). Assim, consideremos em u(E) duas normas, sendo
a primeira || -||" e a segunda a norma induzida em u(E) pela norma de F', a qual continuaremos
a denotar por || - ||. Como u(E) tem dimensdo finita, existe & > 0 tal que ||z||" < k||z|| para

todo z € u(F). Assim, para cada i =1,...,n,
oi(@)] = Nl < Ml + -+ [l = [lu@)]] <k flu(@)]] < k=]l

para todo x € E. Segue que os funcionais @1, ..., y, sao continuos. Por outro lado,

n

u(z) = Z Aib; = Z pi()bi =Y (i @ bi) (),

i=1

para todo z € E; ou seja, u =Y . ¢, @b, comn € N,by,....,b, € Feyy,...,pp € E.

Reciprocamente, seja u = Yy, ¢; @ b;, onde n € N,by,...,b, € F e ¢1,...,0, € E.
De u(z) = >.°, ¢i(x)b; para todo z € E segue que {by,...,b,} gera u(E), o que implica
posto(u) < n < oo. E 6bvio que u € L(FE; F) pois tanto a linearidade como a continuidade vém
do fato de ¢, ..., 1 serem funcionais lineares continuos.

Verifiquemos que F ¢é um ideal de operadores:

1) Pelo que acabamos de mostrar, F(F; F') é claramente um subespago vetorial de L(E; F); e
contém os operadores de posto finito de £ em F por defini¢ao.

2) Provemos a propriedade de ideal: sejam wy € L(Fy; F),uy € F(Eo; Fo) e ug € L(E; Ey).
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Dado = € FE, temos que uz(z) € Ey, e como uy € F(Ey; Fp), existem n € N, by,...,b, € Fp,
©1, .., on € B tais que us(uz(z)) = >, wi(us(z))b;. Logo

uy(uz(uz(z))) = w (Z %’(US(x))bi) = Z pi(us(z))us(b:),

o que implica posto(u; o ug o uz) < n < oo. Portanto u; o ugy o ug € F(E; F).

Assim concluimos que F é um ideal de operadores e usando a Observacao 4.3 segue que
(F,| - |I) é um ideal normado. Obviamente F ¢é o menor ideal de operadores.

Por tltimo mostremos que F nao é um ideal de Banach com a norma usual de operadores.
Para isso considere os espacos de Banach ¢y das sequéncias de escalares convergentes para a
zero com a norma do supremo e ¢; das sequéncias de escalares absolutamente convergentes com
a norma da soma. Seja (e,)%, a base canonica dos espagos de sequéncias, isto é: para todo
ie€N,e;=(0,...,0,1,0,...) com 1 na i-ésima posi¢ao. Defina

u:cg — U
% o =\
()‘J')jzl = u (<)\j>]‘:]_) = Z 2—; © €.
j=1

Mostremos que u esta bem definido. De fato, observe que
(o]

s
D5

J=1

lu ()52 =

N 1 - .
- ;2_3 = (jl;g\%]) ];2_3 - S]'.gg’)‘ﬂ =[5 < oo

E facil ver que u € linear, entao da desigualdade acima segue também que u é continuo. Para
cada n € N, defina

Up: g — {1
0o o = Aj
(Aj>j:1 = Un ((/\j)jzl) - 2-] t €.
j=1
Observe que Im(u,) C span{es, ..., ey}, e portanto u, € F(co; ¢1) para todo n € N. Por outro
lado, temos que

oo
\
ol = s w—w) (D)= s |3 M
(Aj)521€Be (X)521€Beqy || j=pt1
(o] oo
by 1
= sup Z |—j| < 5
(M)5aEBe j oty 2 ot 2
Portanto
(0.)
0 < lim [Ju — u,|| < lim ——limi—O
— noo n _n*)oo' 2] _n*)oo 2n - 9
j=n+1
o que implica w, — wu. Por fim, note que u(e;) = 2% - e, ou seja, u(2’e;) = e;. Logo

e; € Im(u) para todo j € N. Assim a imagem de v contém uma infinidade de vetores li-
nearmente independentes, o que nos permite concluir que u ¢ F(cg;¢1). Temos entdo que
F(co; ¢1) nao é fechado em L(co; ¢1), e portanto o ideal F nao é Banach com a norma usual de
operadores.
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Exemplo 4.6 Ideal dos operadores aproximéveis.

Sejam FE e F espagos de Banach. Dizemos que o operador u € L(E;F) é um operador
aprozimdvel se existe uma sequéncia (u,) de operadores lineares continuos de posto finito tal
que u, — u. Denotaremos por A(F; F') o espaco de todos os operadores aproximéveis de E

em F. Assim, A(E; F) .= F(E; F).

Mostremos que A é um ideal de operadores:

1) Sabemos que F(E; F') ¢ um subespaco vetorial de L(E; F'), e portanto A(E; F') := F(E; F)

é também um subespaco vetorial de L(F; F). E temos que F(E; F) C F(E;F) =: A(E; F).

2) Propriedade de ideal: sejam u; € L(Fy; F'),us € A(Ey; Fy) e ug € L(E; Ey). Logo existe uma
sequéncia (v,) C F(Ey; Fy) tal que v, — ug. Considere a sequéncia (u; ov, ouz) C F(E; F).
Para cada x € F,

lim (uj ov,oug)(x) = lm uy(v,(uz(z))) = ug(lim v, (usz(x)))
= u(uz(us(z))) = (w1 0 ug o uz)(w).
Assim,
lim |[(u; ov,0us) — (ug ougoug)|| = lim Squ |((ug 0 v, 0ug) — (ug 0ug o ug))(z)|
n—oo n—oo TE B

= lim sup [Jus(v,(ug(z))) — uq(ua(us(x)))||

n—00 xcBg

= xsequ nhj& |1 (v (us())) — ur(uz(us(z)))|l

lim (v, (us(x))) — Ul(UZ(U3<w)))“

n—oo

= sup
r€EBE

= sup [Jus (ug(us(2))) — i (usg(us(2)))] = 0.

r€EBE

Portanto uy o v, 0 ug — uy 0 ug o uz com (uy o v, oug) C F(E;F). Entao u; o ug o ug € A.
Logo A é um ideal de operadores e por definicao temos que A é um ideal fechado. Como cada
componente deste ideal é um subespago fechado de L(E; F) segue que (A, | - ||) é um ideal de
Banach.

Seja Z um ideal fechado. Dados E e F espagos de Banach, sabemos que F(E; F) C Z(E; F),
o que implica

A(E;F) = F(E;F) CI(E; F) = I(E; F).

Portanto A C Z, isto é, A é o menor ideal fechado.

Exemplo 4.7 Ideal dos operadores compactos.

Sejam E e F espacos de Banach. Diz-se que um operador linear continuo u: £ — F
é compacto se u(Bg) é compacto em F. Denotaremos por (F; F) o conjunto de todos os
operadores compactos de £ em F.

Usando o fato que um subconjunto K de um espago métrico é compacto se, e somente se,
K é sequencialmente compacto, prova-se que um operador linear continuo u: £ — F' entre
espagos de Banach é compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (z,) C E, a
sequéncia (u(z,)) € F possui uma subsequéncia convergente. Para mais detalhes veja, por
exemplo, [8, Theorem 8.1-3].

Mostremos que K é um ideal de operadores:

1) E claro que o operador identicamente nulo 0: £ — F' é compacto. Sejam uy,uy € K(E; F) e
(x,) € E uma sequéncia limitada. Como u; € K(E;F), segue que (uq(,))neny possui uma
subsequéncia convergente, ou seja, existem um subconjunto infinito Ny C N e z; € F tais que
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lim,en,u1(z,) = z1. Por sua vez, temos que a sequéncia (z,)nen, € E é limitada, e como
ug € K(E; F), a sequéncia (us(x,))nen, possui uma subsequéncia convergente, isto é, existem
um subconjunto infinito Ny € N; C N e 2z, € F tais que lim,¢en,uz(x,) = 22. Concluimos que

ng]lvl2(u1 + ug)(zy) Jlim uy (z,) + Jlim ug(xy) = 21 + 22

ou seja, a sequéncia ((u; + ug2)(z,)) possui a subsequéncia convergente ((uy + u2)(Zn))nen,-
Portanto u; + uy € K(E; F). E facil ver que se u € K(E; F) e A € K, entdao \u € K(E; F).
Concluimos que K(F; F') é um subespago vetorial de L(E; F).

Provemos que KC(E; F') contém os operadores lineares continuos de posto finito, ou seja, que
tais operadores sao compactos. Com efeito, sejam ¢ € E' e b € F. Logo (¢®0b)(Bg) C span{b}.
Como ¢ ® b é um operador continuo segue que (¢ ® b)(Bg) é um conjunto limitado. Portanto
(p ® b)(Bg) é um conjunto compacto, pois (¢ ® b)(Bg) C span{b} e dim(span{b}) = 1. Logo
@ ®b é um operador compacto. Vimos no Exemplo 4.5 que todo operador de posto finito é uma
soma finita de operadores desse tipo. Como K(E; F') é um subespago vetorial, concluimos que
u € K(E; F). Assim, K(E; F) é um subespago vetorial de L(E; F) que contém os operadores
lineares continuos de posto finito.

2) Provemos a propriedade de ideal: sejam u; € L(Fy; F),us € K(Ep; Fy) e ug € L(E; Ep) e
(x,) € E uma sequéncia limitada. Como uz é um operador continuo, a sequéncia (uz(x,)) é
limitada em Ej. Sabendo que us € K(Ey; Fp), tem-se que a sequéncia (us(ug(z,))) possui uma
subsequéncia convergente, isto é, existem z € Fy e uma subsequéncia (ug(us(z,,))) tais que
limy, o0 g (us(xy,)) = z. Dai, como wu; é operador continuo, tem-se wu (uz(us(xy,,))) — u1(z),
e portanto a sequéncia (uj(us(us(x,)))) € F possui uma subsequéncia convergente, isto é,
uyougoug € KK(E; F).

Da Observagao 4.3 concluimos que (K, || - ||) é um ideal normado. Vejamos que K é um
ideal fechado, isto é, que (IC, || - ||) é um ideal de Banach. Basta provarmos que cada KC(E; F)
¢ um subespaco fechado de L(E; F'). Considere a sequéncia (u,,) C K(E; F) tal que u,, —
u € L(E;F). Como u; é um operador compacto, dada a sequéncia limitada (y,) C E temos
que (u1(y,)) € F possui uma subsequéncia convergente, digamos (u;(y1,))nen. Por sua vez,
como uy ¢ compacto e como a sequéncia (Y1, )nen ¢ limitada, segue que (u2(y1.n))nen tem uma
subsequéncia (u2(Yan))nen que é convergente. Continuando com este raciocinio, podemos obter,
para cada nimero fixo m € N, uma subsequéncia (Y. )nen d€ (Ym—1.1)nen tal que (wm (Ym.n) )nen
é convergente. Seja (2,) = (Ynn)nen. Entdo, para cada nimero fixo m € N, (2,)p>m € uma
subsequéncia de (Ymn)n>1. Logo (wm(2,))n>1 é convergente para cada m € N. Como (y,) é
limitada, existe ¢ > 0 tal que ||y,|| < ¢ para todo n € N. Dai, ||z,|| < ¢ para todo n € N. Seja
e > 0. Como u,, — u temos que existe um p € N tal que |lu, — ul| < 5. Como (uy(2n))nen é
convergente, e portanto de Cauchy, existe N tal que para j,k > N,

() = wp()ll < -
Dai, para j,k > N,
Julz;) —ulze)ll = llulzg) — uplz;) +up(z;) — uplzr) + up(2n) — ulze) ||

< lulz) = up(z)[| + [lup(2) = up(ze) | + llup(zr) — ulz)]

€ € e €
e = wupllllzsll + 5 + llup = ullllzel] < 57 et g+ oo -c=e

A\

Portanto a sequéncia (u(z,))neny C F é de Cauchy, e portanto convergente pois F' é completo,
provando que u é compacto.
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Exemplo 4.8 Ideal dos operadores fracamente compactos.

Sejam E e F espacos de Banach. Um operador linear continuo u: £ — F' é dito fracamente
compacto se u(Bg) é relativamente fracamente compacto em F isto é, u(Bg) ¢é fracamente
compacto em F'. Denotaremos por W(F; F') o espago de todos os operadores fracamente com-
pactos de E em F.

Para o estudo dos operadores fracamente compactos serda importante o

Teorema 4.9 (Teorema de Eberlein-Smulian [17, Theorem I1.C.3]) Seja E um espago de Ba-
nach. Um conjunto A C E ¢ relativamente fracamente compacto se, e somente se, toda
sequéncia (a,) C A tem uma subsequéncia que converge fracamente.

Portanto u é fracamente compacto se, e somente se, toda sequéncia (z,) C u(Bg) tem uma
subsequéncia que converge fracamente se, e s6 se, para toda sequéncia limitada (y,,) C F tem-se
que (u(y,)) possui uma subsequéncia que converge fracamente.

Seja u: F — F um operador compacto. Por defini¢ao temos que u(Bg) é compacto em F'.
Usando o fato que a topologia fraca é menos fina do que a topologia determinada pela norma,
temos que se um subconjunto de um espaco normado é compacto, entao este subconjunto é
fracamente compacto. Portanto, u(Bg) é fracamente compacto. Agora, sabendo que u(Bg) =
uw(Bg)" (veja, por exemplo, [2, Corollary 1.5]) segue que u(Bg) ¢ fracamente compacto, ou
seja, u é um operador fracamente compacto. Entao IC(F; F') C W(FE; F') para todos espagos de
Banach FE e F.

Mostremos que W é um ideal de operadores:

1) E claro que o operador identicamente nulo é fracamente compacto. Sejam wuy, uy € W(E; F)
e (r,) € E uma sequéncia limitada. Como u; € W(E; F'), segue que (u1(Z,))neny possui uma
subsequéncia que converge fracamente, ou seja, existem um subconjunto infinito Ny C N e
z1 € F tais que a sequéncia (uj(xy,))nen, converge fracamente para z;. Por sua vez, temos
que a sequéncia (z,)nen, € E ¢é limitada, e como us € W(E; F), (u2(xp))nen, possui uma
subsequéncia que converge fracamente, isto é, existem um subconjunto infinito Ny € N; C N
e z9 € F tais que a sequéncia (us(z,))nen, converge fracamente para z. Concluimos que a
sequéncia ((uy + ug)(z,))nen, converge fracamente para z; + 2z, ou seja, u; + us € W(E; F).
E fécil ver que se u € W(E; F) e A € K, entdo A\u € W(E; F). Agora mostremos que W(E; F)
contém os operadores lineares continuos de posto finito. J4 mostramos que F(F; F') C K(E; F)
e K(E; F) CW(E; F) para todos espagos de Banach E e F. Portanto W(FE; F') é um subespagco
vetorial de L(FE; F') que contém os operadores lineares continuos de posto finito para todos
espacos de Banach F e F.

2) Provemos a propriedade de ideal: sejam u; € L(Fo; F),us € W(Ey; Fo) e ug € L(E; Ep) e
(x,) € E uma sequéncia limitada. Como ug é um operador continuo, a sequéncia (us(z,)) é
limitada em Ejy. Sabendo que uy € W(Ey; Fyp), tem-se que a sequéncia (ug(us(x,))) possui uma
subsequéncia que converge fracamente, isto é, existem z € Fjy e uma subsequéncia (us(us(zy, )))
tais que uy(us(z,,)) — z. Sendo u; um operador linear continuo, u; também permanece
continuo quando Fj e F estdao munidos com a topologia fraca (veja, por exemplo, [14, Teorema
10.2]), e consequentemente u; (uy(us(z,, ))) — ui(z). Portanto a sequéncia (u; (ug(us(x,)))) C
F possui uma subsequéncia que converge fracamente, isto é, u; o ugy o ug € W(E; F).

Da Observagao 4.3 concluimos que (W, || - ||) é um ideal normado. Vejamos que é um ideal
de Banach. Basta provarmos que cada W(F; F') é um subespago fechado de L(E; F'). Para tal
usaremos o seguinte resultado:

Lema 4.10 [6, Lemma 11.26(Grothendieck)| Sejam E um espago de Banach e A C E. Se para
todo € > 0 existe um conjunto fracamente compacto A. C E tal que A C A. + eBg, entao A €
relativamente fracamente compacto.
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Seja (u,) € W(E; F) tal que u, — u € L(E; F). Dado ¢ > 0, existe ng tal que n > nyg
implica que ||lu, — u|| < e. Afirmamos que

uw(Bg) C Uy, (Bg) + ¢Bp.

Com efeito, dado x € u(Bg) existe y € Bg tal que u(y) = x. Observe que

£ = (1) 4.2 = tnl0) = ) + £ (T2,

Como ||u,, — ul| < e, segue que ||y, (y) — u(y)|| < ||un, — u| < €, e portanto

€
<-=1L
€ €

- z;no(y) H _ My () — u(y)|

Temos que x € uy,,(Bg) + ¢Br. Portanto

Como U, € W(E: F), un,(Bg) 6 fracamente compacto. Por convexidade segue que tn, (Bg)
é fracamente compacto. Usando o Lema 4.10 segue que u(Bpg) é relativamente fracamente
compacto, isto é, u € W(E; F).

Exemplo 4.11 Ideal dos operadores absolutamente p-somantes.
Sejam F e F espagos de Banach e 1 < p < oco. O operador u € L(E;F) é chamado
absolutamente p-somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que

D lu(z)” <&@ sup Y ey,
j=1 (pEBE/ j=1

para toda sequéncia finita xq,...,z, em E. Denotaremos por IL,(E; F) o espaco de todos os
operadores absolutamente p-somantes de £ em F.
Defina m,: IL,(E; F') — [0, 00) por

mp(u) = inf {c >0: Z lu(z)]|P < setjgp Z lo(x;)|P para todos z1,...,2, € Een€ N} .
j=1 PEEE =1

Vejamos que o infimo acima é assumido. Seja ¢ > 0. Da defini¢do de m,(u) segue que existe
uma constante ¢ > 0 tal que

Z [u(z;)|[” < ¢ sup ZI@D ()]

pEBE/ j=1

e my(u) < c < (1+¢e)m(u). Logo

ZHU ’p<CpSUP Z‘SO% < (mp(u))P(1+ )P sup Z‘SO% 5

peB Elj 1 ‘PEBE"J' 1

para toda sequéncia finita zy,...,z, em E. Fazendo ¢ — 0 obtemos

ZH“% [P < (mp(w))” sup Z‘%Oxj )

@wEBy j=1
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para toda sequéncia finita x,...,z, em E, mostrando que o infimo é assumido.
Vejamos que II, ¢ um ideal de operadores:

1) E claro que o operador identicamente nulo de E em F pertence a II,(E; F). Sejam
uy, ug € IL,(E; F). Pelo que acabamos de mostrar, para quaisquer zy,...,z, € E,

1

(Z?ZI ||u1(xj)||p>; < mp(wa) SUPpeB, (Z?ZI |90(xj)|p>; e

1 1

(S0 Nt IP) " < ) b, (S letopl)

Consideremos as sequéncias

{ a = ([[lur(@), [ur(@2)]- - -, [lua ()], 0,0, ..) € lp;
b= ([luz(z)]; luz(@2)l; - - -, luz(2n)l, 0,0,...) € 6.
Como (€, || - |I,) é um espago normado, segue que ||a + b||, < |la||, + ||b]|,- Assim,

P

(Z o u2><:cj>||p> - (Z () + u2<xj>||p)
< (Z(Hul(mn T ||u2<mj>||>p>p

j=1
= [la+bl, < llall, + (6]l

- (Z ||u1<:vj>||p> R (Z !\Uz(xj>|!p> p
< (mp(wa) +7Tp(uQ))<ps€1}Bp, (Z \w(%)l”) p
Logo u; +us € IL(E; F) e
Tp(ur + u2) < mp(ur) + mp(ug). (4.1)

E fécil ver que se u € IL(E;F) e A € K, entdo Au € IL,(E; F). Portanto IL,(E; F) é um
subespago de L(E; F). Sejam b€ F e p € E', o #0. Dados z1, ...,z em E,

k k

Yoo b))l = lew(xj)bll”: Hbll”ZIw(l‘j)”Z 1ol Il >

Jj=1

P

0 .
m(%)

J=1

IN

k
(||b|!||90!|)”wsup > ()P

EBE/ j=1

Portanto ¢ ®b € IL,(E; F) e m,(0®b) < ||¢||||b]| para todos ¢ € E’ e b € F. Dado um operador
uw C F(E; F), vimos no Exemplo 4.5 que u = > | ¢;®b; com ¢q,...,¢0, € E' eby,...,b, € F.
Como II,(E; F) é um subespaco vetorial, concluimos que u = Y"1 ¢; ® b; € II,(E; F). Assim,
cada componente IL,(E; F') contém os operadores lineares continuos de posto finito de £ em F.

2) Propriedade de ideal: sejam uy € L(Fo; F),uy € I1,(Ey; Fy), us € L(E; Ey), ug # 0 (pois
se ug = 0 temos que uj ougoug =0 € I, (E; F) e my(ug ougouz) = 0 = |luy||mp(uz)|usl| ) e
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T1,...,T, € E comn € N. De

Z [[(u1 0 ug 0 ug) ()" = Z [ (uz (g () |P < |Iu1|lpz [[u2 (a3 ()7

< lual[P(mp(u2))” sup ZW (us(2;))I”

WEBE/ ] 1
> )|
— (urllmy(u))? sup IIU3II¢(U3 (—))
? WEBE’ j=1 HU3H
3 p
— (@)l swp S |po 2 (@)
» Z AR
< (el sip S o).
YEBg j=1

segue que uy o ug o ug € IL,(E; F) e my(ug o ug o uz) < ||uq||m,(ug)||us|.

Mostremos que 7, restrita a IL,(E; F) é uma norma. E claro que mp(u) > 0 para todo
u € II,(E; F). Observe que se u = 0 entao m,(u) = 0. Agora se m,(u) = 0, entdo dado z € E,
como u é absolutamente p-somante, tem-se

0 < Jlu(@)[|” < (mp(u))” sup |p(x)[” =0 [lz]|” = 0.

L,DGBE/

Portanto ||u(z)|| = 0 para todo x € E, o que implica u = 0. Por outro lado, sejam A € K e
uwell,(E; F). Se A =0, é claro que m,(0-u) = 0 = 0-my(u), para todo u € I,(E; F'). Se A # 0,

mp(Au) =

1nf{c>0 ZH)\ux] IIP < P sup Z]gpxj :Ul,...,a:nEE,neN}

j=1 $EBE

mf{c>0 ])\|pZ||umj IIP <P sup Z]gpx] xl,...,anE,neN}

j=1 $EBR 1
o) [Ale P
inf >0: ZHux] I < sup Z|<pm] X1, .., op € EineN
|)“ P" pEB E

|/\|1nf{d>0 ZHU ()|l < dP sup Z|g0 ()| xl,...,anE,nGN}

j=1 $EBE 1
Al ().

A desigualdade triangular foi provada na equagao (4.1).
Ja mostramos que m,(¢ @ b) < ||¢|/||b|| para todos ¢ € E' e b € F. Em particular, tome
p=1Ix: K— Keb=1, o que implica ¢ ® b = Ix. Logo

mp(Ik) = mp(p © b) < [loll[b] = [ Ix][ = 1.

Por outro lado, dados u € IL,(E; F) e z € E,

[u(@)][” < (mp(w))? sup |p(@)[” = (mp(u))”[|2]",

@wEB gy

o que implica [|u(x)|| < m,(u)||z|| para todo z € E. Sabendo que

|lu|| = inf{c > 0: ||u(z)|| < ¢||z| para todo = € E},
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concluimos que |Ju|| < m,(u). Dai, 1 = || Ix|| < m,(Ik). Segue que m,(Ix) = 1. Portanto (IL,,7,)
¢ um ideal normado. Por tltimo mostremos que (II,,7,) é um ideal de Banach. Para isso,
usaremos o seguinte resultado:

Proposigao 4.12 Sejam E e F' espagos de Banach. Para todo u € 11,(E; F),

1
mp(u) = sup (ZHUQ?] ||p> neN, x1,...,2, € E e sup <Z|cpx] ) <1

pEBE j=1

Demonstracao: Sejam

1
p

[ = sup u(x neN, z1,...,x, € Ee sup x <

<§ju w) N E (}jwj ) <1

EBE/ j=1

S =

e ¢ > 0 tal que para toda sequéncia finita z1,...,x, € F,

(Zwuwp) < sw (Zw ) ) . (12)

Em particular, dada uma sequéncia finita xq,...,z, € E tal que
1
n P
sup Y ezl ) <1,
QDGBE/ j=1

1
da equagao (4.2) segue que (Z?zl ||u(xj)||p) " < c. Portanto 3 < ¢. Da definigdo de 7, (u) segue

que 0 < my(u). Seja xy, ..., x, € E uma sequéncia finita tal que

k:= sup (Z|gpx] ) > 0.

@wEB g

Entao (S [|u (32)[|")” < @ pois

1

1 1 n )
p\? 1 <& P SUDP,cp,, Zj:1|90<xj)|p
> = sup (ﬁ Z |90(33j)’p) = . ( 2 ) =1
j=1

(,DEBE/

| e ()
(pEBE/ (]2:; k
Da linearidade de u e como ( =1 Hu ?J H ) < (3, podemos escrever

(ZHU(%)II”) < Bk =3 sup (ZW ;) ) (4.3)

pEB g —_
E ébvio que a equacao (4.3) também se verifica para todas sequéncias finitas zy,...,z, € F
tais que k = sup,cp,, (Z?Zl ](p(xj)\p>5 = 0. Entao a equagao (4.3) se verifica para todas

sequéncias finitas z1,...,z, € E. Assim, da defini¢do de m,(u) e da equacao (4.3) concluimos
que m,(u) < B. Dai, m,(u) = f. O
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Provemos que II,(E; F') é completo relativamente a norma m,. Seja (u;) uma sequéncia de
Cauchy em II,(E; F). Seja z € E com z # 0. Dado € > 0, temos que ”ET” > (, e portanto existe

Jo € N tal que my(u; — uy) < ”57” para j, k > jo. Entao
[uj (@) = ur(@) || = [[(u; — w) (@) < Ny — wel[l|2]] < mp(uy —we) 2] < 7= H || Azl =e.

A sequéncia (u;(x)) é entdo de Cauchy em F para todo = € E, z # 0. E claro que o mesmo
vale se x = 0. Como F' é Banach temos que

lim w;(x)
Jj—00
existe e pertence a F. Defina
uF — F
r o u(r)= lim u;(z).

J*)OO

E claro que u ¢ linear, pois basta usar a linearidade de u; para todo j € N e as propriedades dos
limites. Além disso, como (u;) é uma sequéncia de Cauchy em II,(E; F') e toda sequéncia de
Cauchy é limitada, existe uma constante ¢ > 0 tal que 7,(u;) < ¢ para todo j € N. Provemos
que u € II,(E; F'). Com efeito, considere uma sequéncia finita z1,...,z, € E. De

n

Sl = >

=1

= i 3 o)

p

lim ;(z;)

J—00

< lim ( (my(uy))” sup Z|‘P ;)|
j—o0 0€B =3
n

< (hm ) swp 3 lo(ea)lP

J—0o0 pEBE i=1
= e sup Y fpl)l,

(,DEBE/I»Z1 '

temos que u € IL,(E;F). Por outro lado, sejam xq,...,2, € E com n € N tais que

SUPuep,, (Dimt ]gp(xz)\p)% < 1. Sabemos que para todos j, k,

hSA

(Z [ (uj — ) xz)Hp)p < mp(u; — ug) sup (ZW@OV’) < mp(u; — ).

pEBE
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Dai, fixado j € N e fazendo k£ — oo obtemos

(Z Juya) - u(xoup)p = | X

1
p>p

wj(ws) — lim ug(;)

= Z ’ khm wj(x;) — uk(z;)) p)
= D Jim [y () - ukm)np)
=1

— kh_{go (Z | (@;) — Uk(%)Hp)

lim 7, (u; — w),
k—oo

IN

AL

POis supyep,, (Diy l(2:)[")7 < 1. Logo

1 1
sup (Z | (u; — u)(xl)||P> cx; € Ee sup (Z lo(x; ) <1, < khﬂrgo mp(uj — ug).
i=1

(pEBE/ i=1
Portanto, da Proposicao 4.12,

0 < mp(u; —u) < lim my(u; — uy).

k—o0

Fazendo 7 — oo, obtemos

0 < lim mp(u; —u) < lim m,(u; —u) = 0.
Jj—00 J,k—00
Assim, lim;_ o m,(u; — u) = 0, o que implica lim; . u; = w com u € II,(E;F), ou seja,
IL,(E; F) é completo para todos espacos de Banach E e F.
O préximo Teorema é um resultado central da teoria dos operadores absolutamente
p-somantes:

Teorema 4.13 (Forma fraca do Teorema de Dvoretzky-Rogers [5, Theorem 2.18]) Sejam E
um espago de Banach e 1 < p < co. Entao Iy € I1,(E; E) se, e somente se, E tem dimensao
finita.

4.2 Ideais de aplicacoes multilineares

Nesta secao introduziremos a nogao geral de ideais de aplicacoes multilineares, iniciada por
Pietsch [13]. Veremos também algumas propriedades e alguns exemplos.

Defini¢ao 4.14 Sejam FE,...,E,, F,G e H espacos de Banach, A € L(F,...,E,;F),
te L(F;H) e u; € L(G;; Ej) para j = 1,...,n. Definimos a aplicacdo t o Ao (u1,...,u,):
Gy x---xG,— H,

(toAo (up,...,up))(x1,...,x,) = t(A(ur(z1), ..., un(xy,))).

Proposicao 4.15 A aplica¢io to Ao (uy,...,u,), como definida acima, é n-linear, continua e
[to Ao (uy,...,un)l| < [ I[A[ sl - - [[unl]-
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Demonstracao: Usando a linearidade dos operadores t,uq,...,u, e o fato de A ser n-linear
prova-se facilmente que a aplicacdo t o A o (uy,...,u,) é n-linear. Mais ainda, para todos
T EGl,...,SCnEGn,

[(to Ao (ur,...,up))(T1,. .., x|

[#(Aur (1), - - un ()]

< [l A (), - )l

< (A fua G- - [l ()|

< el IA ]l - - ] ] - - [J2n]] -
Logo a aplicagdo t o A o (ug,...,u,) é continua. Além disso, da Proposicao 2.8 temos que
[t Ao (ur, ... un)l| < [JE] LA uall- - [Junll. o

Definicao 4.16 Um ideal de aplicagées multilineares (ou multi-ideal) é uma subclasse M da
classe de todas as aplicagoes multilineares continuas entre espacos de Banach sobre K tal que
para todos n € N e espacos de Banach Fi, ..., E, e F, suas componentes M(E, ..., E,; F) =
L(Ey,...,Ey; F)N M satisfazem:

1) M(FE, ..., E,; F) é um subespago vetorial de L(F, ..., E,; F') que contém as aplicagoes
n-lineares continuas de tipo finito.

2) A propriedade de ideal: se A € M(Ey,...,E,; F),u; € L(G;;Ej), 5 = 1,...,n, e
te L(F;H), entao to Ao (uy,...,u,) € M(Gy,...,Gpn; H).

Além disso, se existe uma fungao || - ||a: M — [0, 00) tal que

a) || - ||am restrita & componente M(E,..., E,; F) é uma norma para todos espagos de
Banach FEy, ..., E, e F' e para todo n € N;

b) A forma n-linear A™: K* — Kdada por A"(Ay,...,A,) = Ay -+ Ay, étal que [[A?] =1
para todo n € N;

c)Se Ae M(E,...,E; F)u; € L(Gy; E)),j=1,...,n, et e L(F;H), entao

[to Ao (uy, .y un)ll g < NENIAI g Nl - lunll
dizemos que (M, | - [|m) ¢ um multi-ideal normado. Mais ainda, se cada componente
M(E, ..., E,; F) é um subespago completo relativamente & norma || - || o, dizemos que (M, || -
|lm) € um multi-ideal de Banach.
Um multi-ideal M é um multi-ideal fechado se cada componente M(E},..., E,; F) é um
subespago fechado de L(E1,. .., E,; F') em relagdo a norma do sup.

Denotaremos também por L a classe de todas as aplicagoes multilineares continuas entre
espacos de Banach. Note que £ é o maior multi-ideal.

Observacao 4.17 Se considerarmos um multi-ideal M com a norma do sup, temos que

(M, || -]]) é um multi-ideal normado, pois
a) A funcao || - || restrita & componente M(FEy,. .., E,; F') ¢ uma norma para todo n € N e para
todos espacos de Banach Fy, ..., E, e F por se tratar da norma induzida pela norma sup, uma

vez que M(FEy,...,E;F) C L(Ey, ..., By F).
b) Seja A": K" — K dada por A™(Ay, ..., \,) = A1 -+ A\, Logo

|A™| = sup |A"(A\q,..., )| = sup |Ar--- Al = sup [ M|+ | A = 1.
AjE€BK AjE€BK AjE€Bg
1<5<n 1<5<n 1<j<n
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c¢) Vimos na Proposi¢ao 4.15 que se A € M(E, ..., E;  F) C L(Ey, ..., B F),u; € L(Gy; Ej),
j=1,...,nete L(F;H) entao

[t Ao (uy,. . un) || < [[E[[ AN eall- - [[unll;
Logo (M, || - |I) é um multi-ideal normado.

Sejam Fjy,...,E, e I espagos de Banach , p; € Ef,..., ¢, € E! ey € F. Pelo Exemplo

214, ;1@ ¢, @y € L(E1,...,E;F)e |1 @@, @yl = |yl el - llnll - E como
Y1 ® - ® e, ®y é uma aplicacao n-linear de tipo finito tem-se

PR Ry EM(E,... EpnF)
para todo multi-ideal M.

Proposicao 4.18 Sejam Ey, ..., E, e F espagos de Banach e (M, ||-|| \,) wm multi-ideal nor-
mado. Entao

(a) [JA]] < ||All o para toda aplicagdo A € M(Ey, ..., Ey; F).

(b) lg1 @ -+ @ n @yl = llorll - - llonll lyll para todos o1 € EY, ... ,¢n € Ej, ey € F.

Demonstracao: (a) Sejam A € M(Ey,...,E,;F), vy € Bg,,...,x, € Bg, ¢ ¢ € Bp.
Consideremos as aplicagoes A": K* — K dada por A"(A\,...,\,) = A\, e
poAo(Ilxg®xy,...,Ix ®x,): K — K dada por

(90 oAo ([K ®.T1, .. '7[K ®$n))()\17 .. ,)\n) = (ID(A()\l.I'l, .. ;)\nxn))

Provemos que
poAo(Ixg®@xy,....Ix ®x,) = p(A(x1,...,2,))A".

Com efeito, dados A1, ..., \, € K,

(P(A(@1, . 2) AN (A, A) = @(Ar, ., 20)) A" (A, )
= o(A(x1,...,zu)) 1 Ay
— ¢(A(A1$1,---,)\n$n))

= (QOOAO([]K®l’1,...,[K®l’n))<)\1,...,)\n).

Agora, observe que

lp(A(z1, @) = [e(A(@r, .. @) [[A™]] g
= lo(A(z1, .- @) A" 1
= HSOOAO([K®5U1;---7[K®5L'n)HM
< el Al o Mg @ 1] - - - [k @ 20|
[ol A v ol - lnll < 1A o -

Segue que |p(A(z1,...,2n))| < [|All\ para quaisquer x; € Bg,,...,z, € Bg,, ¢ € Bp e
Ae M(Ey,...,E,; F). Dai e pelo Teorema de Hahn-Banach,

|Al = sup |[A(z1,....z,)|| = sup sup |p(A(z1,...,20))| < [|A]
CCjEBE]. CL‘jEBEj (,DGBF/
1<j<n 1<j<n

para toda aplicagado A € M(FE, ..., E,; F) e para todos espacos de Banach Ey,...,E, e F.
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(b) Dados ¢y € EY,...,p, € E!, e y € F, considere a aplicacdo n-linear continua de tipo finito
PR R, ®y: By x---x E, — F dada por

(1@ @ on@y)(x1,- .-, @n) = 1(21) - Pulan)y.
Como 1 ® - R ¢, @y € M(Ey,...,E,; F), usando o item (a) temos que

o1 @ @ @Y < |lo1 @ @ P @ Y| py -

Por outro lado, p1 ®- - ®p, @y = (I[gxg®@y)oA"o(p1,...,¢,). De fato, dados x1 € Ey, ..., x, €
En7

(Ixk®@y)o A" o (o1, s u)) (@1, 20) = (Tx @y)(A"(@1(21),- -, nlTn)))
= Ik @y)(p1(r1) - on(r,))
- IK(‘PI(ml)"'SOn(xn»y
= p1(z1) - n(Tn)y
= (P ®  @P,@Y)(T1,. .., Tn).

Assim,
el llenll Iyl = llor® - @@yl
< e @ @@yl
= Ik ®y)o A" o (p1,..., 00| p
< g @yl lIA™ [ v lleall - - llspnll
= Nl lleall - llnll,
o que prova (b). O

Exemplo 4.19 Ideal das aplicagoes multilineares continuas de tipo finito (ou multi-ideal de
tipo finito).

Provemos que £; é um multi-ideal. Sabemos que A € L;(E},..., E,; F) se, e somente se,
existem k € N, cpg €eFE ebjecFparaj=1,...,kei=1,...,n, tais que

k

j=1
para quaisquer x; € Ey,...,z, € E,. Dessa representacao fica claro que L;(Ey,..., E,; F) é
um subespaco vetorial de L(F1, ..., E,; F'); que, por defini¢ao, contém as aplicagoes n-lineares

continuas de tipo finito.

Propriedade de ideal: Sejam A € L;(Ey,....,EnF), u; € LIGj;E;), j = 1,...,n e
t € L(F;H). Existem m € N, <p§ € Eleb € F,i=1..mej=1,..n, tais que
para x, € By, ..., x, € By,

m

Ay, mn) = D @h(wn) - ()b
=1

Dados y; € Gy, ...,Yn € Gy,
(tvo(ulﬂ"'7un))(y17'-'7yn) - t(A(ul(yl) (yn)))

=1 < @4 (ur (1)) @Z(un(yn))bi)

= Z gol o u1 (90; © Un)(yn)t<bi)'
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Como goé- ou; € G etb) € H i = 1,....m e j = 1,...,n, conclufmos que
toAo(uy,...,u,) € Ly(Gy,...,Gy:H). Logo L é um multi-ideal e usando a Observacao
4.17 temos que (Ly, || - ||) é um multi-ideal normado. Obviamente £ é o menor multi-ideal.

Antes de dar o préximo exemplo, vejamos que o fecho de um multi-ideal é um multi-ideal

fechado:

Lema 4.20 Sejam Ey,...,E, ¢ F espagos de Banach e M wm multi-ideal.  Definindo
M(Ey, ..., Ey; F) = M(Ey, ..., E,; F), temos que M € um multi-ideal fechado.

Demonstracao: Basta provar que M é um multi-ideal:

1) Por hipétese M ¢ um multi-ideal, logo M(E, ..., E,; F) é um subespago vetorial de
L(Ey,...,Ey; F), e portanto M(Ey, ..., E;; F) = M(Ey, ..., E,; F) é também um subespago
vetorial de L(Ey, ..., E,; F'). Mais ainda,
Li(Ey,...,E;F)CM(Ey,...,E;F) CM(Ey, ..., B F) =t M(Ey,...,E,; F).
2) Propriedade de ideal: sejam A € M(E,...,E;F), u; € L(G;;E;), j = 1,....,n e
t € L(F; H). Existe uma sequéncia (4;) C M(Ey, ..., E,; F) tal que A; — A. Considerando
a sequéncia (toA;o(uy,...,u,)) € M(Gy,...,Gn; H), para todos vetores 1 € Gy, ..., 2, € G,
(A s 1), ) — A (1), )
= [1t((A; — A)(wr(z1), - - - un(zn)))]]
< tH[(A; = A)(uazr), - - ual@n)) ]
< [ltHA; = Al flua (@)l - - - flun ()]

< N 145 — Al el Y )l
Tomando o supremo sobre todos os vetores x; € Bg;,j =1,...,n,
0<|ltod;o(uy,...,un) —to Ao (uy,...,un)|| < |Itf [luall---[lunll [[4; — All.
Como A; — A, segue que ||A; — A|| — 0, e portanto
0< lim [toA;o(u...,un) —toAo (u,...,un)ll < [t uall - flunll im [|4; — A =0,
provando que [[t o Aj o (uq,...,u,) —to Ao (u,...,u,)|| — 0, ou seja,
toA;o(uy,...,u,) —toAo (uy,..., uy).
Como (t o Ajo (ur,...,u,)) € M(Gy,...,Gp; H), isso implica que t o Ao (uy,...,u,) €
M(Gy,...,G,; H). O

Exemplo 4.21 Ideal das aplica¢oes multilineares aproximaveis (ou multi-ideal das aplicagdes
aproximaveis).

Sejam Ei, ..., E, e F espacos de Banach. Dizemos que uma aplicagao A € L(FE1, ..., E,; F)
é aprozimdvel se existe uma sequeéncia (A4;) C L¢(Ey,. .., E,; F) tal que A; — A. Denotaremos
por La(F1, ..., E,; F) o espago de todas as aplicagoes n-lineares aproximaveis de Ey X - -+ X E,
em F. Assim, La(E1, ..., B F) = Lp(Er, ..., E F).

Pelo Lema 4.20 segue que £, é um multi-ideal fechado, uma vez que pelo Exemplo 4.19
temos que £y ¢ um multi-ideal.

Seja M um multi-ideal fechado. Dados Ei,..., E, e F espacos de Banach, sabemos que
Li(Ey,...,Ey F) C M(Ey,...,E,; F), o que implica

La(Er,....EyF):=Ly(Ey,...,E; F)CM(Ey,...,Ey F)=M(Ey,...,E,; F).

Portanto £4 C M, isto é, L4 é o menor multi-ideal fechado. Em particular, (La, || - ||) ¢ um
multi-ideal de Banach.

Mais exemplos serao vistos na proxima secao.
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4.3 Multi-ideais de composicao

Nesta secao apresentaremos um procedimento para gerar multi-ideais a partir de ideais de
operadores lineares. Nosso interesse nesse procedimento é o papel central desempenhado pela
norma projetiva.

Definicao 4.22 Seja 7 um ideal de operadores. Uma aplicacao n-linear continua A €
L(Ey,...,Ey; F) pertence a Z o L, neste caso escrevemos A € Zo L(Ey, ..., E,; F), se existem
um espaco de Banach G, uma aplicacao n-linear continua B € L(E}, ..., E,; G) e um operador
linear v € Z(G; F') tais que A =wuo B.

Observagao 4.23 Dada a forma A € L(F,..., E,;K), considere sua lineariza¢ao dada pelo
Teorema 3.17, Ap: F1®y - ®,FE, — K onde Ap(z1 ® --- ® x,) = A(x1,...,2,). Como
A= Apoo, e Ap pertence a Z por ser um operador de posto finito, A € Zo L(F, ..., E,;K).
Em outras palavras, as formas multilineares continuas pertencem a Z o L.

Proposicao 4.24 Se Z ¢é um ideal de operadores, entao I o L é um multi-ideal.

Demonstracao: Sejamn € Ne Fy,..., E, e F espacos de Banach.

1) Mostremos que ZoL(Ey, ..., Ey: F) é um subespaco vetorial de £(Ey, . .., E,;: F). E claro que
0€ZoLl(Ey,...,E,; F). Sejam Ay, Ay € To L(E),. .., E,; F). Existem espagos de Banach G4
e Gy, aplicagoes By € L(Ey, ..., E,;Gy) e By € L(Fy, ..., E,;Gy) e operadores u; € Z(Gq; F) e
us € Z(Go; F) tais que A; = uq o By e Ay = uy o By. Defina as seguintes aplicagoes:

B:Eyx---xFE, — G xG,

(x1,...,xn) +— Blxy,...,z,) = (Bi(x1,...,2), Ba(x1,...,2,)) €

u: G1 X G2 — F
(y1,92) —  u(yr,y2) = ui(y1) + ualy2).

Provemos que B é uma aplicacao n-linear continua. Por um lado, dados z;,x; € E; com
1=1,...,ne X €K tem-se

B(xy, ..., \x;+a,,...,x,) = (By(xy,...,\vi+a,...,2,), Bo(xy, ..., v + 2, .. xy))
(ABi(z1, .., @iy oy ) + Bi(xy, .o 2 xy),
ABo (21, @iy ooy ) + Bo(xy, .. 2k o))
= )\(Bl<$1,...,$i,...737”)732(.1’17...7561',...,I‘n))
H(By(@1y .y @y, Bay, o2t )
= AB(x1,..., T ..., ) + By, ..., 2%, .., xy).
Por outro lado, dados z; € Ey,...,x, € E,, considerando a norma do méaximo no produto
cartesiano,

HB<371? s 73:71)” = H(Bl<x1a R axn)aBQ(mla s axn))H
= max{||Bi(z1,...,x.)|, ||B2(x1, ..., 2)|}
B+ Bl - - llwnll

Logo B € L(Ey, ..., E,; G X Gy). Afirmamos que u € Z(Gy X Go; F'). Com efeito, considerando
as projecoes

IA

m: Gy x Gy — Gy
(yhyz) — m(y1,y2)=y1 €
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me: Gy X G9 — (G
(y1,y2) = 7T2(y17yz):yza

para todos y; € G e ys € G,

u(yr, y2) = wi(yr) +ua(y2) = ui(mi(yr, y2)) + uz(m2(y1, y2))
= (w1 om)(y1,v2) + (u2 0 m2)(y1,¥2) = (ur 0 71 + ug 0 M) (Y1, ¥2),

provando que u = ujom;ugomy. Como m € L(G1XGay;Gy),me € L(G1XGo;Ge),uy € I(G1; F)
e uy € I(Gq; F), segue da propriedade de ideal que u; om € Z(Gy X Go9; F) e ug o my €
Z(G1 x Go; F'). Como Z(Gy x Gy; F') é subespago vetorial, segue que u € Z(Gy x Go; F'). Além
disso, dados =1 € Ey,...,x, € Ey,

(wo B)(x1,...,x,) = u(B(x1,...,2,))
= u(Bi(xy,...,x,), Ba(z1,...,7,))
= w(Bi(z1,...,2,)) + us(Ba(xy, ..., z,))
= Ai(z1,...,xn) + As(21, ..., 2p)
= (A1 + Ay) (1, .., 20).

Assim, A; + Ay = w o B com G; X Gy espago de Banach, u € Z(G; x Gy F) e
B € L(Ey,...,E,;G1 x G3). Conclui-se que A1 + Ay € T o L(Ey,...,E,; F). Sejam A €
TZoL(FEy,...,E,; F)e X € K. Existem um espago de Banach G, uma aplicagao n-linear continua
B € L(Fy,...,E,;G)eumoperador u € Z(G; F) tais que A = uoB. Isso implica AA = (Au)oB
com B € L(Ey,...,E,;G)eAu € Z(G; F), uma vez que Z(G; F) é um subespaco vetorial. Por-
tanto AMA € Z o L(Ey,...,E,; F) e consequentemente Z o L(Ey,...,E,; F) é um subespaco
vetorial de L(E4, ..., E,; F) para todos espagos de Banach Fy,..., E, e F.

Provemos que Zo L(Ey, ..., E,; F) contém as aplicagoes n-lineares continuas de tipo finito.
Sejam 1 € B, ..., 0, € E! e b € F. Considere a aplicagao A: Ey x --- x E,, — F dada por
A(xy, ... xn) = @1(21) -+ - @n(x,)b. Defina

B:E,x---xE, — FE,
(xlw"axn) = B<x17"-7$n) :Spl(x1>"'90n—l(xn—l)xn~

Ja vimos que o operador ¢, ®b: E, — F dado por (¢, ®b)(y) = p.(y)b pertence a Z(E,; F).
Dados z1 € Ey,...,z, € E,,

((pn®@b)o B)(x1,...,2,) = (pn®@b)(B(z1,...,2,))
= (Pn @) (pr(x1) - o1 (n-1)Tn)
= @i(z1) - o1 (Tn-1)(pn @ b)(7n)
= @1(z1) Pn1(Tn1)Pn(T0)b

= A(zy,...,x,).
Portanto A = (¢, ® b) o B com (¢, ® b) € Z(E,;F) e B € L(Ey,...,E,; E,), ou seja,
AeToL(Ey,...,E,; F). Como toda n-linear continua de tipo finito é uma combinagao linear
de n-lineares continuas dessa forma e como ZoL(FEy, ..., E,; F') é subespago vetorial, concluimos

que L;(Ey,..., By F) CToL(Ey,... Ey;F).

2) Propriedade de ideal: sejam A € T o L(Ey,...,E; F), u; € L(Gj;E;), j =1,...,n, e
t € L(F;H). Queremos mostrar que t o Ao (u1,...,u,) € Z o L(Gy,...,G,; H). Sabemos
que existem um espaco de Banach W, uma aplicagdo B € L(Ey,..., E,;W) e um operador
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ueIZ(W;F) tais que A=wuo B. Comot € L(F;H) eu e Z(W;F), segue da propriedade de
ideal que tou € Z(W; H). Defina C: Gy x --- x G,, — W por

C(zy,.. . xn) = (Bo(uy,...,un)) (@1, .., xn) = Blui(xy),. .., un(xy)).
E claro que C € L(Gy,...,Gp; W). Para todos z; € Gy,...,x, € Gy,

(tou)o C)(w1,...,2,) = t(uw(C(xy,...,x,)))
= t(u(B(ui(z1), ..., un(n))))
= t((uo B)(u (1) o U (T)))
= H(A(ur(21), .- un(zn)))

= (toAo (uy,...,upn))(T1,...,Tn).

Concluimos que to Ao (uy,...,u,) = (tou)oC com (tou) € Z(W;H) e C € L(Gy,...,G,; W),
ou seja, to Ao (uy,...,u,) € Zo L(Gy,...,Gy; H). Portanto Z o £ é um multi-ideal. O

Para verificar que uma aplicacao n-linear continua A pertence ou nao a Z o £, pela definicao
é necessario investigar a existéncia de uma fatoracao da forma A = v o B com u € Z. Como
isso nem sempre ¢ ficil (principalmente para provar que nao existe tal fatoragao), bem vindo
serd um critério que permita verificar se A pertence ou nao a Z o £ diretamente. E exatamente
nesse ponto que o produto tensorial projetivo mostra sua importancia:

Proposicao 4.25 Seja T um ideal de operadores. As afirmagoes sequintes sao equivalentes
para a aplicagdo n-linear continua A € L(Ey, ..., Ey; F):

(a) AcZoL(Ey,...,Ey F).

(b) AL € Z(E\®y -+ @, Ey; F), onde Ap, € a linearizagdo de A dada pelo Teorema 3.17.

Demonstracao: (a) = (b) Suponha A € ZoL(Ey,. .., E,; F). Existem um espago de Banach
G, uma aplicacdo B € L(E,...,E,;G) e um operador u € Z(G; F) tais que A = uo B.
Considerando a linearizacao de B, denotada por By, observe que para todos 1 € Ey,...,x, €
En,

(uoBp)(11® - ®x,) = u(lBr(zg®--- @ x,))
= u(B(x1,...,2,))
= Axy,...,x,)
= AL(Q;1®...®$”).

Como (u o Br) e Ay sao lineares, entao (uo Br)(z) = Ar(z) para todo z € E Qg - @ F,.
Sendo (uo Bp) e A, operadores lineares continuos, da unicidade da extensao ao fecho segue que
estes operadores coincidem também em E®, - - - ®,E,, ou seja, A;, = uo Br. Como u pertence
a Z, a propriedade de ideal garante que Ay € T(E1®y - - - @By F).

(b) = (a) Seja o,: By x-+-XE,, — E\®;---®,F, a aplicacio n-linear continua dada por
On(T1,...,1) = 21 @ -+ @ T,. Temos que Ay € I(E1@y -+ @,F,; F) por hipdtese e que
A = Ap, o0, pelo Teorema 3.17. Isso nos permite concluir que A € Zo L(Ey,...,E,; F). O

Decorre da Proposigao 4.25 que para verificar se uma aplicagao n-linear continua A pertence
ou nao a Z o L basta checarmos a fatoracao A = Ay, o g, pois se A;, nao pertence a Z necessa-
riamente A nao pertencerd a Z o L, e consequentemente nao perderemos tempo investigando a
existéncia de outra fatoragao.

Corolario 4.26 Se Z é um ideal fechado, entao Z o L € multi-ideal fechado.
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Demonstracao: Pela Proposicao 4.24 basta mostrar que Z o £ é fechado. Sejam n € N e
E,, ..., E, e F espacos de Banach. Considere ainda uma sequéncia (A4;) C ZoL(Ey,..., E,; F)
tal que A; — A € L(E,..., Ey; F). Consideremos as linearizagoes (A4;); de A; dadas pelo
Teorema 3.17 e recordemos que ||B|| = ||BL|| para toda aplicacdo B € L(Ey,...,E; F), e
também que a correspondéncia B «— By é um isomorfismo isométrico entre os espacgos de
Banach L(Ey,...,Ey; F) e L(E1®y - - - @, E,; F). De tudo isso,

(A7) = Arll = [(A; = A)rll = [14; = Al

logo

lim (4,); — Al = Jim |14, — A =0
Concluimos que (A;);, — Ar. Como (A;) C T o L(E,...,E,; F), segue da Proposigao 4.25
que ((4;)1) C I(E\®y - - @, E,; F). Por hipétese, Z é um ideal fechado, e como (4;);, — Az,
com ((A4;)r) C I(B\ @y @By F), tem-se A € T(E1®y -+ ®,F,; F). Novamente pela
Proposigao 4.25, A € Zo L(Fy, ..., E,; F), e portanto Z o £ é um multi-ideal fechado. a

Se Z é um ideal fechado, pelo Corolario 4.26 temos que Z o £ é um multi-ideal fechado,
e consequentemente Z o £ é um multi-ideal de Banach relativamente a norma do sup. Para
ideais arbitrarios, nao necessariamente fechados, procederemos como se segue.

Definicao 4.27 Sejam (Z,|| - ||z) um ideal normado de operadores e F,..., E, e F espagos
de Banach. Dada a aplicagdo A € Z o L(E, ..., E,; F), definimos

|All 7o, = inf{|lullz|| Bl : A=uo B,B € L(EA,...,Ey;G) eueI(G; F)}.

Para provar que || - ||zoz ¢ uma norma em Z o £ precisamos do seguinte resultado, que mais
uma vez mostra como a norma projetiva simplifica o estudo desses multi-ideais:

Lema 4.28 Sejam E,...,E, e F espagos de Banach e (Z,|| - ||z) um ideal normado de ope-
radores. Se A€ Lo L(Ey,...,EyF), entao ||All ., = ||ALll7-

Demonstracao: Dada uma aplicagao n-linear A € Zo L(Ey,. .., E,; F), existem um espago de
Banach G, uma aplicacao B € L(E4, ..., E,;G) e um operador u € Z(G; F) tais que A = uo B.
Na demonstragao da Proposic¢ao 4.25 mostramos que se Ay, e By, sao as linearizagoes de A e B,
respectivamente, entdo A, = uo By € I(E\®y - - @, E,; F). Dai,

[ALllz = llwo Brlly < llullz Bl = llullz 1Bl

Tomando o infimo sobre todas as fatoracoes de A obtemos ||AL||; < [|A]l;, - Por outro lado,
pelo Teorema 3.17 temos que A = Ay oo,. Como A € T o L(Ey, ..., E,; F), pela Proposi¢ao
4.25 temos que Ay, € Z(E\®y - -+ @, Fy; F). Sabendo que ||o,| =1,

[Allzoe < 1ALl [lon]l = ALz -
Assim, ||A|l., = ||ALll; para toda aplicagdo A € Z o L(Ex, ..., Ey; F). O
Proposicao 4.29 Se (Z,| - ||z) € um ideal normado de operadores, entio (Zo L, ||+ ||zoz) € um

multi-ideal normado.

Demonstracao: Como Z ¢ um ideal, temos pela Proposicao 4.24 que Z o £ é um multi-
ideal. Provemos que Z o £ é um multi-ideal normado relativamente a || - ||zoz. E claro que
para toda aplicacdo A € T o L(E4,...,Ey; F) temos que ||All;,, > 0. Suponha que A €
ToL(Ey,...,E,; F) é tal que ||A|z,, = 0. Nesse caso, dado ¢ > 0 existem um espago de
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Banach G,B € L(E,,...,E,;G) eu € Z(G; F) tais que A=uoBe0 < ||lu|;||B]| <e. Daie
da Proposi¢ao 4.4,
0 < [[All = flue Bll < [lull B < [[ullz |B]l <e.

Como 0 < ||A|| < ¢ para todo € > 0, segue que ||A| = 0, o que implica A = 0. E evidente que
se A =0, entao ||A]/;,, = 0.

Dados A € To L(Ey,...,E,; F) e A € K, podemos tomar um espago de Banach G, uma
aplicacdo B € L(E,...,E,;G) e um operador u € Z(G; F) tais que A = u o B. Portanto
A = (Au) o B, com \u € Z(G; F) e B € L(E,..., E,;G). Disso,

A lzo < [Aullz 1Bl = [AH iz [1B]]-

Tomando o infimo sobre todas as fatoragdes de A segue que [|[AA||;,, < |A||Al|z,, - Por outro
lado, dados A € T o L(Fy,...,Ey;; F) e A € K| ja sabemos que NA € T o L(Fy,...,E,; F).
Entao existem um espago de Banach W, uma aplicacao C' € L(Ey, ..., E,; W) e um operador
v € Z(W; F) tais que MA = v o C. Supondo que A # 0 (o caso A = 0 é trivial) segue que

A= (%v) o C e entao

1
l4lre < 30 11,
A

ou seja,
AN Al zoz < Nl 1€

Tomando o infimo sobre todas as fatoragoes de AA obtemos |A| [|A|7,, < [|AA]|. - Concluimos
que [ Al = [ [ Allzoc

Sejam Ay, Ay € T o L(E,...,E,; F). J& sabemos que A; + Ay € Z o L(Fy,...,E,; F).
Pelo Lema 4.28 e usando mais uma vez que a correspondéncia A «—— Ay é um isomorfismo
isométrico entre L(Ey, ..., E,; F) e L(B\®y -+ @, E,; F), segue que

A1+ Aslzo, = [[(A1+ A2)rll;
(A1) + (A2)llz

< (A)Llz + (1(A2)Lll £
= [ Aullzog + [ A2l 7o -

Provemos que a forma A": K" — K dada por A™(Ai,...,\,) = A1--- A, é tal que
|A™|;,, = 1. Da Observacao 4.23 sabemos que A" € Z o L("K;K). Como A" = Ix o A",
onde Iy € I(K; K),

A"l z0p < [Hxllz [A™]] = 1.
Por outro lado, dada uma fatoragdo A" = uo B, onde G é um espago de Banach, B € L("K; G)
eu € Z(G; K),
1=[|A"] = [luo B|| < [lu]l [|B]| < [lullz | B]l-
Tomando o infimo sobre todas as representacoes de A" segue que 1 < [|A"|| ;.. Concluimos
que [[A"| 7., = 1.

Sejam A € To L(Ey,...,E; F), uj € L(Gj;E;) para j = 1,...,n, et € L(F;H). Ja
mostramos que to Ao (uy,...,u,) € Zo L(Gy,...,G,; H) (demonstracao da Proposicao 4.24).
Para todos 1 € Gy,...,z, € G,

(toAo (up,...,up))p(r1 @ ®xy) = (toAo(ug,...,uy))(x1,...,2,)
= t(A(ur(z1), ..., un(zy)))
= (AL (ur(21) @ - @ un(2n)))
= HAL((u1 ®r -+ Qp Up) (11 ® -+ - @ y,)))
= (toApo(u; @y @ up)) (21 @+ @ 1,).
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Como (to Ao (uy,...,u,))p etoApo(uy @y - R uy,) sao lineares,
(toAo(uy,...,uy))r(z) = (toAp o (ug @y -+ @ up))(2)

para todo z € G| ®; -+ ®, G,. Além da linearidade, sabemos que (t o A o (uy,...,u,))L €
toApo(u ®y - Q@ uy,) sdo operadores continuos, logo da unicidade da extensao ao fecho
temos que estes operadores coincidem também em G1®; - - - ®.G,. Disso e do Lema 4.28 segue
que

[toAo (ur,...,un)|lzor, = |(FoAo(ur,...,un))cll7
= |toApo (U ®x - On un)HI
< [ [ALl [[ur @z - -+ @ ]
£l Al zog uall - - [Junll

o que completa a demonstracao de que (Z o L, || - ||zoz) é um multi-ideal normado. O

Proposicao 4.30 Sejam FEi,...,E, e F espagos de Banach. Entao (Z o L(E4,...,E,; F),
| - Izoz) € isomorfo isometricamente a (Z(E1@y -+ @-En; F), || - ||I2).

Demonstragao: Considere o isomorfismo

v L(Ey,..., By F) — E(El®ﬂ---®ﬂEn;F)
B — (B =B

dado pelo Teorema 3.17. Defina 7 := ¥|70z(g,,... 5, r)- Dada a aplicacdo A € ZoL(Ey, ..., Ey; F),
vimos pela Proposicao 4.25 que Ay, € Z(E\®y - - - @, E,; F). Portanto

T = ¢‘Io£(E1,...,En;F) :Zo £(E1; RUNY % F) - Z(E1®7r s ®7rEn; F)
A — 71(A)=AL

Usando novamente a Proposicao 4.25 concluimos que 7 é sobrejetor. Como 7 ¢é restrigao de

¥, segue que 7 é linear e injetor. Munindo Z o L(E,..., E,; F) com a norma || - ||zoc €

I(F1®y - R.F,; F) comanorma |-||z, o Lema 4.28 garante que 7 é¢ um isomorfismo isométrico.
) Y

O

Mais uma vez o produto tensorial projetivo simplifica a obtencao de informagoes sobre os
multi-ideais de composicao:

Corolario 4.31 Se (Z,|-||z) € um ideal de Banach, entio (ZoL,|| - ||zoc) € um multi-ideal de
Banach.

Demonstragao: Pela Proposicao 4.30 sabemos que (Z o L(E1, ..., Ey; F), || - ||zoz) € isomorfo
isometricamente a (Z(E1®y -+ ®@xEn; F), || - ||z). Por hipétese (Z(E1®x - @B F), || - |I7) é
um espago de Banach, portanto cada componente (Zo L(E, ..., E,; F), |- ||zoc) é também um
espaco de Banach. Logo Z o £ é um multi-ideal de Banach. a

Proposicao 4.32 Sejam E, ..., E, e F espacos de Banach. Se

(a) Z é um ideal de operadores com a norma do sup e A €L o L(Ey,...,Ey; F),
ou

(b) (Z,] - |lz) € um ideal normado e A € L(Ey, ..., E,;K),

entio || Al = Al
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Demonstracao: (a) Considere a norma do sup no ideal de operadores Z. Do Lema 4.28
concluimos que

[Allzoe = I1ALllz = [[ALll = IA]
para toda aplicagdo A € ZTo L(E, ..., E,; F).

(b) Para toda forma n-linear A € L(Ey,...,E,;K) da Observagdo 4.23 temos que
A € ZToL(E,...,E;K). Do Lema 4.28 temos que ||A| ., = ||ALll; e da Proposicao 4.4
que ||Azl| < ||AL]|;. Por outro lado,

[ALllz = ll1x 0 Arlly < [Hkllz ALl = 1AL,

e assim

1Al zoe = 1ALllz = l[ALll = | All

4.4 Il,0oL

Na secao anterior estudamos propriedades gerais do multi-ideal de composicao Z o £ para um
ideal de operadores Z arbitrario. Nesta secao estudaremos o caso particular em que Z = II,, o
ideal dos operadores absolutamente p-somantes estudado no Exemplo 4.11.

O objetivo é mostrar que para o multi-ideal de composicao II,, 0 £ vale um resultado analogo
ao Teorema fraco de Dvoretzky-Rogers (Teorema 4.13). Para tanto precisaremos da seguinte
propriedade dos multi-ideais de composigao:

Lema 4.33 Sejam 7,7, e Iy ideais de operadores, n € N e E FEy,... . FE, e F espacos de
Banach. Se TyoL(Ey, ..., Ey F) C IyoL(En, ..., Ey F), entio I (Ej; F) C Iy(Ej; F) para todo
Jj =1,...,n. Em particular, se T o L(E,...,E;F) = L(E1,...,E; F), entao Z(E;; F) =
L(E;; F) para todo j =1,...,n.

Demonstracao: Sejaj € {1,...,n} e tome u € Z,(Ej;; F). Para i # j, escolhamos 0 # a; € E;.
Pelo Teorema de Hahn-Banach existem funcionais lineares ¢; € FE! tais que ¢;(a;) = 1,
1=1,...,n,i# 7. Defina A: £} x --- x E, — F por

Az, mn) = o1(@1) - j-1(@j-1) 01 (Tja1) - - onl(@n)u(z)).
E claro que A € L(Ey,...,Ey; F). Considere C': By X -+ x E, — E; dada por

C(rr, - wn) = w1(1) - 051(T-1) 0501 (Tj51) - - PnlT0) 75

e observe que C' € L(Ey, ..., E,; E;). Afirmamos que A = uo C. De fato, para todos z; € E;,
7=1,...,n,

(uo C)(x1,...,xn) = u(C(xy,...,2,))
= u(p(z1) -+ pjm1(@j—1) @1 (Tj1) - - onl@n)z))
= oi(®1) i1 (@) @i (Tia) - on(n)u(;)
= A(zy,...,z,).

Entao A € 7y o L(FEY, ..., E,; F), e da hipdtese concluimos que A € Zy o L(FEy,...,E,; F).
Existem entdo um espago de Banach G, uma aplicacdo B € L(F,..., E,;G) e um operador
v € Io(G; F) tais que A = v o B. Defina a aplicacdo B(ay,...,a;-1,",0j+1,...,0,): E; — G
por

B(ay,...,aj-1,aj41,...,0,)(z) = Blay,...,a;_1,%,aj11,...,0).
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E claro que B(ai,...,a;-1,, ajt1,...,0,) € L(E};G). Para todo z € E;,

u(z) = ei(ar) - pj-1(aj-1)pjr1(ap) - - - pnlan)u(z)

= Alar,...,0j-1,%,a541,...,0,)
= (voB)(a,...,aj-1,%,0j41,...,0p)
= v(B(ai,...,0j-1,%,aj41,...,0,))
= v(B(ay,...,a;_1,, 611, ..., a0,)(T))
(voB(ay,...,a4j-1,Qjt1,...,0,))(T).
Portanto w = v o B(ay,...,aj-1,+,441,...,a,). Pela propriedade de ideal concluimos que

Suponha que Z o L(E, ..., E,; F) = L(Ey, ..., E,; F). Como

LoL(By,...,EpF)=L(E, ..., EyF)CToL(B,... E;F),
do que acabamos de provar segue que Z(E;; F)) = L(E;; F) para todo j = 1,...,n. O

Teorema 4.34 (Teorema tipo Dvoretzky-Rogers) Seja 1 < p < co. As afirmagoes sequintes
sao equivalentes para todo espaco de Banach E:

(a) II,0 L("E; E) = L("E; E) para todo n € N.

(b) I, 0 L("E; E) = L("E; E) para algum n € N.

(c) E tem dimensdo finita.

Demonstragao: A implicagao (a) = (b) é bvia.

(b) = (c) Por hipétese I, o L("E; E) = L("E; E) para algum n € N. Usando o Lema 4.33
temos que II,(E; E) = L(E; E). Em particular, Iy € L(E; E) = I, (E; E). Pelo Teorema 4.13
segue que F tem dimensao finita.

(c) = (a) Por defini¢ao tem-se I, 0 L("E; E) C L("E; E) para todo n € N. Basta mostrar que
L(ME;E) CIl,o L("E; E). Seja A € L("E; E) e considere o operador identidade [g: E — E.
O espaco F tem dimensao finita por hipotese, logo

dim Ip(F) = dim F < oo.

Concluimos que [r é um operador linear continuo de posto finito, e portanto I € II,(E; E).
A fatoragao A = Iy o A garante que A € I, 0 L("E; E). O
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