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RESUMO

A presente monografia foi fruto de uma pesquisa de iniciacao cientifica realizada no am-
bito do Programa de Educacao Tutorial, a qual teve como objetivo propor novas nog¢oes
de homotopias baseadas no conceito de continuidade generalizada introduzido por Vieira
em [4]. O estudo da continuidade generalizada de fungoes, por sua vez, é uma evolugao
das ideias de limites generalizados de fungoes introduzidas por Vieira e Braz em [1]. Esta
monografia constitui-se como um texto académico com os seguintes propoésitos: ser uma
opcao bibliografica complementar para alguns contetidos matematicos basicos relacionados
a area de Topologia; ser uma opc¢ao bibliografica em lingua portuguesa para divulgacao de
alguns resultados cientificos especializados sobre continuidade generalizada; e contribuir
com resultados originais sobre homotopias e fungoes com continuidade generalizada obti-
dos pelo autor da monografia em parceria com os mateméaticos Vieira e Braz supracitados.
O titulo do trabalho é denominado Homotopias definidas por continuidade generalizada,
pois os conceitos aqui introduzidos estao vinculados a fungoes que possuem continuidade
no sentido generalizado. Além disso, o trabalho traz algumas consideragoes adicionais e
alguns resultados originais a respeito de continuidade generalizada, visando auxiliar no
desenvolvimento do arcabougo técnico necessério ao entendimento e a consisténcia das

nocoes propostas de homotopias generalizadas.
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Introducao

Em [I] os autores Braz e Vieira introduziram o conceito limite generalizado de uma
fungao com respeito a outra fun¢ao. Uma das motivagoes para a introdugao do conceito
de limite generalizado de uma fungao com respeito a outra funcao é que uma Integral
de Riemann de uma fun¢do f em um intervalo [a, b] fica definida apropriadamente como
um limite generalizado da func¢ao soma de Riemann de f com respeito a fungao norma
da partigdo de [a,b]. Além disso, o conceito de limite generalizado de fato generaliza
o conceito de limite usual de uma funcgao, pois um limite usual de uma funcao f com
dominio X é nada mais do que um limite generalizado da fun¢ao f com respeito a funcao
identidade definida sobre X. Uma questao que surge ap6s a introducao do conceito de
limite generalizado é se este conceito induz a algum tipo de continuidade, da mesma forma
que a continuidade cléssica pode ser caracterizada por meio de limites usuais de fungoes.
A partir deste questionamento, Vieira introduziu em [4] o conceito de continuidade gene-
ralizada.

Ao analisar o conceito de continuidade generalizada, o autor da presente monografia e
seu orientador perguntaram se faria sentido falar sobre homotopias em sentido generali-
zado relacionadas a continuidade generalizada, ou seja, faria sentido definir algum tipo de
homotopia para a qual as fungoes candidatas a serem homotépicas tenham continuidade
generalizada e a propria fungao homotopia possua alguma continuidade generalizada apro-
priada? Apds pensar nessa problematica, se conseguiu introduzir nogoes de homotopias
generalizadas, porém conforme foi se desenvolvendo a pesquisa se percebeu a necessidade

de mostrar resultados adicionais a respeito de continuidade generalizada, sobretudo para



viabilizar a adequada formulagao de defini¢oes sobre homotopias generalizadas e viabilizar
as demostracoes de propriedades esperadas relacionadas a tais definigoes.

Considerado o breve contexto historico inicialmente mencionado ao longo do presente
trabalho pretende-se apresentar alguns resultados adicionais a respeito de continuidade
generalizada, muito destes similares a resultados conhecidos no contexto de continuidade
usual, e como objetivo central pretende-se introduzir definicoes de homotopias generali-

zadas. e mostrar propriedades e resultados associados a tais defini¢oes.

Objetivo

O objetivo central deste trabalho é propor defini¢bes apropriadas de homotopias ge-
neralizadas. Além disso, como objetivos secundéarios, serao apresentadas consideragoes
adicionais sobre continuidade generalizada e apresentar de forma resumida e acessivel

conceitos basicos de Topologia para alunos de graduagao.

Estrutura dos Toépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1 (Nogoes basicas de topologia) serdo apresentados definigoes e resul-
tados sobre Topologia considerados pré-requisitos para a compreensao de objetos
e resultados abordados nos capitulos posteriores. Leitores ja familiarizados com
Topologia podem, caso desejem, dispensar a leitura de tal capitulo ou podem utiliza-
lo como um espécie de material de consulta rapida para ajudar a dirimir davidas

conceituais que eventualmente surjam nos outros capitulos desta monografia.

e No capitulo 2 (Continuidade generalizada) serao apresentadas a definigdo de con-
tinuidade usual, algumas caracterizagoes e propriedades. Apés continuidade usual,
serd introduzido o conceito de continuidade generalizada contendo exemplos e proposicoes.
E para finalizar este capitulo serao feitas algumas consideragoes adicionais sobre al-

guns resultados originais envolvendo continuidade generalizada.

e No capitulo 3 (Homotopia generalizada) sera primeiramente contextualizado o com-

portamento das homotopias usuais e propriedades deste conceito. No restante deste



capitulo serao apresentadas definicoes de homotopias relacionadas a continuidade,

bem como exemplos, restrigdes, proposicoes e teoremas associados a tais definigoes.



CAPITULO 1

Nocoes basicas de topologia

Nesse capitulo abordaremos conceitos introdutoérios da Topologia Geral, com o intuito de
auxiliar o entendimento e desenvolvimento de resultados abordados nos outros capitulos

desta monografia.

1.1 Espacos topolégicos

Definicao 1.1. Seja M um conjunto nao vazio. Dizemos que uma fungao d: M x M — R

¢ uma métrica em M se, e somente se, satisfaz as sequintes condicoes:
(a) d(z,y) >0, para todo z,y € M;

(b) d(x,y) =0 € equivalente a x = y;

(c) d(z,y) = d(y,z), para todo x,y € M;

(d) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), para todo x,y,z € M.

Definigao 1.2. Dados um conjunto M nao-vazio e uma métrica d em M, o par (M,d) é

denominado espago métrico.

Exemplo 1.3. Dado um conjunto M, a func¢do d: M x M — R dada por

0, sex=y
d(x,y) = 1.1
(@) {LSMH (11)
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CAP.1 ¢ NOCOES BASICAS DE TOPOLOGIA

€ uma métrica em M, a qual denominamos de métrica zero-um em M ou métrica discreta
em M.

Exemplo 1.4. A func¢ao di: R" x R" — R dada por
di(z,y) = [v1 —yi| + ...+ [0 — Y| = 22|z — uil (1.2)
i=1

€ uma métrica em R", a qual denominamos métrica da soma em R"”.

Definigao 1.5. Sejam (M, d) um espago métrico, a € M e r um nimero real positivo. O
conjunto

B(a;r)={x e M : d(z,a) <r} (1.3)

€ denominado bola aberta de centro a e raio r em M com respeito a métrica d.

Definicao 1.6. Sejam M um espago métrico, U C M e a € U. Dizemos que a € um
ponto interior de U com respeito a métrica de M se, e somente se, existe r > 0 tal que
Bea;r) C U.

Sejam M um espago métrico e U C M. Denotamos o conjunto de todos os pontos
interiores de U (com respeito a métrica de M) por int(U).

Da definicao, tem-se que todo ponto interior a U também pertence a U, ou seja,
int(U) CU.

Definigao 1.7. Sejam (M, d) um espago métrico e U C M. Um conjunto U € aberto em

M (com respeito a métrica d) se, e somente se, U = int(U).

Definigao 1.8. Sejam X wum conjunto e T C P(X). Dizemos que a colegao T € uma

topologia em X se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

(@) DeT eXeT;

(b) SeneNely,...U, €T, entaoUyN..NU, €T;

(¢) Se I é um conjunto qualquer de indices e U; € T, para todo i € I, entao ingi eT.

Defini¢ao 1.9. Dados um conjunto X e uma topologia T em X, dizemos que o par (X,T)

€ um espago topologico.



SECAO 1.1 ¢ ESPACOS TOPOLOGICOS 6

Neste trabalho quando estivermos trabalhando com mais de um espaco topologico, os
espagos topologicos serao denotados por (X, TX), (Y, TY), (Z, T#) assim sucessivamente,
as topologias serdo denotadas por 7X, 7Y e TZ para fazer mencao ao espaco que estao

associadas.

Exemplo 1.10. Seja X um conjunto qualquer. A cole¢ao P(X) € uma topologia em X
denominada topologia discreta. Um conjunto munido com a topologia discreta é demnomi-

nado espacgo topologico discreto.

Exemplo 1.11. Seja X wum conjunto qualquer. A colecao T = {0, X} € uma topolo-
gia em X denominada topologia trivial. Um conjunto munido com a topologia trivial é

denominado espaco topologico trivial.

Exemplo 1.12. Seja (M, d) um espago métrico. Os conjuntos abertos de (M, d) induzem
uma topologia Tq em M dada por

To={U € P(M) : U € aberto em M} . (1.4)

A topologia Ty dada em ¢ denominada topologia induzida pela métrica d ou topologia

proveniente da métrica d.

Exemplo 1.13. Seja X = {a,b} tal que a # b. A colecao T = {0,{b}, X} é uma
topologia em X denominada topologia de Sierpinski. O conjunto X = {a,b} munido com

a topologia de Sierpinski € denominado espago de Sierpinski.
Dado um espago topoldgico (X, 7T) e um subconjunto A de X. A cole¢ao dada por
Ta={UeT: ACU} (1.5)

denotara os abertos do espago topologico (X, 7T) que contém o subconjunto A. No caso

em que A = {a} a colegdo T, seré denotada simplesmente por 7,. Ja a cole¢ao
Ta={UeT:UCcCA} (1.6)

denotaréa os abertos do espago topologico (X,7) contidos no subconjunto A. Podemos
equipar A com a topologia
TUW={UNA: UeT}. (1.7)

O par (A, T é chamado subespaco topoldgico de (X, T) e a topologia T4 é chamada
de topologia induzida por T.
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Definigao 1.14. Sejam S e T topologias equipando um conjunto X. A topologia S é

mais fraca (mais grossa ou menor) do que o topologia T se, e somente se, S C T .

Note que para qualquer topologia 7 equipando um conjunto X tem-se
{0, X} T CPX), (1.8)

ou seja, qualquer topologia 7 é mais forte que a topologia trivial e mais fraca que a

topologia discreta.

Definicao 1.15. Seja (X,T) um espago topoldgico. Dizemos que U é um aberto com

respeito a T se, e somente se, U € T .

Sendo X um conjunto e FF C X. O conjunto X — F' é o complementar de F' com

respeito a X e ¢ denotado por FC.

Definicao 1.16. Seja (X,T) um espago topoldgico. Um subconjunto F' de X é fechado

em X com respeito a topologia T se, e somente se, FleT.

Dado um espago topologico (X, T), denotamos a colegao de todos subconjuntos fecha-

dos de X com respeito a topologia 7 por F7. Ou seja
FT ={Fe P(X): F* e T}. (1.9)
Ja a préxima colegao, sao todos os fechados que contém um subconjunto A C X.
Fi={FeP(X): (X-F)eTeACF}, (1.10)

Proposicao 1.17. Sejam (X, T) um espago topoldgico e F” a colegdo de fechados em X

com respeito a T. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

i) DeFT eXecFT.

(ii) Se I é um conjunto qualquer de indices e F; € F7, para todo i € I, entdo iQIFi € F7T.
(iii) Sen €N eUy,...,U, € FT, entio UyU...UU, € FT.

Demonstragao. A demonstracao segue da definicao de topologia e das leis de Morgan

E n B n
que sao (ﬂE) = UFL, (UFJ) = ﬂFJC O
j=1 j=1

1€l el
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Definigao 1.18. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. O conjunto,

A= N F, (1.11)

FeF}

€ denominado a aderéncia ou o fecho de A com respeito a topologia T .

Em outras palavras, a Defini¢ao diz que o fecho de um subconjunto A de um
espago topologico X é a intersecao de todos fechados em X (com respeito a topologia de
X) que contém A.

Equivalentemente, o fecho de um subconjunto A de um espago topolégico X é o menor
fechado em X (com respeito a topologia de X) que contém A.

Da defnicdo acima temos que A C A.

Proposicao 1.19. Seja (X,T) um espago topoldgico e A, B C X. Se B é fechado em X
com respeito a topologia T e A C B, entdo A C B.

Demonstracao. Como B é fechadoem X e A C B, entao B € F4. Logo, pela Definicao

1.18/ tem-se que A = ( (| F) C B. Portanto, A C B. O
FeF}

Proposigao 1.20. Sejam (X,T) um espago topologico e A C X. Tem-se que A € Fr se,

e somente se, A = A.

Demonstragdo. Temos que A C A, pela definicio de fecho. Por outro lado, tomando
U=AeV = A, temos que V é fechado em X por hipotese e U C V. Assim, segue da
Proposicao que U C V, ou seja, A C A. Portanto, A = A. O

Definigao 1.21. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A C X. Dizemos que um ponto
a € A ¢é ponto interior de A com respeito a topologia T se, e somente se, existe U € T

tal quea € U e U C A.

Denotamos por int(A) o conjunto dos pontos interiores de um subconjunto A de um

espago topologico X.

Proposicao 1.22. Se (X, T) € um espago topoldgico e A C X, entdo o conjunto int(A)

¢ aberto em X com respeito a topologia T, isto €, int(A) € T.

Demonstragcao. Decorre da definicao de ponto interior de A, com respeito a topologia
T, que para cada x € int(A), existe U, € T tal que z € U, C A. Considere a uniao

destes abertos U,, isto ¢, |J U,.
z€int(A)
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Sejay € |J U,. Segue que y € U,,, para algum zy € int(A). Visto que U,, € T e

x€int(A)
U,, C A, segue por defini¢ao que y ¢ um ponto interior de A com respeito a 7T, isto &,
y € int(A). Logo, |J U, Cint(A). A inclusdo int(A) C |J U, é clara. O

z€int(A) z€int(A)
Definigao 1.23. Sejam (X,T) um espago topoldgico e A C X. O conjunto

A= U, (1.12)

UETA
€ denominado o interior de A com respeito a topologia T.

Em outras palavras, a Defini¢ao diz que o interior de um subconjunto A de um
espago topologico X é a unido de todos abertos em X (com respeito a topologia de X)
que estao contidos em A.

Equivalentemente, o interior de um subconjunto A de um espaco topologico X é o
maior aberto em X (com respeito a topologia de X)) que esté contido em A.

Da definicao acima temos que A° C A.
Proposicao 1.24. Se (X,T) é um espago topologico e A C X, entio A° = int(A).

Demonstrag¢do. Dado x € A° = |J U, tem-se que x € Uy, para algum U € T4. Desta
UeTa -

forma, temos que Uy € T e x € Uy C A, o que implica por definicao que = é ponto interior
de A, ou seja, = € int(A). Logo, A° C int(A).

Por outro lado, dado = € int(A), segue que existe Uy € T tal que a € Uy C A. Assim,
UpeTaexelyC( U U)=A° Logo, int(A) C A°.

UeTa

Portanto, A° = int(A). O

Proposicao 1.25. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A, B C X. Se B € aberto em X
com respeito a topologia T e B C A, entao B C A°.

Demonstragao. Como B é aberto em X e B C A, entao B € T4. Logo, pela Definicao

1.23/ tem-se que B C ( |J U) = A°. Portanto, B C A°. O
UGT/é

Proposicao 1.26. Sejam (X, T) um espago topoldgico e A, B C X. As sequintes afir-

macoes sao verdadeiras:

(i) (A = A°.
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(i) A=A4.

Demonstragao. (i) Como A° C A segue que (A°)° C A°. Por outro lado, tomando
U=A°eV = A° temos que U é aberto em X e U C V. Assim, segue da Proposicao
que U C V°, ou seja, A° C (A°)°. Portanto, (A°)° = A°.

(ii) Como A C A segue que A C A. Por outro lado, tomando U = A e V = A, temos
que V é fechado em X e U C V. Assim, segue da Proposicao m que U C V, ou seja,
A C A. Portanto, A = A. O

1.2 Vizinhancas, bases e sub-bases topolbgicas

Definigao 1.27. Sejam (X,T) um espago topoldgico naio vazio, x € X eU C X. O

conjunto U € uma vizinhanca de x com respeito a topologia T se, e somente se, x € U°.

Dado (X, 7) um espago topoldgico nao vazio, a colegao (ou familia) de todas as vizi-
nhancas de € X com respeito a topologia 7 é denotada por V! e ¢ denominada por V]
por sistema de vizinhanga do ponto z € X com respeito a topologia 7. Ja a cole¢ao ou

familia.

V=Vl ze X} (1.13)

é denominada sistema de vizinhangas do espago topologico (X, T).
Nas situacoes em que a topologia de um conjunto Z esteja denotada na forma 77, o
sistema de vizinhancas de um ponto a com respeito a 7% ao invés de ser denotado por

V7 serd denotado simplesmente por VZ a fim de simplificar as notagoes.

Proposigao 1.28. Sejam (X,T) um espago topoldgico nao vazio. Para cada x € X, a

colegio VI das vizinhancas de x tem as sequintes propriedades:

(i) SeU € V], entaoxz € U.

x

(ii) Se U,V € V]

x

entio UNV € VI,

(iii) Dado U € VI

x

existe V. € VI tal que U € V;r, para todo y € V.

(iv) SeUeV!I eUCV CX, entioV € V.
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Demonstracao. (i) Dado U € V7, temos que z € U°. Como U° C U, segue que x € U.
Portanto, x € U, para todo U € V.

(ii) Dados U,V € V7, temos que x € U° e v € V°, 0 que implica que x € U°NV°. Como
Uenve=(UnNV)°, segue que x € (UNV)° e portanto temos que U NV € VI.

(iii) Seja U € V7. Como U € V7 segue que x € U°. Tome V = U° e seja y € V. Como
U° = (U°)°, entdo x € V = V° donde segue que V € V7. Além disso, como y € V = U°
resulta que U € VJ. Portanto, dado U € V7, existe V € VT tal que U € VyT, para todo
yeV.

(iv) Sejam U € V] e U ¢ V € X. Como U € V]

x )

segue que z € U°. Como U C V,
segue que U° C V°. Logo, temos que x € V° e portanto temos que V € V7. O

Proposicao 1.29. Sejam (X, T) um espago topoldgico nao vazio e U C X. Tem-se que
U €T se esomente se, U € VI para todo x € U.

Demonstragcao. Suponha que U € T. Assim, U = U°. Dado x € U, entao x € U°, o
que implica que U € V. Portanto, U € V7, para todo = € U.

Reciprocamente, suponha que U € V7| para todo x € U. Segue que dado z € U, entdo
x € U°. Logo, U C U°. Como U° C U, entao U = U°. Portanto, U € T. ]

Definigao 1.30. Sejam (X, T) um espaco topoldgico naio vazio, v+ € X e B, C VI. A
familia B, € uma base de vizinhancas de x com respeito a topologia T se, e somente se,

dado U € VT, existe W € B, tal que W C U.

x

Quando um espaco topolégico Z estiver munido com uma topologia 77 o sistema de
base de vizinhancas de um ponto a, que é denotado por BZ'Z, serd denotado de forma
simplificada BZ

A seguir apresentaremos exemplos de familia de subconjuntos de um espaco topolégico

que sao de bases de vizinhancas para pontos deste espaco.

Exemplo 1.31. Sejam (X, T) um espago topoldgico, x € X e B, um familia de subcon-
juntos de X dada por
B, ={UeVI:UecT}.

Entao B, € uma base de vizinhanga com respeito a topologia T .
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Exemplo 1.32. Sejam (M, d) um espago métrico, x € M e B, um familia de subconjuntos
de M dada por
B, ={B(x;r) : r > 0}. (1.14)

Entao B, € uma base com respeito a topologia Ty em M induzida pela métrica d.

Proposicao 1.33. Sejam (X, T) um espago topoldgico nao vazio e B, uma base de vizi-

nhancas de x, para cada v € X. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:

(i) x € U, para todo U € B,.
(ii) Dados U,V € B, existe W € B, tal que W CUNYV.

(iii) Dado U € B,, existe V € B, tal que V. C U e para cada y € V existe W, € B, tal
que W, C U.

Demonstracdo. (i) Como B, C V7| segue pelo item (i) da Proposicao que x € U,
para todo U € B,.

(ii) Como B, C VI e por hipotese temos que U,V € B,, entdao U,V € V7. Dai, pelo item
(ii) da Proposigao resulta que U NV € VI e como B, ¢ uma base de vizinhancas de
x com respeito a topologia T segue por definicao que existe W € B, tal que W Cc UNV.

(iii) Dado U € B,, como B, C V] segue que U € V] . Dai, pelo item (iii) da Proposicao
m existe V' € VI tal que U € V;r, para todo y € V’'. Sendo B, é uma base de
vizinhangas de x com respeito a topologia 7, segue por definigdo que existe V € B, tal
que V C V'. Logo, existe V € B, tal que U € VJ, para todo y € V. Assim, se U € VZ;T,
para todo y € V, resulta do item (i) da Proposi¢ao [1.28]que y € U, para todo y € V, o
que implica que V' C U. Além disso, para cada y € V temos que U € V;r e sendo B, base
de vizinhancas de y, resulta da definicao de base de vizinhancas que para cada y € V
existe W, € B, tal que W, C U. Portanto, dado U € B,, existe V € B, tal que V. C U e
para cada y € V existe W, € B, tal que W, C U. ]

Proposicao 1.34. Sejam (X,7T) um espago topoldgico nao vazio e B, uma base de vizi-
nhancas de x, para cada v € X. Tem-se que U € T se, e somente se, para cada v € U

existe V,, € B, tal que V, C U.

Demonstracgdo. Sejam U € T e x € U. Note que U € VI pois x € U = U°. Como B,
¢ uma base de vizinhanga de x, segue por definicio que para U € V], existe V, € B, tal

que V, C U. Portanto, para cada = € U existe V, € B, tal que V, C U.
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Reciprocamente, seja U C X satisfazendo que para cada x € U existe V, € B, tal que
V, C U. Sendo B, base de vizinhanca de z, segue que B, C VJ, para todo x € U. Assim,
decorre do item (i) da Proposic¢ao que z € V,, para todo x € U. Como V, € VI,

para todo x € U, entdo = € (V,)°, para todo = € U. Assim, para cada z € U tem-se que
(Vo) eT exe (V) CV,CU, donde resulta que U = |J (V,)° e portanto U € T. [

zelU

Definigao 1.35. Seja (X, T) um espago topoldgico. Uma subfamilia B de T € uma base
para a topologia T se, e somente se, dado U € T, existe algum C C B tal que

v=_Jwv (1.15)
vec
Exemplo 1.36. Os intervalos (a,b), com a < b em R, formam uma base para a topologia

usual em R.

Exemplo 1.37. Se (M,d) é um espago métrico, entao as bolas abertas B(a;r), com

a € M er >0, formam uma base para a topologia induzida Tg em M.

Proposicao 1.38. Seja (X, T) um espago topoldgico. Uma familia B € uma base para a
topologia T se, e somente se, dados U € T ex € U, existe V € B tal quex € V eV CU.

Demonstra¢ao. Dado U € T com U # (). Por hipotese B é uma base para a topologia

T, entdao U = |J V para algum C C B. Portanto se z € U existe V€ C tal que x € V e
vecC
tem-se que V C U.

Reciprocamente, seja B uma colecao de subconjuntos de X satisfazendo que para cada
UeTexelU,existe Ve Btalquex € VeV CU. Entao para cada z¢o € U também

existe V., € B tal que zy € V,, e V,, C U. Portanto U = |J V,, para algum C C B.
Vg €C

Como U é qualquer aberto de T segue que B é uma base topologica para T . O

Proposicao 1.39. Seja (X,7T) um espago topoldgico. Se B é uma base para a topologia

T, entdo para cada v € X, tem-se que a familia
B,={VeB:zeV} (1.16)
€ uma base de vizinhanga de x com respeito a topologia T .

Demonstracdo. Seja v € X e U € V! uma vizinhanca do ponto #. Como U € VI

segue por definicao que x € U°. Sendo B uma base para a topologia T e U° € T decorre
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da Proposicao que existe B € V tal que x € V e V C U°. Logo, dado U € V7,
existe V' € B, tal que V C U. Portanto, B, ¢ uma base de vizinhanca de x com respeito
aT. O

Proposicao 1.40. Sejam (X, T) um espago topoldgico e B uma base para a topologia T .
As sequintes afirmacao sao verdadeiras.
i) X=y V.
veB

(ii) Dados x € X e U,V € B tais que x € UNYV, existe W € B tal que x € W e
wcunV.

Demonstragao. (i) Como X € T e B é uma base para a topologia 7T segue por defini¢ao
que existe C C Btalque X = [JV C |J V. Como V C X, para todo V € B, entao

vVeC vVeB
X=UV.
vVeB

(ii) Sejam x € X e U,V € B tais que x € U N V. Segue da Proposi¢ao que a
familia B, = {V € B : x € V} é uma base de vizinhancas de = com respeito a 7. Sendo
B, ={V € B : x € V} uma base de vizinhangas de x com respeito a T e U,V € B,, segue
pelo item (ii) Proposicao que existe W € B, tal que W C U NV. Portanto, dados
reXelUVeBtaisquer e UNV,existe W eBtalquex e WeW CcUNV. n

Proposicao 1.41. Sejam X um conjunto nao vazio e C uma familia de subconjuntos de

X com as sequintes propriedades:

() Xx=U V.
veC

(ii) Dados x € X e U,V € C tais que x € UNYV, existe W € C tal que x € W e
wWcunV.
A colecao de subconjuntos de X dada por
C)y={UePX): : U= U V', para algum D C C}, (1.17)
VeD

€ uma topologia em X denominada topologia gerada por C e, mais ainda, C € uma base

para a topologia (C).
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Demonstra¢ao. Temos que ) C C, logo ) = |J V e consequentemente ) € 7. Além
Ved
disso, segue da propriedade i) da familia C que X = |J V', o que implica que X € T.
vec

Sejam U; € T, com i € I. Pela defini¢cao da familia 7, temos que cada U; = |J V, com

VeD;
D; C C. Entao

Uu-U(Uv]- U v

iel iel \VeD; veU D;
i€l

e como (U DZ-) C C segue que <U UZ-) cT.
i€l iel

Agora, considere U; € T e Uy € T. Pela definicao da familia 7, temos que cada
U1: U VGUQI U V, com Dl,Dl C C. Entao
VeD, VeD,

UnU,=JV,
VeD
onde D ={V € B : V C ViNV,, para algum V] € D; e para algum V5, € Dy}. De
fato, se x € Uy NU,y, entao x € Vj para algum Vi € Dy e x € V, para algum 1V, € Dy,
consequentemente x € Vi N V,, para algum Vi, € Dy e para algum V5, € D;. Dali, pela
propriedade ii) da familia C, tem-se que existe W € C tal que x € W e W C V3 N V4,

o que implica que x € |J V. Por outro lado se z € |J V, entdao z € W, para algum
VED VeD
W € D. Assim, z € Vi N Vs, para algum V; € Dy e para algum V, € Dy, o que

implica que x € |J V ex € |J V, donde resulta que x € U; N U,. Portanto,
VEDoo VeDe

Ulﬂng(U V) eT.
VeD
Por fim, segue imediatamente da definicao da familia 7 que C é uma base para 7. [

Uma familia C de subconjuntos de X satisfazendo as propriedades descritas na hipotese

da Proposicao é denominada uma base geradora para topologia em X.

Proposicao 1.42. Sejam (X,T) um espago topoldgico e B e C bases geradoras para

topologias em X . As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se BC T, entao (B) C T.
(ii) Se B € base topoldgica para T, entao T = (B).

(iii) Se B C C, entao (B) C (C).
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Demonstragao. (i) seja U € (B), entao U = |J V, para algum D C B como B C T
VeD

segue que |J V €T, ouseja, UeT.
VeD

(ii) se U € (B) tem-se do item (i) que U € T. Agora se U € T, entdo como B é base

topologica para T segue que U = |J V para algum D C B, logo U € (B).
VeD

(iii) Como C C (C), entao B C C C (C), entao do item (i) tem-se que (B) C (C). O

Definigao 1.43. Seja (X,T) um espago topoldgico. Uma sub-familia R de T € uma
sub-base para a topologia T se, e somente se, dado U € T, existe algum indexador A e

existem Cy C R finitos, para todo A € A, tais que

U:U<ﬂ V) ' (1.18)

AEA \VeCy

Em outras palavras, a Defini¢ao diz que R é uma sub-base para topologia T
se, e somente se, dado um aberto U € T, ele se escreve como uma uniao qualquer de

interseccoes finitas de membros de R.

Proposigao 1.44. Sejam X um conjunto nao vazio e S uma familia de subconjuntos de
X tal que X = |J V. A colegao de subconjuntos de X dada por

ves
[S]={U e P(X) : U=(Vi, com cada V; € S}, (1.19)
i=1
€ uma base geradora para wma topologia em X denominada base topologica gerada por S
e a colegcao
(S)={UePX):U= ]V, para algum D C [5]}, (1.20)
VeD

€ uma topologia em X, denominada topologia gerada por S e, mais ainda, S é uma sub-

base para a topologia (S)).

Demonstragdo. Para provar que [S] é uma base topologica usaremos a Proposi¢ao m

Primeiro verificamos que X = |J V. Observe que se que V € S, entdo V € [S], pois
Vels]
basta tomar a interse¢ao unitaria, e com isso conclui-se que X = (J V.C | V. Jaa
ves Ve[s]
inclusao |J V C X também ¢ valida, logo X = | V.
vels) Ve[S
Para verificar o item (ii) da Proposigao sejax € X e Up,Uy € [S] com Uy =

Vin.nVi,elUy,=V/Nn.NV,. Sex € (UinNly) =(Vin..nV,)n(V,n..NV,),
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entdo tomando W = U; N U, tem-se que W € [S], pois ainda é uma interse¢ao finita de
elementos de S e x € W C Uy N Us. Portanto [S] é uma base topologica.
Segue imediamente da Proposicao que (S) é uma topologia, e que [S] é uma base
para a topologia (S).
O]

A familia § de subconjuntos de X tal que X = |J V ¢é denominada sub-base geradora
Ves
para topologia em X. Em outras palavras, a topologia gerada pela sub-base geradora S

para topologia em X ¢é definida como a colegdo (S) formada por todas as unides de
intersecoes finitas de elementos de S.

Uma importante observacao da Proposicao é que dado um U € S, sendo S uma
sub-base geradora para topologia em X, entdo U € (S)), pois basta tomar a intersegao
unitaria de U e fazer a uniao unitaria dessa interse¢ao unitaria. Em outras palavras, todo

elemento da sub-base ¢ aberto na topologia gerada por essa sub-base, isto ¢, S C (S).
Exemplo 1.45. Toda base de uma topologia é em particular uma sub-base.

Exemplo 1.46. {(a,a + 1) : a € R} € uma sub-base da topologia euclidiana em R, mas

nao € uma base.

Proposicao 1.47. Sejam (X, T) um espago topoldgico e S e R sub-bases geradoras para

topologias em X. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) SeS C T, entao (S) C T.
(ii) Se S C R, entao (S) C (R).

Demonstragao. (i) Seja U € (S)), entdo U ¢ uma uniao de intersegdes finitas de el-
ementos de S, como cada elemento elemento de S pertence a T, segue que uma uniao

de intersegoes finitas de elementos de S estda em 7T, pois T é topologia, isto é, U € T.
Portanto (S) C T.

(ii) Como R C (R)), entao S C R C (R}, e do item i), segue que (S) C (R). O
Definigao 1.48. Um espago topologico (X, T) denomina-se espago de Hausdorff ou espago

separado se, e somente se, para cada par de pontos distintos x,y € X, existem abertos
UV taisquex €U, yeV eUNV # 0.



SECAO 1.3 ¢« CONEXIDADE E COMPACIDADE 18

Exemplo 1.49. Todo espago métrico é de Hausdorff. Como (M,d) é espago métrico e
a # b seque d(a,b) > 0.
d(a,b) d(a,b)

Tome r = es=

4
Suponha que exista x € By(a;r) N Ba(b; s).
Assim, d(z,a) < r e d(z,b) < s e usando as condigoes de desigualdade triangular e
simetria da métrica de M, tem-se que

d(a,b)
2 7

d(a,b) < d(a,z)+d(z,b) <r+s=

o que resulta em um absurdo.
Portanto Bys(a;r) N By (b s) = 0.

Exemplo 1.50. O espago topologico de Sierpinski nao é Hausdorff, pois nao existe um

aberto V- em torno de {a} tal que {b} ndo pertence a esse aberto.

Proposicao 1.51. Se (X, T) € um espago topoldgico de Hausdorff, entdo todo subsespago
de X € Hausdorff, ou seja, todo subsespaco de Hausdorff ¢ Hausdorff.

Demonstragao. Sejam S C X um espago topoldgico munido com a topologia induzida
de 7. Sejam z,y € S, com = # y. Como X ¢é Hausdorff, existem abertos U e V em X
taisquer e U,yeVeUNV =0. TomeU' =SNUeV'=5NV. Temos que U' e V'
sao abertosem S,z € U, ye V' e

UnNnvV=SnU)n(SNV)=SnUnV)=Sn0=10.

Portanto, S é um espaco de Hausdorff. n

1.3 Conexidade e Compacidade

Definigao 1.52. Um espaco topoldgico (X, T) € dito desconexo se, e somente se, existem
A,B €T tais que A e B sao nao vazios, disjuntos e X = AU B. Caso contrdrio, (X,T)

€ dito conexo.

Definigao 1.53. Seja (X,T) um espago topoldgico. Um subconjunto Y de X néao vazio
¢ dito ser desconexo com respeito a topologia T se, e somente se, (X, ’T'Y) € um espaco

topoldgico desconexo. Caso contrdrio, Y € conexo com respeito a T .
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Exemplo 1.54. Seja (X,T) um espago topoldgico discreto com dois ou mais elementos.
Tem-se que X € desconexo. De fato, como X tem dois ou mais elementos, tome A como o
conjunto unitdario formado por um dos elementos, dai claramente A e AL sdo ndo Vazi0s,
disjuntos, X = AU A e A e AC sio abertos visto que ambos sio membros de P(X) e
T =P(X).

Exemplo 1.55. Um subconjunto da reta é conexo se, e somente se, é um intervalo.[Ver
[7] pdg 96/

Proposicao 1.56. Seja (X,7T) espago topologico. Tem-se que (X,T) é conezo se, e

somente se, X e () sao os uinicos subconjuntos de X simultaneamente abertos e fechados.

Demonstracao. Suponha que A subconjunto de X tal que A # ) e A # X aberto e
fechado. Tome B = AP claro que B # ) ¢ B # X e também B ¢ aberto e fechado, segue
que A e B sao abertos disjuntos nao vazios e X = AU A€, o que é um absurdo pois por
hipétese X é conexo.

Por outro lado, suponha que X é desconexo, ou seja, X = AU B com A e B abertos,
disjuntos e nao vazios. Note que A, B # X pois sao disjuntos e nao vazios. Temos que
B = A% logo B ¢ fechado, portanto B é aberto e fechado com B # ) e B # X, o que

contraria a hipotese. O

No restante desta se¢do o intervalo [0, 1] sera denotado por I e estara munido com a

topologia induzida pela topologia usual de R, a qual é denotada aqui por 7.

Definigao 1.57. Um espago topoldgico (X,T) € dito conexo por caminhos se, e somente
se, dados a,b € X existir uma funcao continua f: (I,T') — (X, T) tal que f(0) = a e
1) =b.

Caso a funcao f acima exista, serd denominada um caminho entre a e b.

Definigao 1.58. Seja (X,T) um espago topoldgico. Um subconjunto Y de X ndo vazio
¢ dito conexo por caminhos com respeito a topologia T se, e somente se, (X, T'Y) € um

espago topologico conexo por caminhos.

Exemplo 1.59. R" munido com a topologia usual denotada por TX ¢é conexo por ca-
minhos. De fato, dados a,b € R", seja f: (I, T') — (R", T®") dada por f(t) = (1—t)a+tb

¢ um caminho de a até b.
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Proposicao 1.60. Seja (X, T) um espago topoldgico. Se (X,T) é conexo por caminhos,

entao (X,T) € conexo.

Demonstragao. Suponha que (X, 7T) é desconexo, entao existem A, B € T, disjuntos e
nao vazios tais que X = AUB. Sejama € A, b€ Be f: (I,T') — (X,7T) um caminho
entre a e b. Note que [ = f~1(A)U f~1(B) = f~(X). Como f continua, entao f~(A)
e f~1(B) sao abertos em I, disjuntos e nao vazios, concluindo que I é desconexo, o que ¢

um absurdo. Portanto (X,7) é conexo. O
Considerando f: (I, T') — (X,T) um caminho entre a e b e g: (I,T?) — (X,T) um
caminho entre b e ¢, entdao a fungao (f * g): (I,T') — (X, T) dada por

1
2 1.21
| (1.21)

(F #g)(t) = { o, e
g 2

(2t — 1), se
é um caminho entre a e ¢ denominado concatenacao entre f e g. Adicionalmente, a fungao
F
f: (I, TH — (X, T) dada por

%

F(t) = f(1-1) (1.22)

¢ um caminho entre b e a denominado caminho reverso de f.

Proposigao 1.61. Sejam (X, T) um espago topoldgico e p € X um ponto. Se cada x € X

liga-se por um caminho a p, entdo (X,T) é conexo por caminhos.

Demonstracao. Sejam x,y € X. Por hipotese, existe um caminho f: (I, 77) — (X, T)
ligando = a p e existe um caminho g: (I,77) — (X, T) ligando y a p. A concatenagio

f ? ¢ um caminho ligando = a y. Portanto, (X, 7*) é conexo por caminhos. O

Seja X um conjunto. Uma colegao C é denominada uma cobertura do conjunto X se,

xclyu

Uma colecao D é denominada uma subcobertura de uma cobertura C' de X se D C C e

e somente se,

D for uma cobertura de X.

Definigao 1.62. Sejam (X,T) um espago topolégico e K um subconjunto de X. Uma
colecdo € denominada uma cobertura aberta do conjunto K em relacio a T~ se C for uma
cobertura de K e C C T.
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Definigcao 1.63. Sejam (X,T) um espago topoldgico e K um subconjunto de X. O
conjunto K é denominado compacto com respeito a T se, e somente se, toda cobertura
aberta de K possui subcobertura finita. Se X for compacto, entao dizemos que X € um

espago topologico compacto.

Em outras palavras, um subconjunto K de um espago topolégico (X, 7) é denominado
compacto se, e somente se, para toda cobertura aberta C de K em relacao a 7T, existe um

subconjunto finito F de C, de modo que

Kc|JU

Exemplo 1.64. Seja X um conjunto finito. Entao um subconjunto K de X é compacto
com respeito a qualquer topologia munindo X. Ora, como X € finito, entdo todas as
coberturas de K sao finitas, em particular as coberturas abertas, ou seja, cada cobertura
aberta de K admite subcobertura aberta de X finita. Em particular o conjunto vazio é
compacto, pois qualquer cobertura aberta para o conjunto vazio admite uma sub-cobertura

unitdria, jd que o vazio estd contido em qualquer conjunto.

Proposicao 1.65. Seja (X,T) um espago de Hausdorff. Todo subconjunto compacto K

em X com respeito a T € fechado em X com respeito a T .

Demonstragdo. Provaremos que K¢ e T'. Seja x € X — K. Pela definicao de espaco de
Hausdorff, para cada ponto y € K existem A, € 7 contendo x e B, € T contedo y tal que
A, N B, = (). Portanto, obtemos uma cobertura aberta {B,},cx de K da qual podemos
extrair uma subcobertura finita, pois K é compacto; ou seja, K C By U ... U B,,. Seja
A=A,U..UA, . Entao A é um aberto que contem = e nenhum ponto de A pertence
a K,istoé, AC X — K. Logo, K é fechado em X com respeito a T . O

Proposicao 1.66. Seja (X,T) um espago topoldgico. Se X é compacto com respeito a

T, entdo todo subconjunto fechado F de X é compacto com respeito T .

Demonstragao. Seja F' um subconjunto fechado de um espaco topologico compacto X.
Seja {Uy}rer, uma cobertura aberta de F'. A familia dos {U,}, A € L juntamente com o
conjunto U = X — F é cobertura aberta de X. Como X é um espaco topoldgico compacto,
entao existe uma subcobertura finita tal que X C Uy; U ... U Uy, UU. Como nenhum
ponto de F' pode pertencer a U, tem-se F' C Uy; U ... UU),, ou seja Uy, para 1 <1 <n é

subcobertura aberta de F'. Portanto F' é compacto. O]
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Definigao 1.67. Um espago topoldgico (X,T) € dito localmente compacto se, e somente

se, todo ponto x € X possui uma vizinhan¢a compacta com respeito T .

Proposicao 1.68. Seja X um espaco Hausdorff. Entao X € localmente compacto se e
somente se dado x € X, e dada uma vizinhan¢a U de x, existe uma vizinhanca V de x

tal que V' € compacto e V estd contido em U.

Demonstragao. Ver [5], pag. 185. ]

1.4 Topologia produto

Considere {(X;,T") : i € I} uma familia de espagos topologicos é possivel definir uma
topologia no produto cartesiano [[,.; X; a partir das topologias de cada componente X
do produto cartesiano? As proposicoes a seguir nos mostram que é possivel definir uma
base geradora para uma topologia no produto cartesiano de espacos topologicos a partir

das topologias de cada cada componente X;.

Proposigao 1.69. Se {(X;,T%) :i € I} é uma familia nao vazia de espagos topoldgicos
nao vazios, entao a colecao
B={][u; | tieT' Viel} (1.23)
el

¢ uma base geradora para uma topologia no produto cartesiano [[,.; X;.

Demonstragcao. Para verificar que de fato B é uma base geradora para uma topologia,
verifica-se se os itens da Proposicao sao atendidas. A condigao (i) é facil de ser
verificada, pois [[,c; Xi = [[,c; Ui quando U; = X; para todo i € I. Logo,

M- U IIv

iel (Hig[ U;)eB el

J& para a condigao (ii), considera-se dois elementos de B, U = [[,.,; Ui e V = [[..; Vi
tais que U;,V; € T', Vi € I, tem-se que UNV = ([[,c;U;) NI L, Vi) = [Le,; Ui NV
Tomando W = U NV, tem-se que W € B pois U; N'V; € T* para cada i € I e claro que

Wcunv. =

A topologia (B) gerada pela base geradora B dada em (1.23) é denominada topologia

das caizas.
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Proposigao 1.70. Se {(X;,T%) : i € I} é uma familia nio vazia de espagos topoldgicos

nao vazios, entao a cole¢ao

P = {HUZ | U;e T, Viel, eU=X;, Vi I\J, para algum J C I e finito} (1.24)

iel
¢ uma base topologica para uma topologia no produto cartesiano [[,.; X;.

Demonstragao. Para verificar que P é uma base geradora, o procedimento é similar a
demonstragao da Proposicao [1.69 O

A topologia (P) gerada pela base geradora P dada em (1.24) é denominada topologia
produto.
Nos casos em que o produto cartesiano é finito a topologia das caixas e a topologia

produto coincidem, pois
B={[[U: | UieT' coml<i<n}=P.
i=1

A seguir sera enunciada uma versao particular das Proposi¢oes e para o caso em

que n=2, pois neste trabalho os produtos cartesianos usados possuem 2 componentes.

Proposigao 1.71. Sejam (X, TX) e (Y,TY) espagos topoldgicos. A topologia produto

(das caizas) em X XY € a topologia que tem como base uma colegao B dada por
B={UxV:UeT eVeT ) (1.25)

Demonstracao. Bastar fazer as adaptacoes da Proposigao para o caso em que O
produto cartesiano tem 2 fatores.
O]

Ou seja, uma base da topologia produto sao todos os conjuntos da forma U x V', onde
U é um conjunto aberto de X e V' é um conjunto aberto de Y. A topologia (B) gerada
pela base geradora B dada em sera, denotada por 7% @ TY. Mostremos algumas
propriedades desta topologia.

Proposigao 1.72. Sejam C e D bases dos espagos topoldgicos (X, TX) e (Y, TY) respec-
tivamente. Entio B = {BxC:B €, C € D} é uma base topoldgica da topologia
produto.
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Demonstracao. Ver [5], pag. 86. ]

Proposigao 1.73. A colegio S = {n; ' (U) : U é aberto em X}U{n, (V) : V é aberto em
¢ uma sub-base da topologia (T* @ TY).

Demonstracao. Claro que S de fato é uma sub-base, pois
X xY ={n71(X): X 6 aberto em X} U {m,*(Y) : Y é aberto em Y}

logo a uniao dos elementos de S é X x Y. Mostremos agora que a topologia gerada por &
que ¢ denotada por (S)) coincide com a topologia (T* @ TY), ou seja, (S) = (TX¥TY).
Seja A € (S)), entdo A é uma unido de interse¢oes finitas de elementos de S. Como
SC(TX®TY), segue que AC (T*@TY).
Agora seja A € (TX @ TY), entao existe U aberto em X e V aberto em Y tal que
A =U x V. Repare que

UxV=UxV)Nn(XxY).

Assim U x V=1 (U) N7, * (V) que ¢ a intersecdo de dois elementos de S. Como um
aberto de X x Y é uma uniao de abertos bésicos, concluimos que um aberto qualquer de
X x Y pertence a (S)). O

Proposigao 1.74. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. O produto cartesiano

(X xY, TX ®7'Y) € compacto se, e somente se, X eY sao espacos topologicos compactos.

Demonstragao. ver ref [3|, pag. 43. ]

Para os préximos capitulos, vamos considerar todos os produtos cartesianos de espacos

topologicos equipados com a topologia produto.

1.5 Topologia compacto-aberta

Sejam (X, 7%) e (Y, T") espagos topologicos. Nesta monografia F(X,Y) denota o con-
junto de todas as fungoes f: (X, T%X) — (Y, TY). Existem vérias maneiras de equipar
F(X,Y) com uma topologia. Neste trabalho sera apresentada uma das maneiras de se
definir uma topologia em F(X,Y), a qual é a denominada topologia compacto-aberto e
serd apresentada a seguir.

Sejam (X, T%) e (Y, TY) espacos topolégicos. Dados K C X e U C Y, considere (K,U)
o subconjunto de F(X,Y") definido por

(K,U) = {f € F(X,Y): f(K) C U}. (1.26)

Y}



CAP.1 ¢ NOCOES BASICAS DE TOPOLOGIA

25

Considere a familia de subconjuntos de X
K={K e P(X): K compacto com respeito a topologia T~ }. (1.27)
E também a familia de subconjuntos de F(X,Y’) dada por
Seo ={(K,U)eP(FIX,Y): KeKeUecT")}. (1.28)
Proposigao 1.75. A familia S., € uma sub-base geradora para uma topologia em F(X,Y").

Demonstragao. Para verificar que a familia S, forma uma sub-base geradora para uma

topologia em F(X,Y), ou seja, verificar que F(X,Y)= |J (K,U), basta notar que
(K,U)ESco
F(X,Y) = K(0,Y). Claro que K(0,Y) ¢ U (K,U), pois () é compacto em X e
(K,U)€ESco
YeT”. O

Cada elemento (K, U) da familia S, ¢ chamado de um aberto sub-bdsico em F(X,Y).
A topologia (S.,) gerada pela sub-base geradora S, ¢ denominada topologia compacto-
aberta de F(X,Y") e sera denotada por Te,.

Uma observacao importante a se fazer é que de acordo com a definicao de uma sub-
base geradora para uma topologia, todo aberto sub-bésico (K,U) € S, ¢ de fato um
aberto de T, e todo aberto de 7., é uma uniao de uma colecao de intersecoes finitas de
conjuntos sub-béasicos.

Para os proximos capitulos, vamos considerar o subconjunto de F(X,Y") constituido por

funcoes continuas, equipado com a topologia compacto-aberto.



CAPITULO 2

Continuidade generalizada

Algumas propriedades de fungoes serao usadas neste trabalho, muitas delas envolvendo
imagem direta e imagem inversa. Em determinadas proposigoes exigimos injetividade ou

sobrejetividade devido as propriedades que serao apresentadas abaixo.

2.1 Propriedades de funcoes

Proposigao 2.1. Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma funcdo. As sequintes afir-

magées séo verdadeiras:

(i) f(A) =0 se, e somente se, A=10 .

(i) Se Ay C Ay C X, entao f(A1) C f(As).

(i) Se Ay, Ay C X, entiio f(A1 U As) = F(A1) U f(As),
(iv) Se A1, Ay C X, entdo (A1 N A) C f(A1) N f(A).

Demonstracao. (i) Se A # (), entao existe x € A, consequentemente f(z) € f(A) e
portanto f(A) # (). Por outro lado, se f(A) # (), entao existe y € f(A) e existe x € A tal
que f(z) =y, isto &, A # 0.

(ii) Sejay € f(A1). Entao, existe z € A; tal que f(z) =y. Como A; C Ay, entdo x € Ay
e, portanto y = f(z) € f(As). Logo, f(Ay) C f(As).

26
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(iii) Se y € f(A1 U Ay), entdo existe © € A; U Ay tal que f(z) = y. Portanto, x € A
ou z € Ay, que implica y € f(A;) ouy € f(A2), isto é, y € f(A;) U f(A2). Assim,
f(A1 U Ay) C f(A1) U f(As). Por outro lado, como A; C Ay U As, segue do item (ii) que
f(A1) C f(A1 U Ay). De forma similar, f(As) C f(A1 U Ay). Assim, (A1) U f(As) C
f(A; U Ay). Portanto, f(A; U Ag) = f(A1) U f(As).

(iv) Como A; N Ay C Ay, decorre do item (ii) que f(A; N A2) C f(A;). De forma similar,
f(A1 N As) C f(As). Portanto, f(A1NAz) C f(A1) N f(A2). o

Proposicao 2.2. Sejam X e Y conjuntos e seja f: X — Y uma fun¢do. As sequintes

afirmacgoes sao verdadeiras:

(i) Se By C By C Y, entao f~'(By) C f~Y(Ba).

(i) Se By, By C Y, entio f~1(B;UBy) = f~YBy) U f1(By).
(iii) Se By, By C Y, entao f~Y(ByN By) = f~1(By) N f~1(By).

Demonstracao. (i) Seja x € f~1(By). Entao f(z) € By e como By C By, segue que
f(x) € By e consequentemente = € f~1(By). Portanto, f~1(B;) C f~1(Ba).

(ii) Se z € f~1(B; U By), entao f(x) € By U By. Portanto, f(x) € By ou f(z) € B,
que implica z € f~Y(B;) ou z € f~Y(By), isto é, z € f~}(B;) U f~'(By). Portanto,
Y B1UBy) C f~YBy) U f~(By). Por outro lado, como B; C By U By, segue do item
(i) que f~1(By) C f~YBy U By). De forma similar, f~1(By) C f~}(B; U By). Assim,
FHB) U f(By) C f7YB1UBy). Portanto, f~1(ByU By) = f~Y(By) U f1(By).

(iii) Como B; N By C By, segue do item (i) que f~'(B; N By) C f~}(B;). De forma
similar, f~1(B; N By) C f~Y(Bsy). Assim, f~1(B; N By) C f~1(By) N f~1(By). Por outro
lado, se z € f~1(By) N f71(By), entao x € f~*(B;) e x € f~}(By). Portanto, f(z) € By
e f(x) € By, que implica f(x) € B; N By e consequentemente x € f~1(B; N By). Assim,
fHB) N fY(By) C f7YBy N By). Portanto, f~1(By N By) = f~1(By) N f1(By). [

Também é importante destacar os resultados que mesclam a imagem e a imagem de

uma funcao.

Proposicao 2.3. Sejam X eY conjuntos e seja f: X — Y uma funcao. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:

(i) Se AC X, entao A C f71(f(A)).
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(i) Se AC X e f € injetora, entio A = f~1(f(A)).
(iif) fH(f(X)) = X.
(iv) Se B CY, entio f(f~'(B)) C B.
(v) Se BCY e f € sobrejetora, entao f(f~*(B)) = B.
Demonstracao. (i) Seja x € A. Tome y = f(x) € f(A) e note que x € X é tal que
f(x) =y, isto ¢, z € f71(f(A)). Portanto, A C f~1(f(A)).
(ii) Do item (i) tem-se que A C f~1(f(A)). Seja = € f~'(f(A)). Entdo, f(z) € f(A)

e existe a € A tal que f(a) = f(z). Como f é injetora, entdo a = x logo, x = a € A.
Assim, f71(f(A)) C A. Portanto, A = f~1(f(A)).

(iii) Do item (i) tem-se que X C f~'(f(X)). Note que f~'(f(X)) € X. Portanto,
) =X,

(iv) Seja y € f(f~'(B)). Entao existe z € f~1(B) tal que f(z) = y. Se x € f~1(B),
entdao f(x) € B e consequetemente y = f(x) € B. Portanto, f(f~(B)) C B.

(v) Do item (iv) tem-se que f(f~'(B)) € B. Sejay € B. Como f é sobrejetiva,
entdo existe z € X tal que f(z) = y, isso ¢, z € f~Y(B). Se x € f~!(B), entdo
y= f(z) € f(f~Y(B)). Assim, B C f(f~*(B)). Portanto, f(f~!(B)) = B. O

O fato da tese da Proposicao item (ii) ndo ser garantida para quaisquer fungoes,
¢ o fator sensivel que leva posteriormente a se ter duas formas, nem sempre coincidentes,

de se formular nogoes de continuidade generalizada.

Proposigao 2.4. Sejam X e Y conjuntos e seja f: X — Y uma funcao. As sequintes

afirmacgoes sao verdadeiras:
(i) Se AC X e BCY, entio BN f(A) = f(f~Y(B)N A).
(ii) Se B C f(A), entao existe C C A tal que f(C) = B.
(iii) f(A) C B se, e somente se, A C f~1(B).

Demonstracao. (i) Sejay € BNf(A). Entao,y € Bey € f(A), o que implica que existe
reAtalque f(z) =yex e f7YB). Dai,z € f ' (B)NAey= f(z) € f(f1(B)NA).
Assim, BN f(A) C f(f~1(B)NA). Por outro lado, usando o item (iv) da Proposiao[2.1]e
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o item (iv) da Proposicao[2.3] tem-se que f(f~1(B)NA) C f(f~X(B))Nf(A) C BN f(A).
Portanto, BN f(A) = f(f~(B)N A).

(ii) Tome C' = f~!(B) N A. Claramente, C' C A e como B C f(A), segue do item (i) que
f(C)=f(fY(B)nA) = BN f(A) = B. Portanto, existe C' C A tal que f(C) = B.

(iii) Seja © € A. Entao f(x) € f(A) e como f(A) C B, segue que f(x) € B e conse-
quentemente x € f~!(B). Portanto, A C f~'(B). Por outro lado, usando o item (ii) da
Proposicao e o item (iv) da Proposigao com a hipotese A C f~!(B), tem-se que
f(A) C f(f~%(B)) C B. Portanto, f(A) C B. O

2.2 Funcoes com continuidade usual

Nesta secao apresentaremos o conceito de continuidade usual a nivel topolégico e algumas

propriedades das fungoes continuas.

Definigao 2.5. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Uma fungao f: (X, TX) —
(Y, TY) € continua no ponto a € X se, e somente se, para todo V € f’(a), existe U € TX
tal que f(U) C V.

Definigao 2.6. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Uma fungdo f: (X, TX) —
(Y, TY) € continua se, e somente se, f: (X, TX) — (Y, TY) € continua em todo ponto
acX.

A proxima proposicao é uma caracterizagao de continuidade via vizinhancas e bases
de vizinhancas, lembrando que se um espaco topolégico Z munido com uma topologia
T7Z o sistema de vizinhancas de um ponto a, que é denotado por V7 | sera denotado de
forma simplificada por VZ e as bases de vizinhangas do ponto a que sao denotadas por

B7< | serdao denotadas de forma simplificada BZ.

Proposigao 2.7. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espacos topoldgicos, a € X e f: (X, TX) —

(Y, TY) uma fungao. As sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) f € continua no ponto a € X.

(i) para todo V € V}/( existe U € VX tal que f(U) C V.

a)’

(iii) para todo V' € By, existe U € By tal que f(U) C V.
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Demonstragao. (i) = (ii) Seja V € V}/(a). Temos que f(a) € V° e V° € TY. Sendo f
continua, por hipétese, entdo existe U € TX tal que f(U) C V°. Tem-se que U € VX,
pois a € U = U°, uma vez que U € TX. Além disso, f(U) C V° C V. Portanto, dado
V €V}, existe U € V¥ tal que f(U) C V.

(ii) = (iii) Seja V € B}f(a). Logo V € V}V(a), pois B}/(a) C V}/(a). Dai, usando a hipotese
dada pela condigao (ii), existe W € VX tal que f(W) C V. Como BYX ¢ uma base de
vizinhancas de a, segue da defini¢do de base de vizinhangas que existe U € BX tal que
U C W. Temos que f(U) C f(W) C V. Portanto, dado B}f(a), existe U € BX tal que
fU)cV.

(iii) = (i) Seja V € 7?(/11)- Como V € T, entao V = V° e, consequentemente, f(a) € V°.
Logo, V € V}/(a). Como B}/(a) ¢ uma base de vizinhangas de f(a), segue da defini¢ao de
base de vizinhancas que existe Z &€ B}f(a) tal que Z C V. Dai, usando a hipotese dada
pela condigao (iii), existe W € BX tal que f(W) C Z. Mas W € BX C VX, logo a € W°.
Tomando U = W°, segue que U € T.X, e f(U) C f(W) C Z C V. Portanto, dado
Ve 7?(2)7 existe U € TX tal que f(U) C V, ou seja, f é continua em a € X. ]

Proposigao 2.8. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Uma funcgao f: (X, T) —
(Y, TY) é continua se, e somente se, f~1(V) € T*, para todo V€ TY .

Demonstracdo. Seja U € TY. Mostraremos que f~1(U) € T*. Seja x € f~YU).
Entdo f(z) € U, e como U € TY e f é continua por hipétese, existe V € TX tal que
f(V) C U. E observe que
V. fTHAV) C D),

ou seja, x é ponto interior de f~1(U). Como z foi escolhido de forma arbitraria, segue
que todos os pontos de f~1(U) sao interiores, ou seja, int(f~1(U)) = f~1(U), e portanto
f7'(U) € T*. Reciprocamente, seja U € Tp,. Por hipétese f~'(U) € T* e como
f(a) € U entao a € f~1(U). Como f~H(U) € T*, entdo a é ponto interior de f~1(U),
isto ¢, existe V € TX tal que V C f~1(U) e observe que

fV)c f(f () cu.
Como a foi escolhido de forma arbitraria segue que f é continua. m

Proposigao 2.9. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos e S uma sub-base de TY .
Entdao uma fungao f: (X, T%) — (Y, TY) € continua se, e somente se, f~*(U) € T,
para todo U € S.
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Demonstracdo. Se U € S, entao U € TY. Como f é continua por hipotese, segue da
Proposicao que f[~HU) e TX.

my
Reciprocamente, seja U € TY. Como S é uma sub-base de T, segue que U = | (ﬂ S,\Z-) ,

AEA \i=1
onde Sy; € S e my € N, para cada A € A. Observe que

= (g (B) - Ur () - U (o)

AeA \i=1 A€A AeA \i=1

E por hipétese, cada f~1 (Sy;) € T e pela defini¢ao de topologia, segue que | J (ﬁfl (S,\i)) €
AeA \i=1

TX. O

Definigao 2.10. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espacos topoldgicos nao vazios. As fungoes

T (X XY, TXQTY) = (X, TY) ema: (X xY, TXQTY) — (Y, TY) dadas por

m(z,y) =z e m(z,y) =y
sao chamadas de projecoes na primeira e sequnda coordenada, respectivamente.

Proposigao 2.11. Sejam (X, T*) e (Y, TY) espagos topoldgicos nao vazios. As projecoes

T € Ty SA0 continuas.

Demonstragao. Se U € TX, entdo m; ((U) € (T* @ TY), pois 7 "(U) = U x Y com
UcTXeY € TY, oque prova que m; é continua. Agora seja V € TY. Entao
(V) e (TX@TY), poismy (V) =X xVecom X €TXeV eTY, oque prova que 7,

¢ continua. H

Proposigao 2.12. Sejam (X, T~), (Y, TY) e (Z,T?) espacos topoldgicos, f: (X, TX) —
YV, TY)Yeg: (Y, TY) = (Z,T?) funcdes. Se f € continua num ponto a € X e g é continua
no ponto f(a) €Y entdo go f é continua em a € X.

Demonstracao. Seja W € Vgg—ff)(a). Usando a hipotese que g é continua em f(a) e a
Proposicao , segue que existe V € VfT(Z) tal que g(V)) € W. Usando a hipotese de
que f é continua em a e a Proposicao , segue que existe U € VZX tal que f(U) C V.
Assim, dado W € V(fo)(a): existe U € VT tal que (go f)(U) = g(f(U)) c g(V) C W e

usando novamente a Proposi¢ao 2.7} isto implica que g o f é continua em a. O
Corolario 2.13. Sejam (X, TX), (Y,TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos, f: (X, T) —
Y, TY) e g: (Y, TY) — (Z,T?) fungoes. Se f € continua e g € continua entdo go f é

continua.
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Demonstragcao. Segue imediatamente da Proposicao anterior. O]

Sejam (X, 7%) um espago topolégico e A um subconjunto de X. O subespago topolégico
(A, TX |A) onde o conjunto A esta equipado com topologia T~ 4 induzida de X , essa
topologia sera simplificada para 74, ou seja, o subespaco topologico (A, TX |A) sera sim-

plificado para (A4, T4).

Proposigao 2.14. Sejam (X, T*) e (Y, TY) espacos topoldgicos e A um subconjunto de
X. Se f: (X, TX) = (Y,TY) € continua, entio a restricio fla: (A, T4) — (Y, TY) ¢

continua.

Demonstracdo. Seja V € TY. Como f é continua, pela Proposicio segue que
f~YV) € TX. Contudo, (f|la) (V)= AN f1(V) e como f~1(V) € TX, isto implica
que (f]a)"HV) e T4, isto &, (f|a)"1(V) é aberto em A. Portanto, decorre da Proposigao
que fla: (A, TA) — (Y, TY) é continua. O

Proposigao 2.15. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Se X = S; U S,, com
S1, Sy € TX (0u Sy, Sy € Fr), e as restrigoes fls,: (S, T) — (Y, TY) e fls,: (Sa, T52) —
(Y, TY) sdo continuas, entio a funcao f: (X, T~) — (Y, TY) € continua.

Demonstracdo. Suponhamos que Sy, Sy € TX. Seja V € TY. Como flg, é continua,
pela Proposiio 2.8] segue que S; N f~4(V) = (f|s,)"1(V) € T, ou seja, Sy N f1(V) é
um aberto em S;. Da mesma forma, S, N f~1(V) ¢ um aberto em S,. Por definigdo de
abertos em subespagos topologicos, para i =1 e i = 2, tem-se que S; N f~1(V) = S; N U;,
com U; € T. Como X = 57 U.S,, segue que

A = (Sin A VN U(Sen fFHV)) = (SinU) U (SenUy) € T
Portando, dado V € TY, tem-se que f~1(V) € T, isto é, f é continua. ]

Definicao 2.16. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espacos topoldgicos. Uma funcdo f: (X, TX) —
(Y, TY) é um homeomorfismo entre X eY (com respeito a T~ e TY ) se, e somente se, f

¢ continua (com respeito a T~ e TY ), bijetora e sua inversa f~' é continua (com respeito

aTX eTY).

Definigao 2.17. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Uma fungdo f: (X, TX) —
(Y, TY) é denominada aberta se, e somente se, f(U) € T, para todo U € T*.
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2.3 Funcoes com continuidade generalizada

Nesta secao, num primeiro momento apresentaremos o conceito de continuidade genera-

lizada a nivel métrico e posteriormente a nivel topologico.

Definigao 2.18. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos,
f: X —= (Y,dy) en: X — (Z,dy) funcies e a € X. A fungio f é denominada continua
em relacdo a n ou n-continua em a se, e somente se, para cada € > 0, existe um § > 0
tal que

r e X edz(n(x),n(a)) <o implica dy(f(x), f(a)) <e. (2.1)

Nesta monografia um subconjunto aberto de um espago métrico serd mencionado por

meio da expressao "aberto métrico".

Teorema 2.19. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos,
f: X = (Y.dy) en: X — (Z,dyz) fungdes e a € X. A funcao f é n-continua em a se,e
somente se, para cada aberto métrico U em'Y contendo f(a), existe um aberto métrico V

em Z contendo n(a) tal que
fn'(V)) cU. (2.2)

Demonstracao. ver [4], pag. 84. O

Teorema 2.20. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos,
f: X = (Yidy) en: X — (Z,dz) fungoes e a € X. As sequintes afirmagoes sao ver-

dadeiras:

(i) Se f é n-continua em a, entao para cada aberto métrico U em Y contendo f(a),

existe um aberto métrico V- em Z contendo n(a) de modo que

VNn(X) cn(fH(V))).

(ii) Sen € injetora e para cada aberto métrico U em 'Y contendo f(a), existe um aberto

métrico V- em Z contendo n(a) tal que
Vnn(X) cna(fH(U),

entao f € n-continua em a.
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Demonstragao. ver [4], pag. 86. ]

A partir dos teoremas e surge a motivagao para definir continuidade genera-

lizada a nivel topologico, que sera tratada a seguir.

Definigao 2.21. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgicos,
[ X =Y, TY)en: X = (Z,T?) fungoes e a € X. A fungio f é denominada continua
em a com respeito a fun¢ao n ou n-continua em a se, e somente se, para todo U € 7?(/(1),
existir um 'V € 7;2(&) tal que

fn'(V)) CcU. (2.3)

Neste texto F(A, B,7) denota o conjunto de todas as fung¢bes com dominio sendo
um conjunto A e contradominio sendo um espago topolégico (B, T). Fixada uma fungao
n: X — (Z,T#), que a partir de agora sera apenas denominada por continuador, e fixado
um espaco topologico (Y, TY), entdo o conjunto de todas as fungoes de X a (Y, TY) que

sao n-continuas em a € X serd denotado por C,(a, X,Y), isto é,

Co(a, X,Y)={f €F(X,Y,TY): f én -continua em a}. (2.4)

Por outro lado, fixada uma funcdo f: X — (Y, 7Y), que a partir de agora serd denomi-
nada apenas por continuante, e fixado um espaco topologico (Z, T#), pode-se considerar
também o conjunto das fungoes de X em (Z,T%) que tornam f continua em sentido
generalizado no ponto a, ou o conjunto dos continuadores de f em a, o qual é definido da

seguinte forma:
Cla,X,2)={neF(X,Z,T? : feCua, X,Y)} (2.5)

Em outras palavras, indica o conjunto dos continuantes de um continuador n fixado
e indica o conjunto dos continuadores de um continuante f fixado. Deve-se notar que
em ((2.4)) e ((2.5))) as topologias nos contradominios das fungdes sdo omitidas nas notagoes
usadas para se referir aos conjuntos de continuantes e de continuadores supracitados, uma

vez que esta informacao fica subentendida no contexto.

Exemplo 2.22. Sejam X um conjunto naio vazio, (Y, TY) um espago topoldgico e a € X .
Toda funcio f: X — (Y, TY) € f-continua em a. De fato, dado U € 7?(/(1), entao tome
V =U e seque da Proposi¢ao (v) que
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Figura 2.1: Continuidade generalizada |2.21
Fonte: VIEIRA, 2020, p. 87

Portanto, f é f-continua em a, ou seja, f € Cp(a,X,Y) e f € Cl(a,X,Y).

Exemplo 2.23. Sejam (X, T%) e (Y,TY) espacos topoldgicos, f: (X, TX) — (Y, TY)
uma funcao, id: (X, TX) — (X, TYX) a funcio identidade ¢ a € X. Tem-se que [ €
continua em a se, e somente se, f ¢ id-continua em a. De fato, tomando V € TX, note
que f(id (V) = f(V). Logo a condigdo exigida na definigdo e a condigdo

sao equivalentes.

Exemplo 2.24. Sejam R equipado com a topologia usual, a > 0 um nimero real, id: R —
R a fungao de identidade e m: R — R a fun¢io dada por m(x) = |z|. Para cada
subcongunto aberto V- de R contendo m(a) = a, considere V- =V N[0,00) e V™ ={z €
R: —x € VT}. Observe que m™ (V) = VT UV~. Assim, dado o subconjunto aberto
U = (0,00) de R contendo id(a) = a, resulta que para cada subconjunto aberto V de R

contendo m(a) = a € vdlido que
idm (V) =id(VTuUV ) =VTuV™ ¢ (0,00) = U.
Portanto, id nao é m-continua em a, ou seja, id € C,,(a,R,R) e m ¢ C(a, R, R).

Proposigao 2.25. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgi-
cos, f: X = (Y,TY), n: X — (Z,T?) fungoes e a € X. As sequintes afirmacoes sao

verdadeiras:

(i) Se f € uma funcao constante, entio f € C,(a, X,Y).
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(ii) Se n é uma fungao constante e f € C,(a, X,Y), entao f(X) C U, para todo U €
TY
f(a)

Demonstragao. Ver [4], pag. 88. ]

Definigao 2.26. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgicos,
f: X =5 Y, TY), n: X = (Z,T?) fungoes e a € X. A fungdo f é denominada ampla-
mente n-continua em a se, e somente se, para cada U € ’7?(/(1), existe um V € nZ(a) tal

que

Vnn(X) Cnl(f~YD)). (2.6)

O conjunto de todas as fungoes de X em (Y, 7Y ) que sdo amplamente n-continuas em

a é denotado por W,,(a, X,Y), ou seja,
W,(a, X,Y)={f € F(X,Y,T): f éamplamente n-continua em a} .

Fixado o continuante f: X — (Y, TY) e fixado um espago topolégico (Z, T#), pode-se
considerar o conjunto das fungoes de X em (Z,T#) que tornam f amplamente continua
em sentido generalizado no ponto a, ou o conjunto amplo dos continuadores de f em a, o

qual é definido da seguinte forma:

W/(a,X,Z2)={n € F(X,Z,T?) : f€W,(a,X,Y)}.

Figura 2.2: f ser amplamente n-continua em a

Fonte: VIEIRA, 2020, p. 89
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Exemplo 2.27. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) um espago topoldgico e a € X .
Qualquer f: X — (Y, TY) € amplamente f-continua em a. De fato, dado U € 7?(2),
entao tome V = U e seque da proposicao (z) que

VNX)=UnfX)=f(fU)NX)=F(f10U)).
Portanto, f € amplamente f-continua em a, ou seja, f € We(a, X,Y) e f € W/ (a, X,Y).

Exemplo 2.28. Sejam R equipado com a topologia usual, a > 0 um nimero real, id: R —
R a func¢ao identidade e m: R — R a fun¢ao dada por m(z) = |z|. Dado U um subcon-
gunto aberto de R contendo id(a) = a, entao V- =U N (0,00) é um subconjunto aberto de

R contendo m(a) =a eV C m(U). Assim, é vdlido que
VNm(R)=Vn[0,00) =V Cm(U)=m(id " (U)).

Portanto, id é amplamente m-continua em a, ou seja, id € W,,(a, R,R) em € W¥(a, R, R).

Figura 2.3: Figura do exemplo [2.28
Fonte: VIEIRA, 2020, p. 88

Proposigao 2.29. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgi-
cos, f: X = (Y, TY), n: X = (Z,T?) funcoes e a € X. Se n é uma fungdo constante,
entao f € W, (a, X,Y).

Demonstragao. Ver [4], pag. 90. ]
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Definigao 2.30. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgi-
cos, f: X = (Y, TY) en: X — (Z,T?) fungoes e a € X. A funcdo f é denominada
estritamente n-continua em a se n for injetora e para cada U € 7?(/(1), existe V € 7;2((1) de
tal modo que

Vnn(X)cn(f(U)). (2.7)

O conjunto de todas as fungdes de X em (Y, TY) que sao estritamente n-continuas em

a, se n for injetora, é denotado por S, (a, X,Y), ou seja,
Sn(a, X,Y)={f € F(X,Y,TY): f & estritamente n-continua em a} .

Fixado um continuante f: X — (Y, 7Y) e fixado um espaco topologico (Z, T?), pode-se
considerar também o conjunto das funcoes de X em (Z,T%) que tornam f estritamente
continua no sentido generalizado no ponto a, ou o conjunto estrito dos continuadores de

f em a, o qual é definido da seguinte forma:
S a,X,Z2)={ne€F(X,Z,T?): néinjetorae f € W,(a,X,Y)}.

Teorema 2.31. Sejam X um conjunto ndo vazio, (Y,TY) e (Z,T#) espagos topoldgi-
cos, f: X = (Y,TY), n: X — (Z,T?) fungoes e a € X. As sequintes afirmagdes sao

verdadeiras:

(i) Se f € n-continua em a, entdo f € amplamente n-continua em a.

(ii) Se f € estritamente n-continua em a, entao f é n-continua em a.
Demonstracao. Ver [4], pag. 91. ]

Corolério 2.32. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos,
[: X =Y, TY) en: X = (Z,T?) fungoes e a € X. Se f for uma funcio constante,
entio f € Wy(a, X,Y).

Demonstrac¢do. Segue da Proposigao (i) e do Teorema (i). O

Segue do Teorema 2.31|que C,,(a, X, Y) C W, (a, X,Y) e se n é injetora também temos
que S,(a, X,Y) C C,(a, X,Y). Por outro lado, no caso em que n é injetora, por definigdo

tem-se que S, (a, X,Y) = W, (a, X,Y). Em resumo, para cada continuador n tem-se que

Co(a, X,Y) C W,(a, X,Y) (2.8)
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e se n é um continuador injetivo, entao
Sp(a, X,Y) =Cula, X,Y) =W,(a, X,Y).

Isto é, para continuadores injetivos os conceitos de continuidade generalizada e con-
tinuidade amplamente generalizada sao coincidentes.

Também segue do Teorema [2.31] que para qualquer continuante f fixo tem-se que
S/(a,X,7Z) c Cl(a,X,Z) c W/(a,X,2Z). (2.9)

Exemplo 2.33. Jd sabemos que qualquer fungao continua em um ponto a € id-continua
em a e, portanto, do Teorema também é amplamente id-continua em a e, conse-

quentemente, estritamente id-continua em a, jd que id € injetora.

Exemplo 2.34. Considere o conjunto X = {a,b}, com a # b, equipado com a topologia
de Sierpinski S = {0,{a}, X}.Considere também a fungao identidade id: X — (X,S)
dada porid(a) = a e id(b) = b e considere a fun¢ao permutacao p: X — (X, S) dada por
pla) = b e p(b) = a. Observe que Sppy = Sia@@) = Sa = {{a}, X} € Spa) = Siapy = Sp =
{X}. Como U = X ¢€inico em Siqp), tome V = {a} € S,u) €, portanto

id (™ (V) = id (' ({a})) = (b} C X = U.

Portanto, id € p-continua em b e, consequentemente, id ¢ amplamente p-continua em b.

Além disso, tomando U = {a} € Siq(a), entao existem apenas V =X € Sy, e

VNp(X)=X ¢ {b} =p({a}) = p (id ' (V)) .

Portanto, 1d nao é amplamente p-continua em a e, consequentemente, id nao € p-continua

em a. Observe que se p ¢ Wi(a, X, X), entio p ¢ S*(a, X, X), embora p seja injetora.

Agora, vamos apresentar exemplos para os quais as inclusdes dadas em (2.8)) e (2.9)

sao inclusoes proprias.

Exemplo 2.35. Sejam R equipado com a topologia usual, a € Ry, id: R — R a func¢ao
identidade e m: R — R a fun¢do dada por m(z) = |z|. Como visto nos Exemplos|2.28 e
temos que id € amplamente m-continua em a, mas id nao € m-continua em a. Em
resumo, Cpn(a,R,R) & Wy, (a,R,R) e C(a,R,R) & Wi(a,R,R).
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Exemplo 2.36. Sejam R equipado com a topologia usual, a € Ry e m: R — R a fun¢ao
dada por m(x) = |z|. Observe que m é amplamente m-continua em a e m € m-continua

em a, mas m nao € estritamente m-continua em a, porque m nao € injetora. Desse modo,
m ¢ S™(a,R,R), mas m € C™(a,R,R). Portanto, S™(a,R,R) & C™(a,R,R).

Definigao 2.37. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos
ef: X = (Y,TY) en: X = (Z,T?) funcgoes. A funcio f é n-continua (amplamente
n-continua ou estritamente n -continua) se f € n-continua em a (amplamente n-continua

em a ou estritamente n-continua em a, respectivamente), para todo a € X.

O conjunto de todas as funcoes de X a (Y, 7Y) que sdao n-continuas (amplamente n-
continuas ou estritamente n-continuas) é denotado por C,(X,Y) (W, (X,Y) ouS,(X,Y),
respectivamente).

Fixado um continuante f: X — (Y, 7TY) e fixado um espago topologico (Z, T#), pode-

mos considerar os seguintes conjuntos:

C/(X,2)={neF(X,2,T?): feC(X,Y)}=()Cl(aX 2),

aeX

W/(X,2)={neF(X,Z,T?): fEW,(X,Y)}=[)|W/(a,X,2)

aeX

S/(X,Z) ={n e W/(X,Z): néinjetora} = (| 8/(a,X,Z).
acX
Considerando X um conjunto nao vazio, (Y, 7Y) um espaco topologico e n: X —
(Z,T%) uma funcao, entdao TZ ") ¢ a topologia 7Z induzida em n(X), a qual sera

denotada de forma simplificada por 7"(X),

Teorema 2.38. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos
ef: X = (Y, TY) en: X = (Z,T?) fungoes. A funcao f é amplamente n-continua se,
e somente se, n(f~1(U)) € T"X), para todo U € TY.

Demonstragao. Ver [4], pag. 94. ]

Teorema 2.39. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY), (Z,T?) e (R,T%) espagos
topoldgicos, a € X, f: X — (Y, TY), m: X — (Z,T?) en: X — (R, T%) fungoes. As

sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) Se f € Cu(a, X,Y) em € Cy(a, X, Z), entao f € Cy(a, X,Y).
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(ii) Se f € Cu(a, X,Y) em € S,(a,X,Z), entao f € S,,(a, X,Y).
(i) Se f € Cpu(a, X,Y) em € W, (a, X, Z), entao f € W,(a, X,Y).
Demonstragao. Ver [4], pag. 96. ]

Corolério 2.40. Sejam X um conjunto ndo vazio, (Y, TY), (Z,T?), (R, T®) espagos
topoldgicos, a € X, f: X — (Y, TY), m: X — (Z,T?) en: X — (R, T%) fungdes. As

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se f €Sn(a, X,Y) em € S,(a,X,Z), entao f € S,(a,X,Y).
(ii)) Se f €Sn(a, X,Y) em e Cy(a,X,Z), entio f € C,(a, X,Y).
(iii) Se f € Sm(a, X,Y) em e W,(a, X, Z), entio f € Wy(a, X,Y).
Demonstragao. Ver [4], pag. 97. ]

Exemplo 2.41. Considere um conjunto X = {a,b}, com a # b, equipado com a topologia
Sierpinski S = {0,{a}, X}. Considere também a func¢ao identidade id: X — (X,S), a
fungao permutacio p: X — (X,S) e a fungio c: X — (X,S) dado por c¢(a) = ¢(b) = a.
Observe que S, = {{a}, X}. Da Proposi¢ao temos que id € W (a, X, X). Além
disso, temos {a} € S,, mas id(X) = X ¢ {a}. Portanto, usando a contra positiva
do item (ii) da Proposicao seque-se que id ¢ C.(a,X,X). Além disso, usando
Proposicao (1), seque que ¢ € Cy(a, X, X) e, consequentemente, ¢ € Sy(a, X, X),
visto que p € injetora. Sabemos do exemplo que id ¢ W,(a, X, X). Portanto id €
W, (a, X, X)\ Ce(a, X, X) eceSya, X, X), mas id ¢ Wy(a, X, X).

O préximo resultado relaciona a continuidade generalizada no sentido amplo e estrito
com fungoes abertas e continuidade usual, respectivamente. Para isso, note que, dados X
um conjunto nao vazio, (W, T") um espaco topolégico e h: X — (W, T") uma fungao,

entao a familia de subconjuntos de X dada por
Th={h"U)eP(X): UecT"}
é uma topologia em X, chamada topologia induzida pela funcao h.

Teorema 2.42. Sejam (X, TX),(Y,TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos, f: (X, TX) —
YV, TY) en: (X, TX) = (Z,T?) fungoes. As sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
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(i) Se f e W, (X,Y) e TX C T7, ention: (X, TX) = (n(X),T"X) ¢ aberta.
(ii) Se f €S,(X,Y) e T CTX, entio f: (X, T*) — (Y, TY) € continua.

Demonstracao. Ver [4], pag. 98. ]

2.4 Consideracoes adicionais sobre continuidade

generalizada

Esta é uma secao de contribui¢oes ao conceito de continuidade generalizada contendo
defini¢oes e resultados originais.

Sejam X um conjunto nao vazio, (Y,TY), (Z,T?) espacos topologicos e considere
n: X — (Z,T#) um continuador. A intengao inicial nesta se¢io é construir uma topologia
para equipar o conjunto C,(X,Y) das fungdes n-continuas de X em (Y,77Y). Para isto,

seja K subconjunto de n(X), U subconjunto de Y e considere
(K, U) = {f € Cu(X,Y): f(n""(K)) C U} (2.10)

o qual denotaremos simplesmente por (K, U),, desde que esteja subentendido no contexto

que U é subconjunto de Y. Considere a familia de subconjuntos de n(X) dada por
K, ={K € P(n(X)): K é compacto com respeito a topologia 7™*) induzida por T4}.

Considere também a familia de subconjuntos de C,,(X,Y) dada por

Spco = {(K,U), e P(C(X,Y)): KK, eUeTY}.
Proposigao 2.43. A familia S,,.., € uma sub-base geradora para uma topologia em C,(X,Y).

Demonstragcao. Note que

C.(X,Y)=(0,Y),
e (0,Y), € S,_co, pois ) é compacto em n(X)eY € T¥. A inclusao (K,U), C C,(X,Y)
segue diretamente da equagao , para todo (K,U), € S,_c. Por outro lado,

0,Y), C U (K,U),. Logo,
(K,U)n€Sn—co

G.XY)= |J (KU
(K, U)n€Sn—co

Portanto, a familia S, é sub-base geradora para uma topologia em C,(X,Y). O
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A topologia (S,.c.)) gerada pela sub-base geradora S, ., serd denominada topologia
n-compacto aberta e denotada por 7,,.co.
A proposicao a seguir é uma proposicao original deste trabalho e versa a respeito de

fungoes n-continuas, sendo baseada na Proposicao [2.7]

Proposigao 2.44. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgi-

cos, n: X — (Z,T?) um continuador e a € X. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(i) feCila, X,Y).

(ii) Para todo U € V}f(a), existe V € Vf(a) tal que f(n='(V)) C U.

(iii) Para todo U € B}, eviste V € B,y tal que f(n~'(V)) C U.

Demonstragao. (i)=(ii) Se U € V}/(a), entdo f(a) € U°. Para U° € 7?(;) existe
Vi € 'EZ(G) tal que f(n71(V1)) € U°. Tome V = Vi, o que implica que V € VnZ(a) e

tem-se que

F (V) cU° U

(ii) = (iii) Seja U € B}/(a). Como U € V}/(a), por hipotese existe V; € Vnz(a) tal que
f(n=t(V1)) c U. Como V; € Vnz(a), entao por definicao de base de vizinhanca do ponto
n(a), existe V € Bf(a) tal que V' C V;. Logo,

f (V) C f(n'(W1)) C UL

(iii) = (i) Se U € 7?(/(1), entdo U € ny(a), logo existe W € B}/(a) tal que W C U. Por
hipotese existe V] € Bf(a) tal que f(n ' (V1)) C W C U. Tome V =V € 7;Z(a). Como
V C Vj tem-se que:

fn (V) C f(n” (Vi) c W C UL

]

A proxima proposicao é original do trabalho e é uma caracterizagao de n-continuidade

via abertos sub-bésicos, que teve como motivagao a Proposigao [2.9]

Proposigao 2.45. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgi-
cos, n: X — (Z,T?) um continuador, S uma sub-base para a topologia T¥ e R uma
sub-base para T#. Tem-se que f € C,(a,X,Y) se, e somente se, dado um aberto sub-

basico U € S em torno de f(a), existe um aberto basico V. em torno de n(a) tal que
fin=Y(V)) CU.
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Demonstracdao. Dado U € S em torno de f(a), entdo U € (S]). Como, por hipotese, f

é n-continua, entao existe W € 7;2(&) tal que
f(n7t(W)) C UL
Como W € 7;2(@) e R é uma sub-base para 77, entao
my
w=J (ﬂm) :
xeA \i=1

mAo

sendo que cada W); € R. Como n(a) € W, entdo n(a) € () Wy, para algum Ay € A.
i=1

mo
Tome V = (| Wy,i- Esse V é um aberto bésico em 77

=1

f (V) C f(n™'(W)) C U.

mA
Reciprocamente, dado U € 7?(/(1), como U é aberto, U = |J (ﬂ SM>, sendo cada Sy; € S.

AEA \i=1
mA
Como f(a) € U, entao f(a) € DfSAOi para algum )y € A, e ainda, f(a) € S),;, para todo

i =1,...,my,. Por hipotese, existe W),; aberto bésico em torno de n(a) tal que
f(n_l(W,\Oi)) - S)\Oi, Vi=1, ey Mg

my
Tome W = D:W/\()i’ logo

Tt ) € P (Wag) € O Sags C UL
L]

A proposicao a seguir é uma Proposicao original deste trabalho e versa a respeito de

funcoes amplamente n-continuas, sendo baseada na Proposicao

Proposigao 2.46. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY), (Z,T#) espagos topoldgicos,

n: X = (Z,T#) um continuador e a € X. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) f€Wp(a,X,Y).

(ii) Para todo U € V}/( existe V € Vf(a) tal que V Nn(X) C n(f~1(U)).

a)’

(iii) Para todo U € By, existe V € B,y tal que V- Nn(X) Cn(f~1(U)).
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Demonstragao. (i)=-(ii) Se U € V}f(a), entdao f(a) € U°, donde resulta U° € 7?(/(1). Por
hipotese, para esse U° existe W € 7;Z(a) tal que

W Nnn(X) Cn(f1(U)).
Como n(a) € W =W?°, entao W € Vf(a). Tome V =W e entdo
VNn(X) Cn(fH(U)).

(ii)=-(iii) Se U € B}f(a), entao U € V]’f(a). Por hipotese para esse U, existe W € VZ ) tal
que WNn(X) Cn(f(U)). Como W € Vf existe V' € BZ ) tal que V-.C W. Dal

VNnn(X)cWnn(X)cnal(f HU)).

(iii)=(1) Se U € 7}1(;), entao U € V}/(a). Logo, existe W, € B}/(a) tal que Wy C U. Por
hipotese, existe Wy € Bf(a) tal que Wy N n(X) C n(f~1(W1)). Tome V = Wy € ’7;2(11)

Segue que
VNn(X)=WsNn(X)CWy,nn(X)Cn(f (W) Cn(f1(U)).
[

Agora apresentaremos resultados sobre como composicoes de funcoes com continuidade
generalizada se comportam. Para facilitar o entendimento do Teorema considere o

seguinte diagrama

(G.T9)

(2,77%)

d

(Y, TY)
/ d
Y, 7")
ZTZ

e

(P, T")
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Teorema 2.47. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos
e f: X = (V,TY), g: . TY) = (G, T9, n: X — (Z,T?) ep: (Z,T?) — (P, T")

funcoes. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) Se fe F(X,Y) ege Cu(Y,G), entao go f € C¢(X,G)
(ii) Se f e C(X,Y) ege Cu(Y,G), entio go f € C,(X,G).
(iii) Sene F(X,Z) eid € C)(Z,Z), entao n € Cpon(X, Z)
(iv) Se f e C(X,Y) eid € C\)(Z,Z), entao f € Cpon(X,Y)
(v) Se feCu(X,Y), g€ Cu(Y,G) eid € Cp(Z,Z), entdo go f € Cpon(X, G)

Demonstracao. (i) Sejam zp € X e U € 7??0]0)(%). Como U € ﬁ?of)(xo) = 7&]@(%)) e
por hipotese g € Ciy(Y, G), entédo existe V' € 7}’(/%) tal que g(V') C U. Segue que

UMW) CV=g(f(f (V) cgV)=(go H(f (V) CU.

Portanto, g o f é f-continua em xy e como zy € X é um ponto genérico, conclui-se que

gOfGCf(X,G).

(ii) Se g € C;u(Y, G) do item (i) anterior, tem-se go f € C¢(X,G). Como go f € C4¢(X,G)
e por hipotese f € C,(X,Y), segue do item (i) da Teorema que go f € C, (X, G).

(iii) Sejam zg € X eV € 7;5:50). Como id € C,(Z, Z), entdo id & p-continua em n(xy) € Z.

Como V € 7:12(360) e id é p-continua em n(xg), entdo existe W € Tl(jn(xo)) = 7EP

tal
P pon)(wo)
que id(p~1(W)) C V, ou seja, p~ (W) C V. Segue que

n((pon)~ (W) =n(n"(p~ (W) Cn(n~ (V) C V.

Portanto, n é (p o n)-continua em xy e como zy € X é um ponto genérico, conclui-se que
n € Cpon(X, Z).

(iv) Pelo item (iii) anterior, se id € C,(Z, Z), entdao n € Cpon (X, Z). Como f € C,(X,Y)
en € Cpon(X, Z), entdo pelo item (i) do Teorema|2.39, tem-se que f € Cpon(X,Y).

(v) Como f € C,(X,Y) e g € Ciu(Y,G), segue do item (ii) anterior que go f € C,(X,G).
Como id € Cy(Z, Z), decorre do item (iii) acima que n € Cpon(X, Z). Se go f € C, (X, G)
e n € Cpon(X, Z), segue do item (i) do Teorema que go f € Cpon(X, G). O
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Sejam duas fungoes f: A — (Y, T¥) e g: B— (Y,TY), tais que AU B = X, com X
nao vazio, (Y, TY) espaco topoldgico e f(x) = g(x), para todo x € AN B. Considere a
fungao (f*g): X — (Y, TY)
flx), sexe A
g(x), sexeB

(fxg)(x) = {

A fungao (f * g) é chamada de fungao colagem de f com g.

Proposicao 2.48. Sejam X um conjunto nao vazio tal que X = AUB, com A,B C X
e (Y, TY), (Z, T#) espagos topoldgicos. Se f € W,(A,Y), g € W, (B,Y), f(z) = g(z) e
p(x) = q(z), para todo x € AN B, entao (f * g) € Wy, (X,Y).

Demonstragao. Seja Ve TY. Como f € W,(A,Y) e ge W,(B,Y), entdo
p(f7H(V) € TP e q(g7H(V)) € THP) (2.11)

Tem-se que (f * g)"'(V)=f"1(V) U g7 (V). De fato, se z € (f * g)~1(V), isso significa
que (f * g)(x) € V. Da defini¢ao de (f * g), tem-se que f(z) € V ou g(z) € V, con-
sequentemente z € f~Y(V) ou z € ¢g7(V). Logo, z € f~1(V)U g (V). Por outro
lado, se x € fH(V)U g }(V), entdo = € f~HV) ou z € g }(V), isso significa que
f(z) € V ou g(x) € V, pela defini¢do da func¢do colagem tem-se que (f % g)(x) € V, logo
z € (f*g)7 (V).

Agora, note que

p*xaq)((f*9) " (V) = (
(

Como (p * q)(X) = p(A) Uq(B), p(f(V)) € TP e q(g7*(V)) € TP, segue que
(pxq)((fxg)~Y(V)) € T P=)(X) - Portanto, (f*g) € Wpy(X,Y). O

Vimos que a colagem entre fung¢oes amplamente n-continuas funciona bem, mas ve-
jamos agora com um exemplo que no contexto das fungdes n-continuas isto em geral nao
¢ verdade.

Considere f,p: (—o00,0] — R dadas por f(z) = x e p(x) = —z. Considere também
g,q: [0,00) = R dadas por g(z) = = e ¢(z) = x. Note que f € C,((—o0,0],R). Seja
xo € (—00,0] e dado € > 0 e note que

p(z) = p(xo)| = | =2 = (=20)| = |2 — @o|.
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Tome § = €. Temos
Ip(z) — p(zo)| = |2 — 20| <0 = |f(2) = f(w0)] = |2 — 20| <6 =€.

Portanto, f € C,([—00,0],R). Como ¢g = ¢, tem-se que g € C,((0,00],R). Note que
f*xg=1idepxq=m, sendo m a funcdo modulo. Vimos em que a identidade nao
& m-continua, ou seja, (f * g) € Cipeg) (R, R).

Sejam A, B,C, D conjuntos nao vazios e f: A — C e g: B — D fungoes. A funcao
cartesiana entre f e g é a funcao f x g: A x B — C x D dada por

(f xg)(@,t) = (f(x),9(1)). (2.12)

Proposigao 2.49. Sejam X1, Xy conjuntos nao vazios, (Y1, T),(Ya, T¥2),(Zy, T?) (Zy, T?)
espacos topoldgicos e considere n: X1 — (21, T%) e m: Xo — (Zy, T?2) continuadores.
Se f € Cn(Xval) €gE Cm<X27}/2)7 entao f X g€ CnXm(Xl X X27Y1 X }/2)

Demonstracao. Seja a = (aj,a3) € X; x X3. Considere U € Bé;}:gi?(a). Segue que
U = U x Uy, com U; € 7;}(/}11) e U, € 7;}(/22). Como f é n-continua em a;, para esse

U, € 7;3(/;1) existe V] € 7:1Z(¢111) tal que
f(n~' (W) C Uh. (2.13)
Como g é m-continua em ao, para Us € 7';(/22) existe V5 € T,f("’ag) tal que
g(m~1(Va)) C Us. (2.14)
Tome V =V, x V; € B(Z;(lefm(m). Tem-se que
(nx m) (V) = (0 x m) " (Vi x Vi) = (Vi) x m~L(Vp)

e isto implica que

(f % )((n x m) ™ (Vi x Vo)) = (f x g)(n" (Vo) x m ™ (Va))
= f(n (Vi) x g(m ™' (Vo)) C Uy x Up = U

Portanto, f X g € Cpxm(X1 X Xo, Y] X Y3). O

Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topologicos. Considere a
fungdao projecdo m: X x I — X, a identidade id: (I,T%) — (I,7T') e um continuador
n: X — (Z,T#). Entao a fungio nom: X x [ — (Z,T?) é dada por n(m (x,t)) = n(z)
e afungdo (n x id): X x I = (Z x I, T?®T") é dada por (n x id)(z,t) = (n(z),1).
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Proposigao 2.50. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgi-
cos, considere as fungoes H: X x I — (Y, TY) eid: I — I, sendo id a identidade em I, e
n: X = (Z,T#) um continuador. Se H € Cpon, (X x I,Y), entao H € Cpyia(X x 1,Y).

Demonstracao. Sejn U € Tf}/(xo’to)' Como H é (n o m)-continua, entdo existe V &€
Z
’Enoﬂ1)(m07t0) tal que
H((nom) (V) C U. (2.15)

Note que (nom) ' (V) = {(z,t) € X x I : n(x) € V} = n7(V) x I. Substituindo em
2.15] obtemos H(n=Y(V) x I) C U. Tome W =V x I. Segue que

(n xid) ' (W) =

Portanto, H((n x id)"Y(W)) = H((nom ) (V) C U, ouseja, H € Coxia(X x I,Y) O

A funcio g,: (X x Co(X,Y), T* @ T)co) = (Y, TY) dada por

enl, f) = f(z)

¢ denominada funcao evaluagao.

Proposigao 2.51. Sejam (X, TX), (Y, TY) e (Z,T?) espacos topoldgicos e considere
n: (X, TX) = (Z,T#) um continuador e e,: (X X C,(X,Y),T* @ T.co) = (Y,TY)
a fungao evaluagao. Se n € injetora e n(X) é Hausdorff localmente compacto, entdo
en € Cig(X x C(X,Y),Y).

Demonstragao. Para mostrar esta proposigao sera utilizado o item (ii) da Proposi¢ao
. Sejam a € X, f € C,(X,Y) e W € V). Segue que f(a) € W° € T;,. Como
feC(X,Y), entao f € W, (X,Y). Logo, para W*° € 7?(/(1), tem-se

n(f (W) e T,

Como n(X) é Hausdorff localmente compacto, segue que (ver |5], pag 211) existe uma

vizinhanca V' de n(a) de tal modo que V' é compacto e

n(a) €V CV Cn(f H(W°)).
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Como n injetora, o aberto sub-basico U = M, (V,W®) contém f, pois f(n~'(V)) C W°.

E como n~!(V) é vizinhanga de a, temos
en(n (V) x M, (V,W°)) C W. (2.16)

Repare que a equagao (2.16]) acima ¢ valida, pois considere (a, f) € (n=1(V) x M,,(V,W®)
e temos que
enla, f) = fla) € f(n™H(V)) C f(n™H(V)) c W° C W

Portanto €, € Ciy(X x C,(X,Y),Y). O

Proposigao 2.52. Sejam (X, TX), (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgicos e considere um
continuador n: (X, TX) — (Z,T?) e a identidade idx : (X, T™) — (X, T¥). Sen é uma
fungao aberta e injetora, entao idx € C (X, X).

Demonstracdo. Seja a € X e U € TX. Tome V = n(U). Como n ¢ funcio aberta,

entao n(U) € 7;LZ(a) e temos que
id(n~ (V) =id(n~ ' (n(U))) = id(U) =U C U.

Portanto, idx € C,(X, X). O



CAPITULO 3

Homotopia generalizada

3.1 Funcoes homoto6picas no sentido usual

Neste capitulo I indicara o intervalo compacto [0, 1], o qual serd munido com a topologia

7' induzida pela topologia usual de R.

Definigao 3.1. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Duas fungoes continuas
f,9: (X, TX) = (Y, TY) sao homotopicas se, e somente se, existe uma fungio continua
H: (X xI,LT*QT!) = (Y,TY) tal que

H(z,0) = f(z) e H(z1)=g() (3.1)
para todo v € X.

Denota-se que f é homotopica a g por f ~ g e caso seja necessario evidenciar a

homotopia H entre f e g, entao usa-se a notacao H: f ~ g.

Exemplo 3.2. Sejam R munido com a topologia usual, f,g: (X, T*) = (R, T®) fun¢des
tais que f(x) = —1, para todo x € X e g(x) = 1, para todo x € X. Considere a fung¢do
H: (X x L, TX®TH = (R, T®) dada por H(x,t) = (1 —t)- f(z) +t-g(z) = =1+ 2t.
Tem-se que H é uma homotopia entre f e g, pois ela € continua e satisfaz

H(2,0) = (1~ 0)- f(2) +0- g(2) = f(2) = ~1

ol
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H(z,1) = (1—-1) f(z)+1-g(x) =g(z) =1,

para todo v € X.

Proposigao 3.3. Sejam f,g: (X, T*) — (Y, TY) fungoes constantes dadas por f(x) = p,
para todo x € X e g(x) = q, para todo x € X. Tem-se que f =~ g se, e somente se, p e q
pertencem a mesma componente conexa por caminhos de (Y, TY).

Demonstracdo. Se ¢ éum caminho em (Y, 7Y) ligando p a ¢, considere a fungao H: (X x
I,TX@TY) — (Y, TY) dada por H(x,t) = c(t). A funcio H é continua, pois dado U € TY
tem-se que H1(U) = X x ¢ }(U), o qual é um aberto bésico na topologia produto, uma

vez que ¢ '(U) é aberto devido a continuidade de c¢. Note que H satisfaz
H(z,0) =c(0) =p=flz) e H(z1)=cl)=q=g(x)
para todo x € X. Portanto, H: f ~ g.
Reciprocamente, seja H é uma homotopia entre as fungoes f e g. Entao
H(z,0)=f(z)=p e H(z1)=g()=q,

para todo € X. Defina c¢: (I,T%) — (Y, TY) por ¢(t) = H(a,t), com a € X sendo um
ponto fixado. Note que a funcao c¢ coincide com a composi¢ao do homeomorfismo padrao
entre I e {a} x I (que leva ¢t em (a,t)) e a restricdo H|fs)x1, logo c é continuo. Temos que
¢(0) = H(a,0) = f(a) =pec(l) = H(a,1) = g(a) = q. Portanto ¢ é um caminho ligando

p a g, ou seja, p e ¢ pertencem & mesma componente conexa por caminhos de (Y, 7Y). [

Se (E,]|-]|) € um espago vetorial normado e z,y € E, denotamos por [z, y] o segmento

ligando os vetores x e y.

Proposigao 3.4. Sejam (E, ||-||) um espaco vetorial normado, Y C Ee f,g: (X, T¥) —
(Y, || - ||) fungbes continuas. Se [f(z), g(z)] C Y, para todo z € X, entdo f ~ g.

Demonstracdo. Defina H: (X x [, TX@TL) — (Y,| - ||) por H(x,t) = (1—1t)- f(x)+
t-g(x). H é continua e satisfaz
H(z,0) = (1 -0)- f(x) +0-g(z) = f(2),

H(z,1)=(1—-1) f(z) +1-g(x) = g(z),
para todo x € X. Além disso, H(X x I) C Y, pois o segmento [f(z),g(x)] C Y, para
todo z € X. Portanto H: f ~ g. O
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Exemplo 3.5. Seja (E,| - ||) um espago vetorial normado. Duas fungdes continuas
f,9: (X, TX) — (E,|| - ||), sdo sempre homotoépicas, mas o mesmo nao ocorre com duas
fungoes continuas p, q : (X, TX) — (E—{0},||-]]). Basta tomar p,q: (R,|-]) = (R,| - |)
constantes, com p(z) = 1 e g(z) = —1, para todo . Como 1 e —1 pertencem a compo-

nentes conexas distintas de R — {0}, segue-se que p e ¢ ndao sdo homotopicas.

Proposigao 3.6. Sejam (X,7%), (Y,TY) espacos topolégicos. A relagao de "ser ho-
motopico a'", é uma rela¢do de equivaléncia no conjunto C(X,Y’) das fungdes continuas
de X em Y.

Demonstragao. Verifiquemos que a relagao "ser homotopico a'" é reflexiva, simétrica e
transitiva.

Seja f: (X, T¥) — (Y, TY) uma fungao continua. A funcio H : (X x I,TX @ T!) —
(Y, TY) dada por H(x,t) = f(x) é uma homotopia entre f e f. Portanto a relagao "ser
homotoépico a" é reflexiva.

Sejam f,g: (X, TX) — (Y, TY) fungoes continuas e H : (X x [, TX@T!) — (Y, TY) uma
homotopia entre f e g. A fungao K: (X x I,TX @ T!) — (Y, TY) dada por K(z,t) =
H(z,1—1t) é uma homotopia entre g e f, pois ela é continua devido a continuidade de H
e satisfaz

K(z,0)=H(z,1-0)=H(z,1) =g(x)

K(z,1)=H(z,1—-1)=H(z,0) = f(x),
para todo x € X. Portanto, a relagao "ser homotopico a" é simétrica.
Sejam f,g: (X, T¥) — (Y, TY) fungdes continuas e H : f ~ g e K : g ~ h homotopias.
Afungio L: (X x I,T* @ T") — (Y, T") dada por
H(x,2t), 0
L) - (x,2t) se
K(z,2t —1), se

¢ uma homotopia entre f e h, pois ela é continua devido as continuidades das fung¢oes H

e K e por satisfazer

L(z,0) = H(z,2-0) = H(z,0) = f(z)

L(xz,1)=K(z,2-1—-1) = K(z,1) = h(x),

para todo x € X. Portanto, a relagao "ser homotopico a" é transitiva. n
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As classes de equivaléncia segundo a relacao de "ser homotopico a" sdao chamadas
de classes de homotopia. A classe de homotopia representada pela func¢ao continua
f: (X, T%) = (Y, TY) ¢ indicada pelo simbolo [f], ou seja,

[f1={g € CX,Y): f~g}.

O conjunto das classes de homotopia das fungoes continuas de X em Y é representado
pelo simbolo [X,Y], ou seja [X,Y] = C(X,Y)/ ~.

A préxima proposicao, mostra que composicao de fungoes preserva homotopias.

Proposicao 3.7. Sejam f,f: (X, 7%) — (V,7") e ¢g,¢: (Y, TY) — (Z,T?) funcdes
continuas. Se f~ f e g~ g, entao go f :gof.

Demonstracdo. Sejam H: (X x I, TX @ TT) — (Y,T") uma homotopia entre f e f
e K: (Y x I,LTY @ T") — (Z,T%) uma homotopia entre g e g. Temos que a fungao
L: (XxI,T*®T!) — (Z,T#) dada por L(x,t) = K(H(x,t),t) ¢ uma homotopia entre
gofegof. Com efeito, L = K o (H x id;) é uma composi¢ao de fungoes continuas,
logo L ¢é continua. Uma vez que H ¢é uma homotopia entre f e f , entao a funcao L
satisfaz L(z,0) = K(H(z,0),0) = K(f(x),0)) = g(f(z)) = (g o f)(x) para todo = € X.

Da mesma forma, como K é uma homotopia entre g e ¢, entao a funcao L satisfaz

L(z,1) = K(H(x,1),1) = K(f(2),1)) = ¢(f(z)) = (§ o f)(z), para todo z € X. O

Considere os espagos topologicos (X, TX) e (Y, T) e o conjunto C(X,Y) das fungdes
continuas de (X, 7%) em (Y, TY) munido com a topologia 7., compacto-aberta. No caso
de Y ser metrizavel essa é a topologia da convergéncia uniforme nas partes compactas
de X (ver [8], pdg. 159.). Cada fungao continua H: (X x I,TX @ T!) — (Y, TY)
corresponde a um caminho em (C(X,Y),7.), onde 7T, é a topologia compacto-aberta
(relativa as topologias TX e TY), isto ¢, uma homotopia H corresponde a um caminho
cy: I — (C(X,Y),7T.,) dado por

cu(t) = Hy

sendo que cada fun¢ao H; € C(X,Y) é dada por

No caso em que (X,7%) ¢ um espaco Hausdorff localmente compacto ou no caso em

que (X, T¥) ¢ metrizavel, tem-se que cada caminho em C(X,Y’) corresponde a uma
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homotopia em C(X x I,Y"). Portanto, nestes casos existe uma bije¢ao entre as homotopias
H: (X xIL,L,T*®T!H — (Y, TY) e os caminhos cg: I — (C(X,Y), 7o), OU seja,

HeCXxILY) & cyeCI CX,Y)).

Se H é uma homotopia entre f e g, entao o caminho cy comeca em f e termina em g, ou
seja, cg(0) = f e cy(1) = g. Logo, duas fungoes continuas f,g: (X, 7X) = (Y, TY), com
(X, T%) Hausdorff localmente compacto ou metrizavel, sao homotépicas se, e somente se,
f e g pertencem a mesma componente conexa por caminhos em (C(X,Y),7.,).

Nesta secao apresentaremos as linhas gerais para se mostrar a equivaléncia citada
acima. Para isso, considere a fungao ¢: (X x C(X,Y),T* ® Teo) — (Y, TY) dada por

e(z, f) = flz). (3.2)
A funcéo ¢ é denominada fun¢ao evalua¢iao com respeito ao espago C(X,Y).

Proposigao 3.8. Sejam (X, TX) e (Y, TY) espagos topoldgicos. Se (X, TX) é um espaco

Hausdorff localmente compacto, entio a fungio e: (C(X,Y), x X, Too @ TX) — (Y, TY) €

continua, ou seja, € € C(X x C(X,Y),Y).
Demonstragao. Ver [2], pag. 41. ]

Proposigao 3.9. Sejam (X, TX), (Y,TY) e (T, TT) espagos topoldgicos. Dada uma
fungao continua ¢: (X x T, TXQTT) — (Y, TY), as sequinte afirmagoes sio verdadeiras:

(i) Se para cada t € T a fungio ¢p: (X, T~) — (Y, TY) € dada por ¢,(x) = ¢(z,1),
entiao ¢; € C(X,Y), para todo t € T.

(ii) Sea fungio ®: (T, TT) — (C(X,Y), T, € dada por ®(t) = ¢4, entao ® € C(T,C(X,Y)).

Demonstracao. Ver [2], pag. 41. ]

Note que na proposi¢iao acima no caso em que (7,7 7T) é substituido por (I, 77), entao
a funcao ¢ passa a ser uma homotopia e a funcao ® passa a ser um caminho ligando duas
fungoes homotopicas em C(X,Y’). Para a reciproca da proposigao acima, considere X

Hausdorff localmente compacto e ®: (T,T7) — (C(X,Y), Teo) continua, entao

¢ =co(idy x ®), (3.3)
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sendo e: (X x C(X,Y), TX¥ ® Too) — (Y, TY) a evaluagao com respeito ao espaco de
fungoes C(X,Y) e idx: (X, T*) — (X,T¥) a identidade em X. Se X ¢ Hausdorff
localmente compacto, entao € é continua por , consequentemente ¢ é continua por ser

uma composi¢ao de fungoes continuas (Corolério [2.13)).

Definigao 3.10. Uma funcio continua f: (X, T%) — (Y, TY) € uma equivaléncia ho-

motopica se, e somente se, satisfaz as sequintes condigoes:

(a) eziste g: (Y, TY) — (X, TX).

(b) go f ~idyx, sendo idx a fungdo identidade com respeito a (X, TX).
(c) fog=~idy, sendoidy a fungdo identidade com respeito a (Y, TY).

A fungdo g é denominada inverso homotdpico de f e os espagos topoldgicos (X, TX) e
(Y, TY) tém o mesmo tipo de homotopia, o que denota-se por (X, TX) = (Y, TY).

Um espacgo topologico unitario é formado por um conjunto unitario munido com a

topologia trivial, a qual neste caso especifico coincide com a topologia discreta.

Definigao 3.11. Um espago topoldgico (X, TX) € contratil se, e somente se, (X,T™)

tem o mesmo tipo de homotopia que um espacgo topologico unitdrio.

Proposigao 3.12. Seja (X, T) um espaco topolégico. Temos que (X, 7X) é contratil se,
e somente se, a fungao identidade idx: (X, TX) — (X, T%) é homotopica a uma fungao
constante c: (X, T%) — (X, T%).

Demonstracdo. Se (X, TX) é contratil, entdao segue por definicio que existem funcoes
continuas f: (X, 7%) = ({p}, T®), com p € X, e g: ({p}, T®) — (X, T¥), tais que
go f ~idx. Note que g o f € uma fungao constante homotopica a identidade idx-.

Reciprocamente, se idx =~ ¢ para alguma funcao constante c: (X, 7%) — (X, T%) dada

por ¢(z) = p, entao
ioc=c~udx e coi=1idy ~idyy,

sendo i: ({p}, T — (X, T¥) a funcdo inclusdo. Portanto, (X,7X) = ({p}, T} e
(X, TX) & contratil. O

Proposigao 3.13. Um espago topologico (Y, 7Y ) é contratil se, e somente se, para cada

espago topologico (X, T%), tem-se que quaisquer f,g € C(X;Y) sdo homotopicas.
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Demonstracao. Sejam f,g € C(X;Y). Se (Y,TY) é contratil, entdo idy ~ c para
alguma funcao constante c: (Y, 7Y) — (Y, TY) dada por c(y) = p. Como idy ~ ¢, f ~ f
e g ~ g, segue da proposicao que

f=tdyof~cof=cog~idyog=g.

Reciprocamente, tomando (X, 7%) = (Y, TY), segue por hipétese que quaisquer f,g €
C(Y;Y) sao homotoépicas. Em particular, idy: (Y, TY) — (Y, TY) é homotopica a qual-
quer fungao constante c: (Y, 7Y) — (Y, TY). Portanto, decorre da Proposi¢io que
(Y, TY) ¢ contratil. O

Proposicao 3.14. Todo espaco contratil é conexo por caminhos.

Demonstracao. Seja (X, T*) um espago contratil. Segue da Proposigéo que existe
uma homotopia H: idx ~ ¢, para alguma fungao constante c: (X, 7%) — (X, T%) dada
por ¢(x) = p. Para cada z € X, defina a fungao o: (I,71) — (X,T%) dada por
a*(t) = H(x,t). Cada fungao o” coincide com a composi¢ado do homeomorfismo padrao
entre I e {x} x I (que leva t em (x,t)) e a restricdo H|(z)x;. Assim, segue da Corolario
que cada o” ¢ continua. Além disso, a*(0) = H(z,0) = z e (1) = H(x,1) = p.
Portanto, cada a® é um caminho ligando os pontos x e p em (X,7%X) e decorre da
Proposicao que (X, TX) é conexo por caminhos.

O]

Definicao 3.15. Um subconjunto X de um espago vetorial normado (E,| -||) € uma
estrela de vértice p se, e somente se, para todo x € X tem-se que o segmento de reta [p, x]

estd contido em X.

Definigao 3.16. Um subconjunto Y de um espago vetorial normado (E, || -||) é convexo
se, e somente se, para todo par de pontos x,y € Y tem-se que o segmento de reta [x,y]

estda contido em Y .
Proposicao 3.17. Todo subconjunto estrela de um espaco vetorial é contréatil.

Demonstragao. Seja (X, ||-]|) um subconjunto de um espago vetorial. Se X ¢ uma estrela
de vértice p, entdo H: (X x I, TH @ TT) — (X, | - ||) dada por H(x,t) = (1 —t)z +1tp é
uma homotopia entre idx e a fungao constante c: (X, ||-||) — (X, ||-||) dada por ¢(z) = p.
Portanto, decorre da Proposicao[3.12] que (X, || - ||) é contratil. O
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Exemplo 3.18. Um conjunto convexo pode ser considerado um conjunto estrela, com

vértice em qualquer um dos seus pontos.
Corolario 3.19. Todo subconjunto convexo de um espago vetorial normado é contratil.

Exemplo 3.20. Todo espago vetorial normado (E, || - ||) € convexo e, portanto, contrdtil.

3.2 Funcoes homotoépicas no sentido generalizado

Na secao anterior foram apresentadas homotopias no sentido usual, para as quais as
funcoes homotopicas eram continuas e a homotopia também. Nesta secao seré apresentado
uma ideia original do autor e do seu orientador sobre um tipo de homotopia, batizado
de homotopia generalizada, na qual as fungoes associadas apresentam continuidade gene-
ralizada. Indicaremos por id a fungio id: (I, 7') — (I,T") dada por id(t) = t. Dado
um continuador n: X — (Z,Z), relembremos que n X id indica a func¢do cartesiana
nxid: X x I - (Zx 1, T?®T") dada por

(n xid)(x,t) = (n(z),t). (3.4)

Definigao 3.21. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgicos,
n: X — (Z,T#) um continuador e f,g € C,(X,Y). As fungdes f e g sdo n-homotodpicas
se, e somente se, existe uma funcio H: X x I — (Y, TY) satisfazendo as sequintes

condicoes:

(a) H(z,0)= f(x), V2 € X;

(b) H(z,1) =g(z), Vx € X;

(c) H é (n x id)-continua, isto é, H € Cpxja(X X I,Y).

Denota-se que f é n-homotdpica a g por f < g. Caso a H seja uma func¢ao que cumpra
as condicoes da Definicao acima, entao ela é denominada uma n-homotopia entre f
e g e anotacao H: f ~ g seré usada para indicar que f é n-homotoépica a g por meio da
n-homotopia H. O conjunto das fungoes que sao n-homotoépicas a f sera denotado por
[f]n, isto &,
[fln={g € Cu(X,Y): f =g}



CAP. 3 ¢ HOMOTOPIA GENERALIZADA

59

Essa defini¢ao ¢ uma boa generalizacao do conceito de homotopia usual, pois ao tomar
nesta defini¢do o continuador n como a fungao idy : (X, TX) — (X, T™X), verifica-se que f
e g ficam continuas no sentido usual e que a condi¢ao (c) equivale a verificar se H é continua
no sentido usual. De fato, se n = idx, entao idx xid: (X xI, TX®@T") — (X x I, TX®T!)
dada por (idy x id)(x,t) = (x,t) e sendo que H é (idy X id)-continua, segue que dado
V e TY em torno H(zo,tp), existe U € T @ T! em torno de (idx x id)(xo, to) tal que

H(U) = H((idx x id)"(U)) C V,

o que equivale a dizer que H é continua em todo (xg,%p) pela Defini¢ao Assim, no
caso em que se considera o continuador n como idyx : (X, 7~) — (X, T~) a Defini¢ao[3.21]
coincide com a Definicao e, portanto, [3.21] generaliza [3.1] de modo apropriado.

Exemplo 3.22. Sejam R munido com a métrica usual e f,g,n: R — R funcoes con-
stantes dadas por, f(x) = —1, g(x) = 1 e n(z) = 0 para todo x € R. Tem-se que f ~ g.
Tome H: R x I — R dada por H(z,t) = 2t — 1. Note que H(z,0) = —1 = f(x) e
H(z,1) =1 = g(x). Observe que ao se considerar qualquer uma das trés métricas mais
usadas em R* (métrica da soma, métrica euclidiana ou métrica do mdrimo) induzidas
sobre R x I, tem-se que H € (n X id)-continua em todo (xo,t9) € X x I. De fato, dado
€ >0, tome 0 = 5, donde resulta o cumprimento da regm de continuidade generalizada

no contexto métrico, a saber,

drxr((n x id)(z,t), (n x id)(xo, to)) = drxr((n(2), 1), (n(z0), o))
= drx1((0,1), (0,%0))
=|t—ty <=

dr(H(z,t), H(xg,t0)) = dr(2t — 1,2tg — 1))
= (2t = 1) = (2o — 1)]
= [2(t — o)
=2t —to] <20=25 =c.

Seja m1: X x I — X a funcao projegao na primeira coordenada. Dado um continuador
n: X — (Z,T#), entdao a composicao nom; indica a fungdo nom: X x I — (Z,T%) dada
por

n(m(z,t)) = n(x). (3.5)
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Definigao 3.23. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espacos topoldgicos,
n: X — (Z,T?) um continuador e f,g € C,(X,Y). As funcoes f e g sdo estritamente
n-homotopicas se, e somente se, existe uma fungdo H: X x I — (Y, TY) satisfazendo as

sequintes condicoes:

(a) H(z,0)= f(x), V2 € X;

(b) H(z,1) =g(z), Vo € X;

(c) H € (nom)-continua, isto é, H € Cpor (X X I,Y).

Denota-se que f é estritamente n-homotopica a g por f g g. Caso H seja uma funcao
que cumpra as condi¢oes da Definicao acima para que f e g sejam estritamente n-
homotopicas, entao ela é denominada uma n-homotopia estrita entre f e g e a notagao
H|: f g g seré usada para indicar que f é estritamente n-homotdpica a g por meio da
n-homotopia estrita H|. O conjunto das fungdes que sdo estritamente n-homotopicas a f

serd denotado por [f],, isto é,

n|

[f]n\ ={9eC(X)Y): f=g}.

Exemplo 3.24. Sejam R munido com a métrica usual e f,g,n: R — R fungoes, dadas
por f(x) =z, g(x) = v+ 1 en(z) = x. Tem-se que f e g sao n-continuas, pois sao
continuas. Tome H: Rx I — R dada por H(x,t) = x+t. Note que H(xz,0) =z = f(x) e
H(x,1) =z + 1= g(x). Observe que ao se considerar a métrica da soma em R? induzida
sobre R x I, tem-se que H € (n X id)-continua em todo (zo,ty) € X X I. De fato, dado
e > 0, tome 0 = €, donde resulta o cumprimento da regra|2.1| de continuidade generalizada

no contexto métrico, a saber,

dryxr((n x id)(x,t), (n X id)(xo, to)) = drxs((n(z), 1), (n(x0),t0)) =
dryxr((z,1), (o, t0)) = | — xo| + |t —to] <0 =
dr(H (z,t), H(zo,t0)) = dr((z + 1), (x0 + t0)) =
= |z —zo+1t— 1t

S’l’—l’0|+‘t—t0|<(5:€

Portanto, f e g sao n-homotdpicas, isto €, f& g.
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1

Contudo, H ndo € (nomy)-continua em (9, 1), pois para € = 5 e para um ponto da forma

(20,0) € X X I, verifica-se para todo 6 > 0 que

dgr((n om)(xo,0), (nom)(xe, 1)) = dr(n(xg),n(xg)) =0 <0 =
da (H (20,0), H (z0, 1)) = di(0, 70 + 1) = 1 > %

o que contraria a regra[2.1 de continuidade generalizada no contexto métrico. Portanto,
n
f nao € estritamente n-homotdpica a g, isto €, f % g.

A préxima proposicao relaciona o conceito de n-homotopia com o conceito de n-

homotopia estrita.

Teorema 3.25. Sejam X um conjunto ndo vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos,

n: X — (Z,T#) um continuador e f,g € C,(X,Y). Se f A g, entio f ~g.

Demonstracao. Seja H: X x I — (Y, TY) uma n-homotopia estrita entre f e g. Entao
H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(z), para todo x € X. Assim, H satisfaz as condigdes (a) e
(b) da Definic¢ao [3.21] Decorre da Proposi¢ao que H € Cpyia(X x 1Y), visto que
H € Chor, (X x 1Y) por hipotese. Como H satisfaz as trés condigoes da Defini¢ao [3.21]

segue que H é uma n-homotopia entre f e g, isto é, f ~ qg. O]

Observe que pelo Exemplo a reciproca do teorema anterior é falsa.

3.3 Propriedades de homotopia generalizada

Proposicao 3.26. Sejam (E,|| - ||) um espago vetorial e X um subconjunto néao-vazio
de E. Se f,g: X — (E,| -||) sao fungées constantes e n: X — (E,|| -||) dada por

n(x) = ax +y, comy firado em E, entao f e g sao n-homotdpicas.

Demonstra¢do. Como f,g sao constantes, entao existem p,q € E tais que f(z) = p
e g(x) = q, para todo r € X. Considere a funcdo H: X x I — (E,|| - ||) dada por
H(z,t)=t-q+ (1 —t)-p. Tem-se que

(a) H(x,0) = p, para todo = € X
(b) H(z,1) = q, para todo = € X;
(¢c) H

¢ (n x id)-continua em (zo, to).
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Considerando E x I munido com a métrica da soma, segue a verificacdo da regra[2.1] de

continuidade generalizada para H com respeito a n x id. Note que

dpxr((n xid)(z,t), (n x id)(xg,t0)) = dexi((n(z),t), (n(zo),10))
= [In(x) —n(zo)|lp + [t —to] = llaz+y— (azo—y)||z+ [t — o]

llaz — azollp + |t —to| = lal - [[z = wol|lz + [t = to]

e que

de(H(z,t), H(zo,t0)) = [|(t-q+(1—1)-p)—(to-q+ (1 —to) p)ll
=t —t)-g—(—t) plle = |t—"tol-[lp—dqlle

Se ||p — ¢||g = 0, tomando qualquer § > 0, tem-se que
dEx[((nX’id)(Jf,t)7 (nXZd)(l'(),to)) <) = dE(H([E,t),H(Jfo,to)) = |t—t0|||p—q||E =0<e.

Caso contrario, tomando § = , tem-se que

lp —dlle

dpxi((n x id)(z,t), (n X id)(xg,to)) = la|- ||z —zo|lg + |t —to] <9
€

P —qlle

= [t —to|-|lp—dqlle = de(H(x,t),H(xo,to)) <e.

= |t—ty <o

O

Proposigao 3.27. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgi-
cos en: X — (Z,T?) um continuador. Se f € C,(X,Y), entdo f € estritamente n-

homotopica a f.

Demonstragao. A fungao H: X x I — (Y, T") dada por H(z,t) = f(z) é tal que

H(z,0) = f(z) e H(z,1) = f(z), para todo = € X. Sejam (a,s) € X x [ e U € T}}/(avs) =

7?(2)' Como f é n-continua, entao para este U € T}/(a), existe V € TnZ(a) tal que
f(n Y (V) CU.

Como V € 7;2((1) = ﬁfom)(w), segue que

H((nom) (V) =H(m ' (n" (V) = H(n (V) x I) = f(n™ (V) C U.

Portanto H é (n o m)-continua e f é estritamente n-homotopica a f. O



CAP. 3 ¢ HOMOTOPIA GENERALIZADA 63

Coroléario 3.28. Sejam X um conjunto ndo vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos
en: X = (Z, T?) um continuador. Se f € C,(X,Y), entdo f é n-homotdpica a f.

Demonstracao. Segue da Proposicao e do Teorema [3.25] ]

Proposigao 3.29. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY), (Z, T?) e (W, T") espacos
topoldgicos e n: X — (Z, T?) um continuador. Se f € C,(X,Y), g,h € Cig, (Y, W) e
g=~h, entdogof&hof.

Demonstragao. Como f é n-homotopica a f, conforme o Corolario entao existe
uma fungao H: X x I — (Y, TY) dada por H(z,t) = f(x) tal que (n X id)-continua,
H(z,0) = f(x) e H(x,1) = f(x), para todo z € X. Por hipotese g e h sdo homotopicas,
entdo existe K: (Y x [,TY @ TT) — (W, TY) tal que K ¢é (idy X id)-continua, K (z,0) =
g(z) e K(z,1) = h(x). Considerando L: X x I — (W, T") dada por

L(z,t) = K(H(z,1),1)

tem-se que L é uma n-homotopia entre go f e ho f. De fato,

(a) L(z,0) = K(H(z,0),0) = K(f(x),0) = g(f(z)), para todo = € X
(b) L(z,1) = K(H(z,1),1) = K(f(x),1) = h(f(z)), para todo = € X;
(¢) L é (n x id)-continua em todo (zg,ty) € X x I.

Para a verificacao da continuidade generalizada de L com respeito a n X id, tem-se que
Liw,t) = K(H(x,1),t) = K(f(x),t) = K o (f x id).

Como K é (idy X id)-continua e (idy X id) coincide com a fungao idy.;, entdo K é
continua. Assim, decorre do item (i) do Teorema[2.47que K o (f xid) ¢ (f x id)-continua.
Segue da Proposicao que (f xid) é (n x id)-continua, visto que f é n-continua e id é
id-continua. Decorre do item (i) da Proposi¢ao 2.39 que K o (f x id) é (n x id)-continua.

Logo, L é (n X id)-continua e, portanto, L uma n-homotopia entre go f e ho f. ]

3.4 Homotopia generalizada descrita como caminho

Definigao 3.30. Sejam X um conjunto naio vazio, (Y, TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos,
n: X — (Z,T#) um continuador e f,g € C,,(X,Y). As funcoes f e g sao n-conectadas se,
e somente se, existe uma fungio continua c: (I, TT) — (Co(X,Y), Th-co) tal que c(0) = f
ec(l) =g.
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O conjunto das fungoes que estao n-conectadas com f sera denotado por { f b, isto &
{1, ={g € Cu(X,Y): fén-conectada a g}. (3.6)

Intuitivamente dizer que f e g sao n-conectadas é conseguir pelo menos um caminho

(curva continua) em (C,(X,Y), Thco) ligando f a g.

Ca(X,Y)

Figura 3.1: f n-conectada com g

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Lema 3.31. Sejam A um conjunto e { B;: i € L} uma familia de conjuntos. Se A C .ULBZ-,
1€
entao A C .UJBi, com J={ieL:AnNB; #0}.
1€

Demonstragao. Como A C U B; entao,

€L
A=ANACAN(UB)=U(ANB)=_ U (ANB)=
el ieL i€ JU(L—J)
= (YANB)HU( Y (ANB)) = (U(ANB)) Ul = U(ANB) =

=AN(UB;) C UB,.
icJ ieJ

O
Lema 3.32. Se (K x {to})N(G; x H;) #0,Vi =1, .k, entao {toc} NH; # 0.Vi=1,.. k.
Demonstracao. Note que

Como (KQG,L) X ({to}ﬁHl) 7é (2)7 entao (KQGZ) # (D (S ({to}ﬂHl) 7£ @, Vi = 1, ey k. [



CAP. 3 ¢ HOMOTOPIA GENERALIZADA

65

Teorema 3.33. Sejam X um conjunto ndo vazio, (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos,

n: X — (Z,T?) um continuador e f,g € C,(X,Y). Se f e g sdo n-homotépicas e n ¢

injetiva, entao f e g sao n-conectadas.

Demonstracao. Seja H: X x I — (Y, TY) a n-homotopia entre f e g. Por definigao
de n-homotopia tem-se que H € C,,«;q(X x I[,Y). Para cada t € I, considere a funcao
H': X — (Y, T") dada por

H'(z) = H(x,t).
Mostremos que:
1) H' € C,(X,Y), para todo t € I.
Sejam s € I, @ € X e U uma vizinhanga bésica do ponto H®(a) com respeito a T,
isto é, U € BI’S—S . Como H*(a) = H(a,s) e H é n-continua em (a, $), segue que para o
U e Bgs(a), ex1ste W x Je BZx! , tal que:

(nxid)(a,s
H((n xid)™ (W x J)) = Hn Y(W) x id"*(J)) c U.

Como W é aberto em T ) entao W = U V;, com C C Bn(a Como n(a) € W, existe
Vi, € C tal que n(a) € V; para algum V; € C Tome V =V, . Temos que

Hin Y (V)= Hn (V) x {s}) c H(n (V) xid ' (J)) c U.

Portanto, H* € C,,(X,Y).
2) Se H € Cpyia(X x 1Y), entdo a fungao c: (I, T7) — (Co(X,Y), Theo) dada por

c(t)=H'

com H'(z) = H(x,t), é continua.
Sejam s € I e M,(K,U) um aberto sub-basico em torno de ¢(tg). Devemos encontrar

L € T! tal que ¢(L) C M,(K,U), pois deste modo a fungao ¢ ¢ continua pela Proposicao

2.45] Note que
c(s) € M,(K,U) = c(s)(n ' (k)) cU = H(n Y(K))cU=Hn Y(K)x {s})cU
= H(n '(K) xid '({s})) cU = H((n x id) (K x {s})) CcU
= (n xid) (K x {s}) c H'(U) = K x {s} C (n x id)(H'(U)).

sendo que esta ultima implicagao é valida, visto que K esté contido na imagem de n e por

sua vez K X {s} esta contido na imagem da fungao (n x id). Como H € C,x;q(X X 1,Y)
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segue que H € W,,;4(X X I,Y), e uma vez que U é aberto em Y, segue do Teorema
que (n x id)(H~Y(U)) é aberto em n(X) x I. Logo

(n x id)(H(U)) = (G x L),
icL
sendo que para cada ¢ € L, tem-se que G; X L; é um aberto basico na base topologica
da topologia produto em n(X) x I, ou seja, G; é aberto em n(X) e L; aberto em I. Dai
temos que K x {s} C igL(Gi X L;) que é uma cobertura aberta para K x {s}. Pelo Lema
é possivel considerar J C I tal que (K x {s}) N (G; x L;) # (), para todo i € J,
e que K x {s} C igj(Gi x L;). Como K é compacto em n(X) e {s} é compacto, segue
que K x {s} admite subcobertura finita, ou seja, existem (G1 X L1), ..., (Gx X L), com

1 =1,....,k € J tais que:
k

K x {s} c | J(Gi x Ly).

i=1

Como (K x {s}) N (G; x L;) # 0, para todo i = 1,...,k, decorre do Lema que
{s} N L; # 0, para todo i = 1,....k, isto ¢, s € Ly N...N L. Tome L = fk](Ll)
Claramente L ¢ aberto em I. Por fim, tem-se que ¢(L) C M,(K,U). Veriﬁé;; isto
equivale a mostrar que dado ¢(t) € ¢(L), com t € L, tem-se que ¢(t) € M,(K,U) ou,
mais precisamente, que H'(n"'(K)) C U. Seja w € H'(n '(K)). Assim, existe um
r € n 1K) tal que H'(z) = w. Como z € n"'(K), entao n(zr) € K. Como t € L,

entdo t € L;, para todo i = 1,...,k. Como K x {s} C LkJ(GZ x L;) e n(z) € K, entao
existe j € {1,..., K} tal que n(z) € G;. Assim, (n(:r),tl)ﬂe G, x L; e isto implica que
(n(z),t) € iLle(GixLi) C igL(GiXLi) = (nxid)(H*(U)). Se (n(z),t) € (nxid)(H*(U)),
entao existe (xg,ty) € H 1 (U) tal que (n(xo),to) = (n x id)(xo,to) = (n(z),t) ou, mais
precisamente, n(zg) = n(z) e ty = t. Como, por hipotese, n é injetora, entdo = = xy.
Desta forma, (x,t) € H '(U) e isto implica que w = H'(z) = H(x,t) € U. Portanto,
H'(n Y (K)) C U e, consequentemente, c(t) € M, (K,U) e ¢(L) C M,(K,U). O

A reciproca da parte 2) da demostragado do Teorema é valida com hipoteses
adicionais, a saber, n(X) seja localmente compacto, Hausdorff e n seja uma fungao aberta
e injetora.

O leitor pode verificar que dadas fungoes H: X x I — Y ec: [ — C,(X,Y) a seguinte

equivaléncia é valida:
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H=c¢,0(idx xc) < ct)=H' Vtel, (3.7)

sendo H': X — Y dada por H'(z) = H(z,t).

Teorema 3.34. Sejam (X, TX), (Y,TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos e considere uma
fungio H: X x I — (Y, TY) e um continuador n: (X,TX) — (Z,T?). Sen é uma
fungdo injetora e aberta, o conjunto n(X) é Hausdorff localmente compacto e a fungao

c: (I, T — (Cu(X,Y), Th-co) dada por

com

é continua, entio H € Cpuiq(X X 1,Y).

Demonstragao. Segue da equivaléncia (3.7) que H: X x I — (Y, TY) pode ser expressa
por

Hzeno(idXXC),

sendo &, (X x Co(X,Y), T*X @ Tyco) = (Y, TY) a fungao evaluagao, idy a identidade em
(X, TX)ec: (I, T!) = (Cu(X,Y), Thco) a fungao considerada na hipotese desse teorema.
Segue da Proposicao que g, € Cy(X x C,(X,Y),Y), pois n é injetora e n(X) é
Hausdorff localmente compacto. Decorre da Proposicao que idyx é n-continua, uma
vez que n injetora e aberta. Como c é continua e idy é n-continua, segue da Proposicao
que (idx x ¢) € Cuxia(X x 1,Y). Se (idx X ¢) € Coxia(X x ILY) e g, € Cig(X X
C.(X,Y),Y), segue do item (ii) do Teorema que &, o (idx x ¢) € Cpyia(X x 1,Y).
Portanto, H € C,5q(X x 1,Y). O

Corolario 3.35. Sejam (X, TX), (Y, TY) e (Z,T?) espagos topoldgicos, f,g € C,(X,Y)

en: (X, T%) = (Z,T?) um continuador. Se n é uma fungdo injetora e aberta, n(X) é

Hausdorff localmente compacto e f € n-conectada com g, entao f é n-homotdpica a g.

Demonstracao. Se f ¢ n-conectada com g, entao existe c: (I,T7) = (Co(X,Y), Tneco)
uma fungao continua tal que ¢(0) = f e ¢(1) = g. Defina H: X x I — (Y, T") dada por

H(z,t) = (g, 0 (idx X ¢))(z,1).



SECAO 3.4 ¢« HOMOTOPIA GENERALIZADA DESCRITA COMO CAMINHO 68

Decorre das hipoteses, da equivaléncia (3.7) e do Teorema que H € Couia(X x I,Y).
Além disso, H(z,0) = H%(z) = ¢(0)(z) = f(z) e H(z,1) = H'(z) = ¢(1)(x) = g(z).
Portanto, H: f ~ qg. O]

Proposigao 3.36. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, TY) e (Z, T?) espagos topoldgicos
en: X — (Z,T?) um continuador. A relagdo “ser m-conectada a” é uma relagao de

equivaléncia no conjunto C,(X,Y).

Demonstracao. Seja f € C,(X,Y) e considere c: (I,T!) — (Co(X,Y), Thco) dada
por c¢(t) = f, para todo t € I. Note que ¢ é uma fungdo continua, pois ela é uma
fungao constante e, além disso, ¢(0) = f e ¢(1) = f. Portanto, f é n-conectada a f e,
consequentemente, a relacao “ser n-conectada a” é reflexiva.

Sejam f, g € C,(X,Y) funcdes n-conectadas por uma funcao c: (I, 77) — (Co(X,Y), Theco)
continua. A funcio ¢ : I — C,(X,Y) dada por ‘¢ (t) = ¢(t — 1) é uma funcdo continua
ligando g a f. Portanto, g e f sao n-conectadas e, consequentemente, a relagao “ser
n-conectada a” é simétrica.

Sejam f,g,h € C,(X,Y) e ¢,d: (I, T!) — (Co(X,Y), Thco) fungoes continuas que n-
conectam f a g e g a h, respectivamente. A funcio (cxd): (I,T1) = (Co(X,Y), Theco)
dada por

(exd){t) = {d(2t —1), se

¢ uma fungao continua ligando f a h, pois (¢ * d)(0) = ¢(0) = f e (exd)(1) = d(1) = h.

Portanto, f e h estao n-conectadas e, consequentemente, a relagao “ser n-conectada a” é

transitiva. O

Coroléario 3.37. Sejam (X, TX), (Y,TY) e (Z,T#) espagos topoldgicos e considere um
continuador n: (X, TX) = (Z,T?). Sen é uma fungdo injetiva e aberta, n(X) é Haus-
dorff localmente compacto, entao a relacao de “ser n-homotdpico a” é uma relagao de

equivaléncia no conjunto C,(X,Y).

Demonstragdo. Segue da Proposicao|[3.28|que a relagao “ser n-homotopica a” é reflexiva,
para qualquer continuador n.

Sejam f,g € C,(X,Y) fungoes n-homotopicas. Como f e g s@o n-homotopicas e n é
injetiva, segue do Teorema que f é n-conectada com g. Segue pela simetria descrita

na Proposicao [3.36] que g é n-conectada a f. Como n é uma fungdo injetora e aberta,
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n(X) é Hausdorff localmente compacto e g é n-conectada com f, segue do Corolario m
que g é n-homotoépica a f. Portanto, nestas condicoes a relagao “ser n-homotopica a” é
simétrica.

Sejam f,g,h € C,(X,Y). Como f é n-homotopica a g, g € n-homotopica a h e n é um
continuador injetivo, segue do Teorema que f é n-conectada a g e g é n-conectada a
h. Segue pela transitividade descrita na Proposi¢ao[3.36/que f é n-conectada a h. Como n
¢ uma funcao injetora e aberta, n(X) é Hausdorff localmente compacto e f é n-conectada
a h, segue do Corolario [3.35] que f é n-homotopica a h. Portanto, nestas condigoes a

relacao “ser n-homotopica a” é transitiva. O

Uma pergunta que podemos nos fazer é: se H: f ~ geK:g ~ h e definirmos

serd que L € Cpyia(X X 1,Y)?

Visto que f ~ g e g ~ h, entdo existem funcoes , 3: (I, T") = (Cu(X,Y), Thco) dadas
por a(t) = H'(x), com H'(x) = H(x,t), e f(t) = K'(z), com K'(x) = K(x,t), tais que
a(0) = f, a(l) = g, B(0) = g, B(1) = h. Considere v: (I, T1) = (Co(X,Y), Thco) dada
por 7 = a * 3. Para se ter v continua é suficiente que n seja injetora, pois pelo Teorema
[3.33] se n ¢ injetora, entdo «a e B sdo continuas e, consequentemente, v é continua. Note

que

Para se ter L € C,,;q(X x I,Y), é suficiente que =y seja continua, n seja injetora e aberta
e n(X) seja Hausdorff localmente compacto para que se possa fazer o uso do Teorema
[3.34. Portanto, a resposta a pergunta acima é afirmativa no caso em que o continuador
n seja injetor, aberto e sua imagem n(X) seja Hausdorff localmente compacto.

Antes de apresentar o proximo teorema sera destacada uma consequéncia importante
do item (i) do Teorema , a qual esta relacionada a inclusoes envolvendo espacos de

fungbes com continuidade generalizada.
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Proposigao 3.38. Sejam X um conjunto nao vazio, (Z,T%) e (W, TYV) espacos topoldgi-
cosep: X = (Z,T?) eq: X — (W, TY) dois continuadores. Se p € C,(X,Z), entdo

C,(X,Y) C Cu(X,Y), para qualquer contradominio (Y, TY). (3.8)

Demonstragdo. Sejam (Y, TY) um espaco topologico e f € C,(X,Y). Se p € C (X, Z),
segue do item (i) do Teorema|2.39|que f € C,(X,Y’). Portanto, C,(X,Y) C C,(X,Y). O

No caso em que p € C, (X, Z), devido a expressao , pode-se equipar o conjunto
C,(X,Y) com topologia induzida pela topologia T, ., que equipa C,(X,Y"). Por outro lado,
o conjunto C,(X,Y) também pode ser munido com a topologia 7,.c,. Questionamentos
naturais que surgem disso sao: A topologia induzida por 7,., € a topologia 7, sao
comparaveis em C,(X,Y)? Caso sejam comparaveis, qual seria a mais fraca? Em certas

condicoes, o teorema a seguir traz respostas a estes questionamentos.

Teorema 3.39. Sejam (X, TX), (Y,TY) e (Z,T?) e (W, TV") espagos topoldgicos,
fr90 (X, TY) = (Y, TY) fungoes e p: (X, T¥) — (2,T7) e ¢: (X, T¥) = (W, T")

continuadores, com p € Cy(X,Z). As sequintes afirmagdes sio vdlidas:

(i) Se p € injetor e ¢ é homeomorfismo, entao a topologia Ty ., induzida a C,(X,Y) €

mais fraca que a topologia T,.., em C,(X,Y).

(ii) Sep € ingetor, q € um homeomorfismo, q(X) Hausdorff localmente compacto e f £ g,

entao f 2 qg.
Demonstragao. (i) A topologia 7, induzida a C,(X,Y) é a topologia que tem os
abertos sub-bésicos da forma

(K,U),NCy(X,Y)={f e C(X,Y): f(¢ " (K)CU,KeK,eUecT"}.

Tem-se que cada (K1,U;), N C,(X,Y) = (p(¢~*(K1)),U1),, sendo (p(q~*(K1)),Ur), um

aberto sub-basico de 7j.co, pois

(K, Uy)y N Cy(X,Y) =
{(feC(X,Y): f(HK))CU, K €K elU, €T} =

{f e G(X,Y): fFlp~ (p(g™ (K1) C Uy, plg ' (K1) €Kpe U €TV} =
(p(g™ (K1), Ur)yp
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Observe que na sequéncia anterior de igualdades de conjuntos a segunda igualdade é
valida, pois o continuador p ¢ injetivo e p(¢ (K1) € K.

A seguir consta a verificagao que p(¢~'(K;)) € K,. Usando a hipotese que ¢ é um
homeomorfismo (bijetora, continua e com inversa continua) e K; é um compacto em
q(X), tem-se que ¢ *(K7) é compacto em X. Como p € Cy(X,Z) e ¢ € Cia(X, W),
decorre do item (i) do Teorema que p € Ciy(X, Z), ou seja, p é continua. Assim, se
p é continua e ¢7' (K1) é compacto em X, entdao p(q~*(K})) ¢ compacto em p(X).

Uma vez que (K1,U;), N C,(X,Y) = (p(¢ ' (K1)),Us),, conclui-se que a sub-base da
topologia 7., induzida a C,(X,Y") esta contida na sub-base da 7,., em C,(X,Y), isto
é, ch_’éo C Spco- Desta forma, decorre do item (ii) da Proposicao que 7;%’0 C Tpcos
ou seja, a topologia T, induzida a C,(X,Y’) é mais fraca que que a topologia T, em
C(X,Y).

(ii) Como f é p-homotodpica a g e p é injetora, entdo pelo Teorema f e g estao
p-conectadas por uma fungio continua c: (I, 77) — (C)(X,Y), Tpeo). Segue do item (i)
acima que c: (I,T7) — (C,(X, Y), Tads) também & continua, pois Tods C Tp-co- Como
as fungoes f,g € Co(X,Y) e p € Cu(X,Y), segue do item (i) do Teorema que
f,9 € C,(X,Y). Observe que a fungao d: (I,T') — (C,(X,Y), T;.co) dada por d(t) = c(t)
também é continua, pois dado um aberto sub-bésico (K,U), em torno de d(ty) = c(to),
existe L € 7;! tal que
a(L) C (K1),
visto que
d(L)=c(L) C (K,U),NnC,(X,Y) C (K,U),,

jaquec: (I, TH) — (C(X,Y), 771_%’0) ¢ continua. Portanto, f, g sdo g-conectadas e como ¢
¢ homeomorfismo (injetora e aberta) e ¢(X) é Hausdorff localmente compacto, segue do

Corolario [3.35 que f e g sdo g-homotopicas. O

Corolario 3.40. Sejam (X, TX), (Y, TY) e (Z,T?) espacos topoldgicos e considere as
fungoes f,g: (X, TX) — (V,TY) en: (X, TX) = (Z,T?) um continuador continuo e

injetivo. As sequintes afirmagoes sao vdlidas:

i) A topologia T, induzida a C,(X,Y) € mais fraca que que a topologia T, .., em
C.(X,Y).

ii) Se X € Hausdorff localmente compacto e f ~ g, entao f ~ g.
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Demonstragdo. Segue diretamente do Teorema|3.39] considerando g = idx ep =n. O

O(XY)

=10 N (X Y] g TIATTY I

Figura 3.2: figura ilustrativa a respeito do item (i) do Corolario [3.40

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

3.5 Espacos com contratibilidade generalizada

Definigao 3.41. Sejam (X, TX), (Y, TY) e (Z,T?) espacos topoldgicos e os continu-
adoresp: (X, T™) = (Z,T?) eq: (X, T¥) = (W, TV). A fungio f: (X, T*) = (Y, T)
¢ uma equivaléncia (p, ¢)-homotoépica se, e somente se, existe g: (Y, TY) — (X, T) tal
que go f £ idx e fog L idy. Neste caso, dizemos que g € inverso (p,q)-homotdpico de
[ e que os espagos topoldgicos (X, TX) e (Y, TY) tém o mesmo (p,q)-tipo de homotopia,
que denotamos por (X, TX) 20 Y, TY).

Definigao 3.42. Sejam (X, TX), (Z,T%) e (W, T") espacos topoldgicos e considere os
continuadores p: (X, TX) = (Z,T?) e q: (X, T*X) = (W, TV). Dizemos que um espago
€ (X, TX) ¢ (p,q)-contrdtil se, e somente se, Y ¢é um conjunto unitdrio e (X, TX) (g)

Y, TY).
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Proposigao 3.43. Sejam (X, TX), (Y, TY), (Z,T?) espagos topoldgicos e considere os

continuadores p: (X, T~) — (Z,T?) e q¢: (X, TX) — (W, TV). Temos que (X, T™) é

(p, q)-contrdtil se, e somente se, a funcao id: (X, T™) — (X, TX) é p-homotdpica a uma

fung¢ao constante.

Demonstracdo. Se o espaco topologico (X, TX) é (p, q)-contratil, por defini¢do existe
um conjunto Y = {a} e existem f: (X,7T%) = ({a}, T e g: ({a}, T19) - (X, TY)
tais que g o f £ idx. Note que g o f é uma funcgao constante.

Reciprocamente, considere idy 2 ¢, sendo ¢: (X, 7%) — (X, T%) uma funcdo constante
dada por c¢(z) = a. Tome k: (X, T7¥) = ({a}, T{¥) dada por k(z) = c(z). Observe que
iok=cXidyekoi=id,~id, (pelo Corolario 3.28), sendo i: ({a}, T{%) — (X, T¥)
a funcgao inclusao. Portanto, (X, 7%) 20 ({a}, Ti). O




Consideracoes

Através das consideragoes adicionais feitas para continuidade generalizada é possivel no-
tar que as caracterizagoes e proposicoes sobre continuidade generalizada se comportam de
modo muito similar & continuidade usual. A homotopia generalizada apresentada no tra-
balho e denominada de n-homotopia ¢ uma generalizacao apropriada da homotopia usual
pois o conceito de homotopias é um caso particular de homotopia generalizada, pois como
visto na se¢io 3.2, basta considerar n como sendo a fungio onde idx : (X, TX) — (X, TX)
identidade. Com este trabalho conclui-se que é possivel estabelecer uma definicao para
homotopia generalizada através de continuidade generalizada. Algumas proposigoes asso-
ciadas as homotopias generalizadas (n-homotopia estrita, n-homotopia e n-conectividade
de fungées n-continuas) abordadas nesta monografia tém similaridade com as associadas
a homotopia usual, porém para algumas proposicoes deve-se ter algumas condi¢oes sobre
o continuador n, um exemplo disso é que para n-homotopia seja uma relagao de equi-
valéncia o continuador deve ter algumas condigoes para que a homotopia generalizada
seja simétrica e transitiva.

Uma importante consideracao a se fazer é que para continuidade usual e homotopias
usuais, exige-se que dominios e contradominios das fungoes consideradas estejam equipa-
dos com topologias. Ja para os resultados envolvendo continuidade generalizada ou ho-

motopias generalizadas nao se exige que o dominio tenha estrutura topologica.

4
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