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RESUMO

Apdés encontrar a solugao 6tima de um problema de programacao linear a Analise de
Sensibilidade permite estudar os impactos causados na solucao 6tima por modificagoes
realizadas nos parametros iniciais. Por exemplo, se um parametro for alterado, a Analise
de Sensibilidade permite determinar a nova solugao 6tima sem resolver o problema nova-
mente e permite determinar quais as mudangas nos coeficientes nao alterarao a solugao
otima. Devido a especificidade dos problemas de formulacao de dieta, que é organizar uma
nutricao saudavel e pagar o menor custo por ela, eles se tornam bons candidatos para
estudar o impacto das mudancas sobre o valor 6timo da funcao objetivo. Por exemplo, se
o preco de algum alimento aumentar ou diminuir o que acontece com o custo da dieta?
Quanto o prego de cada alimento pode ser alterado sem que o custo da dieta se altere?
Essas perguntas serao respondidas nesta pesquisa. Por isso, o objetivo deste trabalho é
realizar a Anélise de Sensibilidade em um problema da dieta analisando os valores dos
coeficientes das varidveis e propor novos modelos de dieta com custo minimo. As anélises
sao realizadas com o auxilio do software Solver da Microsoft Excel. A metodologia utili-
zada ao longo do trabalho é a abordagem qualitativa com base na pesquisa bibliogréfica,
com isso foi realizado um estudo de pesquisas anteriores, por meio de livros, artigos, teses,
entre outros. A pesquisa contribuira para a formacao académica da graduanda, leitores e
futuros pesquisadores em Matemaética.

Palavras-chave: Analise de Sensibilidade; Otimizagao; Programacao Linear; Simplex;

Solver Microsoft Excel.
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INTRODUCAO

A Analise de Sensibilidade, ou analise de pds-otimizacao, esta preocupada com a forma
como as mudangas nos parametros de um Problema de Programacao Linear (PPL) afetam
a solucao 6tima. Ou seja, procuramos a resposta para perguntas como: Qual o efeito de
uma mudanga num coeficiente da fungao objetivo, numa constante de uma restrigao e/ou
num coeficiente de uma restrigao? Porém surge outra pergunta: por que conhecer como
a solugao de um PPL pode ser afetada ao modificar algum parametro é importante? A
resposta dessa pergunta pode ser dada agora. Visto que os insumos de uma empresa ou
os parametros de um problema de modelagem nao sao muitas vezes valores permanentes,
ou seja, podem sofrer alteracoes ao longo do processo, precisamos compreender como a

solu¢ao de um PPL ¢ afetada quando algum dado é alterado.

Por exemplo, pense no caso de uma empresa que apos encontrar uma solucao 6tima
para o seu problema tenha alguns recursos alterados, seja por insumos, mao de obra,
defeitos de equipamentos, dentre outros acontecimentos imprevisiveis. Nesse caso, essa
empresa teria que realizar toda uma nova pesquisa para encontrar a solucao 6tima desse
problema atual, contudo, bastaria que fizesse uma Analise de Sensibilidade e verificasse
como essa situagao afetou sua solugao anterior. Dessa forma, na Anélise de Sensibilidade
conseguimos calcular o quanto o valor da funcao objetivo na solucao 6tima é alterado
quando um dos parametros é modificado. Além disso, se um parametro de um PPL for
alterado, a andlise de pods-otimizacao nos permite, em alguns casos, determinar a nova

solugao 6tima sem a necessidade de resolver o problema novamente.

Mas qual o problema de resolver o problema novamente com os novos parametros?



Nao é s6 “dar o play” no software? Em muitos casos sim. Hoje possuimos excelentes
softwares e computadores que sao capazes de resolver um PPL em fracoes de segundos,
porém, também existem muitos PPL’s cuja solucao é demorada de se obter e nesses casos
¢ melhor utilizar a analise pds-otimizagao pois, caso contrario, o custo computacional

pode ser muito alto.

H&a ainda outra vantagem do uso da Anélise de Sensibilidade. Estudar as carac-
teristicas e os valores dos parametros na solugao 6tima pode nos ajudar a determinar
quais as mudancas de valores nos coeficientes do PPL nao alteram o valor da solucao.
Assim, estudar e entender essa teoria permite que um analista determine o impacto das
mudancas sobre o valor 6timo da funcao objetivo. Compreender o que é uma Analise
de Sensibilidade e saber usa-la a favor do proponente aumenta a capacidade de gestao,

dando mais seguranca e percepgao nos momentos de decisao quanto ao futuro.

O estudo em anélise de pos-otimizacao tem sido utilizado em diferentes setores da
sociedade. Os autores Pereira, Paula Junior e Ladeira publicaram, em [14] o trabalho
sobre andlise de pds-otimizagao que mostrou a quantidade étima de carvao vegetal que
poderia ser transportado no estado de Minas Gerais. Em [18], Takechi e Sugai utilizaram
a Analise de Sensibilidade em microcomputador em um problema de mistura de ragao

para gado de corte.

Ja os pesquisadores Vanni, Luz, Ribeiro, Novaes e Polanczyem, em [20], apresentam
a possibilidade de aplicar a teoria na area da saude, realizando uma avaliacao economica
com enfoque em doencas infecciosas. Ainda, os autores Moretti, Alves, Rocha e Riani
em [10] empregaram a andlise de pds-otimizacado em uma organizacao do setor varejista,
mais especificamente para maximizar os lucros de uma loja de ragoes para animais. Os
trabalhos acima citados recorreram a Analise de Sensibilidade para resolver problemas

praticos e favoreceram a comunidade envolvida.

Para desenvolver um pouco da teoria relacionada a Anélise de Sensibilidade, apresen-
taremos, neste trabalho, as defini¢oes e técnicas utilizadas para calcular o impacto causado
no modelo original de um PPL quando algumas alteracoes sao executadas. Sendo elas:
alteragao no coeficiente da funcao objetivo, alteracao dos termos independentes das res-
trigoes, alteragao dos coeficientes da matriz das restrigoes, altera¢ao em variaveis (inclusao
e eliminacdo de varidvel) e alteragdo na restricao (inclusao e eliminagdo de restrigao).
Ainda, serd realizada a andlise de pds-otimizacao em um problema da dieta, utilizando a

ferramenta Solver da Microsoft Excel como apoio do estudo.



A metodologia utilizada ao longo do trabalho foi a abordagem qualitativa com base na
pesquisa bibliogréfica, ou seja, estudo de pesquisas anteriores, podendo ser: livros, artigos,
teses, entre outros. A principal caracteristica da pesquisa bibliografica é o pesquisador
desenvolver seu estudo a partir das contribui¢oes de outros autores [17]. No processo
de selecao dos materiais que seriam utilizados nessa pesquisa, foram realizadas varias
leituras e resolugoes de exemplo, para verificar se o material se adequava com o objetivo
da proposta.

Neste trabalho estudamos alguns conceitos e resultados de Programacao Linear, dando
énfase na Anélise de Sensibilidade, exibindo o efeito de algumas pertubagoes nos parametros
do modelo inicial. Dessa forma, com esta pesquisa foi possivel aprofundar os estudos e,
ainda, utiliza-los na resolugao de problemas e algumas aplicagoes.

Vale destacar a importancia da Programacao Linear ao longo da histéria, de acordo
com [9] (2001, p. 24):

O desenvolvimento da programacao linear foi considerado como um dos mais
importantes avancos cientificos, dos meados, do século XX, e temos que con-
cordar com essa avaliagao. Seu impacto, desde 1950, tem sido extraordinario.
Hoje é a ferramenta padrao que tem economizado milhares ou milhoes de
dolares para muitas companhias ou negoécios mesmo de tamanho moderado
nas diversas nagoes industrializadas do mundo, e o seu uso em outros setores
da sociedade tem se espalhado rapidamente. Uma grande proporgao de toda
computacao cientifica, processada nos computadores, é destinada para o uso

da programacao linear.

E de conhecimento que esse desenvolvimento aconteceu especialmente durante a Segunda
Guerra Mundial, onde o matemdtico Dantzig? trabalhou na Forca Aérea Americana ocu-
pando o cargo de chefe da subdivisao civil de combate, no Centro de Controle Estatistico.
Com as complicacoes nas operagoes militares e nos planejamentos de guerra, o matematico
tornou-se um especialista em métodos de programacao e planejamento, contando com o

auxilio de computadores. Apds a guerra, a Forca Aérea Americana investiu fundos con-

2George Bernard Dantzig (Oregon, EUA, 8 de novembro de 1914 - 13 de maio de 2005) foi um ma-
temdatico americano, pioneiro nos estudos de programagao matematica. Uma das principais contribuicoes
do cientista, pela qual é mundialmente conhecido, é o desenvolvimento do algoritmo Simplex. Recebeu
diversos prémios pela importancia de seus trabalhos. Dantzig era Professor de Pesquisa Operacional e

Ciéncia da Computacao na Universidade de Stanford, local que permaneceu até sua morte.



sideraveis para o desenvolvimento dos computadores, uma vez que eles se mostraram
importantes para resolver diversos problemas de planejamento [4].

Os caminhos que levaram ao tema da pesquisa “Analise de Sensibilidade Aplicada
em um Problema da Dieta”pela graduanda comeca com a necessidade de se fazer uma
iniciagao cientifica dentro do Programa de Educagao Tutorial (PET) em 2018, a pesquisa
“Condigoes de Otimalidade em Otimizacao Nao Linear: Uma abordagem Geométrica”,
orientada pelo Prof. Dr. Moisés Rodrigues Cirilo do Monte, despertou o interesse da dis-
cente. Com esse projeto de pesquisa a graduanda pode apresentar o trabalho “Aplicacao
do Lema de Farkas na Obtencao de Condigoes Necessarias de Otimalidade para Proble-
mas de Otimizag¢ao Nao Linear’no XXXIX Congresso Nacional de Matematica Aplicada
e Computacional 2019, onde conheceu mais sobre a Matematica Aplicada e aumentou o
entusiasmo com o tema.

No final da pesquisa, em 2019, a graduanda cursou a disciplina optativa para a Licenci-
atura em Matematica “Introducao a Programagao Linear”, com a professora e orientadora
deste trabalho, o que a aproximou ainda mais com o assunto. Assim, em 2020, a estu-
dante conversou com a professora sobre a possibilidade de desenvolverem uma iniciagao
cientifica, com foco no trabalho de conclusao de curso, com o assunto de Analise de
Sensibilidade, e assim, realizamos o estudo sobre o tema.

Pensando ainda que os conceitos abordados nesta pesquisa geralmente nao estao pre-
sentes nas ementas das disciplinas dos cursos de graduacao, pretendemos, com esta pro-
posta, dar a bolsista de graduagao, e possivelmente na formacao de futuros pesquisado-
res em Matematica, a oportunidade de familiarizar-se com a modelagem matemaética de
PPL’s e com o uso de métodos computacionais de otimizacao linear ainda durante a sua

graduacao, contribuindo para uma formacao ampla e diversificada.

Objetivo

O principal objetivo deste trabalho é estudar os conceitos da Analise de Sensibilidade
aplicados a problemas de programagcao linear. Problemas préticos de programagao linear
serao resolvidos com o método Simplex e com o auxilio de softwares e em seguida, serd
feito uma analise pds-otimizacao de cada PPL.

Como objetivos especificos podemos citar:

e resolver alguns problemas de programagao linear préticos e/ou tedricos;

4



e investigar os resultados das simulagoes numéricas por meio da Anélise de Sensibili-

dade;

e desenvolver uma Anélise de Sensibilidade detalhada sobre um problema da dieta

por meio do software Solver do Excel.

Estrutura dos Tépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1 (Defini¢oes e Resultados Preliminares), apresentamos definigoes e
resultados preliminares que foram utilizados durante nossa pesquisa. Neste capitulo

contamos com os referenciais tedricos [1], [2], [3], [7], [9] e [16].

e No capitulo 2 (Anélise de Sensibilidade), realizamos o estudo de andlise de pés-
otimizacao, apresentando a parte tedrica e alguns exemplos para contribuir com a
compreensao do tema. As modificagoes no PPL original, bem como os seus efeitos,
apresentados no capitulo sao: no coeficiente da fungao objetivo, dos termos indepen-
dentes das restri¢oes, dos coeficientes da matriz das restri¢oes, em variavel (inclusao
e eliminagdo), e em restrigao (inclus@o e eliminagdo). Neste capitulo também utili-

zamos como referenciais tedricos [1], [2], [7] e [13].

e No capitulo 3 (Aplicagdo em um problema da dieta), estudamos a aplicacdo da
teoria de Analise de Sensibilidade em um problema da dieta, com o auxilio da
ferramenta Solver do Excel. O problema escolhido foi apresentado em um trabalho
de conclusao de curso, onde a autora sugere a continuacao do estudo. Neste capitulo,
a pesquisadora utilizou [5], [6], [7], [8], [11], [12], [15] e [19].



CAPITULO 1

DEFINICOES E RESULTADOS
PRELIMINARES

Antes de comegarmos a trabalhar com Andlise de Sensibilidade é necessario apre-
sentarmos algumas definicoes e resultados de programacao linear, indispensaveis para
compreensao deste trabalho, assim, este capitulo foi construido tomando por base nas
referéncias [1], [2], [3], [7], [9] e [16].

1.1 Programacao Linear

Em otimiza¢do, chamamos o modelo de Programacao Linear (PL) de uma repre-
sentacgao simplificada da realidade. Para construirmos esse modelo, precisamos identificar
em um problema qual é a funcao objetivo linear, as restricoes em relagao a funcao e o

tipo de otimizagao que desejamos, minimizar ou maximizar a funcao objetivo.

1.1.1 Problemas de Programacao Linear

Definigao 1.1 (PPL). Um problema de programagao linear (PPL) consiste de uma fung¢do
objetivo, linear em n variaveis, e um conjunto de restricoes, representadas por m ine-

quagoes (ou equagdes) lineares.



As restricoes de um PPL podem ser apresentadas de diversas formas, entretanto con-

seguimos ajustd-las para a forma apresentada abaixo, conhecida como forma padrao.

Definicao 1.2 (Forma Padrao). A seguinte forma do PPL é chamada de forma padrao:

Minimizar f(xy, 29, - ,2,) = 171+ CoXa + -+ + Cpy

Sujeito a

a11x1 + a1y + -+ - + a1, = by

a91T1 + G99%2 + -+ - + Gop Ty = bo

Am1T1 + AmaTs + -+ ATy, = bm

l'lZO, :L‘QZO; Ty anO

A funcao linear f € continua e deve ser minimizada, chamamos essa aplicacao linear

de funcao objetivo. O sistema de equacoes lineares caracteriza as restrigoes do problema,

Juntamente com as condi¢oes de nao negatividade das varidveis. Os vetores b e ¢, junta-

mente com os coeficientes dados por a;j, onde 1 <i<m el < j<n, sio compostos por

constantes reais fixas. Ja o vetor x = (x1,xo, - ,x,) € formado por niumeros reais que

atnda serao determinados.

A forma padrao do PPL pode ainda ser escrito de forma mais sucinta, utilizando a

notacao matricial:

em que
ai

21

L Qm1
tecnolégicos);
( g

T (

C C1 Co
T = (21 xy

bT == (bl b2

a2

22

Am2

Minimizar f(z) = ¢’z (1.1)
Sujeitoa Az =150 (1.2)
x>0, (1.3)
Qin ]
A2n,

é uma matriz m X n, chamada matriz dos coeficientes

amn

¢n) € o vetor de custos;

x,) € o vetor das varidveis de decisdo ou incégnitas;

b,) é o vetor dos termos independentes (recursos);
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0" =(00 --- 0) é o vetor formado apenas por elementos iguais a 0.

Ainda, uma outra forma de representar um PPL na forma padrao é:

Minimizar f(z1, 29, -+ ,2,) = cha:j (1.4)
j=1
Sujeito a Zajxj =b (1.5)
j=1

x3>07j: ) y 1, (16)
Qa1;
a9;

onde: a; = | 7| éa j-ésima coluna da matriz A, que sao os coeficientes que multipli-
CLmj

cam ;.

Em resumo, na forma padrao temos uma funcao objetivo que deve ser minimizada
com base em um sistema de equacoes lineares e condigoes de nao negatividade para as
incégnitas, ou seja, as varidaveis assumem valores nao negativos. Vale destacar que todo

PPL pode ser escrito na forma padrao.

Definigao 1.3 (Solucao vidvel e regiao vidvel). Uma solugdo x € vidvel se satisfazer
(1.2) e as condigoes de nao negatividade (1.3). O conjunto de todas as solugoes vidveis €

chamado regiao vidvel.

Defini¢ao 1.4 (Solugao étima). Uma solugao vidvel que fornece o menor valor a fun¢ao

objetivo f € chamada solugao otima, denotamos por x*. Uma solug¢dao vidvel é otima se:

f@®) < f(=)
para qualquer solugcao vidvel x.

Dessa forma, resolver um PPL consiste em determinar uma solucao étima, isto é,
encontrar uma solucao que satisfaz todas as restrigoes do problema e que ainda atribua o
menor valor a fungao objetivo.

Analogamente, podemos apresentar as definicoes e propriedades para um PPL de

maximizagao.



1.1.2 Escrevendo os problemas na forma padrao

Nem todos os PPL’s sao dados na forma padrao. Pensando que um modelo de PL
representa um problema da realidade, podemos ter um PPL que queira maximizar um lu-
cro, as restricoes serem de desigualdades, ou ainda, possuir variaveis que nao atendam as
condigoes de nao negatividade. Sendo assim, utilizamos algumas propriedades para trans-
formar o modelo na sua forma padrao. A seguir, apresentaremos as técnicas utilizadas

para modificar esses problemas afim de escrevé-los na forma padrao.
e Problemas de maximizacao
Quando temos um problema em que a funcao objetivo deve ser maximizada, procu-
ramos uma solucao viavel z*, tal que:

f(z*) > f(x) para qualquer solugao vidvel x.

Como essa forma nao é a padrao, multiplicamos a desigualdade por —1 e ficamos
com:

—f(z*) < —f(x) para qualquer solucao viavel z.

Dessa forma, quando queremos encontrar uma solugao viavel z* que maximize f(x)
é equivalente a encontrar uma solu¢do viavel z* que minimize —f(z), seguindo
a Defini¢ao (1.4). De forma resumida, caso o problema seja de maximizar f(x),

podemos considerar equivalente a minimizar — f(x).

e Restricoes de desigualdade

Se o problema possui as restricoes em forma de inequacoes, novas variaveis devem

ser inseridas. Supondo que a restricao i seja dada por:
;171 + QT + -+ - + Ain®y, < b;.
Essa desigualdade pode ser transformada em:
a1 + aipTo + -+ + ATy + 2 = by, K > 0.

Ou seja, somamos uma nova variavel nao negativa no lado esquerdo da restrigao,
essa variavel adicional x; é chamada variavel de folga. Analogamente, se a restricao
1 é dada por:

;171 + Qiox9 + -+ ATy, Z bZ



Fazemos,

;121 + QioTy + - -+ F Qi Ty, — T = by, 1 > 0.

Portanto, subtraimos uma nova variavel nao negativa no lado esquerdo da restrigao,

essa variavel adicional —xj; é chamada variavel de folga.

e Varidveis com valores negativos

Em problemas que as variaveis podem assumir valores negativos, chamadas de
varidveis livres (irrestrita de sinal), utilizamos duas varidveis positivas, nao nulas,
para representéd-las. Podemos fazer isso pois qualquer ntimero (seja positivo, nega-
tivo ou nulo) pode ser escrito como a diferenga de dois outros ndo negativos. Assim,

escrevemos a variavel livre z; como:

x; =, — ), comx; >0, 2] >0.

Q i)

Realizando a substituicao dessa nova variavel livre em todas as equagoes do pro-
blema, a linearidade das restri¢coes é preservada e o PPL ficara na forma padrao,

sendo necessariamente todas as variaveis nao negativas.

O exemplo seguinte aborda todas essas situagoes mencionadas e mostra como trans-

formar um PPL na forma padrao.

Exemplo 1.5. Consideremos o PPL abaixo em que a funcdo objetivo deve ser maximi-
zada, possui restrigoes de desigualdade e a restrigao x, > 0 nao estd presente, isto €, €

uma varidvel livre.

Mazximizar f(x), 22, -+ ,2,) = 121+ Co%o + -+ + Ty + -+ - + Ty
Sujeito a a11%1 + a12%2 + -+ aipTp + -+ AT, = by

a21X1 + A99Tg + -+ + A2pTp + -+ a0, = b2

@11+ Tz + -+ apTy + 0+ s < b;

aﬂwl + ngl'Q + -+ ajp:vp + -+ ajnxn Z bj

Am1T1 + Qa2 + - -+ + AmpTp + ot ATy = bm

120, 292>0, ---, 2z, >0, z,€R.
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Primeiramente iremos substituir a varidvel x,, que € livre para assumir valores posi-

tivos ou megativos. Assim, temos:

I A/ / "
Ty =1z, — T, comz,>0, z,>0.

Além disso, adicionamos uma varidvel de folga na restri¢ao i e uma varidvel de excesso

na restri¢cao j. Obtemos:

/ "
a1 + QgTa + 0+ ATy, — AT, + 0+ ATy + T = b;, x>0,

/

1
aj1T1 + AjoTo + « -+ AjpTy, — AjpTy, + 00+ Ajp Ty — T = bj, x; > 0.

Em relacao a maximizar o problema, € equivalente escrever:
Minimizar — f(x1,29, - ,2,) = —C1&1 — Colg — +++ — cpyc;7 + cpa:Z — e — Cp .

Por fim, a forma padrao do problema € escrita por:

"

. . . /
Minimizar — f(xy, 29, - ,T,) = —C1T] — CoTg — +++ — CpT, + CpT,

T Cpy
Sujeito a a1171 + A1%e + -+ ATy + -+ ATy = by

a21T1 + Q929 + - -+ + AopTp + T+ Aoy, = b2

/ "
;111 + ;979 + -+ (lipl‘p — aipxp + -+ AinTp + T = bz

/ " 7
;11 + AjoT2 + -+ (lijEp — ajpxp + -+ AjinTyn — T| = b]

Am1T1 + AmaZe + -+ + AmpTp + o ATy = bm

£1>0, 25>0, -+, 2,20, 27 >0,---, 2, >0, 2, >0,---, 2, >0.

1.1.3 Solucao Grafica

A resolucao grafica de modelos de PL é aplicavel para problemas de duas ou trés
variaveis, ¢ uma forma bastante util para encontrar a solugao 6tima e ilustrar alguns
conceitos basicos utilizados na resolucao de modelos e ainda na compreensao dos conceitos

do método Simplex, que sera visto posteriormente.
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Iremos considerar apenas problemas com duas variaveis, de modo a ilustrar a repre-
sentacao das solugoes viaveis e da solugao étima no plano cartesiano. E importante saber
que em resolucao gréfica, as restricoes dos problemas de programacao linear costumam
ser utilizadas na forma de desigualdades.

Para solucionar um problema com a resolucao gréafica seguimos duas etapas, a saber:

12 Passo: identificar a regiao vidvel do modelo, isto é, quais os pares (z1,xs) que
satisfazem a todas as restrigoes;

22 Passo: encontrar a solugao 6tima, denotada por (%, x3) que leva ao valor 6timo
da fungao objetivo f(x},x3).

Inicialmente tracamos os eixos cartesianos, associados as variaveis. E claro que a regiao
viavel ocupard sempre o primeiro quadrante, devido as restri¢oes de nao negatividade das
variaveis em questao, vejamos a figura que representa a regiao viavel considerando apenas

essas restrigoes.

Figura 1.1: Regiao viavel das variaveis de nao negatividade.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Como as solucoes vidveis devem satisfazer todas as restrigoes do problema, simultane-
amente, elas sao definidas pela interseccao de todas as regides delimitadas por cada uma
das restrigoes do PPL. Suponhamos entao que o problema estudado tenha 3 restrigoes
(R1, R2 e R3) todas de “menor ou igual”, considerando ainda as de nao negatividade,
como na Fig. (1.2).

Uma vez identificada a regiao viavel do problema, passamos a busca da solucao 6tima.
Dentro da regiao viavel, o conjunto de pontos que atribui o mesmo valor a f é chamado
curva de nivel, denotada por f’. Um problema pode ter vérias curvas de nivel, definidas
por [/, f", f"”, e assim por diante. Ressaltamos que essa notagao nao deve ser confundida

com as derivadas de f, pois ela representa as curvas de nivel da funcao. A curva de nivel

12



Figura 1.2: Regiao viavel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

que contém a solucao 6tima x* é denotada por f*, ja que todos os pontos desse conjunto
resultard o mesmo valor a funcao objetivo que a solucao 6tima.

Além disso, o vetor perpendicular & curva de nivel e que aponta no sentido em que a
funcao objetivo cresce a partir de um determinado ponto é chamado de vetor gradiente
de f e denotamos por V f(x). J& que em um PPL a funcdo objetivo é sempre uma fungao
linear, o vetor gradiente sera composto pelos coeficientes da funcao objetivo f.

Dessa forma, para obtermos uma solugao 6tima z* de problemas em que a funcao
objetivo deva ser minimizada, precisamos acompanhar o sentido contrario ao gradiente de
f até encontrar um vértice extremo, este ponto fornecera o menor valor possivel para a
fungao objetivo dentre as solugoes vidveis, como podemos acompanhar na Fig. (1.3) para

a regiao viavel anterior. O gradiente é denotado por ¢.

Figura 1.3: Solugao 6tima em um problema de minimizagao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Ainda, podemos encontrar a solugao étima quando a funcao objetivo do problema deve

13



ser maximizada. Para isso, precisamos acompanhar o sentido do gradiente até encontrar
um vértice extremo, este ponto proporcionara o maior valor possivel para a fungao objetivo

dentre as solugbes vidveis, como visto na Fig. (1.4), para a mesma regiao vidvel anterior.

2
~ ~ -
.S 5
~ FrEN
S
5
~
~
~ ~ ~
el )
Regido viavel . ~. .
N ~
~ N .\
~ ~ N
~ ~ ~ ~
hated il ~ ~ £
. e . W
~ ~
~ N S N
e

o [ S A Ly

Figura 1.4: Solugao 6tima em um problema de maximizacao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A solugao 6tima é denominada vértice ou ponto extremo, sendo que cada vértice é
determinado pela interseccao de pelo menos duas equacoes de retas que fazem parte do
conjunto de restricoes do PPL, que definem a fronteira da regiao vidvel. Com isso, os
vértices sao solugoes basicas de sistemas de equagoes lineares e correspondem as solugoes
viaveis.

Até o momento, apresentamos apenas o caso em que a regiao viavel do PPL era
limitada e com uma unica solucao 6tima. Entretanto, existem outras possibilidades,
que serao abordadas a seguir. Primeiro, suponhamos uma regiao viavel limitada, como
representada na Fig. (1.5). Considerando que seja um problema de maximizacdo, a
solugao otima devera ser procurada no sentido do gradiente ¢. Observe que este problema
permite infinitas solugoes 6timas, pois a reta que representa a fungao objetivo é paralela a
uma das restricoes. As infinitas solucoes sao representadas pelos pontos sobre o segmento
de reta indicado por S.

H4 ainda casos em que a regiao viavel é ilimitada, como representado na Fig. (1.6).
Nesse caso, suponha que o problema seja de maximizar a fungao objetivo, note que o

problema nao possui solugao 6tima, mesmo possuindo solugoes viaveis, ja que o valor da
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Figura 1.5: Regiao viavel limitada e com infinitas solugoes 6timas.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

funcao objetivo cresce infinitamente.

2
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Figura 1.6: Regiao viavel ilimitada e sem solugao 6tima.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Entretanto, caso o problema fosse minimizar a fungao objetivo, mesmo com uma regiao
viavel ilimitada a solugdo 6tima para esse problema é tinica, como mostra a Fig. (1.7).

Podemos ter ainda, um conjunto ilimitado de solugoes 6timas, S, quando a reta que
representa a funcao objetivo é paralela a uma semirreta que é fronteira de uma regiao
viavel ilimitada, como indicado na Fig. (1.8).

Por fim, temos o caso quando as restricoes do problema nao sao compativeis a ponto
de nao existir uma regiao viavel, ou seja, a regiao viavel é vazia. Com isso, a solucao

6tima nao existe devido a inexisténcia de soluc@o vidvel, como podemos ver na Fig. (1.9).

Observacao 1.6. Em geral, quando o espaco é o R", a equacdo a’x = b define um
conjunto chamado hiperplano e o vetor a é perpendicular ao hiperplano. A demonstragao

desse resultado pode ser consultado em [2].
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i Regido vidvel
N

N

Figura 1.7: Regiao viavel ilimitada e com solucao 6tima unica.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

€Ty

Figura 1.8: Regiao viavel ilimitada e com infinitas solugoes 6timas.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Com base no estudo desenvolvido nessa Sec¢ao (1.1.3), apresentaremos, em seguida,

algumas propriedades cujas demonstragdes podem ser consultados em [2].

Propriedade 1. Se uma regiao vidvel, que satisfaz um problema na forma padrao, é nao

vazia, entao ela possui pelo menos um vértice.

Propriedade 2. Se houver uma solu¢ao otima para um PPL, entao hd uma solugao

otima que € um vértice da regiao vidvel que satisfaz este problema.

Propriedade 3. Uma regiao vidvel possui, no mdximo, um niumero finito de vértices.

1.1.4 Solucao Basica e PPL na Forma Basica

Para resolver um problema de programacao linear podemos ainda fixar variaveis inde-
pendentes, para quais conseguimos considerar quaisquer valores, e resolver o sistema de
equacoes lineares m x n dado por qualquer Ax = b, tal que x é um vetor de dimensao n,

b é um vetor de dimensao m e¢ A é uma matriz m X n.
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xry

Figura 1.9: Problema inviavel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Para simplificar a escrita, inicialmente fixamos n — m varidveis independentes e as
m variaveis restantes com m equacoes. Dessa forma, se a matriz desse sistema restante
for invertivel, a solugao é bem determinada [1]. Podemos pensar ainda de modo inverso,
ou seja, escolhemos m colunas da matriz A que formem uma matriz invertivel e fixamos
as demais varidveis. Considerando que a matriz A tem posto completo por linhas, isto
é, posto(A) = m, sempre é possivel selecionar m colunas da matriz A que formem uma
matriz invertivel. A hipdtese da matriz A ter posto completo por linhas implica que
m < n, ou seja, a quantidade de equacoes ¢ menor ou igual a quantidade de variaveis.
Se tivermos m = n, o sistema tem solugao unica. Porém, os problemas de programacgao
linear na forma padrao tém infinitas solugoes para situacoes em que m < n. Assim, o
grau de liberdade é n — m (o sistema tem n — m varidveis “sobrando”), que ao serem

fixadas estas varidveis, o sistema passa a ter solucao unica.

Definigao 1.7 (Particao bésica). Considere uma reorganizagdo nas colunas da matriz da

sequinte forma:

A=[B N]

onde:

® B,.«m, chamada matriz bdsica, € formada por m colunas da matriz A e € invertivel,
dada por B = |ap, ap, ... ap,,|, com By, By, ..., By, indices das colunas da matriz A

que pertencem a B, chamados indices bdsicos;

® Nyx(n—m), chamada matriz nao bdsica, € formada pelas n — m colunas restan-

tes de A, ou seja, colunas de A que nao estao em B. A matriz N € dada por
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N =lan, ap, ... an,_,.|, com N1, N, ..., N,_,, indices das colunas da matriz A que

pertencem a N.

Essa particao nas colunas da matriz A é chamada particao basica e introduz uma particao

no vetor x:
I'B
xr =
TN
tal que:
CCBl
LB, L, ..
® Ip= ‘ , chamado vetor das varidveis basicas (VB);
$Bm
I’Nl
TN, L ~ ..
° Iy = . , chamado vetor das varidveis nao bdsicas (VNB).
LN —m

Tomando uma partigdo basica A = [B N|, o sistema Ax = b pode ser reescrito como:

B _ b’
TN

B[L’B—FNZL'N = b

Ax =b < [B N|

ou ainda,

Portanto, a solugao geral do sistema pode ser escrita por:
Irp = B_lb—B_lN.IN. (17)

Definicao 1.8 (Solugao basica). Considere uma parti¢io basica A = [B N] e a sequinte

solugao obtida ao se fixar as n —m varidveis de xn em zero, isto é:

o= B1p
p={"" (1.8)
IN = 0.

A solucdao T assim obtida é chamada solugao bdsica.
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Definicao 1.9. Se todas as varidveis bdsicas sao nao negativas, ou seja, &g = B71b > 0,

dizemos que T € uma solugcao bdsica vidvel.

Definicao 1.10. Uma solugao bdsica vidvel, onde existe ao menos uma varidvel bdsica
nula, denomina-se solugao bdsica degenerada. Caso contrdrio, chamamos de solugao

basica nao degenerada.

Em alguns casos o sistema de equacoes lineares Az = b nao possui uma solugao bésica.
Contudo, uma forma de garanti-la é supondo que na matriz A,,x, temos n > m, isto é, o
nimero de variaveis é maior que o nimero de equacoes de restricoes. Além disso, as linhas
da matriz A devem ser linearmente independentes, correspondendo a independéncia linear
das m equacoes. A importancia das solugoes basicas vidveis na resolucao de problemas
lineares pode ser entendida com o Teorema Fundamental da Programacao Linear. Este
resultado mostra que em um PPL é necessario considerar apenas as solucoes basicas
viaveis quando se procura pela solugao 6tima, pois o valor étimo é sempre encontrado

entre tais solugoes.

Teorema 1.11 (Teorema fundamental da programagao linear). Dado um problema de
programagao linear na forma padrao (1.2) onde A € a matriz m X n de posto m:
a) se existe uma solugao vidvel, existe uma solug¢ao bdsica vidvel;

b) se existe uma solugdo bdsica dtima, existe uma solugdo bdsica vidvel dtima.

A prova do teorema acima pode ser encontrada com detalhes em [16].

1.1.5 Meétodo Simplex

Apesar de sabermos que alguma solucao 6tima sera encontrada em um ponto extremo
do conjunto viavel, esse processo pode ser enorme. O numero de vértices da regiao viavel
pode ser muito grande, em nimero exponencial, em relacao as variaveis.

O método Simplex possibilita que os computadores resolvam de forma simplificada
problemas com um ntumero relativamente grande de varidveis e restricoes. A ideia prin-
cipal do algoritmo ¢ buscar um vértice 6timo entre os vértices presentes na regiao viavel,
sendo estes vértices solugoes basicas viaveis. Dessa forma, ao encontrar uma solugao basica
viavel, o método identifica se esta é uma solugao 6tima ou nao. Caso seja, o problema esta

resolvido, caso contrario, ele busca a solucao 6tima através das solugoes basicas viaveis.
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Portanto, podemos resumir o método na aplicacao sucessiva de duas etapas, sendo elas:
identificacao de uma solucao 6tima e melhoria de uma solugao basica viavel.

Inicialmente, escrevendo a funcao objetivo f(x) em termos da partigdo bésica, temos:

TT] TB

flz)=cax= [CB CN = chLTp + CNIN, (1.9)

TN
onde ck sdo os coeficientes das varidveis bdsicas na fungao objetivo e ck; sao os coeficientes
das varidveis nao basicas na fungao objetivo.

Agora, escrevendo a Eq. (1.9) considerando a solugao geral do sistema dado na Eq.

(1.7), temos:

f(x) =chop +cyon = c5(B7'— B™'Nay) + chaoy

_ I p-1 T -1 T
= cgB b —cyB "Nxy + cyon.

O primeiro termo da equacao acima corresponde ao valor da fun¢ao objetivo na solucao

basica viavel, ou seja,
f(2) = chig + chiy = ch(B7'b) 4+ ¢4 (0) = c5B™'b.

Por simplificacio, escrevemos AT = ¢E B~ esse vetor A\, m x 1, é chamado de vetor
multiplicador Simplex e pode ser obtido na resolucao do sistema de equagoes lineares
BT\ = ¢p.

Assim, utilizando o vetor multiplicador reescrevemos f(x) da seguinte forma:

f(x) = f(&) — 5B 'Nay + chay = f(&) — AT Naoy + chaoy
— F(@) + (5 — AT N)ay

Se considerarmos que:

ch — AN = (CNyy CNgy oy CN, ) — A (any, any, -y an, )
= (CN17CN2) "'7CN'n,7m) — ()\TCLNl, )\T(INQ7 ceey )\TCLNnim)

_ T T T
= (CNl - A ANy CNy - A CLNQ,...,CNn,m—)\ aNn—'m)

IN = (:CN17:CN27 ceey :CNn—m)
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obtemos:

f(.%') = f(j:) + ((CNI - )‘TaNU CNy — )‘Tan -y CNp—m — )‘TaNn—m)(leawa ERRS) an—m))

= f(f) + ((CN1 - )\TaNl)lev (CN2 - )\TCLNQ)?CNQ, ey (CNn—m - )\T@Nn,m)anfm)-

Definicao 1.12 (Custos relativos). Os coeficientes ¢y, = (cn; — )\TaNj) das VNB na

funcao objetivo sao chamados custos relativos ou custos reduzidos.

Portanto, a fungao objetivo é reescrita por:
f(l’) = f('f) + (éleNNéNQxNZ? XEL éanmenfm)' (110)

Sabemos que na expressao (1.10) todas as variaveis do problema sdo nao negativas,
zy; 2 0, entao se todos os custos relativos sao nao negativos, Cn; = (ch — )\TaNj) > com
j=1,2,...,n —m, seque que f(z) > f(Z) para todos os zy > 0. Esse fato resulta no

Teorema da Condi¢ao de Otimalidade, sua prova pode ser consultada com detalhe em [9].

Teorema 1.13 (Teorema da Condi¢ao de Otimalidade). Se uma solu¢do bdsica vidvel,

A

g =B ' >0, possui ¢&; > 0 para todo j = 1,2,...,n —m, entdo esta solu¢do é dtima.

O Teorema (1.13) possibilita afirmar a otimalidade de uma solucao béasica vidvel, pois
se a condicao de otimalidade for verificada, entao a solugao bésica viavel é 6tima. Ainda,

se a solucao basica viavel for nao degenerada, a reciproca do teorema é verdadeira.

Corolério 1.14. Se uma solugdo bdsica vidvel nao degenerada, &g = B~'b > 0, é uma

solugao dtima, entdo ¢; > 0 para todo j = 1,2,...,n —m.

Algoritmo Simplex

O método Simplex pode ser escrito por meio de um algoritmo, que consiste em trocar
uma VNB de posicao com uma VB. Considere um PPL que esteja na forma padrao basica
e uma solucao basica viavel inicial.

Inicialmente determinamos a VNB que deve entrar na base, para isso observamos os
coeficientes da funcao objetivo, a varidvel nao béasica que possuir o menor custo relativo
negativo serd a escolhida, pois assim a fungao objetivo tendera a decrescer mais rapida-
mente ao perturbar esta varidavel. Essa escolha é conhecida como Regra de Entrada de

Dantzig [1].
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Em seguida precisamos definir qual varidavel deixarda a base. Considere que a VNB
x4 deva entrar na base de modo a manter a viabilidade da solugao. Devemos calcular a

razao:

| b
6 =min [ — |, ary >0,
akq

com k = 1,2,...,m. Escolhemos a menor razao nao negativa, o elemento pivo serad ay,,
que ocupa a posicao de encontro da coluna com a linha que gerou # e, portanto, sera a
variavel a deixar a base. Caso todos os elementos da coluna ¢ sejam negativos o problema
é dito ilimitado.

Dando continuidade ao método, é necessario “pivotar”a matriz para que os coeficientes
das VB fornecam a matriz identidade, e a funcao objetivo esteja em termos das novas
VNB. O pivoteamento consiste em realizar operacoes do tipo: multiplicar uma equacao
por uma constante e adicionar o resultado a outra, esta acao também é chamada de
Eliminacao de Gauss (veja [1]), ela ndo altera a solucao do sistema.

Em resumo, devemos primeiro calcular a nova linha pivo. Para isso, dividimos os
elementos da linha % pelo elemento pivo, ay,, pois assim teremos o valor unitario 1. Apds
isso, subtraimos de cada linha, a nova linha pivo multiplicada pelo elemento que esta no
encontro entre a coluna ¢ e a linha em que esta sendo realizada a subtragao, de modo que

cada um dos elementos das novas linhas calculadas possam ser determinados por:

a
L;:Lp—ﬂapq, 1<p<m.
akq

Com isso, encontramos uma nova matriz, em que a variavel x, passou a ser basica e
a variavel x, .5 passou a ser nao basica. Agora, para saber se o problema esta resolvido,
devemos observar se a condicao de otimalidade ¢é satisfeita, isto é, se todos os custos
relativos da funcao objetivo sao nao negativos. Se for, a solucao béasica calculada é dita
solucao basica étima, se nao, repetimos todo o processo anterior até que seja satisfeita a
condicao de otimalidade.

Vale destacar que caso algum coeficiente das VNB, custo relativo, seja igual a zero
a solugao encontrada nao ¢é unica. Fica caracterizada assim a existéncia de multiplas
solugoes 6timas no algoritmo. Resumidamente, o algoritmo pode ser descrito em duas

etapas.

e 1? Etapa: Identificacao de uma solucao 6tima.

- Verificar se a condicao de otimalidade ¢ satisfeita, ou seja, se todos os ¢; > 0.
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— Se sim, termina a aplicacao do método e temos dois possiveis casos:

x Se todos os coeficientes das VN B > 0, entao a solugao é 6tima e tnica;

% Se existe coeficiente da VNB = 0, entao existem infinitas solugoes étimas.

— Caso contrdrio vamos para a 2% Etapa.

e 22 Etapa: Melhoria de uma solucao bésica vidvel.

- Buscar uma solucao bésica vidvel melhor que a atual, quando existe algum ¢; < 0.

— Se existe pelo menos um custo relativo negativo, precisamos:

x Determinar a VN B que entrara na base;
x Determinar a V' B que serd substituida;

x Obter uma nova solugao basica viavel, utilizando as operagoes de pivotea-

mento;

* Voltar na 12 etapa.

— Caso ai; <0, =1,...,m, o problema ¢ ilimitado (chamamos de solugdo 6tima
ilimitada [1]).

Quadro Simplex

Para problemas de pequeno porte, a solucao pode ser obtida utilizando o Quadro ou
Tableau Simplex. Considere um PPL na sua forma padrao e basica, inserimos os dados

do PPL no primeiro quadro Simplex, como na Fig. (1.10).

VNE VB
| A
' 1 ' \
VE R Xz k) xl? a8t An Xn+1  Xns2 dai Xi-m ekl Xn+m b
X1 g tlya e g . gy 1 o o o by
e 1oy flag 24 P=1 Moy o 1 e 1] S 1] f1,
H i i 5 = Recursos
Tnsk | T iz T o o 1 Q by
Fitan Ty Tz Ll “r-lr.* b Amn 0 o i o m 1 bm
£y Ly g £, o 0 0 o Flx) —
I v J Fungo objetlve

Custos relativos

Figura 1.10: Primeiro Quadro Simplex.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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Agora, considere que a varidvel z, deva entrar na base (pelo menos o custo relativo
dessa variavel é negativo) e a varidvel z,., deva sair da base, e o elemento pivo seja
arq, assim, realizamos o pivoteamento, e consequentemente a 1 iteragdo. Observe a Fig.

(1.11).

B X iz wal Xy i X+l Kr4z e Xk—m w Xpam B
P i a@ = ;
Kid 1 i e 00 i 1 I 1 o by
e L5 R Mo Ry — u_-ﬂm By — H_-ﬂan — .y by ———. iy
kg kg ki g L
X2 A i ”M.u D “Ffﬂlu L i “Jmm 0 1 @ = . [¥] by — ﬂ.azq
21 2 2 2 20 2 — i}
i ] q g g,
e L g 'ﬂkq L]
a a a
ok L2 L% i G ki 0 : S 1 o g
md I."Iﬂm-r l|"I|’?,-,-,-|- ."lll‘T,rq fi"?krr ;'Irukq.
Ry (4% 1] - b
¥ .. 8 2 4] kn a o 1 1 e
Tt Tony kg “Aimg Oz — g g L P g II—.l'Ir.-;.T by — e Omg
U] Fa '
n — Tk Tz 5 ; Hen W =1 : By
£y Ty fa— o : Q Fd e — 7 0 o - i 0 Fix) — =% oy
g g q | g q ﬂ_lr L Rug
kg

Figura 1.11: Primeira Iteragao no Quadro Simplex.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Com isso, verificamos se as condicoes de otimalidade sao satisfeitas, se sim finalizamos
o quadro Simplex e o quadro 6timo é dado na Fig. (1.11). Caso contrario, realizamos
uma 22 iteracao como a primeira. A solucao 6tima do problema e o valor étimo da funcao
objetivo pode ser visto no quadro Simplex, representados, respectivamente, pela coluna
dos recursos e o valor na fungao objetivo, fazendo f(z*) —A =0 = f(z*) = A com A igual

ao valor encontrado apods a condicao de otimalidade satisfeita.

1.1.6 Método das Duas Fases

Nem todos problemas de programagao linear apresentam de inicio uma solugao béasica
inicial que possibilite o uso do método Simplex apenas introduzindo variaveis de folga. Os
casos em que as restricoes de desigualdades e os recursos sao, simultaneamente, menores
ou iguais a zero (<) e maiores ou iguais a zero (>), inserem varidveis de folga negativas.
H4 ainda o caso em que as restrigoes sao de igualdade e nesse caso nao existem variaveis
de folga.

Contudo, hd maneiras de encontrar a solucao viavel basica. Uma delas é através de

uma funcao objetivo auxiliar que possui variaveis artificiais, nao de folga, sem qualquer
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significado préprio, servindo apenas para encontrarmos a solucao comentada. Essa agao

¢é dita como método das duas fases, que consiste em:

e 12 Fase: minimizar Q%(z) = >_ a¢

Considere o PPL na forma padrao que nao apresenta uma solucao bésica viavel

inicial, admita o caso que temos uma igualdade:

Ax =10

x>0,

com b > 0. Como nao conseguimos inserir variaveis de folga nao negativas, precisa-

mos minimizar um problema artificial da seguinte forma:

Minimizar Q%(z) =", z¢

Sujeitoa Az +2°=10 (1.11)
x>0,z >0,

a

) é o vetor das varidveis artificiais. Se o PPL inicial tiver

onde z% = (z¢,2%, ..., x
uma solugao vidvel o problema artificial (1.11) possui um valor minimo tal que o
vetor % vale 0 (z* = 0), caso contrario o PPL néo possui uma solugao vidvel. Sendo
assim, o método Simplex pode ser aplicado e ao final as variaveis artificiais, que
inicialmente estarao na base, se tornarao VNB, e assim poderao ser desconsideradas

e a solugao basica serd dada pelo vetor z.

e 22 Fase: minimizar a funcao objetivo inicial

Nessa fase é resolvido o modelo original utilizando como solucao inicial a solugao

6tima do modelo artificial.

1.1.7 Dualidade

Todo PPL de minimizacao, dito primal, pode ser associado a um problema de ma-
ximizacao, dito dual. O estudo desses problemas proporcionam varias caracteristicas e
propriedades, tais com o método Simplex e na solucao de problemas. Em muitos casos é
mais facil resolver um problema pela forma dual do que pela forma primal e vice-versa,
dessa forma, esse método pode representar uma vantagem computacional em relagao a

outros.
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O problema dual é construido a partir de um problema primal, sendo que é possivel
escrever o primal na busca do dual, pois o processo para encontrar uma ou outra forma é
a mesma. Para definir um problema na forma dual, devemos partir de um PPL na forma

padrao e transforma-lo na forma primal como a seguir:

Minimizar c'z

Sujeitoa Az >0

A sua forma dual é dada por:

Maximizar b7y
Sujeito a ATy <c
y>0.

onde ¢! é um vetor de dimensao n,  é um vetor de dimensao n e é a varidvel do problema
primal, A é uma matriz m X n, b € um vetor de dimensao m e y é um vetor de dimensao
m e é a variavel do problema dual.

Vale destacar que caso um problema na forma primal altere algumas das suas ine-
quacoes para equacoes, as variaveis correspondentes no problema dual serao varidveis
livres.

Como mencionado o estudo da dualidade permite varios resultados, alguns deles serao

expostos a seguir, as demonstragoes podem ser consultadas em [1] e [16].

Lema 1.15 (Lema da dualidade fraca). Se x for vidvel para o problema primal e y for

vidvel para o problema dual correspondente, entdo ¢’z > b'y.

Esse resultado garante que a solugao vidavel do primal (ou dual), provoca um limite
no valor da fung@o objetivo do dual (ou primal). Ou seja, todos os valores associados ao
problema primal sao maiores do que os valores associados ao problema dual. Porém, como
o problema primal procura por um valor minimo para a fun¢ao objetivo e o problema dual
procura pelo maximo, assim os dois problemas procuram atingir o valor do outro. Essa

conclusao é exposta no corolario a seguir.

Corolario 1.16. Seja xo um vetor que satisfaz o problema primal e yy um vetor que
satisfaz o problema dual. Se xg e yy sao vidveis para os problemas primal e dual, respec-
tivamente, e se ¢l xg = by, entdo xy e yy sdo solucoes dtimas para seus correspondentes

problemas.
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A reciproca desse resultado também ¢é valida e chamamos de Teorema da Dualidade

da Programacao Linear.

Teorema 1.17 (Teorema da Dualidade da Programacao Linear). Se um dos problemas,
primal ou dual, tem uma solugcao finita otima, entdo o outro também terd, de forma que
o valor da funcgao objetivo correspondente a ambos serao iguais. Se algum dos problemas,

primal ou dual, tiver uma solucao ilimitada, o outro problema nao possuird solugao vidvel.
Consequentemente, segue o resultado que diz:

Teorema 1.18. Se um PPL tem uma solucdao basica vidvel étima correspondente a base
B, entdo o vetor y que satisfaz y' = c5 B~ € uma solugao dtima do dual. Assim, o valor

otimo de ambos problemas sao iguais.

Portanto, se encontrarmos a solucao 6étima de um dos problemas podemos encontrar
a solugao 6tima do outro, nos casos em que ambos possuirem solucoes 6timas, o valor
otimo da funcao objetivo serd o mesmo. Dessa forma, ao resolver o PPL do primal pelo
uso do quadro Simplex, a solucao do seu dual pode ser obtida diretamente.

E importante mencionar que a analise de um PPL nao termina quando se encontra a
solucao 6tima. Apds obtida a solucao étima de um PPL, quando isso é possivel, é impor-
tante examinar os valores que os parametros assumem no 6timo para poder sugerir, se
necessario, modificagoes no modelo inicial e descobrir quais parametros sao mais sensiveis,
isto é, quais parametros, se alterados, irao afetar de forma significativa o valor étimo do

problema original. O proximo capitulo tratara desse assunto.
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CAPITULO 2

ANALISE DE SENSIBILIDADE

Neste capitulo apresentaremos o efeito causado num problema de programagao linear
quando os parametros iniciais sao modificados apds encontrada a solugao étima. A Anélise
de Sensibilidade, ou pds-otimizagao, é um conceito muito 1til quando queremos estudar
essas alteragoes. Podemos definir a Andlise de Sensibilidade como uma técnica utilizada
para examinar os impactos que o programa passa quando existem alteracoes nas condigoes
de modelagem, ou ainda, o estudo de um modelo de programacao linear submetido a
mudangas em suas condigoes iniciais [7].

Para desenvolver esse estudo, serao apresentadas sete tipo de alteracoes que podem
ocorrer no modelo inicial de um PPL e as suas consequéncias, a saber: alteracao no coefi-
ciente da funcao objetivo, alteracao dos termos independentes das restri¢oes, alteragao dos
coeficientes da matriz das restrigoes, inclusao de variavel, eliminagao de variavel, inclusao
de restricao e eliminacao de restricao. Os conceitos tratados neste capitulo tiveram como

base os referenciais tedricos [1], [2], [7] e [13].

2.1 Compreensao das notacoes

Antes de desenvolvermos a teoria da Analise de Sensibilidade, discorreremos sobre
alguns apontamentos do método Simplex. O objetivo é proporcionar uma leitura mais

dinamica e compreensiva em relacao as notagoes utilizadas posteriormente.
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Inicialmente consideremos o problema primal em sua forma padrao:

Minimizar z = c'zx
Sujeito a Az = b

z > 0,

onde A é uma matriz m x n com posto m. Assumindo que o problema possua uma solugao

B~1b
basica viavel com valor da fungao objetivo zy dado por:
B~ B71b
2 =c’ 0 = (ch,ch) = LB . (2.1)

onde B e N sao indices que representam, respectivamente, os vetores custos referentes as

varidveis béasicas e naturais do PPL.

Ainda, sejam x g e xy conjuntos que representam, respectivamente, as variaveis basicas
e nao basicas de uma base. Como o problema possui uma solucao viavel, temos que ter

x>0, xy >0eb= Ax = Brg+ Nxy. Agora, reorganizando a iltima equacao temos:

b=Bxg+ Nxy = Bxg=b— Nzy
B_I(B$B>IB_1<Z)—NJZ'N) = l’B:B_lb—B_lNﬂj‘N
= xp= B 1p — Zjej B_lajxj

=b- D jes Yitis

(2.2)

onde J é o conjunto relativo aos indices das varidveis nao bdsicas e y; = B~ 'a;. Manipu-
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lando a Eq. (2.1) com a Eq. (2.2), podemos encontrar:

2z =z
B
= [cf cx]
TN

— T .B T
= cgT” + CNTN

= Cp (B_lb —2jes B_laﬂj) + D es G

=BT — e, BT ami + 30 07 (2.3)
=20+ [—c5(B 'ayz1 + - - + B lajx;) + (c1zn + -+ - + ¢y
=20+ [-cEBaymy — - — kB lajny + ey + - 4 ¢y

[

=20 + [w1(cr = cgB~ ar) + -+ 2(¢; — cp BT ay))]
= 20 + [xl(cl — Zl) + -+ l’j(Cj — Z])]
=20+ > ses(c; — 2)w;

=20 — D jes(2 — )z,

onde z; = c5 B 'a; em cada varidvel nao bésica.
Utilizando as manipulagoes algébricas realizadas anteriormente, podemos reescrever o

problema inicial da seguinte forma:

Minimizar z = 2z, + Z (¢; — zj)z;
jeJ
Sujeito a Z Y;Tj +xp = b
jeJ

r; >0, jge€J, e axp>0.

Além disso, podemos supor que nenhuma linha na equacao acima é toda zero nas
colunas das varidveis nao bésicas z; > 0, 7 € J. Caso contrério, a varidvel basica na
linha considerada tem o valor conhecido, assim podemos exclui-la do problema. Observe
que as variaveis x g na equagao acima sao de folga, logo, conseguimos reescrever o problema

de modo equivalente, em termos de varidveis nao basicas, sendo:
Minimizar z = zy+ E (c; — 2zj)x;
jeJ

Sujeito a Z (yj)z; <b

jed

[EjZO, ]GJ
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Definimos os valores (¢; — z;), ou ¢;, como os coeficientes de custo reduzido, pois
sao os coeficientes das variaveis nao basicas. Temos também que a representagao do
problema com as variaveis basicas, rg, em que a fungao objetivo, z, e as variaveis bésicas
foram resolvidas em termos de varidveis nao basicas, é definida como um representacao
da solucao basica em forma canonica.

Vale destacar ainda que, se (¢; — z;) > 0 para todo j € J entdo a atual solugdo bésica
viavel é 6tima. Basta observar que se (¢; — z;) > 0 para todo j € J, temos z > 2, para
qualquer solucao viavel. Agora, para a solucao viavel basica temos z = zg, uma vez que
xj = 0 para todo j € J.

Compreendendo esse processo, verifiquemos agora o que acontece caso ocorra per-

tubagao no modelo inicial do problema.

2.2 Alteracao no coeficiente da funcao objetivo

Suponha que o coeficiente da variavel x; seja alterado de ¢; para ¢; = ¢; + 6 e todos
os demais parametros sejam mantidos. Observando que a solucao béasica é dada por
Tp = B7'b e escrevendo z; = Aa;, podemos perceber que alteracoes no coeficiente
da funcao objetivo nao torna inviavel a solucao 6tima ja obtida, uma vez que o vetor
multiplicador associado se relaciona apenas com as variaveis basicas, contudo, a nova
solucao pode deixar de ser 6tima. Neste caso é necessario avaliar duas situacoes, sendo
o caso quando x; é uma variavel basica e quando z; é nao basica. Observemos o que

acontece em cada um deles.

a) x; é variavel nao bésica
Nesse caso, como os coeficientes das varidveis bésicas (c5) nao sao alterados, basta

calcular o novo custo relativo a z;,

~

/ —~
d=c—z=c+0—z=c+6.

SV

Com isso, podemos concluir que a mesma quantidade ¢ que faz variar o coeficiente
da variavel é a quantidade que varia o custo relativo. Além disso, observe que
¢; > 0, uma vez que consideramos o PPL inicial como solu¢ao étima, entao se 6 > 0
automaticamente CAQ > 0 e a solucdo 6tima nao se altera. Porém, se ¢; +60 < 0 =

0 < —¢; a solugao pode mudar.
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Observe o exemplo a seguir:

Exemplo 2.2. Um fabricante de cadeiras e mesas necessita de trés materiais para
confeccionar os moveis: tabua de madeira, parafuso e cola. Sabe-se que o lucro de
cada mesa e cadeira €, respectivamente, 5 reais e 1 real. Além disso, a quantidade
de cada material necessaria para a fabricagdo dos moveis estd relacionada na tabela

abaizo, descrita pela Fig. (2.9).

Mesa Cadeira Estot.que {por
unidade)
Cola de madeira (quantidade
L . 2 1 8
necessaria por unidade)
Pacote de parafusos (quantidade
L . 2 3 10
necessaria por unidade)
T3 - -
abua de rl:]E.ldEIra {qt.Jantldade 4 6 54
necessaria por unidade)

Figura 2.9: Dados fornecidos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Buscando maximizar o lucro, a forma padrao e bdsica do modelo pode ser escrita

como:

min F(x) = —bxy — X9
sujeito a 2x1 + xo + 13 =8
2x1 4+ 3x9 + 4 = 10

4r1 4+ 629 + x5 = 24

2120, 2220, 23>0, v4 >0 e x5 > 0.

Dessa forma, o primeiro quadro Simplex do problema fica como na Fig (2.10).

VB X X X3 Xq Xq b
2 2 1 1 0 0 8
Xy 2 3 0 1 0 10
Xt 4 6 0 0 1 24
s ] 0 0 0 Fix)

Figura 2.10: Quadro Simplex do Exemplo 2.2.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Ja o quadro étimo € dado na Fig. (2.11) e a resolugdo grdfica é apresentada na Fig.
(2.12).
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VB X Xy Xy Xy x5 b
X 1 1/2 1/2 0 0 4
Xy 0 2 -1 1 0 2
xr, 0 4 -2 0 1 8
0 3/2 5/2 0 0 F(x) +20

Figura 2.11: Quadro Simplex Otimo do Exemplo 2.2.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

4oy + 62y = 24

Funcéo objetiva

Figura 2.12: Resolucao grafica do Exemplo 2.2.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Agora, se o valor de F(x) = —bxy — xo for alterado para F(r) = —3x1 — x2, entdo
6 = [20]. Calculando os novos custos relativos das varidveis nao bdsicas e da fung¢ao

objetivo, temos:

~ 3 1 3 1
/ — A—er:——2 2 :__]_:_
Cy Co Yr2 5 2 0] 0 5 ;
, e —0 > [20]_%- b3
C — Cg — r3 — T — _ - — :—;
3 3 Yr3 B 0 5 B

Fle*) = f(a*)— 0b — 20— [2 0] [;‘] _20-8—12.

Como ¢, > 0, a solugao e a base otima do problema ndo mudam, ji o valor da

fungao objetivo é dada por: F(z*) = 12. Ainda, podemos observar que o parametro
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para manter a solucao otima inalterada € escrito como:

. 3 :

0/2 = 82_0yr220$§_0 (2) >O:9<37
. 5 1]

5 = C—Oy3=0= 5 —0 S >0=0<5

Assim, devemos ter 0 < 3 para a solu¢do se manter, consequentemente a varidvel
basica ¢y fica limitada a esse mesmo parametro. Como ¢y = —5 devemos ter ¢ <

—5+ 3 = =2 para a solu¢cao permanecer a mMesma.

2.3 Alteracao dos termos independentes das

restricoes

Neste caso teremos uma mudanca no vetor b, o que alterara os valores das variaveis
basicas. Observe que qualquer variacdo em b nao afeta a linha ¢; no quadro Simplex
6timo, dessa forma, a solucao do problema se mantera viavel. Vamos supor que a i-ésima

componente do vetor b seja modificada, teremos:

by by
by by

bi+1 bi+1
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Calculando o novo valor das varidveis basicas obteremos:

bl bl
by by

g =B bi+0 | =B | b |+

bi+1 bi+1
[ by ] [ 0 | [ 0 ]
0

=Bty +B' 6| =25+B71| 0

b, 0 0

Se 2’5 > 0 a solugdo do PPL permanece vidvel e a base étima ndo muda, porém, é

necessario recalcular o valor da funcao objetivo. Além disso, temos:

f(x) = chaly=ch @p+B7'0 ... 00 ...0")
= chig+ckB0 ... 00 ... 0" = f(Zp)+c5B70 ... 00 ... 0)F

Caso a solucao nao seja mais admissivel, devemos calcular novamente o algoritmo

Simplex. Vejamos o exemplo:

Exemplo 2.3. [Problema da Fdbrica (Adaptado)]

Uma empresa pode fabricar dois produtos (1 e 2). Na fabricagio do 1, a empresa
gasta 9 horas-homem e 8 horas-mdquina. Na fabricacdo do produto 2, a empresa gasta
1 hora-homem e 1 hora-mdquina. Sabe-se que a empresa dispoe de 18 horas-homem e
12 horas-mdquina e ainda, que 0s lucros dos produtos 1 e 2 sio de R$ 4,00 e RS 1,00,
respectivamente. Quanto deve a empresa fabricar de cada produto para obter o mdrimo
de lucro possivel? Observe a tabela dada na Fig. (2.13) com um resumo dos dados do

problema.
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Esse resultado também pode ser verificado por meio da solu¢ao dada pelo Matlab,

apresentada na Fig. (2.17).

Workspace

Mame Yalue
A [9.1;3,1]
b [18;86]
EXITFLAG 1
f [-4:-1]
FvAL -2.0000
I3 [0,0]
X [2.0000:0]

Figura 2.17: Solugao obtida no Matlab para o Exemplo 2.3 apds sofrer alteracao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

2.4 Alteracao dos coeficientes da matriz das

restricoes

Considere a matriz de restrigoes A = [a,,,], suponha que ocorra uma variagdo 6 no

coeficiente ay;, de modo que os demais parametros se mantenham inalterados. Isto é:

ai; a2 Lo Ay ... Qip a1t
as) Q922 R 2 ... Qop Aot
A - = At —
a1 Qg2 ... At ... Qgp At
| am1  Am2 QAmt Amn | B QAmt |
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A1¢ Q¢
Q24 Q2
ap; + 6 Qe 0
L Amt | L Amit | L O |

Assim, a coluna da base étima A; e ¢; podem ser dados por:

Z; = BilAl/t - Bil(At + 8) = BilAt + 3719 - Zt + B*IH;
¢ = ¢ — CBZ; =c¢; —cp(Ay+B1'0) =c, — cgA; — cgB7'0

= /C\t — cBB_lﬁ.

Como a alteracao de um coeficiente pertencente a um vetor da base 6tima é muito
diferente da alteracao de um coeficiente de um que nao pertence, vamos analisar as duas

situacoes:

i) ax; pertence a matriz associada as varidveis nao bésicas:
Uma vez que ag; ¢ coeficiente de um vetor que nao pertence a base, entao, basta
analisar se é vélido a condi¢do de otimalidade, ou seja, ¢, > 0 para a solugao
permanecer 6tima. Caso contrario, devemos aplicar o algoritmo Simplex, pois a

solucao nao é mais 6tima.
Exemplo 2.4. [O Problema das Ligas Metdlicas (Adaptado)]

Uma metalirgica deseja maximizar sua receita bruta na fabricacao de ligas metdlicas.
A tabela descrita na Fig. (2.18) apresenta as quantidades de cada material ne-
cessdrias na mistura para a obtencao das ligas e o preco de venda de cada tipo de

hga.
A forma padrdo e bdsica do primal do modelo pode ser escrita por:
min F(x) = —6x; — 102
S.a 3%1 + 5132 +x3 = 15
5r1 + 229 + x4 = 10

1120, 21220, 13> 0e 2y >0.
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1 Solucao otima

i 51 + 2 = 10
Regiao viavel

0.5 1
V¥

0 05 1 15 i\ 25

Figura 2.21: Solucao gréafica do Exemplo 2.4.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Verifiquemos se esse novo modelo vale a pena para a empresa. Antes, vamos obser-
var que essa mudancga ocorre na coluna da matriz onde a varidvel é nao bdsica, com
variagao de § = [—2 2|T. Sendo assim, para a solugdo permanecer étima precisamos

de ¢, > 0, calculemos os novos valores para a coluna A; e c;.

a1 N A I P R A
19/5 —2/5 1 2 19/5 14/5

s
| 33/5 |
¢4 = 61—(;3319:0—[—100][ 1/ O] [_2]:—[—20][_2]
—2/5 1 2 2
= 4

O novo quadro Simplex é dado como na Fig. (2.22).

Observando que ¢, < 0 sabemos que a solug¢do ndo é mais dtima, entdo, precisamos
colocar a variavel x1 na base e o novo quadro étimo fica:
Como a receita bruta serd de aproximadamente R$32,4 podemos concluir que é

vantajoso a nova forma de fabricar a liga especial de baiza resisténcia.

45






e 1g para zinco, ou seja, a variacdo de § = [2 — 1]7. Calculando os novos valores

para a coluna Ay e Cy, temos:

R BEANES
0 —2/5 1 || -1 0 —9/5

_ | T

| —95 |
&4 = 52—033_19:0—[—100][ 1/5 0] [ ’ ]z—[—20][ i ]
—2/5 1| -1 —~

= 4.

Dessa forma, apds incluir a coluna Ay e fazer o pivoteamento da matriz, de modo

a transformar a coluna em um vetor I,,, encontramos o sequinte quadro Simplex:

VB X X X' Xq X4 b

X 3/7 5/7 1 1/7 0 15/7

Xy 3217 8/7 0 -1/7 1 55/7
-12/7 -20/7 0 10/7 0 F(x) + 150/7

Figura 2.24: Novo Quadro Simplex para o Exemplo 2.5.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Agora podemos excluir a coluna Ay, observe que estamos no caso SBA apenas do
J
primal, com isso devemos aplicar o método primal Simplex e obtemos a solu¢ao

dtima como pode ser visto na Fig. (2.25).

VB X x;' X3 Xy b
Xy 0 1 5/32 -3/32 45/32
X 1 0 -1/32 7/32 55/32
0 0 11/8 11/8 Fix) + 195/8

Figura 2.25: Quadro Simplex Otimo para o Exemplo 2.5.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Assim a nova receita bruta serd de aprozimadamente R$24,4 mostrando que nao é

rentdvel para a empresa fazer essa mudanga na liga especial de alta resisténcia.
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2.5 Alteracao em variavel

2.5.1 Inclusao de variavel

Consideremos a inclusao de uma nova variavel no problema primal em sua forma

padrao, da seguinte forma:

n
Minimizar f(z) = E cf Ty + Coy1Tnin
t=1

n
s.a E AptT + Qg 1) Tng1 = b
t=1

T, xn—f—l Z 0

com k = 1,---,m. Sendo assim, os parametros para a nova variavel x,.; sao: o custo
por unidade ¢, 11 e o consumo dado pela coluna a,;. Com isso, inicialmente calculamos
Cny1 € assim como as andlises anteriores, seguindo a condigao de otimalidade, se ¢,,.; > 0,
entdo z}; = 0 ¢ a solugao atual e 6tima. Porém, se ¢,41 < 0, entdo devemos introduzir
ZTne1 & base e utilizamos o método Simplex para determinar a nova solucao étima.

Vejamos um exemplo para compreender melhor.

Exemplo 2.6. Uma lanchonete lucra 10 reais na confec¢ao de um pacote biscoitos de
coco e 12 reais com um pacote de biscoitos de chocolate. Sabe-se que tem no estoque 50kg
de farinha e 1001 de leite, além disso, o confeiteiro garante que para fazer os biscoitos de
coco precisa de 10 kg de farinha e 501 de leite, jd para os biscoitos de chocolate precisa de
20kg de farinha e 101 de leite.

Para maximizar o lucro primeiramente modelamos o problema, dessa forma ficamos

com o formato padrao e bdsico do primal da sequinte forma:

min  f(z) = —10x; — 1229
s.a 10x; + 20z + x3 = 50
50£L'1 + 1OZL‘2 + x4 = 100

X1 ZO,$2207.T3207,T4 20

A solucao do primal pode ser vista no quadro Simplex ¢timo dado na Fig. (2.26) e a

solugao grdfica na Fig. (2.27).
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VB X X X3 Xy b
I 0 1 1/18 -1/90 5/3
x 1 ] -1/90 1/45 5/3
0 0 5/9 a/45 Fix) + 110/3

Figura 2.26: Quadro Simplex Otimo do Exemplo 2.6.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1021 + 20z = 50

Solugao 6tima

Regiao viavel

14
Funcgao objetivo ;
. . 50 + 10z = 100

Vi

Figura 2.27: Solucao Grafica do Exemplo 2.6.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Com isso, o lucro dessa empresa é de aproximadamente R$36,7 de forma que x* =
33|
incluir no seu carddpio biscoitos de nata, de forma que gastard 20kg de farinha e 301 de

leite, ainda, pretendem vender o pacote também por R$10,00. Suponhamos acrescentada

uma nova varidavel x,, com coeficiente 10, logo, o PPL fica:

Contudo, apds encontrado o valor otimo do problema, a lanchonete decidiu

min  f(x) = —10z7 — 1229 — 1023
s.a 10x; + 20z 4+ 2023 + x4 = 50
501‘1 + IOZL’Q + 30273 + x5 = 100

T ZoaxZ Zoaxi’) ZO,$420,$5 20

Buscando encontrar a nova solucao otima desse novo modelo, sabendo que c3 = —10
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e Ay = 0 devemos primeiro verificar se ¢z > 0, assim:
—1/90 1/45 20
C3=c3—cpBlaz = —10— (—10 —12) / /
1/18 —1/90 30
20 —124 34
=—-10—(—5/9 —4/45 =-10—(—— ) =—
(=5/ /45) 30 ( 9 > 9

Portanto, a solucao do problema permanece a mesma. Além disso, o vetor Az € dado

por:

~1/90 1/45 20 4/9
3 = =

1/18  —1/90 30 7/9

2.5.2 Eliminacao de variavel

Suponhamos que aconteca uma eliminacao de variavel, nesse caso temos que dividir
em duas possibilidades. A primeira é se a varidvel eliminada for nao bésica, nesse caso
nao acontece nenhuma alteragao na solucao, pois as variaveis nao basicas sao nulas.

Agora, se a variavel eliminada é basica nao conseguimos apenas exclui-la, uma vez que
a inversa da base foi calculada a partir dessa variavel. Uma solucao para esse problema é
utilizar uma base diferente que nao tenha essa variavel e, assim, eliminé-la.

Para realizar essa mudanga deveremos “forcar”um pivoteamento. Imagine que voce
queira eliminar a variavel x; do problema, sabendo que essa variavel esta na base, a partir
do quadro 6timo devemos observar qual variavel possui um custo menos desfavorecido.
Para isso, basta observar qual ¢, do quadro Simplex 6timo estd mais proximo do 0, e
assim, substituir essa variavel por x;.

Vale destacar que, existem situacoes em que as variaveis nao basicas do quadro 6timo
ou possuem custos reduzidos nulos ou positivos. Nesses casos, substituir uma variavel
béasica por uma nao basica podera piorar o valor da solucao representada no quadro.

Vejamos um exemplo dessa mudanga no modelo.

Exemplo 2.7. Considere o Exemplo (2.6), porém, ao invés de inserirmos um novo tipo
de biscoito, suponha que a lanchonete decida nao confeccionar mais biscoitos de coco.
Inicialmente, observe como € o quadro otimo do problema.

A waridvel x1, que deverd ser eliminada do problema, estd na base. Assim, iremos

substitui-la na base por x4 que, dentre as varidveis nao bdsicas, possut o menor custo
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VB X X X3 Xy b
I 0 1 1/18 -1/90 5/3
x 1 ] -1/90 1/45 5/3
0 0 5/9 a/45 Fix) + 110/3

Figura 2.28: Quadro Simplex Otimo do Exemplo (2.6).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

reduzido. Com isso, deveremos fazer o pivoteamento e encontraremos o quadro Simplex

dado na Fig. (2.29). Além disso, a solug¢ao grdfica pode ser vista na Fig. (2.30):

VB Xq Xo X3 Xy b
X3 1/2 1 1/20 0 5/2
X4 45 0 -1/2 1 75

4 0 3/5 0 F(x) + 30

Figura 2.29: Quadro Simplex Final do Exemplo (2.6).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

50m + 10z = 100

101 + 205 = 50
5 Solugao otima

Regido viavel
v

o Fungdo objetivo ¢ 8 8

Figura 2.30: Solucao gréfica do Exemplo (2.6).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

T
5
O novo lucro da lanchonete € de R$30 de forma que x* = [0 ] .

o1



2.6 Alteracao na restricao

2.6.1 Inclusao de restricao

Quando queremos incluir uma nova restricao ao problema, podemos cair em alguns
casos. Para entender melhor utilizaremos a nocao de resolugao gréafica. Considere a

resolugao grafica do seguinte problema apresentado na Fig. (2.31):

Restricéo 1

Func#o objetiva

Figura 2.31: Solucao Gréfica do PPL.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Suponha entao, que agora inserimos uma nova restricao ao problema. Os possiveis

casos que teremos sao:

i. A solucao do problema nao é alterada, mas temos uma reducao na regiao viavel,

como na Fig. (2.32).

ii. A solugao do problema continua sem ser alterada e a regiao viavel também perma-

nece a mesma, observe na Fig. (2.33).

iii. O conjunto vidvel é vazio, as restricoes sao incompativeis. Logo, o problema é

invidvel, veja na Fig. (2.34).

iv. A solucao do problema é alterada, pois acontece uma reducao na regiao viavel, como

apresentado na Fig. (2.35).

Com isso, podemos perceber que o acréscimo de uma nova restricao ao problema

implica em uma reducao na regiao viavel, o que, ou aumenta (se for uma minimizagao)
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25

N\
N\

=
\_‘ s

% Funcéo objetiva
\

Restricdo 1

™

Figura 2.32: Solugao Gréfica do Novo PPL - Caso 1.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

ou reduz (em caso de maximizagao) o valor da funcao objetivo, ou nao altera a solugao
encontrada. A inclusao de uma nova restricdo nao aumenta a regiao viavel, ou seja, nao
é possivel melhorar a solugao numérica da funcao objetivo.

Sabendo que uma introducao de restricao ou nao altera a solucao do problema ou
restringe o conjunto viavel, podendo inclusive torna-lo vazio, a andlise nesse caso inicia
com a verificacao se o acréscimo da restricao altera a solug¢ao ou nao. Para isso, devemos
observar se a solucao do problema original satisfaz a restricao, em caso afirmativo a solugao
permanece inalterada.

Porém, se tivermos uma alteracao na solucao, devemos retornar ao método Simplex
com algumas precaugoes. Observando que a nova linha (restrigao) esta sendo inserida na
matriz de restrigoes, devemos ter o cuidado de introduzir a respectiva variavel de folga
para manter uma base viavel inicial.

Vale destacar que caso seja feita uma alteracao de coeficientes em uma restricao ja
existente, nao serd mais necessaria a introducao da varidavel de folga para completar a

base. Analise o exemplo a seguir.

Exemplo 2.8. Uma empresa que produz automdveis e motocicletas tem a sua fdabrica
dividida em duas secdoes: a secao A, onde se efetua o trabalho de montagem, e a secao
B, onde se realizam as operagoes de acabamento. O quadro da Fig. (2.36) mostra o
numero de horas gastas em cada se¢ao na producdao de um automovel e uma motocicleta,

0s recursos didrios da empresa (em nimero de horas de trabalho) e o lucro obtido com a
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Nova restricdo

Restricdo 1

Func#o objetiva

Figura 2.33: Solugao Gréfica do Novo PPL - Caso 7.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Nova restricéo

Restricdo 1

Func&o objetiva

Restricéo 2

05 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
—05

Figura 2.34: Solugao Gréfica do Novo PPL - Caso .

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

producao de cada veiculo (em centenas de reais).

Supondo que por razoes de mercado a producdo de motocicleta nao deve ultrapassar
as 75 unidades didrias, pretendemos determinar quantos veiculos de cada tipo devem ser

produzidos por dia de forma a mazximizar o lucro da empresa. A formulagao do problema
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25

05

Regiao Viavel

Funcéo objetiva

Restricéo 2

05 1 15

25 3 35

Figura 2.35: Solugao Gréfica do Novo PPL - Caso iv.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Veiculos Recursos
Automoveis Motocicleta Disponiveis
Secdo A (por hora) 4 2 240
Secdo B (por hora) 3 1 135
Lucro (centenas de reais) 8 5

Figura 2.36: Dados fornecidos pela empresa para o Exemplo 2.8.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

pode ser escrita por:

min  f(x) = —8x1 — bxg
s.a 4xy + 2x9 + x3 = 240
3x1+ 29+ x4 =135

To + x5 =75

T 207x2 Zouxfi 207‘r4207m5 ZO

Com isso, o quadro dtimo do problema é dado na Fig. (2.37) e sua solugdo grdfica
pode ser vista na Fig. (2.38).

O lucro mdzimo da empresa serd de 535 centenas de reais, correspondendo a produc¢ao
diaria de 20 automoveis e 75 motocicletas. Suponhamos agora que a empresa necessite

criar mais uma secao, C, na fabricacdo, sendo de controle de estoque dos veiculos. Nesse
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VB X1 X2 X3 X4 Xg b
X3 0 0 1 -4/3 -2/3 10
X 1 0 0 1/3 -1/3 20
X3 0 1 0 0 1 75
0 0 0 8/3 7/3 F(x)+ 535

Figura 2.37: Quadro Simplex Otimo do Exemplo 2.8.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

79 3wy + 20 = 240

Solugéo 6tima

Xe = 5

4z + 229 = 135

Funcao objetivo

Figura 2.38: Solucao Gréfica do Exemplo 2.8.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

caso, desejamos acrescentar ao programa a sequinte restricao:
1+ Xo S 85

Primeiramente devemos verificar se houve alteracao na solugao otima calculada ante-
riormente. Para isso, basta substituir os valores encontrados na restricao, o que resulta
em: 20 + 75 > 85, mostrando que haverd altera¢ao na solugdo, uma vez que a solu¢do
encontrada no quadro otimo nao satisfaz a nova restri¢ao.

A consequéncia de inserir essa nova restri¢ao ao problema € que ela reduzird a regiao
vidvel e, consequentemente, diminuird o valor no dtimo encontrado. De qualquer forma,
ao acrescentar a restricao ao quadro inicial, como uma nova linha na matriz de restrigoes,
devemos introduzir varidvel de folga correspondente para manter uma base vidvel inicial.
Nesse caso, a varidvel de folga serd xg. Assim teremos o quadro dado na Fig. (2.39):

As colunas de x1 e x4, varidveis basicas, nao sao mais canonicas, pois existe o valor
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VB Xy Xy X3 Xy X5 Xg b
X3 0 0 1 -4/3 -2/3 0 10
X 1 0 0 1/3 -1/3 0 20
X 0 1 0 0 1 0 75
Xg 1 1 0 0 0 1 85
0 0 0 8/3 7/3 0 F{x) + 535

Figura 2.39: Novo Quadro Simplex do Exemplo 2.8.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1 na dltima linha de ambas. Fazendo L), = Ly — (L3 + Lo) temos o quadro da Fig. (2.40):

VB X x; X3 Xy X5 Xg b
X3 0 0 1 -4/3 -2/3 0 10
X 1 0 0 1/3 -1/3 0 20
X5 0 1 0 0 1 0 75
Xg 0 0 0 -1/3 -2/3 1 -10
0 0 0 8/3 7/3 0 Flx) + 535

Figura 2.40: Quadro Simplex do Exemplo 2.8 apds alteracao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Apesar de todos os ¢, > 0, note que existe um valor no vetor b negativo. Assim,
utilizaremos o Algoritmo Dual Simplex e encontraremos o quadro dtimo da Fig. (2.41)

acompanhado da nova solug¢ao grifica dada na Fig. (2.42).

VB X3 Xz X3 Xy X5 Xg b
X3 1] 1] 1 -1 1] -1 20
x 1 1] 8] 1/2 1] -1/2 25
Xz 0 1 1] -1/2 0 3/2 60
Xg 0 0 1] 1/2 1 -3/2 15
1] 1] 1] 3/2 1] 7/2 F(x) + 500

Figura 2.41: Quadro Simplex Otimo do Exemplo 2.8 apés alteracao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Nesse caso o lucro mazrimo da empresa serd de 500 centenas de reais, correspondendo

a producao didaria de 25 automdveis e 60 motocicletas.

2.6.2 Eliminacao de restricao

Se quisermos eliminar uma restricao caimos em dois casos, sendo eles:

i. A restricao eliminada é de desigualdade.
Caso a variavel basica relacionada a essa restricao seja uma variavel de folga, a

sua eliminacao nao causara qualquer alteracao para a solucao 6tima do problema.
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31+ 20 = 240
201
\ wy = T5

Solugédo otima

\

60

1+ 22 =280

40
4zy + 223 = 135

Regido viavel

204

v/

Funcgéo objetivo

Figura 2.42: Solucao Grafica do Exemplo 2.8 apés alteracao.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Agora, caso a variavel basica nao seja de folga, nada pode ser concluido e devemos

resolver o novo problema desde o inicio.

ii. A restricao eliminada é de igualdade.
Nesse caso, precisamos recomecar a solucao do quadro Simplex a partir da eli-

minacao da restrigao.

Exemplo 2.9. Suponha que no Exemplo (2.8) a empresa flexibilize a produgdo de mo-
tocicleta e agora mao possua mais a restricao de “nao deve ultrapassar as 75 unidades
diarias”. Nesse caso a restricao eliminada é de desigualdade e a varidvel correspondente
nao € de folga. Sendo assim, € necessario resolver o problema novamente. A solucao

encontrada nesse caso é dada no quadro dtimo na Fig. (2.43), e pela solugdo grdfica na
Fig. (2.44).

VB X1 Xz X3 X b
X3z 2 1 1/2 0 120
X, 1 0 -1/2 1 15

2 0 5/2 0 F(x) + 600

Figura 2.43: Quadro Simplex Otimo do Exemplo 2.9.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

O lucro mdzimo da empresa serd de 600 centenas de reais, correspondendo a produ¢ao

diaria de 120 motocicletas.
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12
Solugao otima

3wy + a0 = 240

804

50+
4oy + 222 = 135

201Regiao viavel

Funcio objetivo

b2
Figura 2.44: Solucao Grafica do Exemplo 2.9.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

2.7 Resumo de alteracoes no PPL

Para sintetizar os principais resultados deste capitulo relacionados as alteracoes de
pos-otimizacao em um PPL e seus impactos na solucao otima foram construidos dois
quadros, apresentados nas Figs. (2.45) e (2.46) que resumem as anédlises, resultado e

interpretacao para cada caso.
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Alteragdes no PPL

Coeficiente da funcdo objetivo

Termo independente
das restrigdes

Coeficiente da matriz de restricBes

VNB () |

Variavel VB (x;) VB (x5) VNB | VB
Alteracio 6 e =c+8 by =>bi=Db + 8 A, = Al=A.+8
4 &l = & — Byy - ar - - N
Caleulos mcte | FY = o xp= ip+B'6 Gl = G —csBlE =& —caBtE
P T| flxz)=f(%)+cEBTE
Analise . -
Inserir a coluna A; no
Seél =0 Seél=0 Sexg =0 Seé =0 guadro simplex atimo e
transforma-la no vetor I,
Em caso Em caso afirmativo a Em caso afirmative a e -
Resultado 3 atirm " o O dltimo quadro Simplex
afirmativo a solucdo dtima solucdo do PPL permanece Em caso afirmativa a ode fornecer: SBA do
solucdo atima permanece e sa vidvel e a base dtima néo solugdo otima p .
primal e dual, SBA apenas
permanece. calculamos o valor da muda, mas calculamos o permanece. Caso .
L w . - . _ do primal, SBNA apenas do
Caso conftrério, a | funcdo objetivo. Caso novo valor da funcéo contrario, aplicamos o ) )
= . . : . ) _ primal, & SBNA do primal e
solucdo pode contrario, o PPL deve abjetivo. Caso contrario, o método Simplex. dual
mudar. ser refeito. PPL deve ser refeito. )
Interpretagdo | A duantidade
ue varia no - L - - -
N L Qualgquer variacdo no Como o coeficiente & Essa alteracdo implica em
coeficiente da Essa mudanca afeta o ) N e
. o ) . recurso ndo afeta o custo associado a VME ndo uma nova base étima,
funcéo ohjetive diretamente a solugde . N
; relativo, logo a solugdo se ocorre mudanga na consequentemente em um
& a mesma que do PPL. . ot )
. mantera vidvel. base dtima. nova quadro Simplex.
varia o custo
relativo.
Figura 2.45: Primeiro quadro de resumo das alteragoes no PPL.
Fonte: Arquivo pessoal do autor.
Alteragdes no PPL
Inclusdo de e w . " - S -
L, Eliminagéo de variavel Inclusdo de Restrigdo Eliminagdo de restrigdo
variavel
Variavel VB & WNB (X,,,) VNEB () VB (x,) - -
Restrigﬁo - - - Qualguer lgualdade Desigualdade
Calculos [ - - - - -
Analise P SeaVBdo
- Se a solugdo dtima atende a .
Seci =0 - - < o - problema € de
nova restricao.
folga.
- E
Resultado Em caso afirmativo a Pode acontecer: de ndo alterara Devemos aﬂrr:_lac;iz 2
solucdo étima solugdo, nem a regido vidvel (no resclver o o ey
¥ _ [ . solucdo otima
permanece e x,_, = 0. - . " caso que a selugdo Stima método
- MNao Devemos “forcar” um - = B peErmanece
Caso contrario, _ atende a nova restricdo); ndo simplex a .
altera a pivoteamento, de modo a u _ . inalterada. Caso
devermnos colocar a - N . alterar a solugdo, mas reduzira partir da .
. soluggdo. retirar a variavel da base. e N . contrario
varidvel na base, regido vidvel; alterar a solugo e | eliminagdo devemnos
utilizando o algoritmo reduzir a regido vidvel; a regido da
B . . . resalver o nove
Simplex. vidvel ser vazia. restrigio.
PPL.
Interpretacio A varidvel esta na base
otima, devemos retira-la,
. para escolha da nova
Incluir uma nova As . . e -
L I variavel que entrara na : u Eliminar uma restricéo do
variavel ao problema varigveis Ainclusdo de uma nova
- base observamos 2 que . problema pode ser tanto
pode ser tanto ndo _ restricdo nunca melhora o valor 3
) . proporciona um custo . vantajoso, quanto
vantajoso, quanto bésicas R otimo. _
) - menaos desfavorecido. desvantajoso.
desvantajoso. sao nulas.
Consequentemente essa
acdo pode piorar o valor
solucdo dtima.

Figura 2.46: Segundo quadro de resumo das alteracoes no PPL.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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CAPITULO 3

APLICACAO EM UM PROBLEMA
DA DIETA

Neste capitulo apresentaremos uma aplicacao da Anélise de Sensibilidade em um pro-
blema da dieta, uma vez que a formulacao do problema de dieta, que é organizar uma
nutricao saudavel e pagar o menor custo por ela, ¢ bem singular e se torna um bom
candidato para estudar o impacto das mudancas sobre o valor 6timo da funcao objetivo.
As andlises sao realizadas com o auxilio do software Solver da Microsoft Excel, por isso
explicaremos como utilizar a ferramenta. As principais referéncias deste capitulo sao: [5],
6], [7), [8], 1], [12], [15] e [19].

3.1 Solver

O Solver é um suplemento do Microsoft Excel que faz parte de um conjunto de pro-
gramas utilizados para teste de hipdteses, inclusive em resolucao de problemas de pro-
gramacgao linear. Com a ferramenta é possivel encontrar um valor ideal (maximo ou
minimo) para uma férmula em uma célula, chamada célula do objetivo, considerando as
restrigoes, ou limites, sobre os valores de outras células de férmula em uma planilha. Em
resumo, o Solver determina o valor maximo ou minimo de uma célula alterando alguns

parametros [8].
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Para isso, o software trabalha com um grupo de células utilizadas no calculo das
formulas nas células de objetivo e de restricao, essas células sao nomeadas de células
variaveis. O Solver ajusta os valores nas células variaveis de decisao, para satisfazer as
restrigoes e produzir o resultado que voce deseja para a célula do objetivo. Portanto, o
Solver funciona com base em trés elementos de um PPL: a funcao objetivo, as restricoes
e as variaveis de decisao. Com essa ferramenta é possivel realizar diversas simulagoes, o
que torna o suplemento muito vantajoso na Analise de Sensibilidade com problemas com

mais de uma varidvel e com restrigdes de parametros [15].

3.1.1 Ativacgao do Solver

Nem todo Excel possui o suplemento Solver ativado, por isso, essa deve ser a primeira
acao de uma pessoa que queira utilizar a ferramenta. Para saber se o seu suplemento
estd ativado va no Guia “Dados”do Excel, caso apareca o icone “Solver’no lado direito

da Faixa de Opcoes a sua ferramenta esta ativada, caso contrario siga os passos a seguir.

)

Passo 1 - Primeiro clique em “Arquivos”, seguido das opgoes “Mais...”e “Opcoes”,

como na Fig. (3.1).

Tsiede Plnihade
T | Hpbhe s Pt

Fustat - Encl i Bsencatie g CE @07

[ N ¢

Pt e raabin e brasca S vieds ac Excel Taterial de el Totoril la Tabela drdemic  Tetoril pa cugrifiemde . Calendlirin for

oy Drta 3 edicagio

Figura 3.1: Passo 1 para ativar o Solver.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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Passo 2 - Posteriormente vd em “Suplementos”e clique em “Ir”, observe a Fig. (3.2).

Opgdes do Excel ? X
Geral . . .
Exiba e gerencie Suplementos do Microsoft Office.
Formulas
Revis3o de Texto Suplementos
Salvar Nome ~ |Local | Tipo -
Idioma Suplementos de Aplicativo Ativos

Sem Suplementos de Aplicativo Ativos
Facilidade de Acesso

Suplementos de Aplicativo Inativos

Avangado Data (XML) #t Shared\Smart Tag\MOFLDLL  Acdo
Personalizar Faixa de Opges Euro Currency Tools .e16\Librany\EUROTOOLXLAM  Suplemento do Excel
Ferramentas de Andlise - VBA C\..ry\Analysis\ATPVBAEN.XLAM  Suplemento do Excel
tas de Acesso Rapido Inquire C\..\Office16\DCF\NativeShim.dll  Suplemento COM
Microsoft Actions Pane 3 Pacote de Expanséo para XML
Suplementos

Microsoft Power Map for Excel
Microsoft Power Pivot for Excel

+.d-iMEXCELPLUGINSHELL.DLL  Suplemento COM
.owerPivotExcelClientAddindll  Suplemento COM

4: Microsoft Power View for Excel C\...dHocReportingExcelClient.dll Suplemento COM
- Solver C\..ibran\ SOLVER\SOLVER.XLAM Suplemento do Excel
Suplemente Painel de Telemetria do Office C\...root\OfficelBvmsotdaddin.dll  Suplemento COM

Suplementos Relacionados a Documento
Sem Suplementos Relacionados a Documento m

e At D
Suplemento: Data (XML)
Editor: Microsoft Corporation

Compatibilidade: Nenhuma informagio de compatibilidade disponivel

Local: C:\Program Files (x86)\Common Files\Microsaft Shared\Smart Tag\MOFL.DLL

Descrigéo: Agées adicionais especificadas nos arquivos de descrigio de lista.

Gerenciar: | Suplementos do Excel

K Cancelar

Figura 3.2: Passo 2 para ativar o Solver.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Passo 3 - Em seguida basta marcar o suplemento “Solver”e clicar em “OK”, assim

como mostra a Fig. (3.3).

Suplementos 7 X%

Suplementos disponiveis:

Solver

Ferramenta para otimizacdo & solucio de equacaes

Figura 3.3: Passo 3 para ativar o Solver.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Passo 4 - Agora o solver estd ativado, vocé pode encontré-lo no “Guia”de “Dados”,
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conforme a Fig. (3.4).

Dados Revisdo Exibir Ajuda 2 Diga-me o que vocé deseja fazer 1 Compar
N E B 28 Agrupar ~ 2, Solver
A Z1A 5 Agrup: o
2l Y k) 2 & |7
— y ] : . 9E Desagrupar ~
zl Classificar  Filtro Texto para - Teste de  Planilha de -
" Vs tvangado | Colunas £ ~ Hipéteses ~ Previsio | i Subtotal
Classificar e Filtrar Ferramentas de Dados Previsdo Estrutura de Tépicos M Anélise
H ! 1 K L M N o] P Q | solver !

Ferramenta de teste de
hipéteses que encontra o valor
ideal de uma célula de destino

- alterande os valores nas células
usadas para calcular a célula de
destino.

Figura 3.4: Passo 4 - Localizacao do Solver na barra de ferramentas do Excel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

3.1.2 Insercao de um PPL no Solver

Utilizaremos um exemplo para explicar como deve ser inserido os parametros de um
PPL no Solver do Excel.

Considere o seguinte problema:

max  f(x) = 6x1 + 4xo
s.a T1+ 229 <3
3r] —To < 2

1> 0,20 > 0.

(3.1)

O problema deve ser escrito como apresentado na Fig. (3.5), onde as células amarelas
representam as variaveis que devem ser encontradas, a célula verde o valor 6timo da fungao
objetivo e as células azuis o lado esquerdo das restricoes do PPL, sendo que o lado direito

representa o vetor de recursos.

X1|X2
Coeficientes da funcdo objetivo: 6|4
Varidveis:
F(X):
Restrigtes X1|X2 | Lado Esquerdo (LE):| Lado Direito (LD):
Coeficientes da matriz das restricGes: ; 21 :

Figura 3.5: Inserindo o PPL 3.1 na planilha no Excel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Sabemos que a fungao objetivo é dada por 6x; + 4xs, sendo que seu valor 6timo é

calculado com as variaveis que serao encontradas. Dessa forma, para fazer esse calculo
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escrevemos na célula verde, que tera o valor 6timo, a equagao que representa a fungao
objetivo, como apresentado na Fig. (3.6). Se tivéssemos mais varidveis continuariamos a

insercao como nas duas variaveis. Para finalizar a equacao é s6 apertar “Enter”.

X1[X2
Coeficientes da funcdo objetivo: 6| 4
Varidveis:
F(X) B2 B3 C2 3

Restrigdes X1 |X2 | Lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD):
- . w 1]2 3
Coeficientes da matriz das restricdes: 31 B

Figura 3.6: Inserindo a equagao da funcao objetivo do PPL (3.1) na planilha no Excel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Em seguida inserimos o lado esquerdo das restrigoes, considerando assim como na
funcao objetivo as varidveis que estarao nas células amarelas, finalize com “Enter”. Ob-

serve a Fig. (3.7)

X1|X2
Coeficientes da fungdo objetivo: 6| 4
Varidveis:
F(X):
RestricOes X1 |X2 | lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD):
Coeficientes da matriz das restri¢tes: L _21 z

Figura 3.7: Inserindo o lado esquerdo das restrigoes do PPL (3.1) na planilha no Excel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A Fig. (3.8) mostra como ficard a planilha quando o processo for finalizado.

X1|X2
Coeficientes da fungdo objetivo: 6|4
Varidveis:
F(X):
Restri¢des X1|X2 | Lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD):
Coeficientes da matriz das restricdes: 3 21 2

Figura 3.8: Planilha com a inser¢ao de todos dados do PPL (3.1) na planilha no Excel.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

3.1.3 Utilizacao do Solver

Agora que todos os parametros foram inseridos na planilha do Excel podemos utilizar

o Solver. Para isso, devemos ir até o suplemento e seleciona-lo, com isso serda aberta
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uma caixa de didlogo “Pardmetros do Solver”, como mostra a Fig. (3.9). No campo
“Definir Objetivo”devemos escolher a célula que corresponde a fungao objetivo, no caso a
que esta verde. Ainda, podemos definir se a funcao deve ser minimizada ou maximizada,
como nosso exemplo é de maximizar foi selecionada essa opc¢ao. Ainda devemos marcar
quais sao as células das variaveis, no campo “Alterando Células Varidveis”, pelo exemplo
marcamos as células em amarelo. Em seguida, iremos inserir as restricoes do PPL, no

campo “Sujeito as Restricoes”, para tal clicamos em “Adicionar”.

Arquivo Pégina Inicial Inserir Layout da Pagina Formulas Dados Revisdo Exibir Ajuda (@ Diga-me o que vocé deseja fazer

B Pardmetros do Solver x

Obter Dados
Externos > & i Definir Objetivo: SB34

Obter & Transformar Conexes Cla
A TETET o E b Para: O Min. (O valor de:

>

1 X1|x2
2 Cosficientes da funco objetivo: 6|4 Alterando Células Variaveis:
3 Warigveis: SBS35C53 +
4 FX):
5 Restricdes X1|X2| Lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD): Sujeito as Restricdes:
5 N 1 3
Cosficientes da matriz das restricBes:  — i Adicionar
* 5|1 2
]
3 Alterar
0
i Excluir
e |
5]
" Redefinir Tudo
5
€
> Carregar/Salvar

Tornar Variveis Irrestritas Nao Negativas

Sglecionar um LP Simplex . Opcdes
2 Métado de . —
2 Solucio:

2 Método de Solucio

Selecione o mecanismo GRG Ndo Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Salver lineares, Selecione o mecanismo
2 Evolutionary para problemas do Solver nio suaves,

e

Figura 3.9: Entrada de dados do PPL (3.1) no Solver - Parte 1.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Apos isso serd aberta uma nova caixa de didlogo, “Adicionar Restri¢oes”. No campo
“Referéncia de Célula” inserimos a célula correspondente ao lado esquerdo da restrigao (no
nosso caso as células azuis) e no campo “Restrigao” colocamos a célula do lado direito, em
relacao a mesma restricao. Podemos escolher se a restricao é de igualdade ou desigualdade
(< ou >), apo6s isso é s clicarmos em “Adicionar”, caso tenhamos mais restri¢oes, ou
em “OK”para finalizar a insercao de restrigcoes. Podemos visualizar essa a¢gao no nosso
exemplo, como na Fig. (3.10).

Por fim escolhemos o método de solugao, que para o estudo que estamos propondo

é “LP Simplex”. Antes de resolver o problema observe que estamos considerando ape-

nas varidveis nao negativas, como podemos ver na Fig. (3.11). Assim, basta clicar em
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¥1|X2
Coeficientes da fungdo objetivo: 6|4
Variaveis:
F(X):
Restrigdes ¥1|X2 | Lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD):
1 3
Coeficientes da matriz das restrigdes: = =
Adicionar Restrigio x
Referéncia de Célula: Restricdo:
=SES7 +*
Cancelar
int
bin
dif

Figura 3.10: Entrada de dados do PPL (3.1) no Solver - Parte 2.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

“Resolver”para termos a solucao do PPL.

Arquivo Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Férmulas Dados Revisdo Exibir Ajuda () Diga-me o que vocé deseja fazer
B Pardmetros de Solver X
Obter Dados -
Externos~ + 5 F Definir Objetivo: B34 L
Obter e Transformar Conexdes Cla
A BYIE o E Para (@) Max. O Min. O Valor de!
=) X1|X2 5 e
2 Coeficientes da funcio objetivo: 6|a Alterindeicelnlasiarkiels
E Varidveis: $BS3:5C53 iz
4 Fix)
5 Restricbes %1[x2| Lado Esquerdo (LE): | Lado Direito (LD): Sujeito as Restricdes:
s 1]z 3 SDS6 <= SESE ;
Coeficientes da matriz das restrighes: 1~ ; §DS7 <= SEST Atieienas
- %
i Alterar
El
w
f Excluir
|2_
B |
" Redefinir Tudo
5
1€
£ Carregar/Salvar
18 71T ornar Variaveis Irrestritas Nao Negativas:
[
) Sg!ecmnar um LP Simplex . Opcdes
2 Wétoda de -
= Solucio:
3 % =
. Método de Solucia
% Selecione o mecanismo GRG Nao Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares,
® Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanisma
7 Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.
3
2%
.
% |

Figura 3.11: Entrada de dados do PPL (3.1) no Solver - Parte 3.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Isto posto, podemos observar na Fig. (3.12), que o Solver encontrou uma solugao e
que “todas as restrigoes e condi¢oes de adequagao foram satisfeitas”. No nosso exemplo a
solugao 6tima é x* = (1,1) e o valor 6timo da fungdo objetivo é f(z*) = 10. Para manter
a solucao encontrada pelo Solver é s6 clicarmos em “OK”, porém, existe a possibilidade

de gerarmos relatorios, sendo eles: resposta, sensibilidade e limites.
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1 X1| X2

2 Coeficientes da funcdo ohjetivo: 6| 4

3 Variaveis: 1] 1

4 F(X):

5 Restrigdes ¥1| X2 | Lado Ezsquerdo (LE): | Lado Direito (LD):

3 . 3
Coeficientes da matriz das restrigies: -

7

g

a || Resultados do Solver *

0 |

1 . s

I O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes

1 e condicdes de adequacdo foram satisfeitas. Relatarios

L Resposta

5 | {(#}iManter Solucdo do Solveri Sensibilidade

& | Limites

1; E O Restaurar Valores Originais

19|

20 . . .

o | I Retornar & Caixa de Didlogo Pardmetros do . o

27 ] Salver [ relatarios de Estrutura de Tépicos

23 |

2 |

25 OFK Cancelar Salvar Cenario...

26

a7 |

it . . . . .

sl O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigdes e condigoes de adequacao foram satisfeitas.

30 |

# Quando o mecanismo GRE foi usado, o Solver encontrou pelo menos uma solucdo ideal local.

2| Quando LP Simplex & usado, significa que o Solver encontrou uma solucdo ideal global.

o}

24 |

Figura 3.12: Resultados do Solver para o PPL (3.1).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

3.1.4 Interpretagao dos Relatérios

Como mencionado, o Solver gera trés relatérios para programas lineares: Relatorio
de Resposta, Relatério de Sensibilidade e Relatério de Limites. Para o estudo desses
relatdrios foi consultado [5]. Para termos acesso a esses relatérios devemos deixar a op¢ao
“Manter solugao do Solver”, como na Fig. (3.12) e dessa forma selecionar os relatérios
e clicar em “OK”. Com isso, trés novas abas serao criadas no Excel, cada uma com um

relatério. Observe na Fig. (3.13) como fica o relatério de respostas para o PPL (3.1).

O Relatério de Resposta fornece os valores original e final da célula do objetivo, sendo
que o primeiro diz respeito aos valores que essas células foram preenchidas inicialmente,

no exemplo tinhamos zeros, ja o segundo valor mostra a solugao 6tima encontrada pela
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A B E D E F G

1 |Microsoft Excel 16.0 Relatdrio de Respostas
2 |Planilha: [Pastal]Planilhal
3 |Relatdrio Criado: 04/10/2021 18:31:10
4 |Resultado: O Solver encontrou uma solugdo. Todas as Restrigies e condigbes de adequagdo foram satisfeitas.
5 |Mecanismo do Solver
& Mecanismo: LP Simplex
7 Tempo da Solucdo: 0,031 Segundos.
8 Iteracdes: 2 Subproblemas: 0
9 |Opgdes do Solver
10| Tempo Max. llimitado, Iteracdes llimitado, Precision 0,000001
11 Subproblemas Max. llimitado, Solug. Max. Mum. Inteiro llimitado, Tolerdncia de Numero Inteire 1%, Assumir N3o Negativo
12
13
14 |Célula do Objetivo (Max.)
15 Célula Nome Valor Original Valor Final
16 SBS4 F(X): X1 10 10
17
18
19 |Células Variaveis
20 Célula Mome Valor Original Valor Final Mimero Inteiro
21 5B53  Variaveis: X1 1 1 Conting.
22| 5C%3  Variaveis: X2 1 1 Conting.
23
24
25 |Restrigbes
26 Célula Mome Valor da Célula  Fdrmula Status Margem de Atraso
27 | 5D56 Coeficientes da matriz das restrigdes: Lado Esquerdo | 3 5D%6<=3ESE Associagio 0
28| 5DS7 Lado Esquerdo (LE): 2 5D57<=53ES7 Associagdo [1]
29
30
31

Relatdrio de Respostas 1 | Relatorio de Sensibilidade 1 | Relatério de Limites 1 | Planilhal

Figura 3.13: Relatério de respostas do PPL (3.1).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

ferramenta, apresenta também os valores de todas as células varidaveis (no caso X1 e
X2). Em relacdo a tabela de restrigao, o resultado mostra o valor da célula inserida no
problema, seguida da férmula utilizada para colocar a restricao. O campo status pode
mostrar duas mensagens, no nosso exemplo o status é “Associacao” o que significa que os
recursos correspondentes estao escassos, se tivéssemos com o status de “Nao-associagao”
representaria os recursos nao escassos, isto é, na determinada restricao que ainda possui
recursos, € possivel a reducao destes, sem que ocorra um impacto negativo no lucro final,
desde que nao ultrapasse o valor mostrado na “Margem de atraso”, que apresenta a

quantidade de sobra dos recursos de cada restri¢ao.

Jé o Relatorio de Limites produz o valor étimo da fungao objetivo e os limites inferior
e superior de cada célula de variavel. Os campos “Limite Inferior”e “Resultado de des-
tino” devem ser analisados em conjunto, por exemplo, observe na Fig. (3.14) que quando

o limite inferior da variavel X1 é zero a funcao objetivo vai para 4. De forma andloga
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A B & D |E F G H il K L M N

1 |Microsoft Excel 16.0 Relatorio de Limites

2 |Planilha: [Pastal]Planilhal

3 |Relatorio Criado: 04/10/2021 18:31:11

4

5

) Objetivo

T Célula MNome Valor

8| $BSA (X)Xl 10

9

10

11 Varidvel Inferior Objetivo Superior Objetivo
12 Célula MNome Valor Limite Resultado Limite Resultado
13| $BS3  Varidveis 1 0 4 1 10
14| $C%3  Varidveis 1 1 10 1 10
15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

| Relatério de Respostas 1 | Relatorio de Sensibilidade 1 | Relatéric de Limites 1 Planilhal

Pronto Scroll Lock

Figura 3.14: Relatério de limites do PPL (3.1).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

podemos estudar cada varidvel e o “Limite Superior”.

Por fim, o relatério que mais nos interessa, o Relatério de Sensibilidade. Esse relatério
emite duas tabelas, sendo o de varidveis e das restricoes. A tabela de células variaveis
mostra o “Valor Final”das variaveis obtido apés encontrada a solucao. Em seguida é
apresentado o “Custo Reduzido”, que indica qual o reflexo provocado no “Coeficiente
Objetivo”, ou seja, mostra o valor que o coeficiente da funcao deveria ser modificado para
que o valor da varidvel seja diferente de zero, caso esta seja zero. O custo reduzido é zero
para todas as varidveis que fazem parte da solucao 6tima. Observe, na Fig. (3.15), que
para o nosso exemplo, o PPL (3.1), as duas varidveis fazem parte da solugao, logo o custo

reduzido é zero.

As colunas “Permitido Aumentar’e “Permitido Reduzir’dizem quanto se pode au-

mentar ou reduzir nos coeficientes da fungao, sem que a solucao 6tima seja alterada.
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A B C D E F G H
1 |Microsoft Excel 16.0 Relatdrio de Sensibilidade
2 |Planilha: [Pastal]Planilhal
3 |Relatério Criado: 04/10/2021 18:31:11
4
&
6 |Células Varidveis
7 Final Reduzido  Objetivo Permitido Permitido
8 Célula Nome Valor Custo Coeficiente Aumentar Reduzir
g SBS3  Varidveis: X1 1 0 6 1E+30 4
10| 5CS%3  Varidveis: X2 1 0 4 8 6
11
12 |Restrigties
13 Final  Sombra Restricdo Permitido Permitido
14| Célula Nome Valor Preco Lateral R.H. Aumentar Reduzir
15 5056 Coeficientes da matriz das restrigdes: Lado Esquerdo (LE): 3 2,571428571 3 1E+30 2,333333333
16| 5D57 Lado Esquerdo (LE): 2 1,142857143 2 7 3,5
17
18
19
20
21
22
23
24
=4

| Relatdrio de Respostas 1 | Relatério de Sensibilidade 1 | Relatdrio de Limites 1 | Planilhal | ®

Figura 3.15: Relatério de sensibilidade para o PPL (3.1).

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Quando o resultado é 1E + 30, como mostra a Fig. (3.15), significa que essa varidvel

pode ser aumentada infinitamente, ou seja, é permitido aumentar o valor da variavel X1

infinitamente que mesmo assim o valor 6timo nao se altera.

Agora, analisando as células das restri¢oes, ainda na Fig. (3.15), vemos o valor final
da restrigao (ou lado esquerdo (LE)). Em seguida, vemos o “Prego Sombra“, que mostra
quanto a funcdo objetivo varia se aumentarmos (ou diminuirmos) 1 unidade no lado
direito da restricao, que é a coluna da “Restricao Lateral R.H.”. Por ultimo, as colunas

“Permitido Aumentar”’e “Permitido Reduzir”dizem o quanto o lado direito das restri¢oes

podem ser alterados sem que altere o preco sombra.

3.2 Problema da Dieta

Essa secao é uma adaptagao do trabalho “Anélise de Sensibilidade em um Problema
da Dieta”submetido no Encontro Regional de Matematica Aplicada e Computacional -
ERMAC RJ 2021 pela graduanda e orientadora.



3.2.1 Abordagem histérica do problema

O problema da dieta é um classico da otimizacao linear. Proposto por George Stigler,
em 1945, a ideia era encontrar as necessidades minimas de nutrientes diarios, em 77
diferentes alimentos de acordo com as recomendacoes do Conselho Nacional de Pesquisa
Norte-americano, para um homem mediano de aproximadamente 70kg, de forma a obter
o menor custo possivel. Como o algoritmo Simplex ainda nao existia, Stigler resolveu o
problema utilizando uma heuristica inteligente e encontrou como resultado, um custo de
39,93 ddlares anuais para a dieta [11], o equivalente a 588,67 délares nos dias atuais. Isto
é, o custo diario da alimentacao seria inferior a 2 doélares considerando a inflacao atual.

Passados dois anos, de acordo com [11], George Dantzig apresentou o método Simplex
a comunidade académica. Um dos problemas escolhidos para testar o novo método foi o
proposto por Stigler. Dantzig encontrou, como custo final da dieta, 39,69 ddlares anuais,
ou seja, apenas 24 centavos de ddlares a menos que o encontrado por Stigler. Assim, é
provavel que os valores encontrados inicialmente por Stigler estavam muito préximos do
custo minimo exato do problema da dieta [12].

Mais recentemente, em 1990, Dantzig conta que decidiu utilizar o problema da dieta
para perder peso. Ele construiu o modelo e realizou diversas simulagoes pelo computador.
Contudo, em varios momentos ele encontrou resultados absurdos, que mostravam uma
falha na modelagem algébrica do problema. Por exemplo, em uma das solugoes encon-

tradas havia a recomendagao de consumir 500 galoes de vinagre em uma refeicao diaria

6].

3.2.2 O problema da dieta

Sabendo do impasse encontrado por Dantzig, em 1990, surge a seguinte pergunta: se a
solugao encontrada por Dantzig é 6tima, qual a origem do problema? O problema estava
no modelo. De acordo com [7] os modelos sao representacoes simplificadas da realidade,
mas precisam ser suficientemente similares para que as conclusoes obtidas possam ser
estendidas a realidade. Contudo, devemos tomar cuidado com as simplificacoes, porque
um bom modelo deve ser capaz de representar, mesmo que resumidamente, a realidade.
O que fazer entao? Uma técnica é aperfeicoar de forma interativa a representatividade do
modelo. Uma das maneiras de avaliar o quao préximo um modelo de programagao linear

estda da realidade é por meio da Analise de Sensibilidade.
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Por exemplo, sera que no problema proposto por Dantzig poderiamos alterar o valor
da restricao ou acrescentar uma restricao para a quantidade de vinagre a ser consumida
em um dia? Feita a alteragao, como o valor da funcao objetivo e da solucao étima seriam
afetados por essa mudanca? Seria possivel alterar a disponibilidade diaria de vinagre sem
que o solugao 6tima se alterasse? Se sim, quanto essa restricao poderia ser alterada? Se
acrescentarmos mais variaveis, ainda seria possivel encontrar uma solucao com baixo custo
e com menor ingestao de vinagre? Sera que manter o vinagre no modelo é imprescindivel
ou o modelo poderia ser simplificado omitindo essa variavel? Serd que outras variaveis
modeladas no problema também sofrem do mesmo problema da variavel que modela a

quantidade de vinagre?

Essas sao apenas algumas perguntas que podem ser respondidas com a Andélise de
Sensibilidade. Nesse sentido, esse recurso se torna importante no processo de construcao

do modelo de um problema de minimizar custos em uma dieta.

Ainda, observando que o problema da dieta tem muitos vieses, j4 que é necessario
respeitar as particularidades de cada pessoa, esse perfil de problema é um bom candidato a
uma Anadlise de Sensibilidade. Perguntas do tipo: se retiramos esse alimento e colocarmos
aquele, se aumentarmos ou diminuirmos a disponibilidade de algum alimento, se o custo
de algum alimento for alterado, em ambos os casos, o que acontece com a solucao 6tima?

podem ser respondidas usando a Analise de Sensibilidade.

Para vermos na pratica como a analise de pds-otimizagao pode ser empregada em um
problema de dieta, serd exibida a dieta proposta em [19]. Em seu trabalho de conclusao
de curso sao apresentados e resolvidos alguns problemas de dieta e em muitas solugoes
encontradas ha varidaveis com valores incoerentes, cuja solugao étima nao é muito conve-
niente, dificeis de serem aplicadas numa dieta. Por exemplo, uma das solucoes tem como
sugestao consumir 248 gramas de nozes! Existe algum problema nutricional nisso? Nao.
Mas pode ser dificil para algumas pessoas ingerir quase 250 gramas de nozes em um nico
dia.

Assim, seguindo a sugestao da autora, [19], serd realizada uma Anélise de Sensibilidade
em um dos problemas da dieta apresentados por ela a fim de propor algumas modificacoes
no modelo para obter uma solugao mais coerente na alimentacao didria de uma pessoa
adulta. Devido a grande quantidade de variaveis e ao grande volume de contas, todas as

simulagoes numeéricas serao feitas no Solver da Microsoft Excel.

Considere o seguinte problema (apresentado por [19] (p. 60)):
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Maria fez uma visita a sua nutricionista, pois estava preocupada com sua saude, ela
tem 1,60m de altura e 90kg. Sua nutricionista recomendou que ela fizesse uma dieta de
forma a obter os nutrientes necessarios para o dia-a-dia de uma pessoa.

O plano alimentar que sua nutricionista lhe passou, recomenda que Maria consuma
diariamente no minimo 1870 kcal de energia, 46g de proteina, 1g de calcio, 1,5g de sédio,
0,018¢ de ferro e 0,775g de vitaminas. O plano alimentar foi elaborado com base nos
grupos alimentares e nas porcoes didrias necessarias que Maria deve consumir. O valor
nutritivo (em gramas) e o pre¢o em reais (por por¢ao) de cada alimento que ela estd con-
siderando comprar sao, respectivamente, as restrigoes e os coeficientes da funcao objetivo.

Observe a Fig. (3.16).

Pao Queijo ) Salada = Aoz Frango ) _ Atum

Integral Cotage Mamao Nozes (rua Feifdo Integral | Grelhado Magd Tapioca Ovo Ralado logurte

Energia (keal) 136 85 45 100 5 122 5 165 n 68 il 17 %

Proteina (g) 46 172 08 23 L5 B8 05 i 03 0 b2 ) 39
Calcio (g) 0.06 0.03 0,02 0 002 0,03 0 0,02 001 0 003 0 0,14
Sodio (g) 0,176 0013 0,005 0 0,08 0,001 0 0,014 0,001 0,037 0,139 0,069 0,053

Femo (g) 0.1 0,01 0,01 0 0,03 0.12 0 0,06 0,01 002 003 0 0
Vitaminas (g) 0 0,01 0n 0 0,93 0 0 0 012 0 0,06 0 o
Tamanho da Pordo|  52g 100g 100g 15¢ 100g 100g g 100g 140g g 50g g 100g
Preco (por porcao) | 093 5.4 L9 305 05 0,63 0,09 0.89 195 0.1 0.9 0,61 169

Figura 3.16: Valor Nutricional e Preco.
Fonte: (TTIRONE, 2019, p. 58).

Assim, o intuito do problema é que Maria consiga uma dieta com menor custo possivel
e uma quantidade minima de nutrientes, restringindo as varidveis a quantidade maxima
de porgoes diaria. Sejam as variaveis definidas por, x;, 1 =1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11,
12 e 13, que representam, respectivamente, uma porcao de: pao integral, queijo cottage,
mamao, nozes, salada crua, feijao, arroz integral, frango grelhado, maca, tapioca, ovo,
atum ralado e iogurte. Além disso, para atingir as recomendacOes nutricionais para a

quantidade de porgoes didrias, temos mais 5 restrigoes, sendo elas:
e Frutas: No maximo 1 por¢ao = x3+ x9 <1

e Leite e Derivados: No maximo 1 porcao = xo + 213 < 1
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Proteinas (Carne, PVT, Ovo): No méximo 1 por¢ao = xg+ z1; + 213 < 1
Cereais: No méximo 1 porcao = x1 + 7 <1

Leguminosas; Sementes e Oleaginosas; Raizes e Tubérculos: No maximo 1 porgao

= T4+ T+ T0 <1

Vegetais: Livre = x5 >0

O modelo algébrico que representa o problema da dieta é dado pela Eq. (3.2) e é

composto pela funcao objetivo e 11 restrigoes relacionadas as calorias, proteinas, calcio,

sodio, ferro, vitaminas, quantidade de porgoes didrias e nao negatividade das variaveis.

Para uma consulta mais detalhada do problema consulte [19].

min C(I) = 0, 931‘1 + 5, 241]2 + 1, 29I3 + 3, 05134 + 0, 51’5 + 0, 63ZE6 + O, 091’7 + 0, 89[158

S.a.

—|—1, 95[L‘9 + 0, 211’10 + O, 991’11 + O, 611‘12 + 1, 691‘13

[1] 13621 + 855 + 4525 + 10024 + 2525 + 13226 + 2527 + 16528 + 7229
+68z19 + 77211 + 17212 + 99213 > 1870 Calorias

[2] 4,621 + 17,229 + 0,823 + 2,324 + 1,525 + 8, 8x¢ + 0, 5y + 3lag
+0,3x9 + 6,221 + 3112 + 3,923 > 46 Proteinas

[3] 0,06z + 0,03z5 + 0,02z3 + 0,02z5 + 0,03z + 0, 0225 + 0, 01xg

40, 03x1; + 0,142,353 > 1 Calcio

[4] 0,276x1 + 0,013z5 + 0,0055x3 + 0, 08x5 + 0,001z + 0, 0742

+0, 00129 4 0,037z10 + 0, 139211 4+ 0,069z12 + 0,0532:3 > 1,5 Sédio

[5] 0,1z + 0,01z + 0,01z3 + 0,03z5 + 0, 1226 + 0, 0625 + 0, 01xg
+0,02z19 + 0,0321; > 0,018 Ferro

6] 0,01zy + 0,77x3 + 0,935 + 0, 1229 + 0, 06211 + 0,02x13 > 0,775 Vit.
7 —x3—1x9 > —1

8]

9]
10] —xy —27 > —1

11]—x4—$6—$102—1

—xy — 113 = —1

— Ty — X1 — T13 > —1

[
[
[
[
[
[

T1,T2, X3, T4, T5, L6, L7, T8, L9, L105 L11, L12, T13 Z 0 Nao NegatIVIdade
(3.2)
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Utilizando a ferramenta Solver da Microsoft Excel encontramos a solugcao 6tima que
pode ser vista na Fig. (3.17). Rescrevendo a solugdo do PPL temos: 1 porcao de pao
integral, 57,48 porcao de salada crua, 1 porcao de feijao e 1 porcao de frango grelhado, ou
seja, b2g de pao integral, 5.748g de salada crua, 100g de feijao e 100g de frango grelhado,

com um custo diario de R$ 31,19.

) o Queijo w Salada|_ _, | Arroz | Frango . . Atum
Alimentos Pao Mamao |Nozes Feijao Maca | Tapioca | Ovo logurte
cottage crua Integral | grelhado ralado
Coeficientes 0,93| 5,24 1,29 3,05 0,5 0,63 0,09 0,89 1,95 0,21| 0,99 0,61 1,69
Flx")= 31,19
Variaveis x_ 1 x_2 ®x_3 x_4 X_5 Xx_6 x_7 x_8 X 9 |x 10 ¥ 11 |x 12 |x 13
x* 1 0 o 0| 5748 1 o 1 0 o 0 0 0
Restrigdes LE LD
136 85 45| 100 25| 132 25 165 72 68| 77 17 99| 1870| 1870
46| 17,2 0,8 23 1,5 88 0,5 31| 0,3 0| 6,2 3 3,9| 130,6| 46
0,06 0,03 0,02 0| 0,02 0,03 0 0,02 0,01 0| 0,03 0 0,14] 1,26 1
0,276 0,013 0,0055 ol 0,08 0,001 0 0,074( 0,001 0,037| 0,14| 0,069 0,053| 4,549 1,5
0,1 0,01 0,01 0] 003 o012 o 0,06) 0,01 0,02| 0,03 0 0f 2,004| 0,018
0 0,01 0,77 0| 093 0 0 0 o012 0| 0,06 0 0,02] 53,46| 0,775
0 0 -1 ] 0 0 0 0 -1 0 0 o 0 0 -1
0 -1 0 0 0 0 o 0 0 o 0 0 -1 0 -1
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 0 -1 -1 -1
-1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 o 0 -1 -1
0 0 0 -1 0 -1 o 0 0 -1 0 0 0 -1 -1

Figura 3.17: Solugao 6tima do problema da dieta.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A solucao obtida proporciona um equilibrio alimentar com um custo diario aceitavel e
respeitando as quantidades minimas de nutrientes. No entanto, ha varios problemas. Que
adulto comeria mais de bkg de salada crua diariamente? E o arroz, o mamao, o queijo,
as nozes, a maca, a tapioca, o ovo e o atum? Serao eliminados da dieta? Assim, embora
a solucao seja otima, é provavel que a dieta se torne inviavel por nao satisfazer algumas
individualidades do paciente.

Mas se comegarmos a criticar o modelo fazendo perguntas do tipo: e se o paciente pu-
desse consumir até duas porgoes, ao invés de uma, de frutas? E se restringir a quantidade
de vegetais? Como essas mudancas alteraria o resultado? E claro que se o problema estiver
pronto e implementado em algum algoritmo podemos simplesmente alterar o parametro
e rodar novamente e comparar os resultados. Essa é uma alternativa interessante para
problemas pequenos, de rapida solucao e que nao demandam muito tempo computacional.
Mas, em condicoes contrarias a essa, podemos utilizar a Analise de Sensibilidade.

Assim, no problema da dieta, o que pode ser feito para melhorar a solucao sem que
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o valor 6timo do custo se altere? O Solver gera dois relatorios de sensibilidade, um para
as restrigoes e outro para as variaveis. Examinando os relatérios podemos verificar se e
como o valor 6timo muda de acordo com modificagoes relativamente pequenas nos dados
de entrada.

Visto que as restrigoes do problema da dieta sao dados fornecidos por um nutricio-
nista, para fazermos modificagoes nas restri¢oes precisamos de uma consultoria nutricio-
nal. Por exemplo, nao podemos aumentar ou diminuir a quantidade de porgoes de frutas
ou proteinas sem a anuéncia de um profissional. Por isso, nesta pesquisa faremos um

estudo do relatério de sensibilidade para as varidveis que estd apresentado na Fig. (3.18).

Celulas Variaveis

Final Reduzido Objetive Permitido Permitido

Célula Nome Valor Custo Coeficiente Aumentar Reduzir

SC54  Variaveis x_1 1 0 0,93 1,38 1E+30
D54 Variaveisx_2 0 3,54 5,24 1E+30 3,54
S5ES4  Variaveis ¥ 3 ] 0,39 1,29 1E+30 0,29
SF34  Variaveisx 4 1] 3,06 3,05 1E+30 3,06
5G51  Variaveis X 5 5748 1] 0177083333 0,310810811
SH54  Variaveisx_6 1 0 0,63 0,86 1E+30
5154 Variaveisx_7 0 1,38 0,09 1E+30 1,38
554 Variaveisx_8 1 1] 0,89 1,86 1E+30
SK54  Variaveis x_9 0 0,51 1,95 1E+30 0,51
554 Variaveis x_10 0 0,86 0,21 1E+30 0,86
SM54  Variaveis x_11 0 1,86 0,99 1E+30 1,86
SNS4  Variaveis x_12 o 0,27 0,61 1E+30 0,27
S0S4  Variaveis x_13 1] 2,12 1,69 1E+30 2,12

Figura 3.18: Relatorio de sensibilidade referente aos coeficientes das variaveis do problema
da dieta original.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

A coluna Final Valor mostra o valor de cada variavel na solucao 6tima, por exemplo,
i = d7,48, ou seja, como ja foi visto, na solu¢ao 6tima deve-se comer 57,48 porcao
de salada crua. A coluna Reduzido Custo apresenta os valores do custo relativo de
cada varidvel na iteracao 6tima, e sé se aplica as varidveis que assumem valor zero na
solucao 6tima. O custo reduzido indica o total que o coeficiente de cada varidvel na fungao
objetivo deve melhorar para que ela deixe de ser zero na solucao 6tima, ou seja, se torne

basica; além disso, significa o quanto a fungao objetivo ird melhorar ou piorar para cada
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unidade que a variavel aumentar ou diminuir. Observe que o custo reduzido sé se aplica

nas variaveis que sao nulas na solugao étima.

Por ultimo ha as colunas “Permitido Reduzir” e “Permitido Aumentar” que
mostram o quanto podemos reduzir ou aumentar, respectivamente, no valor dos coefici-
entes das variaveis sem que valor 6timo da funcao objetivo se altere. O simbolo 1F + 30
é o infinito do Excel e quando ele aparece nas colunas Permitido Aumentar e Permitido
Reduzir significa que se pode aumentar e diminuir, respectivamente, o quanto se queira

que o valor 6timo da fungao objetivo nao sera alterado.

Note que o problema da dieta é de minimizar custos, mas na coluna Permitido Au-
mentar aparecem algumas variaveis cujos valores dos coeficientes podem ser aumentados
infinitamente e mesmo assim o valor da solucao 6tima nao altera. Como isso é possivel?
Isso acontece por que essas variaveis nao sao basicas na solucao étima, entao podemos
aumentar o valor dos coeficientes delas o quanto quisermos pois nao influenciarao na
solugao 6tima. Por outro lado, se reduzimos o valor dos coeficientes dessas variaveis que
nao estao na base 6tima elas se tornam candidatas para entrar na base e manter ou me-
lhorar a solucao 6tima. Visto que os coeficientes das variaveis representam os precos dos
produtos, suponha que consigamos uma promog¢ao em um supermercado onde o preco de

alguns alimentos estao mais baratos que os cotados anteriormente.

Assim, considere que Maria encontrou um local onde os precos do mamao, da maca, do
ovo e do atum estao mais baratos que no mercado que ela esta acostumada a realizar suas
compras. O preco do mamao passou de R$ 1,29 para R$ 0,9, a maca que custava R$ 1,95
no primeiro mercado custa agora R$ 1,55, jd o ovo deixou de ser R$ 0,99 para ter o custo
de R$ 0,6, e, por fim, o preco do atum ralado passou de R$ 0,61 para R$ 0,34. Observe
que as reducgoes dos precos estao dentro da faixa do “Permitido Reduzir”do relatorio de
sensibilidade e portanto essas modificagoes nao alterarao o valor da solugao 6tima. Mas
serd que com essas mudancas de precos conseguiremos aumentar a variedade de alimentos
na dieta? Resolvendo no Solver o problema modificado encontramos o resultado indicado
na Fig. (3.19).

Observe que o mamao e o atum ralado passaram a fazer parte da dieta, o que pro-
porciona uma maior variedade alimenticia. Porém, a quantidade de salada crua, 4.350g,

ainda esta muito acima do desejavel.

A Maria poderia continuar procurando por novas promocoes para tentarmos incluir

novos alimentos na dieta sem alterar o gasto. Mas, vamos agora resolver o problema da

78



: w Queijo w Salada o Arroz | Frango w 3 Atum
Alimentos Pao Mamao | Nozes Feijao Maca |Tapioca | Ovo logurte
cottage crua Integral |grelhado ralado
Coeficientes 0,93 5,24 0,9 3,05 0,5 0,63 0,09 0,89 1,55 0,21 0,6/ 0,34 1,69
Flx")= 31,19
Variaveis x 1 x_2 x_3 x4 x5 % b x 7 % 8 x 9 |x_10 x 11 |x_ 12 ([x 13
x* 1 1] 1 0| 43,5 1 0 1 ] 0 0| 17,91 0
Restrigdes LE LD
136 85 45 100 25| 132 25 165 72 68| 77 17 99| 1870| 1870
4,6 17,2 0.8 2,3 1,5 8,8 0,5 31 0,3 0| 6,2 3 3,9| 164,2 46
0,06 0,03 0,02 0 0,02 0,03 0 0,02| 0,01 0| 0,03 0 0,14 1 1
0,276 0,013 0,0055 0| 0,08] 0,001 0 0,074 0,001] 0,037| 0,14 0,089 0,053| 5,072 L5
0,1 0,01 0,01 0| 0,03 0,12 0 0,06/ 0,01 0,02| 0,03 0 0| 1,595| 0,018
0 0,01 0,77 0 0,93 0 0 0| 0,12 0| 0,06 0 0,02| 41,22| 0,775
0 -1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 '] 1] 0 0 1] 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 o 0 -1 o 0| -1 0 -1 1 1
1 o 0 0 o ] -1 ] ] 0 0 0 0 1 1
0 0 0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0 0 o 1 1

Figura 3.19: Solucao do problema da dieta com reducao dos custos de alguns alimentos.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

salada crua. Um modo de corrigirmos isso é acrescentar uma nova restricao ao problema
inicial restringindo a quantidade de salada na dieta. Adotaremos x5 < 20, isto é, a Maria
comera no maximo 2 quilos de salada crua por dia, essa restricao tornara a quantidade de
salada mais possivel na alimentagao diaria. Essa fragilidade do modelo pode ser observada
ao analisar os resultados porém, ao acrescentarmos uma restricao nao hé como prevermos
0 que acontecera com a solucao 6tima e sera preciso resolver o problema novamente.

A solugao encontrada apds acrescentarmos uma restricao relacionada a quantidade de
salada crua é apresentada na Fig. (3.20). Apesar da quantidade de salada crua agora
ser mais viavel, e termos o mamao, o iogurte e o atum ralado na dieta, observe que
a quantidade de atum ralado subiu consideravelmente, sendo 56,35 de porcao, ou seja,
1.127g. Além disso, o custo da dieta que era de R$ 31,19 passou a ser R$ 48,9, um
aumento significativo.

Entao, sugerimos aqui mais uma modificacdo no modelo da dieta proposta por [19],
que é acrescentar uma restricao quanto a quantidade de porcoes de atum ralado. Se
restringirmos a variavel x15 < 20, isto é, se restringirmos a 20 porcoes (400g) encontramos
a solugao indicada no quadro 6timo da Fig. (3.21).

A solucao do problema é dada por: 1 porcao de pao integral, 1 porcao de queijo
cottage, 20 porcoes de salada crua, 1 porcao de feijao, 1 porcao de frango grelhado, 1

magca e 20 porcoes de atum ralado, ou seja, 52g de pao integral, 100g de queijo cottage,
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: w Queijo w Salada . Arroz | Frango w 3 Atum
Alimentos Pao Mamao [Nozes Feijao Maca | Tapioca | Ovo logurte
cottage crua Integral | grelhado ralado
Coeficientes 0,93 5,24 1,29| 3,05 0,5 0,83 0,08 0,89] 1,95 0,21| 0,99] 0,61 1,69
Flx")= 48,915
Variaveis % 1 X 2 ¥_3 ¥ 4 X_5 X 6 x_7 x_8 ¥ 9 [x 10 ¥ 11 |x_ 12 |x 13
x* 1 0 1 ] 20 1 0 0 0 0 0| 56,35 1
Restrigdes LE LD
136 85 45| 100 25| 132 25 165 72 68| 77 17 99 1870| 1870
4,6 17,2 0,8 2,3 1,5 8.8 0,5 31 0,3 ol &2 3 3,9| 217,2 46
0,06 0,03 0,02 0] 0,02 003 0 0,02 0,01 0| 0,03 o 0,14] 0,65 1
0,276) 0,013| 0,0055 0| 0,08] 0,001 0 0,074 0,001 0,037| 0,14] 0,069 0,053[ 5,824 1,5
0,1 0,01 0,01 ol 0,03 0,12 0 0,06| 0,01 0,02| 0,03 o 0| 0,83| 0,018
0 0,01 0,77 0| 093 0 0 0 o012 0| 0,06 0 0,02] 19,39| 0,775
0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 -1 -1
0 1 ] ] 0 0 0 0 0 0 0 o -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 o -1 0 o -1 0 -1 -1 -1
1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 -1
0 0 o -1 0 -1 o 0 0 -1 0 0 0 -1 -1
0 0 0 0 1 0 o 0 0 o 0 0 0 20 20

Figura 3.20: Solucao do problema da dieta com reducao dos custos e inclusao de uma

restricao.
Fonte: Arquivo pessoal do autor.
) w Queijo w Salada|_ , | Arroz | Frango . . Atum
Alimentos Pao Mamao | Nozes Feijao Maca | Tapioca | Ovo logurte
cottage crua Integral|grelhado ralado
Coeficientes 0,93 3,24 1,23] 3,05 0,5/ 0,63 0,09 0,83 1,95 0,21] 0,99] 0,61 1,69
Flx*)= 31,84
Variaveis % 1 x_2 % 3 x_ 4 x5 % 6 x 7 x_8 X 9 |x_10 * 11 |x 12 [x 13
x* 1 1 0 0 20 1 ] 1 1 0 ] 20 0
Restrigdes LE LD
136 85 45 100 25 132 25 165 72 68| 77 17 99| 1430| 1870
4,6 17,2 0.8 2,3 1,5 8,8 0,5 31 0,3 0| 6,2 3 3,9| 151,9 46
0,06 0,03 0,02 0f o002 0,03 ] 0,02] 0,01 0| 0,03 o 0,14| 0,55 1
0,276] 0,013| 0,0055 0| 0,08] 0,001 0 0,074 0,001 0,037) 0,14| 0,069 0,053] 3,345 15
0,1 0,01 0,01 0 0,03| 0,12 ] 0,06| 0,01 0,02| 0,03 0 o 0,9| 0,018
0 0,01 0,77 0f 0,93 0 ] 0| 0,12 0| 0,06 o 0,02| 18,73| 0,775
0 0 -1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 -1
0 -1 0 0 0 0 ] 0 ] 0 ] 0 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 ] -1 ] 0 -1 o -1 -1 -1
-1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 -1 -1
0 o 0 -1 0 -1 ] 0 ] -1 ] 0 o -1 -1
0 0 0 0 1 0 ] 0 ] 0 ] o 0 20 20
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 20 20

Figura 3.21: Solucao do problema da dieta com reducao dos custos e inclusao de duas
restricoes.

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

2.000g de salada crua, 100g de feijao, 100g de frango grelhado, 140g de maca e 400g de

atum ralado, com um custo de R$ 31,84, bem préximo ao valor inicial encontrado.
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CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

A Analise de Sensibilidade se mostra uma ferramenta vantajosa no estudo da solugao de
problemas de programacao linear. Com essa ferramenta é possivel encontrar as variaveis
e as restricoes que se alteradas podem melhorar, piorar ou nao mudar a solugao 6tima,
ou seja, podemos medir o grau de sensibilidade do modelo mediante uma alteracao, tudo
isso sem a necessidade de resolver o problema novamente. Esta andlise também permite
a verificacao se a modelagem do problema corresponde minimamente a realidade. Outra
vantagem € que se pode aperfeicoar um modelo por observar o que estd acontecendo com
os parametros, sendo assim, podemos testar diversas varidveis para entender o efeito que
cada uma produz no final do processo e assim aprimorar o modelo por aumentar ou reduzir
os valores dos parametros.

Esta pesquisa contribuiu, principalmente, para que a graduanda tivesse acesso a outras
areas do conhecimento matematico, e que por sua vez, a possibilitou pesquisar, desen-
volver, resolver e analisar solucoes de problemas de programacao linear. Dessa forma,
podemos concluir que o principal impacto deste trabalho é na formacao académica da
discente, ja que a pesquisa extracurricular realizada contribuiu para o amadurecimento
do pensamento cientifico e critico da graduanda.

Ainda, esta monografia apresenta alguns resultados importantes sobre Analise de Sen-
sibilidade encontrados na literatura, porém, buscamos escreve-los de forma mais clara e
didatica. Para isso resolvemos diversos exemplos aplicando a teoria e desenvolvendo ilus-

tracoes quando possivel. Também, o trabalho apresentou, por meio do software Solver da
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Microsoft Excel, a solu¢ao 6tima de um problema da dieta e foram propostas alteragoes
no modelo inicial de modo a adaptar a solu¢ao com a realidade de uma dieta alimentar. O
resultado encontrado foi melhor e mais adequado a realidade. O modelo final, bem como
sua solucao 6tima, além de serem aceitos do ponto de visto matematico, também proporci-
onam um equilibrio alimentar, com um custo diario aceitavel, respeitando as quantidades
minimas de nutrientes, e ainda, viavel do ponto de vista nutricional.

Com as simulacoes realizadas fica evidente que ainda ha muito a ser feito, como por
exemplo, o estudo de outras alteragoes nos valores dos coeficientes das variaveis, a inclusao
de novas restrigoes limitando a quantidade de porcoes de alguns alimentos, inclusao de
novas restrigoes relacionadas as quantidades méaximas de calorias, de proteinas, de calcio,
de sédio, de ferro e de vitaminas. No entanto, algumas dessas alteragoes s6 podem ser
testadas com a anuéncia de um profissional qualificado da drea da nutricao. Como em
muitos problemas praticos de otimizagao, o problema da dieta deve ser modelado por uma

equipe multidisciplinar.

82



REFERENCIAS
BIBLIOGRAFICAS

ARENALES, M.; ARMENTANO, V. A.; MORABITO, R.; YANASSE, H. H. Pes-
quisa operacional. Rio de Janeiro, Elsevier: ABEPRO, 2011

BAZARAA, M. S.; JARVIS, J. J.; SHERALI, H. D. Linear programming and
network flows, 4.ed. John Wiley & Sons, Inc., Hoboken, 2010.

BRANDAO, M. A. L. Introducio & Programacéo Linear, 2019. 198 f. Notas de
Aula.

CHAVES, V. H. C. Perspectivas histéricas da pesquisa operacional. 2011. 117
f. Dissertagao - (mestrado) - Universidade Estadual Paulista, Instituto de Geociéncias

e Ciéncias Exatas, 2011. Disponivel em: http://hdl.handle.net/11449/91049.

CORRAR, L. J.; THEOPHILO, C. R., BERGMANN, D. R. Programacao linear. In:
CORRAR, L. J; THEOPHILO, C. R. Pesquisa operacional para decisao em

contabilidade e administracao: contabilometria. Sao Paulo: Atlas, 2004.
DANTZIG, G.B. The diet problem, Interfaces 20, 43-47, 1990.

GOLDBARG, M. C.; LUNA, H. P. L. Otimizacao combinatdria e programacao

linear: modelos e algoritmos, 2. ed. Elsevier, Rio de Janeiro, 2005.

83


http://hdl.handle.net/11449/91049

8]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

GOMES JUNIOR, A. de C.; SOUZA, M. J. F. SOLVER. (EXCEL): Manual de
referéncia. Ouro Preto: Universidade Federal de Outro Preto, 2004, 22 p.

HILLIER, F. S.; LIEBERMAN, G. J. 2001. Introduction to Operations Rese-
arch, 7. ed. McGraw-Hill, New York.

MORETTI, V.; et al. Aplicagao da Programacao Linear para maximizacao de lucros
numa organizacao do setor varejista. In: X CONGRESSO BRASILEIRO DE ENGE-
NHARIA DE PRODUCAO, 10., 2020. Anais eletronicos ... ConBRepro, 2020. p. 1 -
12. Disponivel em: https://aprepro.org.br/conbrepro/2020/anais/arquivos/
09272020_200907 _5£711c8348ea9.pdf. Acesso em: 12 set. 2021. ISSN: 2237-6143

NAMEN, A. A.; BORNSTEIN, C. T. Uma ferramenta para avaliacao de resultados
de diversos modelos de otimizacao de dietas. Pesquisa Operacional [online], v. 24,
n. 3, p. 445-465, 2004. DOI: 10.1590,/S0101-74382004000300007.

O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. Biographies George Bernard Dantzig.
School of Mathematics and Statistics University of St Andrews, Scotland, 2003. Dis-
ponivel em: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dantzig_

George/. Acesso em: 12 set. 2021.

PEREIRA, A.; LUZ. C. Programacao Linear: Apontamentos para a disciplina
de Investigacao Operacional, 2003/2004. 98 f. Notas de Aula. Disponivel em: http:
//1todi.est.ips.pt/invop/Seb/Proglinear/PLUV.pdf. Acesso em: 10 ago. 2021.

PEREIRA, A. R.; PAULA JUNIOR, G. G. de., LADEIRA, H. P. Uma anélise
de poés-otimizacao do transporte de carvao vegetal no estado de Minas Ge-
rais. Revista Arvore. Vigosa, 1981, v. 5, n. 2, p. 135-147. Disponivel em:
https://books.google.com.br/books?hl=pt-BR&1lr=&id=tIqaAAAATAAJ&oi=
fnd&pg=PA135&dq=an’%C3%A1lise+de+p%C3%B3s-otimizal,C3%A7%C3%A30&ots=
6D1Plhxrym&sig=jp7u6lehLIhS65cnhuyaevXffUs&redir_esc=y#v=onepage&q=
any,C3%A11ise?,20de’20p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A30&f=false. Acesso em:
12 set. 2021. ISSN 0100-6762.

RODRIGUES, L. O que é Solver? Aprenda como usar essa func¢ao do Excel!. Voitto,
2020. Disponivel em: https://www.voitto.com.br/blog/artigo/solver. Acesso
em: 04 out. de 2021.

84


https://aprepro.org.br/conbrepro/2020/anais/arquivos/09272020_200907_5f711c8348ea9.pdf
https://aprepro.org.br/conbrepro/2020/anais/arquivos/09272020_200907_5f711c8348ea9.pdf
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dantzig_George/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dantzig_George/
http://ltodi.est.ips.pt/invop/Seb/Proglinear/PLUV.pdf
http://ltodi.est.ips.pt/invop/Seb/Proglinear/PLUV.pdf
https://books.google.com.br/books?hl=pt-BR&lr=&id=tIqaAAAAIAAJ&oi=fnd&pg=PA135&dq=an%C3%A1lise+de+p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&ots=6D1Plhxrym&sig=jp7u61ehLIhS65cnhuyaevXffUs&redir_esc=y#v=onepage&q=an%C3%A1lise%20de%20p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&f=false
https://books.google.com.br/books?hl=pt-BR&lr=&id=tIqaAAAAIAAJ&oi=fnd&pg=PA135&dq=an%C3%A1lise+de+p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&ots=6D1Plhxrym&sig=jp7u61ehLIhS65cnhuyaevXffUs&redir_esc=y#v=onepage&q=an%C3%A1lise%20de%20p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&f=false
https://books.google.com.br/books?hl=pt-BR&lr=&id=tIqaAAAAIAAJ&oi=fnd&pg=PA135&dq=an%C3%A1lise+de+p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&ots=6D1Plhxrym&sig=jp7u61ehLIhS65cnhuyaevXffUs&redir_esc=y#v=onepage&q=an%C3%A1lise%20de%20p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&f=false
https://books.google.com.br/books?hl=pt-BR&lr=&id=tIqaAAAAIAAJ&oi=fnd&pg=PA135&dq=an%C3%A1lise+de+p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&ots=6D1Plhxrym&sig=jp7u61ehLIhS65cnhuyaevXffUs&redir_esc=y#v=onepage&q=an%C3%A1lise%20de%20p%C3%B3s-otimiza%C3%A7%C3%A3o&f=false
https://www.voitto.com.br/blog/artigo/solver

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

SANTIAGO, Y. V. Aplicacao de Pesquisa Operacional para Analise
Econémica de Investimentos, Trabalho de Conclusao de Curso, Universidade
Federal de Sao Carlos, 2017.

SEVERINO, A. J. Metodologia do trabalho cientifico, 23a edigao. Cortez, Sao
Paulo, 2007.

TAKECHI, J.; SUGAI, Y. Anélise de Sensibilidade através de pés-otimizacao para
microcomputador: aplicacao na mistura de racao. Revista de Economia e Soci-
ologia Rural. Brasilia, 1987, v. 25, n. 1, p. 99-117. Disponivel em: https://www.
revistasober.org/journal/resr/article/5d8a5b7d0e88255f22c51225#nav0.
Acesso em: 12 set. 2021.

TIRONE, G. S. P. de C. Programacao Linear: uma aplicagao ao problema da
dieta, Trabalho de Conclusao de Curso, Universidade Federal do Rio Grande, 2019.

VANNI, T.; et al. Avaliagdo economica em saude: aplicagoes em doengas infecci-
osas. Cadernos de Satde Piblica [online|. 2009, v. 25, n. 12, p. 2543-2552.
Disponivel em: https://www.scielo.br/j/csp/a/NDGvLhOYw7nGBxwFqnWYTkK/
?lang=pt. Acesso em: 12 set. 2021. ISSN 1678-4464.

85


https://www.revistasober.org/journal/resr/article/5d8a5b7d0e88255f22c51225#nav0
https://www.revistasober.org/journal/resr/article/5d8a5b7d0e88255f22c51225#nav0
%20https://www.scielo.br/j/csp/a/NDGvLh9Yw7nGBxwFqnWYTkK/?lang=pt
%20https://www.scielo.br/j/csp/a/NDGvLh9Yw7nGBxwFqnWYTkK/?lang=pt

	Agradecimentos
	Resumo
	Objetivo
	Estrutura dos Tópicos Apresentados
	Definições e Resultados Preliminares
	Programação Linear
	Problemas de Programação Linear
	Escrevendo os problemas na forma padrão
	Solução Gráfica
	Solução Básica e PPL na Forma Básica
	Método Simplex
	Método das Duas Fases
	Dualidade


	Análise de Sensibilidade
	Compreensão das notações
	Alteração no coeficiente da função objetivo
	Alteração dos termos independentes das restrições
	Alteração dos coeficientes da matriz das restrições
	Alteração em variável
	Inclusão de variável
	Eliminação de variável

	Alteração na restrição
	Inclusão de restrição
	Eliminação de restrição

	Resumo de alterações no PPL

	Aplicação em um Problema da Dieta
	Solver
	Ativação do Solver
	Inserção de um PPL no Solver
	Utilização do Solver
	Interpretação dos Relatórios

	Problema da Dieta
	Abordagem histórica do problema
	O problema da dieta


	Considerações Finais
	Referências


