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Resumo

Neste trabalho tem-se como objetivo o desenvolvimento de modelo matematico,
fisico, numérico e computacional de trés problemas de mecéanica dos fluidos. Sdo eles:
escoamento de Poiseuille plano unidimensional, escoamento bidimensional com velocidades
pré-determinadas e escoamento em expansdo brusca, sobre um degrau. Em seguida, ¢ feita
a verificagdo e validagdo do modelo computacional adotado nos problemas. No modelo
fisico estuda-se as caracteristicas particulares de cada escoamento, através dos conceitos
estudados em Mecanica dos Fluidos. O modelo matemadtico ¢ utilizado para apresentar o
teorema de Reynolds e as andlises diferenciais que encontram equagdes a serem resolvidas.
No estagio do modelo numérico discretiza-se tais equagdes para serem implementadas na
simulagdo computacional, onde sdo desenvolvidos os algoritmos responsaveis pela
resolugdo de cada problema. Os capitulos de verificagdo e validagdo servem para comparar
os resultados encontrados pelos modelos desenvolvidos com os resultados encontrados na
literatura ou em experimentos. E um trabalho de cunho académico, em que é buscado compor
uma base para estudos mais aprofundados em dinamica dos fluidos computacional.



Abstract

The main objective of this work is the development of mathematical, physical,
numerical and computational models of three fluid mechanics problems, it means, Poiseuille
flow one-dimensional plane, two-dimensional flow with predetermined speeds and flow in
sudden expansion, on a step. Then, the verification and validation of the computational
model adopted in the problems is done. In the physical model this study presents the
particular characteristics of each flow, through the concepts studied in Fluid Mechanics. The
mathematical model is used to present the Reynolds theorem and the differential analyzes
that find equations to be solved. In the numerical model stage these equation are discretized
to be implemented in the computational simulation, where the algorithms responsible for
solving each problem are developed. The verification and validation chapters compare the
results found by the models developed with the results literature or experiments. It is an
academic work, which composes a basis for further studies on computational fluid dynamics.



Lista de Simbolos

p - grandeza generalizada intensiva

U - viscosidade dinamica

v - viscosidade cinematica

5 - vorticidade

p - densidade

@ - fungdo de dissipacao viscosa

V- operador gradiante

d - vetor aceleracdo

A - drea

B - grandeza generalizada extensiva

cp - calor especifico a pressdo constante
ELT - erro local de truncamento

Jx - aceleracdo da gravidade no eixo x
gy - aceleragdo da gravidade no eixo y
g - aceleracdo da gravidade no eixo z

k - coeficiente de condutividade térmica
L - erro sob anorma L,

L, - erro sob a norma L,

m - massa

7 - vetor normal

0(Ax) - erro local de truncamento de primeira ordem
0(Ax)? - erro local de truncamento de segunda ordem
p - pressao

q - fluxo de calor

Re - nimero de Reynolds
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S - vetor normal a superficie

t - tempo

T - temperatura

u - componente em x da velocidade
1l - energia interna

v - volume

v - componente em y da velocidade

9 - viscosidade cinematica

V - vetor velocidade
l_/; - velocidade relativa

w - componente em z da velocidade
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CAPITULO |

INTRODUGAO

Desde que se estabeleceu na Terra como espécie, o homem busca ter o controle sobre
a natureza e modificar seu meio, através do trabalho. No contexto atual, a maneira como o
homem modifica o meio, ¢ aperfei¢oada através de técnicas de simulagdo computacional.
Com o artificio dos computadores, torna-se possivel a previsio do comportamento de
determinado sistema, de acordo com determinados pardmetros. A simulagdo computacional,
na area de Mecanica dos Fluidos, serd o objeto de estudo deste trabalho.

Plauska (2013) mostra que o estudo de Mecénica dos Fluidos foi muito importante
na histdria, e se iniciou na constru¢do de sistemas de abastecimento de dgua nas cidades
primitivas. Esta area de estudos se desenvolveu ainda com Arquimedes, mas ndo obteve
grandes avancgos, até a época de Leonardo Da Vinci. Existe um grande acimulo para a
Mecanica dos Fluidos, neste periodo, através do trabalho de diversos autores, mas apesar
dos esforcos dos cientistas, as teorias propostas por eles sdo, em geral, confirmadas apenas
em experimentos relativamente simples. Divergéncias entre teoria e pratica levam
d’Alembert a afirmar que a teoria dos fluidos deve ser construida a partir da experiéncia.
Formulas empiricas para solu¢ao de problemas em Mecanica dos Fluidos se tornam comuns,
neste estagio da historia.

As demandas comerciais e industriais do século XIX levam ao estudo de elementos
muito diferentes de 4gua e ar, e o desenvolvimento da dindmica dos fluidos torna-se, mais
uma vez, necessario. Novos trabalhos sd3o desenvolvidos por Osborne Reynolds, Lord
Rayleigh e George Gabriel Stokes, e as equagdes de Euler e Navier alcangam um patamar
mais abrangente. E o comego da reconciliagdo da hidraulica e da hidrodindmica com a
formulacdo das equagdes de Navier-Stokes. No século XX, a aerondutica experimenta um
rapido progresso e varios pesquisadores desenvolvem métodos matematicos potentes,
deixando as descobertas experimentais em segundo plano. A moderna formulagdo da
mecanica dos fluidos tem como base as leis fundamentais do movimento da Mecanica e ¢
intimamente relacionada com as observagdes experimentais.
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No entanto, obstaculos histéricos encontrados pelos pesquisadores com relacdo a
método analitico e método empirico ndo foram completamente vencidos, nos tempos atuais.
Através do método matematico enfrenta-se dificuldades com as equagdes de Navier-Stokes,
pelo fato de serem equacgdes diferenciais parciais e ndo-lineares, cujas solu¢des analiticas
para regides arbitrarias e condi¢des de contorno gerais ainda ndo podem ser encontradas.
Utilizando o método empirico encontramos dificuldades nas montagens de experimentos,
que muitas vezes sdo impossiveis de serem feitos em laboratérios, ou sao caros demais.
Fortuna (2000) nos mostra que o advento do computador digital serviu para criar uma
alternativa aos métodos analitico e numérico, mesmo que sejam métodos ja bem
desenvolvidos.

Fortuna (2000) ainda ressalta que o uso dos métodos numéricos nao implica, de
forma alguma, que andlises matematicas e experimentais estejam sendo postas de lado. O
que acontece ¢ que se cria uma alternativa e as trés técnicas passam a se complementar
durante projetos que envolvam escoamento de fluidos. O método numérico pode ser til, por
exemplo, para fazer simulagdes preliminares que ajudem na escolha de um experimento mais
eficiente a ser montado.

No trabalho aqui relatado, tem-se o objetivo de estudar as etapas empregadas na
edificacao das simulagdes computacionais aplicadas em mecanica dos fluidos. Dessa forma,
serdo resolvidos trés escoamentos diferentes por meio de simulagdo computacional.
Escoamento de Poiseuille plano, escoamento bidimensional com velocidades pré-
determinadas e escoamento sobre o degrau. O primeiro escoamento tem uma solucdo
analitica simples e servira para um primeiro contato com os conceitos empregados nos
métodos fisico, matemdtico e numérico. Trata-se de um problema cuja solu¢do ¢
unidimensional. O segundo escoamento ¢ um escoamento de caracteristica matematica que
vai expandir a modelagem de unidimensional, empregada no primeiro escoamento, para
bidimensional. O terceiro problema a ser resolvido utiliza um escoamento de caracteristica
mais complexa. J& foram mencionadas as dificuldades em se encontrar solucdes analiticas
para as equagdes de Navier-Stokes. Além disso, Silveira-Neto (2002) mostra que o
escoamento sobre o degrau se trata de um escoamento com varias regides de
comportamentos diferentes, que podem ser de dificil analise em um experimento de
laboratorio. Para a modelagem desse problema foi necessaria uma descretizagao envolvendo
mais de uma regido. O resultado numérico desse escoamento pode servir para nortear outros
estudos na area.
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CAPITULO Il

MODELO FiSICO

2.1 Abordagens Lagrangiana e Euleriana, e o Teorema do Transporte de Reynolds

A cinematica dos fluidos ¢ o estudo feito sobre 0 modo como os fluidos escoam.
Cengel e Cimbala (2007) nos relatam que existem duas formas fundamentais para descrever
o movimento dos fluidos. A primeira delas ¢ a descri¢do lagrangiana, que procura descrever
0 escoamento a partir do movimento de cada particula de fluido. A ideia geral dessa
descricdo ¢ determinar as propriedades (velocidade, aceleragdo, pressao, entre outras) de
cada particula do fluido. E uma descri¢do limitada porque o fluido é composto de uma
quantidade extremamente grande de particulas e isso torna invidvel o célculo com esse viés.
Por causa disso, existe a descricdo euleriana do movimento dos fluidos. Esta descri¢ao
trabalha com uma parcela limitada do fluido, parcela essa que serd chamada de volume de
controle. O volume de controle pode ser o interior de um cilindro, uma parcela de um
escoamento, ou seja, ¢ um volume, variavel ou ndo, determinado pelo proprio pesquisador.
No nosso estudo vamos trabalhar com volumes de controle infinitesimais, que sdo volumes
de controle feitos para englobar por¢des de fluido infinitamente pequenas. E uma forma de
combinar andlise lagrangiana com a andlise euleriana. A figura abaixo mostra um volume
de controle infinitesimal:
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Figura 2.1 - Exemplo de volume de controle infinitesimal em Cengel e Cimbala (2007)

Na abordagem euleriana, as propriedades (velocidade, aceleracdo, pressdo) sdo
grandezas definidas em cada ponto do volume de controle, a cada instante de tempo. Dessa
forma, ndo € mais necessario acompanhar o movimento de cada particula, mas encontrar
equacdes que possam prever os valores das grandezas estudadas em cada ponto do volume
de controle.

As duas abordagens podem ser combinadas, e a partir dos principios de cada uma
delas, obtemos relagdes validas entre velocidade e aceleragdo ao longo do volume de
controle.

O volume de controle ¢ uma parcela delimitada no espago por onde passa o fluido
estudado. Dessa forma, existe entrada e saida de fluido. Para determinar as variagdes das
propriedades dos fluidos que acontecem devido ao fluxo, temos o teorema de Reynolds. Com
esse teorema, relaciona-se as quantidades de determinada propriedade (massa, energia) que
cruzam as fronteiras do volume de controle, e a varia¢do dessa propriedade dentro do volume
de controle.

Neste trabalho serdo estudados trés escoamentos com suas respectivas
particularidades. Primeiramente, o escoamento de Poiseuille plano, onde serd estudado a
evolucdo do campo de velocidade no decorrer do tempo. Trata-se de uma situacao
relativamente simples e serve como um primeiro contato com o método de trabalho usado
nos problemas mais complexos. Em seguida, teremos um escoamento bidimensional com as
velocidades pré-determinadas, € o objetivo serd a determinacdo da temperatura em cada
ponto do escoamento. Por ltimo, estudaremos um escoamento com expansao brusca, com
a finalidade de determinar campos de velocidade e pressao.

2.2 Escoamento de Poiseuille Plano
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Reynolds (1883) demonstrou a existéncia de dois tipos de escoamento, através de um
experimento. S3o eles, o escoamento laminar e o escoamento turbulento. O experimento
buscava a visualizacdo do padrao de um escoamento de agua através de um tubo de vidro,
utilizando-se de um fluido colorido (corante). Os padrdes encontrados no experimento
podem ser conferidos na figura abaixo:

— ARFTEIGE (c)

Figura 2.2 - Resultado do experimento de Reynolds

O primeiro fluxo (a) apresenta um comportamento completamente diferente do
ultimo fluxo (c), e o fluxo intermediario (b) apresenta certa quantidade de cada um dos dois
extremos. O escoamento laminar ¢ definido como aquele em que o fluido se move em
camadas, ou laminas, de modo que cada camada desliza sobre a sua adjacente. Nao existe
movimento transversal. Cada particula se move apenas na dire¢cao do fluxo. O escoamento

turbulento (c), por sua vez, ¢ um escoamento ¢ aquele onde as particulas apresentam
movimento caotico causado pela presenca de movimentos transversais.

A primeira caracteristica do escoamento de Poiseuille ¢ de que se trata de um
escoamento laminar. Dessa forma, ¢ um escoamento altamente ordenado, onde as particulas
se deslocam apenas na dire¢do do fluxo e ndo apresentam velocidades transversais. Além
disso, consideraremos que o escoamento se dara entre duas placas planas infinitas, o que
caracteriza um escoamento de Poiseuille plano. Outra caracteristica do escoamento de
Poiseuille, ¢ que ele ocorre devido a queda de pressdo de uma regido em relacdo a outra. A
figura a seguir mostra o comportamento de um escoamento de Poiseuille plano:
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Figura 2.3 - Diregcdo do fluxo em um escoamento de Poiseuille

Admitindo-se que a queda de pressdo ocorre apenas na direcao do eixo x, € que a
queda de pressao € o unico fator que leva ao escoamento, torna-se desnecessario o estudo do
escoamento nos planos paralelos ao plano da pagina, porque podemos concluir que os
resultados obtidos seriam exatamente os mesmos.

A queda de pressdo serd modelada como um gradiente de pressao que ocorre ao longo
do eixo x. Esse gradiente de pressdo ¢ constante ao longo desse eixo. Dessa forma, podemos
concluir que o campo de velocidades, ao longo do eixo x, em um dado instante de tempo,
permanece constante.

Como o campo de velocidades ndo varia em relagdo ao eixo x, nem em relacdo aos
planos ortogonais ao plano na pagina, nosso estudo, para esse problema, sd precisamos
considerar o campo de velocidades ao longo do eixo y.

Para que o problema possa ser resolvido, sdo necessarias as especificagdes das
condigdes de contorno e das condi¢des iniciais.

A condicdo de contorno mais comum, e que sera utilizada nesse problema, ¢ a
condicdo de ndo escorregamento nas paredes. De acordo com essa condi¢do de contorno, a
parte do fluido que estd em contato direto com uma parede, tem uma velocidade igual a
velocidade dessa parede. Conceitualmente, isso ocorre porque as moléculas do fluido se
prendem a superficie. No nosso exemplo, as paredes sdo planas, infinitas e estaticas. Dessa
forma, a camada de fluido em contato com a parede tem velocidade nula. Ja que o modelo
montado mostra o campo de velocidades em relacdo apenas ao eixo Yy, na pratica, as
condi¢des de contorno especificam velocidade zero nas duas extremidades.

A condigdo inicial que especificaremos ¢ a de que o fluido parte do repouso. Dessa
forma, para o instante de tempo t = 0, o fluido tera velocidade nula.
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Aplicando-se um gradiente de pressdo ao longo do eixo x, o fluido, que estava em
repouso, comeca a se deslocar, no sentido que vai da regido com maior pressao para a regiao
com menor pressao. Isso ocorre porque as moléculas do fluido em alta pressdo estao mais
“apertadas”, e por isso, tendem a ocupar um espaco mais livre na regido de baixa pressao.
Com o passar do tempo, a velocidade do fluido vai aumentando, até que se torna constante,
a partir de determinado instante. Dai para frente, a velocidade ndo muda mais, porque a forca
exercida pelo gradiente de pressdo ndo € capaz de aumentar a velocidade a partir de tal valor.

Do instante inicial, quando o fluido esta em repouso, até o momento em que ele atinge
a velocidade maxima, temos o fluido em regime transiente. Isso significa que a propriedade
analisada (velocidade) estd mudando com o tempo. A partir do momento em que o fluido
atinge a velocidade méxima, temos o fluido em regime permanente, que ¢ quando a
velocidade ndo muda com o passar do tempo. Dessa forma, o fluido permanece nessa mesma
condi¢do enquanto nao houver alguma perturbagdo que modifique alguma das propriedades
do fluido.

Consideraremos que o fluido estudado ¢ incompressivel. Isso significa que sua
densidade fica constante ao longo do tempo e da posi¢cdo. Essa ¢ uma aproximacao muito
valida para os liquidos. Em gases, a densidade costuma ser muito variavel, dependendo
principalmente da pressao.

Para o trabalho, também, assume-se que o fluido ¢ newtoniano, caracteristica que
esta ligada com a viscosidade. A viscosidade ¢ uma propriedade pela qual um fluido oferece
resisténcia ao corte, ou a resisténcia que uma camada tem de se deslocar causada por uma
camada vizinha que se desloca em velocidade menor. Um fluido newtoniano ¢ um fluido em
que a viscosidade é constante para as diferentes taxas de cisalhamento e ndo varia com o
tempo.

Por ultimo, com esse modelo ndo leva-se em consideracdo os efeitos da gravidade,
de forma que, a tnica for¢a que movimenta o fluido existe devido ao gradiente de pressao.

2.3 Escoamento Bidimensional Com Velocidades Pré-determinadas

Assim como no exemplo anterior, o fluido estudado aqui serd considerado
newtoniano e incompressivel. Além disso, vamos partir de um problema bidimensional com
o campo de velocidades pré-determinado. Esse campo ndo muda com o tempo e ¢ fungdo
apenas das coordenadas planas.

Sabendo os valores do campo de velocidade em cada ponto e em cada instante de
tempo, o objetivo desta parte do estudo serd a determinacao da temperatura em cada ponto
do plano e em cada instante de tempo. Para isso, sdo imprescindiveis os valores iniciais da
temperatura, e a especificacdo das condi¢des de contorno.
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Kreith e Bohn (1977) definem alguns conceitos acerca da transferéncia de energia
térmica. Através da leitura de seus trabalhos, vé-se que o calor flui pelo escoamento de trés
maneiras. A primeira delas ¢ a troca de calor entre regides vizinhas. Essa troca acontece por
condugdo, onde a diferenga de temperatura entre regides em contato, promove o fluxo de
energia da regido de maior temperatura para a regido de menor temperatura. Essa troca de
temperatura obedece a Lei de Fourier, que estabelece que a quantidade de calor trocado ¢
proporcional a diferencga de temperatura entre as regides vizinhas. A segunda maneira pela
qual acontece o fluxo de calor pelo fluido, ¢ o trabalho feito devido as tensdes viscosas. Esse
trabalho ocorre devido ao deslizamento de uma particula em relagao a outra. Por ultimo, o
calor percorre pelo fluido devido a forga mecanica gerada por gradientes de pressao, ou pelo
proprio movimento do fluido.

Esta parte do estudo consiste num problema de natureza matematica, ndo havendo
tantas consideragdes acerca do modelo fisico a serem tratadas. Podera ser melhor entendido
no capitulo seguinte.

2.4 Escoamento Sobre o Degrau

O terceiro problema a ser resolvido neste estudo trata de um escoamento
bidimensional com expansdo brusca, gerada através de um degrau, na geometria do
escoamento. A geometria do escoamento pode ser conferida na figura abaixo:

Figura 2.4 - Geometria do escoamento sobre o degrau

O escoamento com expansao brusca € classificado por Silveira-Neto (2002) como
um escoamento complexo composto por sete regioes, como estd mostrado na figura 2.5.
Temos escoamento tipo camada limite no ponto (I), que vai até o ponto (II), sobre o degrau,
onde a camada limite se descola. O ponto (III) temos a formagdo de instabilidades
submetidas aos efeitos de confinamento, transportadas até a regido de recolamento da
camada limite, que fica em (V), uma regido de grande complexidade devido aos choques
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com a parede inferior. Depois tem-se a regido de redesenvolvimento da camada limite (IV)
e, sobre tudo isso, vemos a regido mais estavel do escoamento em (VII).

—_

-I""-.'r.--__-_‘____

_..-5---&/’("}
‘@4@/?; vy

(V) Vand \ -

Figura 2.5 - Caracteristicas do escoamento sobre expansdo brusca

Como podemos ver, o estudo leva em consideragdo duas coordenadas geométricas,
por isso sendo considerado como bidimensional. Para as coordenadas x e y, precisaremos
determinar o campo vetorial de velocidade, que pode ter componentes nessas duas direcdes,
e o campo de pressdo, que trata de uma grandeza de natureza escalar.

Figura 2.6 - Velocidade e pressdo em um ponto do escoamento

Além de determinar campo velocidade e campo de pressdo ao longo das dire¢des x
e y, € necessario determinar seu desenvolvimento em relagdo ao tempo. Dessa forma, esses
campos serdo calculados em cada instante de tempo.

Como os campos serdo determinados a partir dos pontos geométricos no escoamento
e dos instantes de tempo, € necessario determinar as condi¢des de contorno geométricas € a
condicao inicial do escoamento.

A condigdo inicial nos mostra qual serd o estado do escoamento no instante em que
t = 0. Ou seja, vamos impor valores dos campos de velocidade e pressdo para este instante.
Por conveniéncia, admitiremos campos de pressao e velocidade nulos, na condigao inicial.

As condigdes de contorno geométricas impdem valores para o escoamento nas
bordas. Neste problema temos trés tipos de bordas: a entrada, a saida e as paredes do
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escoamento. A entrada sera imposta com um campo de velocidade uniforme, apontando na
direcdo x, como mostra a figura 2.7. Para a saida, considera-se que o escoamento ¢ comprido
o suficiente para que o escoamento ja tenha se desenvolvido completamente apos a
interferéncia da expansao brusca. Dessa forma, a variagdo da velocidade na saida, ndo mais
vai se modificar. A figura 2.7 também ilustra esta condi¢do de contorno.

L1

dufdx=0

Figura 2.7 - Condigbes de contorno na entrada e na saida

Além disso, temos a condi¢ao de contorno das paredes do escoamento. Serd adotada
a mesma condi¢do j& mostrada no escoamento de Poiseuille plano, a condi¢do de nao
escorregamento, que impde velocidade igual a zero em qualquer ponto coincidente com as
paredes do escoamento.

Por ultimo, assim como nos problemas anteriores, consideraremos o fluido como
sendo newtoniano, incompressivel e ndo levaremos em conta os efeitos da gravidade.
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CAPITULO Il

MODELO MATEMATICO

3.1 Formacao das Equacoes Diferenciais

No capitulo anterior foram descritas as abordagens lagrangiana e euleriana para o
estudo de problemas de mecanica dos fluidos, utilizando como referéncia o trabalho de
Cengel e Cimbala (2007). Ainda tendo como referéncia tais estudos, vé-se que a combinacao
dessas duas abordagens traz uma relagdo entre velocidade e aceleragdo em um escoamento.
Esta relacdo esta mostrada na equagdo abaixo:

N av __ ov N
alx,y,zt) = prialievey (V.V)V (3.1)

Na férmula acima o vetor @ representa a aceleragdo no ponto designado pelas
coordenadas x, y, z, dentro do volume de controle, no instante de tempo referido pela
variavel t. O vetor V representa a velocidade no ponto referido, dentro do volume de
controle. Neste trabalho, utilizaremos as variaveis u, v € w para nos referir as componentes

- . ~ . —
do vetor V, nas dire¢des x,y e z, respectivamente. O operador V representa o operador
gradiente, que ¢ utilizado em derivadas parciais de vetores.

Também, no capitulo anterior, foi descrito o conceito que leva ao teorema de
Reynolds. A relacdo matemadtica que quantifica este conceito estd mostrada na equagdo a
seguir:

dB _ —2

o = & (J,cBrdv) + [ BpV.dS 32)
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Onde B ¢ a grandeza estudada, ¢ sua correspondente intensiva f§ = —, M ¢ amassa,

—

p ¢ a densidade, V ¢ o volume, o vetor V,. ¢ a velocidade relativa ao volume de controle e o

vetor dS é normal a superficie dS de modulo dS.

O teorema de Reynolds serve para estudar o comportamento de certa propriedade
(massa, energia, quantidade de movimento) em um volume de controle. A analise
matematica sera feita com base nessa abordagem. Comecaremos utilizando a massa como
propriedade analisada no teorema de Reynolds. Esta abordagem nos levara a equagdo da
continuidade. Considerando B = M, e [ = m, na equagao (teorema de Reynolds), tem-se:

(66_7:) sist = 0= %UVC pdv) + fscp(vr)' ﬁ)dA (3.3)

Esta é a chamada equacgao da continuidade, que trata do estudo da massa através do
teorema de Reynolds.

White (2011) analisa, de forma simplificada, o escoamento em um elemento
diferencial do escoamento, através do teorema de Reynolds. A figura abaixo mostra o
elemento diferencial estudado:

Voleme de controde
1
pudyds —— —— [,u.u- '_‘Z.rl.:l..';r] dy d
.'|_5|'
= FEEE == - _:r
}f
# dz
rd
'
&

Figura 3.1 - Escoamento de massa em um elemento diferencial em White (2011)

Como se trata de um volume de controle muito pequeno, o termo integral da integral
de volume pode ser considerado apenas um termo diferencial:

d d
fvca—idV ~ a—idx dy dz (3.4)

Utilizando, ainda, algumas aproximacdes que nao serdo aqui descritas, chega-se a
seguinte equagao:
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ap . 9 ) ) _
o T o, () + % (pv) +—(pw) =0 (3.5)

Podemos fazer procedimentos semelhantes, utilizando o teorema de Reynolds com a
quantidade de movimento e com a energia. Considerando o fluido estudado como fluido
newtoniano, a equacdo gerada pelo estudo da quantidade de movimento ¢ a equagao de
Navier-Stokes. Trata-se de uma equagdo vetorial, ja que a quantidade de movimento linear
¢ uma grandeza vetorial. Como ¢ uma equagao vetorial, trabalharemos com esta equagao
decomposta em trés equagdes auxiliares, uma para cada componente no espago:

ap (62u 0%u 62u) ou
dx2 = 0y2  0z2

pgx— o+ u =p= (3.6)

S A B

PYy dy x2  dy? = 09z2 =P (3.7)
S P (T .

PGz z+” ax2+ay2+az2 = Po (3.8)

Nestas equagdes, u € a viscosidade, € gy, gy, g, as componentes da gravidade no

eixos x, y e z. Os termos das componentes da gravidade serdo anulados, para entrar em acordo
com a aproximacao adotada e a viscosidade sera considerada constante.

Por ultimo, utilizamos no teorema de Reynolds, a grandeza energia. Para o estudo da
energia no teorema de Reynolds, adotaremos a lei de Fourier, que estabelece que o fluxo de
calor ¢ proporcional a variagdo da temperatura, segundo a equagao abaixo:

q = kVT (3.9)

Onde k é uma constante chamada de coeficiente de condutividade térmica, e €
caracteristica do fluido por onde se difunde o calor.

Assume-se também que a variagao de energia interna € proporcional a variagdao da
temperatura, conforme ¢ mostrado na equagao:

di = c,dT (3.10)

¢p € uma constante chamada de calor especifico a pressdo constante. Também € uma
propriedade de cada fluido. A partir dessas aproximacdes, obtemos a equacao diferencial:

daT =
pep— + p(V.V) =V.(kVT) + ¢ (3.11)

Em que p ¢ a pressdo e ¢ ¢ uma abreviagao para a fungdo de dissipacdo viscosa.
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Estas equacdes serdo utilizadas nas andlises matematicas dos escoamentos propostos
no capitulo anterior.

3.2 Analise Diferencial do Escoamento de Poiseuille Plano

Nesta etapa do estudo, temos o objetivo de determinar o campo de velocidades, ao
longo do tempo, em um escoamento de Poiseuille plano. O modelo fisico do escoamento de
Poiseuille foi descrito no capitulo anterior. Além do modelo fisico, utiliza-se a equagdo da
continuidade e a equagdo de Navier-Stokes, para a resolucao deste problema.

A equacdo da continuidade possui quatro termos. No entanto, o primeiro termo pode
ser cancelado, ja que se considera o escoamento incompressivel. Dessa forma, a densidade
ndo varia com o tempo. Além disso, como se trata de um escoamento laminar, caso em que
o fluido s6 se movimenta no sentido do escoamento, sabe-se que a velocidade s6 tera uma
componente, que define-se como sendo a componente u, componente esta que aponta na
direcdo do eixo x, mostra a figura 2.3, no capitulo anterior.

v

ea—wdae uacao
dy 0z quag

Diante dessas consideragdes, pode-se cancelar também os termos

da continuidade. Chegamos a seguinte equagao:

ou _
ax

(3.12)

A conclusdo que se pode chegar, a partir desta equagao, ¢ a de que a velocidade nao
varia ao longo do eixo x. Esta conclusdo j& era conhecida desde que montamos o modelo
fisico do problema. Sabe-se também, que a velocidade ndo depende da posi¢do em z, ja que
se trata de um problema bidimensional. Desta forma, a velocidade sera apenas funcao da
posi¢do em y e do instante t. E em um certo instante de tempo, sera funcao exclusivamente
de sua posi¢do no eixo vertical. Estas conclusdes ndo sdo suficientes para definir o campo
de velocidades. Desta forma, utiliza-se as equacoes de Navier-Stokes.

As equagdes de Navier-Stokes que tratam das componentes v e w da velocidade ndo
serdo utilizadas, ja que essas componentes sdo nulas, para este problema. Da equacao de

. . ]
Navier-Stokes para a componente u (equacdo 3.6), pode-se cancelar o termo i, por

consequéncia da equagdo da continuidade. Os termos multiplicados por v ou w também sao
., . , , . 2 o*u .

cancelados, j& que a velocidade s6 tem a componente u. Além disso, os termos 52 € 5,7 830

nulos porque a componente u nao varia ao longo dos eixos x € z, mas apenas ao longo do

eixo y. Dessa forma, a equagdo se torna:
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ou _ d*u 0dp

Como ja foi visto no modelo fisico, este escoamento parte do repouso, tem uma fase
transiente, e entra em regime permanente quando atinge a velocidade méaxima. Como o
objetivo dessa analise matematica ¢ fornecer informacgdes para conferir o modelo numérico,
sera suficiente a solucdo do escoamento quando o mesmo ja estiver em regime permanente.
Quando o escoamento entra em regime permanente, a velocidade ja ndo muda com o passar
do tempo. Dessa forma, podemos cancelar, também, o termo diferencial de tempo da
equacdo acima. Tem-se, entdo:

o’u _ pap
ay?  uox

(3.14)

Integrando esta equacgdo duas vezes, e considerando a queda de tensdo constante em
- . ap \ ~ . ~
relacdo ao eixo x, Pl AP, chegamos a equagdo que nos traz a velocidade em funcao da

posicao y, e de duas constantes:

u= i—zyz + C1y + C, (3.15)

Para encontrar o valor das constantes, utiliza-se as condi¢des de contorno, que foram
apresentadas no modelo fisico deste escoamento. Sao as condigdes de ndo-escorregamento,
que assinalam velocidade nula no fluido, quando este esta em contato com as paredes planas.
Dessa forma, matematicamente, u = 0 para as posigdes x = 0 e x = h, sendo que h ¢é a
distancia entre as duas paredes planas. Com o valor das constantes, a equacao da velocidade
se torna:

— AP 2 hAP
u= 2#y ” y (3.16)

3.3 Analise Diferencial do Escoamento Bidimensional com Velocidades Pré-
determinadas

Este escoamento sera estudado para que sejam ambientados os conceitos de
discretizagdo em duas dimensdes. Nao se trata de um escoamento com foco nos aspectos
fisicos, de modo que a analise sera limitada a obedecer as equagdes desenvolvidas. Dessa
forma, tanto o campo de velocidades, necessario para a resolu¢do do problema, quanto o
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campo de temperatura, que ¢ a resolucdo do problema em si, serdo adotados através de
formulas fechadas.

O campo de velocidades, neste problema, esta sendo adotado como:

.2
U = Ug Sin _1er (3.17)
-2 2
p = 2 e 22X (3.18)
L L

As componentes u ¢ v da velocidade dependem das coordenadas x e y, e do
parametro L, que representa o comprimento, em relacao a dire¢do x. Nao depende, portanto,
do tempo, sendo assim um campo de velocidades permanente.

Para a solucao desse problema ¢ requerida a solu¢do da equacdo da energia para um
escoamento bidimensional com velocidades pré-determinadas. As equagdes das velocidades
pré-determinadas ja foram explicitadas. Trata-se de um escoamento incompressivel e
newtoniano. Para respeitar estas caracteristicas, a equacao da continuidade torna-se:

du v
™ 5—0 (3.19)

Como se nota, o termo referente a componente z ndo estd presente, devido ao
escoamento ser bidimensional. Também nao est4 presente o termo que expressa a variagao
da densidade. Isso porque o escoamento ¢ considerado incompressivel. Para verificar se a
equagdo obtida tem validade, deriva-se as equagdes pré-determinadas da velocidade. O
resultado dessas derivadas e o desenvolvimento matematico nos mostram que o problema
esta de acordo com a equagdo da continuidade.

0 2 2

ox L L

0

ay L L

ou v

P 5 (3.22)

Aplicando a equagdo da energia para este problema, cancela-se todos termos
multiplicados pela componente em z da velocidade. Também despreza-se a influéncia da
dissipacdo viscosa. Por ultimo, utilizaremos um termo fonte que ¢ fun¢do das variaveis do
problema (x,y,t) para obter como resultado do estudo, uma situa¢do determinada
previamente. Desta forma, a equagdo toma a forma descrita abaixo:
oT _ (BZT

oT oT 9°T
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Onde f(x,y,t) é um termo sintetizado que vai ser calculado para que a solugdo seja
a solucao adotada que sera mostrada no decorrer deste texto.

Nesta equacdo a ¢ uma constantes que engloba todas as outras constantes do
problema. E dada por:

gk (3.24)
PCp

Assume-se, para este estudo, a solucdo para o campo de temperaturas dado pela
formula seguinte:

T(x,y,t) = (x? + y?) (1 - e_f_zt) (3.25)

Para este caso, calcula-se o valor da temperatura para cada ponto do escoamento, em
cada instante do tempo. A figura abaixo mostra o problema resolvido para o instante de
tempo t = 200, quando ja estd em regime permanente.

19 T

- . 18

Figura 3.2 - Resultado do campo de temperatura pela formula matemdtica

Agora, determina-se o termo fonte f(x,y,t) que leva a esta solucdo, partindo das
derivadas parciais de T'(x, y, t).

oT _
T =(?+y)(5er) (3.26)
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Z—I =2x (1 B e_%t) (3.27)

T=2(1-eF) (3.28)
2 =2y(1- e ) (3.29)
=2(1- e ) (3.30)

Substituindo as derivadas parciais encontradas na equagdo diferencial da energia,
obtemos a relagdo que estabelece o termo fonte.

fle,yt) = (x*+y?) (%e_‘z_zt) + u2x (1 — e‘i_zt) + v2y (1 — e—f—f) — 4 <1 _ e—i‘—§>
(3.31)

A resolucdo da equagdo da energia com este termo f(x,y,t) leva ao resultado do
campo de temperatura acima adotado como T'(x, y, t).

3.4 Analise Diferencial para o Escoamento Sobre o Degrau

O escoamento com expansdo brusca que sera estudado trata-se de um problema
bidimensional. Também, desconsidera-se os efeitos da gravidade. Além disso, utilizando as
aproximacgodes de fluido incompressivel e newtoniano, tem-se, para esta situag¢do, a equagao
da continuidade na forma:
ou 0dv
—+—=0 3.32
ax | ay (3.32)

Das equacdes de Navier-Stokes, utiliza-se as que sdo referentes aos eixos x € y, que
tomam as seguintes formas:

ou ., ou?  A(uwv 10 0%u = 9%u
u o g 1o % 0%y 533
at dx ay p 0x dx2  0y?
ov . 0v®  d(uv 10 0%v 9%
v ov o) =_=22 (—+—) (3.34)
at dy dx p oy dx2  ody?

Nestas equagdes, ¥ representa a viscosidade cinematica, que ¢ dada por:
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— K
Y= p (3.35)

Como se nota, temos como varidveis as componentes u ¢ v da velocidade, e a pressao

Utilizando as condigdes de contorno para a velocidade, tem-se que em qualquer ponto
coincidente com uma parede, a velocidade ¢ nula. Desta forma:

Uparede = 0 (3.36)
Uparede = 0 (3.37)

Trabalha-se com um problema onde a velocidade de entrada seja constante,
denominado, a principio, de u,.

Uentrada = Uo (3.38)

Assume-se ainda, como ja dito, que o escoamento sera suficientemente longo para
que seja completamente desenvolvido. Dessa forma, ndo haverd variagdo no valor da
velocidade na saida.

u

— =0 3.39
X saida ( )
v

— =0 3.40
9xsaida ( )

29



CAPITULO IV

MODELO NUMERICO

Quando ¢ resolvida uma EDP (Equacao Diferencial Parcial), encontra-se o valor da
variavel dependente em cada ponto do escoamento estudado. Como existem varias EDPs
que ndo conseguimos encontrar a solug¢do, torna-se necessario a implementacao de outros
métodos. O método numérico por diferencas finitas ¢ um método feito para ser executado
por computadores, em que o valor da variavel dependente pode ser encontrado apenas com
operagdes aritméticas, ndo tendo, assim, a necessidade de resolver a equagao diferencial.

Para que esse método seja implementado, € necessario fazer uma aproximagdo. Os
termos diferenciais das EDPs, significam, fisicamente, a variagdo de uma variavel em
relagdo a outra, em um determinado ponto. Fortuna (2000) nos mostra que essa variagao
pode ser descrita através da formula a seguir:

4 _im fx+h)—f(x)

Essa equagdo pode ser interpretada como a variacdo de uma variavel f, em relagdo a
outra x, em um intervalo infinitamente pequeno h. Pelo método das diferengas finitas, esse
intervalo passa a ser finito. Para a implementa¢do desse método, uma regido continua (que
possui infinitos pontos) ¢ transformada em uma malha (que possui um ntimero finito de
pontos), a figura abaixo ilustra esta transformagao:
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- I m
t I '
Figura 4.1 - Conceito de discretizagéo

Para a implementagdo desse método, ¢ necessaria a transformacdo de termos
diferenciais, seja de primeira ordem ou de ordens superiores, em termos de diferencas finitas.
Isto ¢ feito através de expansdes da série de Taylor, em determinado ponto:

@xy &F

_.|_
3! dx®

_ ar (Ax)* d*f
fisa = fi + (8x) dx|i T 21 dx?l;

4+ Ry (4.2)
l

Isolando a diferencial de primeira ordem, obtemos:

(Ax)3 d3f
i 3! dx3

of | _ fua—fi [ (Ax)*d*f
- Ax +[

oxl; 20 dx?

- ] (4.3)

Esta ¢ uma formula discretizada da diferencial de primeira ordem. O ultimo termo da
direita corresponde ao erro de discretizagdo. Esta formula ¢ valida para qualquer x dentro de
um intervalo onde a funcdo ¢ continua e possuir derivadas até ordem N continuas. Nesta
formula, i + 1 € um ponto da fun¢do, Ax a frente de i.

Uma situacao andloga pode ser feita considerando um ponto i — 1 atrds Ax atras do
ponto i. Desta forma teriamos:

(Ax)3 d3f
i 3! dx3

of| _ fitfiza [_ (Mx)? a*f
oxl; Ax 21 dx?

- -] (4.4)

E uma outra forma de discretizar a diferencial de primeira ordem. Na equacio
apresentada primeiro, utilizamos um ponto que ficava a frente de x. Por causa disso, ¢
chamada de discretizacao por diferencas avancadas. Utilizando um ponto que fica antes de
x, temos a discretizagdo por diferencas atrasadas. Ainda ¢ possivel combinar as duas formas.
Entdo teremos uma féormula que considera um ponto a frente e um ponto atrds do ponto
estudado. A formula se torna:

f | _ fira—fia

oxl; aax T ETTO (4.5)
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Ainda utilizando as equagdes 4.3 ¢ 4.4, pode-se combina-las, de forma a isolar o

. . a> - . ,
termo diferencial de segunda ordem a_x];’ com o objetivo de conseguir uma féormula para
discretiza-lo, conforme:
92 i+1—2fi+fi-
Of _ fina—2fitfi L4 erro (4.6)

dx? (Ax)?

Os erros que aparecem em ambas as equacdes sao devido a aproximagao numérica.
Eles serao estudados com maior profundidade no capitulo 7.

4.1 Discretizacio para o Escomento de Poiseuille Plano

A formulagdo fisica e matematica do escoamento de Poiseuille ja foi feita nos
capitulos anteriores. Sabe-se que a variavel estudada (velocidade) s varia em relagdo ao
eixo y. E que o vetor velocidade tem apenas a componente u, que aponta na direcao do eixo
x. A discretizagdo, para este problema, pode ser vista na figura abaixo:

U

1y

Figura 4.2 - Discretizag@o do escoamento de Poiseuille plano
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Para este problema, existem as condigdes de contorno especificadas nas
extremidades. Dessa forma, determina-se os valores do primeiro e do ultimo n6. De acordo
com a teoria, o valor especificado fica no ponto exato da parede. Coloca-se o meio desses
noés coincidindo com as paredes, para que o modelo numérico fique de acordo com o modelo
fisico. Como os valores das extremidades ja estdo determinados, comega a numerar a malha
do ndé imediatamente acima do ndé em cima da parede de baixo, e se tem o ultimo nd
numerado sendo o primeiro abaixo do né na parede de cima. O esquema mostrado na figura
4.2 mostra o que foi explicado.

Como ja foi dito, o objetivo da discretizacao ¢ transformar um problema de equagdes
diferenciais em um sistema de equagdes com varidveis simples. Para isso, os termos
diferenciais das equa¢des sdo transformados em termos que sdo fungdes apenas das
velocidades em cada n6 da malha discretizada. A equagdo utilizada para a determinagao do

campo de velocidades neste problema foi desenvolvida na analise matematica. Trata-se da
2

~ ~ Ju u . . .
equacao 3.13. Como se V€, 0os termos 3t © 5, precisam ser discretizados. Comegando pela

variagdo da velocidade em relagdo a posi¢do, de acordo com a equagdo 4.6, que ¢ utilizada
para a discretizag@o de termos diferenciais de segunda ordem, tem-se:

0% U Ujyq—2uitujq
vy (ay)?

+ erro (4.7)

Desconsiderando o ultimo termo do lado direito da equagdo, que sera considerado
apenas como o erro inerente a discretizacao.
U Ujpq—2uitui_q

Sp L AL =) 4.8

Como se vé, o lado direito da equacdo, estd em funcdo apenas das varidveis
velocidade em cada nd. Pode-se ter uma visao melhor de como a discretizagdo se da, nas
figuras 4.3 e 4.4. A figura 4.3 mostra a discretizacdo em um elemento do interior da malha,
e a figura 4.4 mostra a discretizagdo nos nos das extremidades.
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Uiy

Uip1 — U
Ay
U Uipq — 21{!‘ + U;—q
Ay®
U — Uiy
Ay
Ui—g
Figura 4.3 - Discretizagdo dos nds centrais
u==0
U, Up—q — 2Uy
Ay*®
Uz Upy—q
Uy Uy — 2uy
Ay*?
u=2=0

Figura 4.4 - Discretizag@o dos nds das extremidades

Como se vé, os elementos da borda t€m suas particularidades. Dessa forma, para o
elemento inferior da malha, teremos:

0*u Uy—2Uq
— == 4.9
v lioy @y (4.9)

E para o elemento superior da malha:

0%*u _ —2uytun_q

alied = 4.10
v’ lioy (8y)? (4.10)
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Para o termo diferencial em relagdo ao tempo o5 @ formula também seré obtida de
acordo com as equagdes deduzidas anteriormente. Desta vez, utiliza-se a féormula que
discretiza elementos diferenciais de primeira ordem. Além disso, como temos a condi¢ao
inicial imposta, e a partir dela encontraremos os resultados posteriores, utilizaremos a
discretizagdo por diferencas avancadas. A férmula, aplicada a esse problema, estd escrita
logo abaixo:
ou Ui+1—~

guf _ Uiv17Ui
el = ac + erro (4.112)

Depois de ter definido os termos discretizados, que substituirdo os termos
diferenciais, pode-se substitui-los na equagdo 3.13, que descreve o comportamento da
velocidade, no escoamento de Poiseuille plano. A formula, ja discretizada, assume a seguinte
forma:

Uik+1 Uik _ K Uir1 k" ZUik+Ui-1k AP
At p (4y)? p

(4.12)

O indice i, nesta equacdo, diz respeito ao posicionamento do nd no espago, ou seja,
em relagdo ao eixo y. Nos casos particulares dos nos das extremidades, temos a equagao
4.13 para o no inferior, ¢ a equagao 4.14 para o n6 superior.

Upk+1~Usk _ HUzk—2Uy g AP
At p (4y)? p

(4.13)

UNk+1"UNKk _ K Z2ZUNKHUN-1k AP (4.14)
At p (8y)? p '

O método utilizado nesta discretizagdo ¢ o método implicito. Desta forma, a
discretizagdo espacial das derivadas acontece no nivel temporal a ser resolvido. Ou seja, o
calculo em um determinado n6 depende dos valores dos seus nos vizinhos, no mesmo nivel
de tempo. Isso ¢ o que esta mostrado na figura abaixo:
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Figura 4.5 - Método implicito de discretizagdo

Outra forma de discretizagdo seria a discretizagdo explicita. Nessa discretizagao, o
calculo em um determinado n6 s6 depende de valores calculados para niveis de tempo
anteriores. A figura abaixo ilustra este caso:

LNn+1

K

T
o
>

i+1.n

Figura 4.6 - Método explicito de discretizagGo

Como o método utilizado foi o da discretizagdo implicita, monta-se um sistema linear
para resolvé-lo, j& que neste método, a resolugdo das equagdes depende de varidveis
dependentes entre si. No caso, as variaveis correspondentes ao nivel de tempo que esta sendo
calculado.

A partir das equagdes montadas, e da condicao inicial de velocidade nula, monta-se
um sistema linear para cada instante de tempo seguinte ao ja calculado, e encontra-se os
campos de velocidade na medida em que o escoamento se desenvolve. A equagao 4.15
mostra o sistema linear ja montado, em sua forma matricial:
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(+e3r) 1 0 0 0 0w
U ey : : o |
0 1 —(2+ "(’nyt)) 0 0 0 Us
0 0 0 o (2+222) X 0 wial
0 0 0 e Uy-1
1 ( + pAy) ) 1 -
0 0 0 0 1‘& — (2 +222) |
udt /4

( Pulk 1+AP) T

( Puzk 1+AP)

)
)
(“,f“)( H +r)
(-
)

(4.15)

4.2 Discretizacdo do Escoamento Bidimensional com Velocidades Pré-determinadas

A discretizacdo do espago bidimensional segue a mesma logica da discretizagdo do
espaco unidimensional, feita no caso anterior. O espaco estudado sera dividido em pequenos
quadrilateros, e as equagdes discretizadas sdo aplicadas a cada um deles. A figura abaixo
mostra a discretiza¢do do espago no caso bidimensional:

Ax
o
»— - »— »—
i-1, j+1) i j+1 i+l j+1
P
+* »— »— ”
i-1, j i,J i+1,

. .- &
i-1, -1 i, j-1 i+l j-1

Figura 4.7 - Discretizagdo bidimensional

A equacgdo a ser resolvida ¢ a equacdo da energia, desenvolvida na secdo 2.3. Ela

aT 9T 9T _ 0°T
apresenta os termos diferenciais espaciais — 3% 3y’ 9% © 7y

similar ao método utilizado na discretizacdo unidimensional, apenas tendo a diferenca de

O método de discretizagao ¢
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que sdo necessarias discretizacdes nas direcdes x e y, desta vez. A figura a seguir mostra as
discretizagdes para os termos de primeira ordem:

* *— +
i, j+1
* 'P. *—— 9T _Tijt1 = Tijm
.T-J.J' 1] .|'+J..)r ,ﬂ}r 21‘1}’
i, j-1

E o Ti4 i~ Tl-l.,;
ax 2Ax

Figura 4.8 - Discretizagéo bidimensional dos termos de primeira ordem

Seguindo a mesma logica, temos a discretizagdo dos termos de segunda ordem:

[ . :
i, j+1
P ﬂzT _ Tj..J"'l - 2T1.1+TI:.-_."1
4 % R 2
it i) i+1, 9y &
S ¥ -
i, j-1

ﬂ _ Ta+1.j - ETE.j + Tf—l.j
ax* Ax®

Figura 4.9 - Discretizagdo bidimensional dos termos de segunda ordem

Desta forma, temos as equagdes para os termos discretizados espaciais:

OT _ Tit1,j=Ti-1j (4.16)
ox 2Ax )
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OT _ Tij+17Tij-1

4.17

dy 2Ay ( )
o0°T Tiy1,j=2T;j+Ti—1,j

O°T _ Tiry,j=2Tij+ iy, 4.18

ox? Ax? ( )
o0°T Ty j+1—2T;j+Tij-1

— = 2 (4.19)

ady Ay

A discretizagdo temporal, em principio, sera feita através do método de Euler
implicito, assim como foi feita a discretizacdo do problema anterior. A figura abaixo nos
mostra como as variaveis estardo dispostas em relag¢do ao eixo do tempo, para esta primeira
abordagem:

t=k-1 t=k
i, j+1 i,j+1
P P
i-1, j ij i+1,j i-1, j i j i+1,j
i, j-1 i, j-1
'] ']
I 1
At

Figura 4.10 - Discretizag¢do temporal para o escoamento bidimensional

. N aT . . :
O termo da discretizag@o temporal 5, precisa do valor calculado no instante anterior
e ¢ dado pela equagao discretizada abaixo:

k k—1
or _ Ti~Tij

5t i (4.20)

As variaveis T presentes nos termos diferenciais espaciais estardo todas no instante
de tempo k, que € o instante de tempo que esta sendo calculado, enquanto que o instante de
tempo k — 1 ¢ o ultimo instante de tempo que foi calculado. Esta ¢ uma caracteristica da
discretizagdo implicita, que serd utilizada neste estagio do estudo.

Agora, pode-se escrever a equacdo da energia com os termos discretizados:
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k k k k

k _ k=1 k k k k k
T;j—Tyj n uTi+1,j_Ti—1,j n vTi,j+1_Ti,j—1 —a Tig1,j=2Tij+TiZ4 n Tij41—2T;j4 T j—1 +f(xy,b)
At 20x 20y Ax? Ay? Vs

(4.21)

Esta equagao vale para cada ponto da malha. Como pode-se ver, a equagao tem como
incognitas o valor da temperatura no proprio ponto, no instante de tempo calculado, Tif‘j, nos
pontos vizinhos, no instante de tempo calculado, Ti’fn, j» Tik_l, i Tl-’fjﬂ, Tl-'fj_l, € no proprio
ponto, mas no instante de tempo anterior T; j_l. Desta forma, primeiro temos que garantir
que todo instante de tempo anterior ja tenha sido calculado. Isso € garantido instituindo uma
condicdo inicial para o problema, que neste estudo sera nula:

T = (4.22)

A partir do tempo inicial k = 1, calcula-se o tempo posterior k = 2, e assim por
diante, como foi feito no exemplo de escoamento anterior.

Também, para a resolugdo da equagdo, ¢ necessario dos valores da variavel nos
pontos vizinhos, no instante de tempo calculado. Como cada né da malha gera uma equacao,
¢ possivel montar um sistema linear que resolva o problema calculando os valores da
variavel em todos os nés, a0 mesmo tempo. Mas, ainda assim, os nés das fronteiras iriam
precisar dos valores vizinhos que ndo fazem parte da malha. Estes valores serdo impostos
como condi¢do de contorno. Como trata-se de um problema de natureza matematica, com
resolucdo ja pré-estabelecida, mostrada no capitulo anterior, utiliza-se a férmula da solugado
para impor estes valores. Desta forma, monta-se o sistema linear que resolve este problema.

O método de Euler para discretizagao temporal ¢ considerado um método de primeira
ordem, o que sera melhor descrito no capitulo 7. E um método que utiliza apenas o valor de
um instante anterior ao que esta sendo calculado. Utiliza-se também, um método de segunda
ordem, chamado de método de Crack-Nicholson, que utiliza dois instantes anteriores ao
instante que esta sendo calculado. Sua formula estd mostrada a seguir:

k _ k=1 k=1 K k k k k k. rk k k ok
3T;j—4T;; “+T;; tu Ti1,j-Ti<1, Ty Tijea—Tij-1 _ o Tiy1,j= 2T j+TiZq n Tije1—2Ti j+Tj—q n
2At 2Ax 2Ay Ax? Ay?
flx,y,t) (4.23)

4.3 Discretiza¢io do Escoamento Sobre o Degrau

No escoamento em expansdao brusca utiliza-se as equacgdes da continuidade e de
Navier-Stokes, ambas em suas configuragdes bidimensionais, como ja foi exposto. No
primeiro exemplo, a equagdo de Navier-Stokes resolvida ndo levava em conta variagdes no
gradiente de pressao. Nesta etapa do estudo, este aspecto também ¢ levado em consideragao.
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Desta forma, o valor do campo de pressao, a cada instante, influencia no valor do campo de
velocidades, e vice-versa. Precisa-se resolver campos de pressio e velocidade
simultaneamente, neste caso.

Como os campos de pressao e velocidade influenciam um no outro, e sdo calculados
simultaneamente, as equagdes discretizadas que serdo utilizadas poderdo apresentar termos
diferenciais de pressao e de velocidade na mesma expressao. Ou quando nao estdo na mesma
expressdo, sdo utilizadas na mesma etapa do calculo. Ou seja, para calcular pressao e
velocidade em um determinado no6, calcula-se diferenciais de pressao e velocidade, para um
mesmo espago. Isto gera alguns problemas, ja que os termos discretizados nem sempre estao
dispostos geometricamente, principalmente se levamos em consideragdo que existem dois
campos para serem discretizados (pressdo e velocidade). A figura abaixo mostra um pouco
das dificuldades que se pode ter.

* ¥ +
i, j+1
p.uv p.uv | pouv
» '. [ & ¥
i-1, j i,] i+, j
& 3 -
i, j-1

dp  Pivrj — Pi-j $
dx - Ax u".rj

Figura 4.11 - Discretizagdo com malhas coincidentes

Neste exemplo, o diferencial de pressdo utiliza o valor dos dois pontos vizinhos, mas
ndo utiliza o valor do ponto em que a varidvel estd sendo resolvida. Mas o valor da variavel
neste ponto ¢ de fundamental importancia quando estiver sendo calculado o diferencial de
segunda ordem das componentes da velocidade.

Este problema fica bem resolvido utilizando-se de malhas deslocadas. No sistema de
malhas deslocadas, as variaveis p, u € v nao sao calculadas em pontos coincidentes. A figura
4.12 mostra a geometria das células no sistema de malha deslocadas. Esta configuracdo ¢ a
configuracdo mais adequada para os calculos dos campos de pressdo e velocidade para este
problema.
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Wilpj—T* @ —> Ul

e

V-1,

Figura 4.12 - Discretizagdo com malha deslocada

ou
Os termos diferenciais para serem discretizados nesta situagao sao P e da equagao

ou? 6(uv)

v
da continuidade, 2 ¢ 22, as diferenciais temporais das equagdes de Navier- Stokes 3% oy

>t ar’
0v? d(uv) dp dp 90*u 9*u o*v 9*v

3’ 9x 9% 3y’ 3 337 3 C 5y O diferenciais espaciais das equagdes de Navier-Stokes.

As equacdes 4.24 e 4.25 mostram a forma discretizada dos termos acima referidos,
utilizando o sistema de malha deslocada descrito anteriormente.

oul Ml MYy (4.24)
ax ij Ax
L L (4.25)

Estas equagdes sdo para as diferenciais espaciais da equagdo da continuidade. Sao
para o ponto de coordenada i, j; ponto este que ndo existe para as variaveis u € v. Mas isso
ndo sera problema porque a equacdo da continuidade serd usada apenas como suporte para
relacionar o calculo dos campos de pressao e velocidade.

As proximas diferenciais sdo para o célculo da variavel u no ponto i + 1/ 2,J;que ¢
um ponto que existe na malha deslocada:

2 2, 2.
ou Wi, j7 U

ox i+1/2,j - Ax (4.26)
a(uv) _ W)y, 1417, ~ W01y, i1/, (4.27)
oy i+1/2,j Ay .
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o — Pir1jPij (4.28)

dox i+1/2,j Ax

9%u _ ui_1/2‘j—2ui+1/2‘j+ui+3/2’j (4 29)

0x? i+1/2,j - Ax? ’

0%u _ ui+1/2,j+1_Zui+1/2,j+ui+1/2,j—1 (4.30)
2 - 2 .

dy i+1/2,j Ay

Alguns desses pontos ndo estao definidos na malha, mas podem ser encontrados seus
valores através de interpolagdes. De forma analoga, tem-se as diferenciais para o calculo da

variavel v no ponto i,j + 1/ 2, que tambeém ¢ um ponto definido na malha deslocada.

av? Vi i1 =00
w? _ VitV (4.31)
oy i,j+1/2 Ay
a(uv) _ Wiy ey, ~ W1y iy, (4.32)
ox i,j+1/2 Ax .
0 Pij+1~Pij
a_” = % (4.33)
y i,j+1/2 y
9% I e P o PR AP (4.34)
9% Vip1,j4l —2v.‘ iyl +v-_1‘ ip1
v _ Dy d /2" i-1,j+1/, (4.35)
ox i,j+1/2 Ax

A discretizacdo em relacdo ao tempo serd explicita, mas com algumas
particularidades que serdo descritas mais adiante. A discretizagdo dos termos temporais sao:

k k=1
du Win1), " %itr/, j
— =t 2 (4.36)
at i+1/2,j At

k k-1
w _ D)yl (4.37)
otlij+1/, At )

Os termos discretizados servem para formar as equagdes diferenciais discretizadas,
assim como nos exemplos anteriores. No entanto, a equag¢do da continuidade, da maneira
que esta, ndo pode relacionar velocidade e pressdo, o que € necessario para a resolu¢ao do
problema. Por causa disso, precisa-se relaciona-la com as equagdes de Navier-Stokes, para
que possamos ir adiante. A seguir, apresenta-se uma discretizac¢do explicita das equacdes de
Navier-Stokes, com os termos calculados acima, e a variavel pressdo discretizada no instante
de tempo anterior:
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k-1 k-1
*k k-1 (uv) —(uv)
" —ut , 2 C11 A k-1
Uin1), i %is1),j n ? )1+1]—(u )i j n 5,045 +303 _  Piryj” pl] +
At Ax Ay Ax
T T w £ e AR Vi TVl Sl
19 l—E,] L+E L+i'1 + l+§,]+1 l+E'J l+§,]—1 (4 37)
Ax? Ay? )
k k-1 1 _ k-1
v k- wv)7 1, 1—uv) 11 k-1
Vijtlfy Vit _|_(” e~ @i ity gty PlmaPig n
At Ay Ax Ay
VR —apR kol Rt gkl gkt
9 1] 2 Ljty  Ljts n i+1,j+5 Ljts  i-1j+5 (4.38)
AyZ sz .

Estas equacdes, da forma como estdo, possuem dois problemas. O primeiro é que sao
insuficientes para calcular o proximo valor da pressdo, ja que sdo duas equagdes para trés
incognitas, a serem resolvidas. E o segundo é que o valor de pressdo esta no instante de
tempo anterior ao valor calculado da velocidade. Por isso, as variaveis calculadas u;’fl /i €

vl*f 1, nao serdo consideradas definitivas, mas apenas um primeiro passo para o calculo do
instante de tempo k. Para fazer o calculo da variagdo de pressdo sera necessario discretizar
esta equacdo novamente, com os termos da pressdo discretizados no nivel de tempo
calculado £, relacionar as duas discretizagdes através de um operador divergente, e utilizar a
equacdo da continuidade para cancelar os termos referentes as velocidades definitivas u e v.
Dessa forma estaremos utilizando trés equagdes para resolver as trés incognitas, em cada
ponto do escoamento. As equagdes a seguir, mostram as mesmas equagdes, mas com 0s

valores da pressdo no nivel de tempo calculado:

k-1 k-1
k —uk2 2 (uv)7 1. 1—uv)7i . g k k
Yisd/, "%, @) i+3.j+5 i+5j-53 _ Pit1,jPij
At + Ax + Ay - Ax +
uf—l _2u1+— u k+31 ui‘;f _+1—2u;‘;11,+u;‘+_f j—1
9 > 2 J 4 e 2 > (4.39)
Ax? Ay? )
k—
vk- (uv)* (uv)
2 1.1~ 1 k k
Vij+ 1,” l,]+1/2 n @* )l]+1—(v )i j 2ty 2]+ — _ Pij+17Pij +
At Ay Ax Ay
PR kel et ke
Lj—5 Lj+s l]+— i+1,j+5 L]+— i-1,j+5
v e + e (4.40)

Estas ultimas equagdes ndo podem ser resolvidas porque ndo temos, a principio, 0s
valores do campo de pressdo no nivel de tempo calculado k. Subtraindo as primeiras
equacdes das segundas, temos:
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U -1 .~U 1. k k-1
it5) it 1 Ap; j—Ap;
— = (4.41)
At p Ax
k *k
O Sl | k k-1
Lj+y  Ljty 1 Ap; j—Ap;
— -0 J 4.42
At p Ay ( )

-

Aplicando o operador divergente V nas equacdes, e subtraindo uma da outra,

chegamos a:
Buf, ave_pusk gvk A
ax '@y ox oy __ _l[azp azp]
dx2 dy?

- ; (4.43)

Esta equagdo contém o primeiro membro da equagao da continuidade, que pode ser
igualado a zero. Além disso, estamos chamando a diferenca entre a pressao no nivel de tempo
atual p* e a pressio no nivel de tempo anterior p*~* de p’, para facilitar.

p =pk—pkt (4.44)

A equagdo 4.43, entdo, se torna:

ou't, ov't 2l o2y
ax 9y _ _ 1 [a_p a_p] (4.45)
At p Lox2 dy? )
Ou ainda, discretizando os termos diferenciais:
*k *k *k *k
u -u v -V
i+3) i3 n Lty Ly p_ Pliv1,j=20 ; j+P'i-1f n Plijr1—20 i j+P71 -1 (4.46)
Ax Ay At Ax? Ay? )

Esta equagdo ¢ valida para cada n6 da malha e pode ser resolvida através de um
sistema linear de equacoes, se as condigdes de contorno forem adequadas. Tendo os valores
da corre¢do de pressdo p’ resolvidos, e os valores da aproximagdo das componentes da
velocidade u** e v**, calcula-se os valores das componentes da velocidade para o instante
de tempo atual através da seguinte equacao:

! !
AtDP j41,j7D i
ko=, = O] (4.47)
l+E,] l+5,] p Ax
! !
AtP jj+17D i
v = = Y (4.48)
l,]+E l,]+§ p Ay
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Desta forma, temos os valores dos campos de pressao e velocidade calculados para
o instante de tempo k, € ja € possivel calcular os campos para o proximo instante de tempo.
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CAPITULO V

DESENVOLVIMENTO DO ALGORITMO COMPUTACIONAL

O préximo passo para a resolucdo dos problemas propostos ¢ a criacdo de um
algoritmo computacional que resolva as equagdes propostas nos capitulos anteriores. E
necessario que as equagdes sejam resolvidas por programas computacionais porque o
volume de operagdes matematicas torna-se cada vez maior na medida em que a solucao
numeérica chega mais perto da solugdo real, através do refinamento das malhas. O programa
computacional ¢ gerado através de um algoritmo, que ¢ a sequéncia de operagdes pré-
definidas, que resolve determinado problema. A confec¢do do algoritmo de cada um dos
problemas resolvidos sera descrita nos topicos abaixo e explicitada através de algoritmos em
portugués estruturado. No final do relatorio esta anexado os codigos em Matlab.

5.1 Algoritmo para o Escoamento de Poiseuille

O objetivo desta primeira parte € determinar o desenvolvimento do campo de
velocidades, ao longo do tempo, de um escoamento de Poiseuille, que parte do repouso.
Identificaremos os pardmetros de entrada do problema, determinaremos as variaveis
necessarias para a resolucdo, e descreveremos o procedimento de calculo.

Os parametros de entrada deste problema sdo: distdncia entre as placas do
escoamento, que sera referenciada no algoritmo como Ly, variagao de pressao por metro,
dP, densidade, ro, coeficiente de viscosidade dindmica, mi, passo de tempo, d¢, € nimero de
nés do escoamento, nos. O inicio do algoritmo determina o valor de cada um destes
parametros, de acordo com o problema a ser resolvido. Dados estes parametros, ¢ calculada
a distancia entre os nds, dy, através dos parametros Ly e nos, e ¢ criada um parametro lambda
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que engloba as constantes do problema dP e mi. Também ¢ criado um vetor y com N
posicdes, onde N é o numero de nos, para guardar as posigdes de cada nd do escoamento no
eixo y. Os comandos do algoritmo, em portugués estruturado, que determinam as entradas
do problema e os calculos necessarios para o procedimento estdo mostrados logo abaixo:

Ly = h;
ro = p;
dp = Ap;
mi = u;
dt = At;
nos = N;

dy = Ly/(nos + 1);

lambda = dP/mi;

para i de 1 até nos passo 1 faca
y(1) = i*p;

fim

A varidvel a ser calculada ¢ a varidvel u, que sera um vetor que carregara o campo
de velocidades ao longo do tempo. Esta variavel ¢ um vetor com dois indices. O primeiro
varia de acordo com a posicao do ponto no escoamento e o segundo varia de acordo como
tempo. A figura abaixo ilustra o vetor velocidade u.
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Ultimo no.y= n.dx Unpsl | Unes?2 | Unos,3

Nli'l- 3‘= Y= 3‘ d}l tigq Uz 2 Uzz
No2 v=2dx Uzg | Uzz | Uzz
Nol, v=dx Uy | U2 | Uys

t=0 t=dt t=2dt

Figura 5.1 - Representagdo da varidvel que guarda os valores do vetor u

O escoamento parte do repouso, por isso impde-se o valor zero no vetor velocidade,
no primeiro instante de tempo, e se passa ao procedimento. O algoritmo para esta imposicao
estd mostrado logo a seguir:

para 1 de 1 até nos passo 1 faca
u(i,1) = 0;
fim

O procedimento trata de resolver a equagdo 4.15, desenvolvida no modelo numérico,
para cada instante de tempo. Dessa forma, utiliza-se um lago de repeticdo que faz este
calculo. Para cada instante de tempo monta-se uma matriz 4 e uma matriz C, e calculamos
a inversa desta matriz, que resulta no campo de velocidades para aquele determinado instante
de tempo.

Como se vé, cada linha da matriz representa a equagao referente a um né da malha.
Elas variam do no inferior até o n6 inferior. Como os nds das extremidades estao submetidos
as condicdes de contorno, e a condi¢do de contorno, para este caso, € nula, eles apresentam
apenas dois coeficientes ndo nulos, em suas respectivas equagdes. As equagdes para 0s
outros nos possuem trés coeficientes ndo-nulos. Por causa disso, precisa-se utilizar
comandos especificos para os coeficientes do primeiro e do tltimo no, e se usa um novo lago
de repeti¢do para os nds interiores do escoamento. Os comandos do algoritmo estdo
mostrados logo abaixo:

49



A(l,1) = - (2+(ro*dy”"2)/(mi*dt));
A(l,2) = 1;

A (nos,nos-1) = 1;

A(nos,nos) = - (2+(ro*dy”"2)/ (mi*dt)) ;

Para 1 de 2 até nos-1 passo 1 facga

A(i,i-1) = 1;
A(i,1) = = (2+(ro*p”2)/ (mi*dt));
A(i,i+1) = 1;

fim
Para 1 de 1 até nos passo 1 faca
C(i,1) = (dt™2/mi)* (- (ro*u(i, 1)) /dt+dP);
Fim
u = inversa (A) *C;

Dessa forma, o vetor velocidade ¢ preenchido com os valores calculados pelo lago
de repeti¢dao. O objetivo do problema ¢ resolver o campo até que o escoamento entre em
regime permanente. Por causa disso, a condi¢do de parada do lago € que repita até que o
campo de velocidades permaneca constante. Como existem erros no proprio processo de
calculo computacional, a condi¢do de parada ¢ que a diferenga entre o campo de velocidade
num dado instante e no instante anterior, seja menor que um numero estipulado que possa
compreender apenas erros computacionais. Ou seja, a diferenca entre os campos de
velocidade de dois instantes de tempo seguidos, ndo seja devido a uma variagao devido ao
proprio escoamento estudado. A estrutura do lago de repeti¢do estd mostrada logo a seguir:

k =1;
parada = 0;

enquanto (parada > 107-7)

maximo (modulo(u(:,:,k)-u(:,:,k-1))) = parada;

fim
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5.2 Algoritmo para o Escoamento Bidimensional com Velocidades Pré-determinadas

Assim como no problema anterior, o primeiro passo ¢ determinar os valores das
condi¢des de entrada do problema. Para este caso tem-se: comprimento do escoamento no
eixo x, Lx, largura do escoamento, em relacdo ao eixo y, Ly, nimero de nds na dire¢do x,
nosx, nimero de ndés na direcdo y, nosy, passo de tempo, dt, densidade do fluido ro,
coeficiente de viscosidade dinamica, mi, calor especifico, cp e coeficiente de condutividade
térmica, kk. Além disso, ¢ calculado o alfa, através de ro, kk e cp, e os passos de espago em
relacdo aos eixos x € y, que definiremos como dx e dy.

Os vetores de posi¢do x e y, denominados no c6digo como posx € posy sao gerados.
O problema tem velocidades pré-determinadas pelas equacdes mostradas no capitulo 3. Uma
matriz com as velocidades em cada né do escoamento também ¢ gerada. Tudo isto segue
uma rotina similar & que ja foi mostrada no item anterior.

Assim como no problema anterior, agora sera gerada as matrizes 4 e C que resolvem
o sistema linear de N,. N,, equagdes € incognitas, onde N, € o numero de nos na diregdo x e
N,, o nimero de nds na dire¢do y. Cada né leva a uma equagdo x do sistema linear, dessa
forma, para encontrar sua equagao no sistema linear, ¢ preciso encontra a linha x da matriz
A referente a este n6. E nas equagdes dos outros nds, para multiplicar um coeficiente
referente a este determinado nd, € necessario colocar o coeficiente na coluna x do
determinado nd. A figura abaixo ilustra o que foi dito.

A+*xT=0C
Tx-—l C.x—'.
T, c,
"'1.r+ Lax+1 T.:r+'. Cx'—l

Figura 5.2 - Relagdo entre os nés da malha e as matrizes montadas
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Além disso, existem nos fora da malha, que serdo necessarios para os calculos. E o
caso das condigdes de contorno. Utiliza-se, entdo, uma matriz de mapeamento MAP que
servira para mapear a linha da equagao de cada n6, e a coluna na qual estardo os coeficientes
referentes a cada no. Nesta matriz, cada n6 interior do escoamento receberd um indice /, que
varia de 1 até o numero total de nds, e os nos exteriores, que sdo referentes as condi¢oes de
contorno, receberdo o indice 0. A figura abaixo ilustra esta matriz:

MAP
1=0 f=x—-1 1=« ce 21 | 22
r=o |I=1t |I=2 ce | 11 12
I=0 |I=0 cc | cc.

Figura 5.3 - Relagdo entre os nds da malha e a matriz de mapeamento

Como se vé&, o indice i + 1 da matriz MAP ¢é referente ao indice i da malha do
escoamento, pelo fato de que o primeiro indice se refere a pontos ao longo do eixo x que
estdo fora do escoamento propriamente dito. Da mesma forma, o indice j + 1 da matriz MAP
se refere ao indice j da malha do escoamento. E € por causa disso que a matriz MAP tem
N, + 2 indices em relagdo ao eixo x, € N,, + 2 indices em relagdo ao eixo y. O algoritmo
usado para gerar esta matriz esta mostrado logo a seguir:

Para 1 de 1 até nosx+2 passo 1 faca
MAP(i,1) = 0;
MAP (i, nosy+2) = 0;

fim

Para j de 1 até nosy+2 passo 1 faca

MAP(1,3) = 0;

MAP (nosx+2,3) = 0;
fim
contador = 0;

para 1 de 2 até nosx+l passo 1 faca
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para j de 2 até nosy+l passo 1 faca
contador = contador +1;
MAP (i, J) = contador;

fim

fim

A variavel a ser determinada neste estudo ¢ a temperatura T. Desta vez, ela varia em
relacdo aos eixos x e y, e em relagcdo ao tempo. Desta forma, esta matriz tera trés indices, o
indice i que varia com a posi¢do em X, o indice j, que varia em relagdo ao eixo y, € a posi¢ao
k, que varia com o tempo. Além disso, de acordo com a condicdo inicial, temos que a
temperatura € nula para t = 0.

Depois, entra o lago de repeticao que cria as matrizes 4 e C e resolvem a temperatura
para cada instante de tempo. Dentro deste laco de repeti¢do, existe outro lago de repeticao,
que gera cada uma das linhas da matriz, referentes a cada equacdo do sistema linear. A
equacado para cada né € a equagdo 4.21, que foi apresentada no capitulo 4.

O laco de repeticao que monta cada linha da matriz varre todos os indices / referentes
aos n6s da malha do escoamento. Ele comeca conferindo com a matriz de mapeamento o
indice do n6 considerado. Em seguida, confere se cada n6 vizinho estd dentro da malha,
utilizando a matriz de mapeamento MAP. Se estiver dentro da malha, monta o coeficiente e
o coloca na coluna adequada através do indice lido na matriz de mapeamento. Caso nao
esteja, o valor do coeficiente ¢ somado no termo independente, que estd na matriz C. Este
caso precisa também das condi¢cdes de contorno geradas pelos vetores tempesq, tempdir,
tempalto e tempbaixo. O termo independente também ¢é gerado, através da matriz C. O
algoritmo estd mostrado logo abaixo:

tempesg(l até nosy) = “recebe as condig¢des de contorno”

tempdir (1 até nosy) “recebe as condig¢des de contorno”
tempalto (1l até nosx) = “recebe as condig¢des de contorno”
tempbaixo (1 até nosx) = “recebe as condig¢des de contorno”
para i1 de 2 até nosx+l passo 1 faca
para j de 2 até nosy+l passo 1 facga
“vizinho da esquerda”
indice = MAP(1i,7):
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ind2 = MAP(i-1,73);
se (ind2 > 0) faca

A(indice,indice-1) = “coeficiente para vizinho a
esquerda”

Sendo faca

C(indice) = C(indice) + “coeficiente para wvizinho
a esquerda”

“executa procedimento similar para o vizinho da direita”

“executa procedimento similar para o vizinho de baixo”

“executa procedimento similar para o vizinho de cima”
C(indice) = C(indice) + “termo independente na matriz”

fim

Em seguida, o sistema linear ¢ resolvido através de uma operag@o matricial e obtemos
o valor do campo de temperatura para o instante calculado. Esta rotina calcula o campo de
temperaturas para cada instante de tempo e deve parar assim que o escoamento entrar em
regime permanente. Assim como no primeiro exemplo, a entrada no estado permanente ¢
conferida ao final de cada vez que o laco de repeticdo do tempo é executado. Busca-se a
maior variacdo da varidvel T e, se for menor que o parametro estipulado, interrompe-se o
lago de repeticao.

No exemplo apresentado, a equagao utilizada para montar o sistema linear se refere
ao método de Euller implicito. No entanto, para apresentar resultados melhores, também se
utiliza da discretizagdo temporal pelo método de Crack-Nicholson. Neste método, utiliza-se
dois valores da temperatura anteriores ao tempo que estd sendo calculado. Por causa disso,
para utilizar este método, a partir apenas da condi¢do inicial, ¢ necessario calcular pelo
menos uma vez, a temperatura através do método de Euller. Tendo dois valores da
temperatura seguidos, ja € possivel utilizar o método de Crack-Nicholson. A equagdo
montada pra cada nd, do método de Crack-Nicholson, ¢ a equagdo 4.23.

5.3 Algoritmo para o Escoamento Sobre o Degrau

54



Os parametros de entrada para este escoamento serdo numero de nds ao longo do
eixo x, nosx, nimero de nds no eixo y, nosy, comprimento no eixo x, Lx, largura do
escoamento no eixo y, Ly, velocidade de entrada, uzero, densidade, ro, coeficiente de
viscosidade dinamica, mi, passo de tempo, d¢, n6 a partir do qual tem-se o degrau, em relagao
ao eixo x, degi, no a partir do qual tem-se o degrau, a partir do eixo y, degj; e a partir destes
dados calcula-se o passo no €ixo x, dx, € 0 passo no €ixo y, dy. Também existem os vetores
de posicdo em relagdo aos €ixos x € y, posx € posy.

Para este problema deve-se resolver os campos de pressao e velocidade, e seus
respectivos desenvolvimentos em relagao ao tempo. E além disso, o campo velocidade, desta
vez, tem duas componentes, uma em relacdo ao eixo x e outra em relagdo ao eixo y. Por
causa disso, existem trés vetores de resposta. Um para a pressao ¢ um para cada componente
da velocidade. Além disso, sabe-se que o sistema adota malha deslocada e, no que diz
respeito ao campo de velocidades, precisa da determinacdo de alguns pontos fora da malha.

O campo de pressdo estd localizado no meio de cada célula, e ndo necessita de
nenhuma pressdo determinada fora da malha. Por isso, o vetor pressdo p, tera os indices i e
Jj referentes aos indices 7 e j das células na malha. Além disso, essa variavel terd um terceiro
indice, k, que ird variar na medida em que o tempo varia.

O campo de velocidades, tanto na componente u, quanto na componente v, esta
representado nos lados da célula. E sdo necessarios pontos fora da malha para os célculos
nas componentes u ¢ v. Por causa disso, a componente u, , 1 ;na malha, sera representada por

>

u(i+1,j+1) no algoritmo, e a componente v, j+1 12 malha, serd representada por v(i+1,j+1)
Y2

no algoritmo. A figura abaixo mostra esta relagao:

u L1 u(2,2)
PO T |::> L

u(1,2) |

]
INI

2¢ 1410 u(1,1) u(2,1)

Figura 5.4 - Relagdo entre os indices do vetor u e os indices da matriz montada pelo algoritmo
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v 1
Ll#¥z

—1
—1t==

v 1
Q1+§

—
— =

[
E-3] =

E————

v(2,2)

v(1,2)!

4

p(1,1)

—=

(2,1)

Figura 5.5 - Relagdo entre os indices do vetor v e os indices da matriz montada pelo algoritmo

As varidveis, para o primeiro instante de tempo, sdo igualadas a zero. E entdo comega

o laco de repeti¢ao que calcula a solu¢ao dos campos para cada instante de tempo.

O primeiro passo, no laco de repeticao, € estimar o campo de velocidades através das
equacdes 4.37 e 4.38, desenvolvidas no capitulo anterior. Um lago de repeticao ¢ utilizado
para repetir o procedimento para cada nd da malha. Utilizaremos a variavel u2 para guardar
os valores estimados de u, ¢ a varidvel v2 para guardar os valores estimados de v. Os
comandos estdo mostrados logo a seguir:

Para (condig¢des que varrem toda a malha do escoamento)

u2 = “espressdo calculada pela férmula referida”

fim

Para (condig¢des que varrem toda a malha do escoamento)

u2 = “expressdo calculada pela férmula referida”

fim

Em seguida, € preciso determinar os valores das condi¢des de contorno nas
varidveis u2 e v2. Mais uma vez, sdo utilizados lagos de repeticao para cada extremidade

do escoamento. Os comandos estdo mostrados logo abaixo:

Para (pontos superiores e inferiores,

u2 = 0;

folha da malha)

faca:
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fim

Para (pontos na lateral de entrada) facga
uz2 = uzero;

fim

Para (pontos na lateral de saida) faca
u2 (nosx+1,j) = u2(nosx,j);

fim

Para (pontos na lateral do degrau) faca

fim

Para (pontos superiores e inferiores, fora da malha) faca:

fim
Para (todos os pontos do lado de entrada e do lado do degrau, fora
da malha) faca:
v2 (i=1 ou i=degrau-1,3j) = -v2(i=2 ou i=degrau, j);
fim
Para (todos os pontos do lado de saida, fora da malha) faca:
v2 (nosx+1l,3) = v2;

fim

Com os campos de velocidade estimados, chega o momento de calcular o campo de
pressao no proximo passo de tempo. O céalculo da pressdo ¢ feito resolvendo um sistema
linear que ¢ montado a partir da equagdo 4.46, para cada n6 da malha. Monta-se, entdo, uma
matriz A e uma matriz C para a resolugcdo da variavel plinha. Assim como foi feito na
resolucdo do sistema linear do problema anterior, serd montada uma matriz de mapeamento
MAP que ¢ utilizada para referenciar cada n6 do escoamento com um niimero, que sera a sua
posi¢@o na linha e na coluna da matriz 4. A matriz de mapeamento ¢ gerada através de
comandos similares a matriz de mapeamento do exercicio anterior.

Em seguida, as matrizes 4 e C sdo geradas e resolvidas. Também aqui, os comandos
do algoritmo t€ém a mesma estrutura da montagem das matrizes do segundo caso.
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O resultado do sistema linear nos da a variavel plinha, para cada n6 do escoamento,
o que torna possivel o célculo de p, para o proximo instante de tempo. Este calculo ¢ feito
através da equacao 4.44 em um novo laco de repeticao. Com o campo de pressao resolvido,
torna-se possivel utilizar as equagdes 4.47 ¢ 4.48 para o célculo das componentes da
velocidade no proximo instante de tempo. O algoritmo do que foi dito ¢ mostrado logo a
seguir:

Para (todos os nos da malha) faca:
p = pAnterior + pLinha

u = “equacdo em funcdo de u2 e p;

<
Il

“equacdo em funcdo de v2 e p;

fim

Desta forma, todos os pontos do interior da malha sdo resolvidos, para o proéximo
instante de tempo. Mas ainda precisa-se determinar as condi¢des de contorno, ja que esses
valores serao utilizados na proéxima execucao do lago de repeticdo que esta sendo executado.
O algoritmo ¢ similar ao algoritmo que impde as condi¢des de controle na varidvel u2, mas
neste momento ele usa o vetor u.

O lago de repeti¢ao roda até que o escoamento chegue a um regime permanente. Da
mesma forma como foi feito nos outros problemas, o algoritmo a seguir especifica a
condi¢do de parada para o lago de repeticao.

Terminado o procedimento, temos os campos de velocidade e pressdo, ao longo do
tempo, guardados nas variaveis u, v e p.
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CAPITULO VI

ANALISE DOS RESULTADOS DE ACORDO COM MODELOS MATEMATICOS

Depois de fazer as analises fisica e matematica, montar o modelo numérico e resolvé-
lo pelo método computacional, obtém-se os resultados das simula¢des para cada um dos
problemas analisados. Diante disso, torna-se necessaria a verificagao desses resultados com
base em literatura ou em experimentos.

Nos dois primeiros casos, sdo eles o escoamento de Poiseuille plano e o escoamento
bidimensional com velocidades pré-determinadas, existem solu¢des matemadticas, as quais
foram apresentadas no capitulo destinado ao modelo matematico. Para o escoamento sobre
o degrau ndo se tem solu¢do matematica fechada. Por isso, temos que conferir a coeréncia
dos resultados através de testes que ja foram feitos. Esta parte ficara para o proximo capitulo.

6.1 Consideracgoes Sobre a Analise de Erros

Para que a solugdo numérica seja validada, ndo é necessario que ela seja idéntica a
solucdo analitica, mas que as divergéncias sejam suficientemente pequenas. J& foi mostrado
no capitulo 4 que o modelo numérico possui um erro intrinseco, em sua solugdo. Dessa
forma, precisamos arrumar formas de quantifica-lo. Para isso usaremos duas normas:

A norma, L, utiliza a seguinte formula de célculo:

\/Z’]}: 1 (Xnum—Xanalitico)?

L, = =

(6.1)
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Onde x,,,,, € o valor da varidvel calculada numericamente € X, qsitico € O Valor
calculado através da equacdo analitica.

A outra norma que utilizaremos ¢ a norma L,, que simplesmente pega o ponto onde
o valor discrepante € maximo, como estd mostrado na formula a seguir:

Lo = maX(lxnum - xanalitieol) (6.2)

A partir destas normas, ¢ possivel relacionar o erro com os passos da discretizacao.
Esta relacdo vem da expansdo das fungdes em séries de Taylor que foram apresentadas no
modelo numérico, através dos estudos de Fortuna (2000). Das equa¢des montadas para as
discretizagdes de primeiro e segundo grau, relacionaremos a magnitude do erro com o
tamanho do passo da variavel discretizada.

A expansdo em séries de Taylor, do caso para discretizagdes de primeira ordem nos

leva a:
Of| _ fOi+dx)—f(x) [_A_xaz_f _ @02 a’f ]
oxl; Ax + 2! dx2|; 31 ax3|; (6.3)

O ultimo termo do membro da direita representa o erro local de truncamento (ELT),
que aparece devido a utilizacdo de um numero finito de termos na série de Taylor. Utilizando
propriedades da série de Taylor e de suas derivadas, e fazendo alguns desenvolvimentos
algébricos, chega-se a seguinte relacdo, sobre o erro local de truncamento:

[ELT] < KAx (6.4)

Esta equacdo nos mostra que o erro de truncamento diminui na mesma propor¢ao em
que cai 0 passo numérico. A ordem do passo numérico ¢ a ordem do ELT. Denotaremos isso
por O(Ax), que significa que o erro de truncamento ¢ de primeira ordem. Desta forma,
denotamos a equagdo acima como:

of | _ fG+d0)—f(x)

oxl; T O0x) (6.5)

Utilizando o mesmo raciocinio, podemos ver que para as discretizagdes de segunda
ordem temos erros de segunda ordem O (Ax)2.

Estas relacdes serdo uteis na validagdo dos modelos numéricos empregados nestes
estudos.
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6.2 Analise de Erros para o Escoamento de Poiseuille Plano

Para simular o escoamento de Poiseuille, precisamos, primeiro, determinar os
parametros do caso que vamos simular. Simula-se um escoamento plano de agua, entre duas
placas planas infinitas, paralelas, distanciadas de 1 m, na temperatura ambiente, sob o efeito
de queda de pressdo de 0,001 Pa/m, na diregdo x.

O escoamento parte do repouso e se desenvolve de modo que a velocidade vai
aumentando até que se estabiliza. O ponto de maior velocidade é o ponto central do
escoamento. A forma como o escoamento se desenvolve esta de acordo com o esperado ¢ a
configura¢do final que ele assume, quando entra em regime transiente, também esta de
acordo com o que foi previsto. As figuras abaixo ilustram o desenvolvimento deste
escoamento:
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Figura 6.1 - Desenvolvimento da velocidade para o escoamento de Poiseuille
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Utilizando a resolugdo analitica deste problema, para o regime permanente, podemos
comparar com o resultado numérico a fim de validar este tipo de resolugdo. Abaixo estdo os
graficos obtidos em ambas as analises, quando o problema ja estd em regime permanente.

1 T T 1

nor 1 09
08T - 0.8 -
T -
. -
0.7 . 0.7 ~
E 06 - \ E 06 \\
zg \ zg \
& 05 \ o 0.5 .'\
W 7] .‘.
o [=]
8 0al / oy /
03F P 0.3 7
7 -
0.2t 0.2 "
01 0.1
0 L L 0 L .
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
velocidade[m/s] velocidade[m/s]

Figura 6.2 - Resultado analitico, a esquerda, e numérico, a direita

Estes graficos mostram que a resolu¢do numérica estd de acordo com a resolugdo
analitica do ponto de vista qualitativo. Parte-se entdo, para a analise quantitativa dos
resultados.

Para o problema descrito, os valores das normas L, e L, foram L, = 2,9765x10717
e L, = 5,5511x107 7. Neste caso, a malha do problema foi configurada com 15 nés e o
passo de tempo foi de 100 s. O escoamento entrou em regime permanente em t = 10000 s,
onde t € a varidvel tempo na simulacgao.

Mudando um pouco os parametros, podemos ver que o erro aumenta com o aumento
do niimero de nos, o que nao €, a principio, esperado. O esperado ¢ que malhas refinadas
tragam resultados melhores. Mas isto ocorre devido aos erros de maquina na execugdo do
programa computacional. Este problema, em particular, gera erro nulo devido a
discretizagdo. Desta forma, os inicos erros que existem sao devido as operagdes matematicas
do computador. E estas operagdes induzem a mais erros quanto maiores sao as matrizes
montadas e resolvidas.

6.3 Analise de Erros para o Escoamento Bidimensional com Velocidades Pré-
determinadas

Este escoamento ¢ bidimensional e ocorre em um retangulo de 3 m de comprimento
por 1 m de altura. As velocidades sdo pré-determinadas pela equagdo desenvolvida no
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capitulo 2. O fluido no escoamento ¢ a agua. Através dessas informacgdes, roda-se o
algoritmo explicitado no capitulo anterior e encontrar a solugdo numérica do problema.

O resultado que se vé, na simulacdo, € um escoamento que parte de uma situagado
isotérmica e torna-se um escoamento onde a temperatura sobe nas diregdes positivas de x e
v. A figura abaixo mostra a configuragdo da temperatura quando o escoamento entra em
regime permanente.

19 T

i ] 18

Figura 6.3 - Resultado do escoamento por via computacional

Quando comparamos este resultado com o resultado analitico, podemos ver que o
resultado numérico se comporta da maneira esperada, com a temperatura aumentando nas
diregdes x € y, que ¢ justamente o que sugere a formula matematica do escoamento. Além
disso, a temperatura vai aumentando com o passar do tempo, até chegar a um valor maximo,
para cada ponto, no momento em que o escoamento entra em regime permanente. Desta
forma, concluimos que a simulagdo numérica se comporta adequadamente do ponto de vista
qualitativo. Partimos entdo, para a solucdo quantitativa.

Este problema ¢ de uma natureza em que a temperatura comega variando em altas
taxas, e essas taxas vao diminuindo até que se chega ao regime transiente. Quando o
escoamento chega em regime transiente, o erro numérico do problema fica maquiado pela
caracteristica do exercicio, onde a pouca variagdo da temperatura faz com que o erro
numérico tenha uma tendéncia de ser menor. Por causa disso, utiliza-se uma faixa de tempo
inicial, quando a taxa de variacdo da temperatura ¢ mais alta, para avaliar a influéncia do
numero de nos e do tamanho do passo de tempo, no valor dos erros nas normas L, € L. A
tabela abaixo mostra estes resultados:
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Nos em x Nos em y Passo de Erro norma Erro norma
tempo L2 Lo

6 6 0,1 8,8934 x 1077 7,6499 x 10°°

12 12 0,05 2,3688 x 1077 2,0658 x 10°

24 24 0,025 6,082x 10® | 7,6192x 107

Como se v€, com a diminuigdo pela metade, dos passos de tempo e distancia, obtém-
se uma diminui¢ao de perto de um quarto dos erros calculados pelas normas estudadas. Isto

esta de acordo com o erro local de truncamento para segunda ordem. 2.788646443545700e¢-
06
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CAPITULO VII

ANALISE DE RESULTADOS DE ACORDO COM MODELOS EMPIRICOS

O estudo do escoamento sobre o degrau ndo tem solugdo analitica. Por causa disso,
usaremos dados de experimentos feitos por Armaly e Pereira (1983). O experimento foi
montado de acordo com o esquema da figura abaixo:

Flow x Flow
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Figura 7.1 - Esquema do experimento montado por Armaly e Pereira

Fom e e e e 4 o — — — — — —

65



Como se v€, o escoamento montado tem trés dimensdes, assim como qualquer
escoamento no mundo real. No entanto, os resultados deste experimento mostraram que,
para numero de Reynolds Re < 400 ou Re > 6000, o perfil do escoamento ndo muda na
direcdo z, a menos que esteja perto da parede. Desta forma, foi possivel pegar o plano que
corta o eixo z no meio do experimento montado, e considera-lo como a versao bidimensional
deste escoamento.

Rodando o algoritmo montado para o modelo numérico apresentado, com parametros
que levam ao nimero de Reynolds Re = 100, obtém-se os campos de velocidade e de pressao,
guardados nas matrizes geradas pelo programa. Os campos de velocidade e pressao estdo
mostrados nas figuras abaixo:

GlyphScale
-1.45%e+02

£ 105.75
65,5637
256D

E- 1.460e+01

pressao

-1.45¢e+02

'E 105.75
65,637

B o552

-1.4608+01

Figura 7.2 - Campo de velocidade calculado por via computacional

pPressdo

- 1.45%e+02

105.75

&65.637

-1.460e+01

Figura 7.3 - Campo de pressdo calculado por via computacional
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Com os dados obtidos, se comeca a andlise qualitativa do problema. O campo de
velocidade apresenta um perfil geral do escoamento, mas sdo necessarias técnicas de
visualiza¢ao mais elaboradas para fazer analises mais profundas deste perfil.

O campo de pressdo mostra que o escoamento parte de uma regido onde a pressdo ¢
maior para uma regido onde a pressdo ¢ menor, o que estd dentro do esperado. Além disso,
o interior das zonas de recirculagdo tem pressao menor que nos outros pontos do escoamento.

Através da exportacdo dos dados obtidos pelo algoritmo do programa Matlab, para o
ParaView, que € um software feito para visualizacdo de dados, se tragca um grafico de linhas
de corrente.

Figura 7.4 - Linhas de corrente do escoamento sobre o degrau

As linhas de corrente sdo curvas tangentes aos vetores velocidade em cada ponto do
escoamento. Estas linhas s3o tteis para indicar a dire¢do instantdnea do movimento dos
fluidos ao longo do campo de escoamento. Desta forma, o perfil d4 informagdes qualitativas
sobre o escoamento estudado. Nota-se que o escoamento inicia-se quase que exclusivamente
com dire¢do no eixo x, até que chega no degrau. O degrau leva a uma expansdo brusca e
forma uma zona de recirculagdo bem definida. Este resultado esta de acordo com o que ¢
esperado pelos experimentos ja referidos acima, bem como o que temos na literatura que
trata deste tipo de caso.

Outra ferramenta qualitativa interessante para ser usada ¢ o calculo do campo de

vorticidade. A vorticidade ¢ dada por:

—

§=Vxl (7.1)

Pode ser entendida, em seu significado fisico, como a maneira e a intensidade com
que um elemento diferencial do escoamento estd girando. Aplicando este conceito ao campo
de velocidades calculado, obtém-se:
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Verticity Magnitude

-1.419e+01

L 10.644
7.096

3.5483

Figura 7.5 - Campo de vorticidade encontrado por via computacional

Depois de fazer a anélise qualitativa e notar que o perfil do escoamento ¢ condizente
com o que se espera deste tipo de experimento, partimos para a analise quantitativa do
problema.

Armaly e Pereira (1983) fizeram experimentos e registraram os resultados utilizando
como base o ponto de recolamento. O ponto de recolamento é o ponto onde termina a
recirculagdo, e o fluido que vem da entrada se cola a parede de baixo do escoamento. Os
experimentos foram feitos e registrados de acordo com os seus respectivos nimeros de
Reynolds. A formula do nimero de Reynolds é:

Re = 22 (7.2)
7

Onde L ¢ a altura do escoamento ja considerando o expansdo pelo degrau.

Fazendo varios experimentos com diferentes nimeros de Reynolds, Armaly e Pereira
(1983) relacionam nimeros de Reynolds com o ponto de recolamento através do seguinte
grafico:
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Figura 7.6 - Resultados experimentais e numéricos encontrados por Armaly e Pereira (1983)

Este grafico mostra os resultados medidos no experimento e os resultados calculados
numericamente por algoritmos feitos por estes pesquisadores.

Os resultados obtidos por Armaly e Pereira s@o utilizados para comparagdo com o0s
resultados obtidos por este trabalho. O grafico a seguir mostra esta comparagao:

Xrec/S
I

1.5

a0 100

150 200 250
Re

Figura 7.7 - Comparagdo entre os resultados encontrados

69



Esta figura apresenta os resultados obtidos por meio deste trabalho registrados pelo
grafico azul, e os dados obtidos por Armaly e Pereira (1983), pelo grafico vermelho. Para a
faixa de valores analisada, os resultados estdo proximos, apesar de notarmos que nao ¢
coincidente.

Na medida em que o nimero de Reynolds cresce, as divergéncias aumentam. Isso
também ¢ esperado. Os experimentos de Armaly e Pereira (1983) mostram que quando o
nimero de Reynolds passa de 700, o escoamento passa a ter comportamento tridimensional.
Naturalmente, gera divergéncias quando comparados com simulagdes de sistemas
bidimensionais.

Ainda utilizando os experimentos de Armaly e Pereira (1983) se traca os graficos da
velocidade em x, ao longo do escoamento, ap6s o degrau. A figura abaixo mostra esse
grafico:

L em/s)
G020 1020 1020 1020 1020 (020 1020 10 20 10 20 10 20§00 1020 1020 1020

\

@10

TH

&
2f§=00 35 306 FFT 418 480 54 612 TTE 12404 1633 20-91 3031 4490

| Fimm)

L1}

13458

1
]

Figura 8 - Velocidade em x por posicdo em y, grdfico feito através dos experimentos de Armaly e Pereira

Este grafico foi tragado a partir de um escoamento com Re = 100. O algoritmo
computacional gerado a partir desse trabalho consegue resultados similares. A figura abaixo
compara os resultados encontrados neste trabalho com os resultados encontrados por Armaly
e Pereira (1983):
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Figura 9 - Comparagdo dos perfis de velocidade

Nos graficos mostrados, a linha em azul se refere aos dados obtidos por meio deste
trabalho, enquanto que a linha em vermelho mostra os dados obtidos no trabalho que usamos
como referéncia, o trabalho de Armaly e Pereira (1983).
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CAPITULO VIII

CONCLUSAO

Foi proposto, para este trabalho, modelagem fisica, matematica, numérica e
computacional, para trés tipos de escoamento, sendo eles o escoamento de Poiseuille plano,
escoamento bidimensional com velocidades pré-determinadas e escoamento em expansao
brusca sobre o degrau. Também foi objetivo deste trabalho mostrar os diversos métodos
trabalhando em harmonia para produzir resultados condizentes com a realidade. Desta
forma, utilizou-se de métodos consagrados para a detecgdo de erros, além de experimentos
vindos de estudos confiaveis, para a validagao dos resultados.

No capitulo do modelo fisico sdo mostrados os métodos lagrangiano e euleriano, que
sdo a base teodrica para as formulagdes em Mecanica dos Fluidos. Em seguida, temos a
exposi¢ao do teorema de Reynolds, que ¢ fundamental para analise matematica dos
escoamentos. Além dessas andlises gerais, sdo mostradas também as especificidades dos
escoamentos estudados, com foco no escoamento em expansdo brusca, que ¢ o principal
escoamento estudado neste trabalho. O modelo matematico vem para complementar o
modelo fisico através das equacdes que descrevem os conceitos estudados. A andlise
numérica surge na necessidade de uma alternativa para os problemas que nao podem ser
resolvidos pelo método matematico. No entanto, foram montados modelos numéricos,
também, para os problemas que possuiam resolu¢do matematica. A resolugdo numérica dos
problemas que possuiam resolu¢do matematica serviu como aprendizado para a resolucio
numérica do escoamento em expansdo brusca, que nao pode ser resolvido apenas por método
matematico. Em seguida, foi montado o algoritmo computacional, e teve sua logica de
funcionamento explicitada neste relatorio.

O algoritmo computacional para o escoamento de Poiseuille plano foi executado e os
resultados mostraram que o método numérico, para este caso, ndo traz erro. Os Uinicos erros
encontrados foram erros de maquina, devido a resolucdo das varidveis dos computadores. O
erro nulo para este caso se deve ao fato de que o problema ¢ muito simples.

Os resultados rodados em software do escoamento bidimensional com velocidades
pré-definidas sdo condizentes com o que se espera da teoria adotada. Quando se utilizou um
método de discretizagdo de ordem 1, o erro caia pela metade com o refinamento da malha
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em resolu¢do dobrada. Utilizando um método de ordem 2, o erro caia para quase um quarto,
para esta mesma situagao.

Por fim, a simulagdo computacional do escoamento em expansao brusca nos trouxe
resultados que mais se aproximam da realidade nos pontos em que o nimero de Reynolds
varia entre 100 e 200, quando obteve um erro de aproximadamente 21%.

73



Apéndice |

Cddigo em Matlab implementando o algoritmo do escoamento de Poiseuille plano.

%$iniciando os parémetros

h = 1; % distancia entre as placas: "Ly"
ro = 1; % densidade: "ro"
variaP = - 0.001; % variacao de pressao: "dpP"
nos = 30; % numero de nos: "nos"
p = h/(nos + 1); %distancia entre os nos: "dy"
dt = 50; %passo de tempo: "dt"
mi = 0.001; %viscosidade: "mi"
lambda = variaP/mi;
y = zeros(nos,l); %posicao no eixo y
for 1 = 1:1:nos
y(i) = i*p;
end
U = zeros(nos,1l);
for 1 = 1:1:nos
U(i) = (lambda*y(i)"2)/2 - (h*lambda*y(i))/2;
end
% loop temporal
k = 0;
parada = 0.000000000001;
comp = 1;
while comp > parada
k =%k + 1;
if == ]
for 1 = 1:1:nos
ant(l,1,k) = 0;
end
else
for 1 = 1:1:nos
ant(l,1,k) = x(1,1,k-1);
end
end
A(l,1,k) = —(2+(ro*p”2)/ (mi*dt)) ;
A(l,2,k) 1;
A (nos,nos-1,k) =
A (nos,nos, k) = -

for 1 = 2:1:no
A(i,i-1,k) = 1;
A(i,i,k) = —(2+(ro*p”2)/ (mi*dt)) ;
A(i,i+1,k) = 1;
end
for 1 = 1:1:nos
C(i,1,k) = (p"2/mi)* (- (ro*ant(i,1,k))/dt+variaP);
end
x(:,:,k) = inv(A(:,:,k))*C(:,:,k);
plot(x(:,1,k),y)
axis ([ 0 0.15 0 1 )

-
0]

-

-

xlabel ('velocidade [m
ylabel ('posicdo[m] ")
M(k) = getframe;

74



comp = 1;

if k > 1
comp = 0;
for 1 = 1:1:nos
if abs(x(i,1,k)-x(i,1,k-1)) > comp
comp = abs(x(i,1,k)-x(i,1,k-1));
end
end
end
end
movie (M)

% calcula o erro

12 = 0;

normal?2 = zeros (nos);

for 1 = 1:1:nos
normal2 (i) = (U(i)-x(i,1,k))"2;
12 = 12 + normal2(1i);

end

12 = 12/ (nos) ;

12 = sqrt(12);

maximo = 0;
teste = 0;
for 1 = 1:1:nos
teste = abs (U(i)-x(i,1,k));

if (teste > maximo)
maximo = teste;
maxy = 1i;
end
end



Apéndice ll

Cddigo do Matlab implementando o algoritmo do escoamento bidimensional com
velocidades pré-determinadas.

% iniciando os paréametros

Lx = 3
Ly = 1;
nosx =
nosy =
dx =
dy = Ly
dt = 10;
kk = 0.58;
cp = 4.186;
ro = 1;
umax =
alfa =
mi = 0. ;
for 1 = 1:1:nosx
X (i) = i*dx;
end
for i = 1l:1:nosy
Y (i) = i*dy;

nosx+1);
nosy+1);

=
b

~N TN O O

—_

k/ (ro*cp) ;
01
1

% matriz de mapeamento

for 1 = 1:1:nosx+2
for 7 = 1l:1l:nosy+2
MAP(i,]) = 0;
T(i,3,1) = 0;
T2 (i,3,1) = 0;
end
end
c = 0;
for j = 2:1:nosy+l
for 1 = 2:1:nosx+1
c =c+ 1;
MAP(i,3) = c;
end
end

% campo de velocidades pré-determinadas

for i = 1:1:nosx
for j = l:1:nosy
u(i,j) = umax*sin((2*pi*X (1)) /Lx);
v(i,J) = —(umax*2*pi*Y (j)*cos ((2*pi*X(i))/Lx))/Lx;
end
end
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% calculo da temperatura para o primero passo de tempo através do metodo
de
% primeira ordem

for 1 = 2:1:nosx+1

T(i,1,2) = X(1-1)"2*(1 - exp((-alfa*dt)/Lx"2));

T(i,nosy+2,2) = (X(i-1)"2 + Ly"2)*(1 - exp((-alfa*dt)/Lx"2));
end
for i = 2:1:nosy+l

T(1,1,2) = Y(1i-1)"2*(1 - exp((-alfa*dt)/Lx"2));

T(nosx+2,1i,2) = (Y(i-1)"2 + Lx"2)* (1 - exp((-alfa*dt)/Lx"2));
end
for 1i 2:1:nosx+1
for j = 2:1:nosy+l

id = MAP(i,3);

A(id,id,1) = 1/dt+((2*alfa)/dx"2)+((2*alfa)/dy"2);
Cc(id,1,1) = T(i,3,1)*(1/dt) + (X(i-1)"2 + Y (j-
1)72)*(alfa/Lx"2) *exp (-malfa*dt/Lx"2) +umax*2*X (i- 1) sin(2*pi*X (i-
1) /Lx) * (1l-exp(-alfa*dt/Lx"2)) - ((umax*4*pi*Y (j-1) ) /Lx) *cos (2*pi*X (i
1) /Lx) * (l-exp(-alfa*dt/Lx"2))-4*alfa* (1l-exp (- alfa*dt/LxA2)),
if MAP(i+1,3) > O
id2 = MAP (i+1,7);
A(id,1d2,1) = (umax/ (2*dx))*sin((2*pi*X(i-1))/Lx) -
alfa/dx"2;
else
C(id,1,1) = C
T(i+1,73,2)* ((umax/ (2*dx))
end
if MAP(i-1,3) > O
id2 = MAP(i-1,7);
A(id,id2,1) = (-

(id,1,1) -
*sin ((2*pi*X(i-1))/Lx) - alfa/dx"2);

(umax*sin ((2*pi*X (i-1))/Lx))/ (2*dx) -
alfa/dx"2);
else
C(id,1,1) = C(id,1,1) - T(i-1,79,2)*(-
(umax*sin ((2*pi*X (1)) /Lx))/ (2*dx)-alfa/dx"2);
end
if MAP(i,j+1) > 0
id2 = MAP(i,3+1);
A(id,id2,1) = (-umax*pi*Y (j-1)*cos ((2*pi*X(i-1))/Lx))/ (dy*Lx)

- alfa/dy"2;
else
c(id,1,1) = C(id,1,1) = T(i,J+1,2)* ((-umax*pi*Y (j-
1) *cos ((2*pi*X (i-1))/Lx))/ (dy*Lx) - alfa/dy"2)
end

if MAP(i,j-1) > O
id2 = MAP(i,j-1);
A(id,id2,1) = ((umax Pi*Y (j-1) *cos ((2*pi*X (i-

) /Lx) )/ (dy*Lx)-alfa/dy"2);

else

c(id,1,1) = C(id,1,1) - T(i,3-1,2)* ((umax*pi*Y (j-
1) *cos ((2*pi*X(i-1))/Lx))/ (dy*Lx)-alfa/dy"2);
end
end

t,, L))y *C(:, 0, 1)
osx+1

:l:nosy+1
d = MAP(i,7);
(i,3,2) = temp(id);

[\)DA
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T2(i,3,2) = (X(i-1)"2 + Y(j-1)"2)* (1 - exp((-alfa*dt)/Lx"2));
end
end

o)

% calculo da temperatura para os demais passos de tempo a partir do
metodo

o)

% de segunda ordem

k = 2;
parada = 0.000001;
comp = 1;
while comp > parada
k =k + 1;
for i = 2:1:nosx+1
T(i,1,k) = X(i-1)"2*(1 - exp((-alfa*(k-1)*dt)/Lx"2));
T(i,nosy+2,k) = (X(i-1)"2 + Ly"2)*(1 - exp((-alfa* (k-
1) *dt) /Lx"2));
end
for i = 2:1:nosy+l
T(l,i,k) = Y(i-1)"2*(1 - exp((-alfa*(k-1)*dt)/Lx"2));
T(nosx+2,1,k) = (Y(i-1)"2 + Lx"2)* (1 - exp((-alfa* (k-
1) *dt) /Lx"2));

end
for 1 = 2:1:nosx+1
for j = 2:1:nosy+1
id = MAP(i,3);
id,id,k-1) = (3/(2*dt))+((2*alfa)/dx"2)+((2*alfa)/dy"2)
id,1,k-1) = T(i,3,k=-1)*(4/(2*dt)) - (1/(2*dt))*T(i,7,k-2)

(
(X (-
1) * 51n(2*p1*X 1) /Lx) * (l-exp(-alfa* (k-1)*dt/Lx"2)) - ((umax*4*pi*Y (j-
1)72)/Lx) *cos 2*p1*X(1 1)/Lx) *(l-exp(-alfa* (k-1)*dt/Lx"2))-4*alfa* (1-
exp (-alfa* (k-1)*dt/Lx"2));
if MAP(i+1,3) > O
id2 = MAP(i+1,73);
A(id,1d2,k-1) = (umax/ (2*dx))*sin((2*pi*X(i-1))/Lx) -

A(
C(
(1-1)"2 + Y(j-1)"2)*(alfa/Lx"2)*exp(-alfa* (k-1)*dt/Lx"2)+umax*2*X (i-
(1
(

alfa/dx"2;
else
c(id,1,k-1) = C(id,1,k-1)
T(i+1,73,k)* ((umax/ (2*dx)) *sin ((2*pi*X(i-1))/Lx) - alfa/dx"2)
end

if MAP(i-1,3) > O
id2 = MAP(i-1,7);
A(id,id2,k-1) = (- (umax*sin ((2*pi*X(i-1))/Lx))/ (2*dx)-
alfa/dx"2)
else
(ld 1,k-1) = C(id,1,k-1) - T(i-1,3,%k)* (-
(umax*sin ((2*pi*X (1)) /Lx))/ (2*dx)-alfa/dx"2)
end

if MAP(i,3+1) > 0
id2 = MAP(i,j+1);
A(id,1d2,k-1) = (-umax*pi*Y(j-1)*cos((2*pi*X(i-
) /Lx))/ (dy*Lx) - alfa/dy"2;
else
c(id,1,k-1) C(id,1,k=-1) = T(i,3+1,k)*((-umax*pi*Y (j-
1) *cos ((2*pi*X(i-1))/Lx) )/ (dy*Lx) - alfa/dy”"2);
end
if MAP(i,3-1) > 0

+
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id2 = MAP(i,3-1);
A(id,1id2,k-1) = ((umax*pi*Y(j-1)*cos((2*pi*X(i-
1)) /Lx))/ (dy*Lx)-alfa/dy"2);
else
C(id,1,k-1) = C(id,1,k-1) - T(i,3-1,k)*((umax*pi*Y (j-
1) *cos ((2*pi*X(i-1))/Lx) )/ (dy*Lx)-alfa/dy"2);
end
end
end
temp = inv(A(:,:,k=-1))*C(
comp 0;
for 1 = 2:1
j =

:, 0, k-1)

rnosx+1
2:1:nosy+1

id = MAP(i,J);

T(i,j,k) = temp(id);

T2 (1i,3,k) = (X(i-1)"2 + Y(j-1)"2)* (1 - exp((-alfa* (k-
1) *dt) /Lx"2));

for

if abs(T(i,j,k)-T(i,j,k-1)) > comp
comp = abs(T(i,3,k)-T(i,3,k-1));
end
temperatura (nosy-j+2,1i-1,k-2) = T(i,3,k);
end

end
imagesc (temperatura(:,:,k-2));
colorbar;
M(k-2) = getframe;

end

% calculo do erro

nt = k;
12 = 0;
for 1 = 2:1:nosx+1

for 7 = 2:1l:nosy+l
for k = 2:1:nt

nlz = (TZ(inlk)_T(iljlk))/\Z;
12 = 12 + nl2;
end
end
end
12 = 12/ (nosx*nosy* (nt-1));
movie (M)
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Apéndice lll

Codigo do Matlab implementando o algoritmo do escoamento sobre o degrau.

% inicializacdo dos parametros

nosx = 50;
nosy = 20;
ILx = 0.05;
Ly = 0.01;
dx = Lx/nosx;
dy = Ly/nosy;
uzero = 0.15;
ro = 1;
mi = 0.000015;
dt = 0.002;
T =1;
nt = T/dt;
degi = 11;
degj = 11;
Re = (uzero* (degj-1)*dy*2*ro) /mi;
for i = 1:1:nosx
posx (i) = (1i-0.5) *dx;
end
for i = 1l:1:nosy
posy (i) = (i1-0.5)*dy;
end
[POSY, POSX] = meshgrid(posy,posx);
for i = 1:1l:nosy-degj
sx (i) = 0.5*dx;
sy(i) = (degj+i-1.5)*dy;
end

% condicoes iniciais

for i =1
for j
p

end

end

for 1 = 1:1:nosx+1

for j = 1l:1l:nosy+2
u(iljll) = 0;
end

end

for i = 1:1:nosx+2

for j = 1l:1:nosy+l
v(iljll) = 0;

end

end

for j = degj+l:1l:nosy+1l
u(l,j,1l) = uzero;

end



% loop temporal

for k = 2:1:nt
it = dt*(k-1);
for 1 = 2:1:nosx
for j = degj+l:1:nosy+1
CONVu (1 /j/k 1) = (((u(i+l,3,k-1)+u(i,j,k-1) )/Z)AZ—((U(i,j,k—
1)+u(i-1,3,k-1))/2)"2)/dx;
CONVu(i j k-1) = CONVu(i,j,k-1) + (((u(i,j+1,k-1)+u(i,j, k-
1)) /2)* ((v(i+1,3,k-1)+v(i,J,k-1))/2)-((u(i,J, k-1)+u(i, -1, k-
1))/2)* ((v(i+1,3-1,k-1)+v(i,J-1,k-1))/2))/dy;
VISCu(i,j,k-1) = mi*((u(i+l,j,k-1)-2*u(i,J,k=-1)+u(i-1,73, k-
) /dx"2)
VISCu(i,j,k-1) = VISCu(i,j,k—l) + mi*((u(i,j+1,k-1)-
2*u(i,j,k=-1)+u(i,j-1,k-1))/dy"2);
F(i,j,k-1) = u(i,j,k-1) + dt*(-CONVu(i,j,k-1)+VISCu (i, ], k-
1))
u2(i,j,k-1) = F(i,j,k-1) - (dt/(ro*dx))*(p(i,j-1,k-1)-p(i-
llj_llk_l));

end

end

for i = degi+l:1l:nosx
for j = 2:1:degj

CONVu (i, j,k-1) = (((u(i+l,j,k-1)+u(i,j, k-1))/2)"2-((u(i,J, k-
1)+u(i-1,3,k-1))/2)"2)/dx;

CONVu (i, J,k-1) = CONVu (
) /2)y* ((v(i+1,3,k-1)+v(i,J, k-1))/2
1))/2)*((v(i+l,3-1,k-1)+v(i,j-1,k-1

VISCu(i,j,k-1) = mi*((u

yk=1) + (((u(i,3+1,k-1)+u(i,j, k-
(u(i,j, k-1)+u(i,j-1,k-

2))/dy;
1,3,k-1)-2*u(i,j,k-1)+u(i-1,7, k-

1i,3J
) = (
))/
(1+
1)) /dx"2);
VISCu(i,j,k-1) = VISCu(i,j,k-1) + mi*((u(i,j+1,k-1)-
2%u(i,j,k-1)+u(i,j-1,k-1))/dy~2);
F(i,j,k-1) = u(i,j,k-1) + dt*(-CONVu(i,j,k-1)+VISCu(i,J, k-
1))
u2(i,j,k-1) = F(i,J,k=-1) - (dt/(ro*dx))*(p(i,J-1,k-1)-p(i-
lrj_lrk_l));
end
end
for 1 = 2:1:nosx+1
for j = degj+l:1:nosy
CONVV(inrk_l) = (((V(ilj+llk_l)+v(iljlk_l))/2)A2_((V(iljlk_
1)+v(i,j-1,k-1))/2)"2)/dy;
CONVv (i1,]J,k=-1) = CONVv (i,3,k=-1) + (((v(i+1l,],k=-1)+v (i ,j,k—
)/2)* ((u(i,J+1,k=-1)+u(i,j, k=-1))/2)-((v(i,F,k=-1)+v(i-1,7,k=-1))/2) u(i-
1,j+1,k=-1)+u(i-1,3,k=-1))/2))/dx;
VISCv (i, J,k-1) = mi*((v(i,j+1,k-1)-2*v(i,3,k-1)+v(i,J-1,k-
1)) /dy~2);
VISCv (i, j,k-1) = VISCV( i,3,k=1) + mi* ((v(i+l,]3,k-1)-
2*v(i,3,k-1)+v(i-1,7,k-1))/dx"
G(i,j,k-1) = v(i,73, k 1) + dt*(-CONVv (i,7,k-1)+VISCv (i, ], k-
1))
v2(i,j,k-1) = G(i,J,k-1) - (dt/(ro*dy))* (p(i-1,3,k-1)-p (i-
llj_llk_l));
end
end
for i = degi+l:1l:nosx+1l
for j = 2:1:deqg]j
CONVV (i,3,k-1) = (((v(i,3+1,k-1)+v(i,3,k-1))/2)" 2= ((v(i,], k-
1)+v(i,3-1,k-1))/2)"2) /dy;
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CONVV (i,7,k-1) = CONVv (i,3,k-1) + (((v(i+l,3,k-1)+v(i,J, k-

1)) /2)y*((u(i, 341, k-1)+u(i,j, k-1))/2)-((v(i,J, k-1)+v(i-1,3,k-1))/2) * ((u(i-

1,3+1,k-1)+u(i-1,3,k-1))/2))/dx;

VISCv (i, J,k-1) = mi*((v(i,j+1,k-1)-2*v(i,3,k-1)+v(i,j-1,k-
1)) /dy~2);

VISCv(i,j,k-1) = VISCv(i,j,k-1) + mi*((v(i+1l,7,k-1)~-
2*v(i,3,k=-1)+v(i-1,7,k=-1))/dx"2);

G(i,j,k-1) = v(i,J,k-1) + dt*(-CONVv (i,],k-1)+VISCv(i,], k-
1))

v2(i,j,k-1) = G(i,J,k-1) - (dt/(ro*dy))* (p(i-1,3,k-1)-p (i-
1rj_1rk_1) )7
end
end
for 1 = 2:1:nosx+1
v2(i,nosy+1l,k-1) = 0;
end

for i = 2:1:degi
v2(i,deg]j,k-1) = 0;

end

for i = degit+tl:1l:nosx+1
v2(i,1,k-1) = 0;

end
for 7 = degj+l:1:nosy+1
v2(1l,3,k-1) = - v2(2,3,k-1);
end
for j = 2:1:degj-1
v2(degi,j,k-1) = - v2(degi+l,]j,k-1);
end

for j = 2:1:nosy+1
v2 (nosx+2,j,k-1) = v2(nosx+1,7j,k-1);
end
for j = degj+l:1:nosy+1l
uz2(l,j,k-1) = uzero;
end
for j = 2:1:deqgj
u2 (degi, j,k-1) = 0;
end
for 7 = 2:1l:nosy+l
u2 (nosx+1,7j,k-1) = u2(nosx,j,k-1);

end
for i = 2:1:nosx
u2(i,nosy+2,k-1) = - u2(i,nosy+1l,k-1);
end
for 1 = 2:1:degi-1
u2(i,degj,k-1) = -u2(i,degj+1l,k-1);
end
for i = degitl:nosx
u2(i,1,k-1) = -u2(i,2,k-1);
end
for i = 1:1:nosx+2
for j = 1l:1:nosy+2
dp(i,j,k-1,1) = 0; % dp = matriz de mapeamento MAP
dp(lrjrk_lrz) = 0;
end
end
c = 1;
for i = degi+l:1l:nosx+1l

for j = 2:1:deqgj
dp(irjrk_lr 1) = 1;
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end
end
for 1

for

dp(l,j,k—l,Z) = Cy
c=c+ 1;
2:1:nosx+1

j = degj+l:1l:nosy+l
dp(irjrk_lrl) = 1;
dp(i,j,k—l,2) = Cy
c=c + 1;

degi+l:1:nosx+1
J = 2:1:degj

id dp(i,j,k—l,Z);
matpl (id, id, k-1)
matp2 (id, 1, k-1)

(=2)*(1/dx"2+1/dy"2) ;

1)) /dx+(v2(i,],k-1)-v2(i,]J-1,k-1))/dy);

end
end
for i

for

1)) /dx+ (v2 (i

if dp(i+l,3j,k-1,1)
id2 dp(i+1,3,k-1,2);
matpl (id, id2, k-1) 1/dx"2;

else
matp2 (id, 1, k-1)

matp2 (id, 1, k-1)

end
if dp(i-1,3,k-1,1)

id2 = dp(i-1,3,%k-1,2);
matpl (id, id2,k-1) = 1/dx"2;
else
matpl (id,id, k-1) = matpl (id,id, k-1)
end

if dp(i,d+1,k-1,1) == 1

id2 = dp(i,j+1,k-1,2);
matpl (id,1d2,k-1) = 1/dy"2;
else
matpl (id,id, k-1) = matpl (id, id, k-1)
end
if dp(i,j-1,k-1,1) == 1
id2 = dp(i,j-1,%k-1,2);
matpl (id, 1d2,k-1) = 1/dy"2;
else
matpl (id, id, k-1) = matpl (id,id, k-1)
end

2:1:nosx+1
j = degj+l:1l:nosy+l
id dp(i,j,k—l,Z);
matpl (id, id, k-1)
matp2 (id,1,k-1)
;I k=1)-v2(i,3-1,k-1))/dy);
if dp(i+l,3j,k-1,1)
id2 dp(i+1,3,k-1,2);
matpl (id,id2, k-1) 1/dx"2;
else
matp2 (id,1,k-1)

(=2)*(1/dx"2+1/dy"2) ;

matp2 (id, 1, k-1)

end
if dp(i-1,3,k-1,1)

1

(ro/dt)* ((u2(i,j, k-1)-

(ro/dt)* ((u2(i,j, k-1)-

u2(i-1,3, k-

(1/dx"2) *dp (i+1,7, k-

(1/dx"2);

(1/dy"2);

(1/dy"2);

u2 (i-1,73, k-

(1/dx”2) *dp (1i+1, 7, k-
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id2 = dp(i-1,3,k-1,2);

matpl (id, id2,k-1) = 1/dx"2;
else

matpl (id,id, k-1) = matpl (id, id, k-1) + (1/dx"2);
end
if dp(i,j+1,k-1,1) ==

id2 = dp(i,Jj+1,%k-1,2);

matpl (id, id2,k-1) = 1/dy"2;
else

matpl (id,id, k-1) = matpl (id, id,k-1) + (1/dy"2);
end
if dp(i,j-1,k-1,1) == 1

id2 = dp(i,3j-1,k-1,2);

matpl (id, id2,k-1) = 1/dy"2;

else
matpl (id,id, k-1) = matpl (id, id, k-1) + (1/dy"2);
end
end
end
P2 (:

; 2, k=1) = inv(matpl(:,:,k-1))*matp2(:,:,k-1);
i = degi:l:nosx
for j = 1l:1:degj-1

id = dp(i+1,j+1,k-1,2);

p3(i,j,k) = p2(id,1,k-1);

p(iljlk) = p3(iljlk)+p(iljlk_l);

for

end
for i = 1l:1:nosx
for j = degj:1l:nosy
id = dp(i+1,3j+1,k-1,2);
p3(i,3j,k) = p2(id,1,k-1);
p(irjrk) = p3(irjrk)+p(irjrk_l);
end
end
for i = degi:l:nosx
for j = 1:1:degj-1
campop (nosy-j+1,1i,k-1) = p(i,j,k);
end
end
for i = 1l:1:nosx
for j = degj:l:nosy
campop (nosy-j+1,1i,k-1)
end
end
for i = 2
for j
u

p(irjrk);

:1:nosx
= 2:1l:nosy+1l
(i,9,k) = u2(i,3,k-1) - (dt/ro)* ((p3(i,3-1,k)-p3(i-1,7-
1,k))/dx);
end
end
for 1 = 2:1:nosx+1
for j = 2:1:nosy
v(i,j, k) = v2(i,j,k-1) - (dt/ro)* ((p3(i-1,7,k)-p3(i-1,7-
1,k))/dy);
end
end
for 1 = 2:1:nosx+1
v(i,nosy+l,k) = 0;
end



for i = 2:1:degi
v(i,degj,k) = 0;

end

for i = degi+l:1:nosx+1
V(irlrk) = 0;

end
for j = degj+l:1l:nosy+1
v(l,3,k) = - v(2,3,k);
end
for j = 2:1:degj-1
v(degi,j, k) = - v(degi+l,j,k);
end
for j = 2:1:nosy+1
v (nosx+2,3,k) = v(nosx+1l,7j,k);
end
for j = degj+l:1l:nosy+1
u(l,j,k) = uzero;
end

for 3 = 2:1:deqgj
u(degi,j, k) = 0;

end
for j = 2:1:nosy+1
u(nosx+1l,7j,k) = u(nosx,j,k);
end
for 1 = 2:1:nosx
u(i,nosy+2,k) = - u(i,nosy+l,k);
end
for i = 2:1:degi-1
u(i,degj,k) = -u(i,degj+l,k);
end
for i = degitl:nosx
u(i,1,k) = -u(i,2,k);
end
for 1 = 1:1:nosx

for j = degj:l:nosy
velu(i,j,k-1) = (u(i+1,j+1,k)+u(i,j+1,k))/2;
velv(i,j,k-1) = (v(i+l,3+1,k)+v(i+1,73,k))/2;
end
end
for i = degi:l:nosx
for j = 1:1:degj-1
velu(i,j,k-1) = (u(i+l,3+1,k)+u(i,j+1,k))/2;
velv(i,j,k-1) = (v(i+l,3+1,k)+v(i+1l,3,k))/2;
end
end
quiver (POSX, POSY,velu(:,:,k-1),velv(:,:,k-1));
axis('equal')
title('velocidade')
M(k-1) = getframe;
end
movie (M)
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