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MOURA, F. R., Ideais algébricos de aplicacoes multilineares e polinomios homogéneos.
2014. 100 p. Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Resumo

O principal objetivo desta dissertacao ¢ estudar os ideais de aplicacoes multilineares e
polinémios homogéneos entre espagos vetoriais. Por um ideal entendemos uma classe de
aplicagoes que é estavel através da composicao com operadores lineares. Primeiramente
estudamos as aplicacoes multilineares e os espagos de aplicacoes multilineares. Mostramos
também como obter, a partir de uma aplicacao multilinear dada, outras aplicagoes com
graus de multilinearidade maiores, iguais ou menores que o da aplicacao original. Em
seguida estudamos os polindmios homogéneos e os espagos de polindbmios homogéneos,
e mostramos que, a partir de um polinomio n-homogéneo, também podemos construir
novos polinomios homogeéneos com graus de homogeneidade maiores, iguais ou menores
que n. Posteriormente estudamos os ideais de aplicagoes multilineares, ou multi-ideais,
e os ideais de polinomios homogéneos, exibindo varios exemplos e apresentando métodos
para se obter um multi-ideais, ou ideais de polinomios, a partir de ideais de operadores
lineares dados. Por fim, definimos e exibimos varios exemplos de multi-ideais coerentes e
de ideais coerentes de polinomios.

Palavras-chave: espacgo vetorial, aplicagoes multilineares, polinomios homogéneos, ideais
de operadores, multi-ideais, ideais de polinomios homogéneos, ideais coerentes.
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Moura, F. R., Algebraic ideals of multilinear mappings and homogeneous polynomials.
2014. 100 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this dissertation is the study of ideals of multilinear mappings and
homogeneous polynomials between linear spaces. By an ideal we mean a class that is
stable under the composition with linear operators. First we study multilinear mappings
and spaces of multilinear mappings. We also show how to obtain, from a given multilinear
mapping, other multilinear mappings with degrees of multilinearity greater than, equal
to or smaller than the degree of the original multilinear mapping. Next we study ho-
mogeneous polynomials and spaces of homogeneous polynomials, and we also show how
to obtain, from a given n-homogeneous polynomial, other polynomials with degrees of
homogeneity greater than, equal to or smaller than the degree of the original polynomial.
Next we study ideals of multilinear mappings, or multi-ideals, and ideals of homogeneous
polynomial, or polynomial ideals, giving several examples and presenting methods to ge-
nerated multi-ideals and polynomial ideals from a given operator ideal. Finally we define
and give several examples of coherent multi-ideals and coherent polynomial ideals.

Keywords: linear space, multilinear mappings, homogeneous polynomials, operator ideals,
multi-ideals, polynomial ideals, coherent ideals.
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INTRODUCAO

O objetivo desta dissertacao é apresentar, em detalhes, a teoria algébrica subjacente aos
estudo de ideais de aplicacoes multilineares e polinomios homogéneos entre espacos de
Banach.

Historicamente, os fatos remontam a década de 1960 com a redescoberta dos tra-
balhos de A. Grothendieck, quando ficou evidente a importancia de se estudar classes
especiais de operadores lineares continuos entre espagos de Banach. Foi apenas no final
da década de 1960 que as ideias de Grothendieck da década de 1950 comecaram a ser
melhor compreendidas e reescritas de forma mais acessivel, principalmente com traba-
lhos de J. Lindenstrauss, A. Pelczynski e A. Pietsch, entre outros. Um dos resultados
dessa “redescoberta” foi a formalizacao, por A. Pietsch, da teoria abstrata de ideais de
operadores no livro [14].

Na esteira do sucesso da teoria de ideais de operadores, em 1983 o proprio Pietsch
esbogou em [15] uma generalizagdo da teoria para o caso de aplicagoes multilineares,
que rapidamente foi adaptada também para polindomios homogéneos. Nas ultimas duas
décadas muitos avancos tém sido obtidos na teoria de ideais de polinomios e de aplicagoes
multilineares entre espagos de Banach e muitos caminhos tém sido abertos para futuros
trabalhos.

Os objetos de estudo desta teoria sao espagos de Banach e aplicagoes multilineares
continuas e polinomios homogéneos continuos entre eles. Como pano de fundo que da
sustentacao a teoria, estao os espacos vetoriais e as aplicagoes multilineares e os po-
linobmios homogéneos entre eles. E desse background algébrico que trata esta dissertacao.
A ideia é apresentar, em detalhes, os conceitos, muitos exemplos ilustrativos, os princi-
pais resultados, suas demonstragoes, tudo isso em relacao aos aspectos algébricos da teoria
de aplicacoes multilineares e polindmios homogéneos entre espacos vetoriais. O objetivo
central é que o leitor adquira todos os pré-requisitos algébricos necessarios para o estudo
da teoria de aplicagoes multilineares continuas e polinomios homogéneos continuos entre
espacos de Banach.

Passamos agora a descrever os contetidos desenvolvidos no trabalho. O primeiro
capitulo é dividido em cinco segoes. Na primeira definimos aplicagoes multilineares e
apresentamos alguns exemplos iniciais, tais como as aplicagoes multilineares de tipo finito



e as aplicacoes multilineares de posto finito. Ainda nesta secao estudamos os espagos
de aplicagoes multilineares e apresentamos alguns teoremas de isomorfismos, que serao
utilizados no decorrer do trabalho. Na segunda secao estudamos a classe das aplicagoes
multilineares simétricas, suas principais propriedades e também o subespago formado por
tais aplicacoes. Terminamos esta se¢ao provando a Férmula de Leibniz e a Formula de
Polarizacao. As trés ultimas secoes deste primeiro capitulo foram dedicadas a técnicas
de manipulacao de aplicagoes multilineares, com o objetivo de, a partir de uma aplicagao
n-linear, obter novas aplicacoes k-lineares para k <n, k =n e k > n.

No segundo capitulo estudamos os polindomios homogéneos. Na Secao 2.1 exibimos
alguns exemplos, entre eles os polindmios homogeéneos de tipo finito e os polinomios ho-
mogéneos de posto finito. Em seguida mostramos que todo polinomio homogéneo definido
em um espaco vetorial de dimensao finita é de tipo finito. Posteriormente, verificamos
que um mesmo polinémio pode ser gerado por diferentes aplicagoes multilineares. E, mais
ainda, que se nos restringirmos a aplicagoes multilineares simétricas, vale a unicidade da
aplicagao multilinear que gera um dado polindmio homogéneo. Mostramos também que
o espago vetorial dos polindmios m-homogéneos de E a valores no espaco dos polinomios
n-homogéneos de E em F contém uma cépia isomorfa do espaco dos polinémios (m + n)-
homogéneos de E em F. A semelhanca do que foi feito no Capitulo 1, nas segoes 2.2,
2.3 e 2.4 mostramos como construir, a partir de um polinomio n-homogéneo dado, outros
polinomios k-homogéneos para k <n, k=nek > n.

No terceiro capitulo estudamos os ideais algébricos das aplicagoes multilineares, que
sao classes de aplicagoes multilineares que sao estaveis através da composigao por opera-
dores lineares. Mais precisamente, se A é uma aplicacao n-linear pertencente a classe, e
uy,...,Uy,, €t sao operadores lineares, entao a aplicacao n-linear

toAo (up, ..., up)

também pertence a classe, desde que, é claro, os dominios e contra-dominios sejam com-
pativeis com a composicao. Na Secao 3.1 formalizamos esta definicao e exibimos alguns
exemplos, aproveitando os exemplos estudados no Capitulo 1 e também apresentando no-
vas classes, tal como a classe das aplicacoes multilineares de posto enumeravel. Provamos
também que a classe das aplicagoes de posto menor ou igual a k, onde k£ € N, nao é um
multi-ideal. Nas trés ultimas secoes deste capitulo apresentamos trés métodos para gerar
multi-ideais a partir de ideais de operadores, a saber, o método da fatoragao, o método
da linearizagao e os multi-ideais de composicao.

No quarto capitulo estudamos os ideais algébricos de polinomios homogéneos, que sao
classes de polindmios homogéneos que sao estaveis através da composigao por operadores
lineares. Mais precisamente, se P é um polindmio n-homogéneo pertencente a classe, e u
e t sao operadores lineares, entao o polinomio n-homogéneo

toPou

também pertence a classe, desde que, é claro, os dominios e contra-dominios sejam com-
pativeis com a composicao. Na secao 4.1 formalizamos esta definicao e exibimos alguns
exemplos, aproveitando os exemplos estudados no Capitulo 3 e também apresentando no-
vas classes, tal como a classe dos polinomios homogéneos de posto enumeravel. Na Secao



4.2 estudamos duas maneiras de se gerar ideais de polinomios a partir de multi-ideais.
E nas segoes 4.3, 4.4 e 4.5 adaptamos o estudo feito no Capitulo 3 para apresentar trés
métodos de gerar ideais de polinomios a partir de ideais de operadores, que sao os métodos
da fatoracao, da linearizacao e os ideais de composicao.

O 1ltimo capitulo tem o objetivo de unificar os conteidos dos capitulos anteriores.
Aplicamos o contetudo das trés ultimas se¢oes do Capitulo 1, onde aprendemos aumentar
e diminuir o grau de uma aplicagao multilinear, aos multi-ideais, estudados no Capitulo 3.
A ideia é a seguinte: dado uma aplicacao multilinear A pertencente ao multi-ideal M, serd
que aumentando ou diminiuindo o grau de multilinearidade de A, de acordo com o que
fizemos no Capitulo 1, as aplicagbes multilineares resultantes continuam pertencendo ao
multi-ideal M? Os multi-ideais que satisfazem esta propriedade sao chamados de multi-
ideais coerentes e sao o objeto de estudo da primeira secao deste ultimo capitulo. Analo-
gamente, aplicamos o conteido das trés ultimas secoes do Capitulo 2, onde aprendemos
aumentar e diminuir o grau de um polinomio homogeéneo, aos ideais de polinomios, estu-
dados no Capitulo 4. A ideia é a seguinte: dado um polinomio homogéneo P pertencente
ao ideal de polinomios Q, serd que aumentando ou diminiuindo o grau de homogeneidade
de P, de acordo com o que fizemos no Capitulo 2, os polinomios homogéneos resultantes
continuam pertencendo ao ideal de polindmios Q7 Os ideais de polinomios que satisfazem
esta propriedade sao chamados de ideais coerentes de polinomios e sao o objeto de estudo
da segunda segao deste ultimo capitulo.

Uma caracteristica importante desta dissertacao é que apresentamos os detalhes das
demonstragoes de varios resultados que sao tidos como folclore, mas cujas demonstragoes
nao aparecem explicitamente na literatura ou sao muito dificeis de serem encontradas.

Fernanda Ribeiro de Moura
Uberlandia-MG, 28 de maio de 2014.



CAPITULO 1
APLICACOES MULTILINEARES

O intuito deste capitulo é apresentar a teoria basica de aplicacoes multilineares entre
espagos vetoriais, aplicagoes multilineares simétricas e exibir alguns exemplos ilustrativos.
Uma parte importante do capitulo consiste na analise de como ¢é possivel se movimentar
dentro da classe das aplicagoes multilineares no sentido de manter, aumentar ou diminuir
o grau de multilinearidade.

1.1 Definicao e exemplos de aplicagcoes multilineares

Nesta secao as principais referéncias utilizadas foram as dissertagoes [1], [2] e [17].

Definigao 1.1.1 Sejam n € N, E,..., E, e F espacos vetoriais sobre o corpo K (R ou
C). Dizemos que uma aplicagao A: Ey x - -+ x E, — F é n-linear (ou multilinear) se é
linear em cada uma das suas variaveis, isto é,

Alxy, . oo+ Al o xn) = Az, o @y ) + ANA(T, 2k, 1),

para quaisquer z;,x; € F; com i =1,...,ne A € K. Se FF = K dizemos que A é uma
forma n-linear (ou forma multilinear).

O conjunto de todas as aplicagoes n-lineares de £y x --- x E, em F' sera denotado
por L(Ey,...,E,; F). Se F = K denotamos L(Ey, ..., E,;K) por L(Ey, ..., E,). No caso
em que £ = E)} =--- = F, escrevemos L("E;F). Eno caso em que £ = E; =--- = F,

e F = K escrevemos L("E). Se n = 1 utilizamos a notagao usual L('FE; F) = L(E; F)
para o espaco das tranformagoes lineares de ' em F. E nocasoem quen=1e FF' =K
escrevemos L(E;K) = E* e chamamos este espago de dual algébrico de E.

Definimos agora duas operagoes no conjunto L(Ey, ..., E,; F') que o tornam um espago
vetorial sobre K:
1) A cada par de aplicagoes n-lineares A, B € L(Ey, ..., E,; F) fazemos corresponder

a aplicagao n-linear A+ B € L(Ey, ..., E,; F') definida por:

A+ B: Fy x--- X E, — F,
(A4 B)(x1,...,2n) = Az, ..., 2n) + Bz, ..., 25).

4



2) A cada escalar A € K e cada aplicagdo n-linear A € L(Fy,..., E,; F) fazemos
corresponder a aplicacdo n-linear AA € L(FEy, ..., E,; F') definida por:

M: Ey x---x E, — F;
ANA) (21, ... ) = AA(xq, ..., )
Contas elementares mostram que as operacoes acima estao bem definidas, isto é, A+ B
e M pertencem a L(Ey, ..., E,; F'), e que este conjunto se torna um espago vetorial sobre

K com essas operagoes.
Agora daremos alguns exemplos iniciais de aplicagoes multilineares.

Exemplo 1.1.2 Sejam ¢, € E},...,p, € E’ e b € F. Definindo,

1R R, Rb: By X+ X E, — F;
P1® @ Pp ®b(x1,. .., Tn) = @1(21) - P2(T2) - - pu(@n) - b,

temosgol®---®30n®b€L(El,---,EnSF)-
De fato, dados z;, 2, € By, i =1,...,ne A € K|

01 R QP @by, ... 1+ A1 Ty) gol(xl) i+ A2) - o () - b
@i(z1) - i) + Api(x5)] - - pn(n) - b
e1(z1) - pil@i) - pn(zn) - b

+ @1(z1) - Api( ) “on(@n) - b

= p1(w1) - i) - - pnln) -

+ Apr(z1) - i ) “on(Tn) - b

=R R, Qb(xy, . Xy Ty
+Ap1 @ R, @b(xy,. .. 2. Ty).

Portanto 1 ® -+ ® ¢, @b € L(Fy, ..., E,; F).

O conjunto de todas as aplicacoes n-lineares geradas por multilineares deste tipo serd
denotado por L;(Ey, ..., E,; F'). Seus elementos sao chamados de aplicagoes multilineares
de tipo finito. Assim, A € L¢(E\, ..., E,; F) se, e somente se, existem um nimero natural
k € N, funcionais lineares p;; € E7, e vetores b; € F', j =1,...,n,i=1,...,k tais que

A=) "01i® @ pn @b

Como Ls(Ey,...,E,; F) é o espaco gerado por multililineares de tipo finito, ou seja,
Li(Ey, ..., By F) =span{p1 ® - @, @by be Fegp; € £, j=1,...,n},

segue que L¢(Ey, ..., E,; F) ¢é subespaco vetorial de L(E}, ..., E,; F).

Exemplo 1.1.3 Sejam A € L(E;,...,E,) e b€ F. Definindo

ARb: By X --- X B, — F
ARb(xy,...,xn) = Alxy,...,2n) - b

5



temos A®be L(Ey,...,E,; F).
De fato, dados z;, 2 € E;, i =1,...,ne A € K, temos

ARb(xy, ...,z + A2, o ) = Alxy, o x + AT, 1) 0 b
=[A(z1,..., @i Tn) F ANA(Ty, T )] b
= A(xy, . Ty ) b+ ANA(Ty, 2 T,) b

=ARb(x1,... T ) FAARD(x, .. T ).

Portanto A® b € L(Ey,...,E,; F).

O conjunto de todas as aplicagoes n-lineares geradas por multilineares deste tipo sera
denotado por Lz (FE, ..., E,; F). Seus elementos sao chamados de aplicagoes multilineares
de posto finito. Assim, A € Lx(E,...,E,; F) se, e somente se, existem um ntmero
natural k£ € N, formas multilineares Ay,..., Ay € L(Ey,..., E,) e vetores by,..., b, € F
tais que

k
i=1

Como Lx(Ey,...,E,; F) é gerado por multilineares de posto finito, ou seja,
Lr(Ey,...,Ey F)=span{A®b;Ac L(F,...,E,) ebe F},

segue que Lz(Ey,...,E,; F) é subespago vetorial de L(Ey,..., E,; F). E imediato que
Denotaremos F(E; F) o conjunto de todos os operadores lineares de posto finito de £
em F.

Observacao 1.1.4 Dado uma aplicaciao A € L("E; F'), é facil verificar que A € Ly ("E; F)
se, e somente se, o subespaco gerado pela imagem de A tem dimensao finita. Isso justifica
o termo aplicacao multilinear de posto finito.

O isomorfismo entre espacos de aplicagoes multilineares que apresentamos no resultado
a seguir sera muito 1til ao longo desta dissertacao.

Teorema 1.1.5 Sejam E ..., E,, 1y, I espagos vetoriais com m,n € N e
A€ L(Ey,...,Enin; F). A aplicagao

Vin: L(E1, oo By Eiy o oo s By F) — L(Ey, oo B (Bt - - oy By F))

onde
Vin(A): By X -+« X By — L(Epq1, - o By F)

é definida por
Vi (A) (@1, - o o) (T 1y -+ s Tongn) = A(X1, - o0y Tingn),s

e constitui um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(E1, ..., Eyin; F) €
L(Ey,....,En; L(Epnit, -y Epyn; F))



Demonstracao. Para mostrarmos que V,,, estd bem definida, devemos mostrar que
Vion(A) (21, ..., Tm) € L(Epmi1, ..., Epsn; F) para toda aplicagdo (m + n)-linear A €

L(Ey,...,Epin; F)etodos zj € Ej, j=1,...,m. Paraisso, sejam j € 1,....n, Ty €
Epiise o Zmtjy Ymsi € Emtjy ooy Tmgn € Epyn e A € Ko Entao
Vi (A) (1, - o o) (Tt 1s - -+ Tonj + AUmtgs - - > Tonn)
= A1, Ty Tont 1y - -+ s Tty + AYmtjy - -« s Tintn)
= A(Z1, .o Ty Tt 1s - Tty - -+ s Tt
+ AA(T1, o Ty T 1y - - s Ymbj - - - s Tntn)
= Vinn(A) (@1, - s ) (Tont1s - - oy Tontgs - -y Tintn)

+ AVon(A) (@1, - s ) (Tt 1y - -+ Ymtgo - - - s T -

Portanto, Vi, n(A)(z1, ..., %m) € L(Ept1, ..., Epini F).
Vejamos agora que V,, ,,(A) é m-linear. Paraisso,sejamj=1,...,m, 1 € Ey,...,x;,y; €
Ej, ...,z € Ey e A € K. Entao

Vi (A) (@1, - A, o T ) (Tt - - o s Tpgn) =

= A1, ..., 2+ AYjy oo, Tony Tt 1y - - - 5 L)

=A(x1, .., Tjy o Ty Tt s - - - Tntn)
FAA(T1, Yy Ty Tt 1y - - - 5 Tntn)

= Vin(A) (@1, .., T, oo T) Tty -+ Tonin)

+ AV (A) (@1, Yo T) (Tt - o Tt -
Portanto, V,, ,(A) é m-linear.

Vejamos que V,, ¢ linear. Sejam A, B € L(Ey,...,Enin;F), A € Kex; € Ej,
j=1,...,m+n. Entao

Vinn(A+AB) (21, - o, ) (Tt 1s - - s Tonn) = (A+AB) (21, ..o, Tt
= A(z1,. . Tonan) + AB(Z1, ..o, T
= Vinn(A) (@1, .oy 20) (Timt1s - - o Tintn)
+ AV (B) (@1, - ooy ) (Tnt1s - -+ s Tintn)
= (Vinn(A) + AV (B) (@1, -« Zon) (Tt 1y - -+ s T s

para todos z; € E;,j = 1,...,m+n.. Assim V,, ,(A+ AB) = V,,,(4) + AV, (B).
Portanto V,, ,, ¢ linear.

Verifiquemos agora que a transformagao linear V,,,, ¢ injetora. Para isso seja A €
L(Ey, ..., Epin; F) tal que V,, ,(A) = 0. Entao V,,,(A4)(21,...,2,) = 0 para todos
x; € By, j=1,....,m. Entao, V;,, ,(A)(z1, .., Tm)(Tmt1, - - -, Tmsn) = 0 para todos z; €
E;, j =1,...,m + n. Isso mostra que A(x1,...,Tm4n) = 0 para quaisquer z; € Ej,
j=1,...,m+mn, e portanto A = 0. Segue que V,, ,, é injetora.

Por fim, provemos que V,,,,, é sobrejetora. Dada uma aplicagao m-linear
Be L(Ey,...,Epn; L(Epnit, ..., Epnin; F)), defina

A By x ... X By — F,
A1,y Tpn) = B(x1, o ) (@1 -+ - T -
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Da n-linearidade da aplicacdo B(z1,...,z,,) para todos z; € Ej,j = 1,...,m, e da
m-linearidade de B segue facilmente que A é (m + n)-linear. Além disso, observe que

Vi (A) (@1, - o o) (Tt 1y - - - Tngn) = A(T1, -0, Tin) = B(@1, -, 200) (Tnt1s - - - Tongen) s

para quaisquer z; € E;, j =1,....,m +n. Assim V,,, ,(A) = B. Portanto V,,,, é sobreje-
tora. E, consequentemente, um isomorfismo. m

1.2 Aplicacoes multilineares simétricas

Estudaremos nesta secao uma classe de aplicacoes multilineares que tem interesse em si
mesma e que serd essencial no estudo dos polinomios homogeéneos que sera feito a partir
do Capitulo 2.

Nesta sec¢@o nos inspiramos nas dissertacoes [1] e [2].

Defini¢ao 1.2.1 Denotaremos por S,, o grupo das permutacoes do conjunto {1,...,n},
ou seja, o conjunto de todas as bije¢oes de {1,...,n} em {1,...,n} munido da operagao
de composicao de funcoes.

Como o nome ja indica, uma aplicagao multilinear sera simétrica se o valor assumido
nao depende da ordem em que as variaveis aparecem. Para isso ter sentido é necessario
que os espagos do dominio sejam o mesmo, isto é, By = --- = FE,,.

Definigao 1.2.2 Uma aplicagao multilinear A € L("E; F') é simétrica quando
Ay, .. ) = Ao, - -5 Ton))

para todos z1,...,x, € E e toda permutacao o € S,. Vamos denotar por L*("E; F) o
conjunto de todas as aplicagdes multilineares A € L("F; F') que sao simétricas.

Exemplo 1.2.3 Sejam E e F' espacos vetoriais, n € N, ¢ € E* e b € F. Usando a

notacao do Exemplo 1.1.2, é imediato que a aplicacao n-linear p® ) ®p ® b ¢é simétrica.
Por outro lado, é facil ver que a aplicacao

AR xR? — R, A((z1,11), (22, 12)) = 2132,
é bilinear. Mas A nao é simétrica:
A((1,0),(0,1)) =1# 0= A((0,1),(1,0)).
Vejamos que é sempre possivel simetrizar uma aplicacao multilinear:

Definicao 1.2.4 Para cada A € L("E; F'), definimos A°: E" — F por

s 1
A (331, e ,]}n) = H Z A($U(1), . ,:L‘U(n))

) O'ESn

para todos z1,...,x, € E.



Para provar que A® é simétrica utilizaremos o
Lema 1.2.5 Sejamn € N eo € S,,. Entao {c0d:0 € S,} =S

Demonstragao. E claro que g o € S, para toda permutacao o € S, uma vez que a
composicao de funcoes bijetoras é bijetora. Seja agora S € 5,,. Como .S, é um grupo,
existe 071 € S, tal que 07! o 0 = identidade. Logo 0= 103 € S, e

B=co(ctoB)e{so0d:6€8,}.
[
Proposicao 1.2.6 Sejam A, B € L("E; F) e A\ € K. Entdo
(a) A* € L*("E; F).

(b) A% = A se, e somente se, A € L*("E; F).
(c) (A7) =A%,

(d) A(z,...,z) = A%(x,...,z) para todo x € E.
(e) (A+ AB)* = A° + \B°®.

(f) A transformagdo

¢: L("E; F) — L*("ES F) , ¢(A) = A%,
estd bem definida, é uma projecao linear e ¢(L("E; F)) = L*("E; F).
Demonstragao.

(a) B facil verificar que A* é n-linear. Para cada v € S,, usando o Lema 1.2.5 temos

. 1
fl(fvuw---7wia)=:;ﬁ D Aoty - Totyn)

O’ESn
] Z Al@p), -+ Tpew)
BESn

= A%(z1,...,x)

para todos x1,...,z, € E. Portanto A* € L*("E; F).

(b) Suponha que A®* = A. Pelo item (a) temos A* € L*("E;F). Logo A = A® €
L*("E; F).
Reciprocamente, suponha que A € L*("E; F'). Entao A(z1,...,%,) = A(Ze(1)s - - - Tom))
para toda permutacao o € S,,. Assim,

s 1
A (xl, e ,xn) = E Z A(%U(l), c. ,l’g(n))

O'Gsn
1
- E Z A(Jfl, an)
O’GSn
n!
- EA(:L‘M 7xn) = A(x17 ,l’n)

para todos z1,...,z, € E. Portanto A®* = A.



(c) Por (a) temos A® € L*("E; F), e por (b) segue que (A%)° = A® pois A* € L*("E; F).

(d) Dado x € E, para cada 0 € S, e cada j € 1,...,n, defina z,(;) = x. Entao

A(z,... x) = A%(21,. .., 2p) = ] Z A(To1), - Tom))
’ oESy
1
= EE j{: [1Ct, 7x)
oESy
n!
= EEZ4($, 71» ::[4(x7 7x)

(e) Dados z; € E,i=1,...,n, tem-se

s 1
(A+AB) (@1, 0) = — S (A4 AB)(Eoqry - To)

" o0€S,
1
= —' [A(Io'(l)y 3 xo—(n)) + )\B(Q:U(l), 7IO'(TL)>:|
0ESn
1 1
— —|A(SE0—(1), Ce ,J}U(n)) + )\ Z mB(JJU(lﬁ 71‘0.(”))
chSn O'ESn

= A%(x1,...,x,) + AB%(21, ..., 2,)
= (A°+ AB°)(x1, ..., 2,).

Portanto (A + AB)® = A® + AB”.

(f) ¢ estd bem definida pelo item (a), é linear pelo item (e), é uma projegao pelo
item (b), a inclusao ¢(L("E; F)) C L*("E; F) segue do item (a) e a igualdade
O(L("E; F)) = L*("E; F) segue do item (b).

B
Coroléario 1.2.7 L*("E; F) ¢é subespaco vetorial de L("E; F).

Demonstragao. Segue da Proposi¢ao 1.2.6(f) pois a imagem de uma transformagao
linear é subespago vetorial do contradominio. m

Observe que a definicao de aplicacao simétrica faz sentido para qualquer funcao de E”
em F, e nao apenas para aplicacoes multilineares entre espacos vetoriais. Tendo isso em
mente, o resultado a seguir facilita, muitas vezes, o trabalho de provar que determinada
aplicagao é multilinear.

Proposicao 1.2.8 Seja A: E™ — F uma aplicacdo entre espacgos vetoriais tal que:
(i) A € simétrica.
(ii) A € linear na primeira coordenada.

Entao A é n-linear.
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Demonstragao. Sejam x;,y; € F;i=1,...,ne A € K. Entao

ATy, oz + iy oo ) ¢ AT + ANYiy T1y oo T, Tig 1y - -5 Tp)
@ AT, 1, o 1, T, oy Ty)
+ AAYi, T1y e T, Tig 1y e -5 Tp)
gA(xl,...,wi,...,a:n)+)\A(:Ul,...,yi,...,;1:n),
provando que A é n-linear. m

Terminaremos este estudo inicial das aplica¢coes multilineares provando a Foérmula de
Leibniz e a Férmula de Polarizacao. Para isso precisamos fixar algumas notacoes.

Definicao 1.2.9 Para cadan € N e cada a = (aq,...,q,) € N, definimos
lal=a1+ -+ a,eal =al !

Defini¢ao 1.2.10 Seja A € L(™E; F). Dados (z1,...,2,) € E" e a = (aq,...,q,) € NJ
com |a| =y + -+ + a,, = m, definimos
Azt oat = Alwy, @) my, .  x,, @0 2.
Lema 1.2.11 Sejam A € L*(""E;F) ex € E. Entdo a aplicagdo
B: Em — F;
B<y17"'7ym) :A(I‘7y1,...,ym)

é m-linear e simétrica.

Demonstragao. Vejamos que B ¢ linear na primeira coordenada. Para isso sejam
YL, Y, Y2y - - Ym € E e A € K. Como A é multilinear , temos

B(yr + M, vz, - ym) = Az, yn + AY1, Yo, -, Um)
= A(xaylayZ cee 7ym) + AA(%Z/LZJ% L 7ym)
= By1, Y2, - Ym) + AB(Y1, Y2, - -, Um)-

Vejamos agora que B ¢é simétrica. Dada uma permutacao o € S,,, para todos
Y, Ym € E, (x,91,...,ym) é uma reordenagao de (z,Ys(1),---,Yo(m)). Como A é
simétrica, temos

B(ya(l)v s aya(m)) = A(ZL‘, Yo(1)s - - - 7ya(m)) = A(ZL‘, Y- - 7ym) = B(yla s 7ym),
o que prova que B é simétrica. Da Proposicao 1.2.8 segue que B é m-linear. m
Teorema 1.2.12 (Férmula de Leibniz) Sejam FE, F' espagos vetoriais sobre K e A €
L*(™E; F). Entao
m m! o (677}
Az + -+ a,)" = Z JAxll---xn
a€eNg, |a|l=m

para todos n € N e quaisquer z1,...,x, € F
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Demonstragao. A demonstracao sera feita por inducao sobre m € N. Vejamos que a
formula desejada vale para param = 1. Neste caso A é linear e, dadosn € Ne xq,...,x, €
E, os tnicos a € Nj tais que |o| = 1 séo (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1).
Dessa forma,
.,
A+ +an) = A(m) + -+ Alzn) = Y — Az

aeNg, |a|=1

Suponhamos agora que a formula desejada seja valida para um certo m € N, ou seja, para
toda aplicagao m-linear simétrica B € L*(™FE; F') vale que

QAn

m!

a€eNg, |al=m

para todos n € N e xq,...,x, € E. Provemos que a formula vale para m + 1. Para isso
sejam A € L*("'E;F), me€ Ne zy,...,z, € E. Como x; + -+ + x, € E, podemos
definir
Alxy+ -+ +x,): E™ — [
A($1++l’n)(y1,,ym) ZA(961+~~~+:cn,y1,...,ym)-

Pelo Lema 1.2.11 temos que A(zy + -+ - + x,) é¢ m-linear e simétrica. Além disso,
Ay a,)™ ™ = Al Ay, D o 4y, = A(w Ay (@4 ay,)™

Como A(xq + -+ + x,) € L*(™E; F), pela hip6tese de inducao temos (para simplificar,
escrevemos |a| = m no lugar de o € N, |a| = m)

Al d o))" = Ay + - a2+ 2y,

m)! o N
—A(@y + -t ag)aft e
(6%

m!
= JA(xl o my) (g, O 2y, L, ) )
lajJ=m
m!
= JA([L’l +o g,z O T, g, ) 2y,
laj=m
m!
= J[A(xl, x1, 00 1y, 2,02 ag Ly, O 1)
laj=m
o A,y @)y, 02 2y, @) 1)
m! o
_ 1+1 o @ a1 ao+1 [e a1 Q9 an—1_op+1
= J(Aml x5yt + Axftag? et e Ay e )
laj=m
m)!
= — Azt -+ E Ax‘fl R AR T
a!

laj=m

5
I
3
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Para cada o = (ay,...,a,) € NI com |a| = m, defina & = ( fi), . ,@(f)) € Ny onde
BJ(-Z) :04¢+1sei:jeﬁ§z) = a; se i # j, para todos 4,7 = 1,...,n. Assim,

B9 =817 4+ B0+ B0 + B 4 Y
:Oél+"‘+Oé7;71+ai+1+04i+1+"'+06n
:(a1+..+an)+1:m+1

Logo, mantendo a notacio simplificada |3| = m + 1 no lugar de 8 € Ng*', |B] = m + 1,
segue que

§ : m! o o
A(xl‘{‘"'—l—$)m+1: A A
' 1 1 1 1 ;
18D |=m+1 (ﬁ§ ) _ 1)'Bé .. 57(1 )
m' /8<2) 13(2) @
* Z 2)), A2 —Awt e
182 |=m+1 Bf )!( § ) _ n!-- . B
m! o .
ol Ty B BB — 1))
§ m)!
B AxPt ... ZC’B"
S RN | 1 n
B=(B1;--,8n),|Bl=m+1e B1>1 (Br = 1)!1B2! -+ - B!
DS o
B=(B1,sBn),|Bl=m+1 e B221 Pit(Be = 1)t B!
!
* . i Azl g

l... | _ |
B=(B1,...Bn),|Bl=m+1e B >1 Bulee Bl (Bn — D!

o prm! 1 Bn
S DI V7 Ape n i

|Bl=m+1e B1>1

B2m! 1 Bn
T

|Bl=m-+1e Bo>1

ﬁnm! 1 Bn
M DI e i

|Bl=m+1e Bn>1

Note que
m! m!
2 ﬁTﬁl gt el = = ) ﬁTﬁn gt =0,
|B|=m+1e 1=0 I e |B|=m~+1e Br=0 L e
Portanto podemos considerar as somas incluindo os casos f; = -+ = 5, = 0. Assim,
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|
Az + -+ x,)™H = Z ﬁﬂlm Aa:11~~ ahn 4.
1

|B|l=m—+1
+ Axt e
|5§+161!'”ﬁ”! 1
BilBal - By ' "
|Bl=m+1
= > 51!...5|A1 Tn
|B=m-+1

Proposigao 1.2.13 (Férmula de Polarizacao) Sejam E, F espagos vetoriais sobre K e
Ae L*("E; F). Entao

1
Az, o) = —om Y eremAlro + a1z + o Ept)”
’ gi==%1

para quaisquer x; € E/, com j =0,1,...,m.

Demonstracao. Pela Formula de Leibniz, temos

m!
m (0% (0% (6%
Alzg+ e+ + epmen)” = E — |Ax00(51x1) Lo (emTm) ™
(O ORI 6 7w
laj=m "
Z m)!
g ﬁg?l...&‘%’fﬂAmgo...x%’”’
o= Qp-Q1: Qs
onde a soma ¢é feita sobre todos a = (g, a1, ..., ) € NJ**! tais que |a| = ag + a1 +
ta, =meal =aplog! - ay,! Portanto,
m m! (6 (e} e (e}
— 1 m 0 m
E €1- Alzg+ 121+ -+ epmam)" = E E1 Em - E PRI AxgO - x
81—:|:1 8i::|:1 |a‘:m '
m!
_ E o | oz7 § : ai+1 am+1
— J 1'0 n o, < 5 “ e emm )
la|l=m
a; = 0 para algum 7 = ,m, tem : g; = £1. Dal
Sea; =0 a al 1,. te os»s‘)”rl g; = x1. Dal,
1, 1. i—1+1 it1+1 m
Y et = Y ety ) et
Ep= +1 EkZilgk;ﬁZ
[3 +1 i +1 m
+ E et g T (-1) - g e =0,
€k=:|:1;k7$l
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Logo, para cada i = 1,...,m, se > eMTh...comtl -L 0 entdo a; # 0. Note que se

67;=:|:1
a; # 0 para todo i =1,...,m, segue que a; = 1 para todoi=1,...,m e oy = 0. Logo
a1+1 cu +1 2 2 __ om
E €] : " E elre, =2M
gi==%1 gi==*1
Portanto
m
E €1 I() + 121 +- +€ml’m) =

g;i=*1

|
= E LAISO Oé'm . E €a1+1 . gglm“l‘l
Oé()!(lfl! s O_/m!

|a|=m;3i tal que a;=0

m‘ «@ ai+1 am+1
DI e i (zel-'-sm
(0TSSR IR 6 7

la|=m;0,...,00m 70 ei=%1

— Z LA:U Z gortl L camtl
Oéo'Oél' O4m

|a|=m;an,...,aem #0 e;==1

=m!A(xy,...,x,)2".
Ou seja,

1
A(I’l,...,ﬂjm)zm Z 51"‘€mA(.170‘|‘51331+"‘+€m1’m)m
’ &‘i::l:l

1.3 Aumentando o grau de multilinearidade

Veremos nesta segao como obter, a partir de uma aplicagao multilinear
A:Ey x---x E, — F,

aplicagoes com graus de multilineares maiores que o grau de multilinearidade de A. Ve-
remos também que essa operacao de aumentar o grau de multilinearidade preserva as
operacoes de espacos vetoriais, ou seja, € linear.

A construgao geral (veja Teorema 1.3.2) tem um enunciado muito técnico, que pode
esconder a idéia central. Para ficar claro o que estamos fazendo, comegamos com um
exemplo bem simples, cuja verificagao sera um caso particular do caso geral demonstrado
em seguida.

Exemplo 1.3.1 Sejam FEi, Es, F' espagos vetoriais, ¢ € Ef e u € L(Esy; F'). Definindo

pu: By X By — F}
¢ ®@u(z,y) =) - u(y)

temos ¢ @ u € L(E, Ey; F). Isto é, multiplicando um operador linear por um funcional
linear obtemos uma aplicagao bilinear.

15



Mais geralmente, multiplicando formas multilineares por uma aplicagao multilinear
obtemos uma aplicacao multilinear cujo grau de multilinearidade é a soma dos graus das
formas e da aplicagao que foram multiplicadas:

Teorema 1.3.2 Sejam m € N, ky,... k, € N, Ey, ..., Ex .1k, , F espacos vetoriais.
Considere uma particio do conjunto {1,2,... ki 4+ -+ + ky}:

(1 (1 (2 (2 -(m -(m
T )k VIR o) NUR 1 OO /i) AURPRIUR 1 LN
formada por conjuntos disjuntos 2 a 2 com ji < ji < --- < j; para todot =1,... ,m.
Sejam A; € L(Ejm, ce Ejm; F) para algum i € {1,...,m} e A, € L(Ej(p>, o ,Ej<p)) para
1 k; 1 k
cada p=1,...,m, p#1i. Entao a aplicacdo ’

A1®"'®Am:ElX"'XEk1+...+km—>F;
A1®---®Am(:p1,...,xk1+.“+km) :A1(IE,(1),...,1‘.(1))---Ai(x.(i),...,x.(i))"'
J1 ]kl I Ik,

(3

Am<xj£m), ce ’$j,(€7;>)’

é (k1 + -+ ky)-linear. Mais ainda, a correspondéncia

TA1,~~~,Ai—1,Ai+1,~--,Am : L(Ejy), e Ej/(:-); F) — L(El, e Ek1+-~~+km; F);
Tay,hi 1 Aaan(A) =A@ @A 1 QAR Aifr1-- @ Ay

€ linear. F se Ay,..., Aj_1,Ais1,..., Ay sao aplicacoes nao-nulas, entao esta corres-
pondéncia € injetora.

Demonstracao. Sejam s € {1,..., k1 +---+kp} e zs,ys € Es, A €K, x; € Ej,
j=1,...0k+ -+ knj#s Tomen € {l,...,m} tal que s € {jln),...,jliz)} e
te{l,...,k,} tais que s = jj (note que tais s e t existem e s@o dnicos). Entao

Al R X Am(ﬂfl, e, T+ )\ys, PN ,xk1+...+km) =
= Al(xj(l), ... ,fL‘j(1)) .- ~An(l‘j(n), e T+ AYs,s - ,Z)Sj(n)) -. Am(l‘j(m), . ,l’j(m))
1 kq 1 kn 1 Em
= Al(fj(l), ce ,:Ej<1)) cee [An(xj(n), ey Ly e ,:L"j(n))+
1 k1 1 kn
+ )\An(xﬁn), ey Ysy ,wjl(!;))] . Am(l‘ﬁm), oo 7le(<::i>)
= A1($j§1), . ’le(cll)) .- -An<xj§n), R ,leiz)) e Am(mjgm), . ’xj;c:;))
+ )\Al(xjf)’ e ,le(;l)) .. -An(xjin)’ ey Ysy e ’xj,ﬂ">> .. .Am(xj<m), e ,.le(;nn))

‘n 1

- Al Q- ® Am(l’l, ey Lgynn 7$kl+"‘+km)
FAA @R An(T1, o Ysy ooy Tyt ke, )

Portanto A ® --- ® A,,, é (k1 + - -+ + k,,)-linear.
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Vejamos agora que T, . A, A;,1,...An ¢ linear. De fato, dados A, B € L(Ejgi), . ’Ej;(fi); F),
rxekK, z,€E,, s=1,..., ki +---+ k,,, temos
TA1,~~~7Ai—1,Az‘+1,~~~,Am (A + AB)(Ih vy LThy 4o +km> =
:Al ®®A1_1 ®(A+)\B) ®Ai+1-- (.171, .,il?kl+4..+km)
= Al(xj(l), ... ,Iju)) - (A + /\B)(ZEJ.(;‘), e, X (1)
1 kq 1

) Am(ZL’j(m), . ,xj(m))
1 km
1 k1 1 k

e ’xji?)] o 'Am($j§m)7 e ’xﬂ‘;ﬁﬁ))

. J
3
:A1(33j§1>>---,flfjgl))'"A(-??jgw,---,iﬁj;c?)"' m(-fjgmn---,fl?j;cz))
+ AAl(xjf)’ c. ,:L“jlill)) ce B(I’jii), c. ,:L‘j(ii)) H -Am(x]ém), .. :E]I(c:;))

= Al K- ® Ai—l ®A® Ai—l—l e ® Am($1, e 7xkl+”'+km>
+ )\Al X Ai71 ®B® Ai+1 e ® Am<l‘1, ce ,.CElir..AJrkm)
----- Ai—1,Ai41,Am (A) (ZL’l, s 7xk1+-~~+km) + >\TA1,...,Ai_l,Ai+17..,,Am(B)(I'l, e 7xk1+-~~+km)

= (TAL BA 1A, Am (A) + )\TA17-~~7A7L—1,Ai+17~~~7Am(B>>(‘r17 s 7xk1+---+km>‘

Isso prova que

TA1,~~,A1‘—1,A1+1,~~,Am (A + )‘B) - TA1,4~~,Ai—1,Ai+1,~~~,Am (A) + )‘TA1,~~~,A1—1,Ai+1,~~,Am (B),
e portanto T'a, .. A, 1,441, A, € linear.

Vejamos agora que T'a; . A, 4,1, A, ¢ injetorano casoem que Ay, ..., Ay, Ay, ..., Ay
sao aplicagoes nao-nulas. Para isso seja A € L(Ej@, cee Ej@; F) tal que
1 k;

Tay, i 1, Aigr s Am (A) = 0.
Devemos provar que A = 0. Sejam ONS Ej(i), ST € Ej(z-). Como A, # 0 para p # i,
1 1 kq k;

existem . € E.,...,2.00 € E.» tais que A,(.),...,2.m») # 0. Entéo
J1 VAl jkp ]kp J1 Jkp

0= TA17~~~:Ai71,Ai+17~~-7Am (A)($17 s axk1+---+km)
=A4Q QAL RAR Ay @ An(T1, . Ty gy
= Al(xﬁ”’ e ’le(vll)) tee A(Z(J‘jgi), oo ’Ijl(ci)> c -Am(l‘ﬁm), v ’Ij;(cz)).

Como Ap(xj(p>, o ,xj(m) # 0 para p # i segue que A(xj(i), o ,ZL'j(i)) = 0 para todos
1 kp 1 i

560 S Ej(i), t=1,...,k. Logo A =0, o que nos permite concluir que Ta, . 4, A1, . Am

t t

¢ injetora. m

Como funcionais lineares sao formas 1-lineares, obtemos a seguinte consequéncia, que
muito 1til nos serd mais adiante.

Corolario 1.3.3 Sejam m,n € N, Ey,....E,, Eyi1, ..., Enim, F' espacos vetoriais, A €
L(Ey,...., By F), 9; € By, j=1,...,m. Definindo

P1 R QP @A By X - X By — F
P1 R QPYm & A(xlv e 7xn+m) = <P1($n+1) T Spm(xn-l—m)A(xlv s 7%1)

temos 1 @ -+ Q@ @, @ A € L(EY, ..., Epn; F).
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Demonstracgao. Segue do Teorema 1.3.2 tomando

{1,...om+n}={1,...,;n}U{n+1}U---U{n+m}.

1.4 Mantendo o grau de multilinearidade

Uma maneira elementar de criar aplicacoes multilineares mantendo o grau de multilineari-
dade é através de combinagoes lineares de aplicacoes multilineares de mesmo grau de mul-
tilinearidade. Uma outra maneira é considerar composicoes da seguinte forma: dadas uma
aplicacao n-linear A € L(E},. .., E,; F), operadores lineares u; € L(G;; E;), j=1,...,n,
et e L(F; H), definimos

toAo(up,...,uy): Gy x -+ x G, — H,
toAo(up,...,up) (g, ..., x,) = t(A(ur(x1), ..., un(zn))).

Nesta segao provaremos que t o Ao (uq,...,u,) é n-linear, isto é, t o Ao (uy,...,u,) €
L(G4,...,Gy,; H). Estudaremos também a correspondéncia

A€ L(Ey,...,Ey;F) —toAo(uy,...,u,) € L(Gy,...,Gp; H).

Provemos primeiro o seguinte resultado, que também pode ser interpretado como uma
maneira a mais de aumentar o grau de multilinearidade:

Proposicao 1.4.1 Sejam n,ky < ko < --- <k, € N, By € L(Gy,...,Gy,; E1),
By € L(GH_kl,...,GkQ;EQ),...,Bn € L<G1+kn,17---7Gkn;En); A€ L(El,...,En;F) e
t € L(F;H). Definindo

toAo(By,...,B,): Gy x -+ x Gy, — H,
toAo (Blu-"7Bn)(:U17-"7xkn) :t(A(Bl(xlv'"7xk1>7"'7B"(x1+k"*17”"xk">))7

temosto Ao (By,...,By,) € L(Gy,...,Gy,; H). Além disso, a correspondéncia

B, L(Ey, ..., By F) — L(Gy, ..., Gy, s H);
BH(A):tOAO(Bl,...,Bn)

.....

€ um operador linear.

(G X X Gy) (G X2 X Ghy) o (G X X Gy

toAo(Bi,...,Bn)
By Ba B,

Eix FEsx x B, i F - H
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Demonstragéo. Chame kg = 0. Dado m € {1,2,...k,}, existem i € {0,...,n— 1} e
jge{l,... ki1 — k;} tais que m = j + k;. Dados x,,, x;n €GpelekK,

tvo(Bl,...,Bi+1,...,Bn)(x1,...,xm+/\a:;n,...,xkn):

= t(A(By(21, ..., &), Bo(T1ghys - - -3 Ty - ooy Bigad (T1ys - - oy T + AT Ty 1)
BTk, s TEy)))

= t(AB(z1, .. Try)s s Bt (Taghys - - s Ty o+, Ty )
F B Ttk ooy Ty ey Thiss )y e ey BT 1y o5 k)

=t(AB(z1, .. Try)s s Bist (T1ghys - s Ty oo Ty ) - o BT 14k -5 Thy)))
+ ANA(By(z1, .., k), -, Biv1 (T14ky, - - - ,a:;n, s Tt )y B @11y Try)))

= t(AB1( @1, Ty )s - Bigt (T - Ty - Thgy )y - B (T1gky 155 Thy)))

+ M(ABY( @1, T )s - Bt (@1 - T Tk )y - Bo(@1gb 1y -+ Ty )
:tvo(Bl,...,Bn)(a:l,...,xm,...,:z;kn)+)\tvo(Bl,...,Bn)(:cl,...,a:;n,...,:ckn).

Portanto t o Ao (By,...,B,) € L(Gy,...,Gg,; H).
Vejamos agora que a correspondéncia

B, L(Ey, ... By F) — L(Gy, ..., Gy, H)

.....

é linear: dados A,C € L(Ey,...,E,; F) e A € K, temos

Tig.. B, (A+XC)(21,...,2,) =to (A+ AC) o (By,...,By)(x1,...,2,)
=t((A+2O)(Bi(x1, ..oy Thy )y oo oy Bu(@1iky 1y o3 Thy)))
=t(A(By(x1, ., Tky )y oo s BTk, (s -5 Tky))

+ AC(By(x1, ooy Thy )y ooy Bk, 1y o5 TEy)))
=t(A(By(x1, ... &), Bu(T1agk, 1y -5 Thy)))

= M(C(Bi(z1, -y Thy)s ooy Bu(@14kyy 15+ Thy)))
=toAo(By,...,By)(x1,...,2,)
+AMoCo(By,...,By)(x1,...,%,)

=Tip,.. B, (A) (z1,...,28,) + N} 5, B, (C)(x1,...,2k,)
= (TyBy,..B,(A) + ATy ,,..5,(C)) (21, ..., Tk, )

paratodos z; € Gj, j = k. Assim, Ty g, g, (A+AC) =Ty ;... B, (A)+ T} B, ....B, (C),

0 que prova a hnearldade de Tt7 Bi,..B,- ™
Agora sim obtemos o resultado anunciado no inicio desta sec¢ao:

Teorema 1.4.2 Sejam A € L(E,...,E,;F),u; € L(G;; E;), j=1,...,n,t € L(F; H).
Definindo

toAo (uy,...,uy): Gy X ...x G, — H;
toAo(uy,...,up)(1,...,x,) = t(A(ur(x1), ..., un(zy))),
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temosto Ao (uy,...,u,) € L(Gy,...,Gy; H). Mais ainda, a correspondéncia

Tiuyoown: L(EY, ..., Eps F) — L(Gy,...,Gy; H);

E,ul ..... un(A):tOAO(UI,...,Un)
€ um operador linear. Além disso, se t € injetor e uq,...,u, sio sobrejetores, entdao
Tis,..w, € tngetor. E se t,uy,...,u, sao isomorfismos, entao Ty, ., € também um
isomorfismo.
G x - x G,
l l toAo(ut,...,un)
Ul Un
E1 X X EnTFq H
Demonstragao. Tomando k; = 1,k = 2,...,k, = n na proposicao anterior, obtemos
que

toAo (uy,...,u,) € L(Gy,...,Gp; H)
e que a correspondéncia
Tinyoown: L(EY, ... By F) — L(Gy,...,Gy; H);
un(A) =to Ao (uy,...,uy,)
é um operador linear.

Vejamos agora que T}, . ., ¢ injetor no caso em que t ¢ injetor e uy,...,u, sao
sobrejetores. Tome A € L(E,...,E,; F) tal que Ti,, .. ,(A) = 0. Entdo, para todos
.ﬁEiEGi, izl,...,n,

t(A(ur(z1), -y up(zy))) =to Ao (ug, ..., uy) (21, ..., 2y)
= E,ul,...,un (A) (231, s axn) =0

Como t ¢é injetor, temos A(ui(x1),...,uy(x,)) = 0 para todos z; € G;, i = 1,...,n.
Sejam y; € E;, i =1,...,n. Como u;, ¢ =1,...,n, sao sobrejetores, existem x; € G; tais
que u;(z;) =y;, i =1,...,n. Entdo

A(yb s ayn) = A(ul(xl)a s ,un(a:n)) =0

para todos y; € E;. Assim, A = 0, o que prova que T}, ., € injetor.

Vejamos agora que T}, ., ¢ um isomorfismo no caso em que ¢, uy, . . ., U, Sa0 isomor-
fismos. Pelo que acabamos de fazer, basta mostrar que, neste caso, Ty, .. 4, ¢ sobrejetor.
Para isso seja B € L(Gy,...,Gp; H). Queremos definir A € L(Ey,..., E,; F) tal que
Tiuy....un(A) = B. Como uy,...,u, et sao bijetores, entao ut: By — Gii=1,...,n,e
t~1: H — F existem e sdo operadores lineares. Pela primeira parte do teorema sabemos
que

A=t"1oBo(u',...,u,") € L(E,...,E,; F).

Gy x - x Gy,

E1X><En—A>F<t—H



Tiugoun (A) (@1, ymy) =t 0 Ao (ug, ..., un)(T1, ..., 2y)
= t(A(u(z1), ..., un(n)))
=t(ttoBo(urh,...,u, ) (ui(z1),. .., un(2n))
= t(t7 (B (wr(21)), - uy (un(21)))))
=t(t N (B(z1,...,2)))

para todos x; € G;, i = 1,...,n. Entao T}, . ., (A) = B, e disso segue que T}, 4, €
sobrejetor. Logo T} ,... 4, € um isomorfismo. m

1.5 Diminuindo o grau de multilinearidade

Aprenderemos nesta se¢cao que cada aplicagdo n-linear da origens a varias aplicagoes k-
lineares para todos £ < n. Novamente, para que a ideia geral nao fique obscurecida pela
complexidade do enunciado do caso geral, vejamos um caso mais simples em primeiro
lugar.

Proposicao 1.5.1 Sejam A € L(Ey, Ey; F) e a € Ey. Definindo

A,: By — F,
Auy) = Ala,y),

temos A, € L(Ey; F). Mais ainda, a correspondéncia

T,: L(Ey, By F) — L(Ey; F);
T.(A) = A,

€ linear, sobrejetora no caso em que a # 0 mas nao € injetora em geral.

Demonstragao. Os fatos de que A, € L(Esy; F') e de que T, é linear sao imediatos, e, de
toda forma, serao demonstrados no caso geral.

Vejamos que T, é sobrejetora no caso em que a # 0. Seja u € L(FEsy; F'). Como a # 0,
podemos tomar ¢ € Ef tal que ¢(a) = 1. Definindo

A: El X EQ — F17
Az, y) = () - uly),

sabemos pelo Exemplo 1.3.1 que A é bilinear. Além disso,
Aay) = Ala, y) = ¢(a) - uly) = u(y)

para todo y € Ey. Assim, u = A, = T,. Portanto T, é sobrejetora.
Vejamos que T, nao é injetora em geral. Para isso tome ¢ € E7 tal que ¢ # 0, p(a) =
0. Novamente pelo Exemplo 1.3.1 sabemos que a aplicagao

B: E} — FEy, B(x,y) = ¢(x)y,
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é bilinear. Como ¢ # 0, existe b € E; tal que ¢(b) # 0, em particular b # 0 . De
B(b,b) = ¢(b) - b # 0 concluimos que B # 0. Mas

Tu(B)(y) = Ba(y) = Bla,y) = ¢(a) -y = 0
para todo y € E;. Entao T,(B) = 0, provando que T, nao é injetora. m

Uma aplicacao n-linear A: Fy x --- x E,, — F d& origem a varias outras aplicacoes
k-lineares para k < n por meio da estratégia de fixar varidveis, a qual descrevemos a
seguir:

Fixado a; € E;, definindo

Ag i Ea x - X B, — F | Ay (x9,...,2,) = Alar, 22, ..., Ty),

de maneira totalmente analoga ao que fizemos na Proposicao 1.5.1, obtemos que A,, é
uma aplicagao (n — 1)-linear e que a correspondéncia

Toy: L(Ey, ..., Ep; F) — L(Ey, ..., E  F) ) Ty (A) = Agy,

¢ um operador linear, sobrejetor no caso em que a # 0 mas nao ¢ injetor.
Podemos fixar duas variaveis: fixando a; € E; e ay € Ey, veremos no teorema a seguir
que a aplicagao

Apyan: B3 X - X Ey — F | Ay o3, ... 1) = Alay, ag, x5, ..., Ty),
é (n — 2)-linear e que a correspondéncia

T, L(Ey,....,Ey;F) — L(Es, ..., B F) , Ty ay(A) = Ady ans

1,02 °

¢ um operador linear, sobrejetor no caso em que a; # 0 # ay, mas nao ¢ injetor.
Em geral, para todo k < n podemos fixar k varidveis de uma aplicacao n-linear para
obter uma aplicagao (n — k)-linear:

Teorema 1.5.2 Sejam Ei, ..., E,, F espagos vetoriais, ji,...,Jx € {1,...,n}, j1 < jo <
. < Jk, aj, € Ej,....q5 € E;, e A€ L(Ey,...,E; F). Entao se {j1,J2,...,jk} U

{i1,99, .. yink} ={1,...,n} com iy < iy < ...<'in_g, definindo
14a].17 g, Eil X e X Ein—k — I
Aajl,...,ajk (xila ce e 7xin,k) = A(yl; s 7yn)

onde

Ty, Se m =1,

Ym = .

a; se m=y7j

emquem=1,....n, l=1....kep=1,....,n—k, temos Ay, , a; € L(E;,,....,E _,;F).

Mazis ainda, a correspondéncia

Ty iy, - L(Ey,...,Ey;F) — L(Ey,....E; F);
Tajy 5, (4) = Aah’“'?ajk
¢ um operador linear, sobrejetor no caso em que os vetores a;,, . .., a;, $ao nao-nulos, mas

nao € injetor em geral.
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Demonstragao. Provemos que Aajl"“7ajk é (n—k)-linear. Para isso sejam 1 < s <n-—k,

ri, € By, .. x5, € By, T, €8 e M€ Kl Para cadam =1,...,n, chame

ya
Yn = Ti, + A2, se m =1,

a; se m=j

Ty, Se Mm=1i, € pFS

Ty se m=i, e pFs
Wy = L. Se m =1,
aj se m=yj

e
T, se m=i, e pFs

t = Zi, se m =g

a; se m=yj

Dessa forma,

Aaj g, @iy oo iy + Azigs ) = A(Yns - Un)
= A(wl, .. ,’Ll)n) + )\A(tl, .. ,tn)
ajl ..... ajk(l’i17"’7xis7""xin—k)

+ )\Aajl,...,ajk (xin ceey Rigy e 7min—k>'

Vejamos agora que Ty, o, ¢ linear: dadas aplicagoes n-lineares A BeL(Ey,...,E,;F)

P
e um escalar A € K, temos

(A -+ )\B)<I117 e ,flfinik) = (A -+ )\B)G‘jl’“"aik (Ih, Ce 7‘7"%71@)

=(A4+AB)(y1,---,Yn)
=AW, Yn) + ABW1,- -, Yn)
— Aaj17...7ajk (I’il, e ,ZEin_k) + /\Bajl""7ajk (ZL‘Z‘l, Ce 7xin—k)

T,

Cle ,...,ajk

= Ta‘7.17...7al7.k (A) (ZEZ'I, e ,sz‘n_k) + )\T’GL].I’.__#JL].IC (B) (I’il, ce ,Iin_k)
= (Ta‘7.17...7ajk (A) + /\Tahv"'vajk (B))([E“, e 7xin—k)7

para todos x;, € E;,,...,x; , € E; ., onde

Ty, Se Mm =1,
Ym = _
a; se m=j

param=1,...,n, l=1,....kep=1,...,n—k. Assim T, ., (A+AB) = T (A)+

)‘Tanm%k(B)’ provando que 'Tajl"“’ajk é linear. o .
Para provar que 7' ¢ sobrejetor no caso em que os vetores a;,, . . . , a;, sao nao-nulos, seja
. a a 3 *
B e L(Ey,..., B, ;F). Como aj,...,a; sdo nao nulos, existem @;, € E7,...,p; €
. T B .
B3 tais que pj, (aj,) = ... = pj,(ay,) = 1. Definindo,

A:E1x...x E, — F;
A($17---a$n) = Spjl(xﬁ) : ”(pjk<xjk) ) B(a:il?"'7xin7k)7
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pelo Corolario 1.3.3 sabemos que A € L(Ey,...,E,; F). Dados x;, € E;,...,z; , €

E;, . chame

Xy, Se M =1,
ym = s
a; se m=j

Assim,

Ta;,, 05, (A)(xiyy ooy, ) = Aaj17.,.,ajk (@iyy ooy, ) =AY,y Yn) =

= (pj1<xj1) to gpjk(xjk) ’ B<xi17 s 71,%71@)
= B(I’il, e ,xin_k),

provando que Ty s, (A) = B. Segue que T, s, é sobrejetor.

Na Proposigao 1.5.1 vimos que a injetividade nao vale em geral. m

aj
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CAPITULO 2
POLINOMIOS HOMOGENEOS

E notério em matematica que as funcoes
P,:K— K, P,(z)=2a",

onde n é um numero natural e K = R ou C, sao muito importantes. E claro que cada P,
¢ um polinémio, e a propriedade

P,(\z) = \"P, (), (2.1)

para todos A,z € K, nos leva a dizer que P, é um polinomio n-homogéneo.

Quando trabalhamos com fungoes entre espagos vetoriais, nao faz sentido fazer o pro-
duto de vetores, assim as fungoes P, nao tém analogos 6bvios no contexto de espacgos
vetoriais. O que se faz é tentar descobrir fungées que satisfazem a propriedade (2.1), e
estas fungoes sao, logicamente, chamadas de polinomios n-homogeéneos.

2.1 Definicao e exemplos de polinomios homogéneos

Na busca de fungoes entre espagos vetoriais que satisfazem a condigao (2.1), temos a
seguinte definigdo. Lembre-se que para A € L("E; F) e x € F, estamos usando a notagao
Az™ para denotar o vetor A(z, ™. 2) € F.

Nesta secao as principais referéncias utilizadas foram as dissertagoes [1] e [16].

Definicao 2.1.1 Sejam E e F' espagos vetoriais sobre K e n € N. Uma aplicagao
P: F — F é um polinomio homogéneo de grau n ou polinomio n-homogéneo, se e-
xiste uma aplicagao A € L("E; F') tal que P(z) = Az" para todo vetor € E. Neste caso
dizemos que P ¢ o polinémio n-homogéneo associado a aplicagao n-linear A e denotaremos
este fato por P = A.

De acordo com a definicao acima, para todos A € K e z € E, da n-linearidade de A

obtemos
P(z) = A(QAx)" = Az, W, A\x) = A"Az™ = \"P(x).
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Isso mostra que P satisfaz a propriedade (2.1), o que justifica chamar tais fungdes de
polinomios n-homogéneos.

E facil ver que o conjunto constituido pelos polinébmios n-homogéneos P: EF — F
¢ um espaco vetorial sobre K com as operacoes usuais de aplicacoes. Denotaremos esse
espago por P("E; F). Em particular, se F' = K denotaremos P("E;K) = P("E).

Veremos agora alguns exemplos de polinomios n-homogéneos. Cabe antes uma palavra
sobre a notacao que utilizaremos. Dados n € N, ¢1,...,¢, € E* e b € F', no Exemplo
1.1.2 consideramos a aplicagao n-linear de tipo finito ¢ ® -+ ® @, ® b que opera da
seguinte forma:

(x1,...,xp) € E" — p1(x1) - - op(x,)b € F.
Por outro lado, podemos também considerar a aplicagao
T € E— pi(z) - pn(x)b € F,
que, como veremos a seguir, ¢ um polinomio n-homogéneo. Por coeréncia com a literatura
na area, denotaremos esta uiltima aplicacao também por p; ® -+ ® ¢, @b (" ® b no caso

em que p = @1 = --- = ,), € nao haverd perigo de ambiguidade pois sempre estard claro
se estamos tratando de aplicagao multilinear ou de polinomio homogéneo.

Proposicao 2.1.2 Seja P € P("E; F). Sao equivalentes:
(a) Existe A€ Ly("E; F) tal que A= P.

(b) Ezistem m €N, @1,..., 0, € E* e by, ..., b, € F tais que P = ) ¢} ®b;.
j=1

(c) Ezxistemm €N, pp; € E*, j=1,...,m, k=1,...,n tais que

P:Z%,j@'“@%,j@bj-
j=1

Demonstracao. (b) = (a) Seja z € E. Por (b) temos P(z) = > ¢,(x)" - b;. Do
=1

Exemplo 1.1.2 sabemos que definindo

A E" — F ) A(xlw - 7xn> = Z@](xl) o 'gpj(xn)b]ﬁ
=1

temos A=) ¢, ® - Q¢;®b; € Ly("E; F) . Assim,
=1

Ale) = Ac” = 3 ¢5(a)"; = Pla)

para todo x € E. Portanto A=P.
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(a) = (c) Como A € L{("E; F), podemos tomar m € N, ¢, ; € E*, b; € F,
j=1,...om, k=1,...,n,talsque A=) ¢1;® - @ p,; ®b;. Entao,
=1

P(z) = A(z) = A" = Z P1(2) - - on ()b

para todo z € E. Segue que P = )" ¢1, Q-+ ® ¢, j @ b;.
j=1

(¢c) =>(b) Por hipdtese existem m € N, ¢, € E*; j=1,...,m, k=1,...,n, tais que
m
P=>%¢1;® - ®p,,; ®bj. Queremos mostrar que existem m € N, ¢1,..., ¢, € E* e
j=1
bi,...,b, € F tais que P = 2:1 ¢ ® b;. Vejamos alguns casos particulares.
‘7:
2
Caso n = 2 e m = 2: Neste caso P(z) = ) ¢;(z)¢;(z)b; para todo x € E, onde
j=1

v, € E*,bj € F,j =1,2. Observe que
(1 +11)*(x)by = 7 (2)by + 21 (x)1 ()b + 7 (2)by,

(2 +102)*(2)b2 = @5 (2)ba + 202(w)p2(2)b2 + Y3 ()ba.

Entao

P(z) = Z%(I)%(l‘)bj = p1(z)h1(@)b1 + pa(z)he ()b

b b b b b b
= (01 + 9% () o + (92 + 2 (0) 2 — A0) % — A(a) 2 — ) — Yh(a) =

Neste caso, tomando os funcionais lineares

A =1+ Y1, A= @2+ U2, Az =91, A= 02, As =Yy, Ag = 1o,

e os vetores

b by b b b b
a=75,0=7,0=—F7,0=—F7,CG=—7, C= =

2 2

6
obtemos P = ) A? ® c; escrito na forma desejada.
j=1
3
Cason =2 e m = 3. Neste caso P = > ¢; ®¢; ®b;, onde ¢;,¢; € E*,b; € F j =1,2,3.
j=1
Observe que
(¢1 4 11)°b1 = @iby + 20101b1 + Yiby,

(2 + ¢2)252 = 90352 + 2021202 + w%b%
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(3 + 13)°bs = ©3bs + 20313bs + Y3bs.

Assim, temos

3
P=> "0 @1; ®bj = pri1bs + pathabs + psihsbs

j=1

= %[(% +91)%b1 + (92 + 12)%0a + (03 + 13)°bs — @iby — Yiby — Y3by — by — V3bs
- ¢§b3]

R e L P N i
- vz

Tomando os funcionais lineares
A= (o1 + 1), Ao =1, A3 =11, A= (p2 +1U2), As = pa, A¢ = 2, \r = (p3 + ¥3),

Ag = 3, Ag = 13,
e os vetores

I U - by by bs

9
obtemos P = ) )\g ® c; escrito na forma desejada.
j=1

Caso n =3 e m = 2. Neste caso

2
P:ZSOJ'@%@VJ‘@(?J‘:901®1/)1®71®bl+%02®¢2®72®527

j=1
onde ¢;,v;,v; € E*,b; € F,j = 1,2. Observe que, para k = 1,2, temos

(Pr+e %)% = P+ Up+75 + 3050k + 3007+ 30rh + 30K78 + 3V -+ 3UkVi + 60Kk V-
Mas

(pr + Vi)® = @5 + ¥ + 3pbe + 3oy,

(o + )% = &5 + 70 + 307k + 30K71

(v + Vr)* = Vi + U5 + 3vir + 37t

ou seja,
3itn + 3oxtiy = (o +r)® — 0} — ¥},

30k + 307 = (e + ) — 08 — 7is
3V + 3 = (e + i) — v — .
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Assim,

(r + Uk +7)> = 0 + ¥ + 7 + (o + ¥)® — 0p — Vi + (e + )% — 08 — v + (v + ¥i)®
— 7 — Vi + 60Uk

Dai,

[(or 4+ i +75)° = (o + ¥)® = (e + ) — (e +V)* + 04 + 73 + 3]

=

CrrYe =

e portanto

2
P:Z%@)%@’Yj@bj2901®¢1®’71®b1+902®1/12®’72®52

=1
301 301 3b 301 b by

= (p1 + 1 +m)* g—(%ﬂ”ﬁl) = — (1 +m)? El—(%"'%) —+90161+716 +¢16
309 302 309 b b

+(p2 + P2 + 72)? E—(%Oz—i-wz) g—(%—i—%) g—(%—i-%) — 90352 +’Y§€2+7/1§g2-

Tomando os funcionais lineares
A= (o1 +Y1+m), Ao=—(p1+v1), A3=—(01+7), Ma=—(n1+¢1), s = o1,

Xe =71, M =11, As = (2 + U2 +72), Ao =—(72+12), Ao = —(p2+ 72),
Al = —(72 + wz), A2 = ©2, Az = Y2, Aa = 1o,
e os vetores

bl bl 62

01:C2=C3ZC4ZC5=C6:570725, 0820920102011201220132014:Ea

14
obtemos P = Y~ A? ® ¢; escrito na forma desejada.
Jj=1
Estes casos ilustram o argumento para o caso geral para n,m € N. m

Definicao 2.1.3 Os polinémios n-homogéneos que satisfazem as condi¢oes equivalentes
da Proposicao 2.1.2 sao chamados de polinomios n-homogéneos de tipo finito. Denotare-
mos o conjunto dos polinémios n-homogéneos de tipo finito de £ em F por P;("E; F).
Quando F' = K escrevemos Pr("E;K) = P¢("E).

Estudaremos agora uma segunda classe de polinémios homogéneos. Dados P € P("FE)
ebe F, por P® b denotamos a aplicacao de E em F' que atua da forma

r € Ew— P(x)be L.

Proposicao 2.1.4 Seja P € P("E; F). Sao equivalentes:

(a) Existe A € Ly("E; F) tal que A = P.

(b) Ezistem m € N, Py,..., P, € P("E) eby,...,b,, € F tais que P =) P; ®b,.
j=1
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Demonstragao. (a) = (b) Como A € Lx("E; F), existemm € N, Ay,..., A, € L("E)

eby,...,by, € Ftais que A=) A, ®b;. Entao,
j=1

m

j=1

j=1
A @ bj) ()

1

P(z)

|
.MS

J

Aj(a)b; = (

1

J

para todo x € E. Isso prova que P = ) A\j ® b; com 121\1, o ,A\m € P("E).
=1

‘]7
(b) = (a) Como P; € P("E), j =1...,m, existem formas n-lineares A; € L("E) tais

~

que P; = A; para j =1,...,m. Assim,

P(z) = ZF)](‘r)bJ = ZAJ<‘T)b] = ZA]x"b]
7=1 7j=1 7j=1
para todo x € E. Definindo
A:E" — F | A(zy,...,x,) = ZAj(xl,...,xn)bj,
j=1

temos A € Ly("E; F) e

A(z) = Az = Z A;x"b; = P(x)
j=1

para todo x € E, isto é, A=Pnm

Definicao 2.1.5 Os polinémios n-homogéneos que satisfazem as condicoes equivalentes
da Proposicao 2.1.4 sao chamados de polinomios n-homogéneos de posto finito. Denotare-
mos o conjunto dos polinomios n-homogéneos de posto finito de £ em F' por Pr("E; F).
Quando F' = K escrevemos Pr("E;K) = Pr("E).

Observacao 2.1.6 (a) Dado um polinomio P € P("E;F), é facil verificar que P €
Pr("E; F) se, e somente se, o subespago gerado pela imagem de P tem dimensao finita.

Isso justifica o termo polinomio de posto finito.
(b) Das inclusées Ly C Ly C L(E1,. .., E,; F) segue que Py C Pr C P("E; F).

Para verificar que as inclusoes do item (b) sao igualdades quando os espagos do dominio
tém dimensao finita, precisaremos do seguinte resultado auxiliar da Algebra Linear:

Lema 2.1.7 Dada uma base B = {a1,...,a,} do espago vetorial E, entdo existe uma
base * ={af,...,ak} de E*, chamada base dual de [3, tal que

. 1 sei=y,
O‘J‘(‘%)_{o se, i # 7.
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Demonstragao. Veja [11, pagina 108]. m
Proposicao 2.1.8 (a) Se Fy, ..., E, tém dimensao finita, entao
LBy, ...,Ep;F) = Lr(Ey,...,En F) = L(Ey, ..., Ey; F)

para todo espacgo vetorial F'.
(b) Se E' tem dimensao finita, entdo

Py("E; F) = Pr("E; F) = P("E; F)
para todo espago vetorial F.

Demonstragao.

a) Facamos um caso mais simples primeiro: suponha FEy = Ey = E, {«y,...,a,} base
de E, {aZ,...,a’} a base dual dada pelo Lema 2.1.7 e A € L(E?; F). Entao,

A(z,y) = A (Z ajo;, Z bkak>
1 k=1

j=

= Z Z a;bp Aoy, o)

j=1 k=1

=3 > ai(@) - aply) - Aoy, ax)
j=1 k=1

=> ) o ®ap @ Aoy, ox)(z,y)
j=1 k=1

para todos x,y € E. Portanto A= 3" > o} ® a; @ A(a;,ax) € Li(E* F).
J=1k=1

Para o caso geral, sejam 1 = {a11,0192,..., 014, | basede Ey, By = {ag1,002...,004,}
_ * * *

base de Ea, ..., B = {an1;n2 ..., anp, } base de B, {a],a7,,...,a], } abase

dual de f1,..., {a 1,05 ,,..., 0, } abase dual de 3,. Para toda aplicacao n-linear

A€ L(Ey,...,E,; F), temos

k1 kn
A(C(}l, R ,.Tn) =A g 1,5, X 4y5 - -+ E An,jn, Cn,jp,

Jji=1 Jn=1

k1 ki
= .. Z (T an,jnA(ale, . 70*/n7jn)
J1=1 Jn=1
k1 kn
= L ad (@) ag ()Alan,, - g,
A=l jn=1
k1 kn
= . Z g, @ @ay @Ay, g, ) (T, T)
=1l ja=1
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para todos x; € E;, i =1,...,n. Isso prova que

k1 kn
A= Z Zai’jl Q- ®Oé:;jn ®A(a1,j17-"7an,jn> - Lf(El,En,F),

Jji=1 Jn=1

e portanto L(Ey, ..., E,; F) = L¢(E, ..., E,; F). A outra igualdade segue agora da
Observagao 2.1.6(b).

b) Dado P € P("E; F), existe A € L("E; F) tal que P = A. Como E tem dimensio
finita entdo A € L;("E; F) pelo item (a). Pela Proposigdo 2.1.2 segue que P €
Py("E; F'). Isso prova que P;("E; F) = P("E; F) e a outra igualdade segue agora
da Observagao 2.1.6(b).

Em dimensao infinita nem toda aplicacao multilinear é de tipo finito:

Exemplo 2.1.9 Seja ¢y o espaco vetorial das sequéncias de escalares que convergem para
zero, isto é,
co = {(zn)p2, : &, € K para todo n € N e x,, — 0},

com as operacoes usuais de sequéncias. Defina

A: Cop X g — Co; A((xn>n7 (yn)n> - (xnyn>;z.o:17

temos que A é bilinear, A ¢ Ly e A ¢ Lr. Vejamos que:

e A estd bem definida: dadas sequéncias z,,y, € ¢y, temos z, — 0 ey, — 0, e
portanto x, -y, —> 0-0 =0, ou seja, (T, * Yn)n € Co.

e A é bilinear: dados (z,)n, (2, )n, (Yn)n € o e X € K, temos

A((zn)n + )‘(x/n)m (Yn)n) = A((zn + )‘x;z)na (Yn)n) = ((zn + )‘x;z)yn)n = (Tnyn + )\ai;lyn)n =

= (TnYn)n + )‘(x;zyn)n = A((Tn)n, (Yn)n) + )‘A((x;z)m (Yn)n)-

A linearidade na segunda coordenada é analoga, ou entao veja que A é simétrica e aplique
a Proposicao 1.2.8.

e A ¢ Lr(*co;co) (e, portanto, A ¢ L;(*co;cp)): sejame; = (1,0,0,...),e2 = (0,1,0,...),...
os vetores basicos canonicos de cy. Note que

Aler,er) = e1, A(ez, e2) = €2, ..., Alej,e;) = e; para todo j.

Temos desta forma que a imagem de A contém todos os vetores (e,),. Como estes formam
uma quantidade infinita de vetores linearmente independentes, segue que o subespaco
gerado pela imagem de A contém o subespago gerado pelos vetores (e,),, € portanto o
subespaco gerado pela imagem de A tem dimensao infinita. Isso garante que A nao é de
posto finito.

Vejamos que um mesmo polinomio homogéneo pode ser gerado por diferentes aplicacoes
multilineares:
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Exemplo 2.1.10 A forma
A R*xR? — R, A((z,9), (z,w)) = zw + 2yz,
¢é claramente bilinear, e o polindmio 2-homogéneo gerado por ela é
A:R? R, A\(J:,y) = A((z,y), (z,y)) = zy + 2yz = 3xy.
Mas a aplicagao
B:R*xR* — R, B((z,9), (z,w)) = 22w + yz

também é bilinear e gera o mesmo polinomio 2-homogeéneo, pois

~ -~

B(z,y) = B((z,y), (z,y)) = 2zy + yx = 3zy = A(z,y)
para todo (z,y) € R% Entretanto, B # A, uma vez que
A((1,0),(0,1))=140=1¢e
B((1,0),(0,1)) =2+ 0= 2.

Um fato central na teoria de polinomios homogéneos é que, se nos restringirmos as
aplicagoes multilineares simétricas, ai sim vale a unicidade da aplicacao multilinear que
gera um polinomio:

Teorema 2.1.11 Para cada polinomio n-homogéneo P & P("E; F) eziste uma tunica
aplicagdao n-linear simétrica P € L*("E; F) tal que Px™ = P(x) para todo x € E. Mais
ainda, P = A® para toda A € L("E; F) tal que P = A .

Demonstragao. Como P € P("E; F), existe A € L("E; F) tal que P(z) = Ax™ para
todo x € E. Defina A*: K" — F' por

< 1
A (.Tl, Ce ,xn) = m Z A(:Eg(l), e ,Jia(n)).

’ O'ESn

Sabemos da Proposicao 1.2.6(a) que A® € L*("E; F'), e do item (d) da mesma proposigao
sabemos que A5 = P. Tomando P := A® provamos a primeira afirmagao do enunciado.
Por outro lado, se existir B € L*("E; F') tal que B = P, terfamos

Bz" — P2" = B(z) — P(z) =0

para todo € E. Tomando C := B — P € L*("E; F), segue que Cz"™ = 0 para todo
x € E. Desse modo, pela Férmula de Polarizacao (Proposigao 1.2.13), tomando zy = 0,
temos

1 n
C(zy,...,x,) = —on Z €1+ -5nC(€1:1:1 + .- —i—enxn) =0
gi==%1
para quaisquer xz; € £/, com j = 1,...,n. Portanto C' = 0, e consequentemente B = P m
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Teorema 2.1.12 Para todos espacos vetoriais & e F' e todo numero natural n € N, a
correspondéncia
Pc P("E;F) — Pc L*("E; F)

€ um isomorfismo de espacos vetoriais.

Demonstragao. A correspondéncia estd bem definida pois sabemos, pelo teorema an-
terior, que P € L*("E; F). Vejamos que a correspondéncia é linear. Usaremos para
isso que, pela Proposi¢ao 1.2.6(e), a correspondéncia A — A® é linear. Dados P,Q €
P("E;F) e A € K, pelo teorema anterior existem tnicas aplicagdes n-lineares simétricas
P,Q € L*("E; F) tais que P2" = P(z) e Q2" = Q(z) para todo = € E; e que P = A®
e Q = B, sendo que Az" = P(x) e Ba" = Q(x) para todo z € E. Do teorema
anterior temos também que (P 4+ AQ)Y é a tunica aplicagdo n-linear simétrica tal que
(P+2Q)Yz™ = (P + AQ)(x) para todo x € E. Vejamos que (A+ AB)*z2" = (P + \Q)(z)
para todo x € E. De fato:

(A4 AB)’z" = A’z" + AB°z" = Az" + ABz" = P(x) + AQ(z) = (P + A\Q)(x)
para todo x € E. Pelo teorema anterior segue que (P + A\Q)Y = (A + AB)*. Dal,

(P+ Q)" (x1,...,2,) = (A+ AB)*(x1,...,2,)
= (A°+ AB%)(z1,...,2y)

Az, ..., xn) + AB (21, ..., 2p)
P(xy,...,2,) + AQ(x1, ..., 1,)

para todos z; € E, com j = 1,...,n. Portanto (P + \Q)" = P+ Q.
Suponhamos que P = 0. Entao A® = 0. Pela Proposigao 1.2.6(d) temos

0= A’2" = Az" = P(x)

para todo = € E. Segue que P = 0 e portanto a correspondéncia P —s P é injetora.

Dada uma aplicagdo n-linear simétrica A € L*("F; F'), tome P := A. Assim P €
P("E; F) e da Proposicao 1.2.6(b) e do teorema anterior temos que P = A* = A. Portanto
P —» P é sobrejetora. m

Do Teorema 1.1.5 sabemos que os espagos de aplicagdes multilineares L("™"E; F')
e L(™E; L("E; F)) sao isomorfos através de um isomorfismo canonico. Isso nos leva a
questionar se os espacos de polindmios P(™*"E; F) e P(™E; P("E; F)) sao igualmente ca-
nonicamente isomorfos. Passamos a seguir a trabalhar no sentido de resolver esta questao.

Definicao 2.1.13 Dizemos que o espago vetorial F' tem uma cépia isomorfa do espago
E se existe um subespago G de F' que é isomorfo a F.

Proposicao 2.1.14 Sejam E e F espagos vetoriais. Entdo o espago vetorial P("E; P("E; F'))
contém uma cdpia isomorfa do espago P(™T"E; F).
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Demonstragao. Considere a aplicacao
o: P("ELF) — P("E:P("E:F))
onde
o(P): E — P("E;F)
é definida por
¢(P)(z)(y) = Px™y".
Primeiro mostraremos que ¢ estd bem definida. Para isso deve-se ter ¢(P)(x) € P("FE; F)

e o(P) € P("E; P("E; F)) para todos P € P("""E;F) e x € E. Com efeito, dados
P e P(™™"E;F) ex € E, defina:

A E" — F | A(xq,...,x,) = P(x™, 21,...,2,).
Da multilinearidade de P segue que A € L("E; F). Além disso,
¢(P)(x)(y) = Px™y" = Ay".

para todo y € E. Isso prova que A= ¢(P)(z), e consequentemente ¢(P)(z) € P("E; F).
Por outro lado, definimos
B: E™ — P("E; F)
onde
B(zy,...,2m): E— F
é dada por
B(z,...,xm)(y) = P(x1, ..., Tm,y").

Vejamos que B estd bem definidia, isto é, B(xy,...,x,,) € P("E; F). Para isso tome

C:E"—F, Cly,...,un) = P(x1,. .., Ty Y15+ -+, Un)-
Mais uma vez, usando a multilinearidade de P concluimos que C' é n-linear. Além disso,
Cy" = P(x1,...,2m,y") = Bz, ..., 2,)(y)

para todo y € E, ou seja, C = B(zy,...,x,), e consequentemente B(zy,...,%,) €
P("E; F). Vejamos que Bx™ = ¢(P)(x). De fato,

Bx™(y) = Px™y" = ¢(P)(x)(y)

para todo y € E. Desse modo B= ®(P), o que prova que ¢(P) € P("E; P("E; F)), pois
ja vimos que a imagem de ¢(P) estd contida em P("E; F'). Assim, ¢ estd bem definida.

Provemos agora que ¢ é linear. Dados P, P, € P(™™E;F) e A € K, usando a
linearidade da correspondéncia P+ P (Teorema 2.1.12), temos

O(APy + Po)(z)(y) = (APL + Po)"a™y"
= APy z™y" + Pya™y"
= Ap(P1)(z)(y) + o(Po)(x)(y)
= (Ap(Pr) + o(FP2))(x)(y)
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para quaisquer =,y € E. Portanto, ¢(AP; + Py) = A\p(Py) + ¢(P,), e, consequentemente,
¢ é linear.
Verifiquemos que ¢ é injetora. Seja P € P(™™E; F) com P € ker ¢. Entao
®(P)=0= ¢(P)(z) =0 paratodox € E
= ¢(P)(z)(y) = 0 para todos z,y € E
— Pz™y" = 0 para todos z,y € F
— Pa™z" = 0 para todo z € F
— P(x) = Py™"™ = ( para todo = € E
— P =0.

Portanto, ¢ é injetora. Desta maneira, ¢ é um isomorfismo linear entre o subespaco Imaeo
de P("E; P("E; F)) e o espago vetorial P("""E; F). m

Observacao 2.1.15 O operador ¢ da demonstracao nao é sobrejetor em geral. Para nos
convencermos disso, consideremos o caso m = n = 1, isto é,

¢ :PCPEF) — L(E; L(E; F))

P — ¢(P)(x)(y) = P(z,y)
Como P é uma aplicacao bilinear simétrica, temos

O(P)(x)(y) = Pz, y) = Py, x) = ¢(P)(y)(x)
para todos x,y € E. Isso quer dizer que todo operador linear na imagem de ¢ é simétrico.
Basta entdo mostrar a existéncia de um operador T' € L(E;L(E;F)) que nao seja
simétrico, isto é, para o qual existem x,y € E tais que T'(z)(y) # T(y)(z). Exibire-
mos um tal exemplo no caso em que E = {5 = espaco das sequéncias de escalares com
quadrado somavel, F' = K e sendo o operador

T gg — (62)* = L(éQ,K)
onde
T((z)j2y)): o — K
¢ definido por
T((2)520)((y5)521) = le’jyﬂh
=

para todas as sequéncias ()32, (y;)52, € f2. Vejamos que T' estd bem definido, ou seja,
T((z)52,)) € L€, K) e que T'((75)32,)((y;)521)) € K. Vejamos primeiramente que a série
> ;941 € convergente. Para isto usaremos o seguinte resultado da Anélise Funcional:
j=1

Proposigao 2.1.16 (Desigualdade de Cauchy Schwarz). Se (a;)32,, (b;)32, € la, entdo
(ajbj)52, € &y e

1 1
> lajh| < (Z ’%\2) : (ZVUP) :
=1 j=1 j=1
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Demonstragao. Basta tomar p = ¢ = 2 em [7, Proposigao 1.4.1]. m

Sabemos que Y |z;*> < oo e Y |y;|* < oco. Assim, pela Desigualdade de Cauchy-
i=1 i=1

Schwarz,

1 1
0 0 2 e’} 2 0
E ’ijj+1| < <§ |$j|2> ) <§ |?Jj+1|2> = (E |5fj|2>
j=1 j=1 j=1 j=1

[N

0 3
- (zw) o
j=2

Isso prova que a série ) z;y,41 € absolutamente convergente, portanto a série ) x;y;4+1
j=1 j=1
é convergente.
Vejamos que T'((7;)32,)) € linear: dados (y;)32,, (2;)52, € f2 e A € K, temos

T((25)520) ;)52 + AM2)520) = T((23)520) ((y; + Az)520)

[
Mg =

T (Yjr1 + Azj1)

.
Il
—

I
NE

(TjYjr1 + ATj2j11)
1

<.
Il

[e.o]
TiYj+1 + A E TjZjt1
7j=1

3)520)((43)720) + AT((25)72)((25)724),

o que comprova a linearidade de T'((;)32,)).
Provemos agora que 7' é linear: dados (2;)52,, (y;)52,, (25)32; € f2 e A € K, temos

T((25)720 + Mys)520)((2)720) = T((25 + Ayi)i20) ((2)521)

|
bmg

Il
—~ 4

Mgm

(2 + Ay;) - 21

<.
Il
-

(752541 + AY;Zi11)

||'M8

= Tizj1 + A i YjZj+1
((23)520)((23)521) + AT ((45)520)((25)520)

= (T((;)521) + AT ((4;)721))((25)7241)

para qualquer (zj);?‘;l € (5. Isso prova que

T((25)5%0 + AMys)520) = (T((25)520) + AT ((y5)721)),

ou seja, 1" é linear.

3

I
~
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Vejamos que existem z,y € f tais que T'(z)(y) # T(y)(x). De fato, tomando e; =
(1,0,0,...) €ly e e5 = (0,1,0,...) € £y, temos
T(e1)(e2) =1 #0=T(ez)(e1).
Como vimos antes, todo operador na imagem de ¢ é simétrico, portanto 7" nao pertence
a imagem de ¢, provando que 7' nao é sobrejetor.

2.2 Aumentando o grau de homogeneidade

Assim como fizemos na Secao 1.3 para aplicacoes multilineares, veremos nesta secao como
usar um polinomio n-homogéneo para obter polinomios homogéneos de graus arbitraria-
mente maiores que n.

Também como antes, comecemos com um caso mais simples, cuja demonstragao sera
caso particular do caso geral que vem a seguir:
Proposigao 2.2.1 Sejam E e F espagos vetoriais, P € P("E;F) e ¢ € E*. Entao a
aplicagao

r € E— p(x)"P(x) € F,

¢ um polinémio (m + n)-homogéneo.

Bem mais geralmente, temos:
Teorema 2.2.2 Sejam F e F espagos vetoriais. Se P € P("E; F) e Q € P(™E), entao a
aplicacao

QRP:FE— F, (Q® P)(z)=0Q(z)- P(x),
é um polinémio (m + n)-homogéneo, isto é Q ® P € P(™™™FE; F'). Mais ainda, a corres-
pondeéncia
Tg: P("E;F) — P(™MEF) , To(P)=Q ® P,
é um operador linear.
Demonstragao. Como P € P("E; F), existe uma tnica Pe L*("E; F) tal que (PN =
P. E, como Q € P(™E), existe uma tnica ) € L*(™E) tal que (Q)" = Q. Pelo Teorema
1.3.2 temos Q ® P € L(™™E; F) e
Q@ P)\(z) = (Q® P)a™" = Q™ - Pz" = (Q)"(x) - (P)"(x)
=Q(z) - P(z) = (Q ® P)(x),

para qualquer z € E. Assim, (Q ® P)" = Q ® P. E, portanto, Q ® P € P(™*"E; F).

Dados P,R € P("E;F) e A € K, temos

To(P+ AR)(z) = Q® (P + AR)(z)

(z) - (P + AR)(x)
(93) [P ( )+ /\R(fv)]
(
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para todo x € E. Assim To(P + AR) = To(P) + MNTp(R), o que prova a linearidade de
TQ. |

Nao sabemos se, em geral, () # 0 implica que Tf, seja injetora. Ou seja, nao sabemos
se a informacao que vimos no Teorema 1.3.2 para aplicagoes multilineares continua verda-
deira para polindmios homogéneos. Para nao deixar o assunto intocado, vejamos alguns
casos em que isso € verdade:

Proposicao 2.2.3 Seja Q € P(™FE) tal que ker(Q) = {0}. Entdo o operador linear
Ty: P("E; F) — P("™"™E;F) , To(P)=Q® P

€ injetor.

Demonstracao. Seja P € ker(7y). Como ker(Q)) = {0}, temos

To(P)=0=Q®P=0= Q(z)- P(zr) =0 para todo x € E
— para todo x € F, Q(z) =0ou P(x) =0
= para todo x € F, z € ker(Q) ou z € ker(P)
— F = ker(Q) Uker(P)
— E =ker(P) = P =0.

Vejamos exemplos que mostram que a condi¢ao ker(Q)) = {0} é verificada as vezes,
mas nem sempre:

Exemplo 2.2.4 (a) Para todo n € N, o polinomio n-homogéneo canoénico
AeK— \" ek,

claramente tem nucleo trivial.
(b) Consideremos a aplicagao

Q:R* — R, Q((z,y)) = z(z+y).

Definindo
A:R*xR* —R , A((z1, 1), (22,92)) = x1(22 + y2),

temos que A é bilinear: de fato, dados (z1,91), (], v,), (22, 12), (T, y5) € R e A € K,
A((w1,91) + )\(Ilp 91)7 (z2,92)) = A((21 + )\93/17341 + )‘yll)v (72,92))
= (z1+ Azy) - (2 + y2)
= 21(22 + 4) + Az (72 + o)
= A((z1,51), (z2,12)) + AA((21, 1), (22, 12)),
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A((w1,91); (2, 92) + A3, 92)) = A((21,31), (22 + ATy, Yo + Ays))

1(22 + ATy + Y2 + M)

x1(zo + y2) + )\xl(x/z + y;)

A1, 1), (22, 92)) + AA((21,91), (25, y

!/

).
De R
Az, y) = A(z,y), (,y)) = z(z +y) = Qz,y)
para todo (z,y) € R, conclufmos que A = Q. Portanto Q € P(?R?). Mas Q((1,—1) = 0,
o que mostra que ker(Q) # {0}.
Vejamos uma outra situacao em que o operador linear Ty ¢ injetor. Para isto vejamos
primeiramente o seguinte lema.

s

Lema 2.2.5 Sejam V' e W subespagos vetoriais do espago vetorial E. Entao VU W ¢é
subespaco vetorial se, e somente se, VC W ou W C V.

Demonstragao. Suponha que V U W seja subespaco vetorial. Suponha agora, por
absurdo, que V&€ W e W ¢ V. Neste caso existe z € V tal que z & W e existe y € W tal
que Y ¢ V. Entao, z,y € V UW, e disso segue, por hipétese, que = +y € V U W. Entao
r+yeVour+yeW. Sex+y eV, entdoy = (r+y)—x € V, o que nao ocorre. Logo
x+y € W, mas neste caso terfamos z = (x+y) —y € W, o que também nao ocorre. Essa
contradicao nos permite concluir que VC W ou W C V.

A reciproca € trivial. m

Proposigao 2.2.6 Seja 0 # Q € P(™E) tal que ker(Q) € subespago vetorial de E. Entao
o operador linear
To: L(E; F) — P(mHE; F), To(u) = Q ®u,
€ ingjetor.
Demonstracao. Seja u € ker(Ty). Como @ # 0, é verdade ker(Q)) # E. Entao, pelo
Lema 2.2.5 temos
To(u) =0= Q®@u=0= Q(z) - u(r) =0 para todo z € E

— Q(z) =0 ou u(x) = 0 para todo x € F

= para todo x € E, z € ker(Q)) ou z € ker(u)

— F = ker(Q) U ker(u)

= ker(Q) C ker(u) ou ker(u) C ker(Q).

= ker(u) = F ou ker(Q) =F
— ker(u) = F = u = 0.

A hipétese do nticleo ser subespaco vetorial é verificada sempre que () for um operador
linear, pois nicleos de operadores lineares sao sempre subespacgos vetoriais do dominio.
Mas para polinomios n-homogéneos com n > 2 isso nem sempre ¢ verdade:
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Exemplo 2.2.7 Seja Q € P(*R?) o polinoémio do Exemplo 2.2.4. Temos (0,1) € ker(Q) e
(1,—-1) € ker(Q). Mas, (0,1)+(1,—1) = (1,0) ¢ ker(Q). Portanto ker(Q)) nao é subespaco
vetorial de R?.

Mas em alguns casos a condicao é satisfeita:

Corolario 2.2.8 Sejam E um espacgo vetorial e 0 # ¢ € E*. Entao, para qualquer m, o
operador linear

Tpm: L(E; F) — P("E; F); Tyn(u) = ¢™ @ u,
€ injetor.
Demonstragao. Note que

" (1) =0 = p(z)" =0 = p(z) = 0,

ou seja, ker(p™) = ker(¢) que é subespaco vetorial de E. Pela Proposicao 2.2.6 segue que

T,m ¢ operador linear injetor. m

2.3 Mantendo o grau de homogeneidade

De maneira analoga ao que fizemos na Se¢ao 1.4, veremos nesta se¢do como usar a com-
posicao de fungoes para criar novos polinomios n-homogéneos a partir de um polinémio
n-homogéneo dado.

Teorema 2.3.1 Sejam E, F, G e H espagos vetoriais, P € P("E; F), uw € L(G;E) e
te L(F;H). Entioto Pou e P("G; H). Além disso, a correspondéncia

Tyu: P('E;F) — P("G;H) , T,u(P)=toPou,

¢ linear. Set € injetor e u € sobrejetor, entao 1, € injetor. E set e u sao isomorfismos,
entao Ty, € isomorfismo.

Demonstracao. Como P € P("E; F), existe A € L("E; F) tal que P(x) = Axz™ para
todo x € E. Temos que u € L(G;E) et € L(F; H). Como u e t sdo operadores lineares,
pelo Teorema 1.4.2 temos to Ao (u,...,u) € L("G; H). Veja que

[toAo(u,...,u)]"(z) =toAou™(z") = t(A(u(z),...,u(x))
=t(P(u(z)) =to Pou(x)

para qualquer z € G. Isso prova que [to Ao (u,...,u)]" =to Powu, e portanto to Powu €
P("G; H).
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Vejamos que Tt ¢ linear. Dados P, Q € P("E; F) e A € K, temos

Tu(P +2AQ)(2) = [to (P + Q) o uf(x)
(P + AQ)(u(x)))
tP(u(x)) + AQ(u(x)))
t(P(u(z))) + A (Q(u(x)))
to

(

o Pou(z)+ At oQou(x)
toPou+ AoQou)(x)
= (T1u(P) + AT1.(Q))(2)

para qualquer x € G. Assim, T} ,(P + A\Q) = T;(P) + M\T}.,(Q), provando que T}, é
linear.
Verifiquemos agora que se ¢ é injetor e u é sobrejetor, entao 1, € injetor. Para isso,

seja P € P("E; F) tal que T;,(P) = 0. Seja v € G. De

t(P(u(x))) =to Pou(r) =Tiu(P)(x) =0

e da injetividade de t segue que P(u(z)) = 0. Dado y € F, como u é sobrejetor existe
x € G tal que u(x) = y. Entdao P(y) = P(u(z)) = 0. Como isso vale para todo y € E,
segue que P = 0. Isso prova que T}, ¢ injetor.

Vejamos agora que sendo ¢, u isomorfismos, entao 7}, ¢ isomorfismo. Pelo que acaba-
mos de fazer, basta provar que T}, é sobrejetor. Seja ) € P("G; H). Queremos definir
P € P("E;F) tal que T;,(P) = Q. Como u e t sao bijetores, entao u™': E — G e

“1: H — F existem e sao operadores lineares. Pela primeira parte da demonstracao
sabemos que P :=t"'oQou! € P("E; F). Por fim,

Tiw(P)=toPou=to(t 'oQou ) ou=Q.

De T} ,(P) = @ segue que Ty, ¢ sobrejetor. E, portanto, um isomorfismo. m

2.4 Diminuindo o grau de homogeneidade

Completando o paralelo com o Capitulo 1, nesta secao nos espelharemos na Se¢ao 1.5 para
mostrar como gerar polinomios homogéneos de grau menor que n a partir de um polinémio
de grau n. A estratégia serd a mesma, ou seja, fixar varidveis. Entretanto, ha uma forte
diferenca neste caso, pois fixando uma variavel em uma aplicagao multilinear, as outras
estao livres para variar, enquanto que num polinomio homogéneo nao ha variavel a ser
fixada de forma a manter as demais livres. Isso acrescenta uma dificuldade adicional, o que
fara com que os argumentos desta secao sejam mais delicados. Como sempre, comegamos
com um caso mais simples. Para isso, precisaremos do seguinte lema:

Lema 2.4.1 Sejam E e F' espacos vetoriais, n € N, ¢ € E* e b € F. Entao
(Qpn ® b>v(x17 S vxn) = Qp(ml) T @(mn) - b,

para todos x1,...,T, € E.
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Demonstragao. Definindo
A: E" — F |, A(zq,...,x,) = @(x1) - () - b,

pelo Exemplo 1.1.2 sabemos que A € L¢("E; F'). Em particular, A € L("E; F).
Vejamos que A é simétrica: dada uma permutagao o do conjunto {1,2,...,n}, temos

A(xg(l), o ,xg(n)) = gp(xg(l)) e go(ma(n)) cb=p(y) - p(xy) b= Az, ..., x,),

para todos x1,...,r, € E, portanto A é simétrica.
Provemos agora que A = ¢" ® b: de fato,

(n)

A(z) = Az" = p(x) -~ p(x) b= p(a)" - b= (p" @ b)(x),

para todo x € E. Como a aplicacao n-linear simétrica que gera um polinémio é unica
(Teorema 2.1.11), segue que A = (™ ® b)¥, de onde segue a férmula desejada. m

Agora sim podemos provar o caso mais simples da diminuicao do grau de um polinémio
homogéneo. Para evitar trivialidades, estaremos sempre supondo que os espagos vetoriais
envolvidos sao diferentes de {0}.

Proposigao 2.4.2 Sejam E, F espagos vetoriais, P € P("E; F) e a € E. Definindo
P,: E— F | P,(z) = P(a,z"™"),
temos P, € P(""'E; F). Além disso, a correspondéncia
T,: P("E;F) — P("'E;F) , T,(P) = P,
€ linear. Sea # 0 edim FE > 2, entao T, € sobrejetora e nao injetora.

Demonstragao. Como P € P("E; F), existe uma unica aplicagdo n-linear simétrica
P e L*("E; F) tal que (P)" = P. Definindo

A BV F | Axg,. .., x,) = Pla,xy, ..., 2,),
sabemos pelo Teorema 1.5.2 que A € L¥(""'E; F).
Vejamos que A = P,: de fato,
A(z) = P(a,z" 1) = Py(x)
para todo x € E. Segue que P, € P("'E; F).
Vejamos que T, é linear: dados P, Q € P("E; F) e A € K, pelo Teorema 2.1.12 temos
To(P+ Q) (x) = (P + AQ)u(x)
= (P+2Q)"(a,2"™)
= P(a, 2" ") + X\Q(a,z™")
= P,(x) + A\Qa(x)
=T.(P)(z) + ATo(Q)(2)
= (Tu(P) + ATL(Q)) (x)
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para qualquer z € E. Assim, T, (P + \Q) = T,(P) + \T,(Q).
Vejamos agora que T, nao é injetor. Como dim F > 2, existe ¢ € E* tal que ¢ #0 e
¢(a) = 0. Tome
Q:FE—F,Q=¢’®a.

Pela Proposicao 2.2.1, temos Q € P(*E; F). Como ¢ # 0 , existe b € E tal que (b) # 0.
Assim, b# 0 e
Q(b) = p(b)*-a #0,

o que implica que @ # 0. Por outro lado, pelo Lema 2.4.1 temos
T.(Q)(x) = Qu(2) = Q(a,z) = p(a)p(r)a =0
para todo x € E. Assim, T,(Q) = 0. Portanto T, nao é injetor.

Provaremos a sobrejetividade mais adiante nesta mesma secao. m

Vejamos agora o caso geral:

Teorema 2.4.3 Sejam E, F espagos vetoriais, P € P("E;F), a€ E, a#0,e1 <j <
n — 1. Definindo o .
P,:E— F, P;(x)=P(d,2"7),

temos P, € P("7E; F). Além disso, a correspondéncia
T,: P("E;F) — P("7E;F), T, (P)=P,,
¢ linear, sobrejetora e nao injetora se dim E > 2.

Demonstragao. Como P € P("FE;F), existe uma tunica aplicacdo n-linear simétrica
P e L*("E; F) tal que (P)" = P. Pelo Teorema 1.5.2, definindo

A: BT — F | Az, .. 2, ) = P(d, zy,. ..  Tp—j)
temos A € L*("7E;F) e
A(x) = P(d’,a"7) = Py (),
para qualquer z € E. Logo, A= P,;. Portanto P,; € P("7E; F).

Vejamos que T,; é linear. Sejam P, Q € P("E;F),\A € K ez € E. Entao, pelo
Teorema 2.1.12, temos

Toi (P +2AQ)(z) = (P + AQ)ai(2)
= (P+2Q) 27
= P(a’, 2" ) + AQ(d’, x" )
= Poi(x) + AQui (2)
=T (P)(z) + AT (Q) ()
= (Tws (P) + AT (@) (2),

para qualquer z € E. Assim, T,;(P+ Q) = T, (P) + \T,;(Q), provando que T,; é linear.
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Vejamos que T,; nao é injetora. Como dim F > 2, existe um funcional ¢ € E* tal que
v #0e p(a) =0. Tome
Q:F—F,Q=¢"®a.

Pela Proposigao 2.2.1, temos @ € P("E; F). E como ¢ # 0, existe b € F tal que ¢(b) # 0,
em particular b # 0. De

Q(b) = (¢" @ a)(b) = p(b)"a # 0,
concluimos que ) # 0. Mas, pelo Lema 2.4.1 sabemos que
T (Q)(2) = Qui(x) = Q(d’, 2" 7)) = (¢" @ a)"(d’, 2" ) = p(a)p(z)" Ta =0

para todo x € E. Assim, T,;(Q) = 0, o que implica que T,; nao é injetor.
Provaremos a sobrejetividade mais adiante nesta mesma secao. m

O objetivo agora é provar a sobrejetividade do operador T,; para completar a de-
monstra¢ao do Teorema 2.4.3 (e da Proposigao 2.4.2). Para isso precisamos de algumas
definicoes e resultados auxiliares.

Definicao 2.4.4 Seja E um espago vetorial. Dadosn € N, k=1,...,n,e x1,...,x, €
E, definimos o conjunto

Cy(xq,...,x,) = {possiveis escolhas de k elementos dentre {z1,...,z,}}

= {{371,@, e Jfk}, {13173727 s ;l’kfhﬂfkﬂ}, < {xnfchrl? e an}}

Dados um vetor a € E, um polinémio Q € P(""'E; F) e uma escolha A € Cy(xy,...,x,),
definimos A° = {zy,...,x,} —Ae

Qv(akila AC) = Q(akila Y1,y - - 7ynfk>7 onde A° = {yla s 7yn7k)'

Lema 2.4.5 (a) Sejam ¢ € E* ¢ Q € P(""'E; F). Entdo

1 |¢ -
(e Q) (z1,...,2,) = - Z o(x)Q(x1, ..., Tjo1, Tjg1, .-, Tn)
j=1

para todos x1,...,x, € F.
(b) Sejam p € E*, a€ E, Q € P("'E;F) ek € {1,...,n}. Definindo

Ri: E— F , Ri(z) = gp(:t)kQ(ak_l,x”_k)

temos R, € P("E; F) e

(Rp)V (21, ... 20) = (% > (H W)) Qa1 A%
Tn)

para todos x1,...,T, € E.
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Demonstragao. (a) Defina B: E" — F por

1

B(xy,...,x,) = ﬁ[gp(azl)@(xg, cotn) Fo(22)Q(zy, T3, . x) + -

+@(2,)Q(z1, . .y 20 1))

Vejamos que B é n-linear: dados z;,1; € E, i=1,...,n,e A€ K, como Q € L*("'E; F)
temos

1 .
B(xy, .., 2+ Nyiy ooy p) = ﬁ[go(xl)Q(xg,...,:vi+)\yi,...,mn)—I—---

+ (@ + Ay Q@1+ Tt Ty, -, Tp) + o+ () QT T+ Ay T)]
1 . .
= E{QO($1)[Q(ZL‘2,...,{L’i,...,l'n) FAQ(T2y o Yiy ooy Ty)] -

+ [(,0((131) + )\QD(yl)]Q(Il, ey Li—1, L1y - - - ,l’n) —+ .-
+(,0(33n)[@<£€1,...,33i,...,l'n,l) +)\Q(xl,...,yi,...,xn,l)]}
1 -
= E[cp(arl)Q(arg,...,xi,...,xn)—1—)\g0(x1) NToy oo Wiy Tn) F o
+ SO(:CZ)Q<$17 ey Ti—15 Lt 1y - - xn) + )\80(3/1)62(3317 ey Ti—1y Lt 1y - - - 7xn) -+ .-
+S0('In)Q(x17'"7xi7"-axn—1) +)\go(xn) ('Ila--'ayiv"wxn—l)]

1 .
:E[(p(xl)Q(xg,...,xi,...,xn)+ 4+ o(x;)Q (xl,...,xi,l,xiﬂ,...,xn)—|—-~
‘|‘90($n)@(951>---axz’w--,xn—l)]
A - .
+E[¢($1)Q($27"'7yia"'7$n)_l_"'+§0(yi)Q('xl7"'7xi—1yxi+l7"'7xn)+"'

4+ 0(2)Q(x1, - Yir s Tp)]
= B(T1,. . Tiy oo Ty) FAB(X1, o Yiy e T)

provando que B é n-linear.

Vejamos que B é simétrica. Para isso seja 0 uma permutacao de {1,2,...,n}. Note
que (To(1), -, To(m)) ¢ uma permutacao de (z1,...,x,), onde, para cada i = 1,2,...,n,
existe um tnico j € {1,2,...,n} tal que x; = x,(;). Assim, gp(xl) = o(24(;)). Dal,

1 )
Blao), - To(m) = — | Y @(@0()QTa1)s -+ ToG-1), Tatj+1)s- -+ To(m)

1

n[ o(Ty ))Q( . %(n)) oot 90(%(]'))@(%(1), o Lo(j—1)s La(j+1)y - - - ,%(n)) + -
+ Qp(xa(n ) (IJ . 7'7;0(71—1))]
1 .
:n[ ( ) (1'2,.. )“‘+90(1‘])Q(1f1,,9§']_1,$]+1,,$n)+

+ () Q@ 1))
= B(z1,...,2,),

provando que B é simétrica.
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Vejamos que B= Y ® Q: de fato,

E(ﬁ) = Ba" = ! [ (2)Qz" '+ -V 4o(x) Q" 1} = % [n - p(z)Qz" ']
p(z

p(2)Qa" ™ = p(2) - Qz) = (v ® Q) (),

para todo x € E. Como B= P ®Q e B é simétrica segue que B = (¢®Q)". E, portanto,

(p@Q) (21,... 2y

§ QOZUJ xla"'7xj—17xj+17"'7$n)] )

para todos x1,...,x, € E.

(b) Pelo Teorema 2.4.3 sabemos que Q(a*~!, 2" %) € P("*E; F), e pelo Teorema 2.2.2
segue que Ry, € P("E; F'). Definimos

Bk:E”HF,Bk(xl,...,xn):(% Z <H90 > O(a"1, A°)

k) AeCk(z1,...,xn)

€A
Vejamos que By é simétrica. Seja o uma permutacao de {1,2,...,n}. Note que
(To(1), - - - » To(n)) € uma permutacao de (z1,...,x,), entdo para cadai = 1,2,...,n, existe

um tnico j € {1,2,...,n}, tal que x; = x,(;). Assim, ¢(z;) = ¢(z4(;)). Note também que

Cr(Zo(1)s - - -+ To@m)) = {possiveis escolhas de k elementos dentre {x,x1),...,Tom)}}

= {possiveis escolhas de k elementos dentre {z,...,x,}}.

Dai,

Bk<xg(1),...,xo(n)) = % Z (H (P Ty ) k 1 Ac)

k)| A€Ck(@o(1) s rTo(n)) \EoE€A
= Bi(z1,...,2p),
para todos x1,...,x, € E, provando que Bj, é simétrica.
Vejamos que By ¢é linear na primeira coordenada: dados y,x; € E, ¢ = 1,...,n, e

A € K, nas contas a seguir denotamos por A os elementos do conjunto
Cy(x1 + Ay, ..., x,) = {possiveis escolhas de k elementos dentre {z1 + Ay, xa,...,x,}},
por A’ os elementos do conjunto
Cr(x1,...,x,) = {possiveis escolhas de k elementos dentre {x1, z9,...,2,}},
e por A” os elementos do conjunto

Cr(y, xa, ..., x,) = {possiveis escolhas de k elementos dentre {y, zs,...,x,}}.
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Dessa forma,

Bk(xl—i-/\y,xQ,...,xn):(% Z (ng > a1, A%

k:) AEC(z1+Ay,x0,...,zn) \zEA
r1+Ay €A

+ > M)(Hsa ) Q(a", A%)

A€CE (x1 4+ y,x9,...,2; zeA
z1+Ay €A

— % > e+ ) | [ el a*t, A%)

k AeC(z1+Ay,x9,..., zn) z€A
z1+Ay €A T# T1+AY

+ ) (H m)) Qa* ! 21 + Ay, A° = {1 + \y})
)

A€CK (x1+Ay,x9,....zn €A
z1+Ay €A

1 C
=7 > lex) +Ae@)] [ I e a* !, A°)
(k) AeC(z1+Ay,x9,..., zn) z€A
T1+Ay €A T# T1+AY

+ > (Hso) Ly, AT = {a + Ay)) + AQ(d!
)

AeC(z1+Ay,z9,...,xn T€A
z1+Ay €A
- 1 (I ) k‘ 1 AC)
R o v
k A€C(z1+Ay,x9,...,xn) z€A
z1+Ay €A z# @1+Ay

+A > )| I @ | Q@ 4%

AeC(z1+Ay,x9,..., Tn) z€A
z14+Ay €A z# T1+Ay

+ Z ) (H 90(1')) Q(ak_la L1, AC — {331 + Ay})

A€CK (z1+Ay,x2,....,xn €A
z1+Ay €A

+ A > (H s0($)> Q" y, A° = {1 + \y})

AECL(z1+Ay,x2,....zn) \zEA
z1+Ay €A
o 1 ( ) k: 1 AC)
0 o v
k A€Ck (z1+Ay,29,..., Tn) z€A
z14+Ay €A zF# T1+AyY
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+ Z (H 90(5”)> Q(a* "z, A° — {z1 + My})
)

A€Ck(z1+Ay,29,...,xn z€A
z1+Ay €A

+% S | I e |0 a9

k A€Cy (z1+Ay,x9,...,xn) €A
z1+Ay €A T# T1+AY

Lr (e

Ly A= {x + \y))

A€Ck (z1+Ay,29,..., zn)
z1+Ay €A

k A’ECk(zl z9,. ze A/
zq EA/ o 2

1 k—1 Ne
- (Hs@  (A))

> ( (A~ )

A/ECk(Tl T9,.
z1 ezA’

A
—17 A// ¢
+ ( (A"y)

k A”eCk(y x9,. 336‘4//
yGA” zF#y

+ > (H 90(35>> Qa1 y, (A"~ {y})

AleCp(y,xg,...,x xzeA
yg Al

:% 2 (Hw) Qa", (4))

S (Hg@ )@’“(A/))

A'eCy(z1,...zn) \xEA’
] gA’

)\ s n
ENEES (Hw )Q’“(A))
(k‘) A eCy (y,x9,...,Tn) ze A"

ye Al

£ (e aun

AleCy (y,xg,...,zn zeA”
y gA"
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.....

o (H W)) Q- (')
(k) A" ECK(y,x2,Tn)

= Bi(x1,...,2,) + ABp(y, T2, ..., ).

Isso prova que By é linear na primeira coordenada. Como ja provamos que By, é simétrica,
pela Proposicao 1.2.8 concluimos que By, é n-linear.
Vejamos que By = Ry: de fato,

Bi(x) = Bya" = % 3 (H M) Qa"!, A%
Tn)

k €A

- () et ata o] = st @t o) = Rite)

k

para todo x € E. Como By, é simétrica e é; = Ry, segue que By = (R;)". =m

Voltando ao que falta da demonstracao do Teorema 2.4.3, relembre que ainda deve-
mos provar que o operador linear T,; é sobrejetor. Facamos primeiramente alguns casos
particulares, a saber, quando j =1 e n = 2,3,4. Em todos esses casos tome ¢ € E* tal
que p(a) = 1, o que nao tira a generalidade dos resultados.

Caso n = 2. Devemos provar que T,: P(*E;F) — L(E;F) é sobrejetor. Dado T €
L(E; F), tome

P.E—F,P=200T—¢*®T(a).
Pelo Teorema 2.2.2 temos ¢ ® T' € P(2E; F). Como ¢* ® T'(a) € P;(*E; F), segue que
P € P(?E; F). E pelo Teorema 2.1.12 temos

Tu(P)(z) = Pu(w) = Pla,2) = 29 @ T — ¢* @ T(a))"(a, v)
=2(p®T)"(a,z) — (¢* ® T(a))"(a, )

para todo x € E. Assim T,(P) =T, provando que T, é sobrejetora.

Em (%) usamos o Lema 2.4.1, segundo o qual (¢? @ T(a))"(z1,22) = @(x1)e(x2)T(a);

e também o Lema 2.4.5(a) para n = 2 e j = 1, segundo o qual (¢ ® T)Y(z1,z2)
1

B [o(21)T (22) + p(22)T (21)] .

Caso n = 3. Vejamos que T,: P(3E; F) — P(*FE; F) é sobrejetora. Dado Q € P(*E; F),
tome

P:E— F, P(x) =3p ® Q(z) - 3p(2)*Q(a, 2) + ¢(2)°Q(a).
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Pelo Teorema 2.2.2 temos ¢ ® Q € P(*E; F). Como ¢(-)>Q(a,-) é um caso coberto pelo
Lema 2.4.5(b) para n = 3 e k = 2, temos ¢(-)?Q(a,-) € PCE; F). E como ¢(-)?Q(a) €
P;(®FE; F), segue que P € P(*E; F).

Pelo Lema 2.4.5(a) temos

(0 ®@ Q)Y (w1, 2, w3) = = [0(21)Q(w2, 3) + p(22)Q (21, m3) + 0 (23)Q (21, 72) ]

W =

pelo Lema 2.4.5(b) temos

(p()*Qla, )" (w1, 22, 23) =
+

[o(x1)p(22)Q(a, m5) + (1) @(z3)Q(a, z2)
(z2)(23)Q(a, 21)]

€ Wik

e pelo Lema 2.4.1 temos

((-)°Q(a))" (21, m2, w3) = (1) (x2)p(23)Q(a),

para todos xi,x9,x3 € FE. Assim, pelo Teorema 2.1.12 e pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.5,
substituindo (1, xe, x3) por (a,z,z), temos

T.(P)(x) = P,(z) = P(a,x?)
=3(p® Q)"(a,2%) = 3(¢(2)’Q(a,2))"(a,2%) + (¢* ® Q(a))"(a, 2*)

= 3L o) + 202000 z))] 3 F(%@(CL)SO(:C)Q(MC) + o(@)20(?)

3 3
+¢(a)p(r)*Q(a)
2 Q(x) + 20(2)Q(a, 2) - 20(2)Q(a, 7) — 9(2)*Q(a) + ¢ (2)*Q(a)
= Q(x),

para todo x € E. Assim, T,(P) = @, provando que T, é sobrejetora.

Emn (+) usamos que p(a) = 1,Q(a?) = Q(a) ¢ ((a?) = Q(x).
Caso n = 4. Vejamos que T,: P(*E; F) — P(3E; F) é sobrejetora. Dado Q € P(3E; F),
tome

P:E—F, P(z) =4p® Q(z) — 60(2)*Q(a, 2*) + 4p(2)*Q(a*, ) — ¢* @ Q(a)(x).

)
Pelo Teorema 2.2.2 temos ¢ ® Q € P(*E; F). Como ¢(-)*Q(a, -, -)) é um caso coberto pelo
Lema 2.4.5 (b) paran =4 e k =2 e ¢(-)3Q(a?,-) também é um caso coberto pelo Lema
2.4.5 (b) paran = 4 e k = 3, temos ¢(-)?Q(a,-,-) ¢ ¢(:)*Q(a?,-) € P(*E; F). E como
©* @ Q(a) € Py(*E; F), segue que P € P(*E; F).
Pelo Lema 2.4.5 (a) temos

(¢ ® Q)Y (w1, T2, w3, 24) = éll [@(I1)Q($2,$3,$4) + o(22)Q(21, 23, 24)

+ o(23)Q (w1, T2, 24) + <P($4)Q($17$275’33)} )
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pelo Lema 2.4.5(b) para n = 4 e k = 2 temos

L o)) Qla, 2, 20) + () (05O a, 2, )

(90<')2Qv(a7 ) '))V(J}l? L2, T3, 1‘4) - 6
+ p(1)p(24)Q(a, T2, 23) + 0 (22)0(23)Q(a, 1, 24)
+ p(22)p(x4)Q(a, w1, 23) + p(3)(x4)Q(a, 71, 22)],
eparan=4ek =3,

(@(')362(@27 ')>v<x17 To, T3, L) = i[¢($2)90($3)¢(5€4)@(a27131) + 90(371>90($3)<P(134)Q(a27$2)
+ (1) () p(24)Q(a®, 25) + (1) p(72) 0 (23)Q(a”, 4],

e, finalmente, pelo Lema 2.4.1,

(0" @ Q(a)" (w1, w2, w3, 24) = (1) p(w2)p(3)p(24)Q(a).

Assim, pelo Teorema 2.1.12 e pelos Lemas 2.4.1 e 2.4.5 (substituindo (x1, xs, 3, x4) por
(a, %)), temos

T,(P)(z) = P,(x) = Pla.")
— 4o ® Q) (a.4%) — 6(p(@)*Qa.29)"(0.2%) + Up(a)'Qa?. )"0,
- (¢ © Q)" (a.1)
— 4 [0 + 36(0)0la.a)| - 6 | Belalple)0la ) + 3ol Qe )
| Q) + 3el@pla Qe a)| - plap(alQta)
— pa)Q(a) + 3p(@)Q(0.3%) — Be(@)o(x)Qa ) - 3p(x*Qla.2) + £(x)'Qa)
+30(a)p(a)*Qa”,2) — pla)p(x) Qa)
2 Q),
para todo x € E. Assim, T,(P) = Q. Portanto T, é sobrejetora.
Em () usamos que p(a) = 1,Q(a®) = Q(a) e Q(z*) = Q(x).

Continuando, facamos o caso 7 = 1 para n arbitrario, isto é, mostraremos que o
operador linear
T.: P"E;F) — P(”_lE;F)

é sobrejetor. Continuamos com ¢ € E* e a € F tal que p(a) = 1. Por Ry continuamos
denotando os polindémios do Lema 2.4.5(b). Dado, Q € P(""'E; F), definimos

P-E—F P=S(=1)"(")\R,.
— F, > (-1 <k>k

k=1

Pelo Lema 2.4.5(b) sabemos que P € P("FE; F'). Para provar que T,(P) = (), usaremos a

Relacao de Stifel
n\ (n-—1 n n—1
k) \ k k—1)
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Segue que,
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para todo x € E. Note que, para cada k, o segundo termo da k-ésima parcela da soma
acima coincide com o primeiro termo da (k4 1)-ésima parcela, pois ambos sao iguais, pela
relacao de Stiefel, a:

(") et auatan ),

Pela alternancia dos sinais, eles se cancelam. Observe também que a tultima parcela s6

tem o primeiro termo, pois (”71) = (. Resta, entao, apenas o primeiro termo da primeira
n

parcela, que € igual a

<n — 1) 20,z = Qa" ! = Q(a).

Assim T,(P)(z) = Q(x) para todo x € E, o que prova que T,(P) = @ e nos permite
concluir que 7, é sobrejetora.

O que acabamos de fazer completa a demonstragao da Proposicao 2.4.2 e, além disso,
nos sera util para demonstrar o caso geral.

Passando para o caso 7 = 2, para mostrar que o operador linear

T,.: P("E;F) — P("%E; F)
é sobrejetor, precisamos do seguinte Lema:
Lema 2.4.6 Sejam P € P("E;F) e a € E. Entdo
(P)Y(z1, .. Tnq) = P(a, Tlyeeey Tpo1)
para todos x1,...,T,_1 € E.
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Demonstragao. Defina
R:E"' — F,

R(zy,...,xp_1) = Pla,xq,...,2,1).

Vejamos que R é (n — 1)-linear. Dados z;,7; € E, j =1,....,n—1e A € K, como
P c L*("E; F), temos

Ry, .. x5+ A, oo w0y 1) :P(a,xl,...,xj+/\m;»,...,xn_1)
:P(a,ajl,...,a:j,...,mn_l)—|—)\P(a,ajl,...,a:;,...,:cn_l)
R

(1, Ty 1) AR, ),

provando que R é (n — 1)-linear.
Seja agora ¢ uma permutagao de {1,...,n — 1}. Como P é uma aplicacdo simétrica,
temos

R(Zo(1), - s Tano1)) = P(a, To(1), - -, Ta(n1))
= P(a,z1,...,2n_1)
R

(3:17 . axn—l)a

para todos x1,...,x,_1 € E. Segue que R é simétrica. Vejamos que R= P,: com efeito,

R(z) = Ra" ' = P(a,2" ") = P,(z)
para todo x € E. Assim, R= P,, e portanto (P,)" = R m
Agora sim estamos em condic¢oes de provar que o operador linear
T,: P("E; F) — P("%E; F),

é sobrejetor. Pelo que fizemos anteriormente, e alterando os nomes dos operadores para
nao causar confusao, sabemos que os operadores

T;: P("E;F) — P("'E;F) , T}(P) = P,

07 P("E F) — P("TESF) , TRHQ) = Qu,

a

sao sobrejetores. Considere a cadeia
n T n—1 TJFI n—2
P"E;F) - P(""E;F) > P("°E;F)
P—>T;L<P>:Pa—>T£71(Pa):(Pa)a
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Vejamos que T/ ! o T" = T,2. Para isso, sejam P € P("E;F) e x € E. Pelo Lema 2.4.6
temos

Ty o T (P)(x )ZT" (TJ‘(P))( )

Portanto 7" ' o T™ = T,.. Como a composta de aplicagoes sobrejetoras é sobrejetora,
segue que T,2 é sobrejetora.
Note que, entre outras coisas, provamos que (F,), = P,z.

Vejamos agora que
Ts: P("E; F) — P("E; F)

é sobrejetora. Considere a seguinte cadeia, na qual o operador T"~% estd definido da
maneira obvia:

n n—1 n—2
P("E;F) =% P("E; F) " P("2E; F) s P("E; F)

Pelo que provamos anteriormente, sabemos que 7" 2: P("2E; F) — P("3E; F) é so-
brejetora; e, pelo que acabamos de provar, sabemos que T,2: P("E; F) — P("2E; F)
também é sobrejetora.

Vejamos que T2 o T,2 = T,3: como antes, dados P € P("E; F) e x € E, pelo Lema
2.4.6 temos

Isso prova que 7" 20T,: = T,3. Como a composta de aplicagoes sobrejetoras é sobrejetora,
concluimos que T3 é sobrejetora.

Um argumento de indugdo comprova que T,; = T" 7™ o T ;-1 é sobrejetora, para
todo 7 = 1,...,n — 1. De fato, por hipdtese de inducao temos que T,;-1 é sobrejetora;
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e sabemos que T"7T! ¢ sobrejetora pelo primeiro caso. Como a composta de aplicagoes
sobrejetoras é sobrejetora, segue que T),; é sobrejetora. Isto completa a demonstracao do
Teorema 2.4.3.
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CAPITULO 3

IDEAIS ALGEBRICOS DE APLICACOES
MULTILINEARES

Como vimos na Secao 1.4, a composi¢ao de uma aplicacao multilinear com operadores
lineares gera uma nova aplicacao multilinear de mesmo grau de multilinearidade. Isso
gera a seguinte pergunta: se a aplicagao multilinear pertence a uma determinada classe de
aplicagoes multilineares, sera que a multilinear gerada pela composicao com operadores
lineares também pertence a essa mesma classe? Chamaremos de ideais de aplicacoes
multilineares (ou multi-ideais) as classes de aplicagoes multilineares que satisfazem essa
propriedade.

O estudo de ideais de aplicagdes multilineares foi iniciado por A. Pietsch [15] em 1983.

A principal referéncia utilizada neste capitulo é a dissertacao [2].

3.1 Definicao e primeiros exemplos

Definigao 3.1.1 Um ideal algébrico de aplicagoes multilineares (ou multi-ideal) é uma
subclasse M da classe L de todas as aplicacoes multilineares,

L= U L, E.F),

tal que para todos n € N e espagos vetoriais F, ..., F,, F, a componente
M(Ey, ..., E; F) = L(Ey,...,E,;; F)NM

satisfaz as seguintes condigoes:

(i) M(Ey, ..., E,; F) é subespaco vetorial de L(Fy, ..., E,; F),

(i) Li(Er, ..., By F) CM(EL, ..., By F),

(iii) (Propriedade de Ideal): Se A € M(Ey,...,E,; F), u; € L(Gj; E;), j=1,...,n, e
te L(F;H),entao to Ao (uy,...,u,) € M(Gq,...,Gn; H).
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Gl X e X Gn

j l toAo(u,...,un)
ul

E; x x E, —>Ft—> H

Exemplo 3.1.2 A classe L de todas as aplicacoes multilineares é um multi-ideal. De
fato, as condigoes (i) e (ii) sdo 6bvias e a condigao (iii) segue do Teorema 1.4.2.

Exemplo 3.1.3 A classe Ly das aplicacoes multilineares de tipo finito ¢ multi-ideal.

Pelo Exemplo 1.1.2 sabemos que L;(E1, . .., E,; F) é subespaco vetorial de L(Ey, ..., E,; F).
A condicao (i) é ébvia. Vejamos agora que Ly(Ej,..., E,; F) satisfaz a propriedade
de ideal. Sejam A € Ly(Ey,...,E.F), u; € L(G;;E;),j = 1,...,n et € L(F; H).
Entao existem k € N, p;; € Ef, b € F, j =1,...,n, i = 1,...,k, tais que A =
Zle 01, ® @ pn; @b;. Para todos x; € G, i =1,...,n, temos

k
toAo (up,...,up)(x1,...,x,) =10 (Z@1,i®~~~®@n,i®bi> o (Ugy .y up)(x1,. .., Ty)
i=1

k

Z P1i @+ @ Ppi @ bi(ur (1), ... ,un(:z:n))>

i=1

t

Af\

k

> prilua(an)) - Sﬁn,z‘(un(%))bz)

i=1

I
~+

I

t(pri(ur(z1)) -+ - pni(un(rn))bs)

=1

I

(pri(ur(r1)) - @ni(un(n))t(b;)

=1

I
M=

(9012‘ ouy)(w1) -+ (Pnyi © Un)(25)t(bs)

-
I

(Z P, ou1 " ® (Son,ioun) ®t(bi)> ('Ilv"-axn)a

com p;; ou; € G e t(b;) € H para todos j = 1...,nedi =1,...,k LogotoAo
(ur,...,up) € Li(Gy,...,Gn; H), e isso prova que Ly é um multi-ideal.

Observacao 3.1.4 Dos Exemplos 3.1.2 e 3.1.3 segue que L é o maior multi-ideal e que
L¢ ¢é o menor multi-ideal, isto é, para todo multi-ideal M vale que

Ly CMCL.
Exemplo 3.1.5 A classe Lz das aplicagoes multilineares de posto finito € um multi-ideal.
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Pelo Exemplo 1.1.3 sabemos que Lz (F1, ..., E,; F') é subespaco vetorial de L(Ey, ..., E,; F)
eque Lg(Ey,...,Ey F) C Le(Ey, ..., E F).

Vejamos agora que Lz (Fy, ..., E,; F') satisfaz a propriedade de ideal. Para isso sejam
A e Lg(Er,....E;F), uj € L(Gj3E)),j = 1,...,n, et € L(F;H). Entao existem
keN, Ay, ..., Ay € L(Ey,...,E,) eby,..., by € F tais queA:ZleAi@)bi. Para todos
x; € Gy, j=1,...,n, temos

toAo (up,...,up)(1...,x,) = t(A(ur(x1), ..., un(xy)))

= (ZAz o (ul,...,un) ®t(bz)> ($1-~->$n)>

com A; o (uy,...,u,) € L(Gy,...,G,) e t(b;) € H para todos i = 1,... k. Logoto Ao
(uy,...,u,) € Lr(Gy,...,Gy; H), provando que Lz é um multi-ideal.

Para um exemplo de uma classe natural que nao ¢ multi-ideal precisamos do seguinte
lema:

Lema 3.1.6 Sejam @1, ..., i1 funcionais lineares linearmente independentes no espago
vetorial E. Entao para qualquer j =1,...,k+ 1, temos
k+1
N ker(es) & ker(p):
i=1,i#j

Demonstracao. Veja [7, Lema 6.3.5]. m

Exemplo 3.1.7 Seja £ € N um nimero natural fixado. Vejamos que a classe L, das
aplicagoes multilineares de posto menor ou igual a k, isto é,

Li(Ey, ..., Ep; F)={A€ L(Ey,...,Ey; F) : dim[Im(A)] < k},

nao é um multi-ideal.

Por definicao, é claro que Ly C Lr. Vejamos que Ly € L. Sejam E e F espacos vetori-
ais de dimensao > k+1. Podemos tomar vetores linearmente independentes by, ..., bx11 €
F e funcionais lineares independentes @1, ..., pr41 € E*. Tome A = 7 @by +-- -+ i, ®
bi+1. Temos A € L("E; F') pela definigao de aplicagao multilinear de tipo finito. Vejamos
que A ¢ Ly("E; F). Pelo Lema 3.1.6 sabemos que

k+1

M ker(e) ¢ ker(e)).

i=1, i#j
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para todo j = 1,...,k + 1. Existem entdo z; € E, j =1,...,k+ 1, tais que ¢;(z;) =0
para todo i # j e @;(x;) # 0. Assim,

k+1 k+1
Azf = (Z v @ bi) f =Y i) b = ps(a;)"b; € Im(A)
=1 i=1

para todo j = 1,...,k + 1. Portanto {p1(z1)"b1,. .., pre1(Tks1)"ber1} é um conjunto
linearmente independente contido na imagem de A. Segue que dim[Im(A)] =k +1 > k,
provando que A ¢ Li("FE; F). Logo L nao é multi-ideal.

Estudaremos na sequéncia um multi-ideal formado por uma classe de aplicagoes mul-
tilineares que nao haviamos considerado ainda nesta dissertacao. Para isso precisamos do
seguinte resultado:

Proposicao 3.1.8 Se A é um gerador de um espago vetorial V # 0, entao existe uma
base de V' contida em A.

Demonstragao. Veja, por exemplo, [7, Proposicao A.4]. m

Exemplo 3.1.9 Estudaremos neste exemplo as aplicagoes multilineares de posto enu-
meravel. Denotamos por Ny o cardinal do conjunto dos niimeros naturais. Dados espagos
vetoriais F1, ..., E,, F, definimos

Lonam(Er, - B F) = {A € L(Ey, ..., By F) : dim[Im(A)] < Ry}
={A € L(F,...,E,;F):[Im(A)] tem base finita ou enumerdvel}.

O objetivo é verificar que Lepym € um multi-ideal.

Comecemos verificando que Lepym(E1, - . ., E; F') é subespaco vetorial de L(Ey, ..., Ey;
Como 0 € L(Ey, ..., E,; F) e dim[Im(0)] = 0, segue que 0 € Lepum(En, ..., En; F). Sejam
A, B € Lopum(F1, ..., Ey; F) e X € K. Entao A, B € L(Ey,...,E,; F) e os subespagos
[Im(A)] e [Im(B)] tém base finita ou enumerdvel. Como A, B € L(E\,..., E,; F), entao
A+ AB € L(FE,...,E,; F). Devemos verificar que [Im(A + AB)] tem base finita ou enu-
meravel. Sejam

(yj);y:ll base de [Im(A)], onde N; € N ou Ny = 400,

(zj)év:zl base de [Im(B)], onde Ny € N ou Ny = +o0.
Dado w € [Im(A 4+ AB)], existem k € N, vetores wy,...,w; € Im(A + AB) e escalares

k
Ay ..o, A tals que w = Y A\jw;. Paracada j =1,... k, existe z; € £y x --- x E, tal que
j=1

w; = (A+ AB)(x;) = A(xj) + AB(x;).
Para cada j =1,...,k, como
Az;) € Im(A) C [Im(A)] = [(y;);2] .
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my
existem m; € N, ay,...,ap, € K tais que A(z;) = > a;y;. E como
i=1

B(z) € Im(B) C [Im(B)] = [(z;)}2],

J=1

Pj
existem p; € N, B1,..., 5, € K tais que B(z;) = > fi2. Assim,
=1
k k
w= > Aw; = D Ai(Alw;) + AB(a;)
J=1 j=1
k m;j Dj
= Z Aj (Z Y + A (Z 51%))
Jj=1 i=1 =1
k m; D
- Z <Z Ajoy; + Z )\)\jﬁzzz>
Jj=1 \i=1 =1
ko my k  pj
=D i+ 30 DT AN Bra € () ()]

j=1 i=1 j=1 I=1
Isso prova que o conjunto
X:{yi,zl:izl,...,Nl, lzl,...,Nz}

gera [Im(A + AB)]. Pela Proposigao 3.1.8 concluimos que [Im(A + AB)| tem uma base
contida em X. Como X ¢ finito ou enumeravel, segue que [Im(A + AB)] tem base finita
ou enumeravel, ou seja, A+ AB € Lepum(E1, ..., Ey; F).

Vejamos que Ly(Ey, ..., Ep; F) C Lepum(E1, ..., B F). Seja A € Li(Ey, ..., Ey F).
E claro que A € L(FEy,...,E,; F). Vimos na observacao 1.1.4 que toda aplicagdo mul-
tilinear de tipo finito tem imagem contida em um subespaco de dimensao finita. Isso
nos permite concluir que A € Leyum(E1, ..., Ey; F), e portanto Ly(Ey,...,E F) C
Lenum(E1, ..., Eny; F).

Verifiquemos a propriedade de ideal: dados A € Lepum(En, - .., By F), u; € L(Gy; E;),
j=1,...,n,et € L(F;H), temos A € L(Ey,...,E,;F) e [Im(A)] tem base finita ou
enumeravel. Segue pelo Teorema 1.4.2 que toAo(uy, ..., u,) € L(Gy,...,Gy; H). Vejamos
agora que [Im(to Ao (ui,...,u,))| tem base finita ou enumerdvel. Por #|y4) denotamos
a restricao do operador ¢ ao subespago gerado pela imagem de A. Note que #|[m(4) ¢ um
operador linear. Para todos z; € G;, 1 =1,...,n, temos

toAo (ur,...,uy) (@1, ..., 2n) = t(A(ur(z1),. .., un(xy))) € Im(t|{mcay).
Isso implica que Im(t o Ao (uy,...,u,)) C Im(|irma)), 0 que por sua vez implica que
Im(to Ao (ur,...,uy))] € [Im(t|rmay)] = Im(t|mcay)-
E claro que o operador linear tlim(ay : [Im(A)] — Im(t|mm(ay) € sobrejetor. Entao
dim[Tm(t o Ao (uy,. .., u,))] < dim(Im(t|gmeay)) < dim[Tm(A)].

Logo [Im(t o A o (uy,...,u,))] tem base finita ou enumerdvel, provando que t o A o
(U1, ..., Up) € Lopum(G1, ..., Gp; H). Segue que Lepum(F1, ..., Ey; F) é um multi-ideal.
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3.2 O método da fatoracao

Aprenderemos nesta segao, inspirada na dissertagao [2], e nas duas seguintes, como gerar
multi-ideais a partir de ideais de transformagoes lineares.

Definicao 3.2.1 Seja M um multi-ideal. No caso em que n = 1, para cada par de espagos
vetoriais £ e F', podemos considerar a componente M(E; F') que é subespagco vetorial de
L(E; F). A subclasse |J M(E;F) da classe das transformagoes lineares ¢ chamada de

)

ideal de transformacoes lineares, ou simplesmente ideal de operadores.

Por conveniéncia, denotaremos um ideal de operadores pela letra Z. Assim, um ideal de
operadores é uma subclasse Z da classe de todas as transformacoes lineares entre espagos
vetoriais sobre K tal que, definindo

I(E;F):=TZTNL(E;F),

para todos espagos vetoriais F e F', tem-se:
(i) Z(E; F) é subespago vetorial de L(E; F') que contém F(E; F).
(ii) (Propriedade de ideal) Se u € L(E; F), v € Z(F;G) e t € L(G; H), entdo tovowu €
IZ(E; H).

A teoria de ideais de operadores entre espagos de Banach foi sistematizada por A.
Pietsch em [14].

Exemplo 3.2.2 Basta tomar as componentes lineares de um multi-ideal qualquer para
se obter um ideal de operadores. Por exemplo F := transformacoes lineares de posto
finito (= transformagoes lineares de tipo finito) € Leyum =: transformacoes lineares de
posto finito ou enumerével sao ideais de operadores.

O primeiro método de gerar multi-ideais a partir de ideais de operadores é chamado
de método da fatoracao:

Definicao 3.2.3 Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que uma aplicagado mul-
tilinear A € L(FEy,...,E,; F) pertence a classe L(Z), e neste caso escrevemos A €
L(Z)(Ey, ..., E,; F), se existem espagos vetoriais Gy, . . . , G, transformagoes lineares u; €
Z(Ey;Gh)y . oyup € Z(Ey; Gy) e B € L(Gy, ... ,Gp; F) tais que A = Bo (uy,...,u,), isto
é, o seguinte diagrama é comutativo:

Eyx-x B, 2 F
R
Gy x - x G,

Teorema 3.2.4 Para todo ideal de operadores T, L(Z) é um multi-ideal.
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Demonstragao. Vejamos que L(Z)(Ey,. .., E,; F) é um subespaco de L(Ey, ..., E,; F).
Dadas aplica¢oes multilineares A, B € L(Z)(Ey, ..., FE,; F) e um escalar A € K, existem
espacos vetoriais Gy, ...,Gy, Hy,..., H,, transformacoes lineares u; € Z(E;;G;), v; €
I(E;;Hj), j=1,...,n, e aplicagdes multilineares A’ € L(Gy,...,G,; F) e

B' € L(Hy,...,Hy; F), tais que A= A" o (uy,...,u,) e B=B" o (vy,...,0,).

Eyx-x B, 2 F

jul lun
A

G1X"~XGn

E,x-x E,—2-F

jvl lvn
Bl

H x---xH,

Como G x H; é espago vetorial com as operagoes usuais de pares ordenados, definindo,
paraj=1,...,n,

iji Gj — Gj X H]’ , ZJ(.CL’) = (%,O),

tji Hj — Gj X Hj , t](y) = (O,y),
temos que ¢; e t; sao operadores lineares. Considere, para j =1,...,n,

wi: E; — G x Hj 3 w;(z) =1 0u;(z) +t;0v;(z).
Como composta de aplicacoes lineares é linear e, também, a soma de aplicacoes lineares
também ¢ linear, segue que cada w; ¢ linear. Como u; € Z(E;;G;) e v; € Z(Ej; Hy),
temos pela propriedade de ideal de operadores que i; o u;, t; ov; € Z(E;;G; x H;). E
como Z(E;;G; x Hj) é subespago vetorial de L(E;; G; x H;), segue que
wj :ijOUj+thUj EI(EJ,GJ X H])

para todo 7 = 1,...,n. Defina, novamente para j = 1,...,n,

;i Gy x Hy — Gy; mi(x,y) =2

m;0 Gy x Hy — Hy; mi(v,y) =y,
e veja que as seguintes composigoes estao bem definidas:

(Gy x Hy) x -+ x (G, x Hy)

-k

G, X oo X G,
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(Gy x Hy) x -+ x (G, x Hy)

’ ’
T Tn

H; X e X H,

Podemos assim definir

!

C:(Gyx Hy) X x (Gpx Hy) — F, C:=Ao(m,...,m)+ B o(n,,...,m).

~ . ~ . / ~ ~ .
Como A’ e B’ sao aplicagoes n-lineares e 7; e ; sao transformagoes lineares, segue pelo

/ ’ ~ . . o~
Teorema 1.4.2 que A’ o (my,...,m,) e B' o (m,...,m,) sdo n-lineares. Como a adi¢ao de
aplicagoes n-lineares é n-linear, segue que C' é n-linear. Para todos x; € E;, i =1,...,n,
temos

Co(wy,...,wp)(x1,...,2,) = Clwi(zy), ..., wy(xy))

/

(
+ \B' (7r (ug(xq ,vl(xl)) (un(xn) Vn(22)))
= A'(uy(z1), ..., un(xy)) + )\B (v1(z1), -+, vp(y))
=A'o (ul,...,un)(xl,...,xn)+)\B' (vl,...,vn)(ml,...,xn)
= A(xq,...,2n) + AB(21,...,2,)
= (A+AB)(x1,...,x,),

o que prova que A+ AB = C o (wy,...,w,). Como w; € Z(E;;G; x H;) para todo
j=1,...,n,e C € L((G1 x Hy),...,(G, x H,); F), segue que

A+ AB € L(I)(E, ..., Ey; F).

Portanto L(Z)(Ey, ..., E,; F) é subespaco vetorial de L(Ey, ..., E,; F).
Vejamos que Ly C L(Z). Considere a aplicacdo multilinear de tipo finito ¢ ® --- ®
oo ®b,onde ; € EY, j=1...,n,eb¢& F. Defina

B: K" — F | B(A1,...,A\n) = A1+ Agb.
Claramente B é n-linear. E, dados z; € E;,j =1,...,n, temos

Bo (Spla ce 790n)<x1’ s 73:71) = B(Sol(‘rl)? .- ,gOn(ZEn))
= p1(z1) - SOn(xn)b
=1 R ®p, @b(x1,...,1,).
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Isso prova que
PR R, ®b=DBo(p1,...,0n).

Como ¢; € I(E;;K), j=1,...,ne B € L("K; F), temos
1R R, b€ L(I)(Ey,...,Ey F).

Dada uma aplicacdo n-linear de tipo finito arbitraria A € L;(Ey, ..., E,; F), A é soma
finita de aplicagoes do tipo ¢; ® -+ ® p, ® b. Como L(Z)(E,...,E,; F) é subespago
vetorial e, como acabamos de provar, contém cada uma das parcelas de A, segue que
Ae L(I)(E,...,E,; F). Portanto Ly € L(T).

Vejamos que L(T) satisfaz a propriedade de ideal. Dados A € L(Z)(Ey, ..., E, F), u; €
L(Gj;E;), j =1,...,net € L(F;H), existem espacos vetoriais M, ..., M,, trans-
formacgoes lineares v; € Z(E;;M;), 7 = 1,...,n, e B € L(M,...,M,;F) tais que
A= Bo(vy,...,v,). O diagrama

Gy x - x G,
l L W..,un)
ul Un
E; XXEn—A>F_t>H
| /4
B
My x -+ x M,

mostra que as seguintes composigoes estao bem definidas:

C:=toBeL(M,...,M,;H) e wj :=v;ou; € Z(G;; M;).

toAo(uy,...,up) =to(Bo(vy,...,u,))0 (tr,...,up)
=to(Bo(v10uUp,...,0,0Uy))

=C(wy,...,w,),

segue que to Ao (uy,...,u,) € L(Z)(Gy,...,Gp; H). Portanto, L(Z) é um multi-ideal. m

3.3 Meétodo da linearizacao

Nesta segdo, cuja principal referéncia utilizada foi a dissertacao [2], estudaremos um
método de gerar multi-ideais, a partir de ideais de operadores, que se aproveita dos iso-
morfismos entre espacos de aplicagoes multilineares que vimos no Teorema 1.1.5, os quais
recordamos agora.
Sejam F1, ..., E,, F espagos vetoriais. Paracadaj=1,...,n,edadosz, € Fy,...,x, €
E,,, escreveremos
El, (J)7 En = El, ey Ej—la Ej+1, ey En €

xy, (J),.Tn =Ty Tj—1,Lj415- -3 Tn-
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A aplicacao

Vimo1: L(Ey,...,Ey; F) — L(E;; L(Ey, Y., E,; F))
onde
Vin1(A): E; — L(E, Y E,; F)

é definida por
Vim1(A) () (z1, D 2,) = A2y, ..., 1),

é um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(Ey, ..., E,; F) e L(E;; L(Ey, Y., E,; F))
pelo Teorema 1.1.5.

Definicao 3.3.1 Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que uma aplicagao multilinear
A€ L(Ey,..., Ey; F) pertence a classe [Z], e neste caso escrevemos A € [Z](Ey, ..., E,; F),
se Vin 1(A) € Z(E;; L(Ey, Y., E,; F)) para todo j = 1,...,n.

Teorema 3.3.2 Para todo ideal de operadores I, [Z] € um multi-ideal.

Demonstragao. Vejamos que [Z|(Ey, ..., E,; F) é subespago vetorial de L(Fy, . .., E,; F).
Dados A, B € [Z|(E1, ..., Ey; F) e A € K, temos

Vin-1(A), Vin-1(B) € Z(Ej; L(Ey, Y., By; F))

paratodoj = 1,...,n. Como Z(E;, L(E,, Y., E,; F)) é subespaco vetorial de L(E;; (L(E,, .
JEn; F)) e V1 € linear, segue que

Vin-1(A+ AB) = Vj,_1(A) + AVj,-1(B) € Z(Ej; L(Ey, Y., E,; F))

para todo j = 1,...,n. Logo, A+ AB € [Z](F, ..., E,; F). Portanto, [Z|(Ey, ..., E,; F)
é subespaco vetorial.

Vejamos agora que Ly C [Z]. Seja A=p1 @ R, @bcom ¢, € Efji=1,...,n,e

b € F. Note que para cada j = 1,...,n, temos
; ()
Vin1(A)(@) (1, D 20) = 05(0)p (an1) -
()
= lpi(z) - (p1® -~

On(Tn)b
- @ @ )] (z1, Y.,z

para quaisquer v € B ex; € B, i =1,...,n e # j. Entao

(4) (4)
Vin-1(A)(z) = 0;(z) - (01® -7 Rpp ® D) = 0; @ [p1® -+~ @y, @ b] ()

para todo x € F;. Logo

(4) )
Vin-1(A) = ¢; @ [p1® -7 @, @ b)] € F(Ej; L(Ey, 9, B, F))
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provando que A € [Z](E4, ..., E,; F). Como toda aplicacao de tipo finito é uma soma
finita de aplicagoes do tipo A, e como [Z|(Ey, ..., E,; F) é subespaco vetorial, segue que
toda aplicagao de tipo finito pertence [Z](Fy, ..., E,; F'). Portanto,

Li(By,...,Ey F) CZ)(Ey,. .., E,; F).

Propriedade de Ideal: Sejam A € [Z|(Ey,...,Ey F), uj € L(Gj;E;), j=1,...,n, ¢
t € L(F;H). Seja j € {1,...,n}. Sabemos que

e definimos . ‘
Tj: L(Ey, Y., B F) — L(Gy, 9., G,; H);
Tj(B) =to Bo(u, Y. u,)

Vejamos que T} é linear: para isso sejam aplicagoes (n — 1)-lineares B, C' € L(E;, Y.
,En; F) e um escalar A € K. Entao
Tj(B + AC)(zy, Y. 2,) =t o (B + AC) o (u, Y., up) (z1, 9., 2,)
= t((B 4+ AC)(ur(21), 9., up(2,)))
= t(B(uy(w1), 9. un (2,)) + AC (ur(21), 9., up(2)))
= t(B(uy(z1), D, un(x,))) + M(C(ur (1), 9., up(2,)))
=toBo (u, D u,)(zy, Y, z,) + Mo Co(uy, D, u,)(zy, 9., 2,)
= T;(B)(xy, Y., 1) + NT;(C) (21, 9., 2,,)
— (T(B) + AT(C)) (w1, 2, 20)

para quaisquer x; € G;, 1 = 1,...,n, i # j. Portanto, T} é linear. Para cada j =1,...,n,
considerando a composta

temos

(Tj 0 Vim_1(A) o u)(x;)(z1, 9., 2,) = T (Vo1 (A) (u(z;))
)

:tOAO(U,l, ,Un)<£L'1, 7xn)
= jyn*1<tvo(u17 7un))<xj)<x17 Dy xp),
para quaisquer z; € G;, i = 1,...,n. Logo,

‘/jmfl(t oAo (uh S 7un>> = TJ ° ‘/J}n*l(A) O Uj € Z(Gj;L<G1> '(j")'v Gn; H))
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para todo j = 1,...,n. Portanto, to Ao (uy,...,u,) € [Z](G1,...,Gy; H), provando assim
que [Z] é um multi-ideal. m

Um fato importante, que é bem conhecido desde o inicio da teoria, é que o método
da linearizacao gera um multi-ideal que contém o multi-ideal gerado pelo método da
fatoracao:

Proposicao 3.3.3 Seja Z um ideal de operadores. Entio L(T) C [Z].

Demonstracao. Dada A € L(Z)(Ey,..., E,; F), existem espagos vetoriais Gy, ..., Gy,
transformagoes lineares, u; € Z(E;;Gj), j =1,...,n, e B € L(Gy,...,Gy; F) tais que
A=DBo(ug,...,uy):

Eyx---x b, —F

LR

GlX"'X n

Defina, para cada 7 =1,...,n,

U;: G; — L(Ey, Y. E,; F)
U;(y) (1, 28 xn) = Blui(x1), ...,y ..., un(zn))

E facil verificar que U; estd bem definido, isto é,
Uj(y) € L(Ey, 9., E,; F)

para todo y € G; e que U; ¢é linear. Considerando a composta

B, % G - L(By, 9, B, F)
temos

(Uj © Uj)(l‘j)(l‘l, '(j)'v xn) = Uj(uj(xj))(xlv '(]")'7xn)
= Bo (u1(x1),...,ui(xj),..., up(zy))
=Bo(up,...,up)(x1,...,2,)

= A(zq,...,2,)

= Vi1 (A) () (21, 2., ),
para quaisquer x; € E;, i = 1,...,n. Assim, V;,,_1(A) = Ujou;. Como u; € Z(E};, G;) para
todo j = 1,...,n, segue que V;,_1(A) € T(E;; L(Ey, Y., E,; F)) para todo j = 1,...,n.
Portanto, A € [Z](E1,...,Ey F).
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3.4 Multi-ideais de composicao

Na Secao 3.2 consideramos a composi¢cao de uma aplicacao multilinear com operadores
lineares pertencentes a um ideal de operadores fazendo primeiro os operadores lineares
e depois a aplicacao multilinear. Veremos nesta secao que, invertendo o processo, isto
é, compondo um operador linear pertencente a um ideal de operadores depois de uma
aplicagao multilinear, também obtemos um método de geracao de multi-ideais, chamado
de multi-ideal de composicao.

Os multi-ideais de composicao, que sao uma generalizacao dos ideais de operadores de
composi¢ao, remontam ao artigo de Pietsch [15] em 1983 e foram estudados em detalhes
em, por exemplo, Botelho-Pellegrino-Rueda [6].

Para compor esta segdo nos inspiramos principalmente na dissertagao [17].

Definicao 3.4.1 Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que uma aplicacao multi-
linear A € L(E,...,E,; F) pertence a classe Z o L, e neste caso escrevemos, A €
Zo L(Ey,...,E,; F), se existem um espaco vetorial GG, uma aplicagdo n-linear B €
L(E,,...,E,;G) e uma transformacao linear u € Z(G; F) tais que A = w o B, isto ¢,
o diagrama abaixo é comutativo:

Eyx--xE, -2 F

Teorema 3.4.2 Para todo ideal de operadores I, T o L é um multi-ideal, chamado de
multi-ideal de composicao.

Demonstragao. Vejamos que Z o L(Ey,..., E,; F) é subespago de L(Ey,...,E,; F).
Dadas A, B€Zo L(Fy,...,E,;F) e X € K, existem espacos vetoriais G, H, aplicagoes
n-lineares A’ € L(FEy,...,E,;G) e B' € L(E,...,E,; H) e transformacoes lineares u €
I(G;F)eveZ(H; F) taisque A=uo A’ e B=wvo B, isto ¢, os diagramas a seguir sao
comutativos:

By x--xE,-2 F
|A/ u
G
e
Eyx--x E,-Z F
|B/ v
H

Como o produto cartesiano G x H é espaco vetorial com as operacoes usuais de pares
ordenados, definindo
i:G— Gx H; i(x)=(x,0) e
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t: H— G x H; t(y) = (0,y),

temos claramente que ¢ e t sao operadores lineares. Podemos também considerar a
aplicacao
C.Eix---xFE,—GxH,
C(zy,...,xn) =10 Az, ..., 2) + Ao B'(xy,...,2,).

Como A’ e B’ sao n-lineares e i e t sao lineares, segue que i 0 A’ e t o B’ sao n-lineares.
E, como adigao de aplicagoes n-lineares é n-linear, segue que C' é n-linear. E claro que as
aplicagoes

7:GxH—G; n(z,y)=zxe

7Gx H— H; 7'(z,y) =y,

sao operadores lineares. Considere ainda a aplicacao
s:GxH-—F, s=uor+vor.

Como u € IZ(G; F) e v € I(H; F), segue da propriedade de ideal que uom e v o7’
pertencem a Z(G x H; F); e como Z(G x H; F') é subespaco vetorial de L(G x H; F),
segue que

s=uom+vonw € Z(G x H; F).

Vejamos agora que so C'= A+ AB. Com efeito,

soC(xy,...,xn) =s(Clxy,...,2,))

=uom(C(xy,...,2,)) +vor (C(xy,...,2,))

= u(m(C(z1,...,1))) + (7' (C(x1,...,2,)))

=u(m(io A'(x1,...,2,) + At o B'(z1,...,2,)))
+o(r'(io A'(xy,...,20) + Ao B'(21,...,2,)))

= u(m(i(A (z1,...,2,)) + M(B'(21,...,2,))))
+o(m' (((A (21, ..., x0)) + M(B' (21, ..., 2))))

=u(m((A'(x1,...,2,),0) + A0, B'(21,...,2,))))
+o(m'((A' (1, ..., 2,),0) + A0, B' (21, ...,1,))))

=u(m(A' (z1, ..., 20), \B (21,...,2,)))
+o(r (A (z1, ... 20), AB (21, ..., )

=u(A'(x1,...,2,)) + v(AB (21, ...,2,))

=uoA'(xy,...,2,) + Avo B(x1,...,2,)

= A(xy,...,z,) + AB(21,...,2,)

= (A4 AB)(z1,...,2,),

para quaisquer z; € E;. Logo A+ AB = soC com C € L(Fy,...,E,;G X H) e s €
Z(G x H; F). Assim,
A+AB€ZoL(FEy,...,E,;F),

o que é suficiente para concluir que Z o L(Ey, ..., E,; F') é subespago vetorial de
L(El, N 7En7 F)
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Vejamos agora que Ly € Z o L. Para isso, seja
A=01®-- @, @b€ Lg(Er,...,Ey F),
onde p; € E7, j=1,...,n,e b€ F. Pelo Exemplo 1.3.1 sabemos que a aplicagao
B:FEyx---xE, — FE,,
B(xy,...,x,) = @1(x1)  + pn1(Tp_1)Tp
¢ n-linear. Considere a transformagao linear ¢, ® b € L(E,; F). E claro que ¢, @b

é de posto finito pois ¢, € Ef e b € F, portanto pertence a Z(E,; F'). Para todos
ri € By 1=1,...,n, temos

((pn®b) o B)(x1,...,2,) = (0n @) (B(x1,...,2,))
= (n ®@b)(p1(1) - - Pn-1(Tn-1)Tn)
= p1(21)  Pn1(Tn1)Pn(T,)b

= A(zq,...,2,).
Assim, A = (¢, ®b)o B com ¢, ®be Z(E,;F)e Be L(E,...,E,;E,). Portanto,
A€ ZolL(F,...,E,;F). Como toda aplicagdo multilinear de tipo finito é uma soma

finita de aplicagoes do tipo A, e como Z o L(Ej,...,E,; F) é subespago vetorial de
L(Ey, ..., E,; F), segue que toda aplicagao de tipo finito pertence Z o L(Ey,. .., E,; F).
Portanto,

Li(Ey,....,E; F) CZoL(Ey,...,Ey F).

Propriedade de ideal: dados uma aplicacao multilinear A € Z o L(Ey, ..., E,; F) e ope-
radores lineares u; € L(G,; Ej), j=1,...,net € L(F;H), existem um espaco vetorial
J, uma aplica¢do n-linear B € L(Fj,..., E,;J) e uma transformagao linear v € Z(J; F)
tais que A = v o B. De acordo com o diagrama abaixo,

Gy x - x Gy
l LW\'”M”)
Uy Un
By x B, F—H
B
J

v

podemos considerar as compostas
w:=tovel(J;H)

C:=Bo(uy,...,u,) € L(Gy,...,Gpn; J).

Dessa forma,

toAo(uy,...,up)(wy,...,x,) = t(A(ur(z1),. .., us(z,)))

=tovoBo (up,...,up)(T1,...,T,)

=woC(xy,...,1,),
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para quaisquer z; € G, i =1,...,n. Assim, to Ao (uy,...,u,) = wo C. Logo,
toAo (uy,...,uy) €Zo L(Gy,...,Gy; H),

o que prova que Z o L é um multi-ideal. m
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CAPITULO 4
[DEAIS DE POLINOMIOS HOMOGENEOS

De forma andloga ao que fizemos no Capitulo 3 para aplicagoes multilineares, podemos
considerar classes de polinomios homogéneos que sao estaveis por composi¢ao com trans-
formacoes lineares. Tais classes sao chamadas de ideais de polinomios homogéneos, ou
simplesmente ideais de polinomios.

O estudo de ideais de polindmios é uma consequéncia imediata do estudo de multi-
ideais, e, de fato, os ideais de polindmios passaram a ser estudados imediatamente apds
a publicagao de [15]. Tanto quanto sabemos, ideais de polinomios foram tratados pela
primeira vez em [8].

4.1 Definicao e primeiros exemplos
A principal referéncia utilizada nesta segao foi a dissertacao [2].

Definigao 4.1.1 Um ideal de polinomios n-homogéneos (ou ideal de polinomios) é uma
subclasse Q da classe de todos os polinomios n-homogeéneos entre espacos vetoriais sobre
K tal que, definindo

Q"E; F):=P("E; F)N Q,

para todo n € N e todos espacos vetoriais F e F, tem-se:
(i) Q("E; F) é subespaco vetorial de P("E; F').
(i) Ps("E; F) C Q("E; F).
(iii) Propriedade de Ideal: Se P € Q("E; F), u € L(G;E)ev € L(F; H), entdao voPou €
Q("G; H).
¢ e F-SH

Exemplo 4.1.2 Vejamos que a classe Py dos polinomios homogéneos de tipo finito ¢ um
ideal de polinomios.

Usaremos a Proposicao 2.1.2(a), que diz que P € Py("E; F) se existe A € L;("E; F)
tal que A=P. R R
(i) Dados P, Q € Py("E; F)e XA € K, existem A, B € Ly("E;F) taisque A=Pe B =Q.
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Como L;("E; F) é subespago vetorial, pelo Exemplo 1.1.2 temos A + AB € Ly("E; F).
Mais ainda,

P+AQ=A+\B=(A+AB)".

Logo (A+ AB)" = P+ \Q. Assim, pela Proposicao 2.1.2, P+ \Q € P;("E; F'), provando
que P¢("E; F) é subespago vetorial.

(ii) Nada a demonstrar.

(iii) (Propriedade de ideal) Sejam P € P;("E;F), u € L(G;E) e v € L(F; H). Entao
existe A € Ly("E; F) tal que A = P. Entao

= v(A(u(z)
= (vodo(u,...,u))"(z),

para todo x € G. Logo vo Pou = (vo Ao (u,...,u))". Pelo exemplo 3.1.3, temos que
voAo(u,...,u) € Ly("G; H). Pela Proposicao 2.1.2(a) segue que vo Pou € P¢("G; H).
E, portanto, P;("E; F') é um ideal de polinémios.

Exemplo 4.1.3 Vejamos que a classe Pr dos polinomios homogéneos de posto finito é
um ideal de polinomios.

Usaremos a Proposigao 2.1.4(a), que diz que P € Pr("E; F) se existe A € Lx("E; F)
tal que A=P.
(i) Sejam P, Q € Pr("E;F) e A € K. Entdo existem A, B € Lg("E;F) tais que
A=PeB= Q). Como Lx("FE; F) é subespaco vetorial, pelo Exemplo 1.1.3, temos que
A+ AB € Lg("E; F). Além disso,

P+AQ=A+\B=(A+AB)".
Logo (A+ AB)" = P+ A\Q. Assim, pela Proposicao 2.1.4, P+ \Q € Pr("E; F). Portanto
Pr("E; F) é subespaco vetorial.

(ii) Pelo Exemplo 1.1.3 sabemos que Ly C Lz, e consequentemente, pela Proposicao 2.1.4,
temos Py C Pr.

(iii) (Propriedade de ideal) Sejam P € Pr("E;F), u € L(G;E) e v € L(F; H). Entao
existe A € Lz("FE; F) tal que A = P. Disto,

vo Pou(x) = v(P(u(x))) = v(A(u(r)))
= v(A(u(z)"
= (voAo(u,...,u))" (),
para todo x € G. Logovo Pou = (vo Ao (u,...,u))". Pelo Exemplo 3.1.5 sabemos que

voAo(u,...,u) € Lx("G; H), e pela Proposicao 2.1.4(a) segue que vo Pou € Pr("G; H).
Portanto, Px("FE; F') é um ideal de polinémios.
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Exemplo 4.1.4 A exemplo do que fizemos no Exemplo 3.1.9 para aplicagoes multiline-
ares, definimos agora a classe dos polinomios homogéneos de posto enumeravel. Dados
n € N e espacos vetoriais F e F', definimos

Popum("E; F) ={P € P("E; F) : [Im(P)] tem base finita ou enumeravel}.

Vejamos que P, ¢ um ideal de polinomios.

Verifiquemos primeiramente que Pop,m,("E; F) é subespaco vetorial de P("E; F).
E evidente que o polindmio nulo pertence a Poum("E; F). Sejam P, Q € Popum("E; F) e
A € K. Entao P, Q € P("E;F) e [Im(P)] e [Im(Q)] tém base finita ou enumerdvel. E
claro que que P 4+ \Q € P("E; F'). Devemos provar que [Im(A 4+ AB)] tem base finita ou
enumeravel. Para isso sejam

(yj) ', base de [Im(P)], onde N; € N ou N; = +o0,

(Z])N2 base de [Im(Q)], onde Ny € N ou Ny =

Dado w € [Im(P + AQ)], existem um ntmero natural k£ € N, vetores wy, ..., w, € Im(P +
AQ) e escalares \q,..., A\, tais que w = ) A\jw;. Assim, para cada j = 1,...,k, existe
j=1

x; € I tal que
= (P +AQ)(z;) = P(x;) + AQ(x;).

Como P(z;) € Im(P) C [Im(P)], ex1stem um nimero natural m; € N e escalares

Qi,..., 0, € K tais que P(x;) = Zalyl E como Q(z;) € Im(Q) C [Im(Q)], exis-
Ty

tem um nimero natural r; € N e escalares f31,. .., 3,, € K tais que Q(z;) = ) 2. Dessa
=1

forma,

k
w=3" A, = ZA (@) + AQ,)
=1
= Z Aj (Z Y + A (Z 51%))
j=1 i=1 =1
k " ]
=y <Z N+ )\/\jﬁlzl>
j=1 \li=1 =1
k. my k Tj
=33 Nawi+ > MBa

j=1 i=1 =1 i=1
provando que w € [(y])] 1 (z])jv 1J- Assim, o conjunto
X:{yi,zl:izl,...,]\ﬁ,lzl,...,Ng}

gera [Im(P + AQ)]. Pela Proposi¢ao 3.1.8, [Im(P + AQ)] tem uma base contida em X.
Como X é finito ou enumeravel, [Im(P + Q)] tem base finita ou enumeravel. Portanto
P+XQ € Popum("E; F).
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Vejamos que Py C Poyum. Dado P € Pr("E; F), existem m € N, ¢q,..., ¢, € E* e

b, ..., by € F tais que P =} 7 ®b;, ou seja,
j=1

Zm: z)"b; € [b1, ..., bn)

para todo x € E. Temos assim que Im(P) C [by,...,b,]. Como [Im(P)] é o menor
subespaco vetorial de F' contendo Im(P), segue que [Im(P)] C [by,...,by]. Logo, todo
polinomio n-homogéneo de tipo finito tem imagem contida em um subespaco de dimensao
finita. Pelo Exemplo 4.1.2, sabemos que Pf("E;F) é subespago vetorial de P("E; F).
Assim, P € P("E; F). Portanto, P € Popum("E; F).

Verifiquemos, finalmente, a propriedade de ideal. Dados P € Puum("E;F), u €
L(G;E) et € L(F;H), temos P € P("E; F) e [Im(P)] tem base finita ou enumeravel.
Segue pelo Teorema 2.3.1 que to Pou € P("G; H). Resta verificar que [Im(to Pou)| tem
base finita ou enumeravel. Para todo x € G,

toPou(r)=t(Pu(z))) € Im(t|mmry)
e isso prova que Im(t o P ou) C Im(t|m(py), 0 que, por sua vez, implica que
[Im(t oPo u)] - [Im(thlm(p)])] = Im(t|[1m(p)]).

E claro que o operador linear tmpy s [Im(P)] — Im(|jm(py)) € sobrejetor, e disso segue
que
dim[Im(t o P o )] < dim(Im(|m(py)) < dim[Im(P)].

Logo [Im(t o P o u)| tem base finita ou enumerével, e portanto t o P o u € Popum("G; H),
provando assim que Pe,u,("E; F) é um ideal de polinomios.

4.2 lIdeais de polinomios associados a um multi-ideal

A luz do fato de que polinomios sao gerados por aplicacoes multilineares, é natural que
multi-ideais gerem ideais de polinomios. Veremos nesta secao duas formas de se fazer isso.
A principal referéncia utilizada foi a dissertagao [2].
Inspirados pelos Exemplos 4.1.2 e 4.1.3, definimos:

Defini¢ao 4.2.1 Seja M um multi-ideal. Dizemos que um polinémio P € P("E; F)
pertence a Py, e neste caso escrevemos P € Py ("E; F), se existe A € M("E; F) tal que
A=P

Exemplo 4.2.2 (a) Py = P, pela Proposicao 2.1.2.
(b) Pr = Py, pela Proposicao 2.1.4.

Teorema 4.2.3 Para todo multi-ideal M, Py, € ideal de polinomios.
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Demonstragao. Vejamos que Py("E; F) é subespaco vet0r1a1 Dados P, Q € Pu("E; F)
e A € K, existem A, B € M("E; F) tais que A=PeB=Q. ComoM é multi-ideal,
temos que M("FE; F) ¢é subespago vetorial de L("E; F), e disso segue que A + AB €
M("E; F). Temos

P+AQ=A+\B=(A+AB)".
Assim existe A + AB € M("E; F) tal que (A + AB)" = P 4+ A\Q, o que prova que
P+ )\Q € Py("E; F). Portanto, Py("E; F') é subespago vetorial.

Vejamos que Py C Py Seja P € Py("E;F). Pela Proposigao 2.1.2 existe A €
L;("E; F) tal que A= P. Como M é multi-ideal, temos Ly C M, logo A € M("E; F) e
A=P. Segue que P € Py ("E; F).

Propriedade de ideal: dados P € Py("E;F), u € L(G;E) e v € L(F;H), existe
A€ M("E; F) tal que A = P. Como M ¢ multi-ideal, é verdade que vo Ao (u,...,u) €
M("G; H). Para todo x € G,

(vo Pou)(z) =v(P(u(x)))

ou seja, vo Pou = (voAo(u,...,u))". Portanto vo Pou € Py("G; H), completando a
demonstracao de que Py é ideal de polinomios. m

A segunda forma de gerar ideais de polinomios a partir de multi-ideais também é muito
natural:

Definicao 4.2.4 Dado um multi-ideal M, podemos também definir P por
PM("E;F)={P € P("E;F): Pc M("E; F)},
para todos n € N e E/ e F' espacos vetoriais.
Veja que, claramente, PM C Py,.
Teorema 4.2.5 Para todo multi-ideal M, PM ¢ ideal de polinémios.

Demonstracdo. Dados P, Q € PM("E;F) e A € K, por definicio P, Q € M("E; F).
Como M("E; F) é subespago vetorial de L("E; F'), segue que

(P+XQ) =P+ Q€ M("E; F),
o que prova que P + \Q € PM("E;F). Portanto PM("E; F) é subespaco vetorial de
P("E;F).
Sejam p € E*, b€ F en € N. Entao a aplicagao

A:E" — F | A(zq,...,x,) = @(x1) - () - b,
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¢ n-linear de tipo finito, logo A € M("E; F). E claro que A é simétrica e
Alz) = Az" = p(a)" - b= (¢" ® b)(x)

para todo x € E. Assim, (¢"®b)" = A € M("E; F), provando que (¢p"®b) € PM("E; F).
Como os elementos de Pr("E; F) sado somas finitas de polindmios da forma ¢™ @ b e
PM("E; F) é subespaco vetorial, segue que Py C PM.

Propriedade de ideal: sejam P € PM("E; F), u € L(G;E) e v € L(F; H). Note que
dados 2; € G, i=1,...,n temos vo Po (u,...,u)(zy,...,2,) = v(P(u(x1),...,u(z,))).
Logo vo Po(u,...,u) € L*("G; H). E de

para qualquer x € G, segue que (vo Pou) = (vo Po(u,...,u))". Como P € M("E;F)
e M é multi-ideal, temos (vo Powu)” =wvo Po (u,...,u) € M("G; H), provando que
voPoue€ PM("G;H). m

4.3 O método da fatoracao

Nesta secao e nas préoximas duas, adaptamos para ideais de polinomios as construgoes que
fizemos nas Secoes 3.2, 3.3 e 3.4 para aplicagoes multilineares.
Nesta secao a principal fonte de referéncia foi a dissertacao [2].

Definigao 4.3.1 Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que um polinémio P € P("E; F)
pertence a classe P(Z), e neste caso escrevemos P € P(Z)("E; F), se existem um espago
vetorial G, um operador u € Z(F; G) e um polinémio @ € P("G; F') tais que P = Q o u,
isto ¢, tal que o diagrama abaixo é comutativo:

As seguintes caracterizacoes sao importantes:

Proposigao 4.3.2 Seja Z um ideal de operadores. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes para um polinémio P € P("FE; F):

(a) Pe P(Z)("E; F).

(b) Eziste A € L(Z)("E; F) tal que A = P.

(c) Pe L(T)("E; F).



Demonstracao. (a) = (b) Por hipétese, P € P(Z)("E;F), logo existem um espago
vetorial G, um operador u € Z(F; G) e um polinémio ) € P("G; H) tais que P = Q) o u.
Note que

Qo (u,...,u)(x1,...,z,) = Qu(z1),...,ulz,))
para todos zy,..., 2z, € E, e entdo Qo (u,...,u) € L*("E; F) e

(@0 () \@) = Qo (..., u)a" = Qlua), -, u(x)) = Qu(x)) = P(a),
para todo x € E. Logo ]:3 = Qol(u,...,u). Como u € I(E;G), entio P = Qo(u,...,u) €
L(Z)("E; F). Portanto P € L(Z)("E; F) e (P)" = P.
(b) = (c) Por hipétese existe A € L(Z)("E;F) tal que A = P. Entdo existem espacos
vetoriais Gy, ..., G,, transformagdes lineares u; € Z(F;Gy),...,u, € Z(E;G,) e B €
L(Gy,...,G,; F) tais que A = Bo (uy,...,u,). Seja 0 € S, e tome A, € L("E;F)
definida por

Aa(xl, e ,xn) = A(xo(l), e ,:L‘U(n))

para todos z1,...,z, € E. Note que 0! € S,. Defina agora

B, Gyx-xGy—s F
Ba<y1a--'>yn) = B(ya(l)a'-'>ya(n))'

E claro que B, € L(Gy, ..., Gy: F) para todo o € S,,. De

AU(ZL’l, o, X ) = A(ZL’U U(n))
= B(u ( ) o Un(To(m)))
= B(ug(e—11)(To); -+ Uo(o=1(m) (To(n)))
= B2 (u, (1)(331)7- -y Uo=1(n) (Tn))
= B2 0 (Ug-1(1), - - - ,ua_1(n))(:c1, Cey T,
para quaisquer x; € E, i = 1,...,n, segue que A, = B,2 0 (ugfl(l), ey Ug—1 n)) Como

By € L(Gy,...,Gi F) e ug1(1y € Z(E;GY), ..., ug-1(ny € Z(&;G,), concluimos que
A, € L(Z)("E; F) para toda permutacao o € S,,. Como L(Z)("E; F') é subespago vetorial,
segue, pelo Teorema 2.1.11, que

- l‘ Y A, € LZ)("E; F).

’ oESy

(¢c) = (a) Por hipétese, P € L(Z)("E; F), logo existem espacos vetoriais G, ..., Gy,

transformagoes lineares u; € I(E;Gj), j=1,...,ne B € L(Gy,...,Gy; F) tais que
P=DBo(uy,...,uy):



Sabendo que G = G X - -+ X (G, munido com as operacoes usuais de n-uplas é um espago
vetorial, é imediato que os operadores

u: B — G,

u(z) = (ur(z), ..., uy(x)),

e
ijl Gj — G ,
ij(x) =(0,...,0,2,0,...,0),

j =1,...,n, onde o z aparece na j-ésima entrada, sao lineares. Estamos na seguinte
situacao:

Ex---x E—L-F

K

B

Gl X X Gn

G x--x G
De

I
—~
=
=

N
<
—~

8
~
=

]
=

para todo x € FE, segue que Zz] ouj = u. Como u; € Z(E;G;) para todo j = 1,...,n,

entdo i; ou; € Z(E; G) para todo j=1,...,n. Temos também que Z(F; ) é subespago
vetorial de L(F; G), e portanto u = Z ijou; € I(E; G). Defina

j=1

Q. G—F,
QUy1:---,Yn) = B(Y1,- .-, Yn)-

Para verificar que Q € P("G; F'), defina

C:G"— F,
Cllyt, .. ub), o (o ™) = Blyd, vz .. yl).

Vejamos que C' é n-linear: dados (z%,...,2%),(y%,...,08) € G, i =1,....ne X € K|
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temos

CUWY1s - Yn)se o (@) F MY U)o (W 00)
(Y1, oy, (@ At L), ()
Yyt YY)

@ Y)Y FABYL, YY)
(Y, u), (@2, ()
FAC(W1s - Un)s s W Yn)s s (U1 s 0),s

o que prova que C' € L("G; E). E de

Cllyrs- - yn)) = Clyr -5 yn)" = Blyr vz, -5 yn) = QUy1, - 1)),
para quaisquer (y1,...,y,) € G, segue que C= Q. Portanto, @ € P("G; F'). Mais ainda,
P(z) = P2" = Bo (uy,...,uy)z"
= B(ui(x),...,u,(x))
= Q((ur(z), .., ua()))
= Q(u(z))
— Qoulx)

para qualquer z € F. Logo P = Q ou com @ € P("G;F) e u € Z(F;G). Portanto,
P e P(I)("E;F).m

Coroldrio 4.3.3 Para todo ideal de operadores I, P(Z) = Py = PY®) e portanto P(Z)
€ ideal de polinomios.

Demonstragao. A equivaléncia (a) <= (b) da Proposicao 4.3.2 prova que P(Z) = Pyz),
e a equivaléncia (a) <= (c) do mesmo resultado prova que P(Z) = P*®). Do Teorema
4.2.3 ou do Teorema 4.2.5 segue que P(Z) é um ideal de polindmios. m

4.4 O método da linearizacao

Assim como fizemos na Secao 3.3 para multi-ideais, definimos:

Definicao 4.4.1 SejaZ um ideal de operadores. Dizemos que um polinomio P € P(™E; F)
pertence a classe P[Z], e neste caso escrevemos P € P[Z|("E; F), se P € [Z]("E; F).

Relembre da Proposigao 2.1.14 que se P € P("E; F'), entao

¢: P("E;F) — L(E;P("'E; F)),

onde
é definida por

é operador linear.
Também neste caso temos caracterizacoes importantes e teis:

81



Proposicao 4.4.2 Seja T um ideal de operadores. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes para um polinomio P € P("E; F):

(a) P € PIT|("E; F)

(b) Eziste A € [I)("E; F) tal que A = P.

(c) ¢(P) € [Z)(E; P(""E; F)).

Demonstragao. (a) = (b) Por hipétese P € P[Z]("E; F), logo P € [Z)("E; F). Basta
tomar A = P para comprovar (b).

(b) = (a) A demonstragao desta equivaléncia pode ser encontrada em [5, Theorem 5.2].

(a) = (c) Note que

Vim 1 (P)(x;) (w1, 9 2,) = P21, ..., 20) = Vip 1 (P) () (21, 9., )

paratodosi,jel,...,pexl,...,xneE. )
Por hip6tese temos P € [Z]("E; F), entao Vy,,_1(P) € Z(E; L("'E; F')). Defina:

v: L("'E;F) — P("'E; F) ,
v(A) = A.

Temos claramente que v é linear. E,
voVi, 1(P): E — P("'E;F)
é tal que

v o Vi1 (P)()(y) = v((Via-1(P)()))(y)
)

= (Vi1 (P)(@) ()
= Vi1 (P)(z)y"!
= P(z,y" 1)

para quaisquer x, y € F. Entao
¢(P)=voVi, 1(P)€I(E;P("'E;F)),

pois Vi,,_1(P) € Z(E; L("'E; F)).

(¢) = (a) Considere o operador

w: P("'E;F) — L("'E;F) ,
u(P) = P,

que ja sabemos ser linear. Note que o operador
uod(P): E — L("'E; F),

é tal que

uo ¢(P)(z;) (w1, Y., 1) = uo ¢(P)(zn) (w1, .., Tn 1)
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para todos x; € E,1=1,...,n. De

uo ¢(P)(xn) (1, ... xn_1) = u(@(P)(zn)) (21, ..., Tpo1)

1 .
— P(:L’n,dlg(l), 7xa(n—1))
— 1!
(n 1) JES’n
= P(,ﬁ(j‘n’ L1y ,xnfl)
= ]5(931, ey o1, Tp)
= Vn’n_l(P)(J?n)(CEl, .o ,xn—1)7

para quaisquer x; € £, i =1,...,n, podemos concluir que Vin1(P) = uo ¢(P). Como
¢(P) € Z(E; P("'E; F)) por hipétese, segue que V,, ,_1(P) = uo¢(P) € Z(E; L(" ' E; F)).
Logo, P € [Z|("E; F). E, portanto, P € P[Z|("E; F). m

Coroldrio 4.4.3 Para todo ideal de operadores, P|Z) = Pg = PY e portanto P[I] é
tdeal de polinomios.

Demonstragao. Por definicio P[Z] = P¥ e pela equivaléncia (a) <= (b) da Proposicio
4.4.2 temos P[Z] = Pyz. Do Teorema 4.2.3 ou do Teorema 4.2.5 segue que P[Z| é um ideal
de polinomios. m

4.5 Ideais de composicao

Por fim, adaptamos para polinomios o que fizemos na Se¢ao 3.4 para aplicacoes multili-
neares.

Defini¢ao 4.5.1 Seja Z um ideal de operadores. Dizemos que um polinémio P € P("E; F)
pertence a clase Z o P, e neste caso escrevemos P € Z o P("E; F'), se existem um espago
vetorial G, um operador u € Z(G; F') e um polinomio @ € P("E;G) tais que P = u o @,
ou seja, tais que o diagrama abaixo é comutativo:

Uma vez mais temos caracterizacoes que nos ajudarao a estudar esta classe:

Proposigao 4.5.2 Seja T um ideal de operadores. As sequintes afirmacgoes sao equiva-
lentes para um polinémio P € P("FE; F):

(a) P€Zo P("E; F)

(b) Eziste A € o L("E; F) tal que A = P.

(¢) P€ZoL("E;F).
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Demonstracao. (a) = (c) Por hipétese P € Z o P("E; F'), logo existem um espago
vetorial G, um operador u € Z(G; F') e um polinomio @ € P("E;G) tais que P = uo Q.

Note que uoQ(x1,...,x,) = u(Q(x1, ..., x,)) para todos z1,...,z, € E. Como u é linear

e Q€ L*("E; F), segue que uo Q € L*("E; F). E de

(wo Q)"(x) = (uo Q)a" = u(Qz") = u(Q(z)) = uo Q(z) = P(x)
para todq z € E, concluimos que P = w0 (). Como u € Z(G;F) e Qe L("E;G), entao
P=uoQ&ZoL("E;F).
(c) = (b) Basta tomar A = P.
(b) = (a) Por hipétese existe A € To L("E; F) tal que A = P. Existem entdo um espaco

vetorial G, uma aplicagao n-linear B € L("E; G) e uma transformacao linear v € Z(G; F)
tais que A = u o B. Neste caso,

~

P(z) = A(z) = Az" = (uo B)z" = u(Bz") = u(B(z)) = uo B(x),

para todo « € E. Isso prova que P = uo B. Como B € P("E;G) e u € Z(G; F), temos
P=uwoBecZoP"E;F). m

Corolario 4.5.3 Para todo ideal de operadores I, Zo P = Py.;, = P*°F e portanto Z o P
€ tdeal de polinomios.

Demonstragao. A equivaléncia (a) <= (b) da Proposic¢ao 4.5.2 prova que Zo P = Py,

e a equivaléncia (a) <= (c) do mesmo resultado prova que Z o P = PZ°L. Do Teorema
4.2.3 ou do Teorema 4.2.5 segue que Z o P é um ideal de polinomios. m
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CAPITULO 5
[DEAIS COERENTES

Uma caracteristica central dos multi-ideais é que, para cada n € N, todo multi-ideal M
abriga uma classe de aplicagoes n-lineares, a saber

U M(E.... E;F).

Ela"'vE?’HF

Podemos entao, usando as técnicas de aumentar e diminuir o grau de multilinearidade,
aprendidos nas se¢oes 1.3 e 1.5, nos mover dentro de um multi-ideal passando de um grau
de multilinearidade para outro. Certamente nao hé interesse em estudar multi-ideais nos
quais as aplicagoes de um determinado grau de multilinearidade nada tém a ver com as
aplicagoes de um outro grau. Por isso os multi-ideais mais importantes sao aqueles que sao
estaveis por aumento ou diminuicao do grau de multilinearidade. Mais especificamente,
estamos interessados em multi-ideais M tais que se uma aplicacao multilinear A pertence
a M, entao as aplicagoes multilineares obtidas a partir de A, tanto aumentando quanto
diminuindo o grau de multilinearidade, continuam pertencendo a M. Tais multi-ideais
sao chamados de coerentes e serao o objeto de estudo da primeira se¢ao deste capitulo.

As propriedades de estabilidade de um multi-ideal foram estudadas pela primeira vez
em [4], e depois foram fartamente exploradas. Veja, por exemplo, [3, 9, 10, 12, 13].

Toda discussao anterior faz sentido também para ideais de polinémios, pois para estes
também aprendemos como aumentar e diminuir o grau de homogeneidade. Por isso privi-
legiamos também o estudo de ideais coerentes de polinomios, o qual sera feito na segunda
secao do capitulo.

5.1 Multi-ideais coerentes

Utilizaremos na definicao a seguir a notacao estabelecida no Corolario 1.3.3 e no Teorema
1.5.2.

Definicao 5.1.1 Dizemos que um multi-ideal M é coerente se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) Dados os espagos vetoriais Ey,. .., E,, F' e nimero naturais j; < jo < ... < jp,, k1 <
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ky < ... < ky,, tais que

Uity YU R, o} = {1, ),

se A e M(E;,...,Ej

Gn1

M(Ey, ..., E,; F), onde

s F) ey, € Ef, i =1,...,ny, entdo ¢, @ -+ @ py,, @A €

Phy @ @ Ppy @ AT+, T0) = Oy (Thy )+ Py (T VAT -+ -5 75, )-

(ii) Dados uma aplicagdo A € M(Ey,. .., E,; F), nimeros naturais ji,...,Jx € {1,...,n}

com J1 < jo < ... < Jg, € vetores a;, € Lj,,...,a; € Fj , entao

A & EM(Eha--wEin,k;FL

ajl,...,aj
onde {jl,...,jk}u{il,...,in,k} = {1,,”} el <y < ...<lp_g.

Exemplo 5.1.2 (Um multi-ideal ndo coerente). Apresentamos a seguir um exemplo de
um multi-ideal do tipo que, de acordo com a introdugao deste capitulo, nao estamos
interessados.

Considere o multi-ideal M definido da seguinte forma: para todos espagos vetoriais
EuEla'”aE'era

MIE;F) .= F(E; F),
M(Ey, ..., Ey; F): = Lepum(En, ..., Ey; F),para todo n > 2.

Vejamos que M nao é coerente. Para isso considere EF um espago vetorial com
base enumerdvel, por exemplo {f: R — R : ¢é polinémio}, com as operagdes usu-
ais de fungoes. Sejam também ¢ € E* e a € E tais que ¢(a) = 1. J& sabemos que
o ®Idg € L(*E; E), e é claro que [Im(p ® Idg)] C E. Logo

0 ®Idg € Lepum(CE; F) = M(E; F).
Por outro lado temos (¢ ® Idg),: E — F,
(@ Idg)e(z) = ¢ @ Idp(a, ) = p(a) -z =z,

para todo x € E. Entao (p ® Idg), = Idg ¢ F(E; F) = M(E; F), pois E tem dimensao
infinita. Portanto, M nao é coerente.

E para evitar multi-ideais deste tipo que definimos ideais coerentes. Passamos agora
a verificar que os ideais com os quais temos trabalhado nesta dissertacao sao coerentes, e
também que as técnicas que vimos para gerar multi-ideais a partir de ideais de operadores
geram multi-ideais coerentes.

Proposicao 5.1.3 O multi-ideal Ly das aplica¢oes multilineares de tipo finito € coerente.
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Demonstracao. (i) Sejam Ei,..., E,, F' espagos vetoriais, j; < jo < ... < jny, k1 <
ko < ... < kn, taisque {j1,..., Jn, JU{k1, ..., kny} = {1,.. n} Ae Ly(E;,....E;  F)

Jny)
e pr, € B, i =1,...,ny Da definicao de aplicacoes multlhneares de tipo ﬁmto exis-

tem um numero natural m € N, funcionais lineares v, s € E7 e vetores bs € F, | =
1,...,n1, s=1,...,m tais que

A = Z¢j1,s K- ® ¢jn1,s X bs-
s=1

Entao

Py @+ QP @ A(mh <oy Ip ) = onl(xkl) e @kng(xan)A<xj17 SR 7$jn1)

= Pk (Thy) Pk, (T, (Z Vj,s ® - @y, s ®bs(Tjy, -, Ty, ))

= or, (Th, ) - * Phin,y xkng (Z Vjy,s(51) Wy s (z Jnl) S>

= (@) i s (@, )Pk (@) - Phy (T, )bs
s=1

= (Z%l,s@“'@%m,s@@kl Q- & Py, ®bs) (1, 2n)
s=1

para quaisquer z; € E;, t = 1,...,n. Isso prova que
Pty @ D Py, A=Y V), @ @Yy, D P, D @ P, @Dy,

que €, por defini¢ao, uma aplicacao multilinear de tipo finito, ou seja i, ®@- - -y, , QA €
Li(Ey,...,E F).

(11) Sejam A € Lf(El,...,En;F), Ty Jk € {1,...,?1}, 1< go < ...< Jg, a; €
E;,...,a5, € E;,onde {j1,..., 0k} U{i1,...,ins} ={1,....n} ety <ip < ... <y
Entao existem um nimero natural s € N, funcionais lineares ¢;,, € E] e vetores b, €
F l=1,...,n, m=1,...,s tais que

A=) 0o1m @ @ Pum @ by,

Dados z;, € E;\,...,x;,_, € F; _,, chamando
Ti, S€ T =1,
Yr = .
a;, se r=j,
emquet=1,...,k,v=1,....n—ker =1,...,n, da mesma forma como fizemos no

Teorema 1.5.2, temos
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Aajl,.,.,ajk (xila s axin_k) = A(yb s 7yn)

- (nglym(g@@n,m@bm) (ylv"'ayn)
m=1

- Z Spl,m(yl) T Qon,m(yn) : bm
= Z ©ivm (@)« Pipm (@) 0inm (i) -+ i (i) - b
= Z 90i1,m(xi1) to gpin—kvm(xinfk) [Spjhm(aﬁ) T SOij”f(ajk) ’ bM]

= Z Piym @ - @ Pipy_m & [90j1,m(a’j1) T Spjkvm(ajk) ’ bm] (miv e 7J7in_k)

para quaisquer x;, € F; ,...,z; € E; . Isso prova que

agl, Sagy, = Z Pirm @ @ @iy m @ [0j1,m(a1) + Pjymlaz,) - bl

onde @i, m € B}, 06, _m € B e s mla) - 05.m(as,) bm € F. Assim, A
L;(E; E; .. F). Portanto, Ly é multi-ideal coerente. m

219 —k?

S

A5y 5enQjy,

Proposicao 5.1.4 O multi-ideal Lr das aplicagoes multilineares de posto finito é coe-
rente.

Demonstragao. (i) Sejam Ei,..., E,, F' espagos vetoriais, j; < jo < ... < jny, k1 <
ko < ... < kp, taisque {j1,...,Jn, JU{k1, ... kn,} ={1,....n}, A€ Lx(E},,...,E;, ; F)

Gny
e pr, € By, @ =1,...,ny. Por definicao existem um nimero natural m € N formas

multilineares Ay, ..., A, € L(Ej,, ..., Ej, )evetores by, ..., by, € Ftaisque A=} A,®
s=1
bs. Entao

Py @ @ Pry @ ATy, T0) = Oy (Thy) Py (T, ) A (X5 - -5 T5)

= O (Thy) *** Phony (T, ) (Z As @ b(jy, - ﬁnﬂ)

s=1

= Oy (Th) ** Phony (T, (ZAS Ly %’nl)'bs)
s=1

ZZ (Tjrs s g )Py (Thy) Py (T, )+ bs

ZA ® Pry @+ @ P, @ bs(T1,...,7p)
=1

88



para quaisquer z; € E;, t = 1,...,n. Isso prova que

P @ @ P, ®A=) A, @) @ ® pp,, @b,

s=1

Como A, ® ¢, ®@ -+ @y, € L(Ey, ..., Ey,) pelo Coroldrio 1.3.3, e by € F, s=1,...,m,
temos

e @ Dk, ®A=Y A ® ok ® @ g, @by € Lp(Ey,..., En; F).
s=1
(11) SejamA € L]:(El,...,En;F), Ty Jk € {1,...,71}, 1< Jo2 < ... < Jk, a;, €
Ejl,...,ajk S EJM onde {j17"'7jk}u{ila"'7in—k} = {1,,n} ety <o < ...<lp_ k-
Por definigdo podemos tomar s € N, Ay,..., A, € L(Ey,...,E,) eby, ..., bs € F tais que

A=> A ®Ub. Dados z;;, € E;y,...,xz;,_, € E; _,, chamando

1=1
) om, ose =1,
Yr = aj, se r=7j,
emquet=1,....k, v=1,....,n—ker =1,...,n, como fizemos no Teorema 1.5.2,
temos
Aajl,.,.,ajk (xila cee axin_k) = A(yb s 7yn)
= (ZAZ ®bl> (yla"'ayn)
—ZA; Yly ooy Yn) - by
= Z(Az)ajl,...,ajk (Tivs ooy @iy _) by
= <Z(Al)ajl,...,ajk ® bz) (Tiyy - Ti )
=1
para quaisquer z;, € F;,,...,x; , € I . Isso prova que

a“, Z Al a“ ® bl'

Pelo Teorema 1.5.2 sabemos que (A4;) € L(E;,,...,E; _,), ecomo b € F, | =

1,...,5s, segue que

Cle ,...,ajk

aJ17 a _ZAZ @jy st ®bl€L}'(Ei17---,Ein,k;F)-
Portanto, L é coerente. m
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Proposicao 5.1.5 O multi-ideal Lepyn, das aplicagoes multilineares de posto enumeravel
€ coerente.

Demonstragao. (i) Sejam Fji,..., E,, F' espacos vetoriais, j;1 < jo < ... < Jn,, k1 <
ko < ... < k’nQ taisque{jl,...,jm}U{kl,...,km} = {1,...,n}, Ae Lenum(Ejla'--aE' F)

Inq?
ey, € B}, 1=1,...,ny. Por definicdo A € L(E},,...,Ej, ; F) e [Im(A)] tem base finita
ou enumeravel. Para todos x; € Fy, t =1,...,n, temos

Py @ @ P,y @ AL, ) = Ok (Thy) * Pl (T ) A(Tgy 55 T5,)
= Ak, (Thy) *++ Phy (T, )~ Tjy, Ty -+, T, ) € Im(A)
Provamos que
Im(pp, ® -+ @ pp,, ® A) C Im(A),

e disso segue imediatamente que
[Tm(pr, @ -+ & @r,, ® A)]  [Im(A)].

Como [Im(A)] tem base finita ou enumerdvel, decorre que [Im(py, ®@- - -®¢py,, ®A)] também
tem base finita ou enumeravel, ou seja, ¢, ® - @ g, @ A € Lenum(Er, ..., By F).

(ii) Sejam A € Lepum(Er, ... By F), j1,...dk € {L,...,n}, 41 < ja < ... < Ji,
a;, € Ejl,...,ajk € Ejk? onde {jl;-u;jk}U{ilu--win—k} = {1,,71} el < iy <
oo <ip_g. Entdo A € L(Ey,...,E,; F) e [Im(A)] tem base finita ou enumeravel. Dados

i, € Byy,...,7;,,_, € E; ., chamando
Ti, S€ T =1,
Yr = o
a;, se r=j,
emquet=1,....k,v=1,....n—ker=1,...,n, como no Teorema 1.5.2, temos

Aaj oy, (T o5 Ty ) = A(yr, ... yn) € ITm(A),

Provamos que Im(Aaj1 ’~~-7%‘k> C Im(A), e disso decorre imediatamente que [Im(Aaj1 . )] C
[Im(A)]. Como [Im(A)] tem base finita ou enumerdvel, segue que [Im(Aq; . 4, )] também
tem base finita ou enumeravel, ou seja, Aaj1 77777 a;, € Lenum(Eiy, ..., E;_,; F). Portanto o
multi-ideal L.y, é coerente. m

Proposicao 5.1.6 Para todo ideal de operadores I, o multi-ideal L(Z) gerado pelo método
da fatoragao € coerente.

Demonstracao. (i) Sejam Fi,..., E,, F' espacos vetoriais, j; < jo < ... < Jn,, k1 <

k2 < ... < kng taisque {jl, c. 7jn1}U{k17 ce 7kn2} = {1, Ce ,n}, A€ L(I)(Ejl, Ce 7E]n17F)
e or, € B}, i=1,...,ny. Pela definigao de L(Z) existem espagos vetoriais Gj,,...,Gj, ,
operadores lineares u;, € Z(Ej,; Gy,), ..., u;, € Z(Ej, ;Gj, ) e uma aplicagdo multilinear

B e L(Gyy,...,Gy, ; F) tais que A= Bo(uj,...,uj, ). Defina
kg

B':Gj x - x Gy, x Kx -2 xK — F;

B,(yj17"'7yjn17)\kl7"'7)\kn2) = )‘k1 ...)\kngB(yj17"'7yjn1)'
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A n-linearidade de B’ é clara. De

B’ o (uj,,. .. s Wy Phs s Phiny ) (15 -+ 5 T)
= B'(wjy (zj,), - w5, (%5, ); Pry (Thy )5 - Py (T, )
= Oy (Thy) *+* Phony (T, ) By (25), - g, (25,,)
= Oy (Thy) *+* Phony (T, ) A (X5 -5 T5,)
=Pk @ Q Pr,, ® A(zy,...,x,)

para quaisquer x; € E;, t =1,...,n, concluimos que
Pry @ @ P, @A =B 0 (Ujy, o Ujp Py v s Phny)-

Como B’ é n-linear e wjy, ..., Uj, sPryy--->Pr,, € I, entdo @p, @ -+ @ ¢y, ® A €

(ll) Sejam A€ L(I)(El,,En,F), Ty Tk € {1,...,n}, g1 < g2 < ... < Jg, aj, €
Ejl,...,ajkEEjk,onde {jl,...,jk}u{z’l,...,in_k}:{1,...,n}ei1<i2<...<in_k.

Entao existem espacos vetoriais G, .. ., G,, operadores lineares u; € Z(E1;G1), ..., u, €
Z(FE,;Gy) e uma aplicagao multilinear B € L(Gy,...,Gp; F) tais que A = Bo(uy, ..., Uy).
Dados z;, € E;y,...,x;,_, € F; _,, chamando

Ti, S€ T =1,
Yr = .
aj, se 1= j,

emquet=1,....k, v=1,....n—ker=1,...,n, como no Teorema 1.5.2, temos

Ajpseees ajk(xilﬁ"'7xin—k) :A(y1,7yn)
:Bo(ul,...,un)(y1,~-,yn)
= Bo (Ul(y1>7 ce ;un(yn))

= B“h (ajl),...,Ujk(ajk)<ui1 ($i1)> ceey Wiy, (xlnfk))
= B“J’l (ajl)""’ujk(ajk) o (ui17 NP ,uinik)(xil, RPN 7xin—k>
para quaisquer z;, € F;,...,x; , € I; . Isso prova que
Aajl,...,ajk - Buh (ajl),...,Ujk (ajk) o (ui17 cee auin_k)'

Pelo Teorema 1.5.2, temos By, (a;)),...u;, (a5,) € L(Gy,...,G
I(Ei; Gy, oo, € I(E;, G, ), segue que

tn—k )

Aah s @ = Buj1 (aj1)7'“7ujk(ajk) o (Ui“ e 7uin—k) € L(I)<E117 st 7Ein7k; F)

F). Disso e de u;, €

fn—k?

Portanto L(Z) é um multi-ideal coerente. m

E oportuno neste momento relembrar o conteido do Teorema 1.1.5: dados F, ..., E,, F
espacos vetoriais, para cada j = 1,...,n, denotamos

E17 (]),En - E17 . ~7Ej717Ej+17 . ~7En-
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Entao a aplicacao
Vime1  L(Ey,...,E; F) — L(Ej; L(Ey, Y., By F))

onde
Vino1(A) B, — L(E, Y, E,;F)

é definida por
Vim1(A) () (z1, D 2,) = A2, . .., 1),

¢ um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(E1,. .., E,; F) e L(E;; L(Ey, W, E,; F)).

Proposigao 5.1.7 Para todo ideal de operadores I, o multi-ideal [Z] gerado pelo método
da linearizacao € coerente.

Demonstracao. (i) Sejam Fi,..., E,, F' espacos vetoriais, j1 < jo < ... < Jn,, k1 <
ko < ... <kp,taisque {j1, ..., Jn, JULk1, .. Ky} = {1,...,n}, A€ [Z](E),, ..., E), ; F)
ey, € B, i=1,...,ny. Pela definicdo do multi-ideal [Z],

Vim-1(A) € L(Ej; L(Ey,, W), By, i F))

Inq?
para todo t = 1,...,ny. Sabemos do Teorema 1.3.2 que a aplicacao
Tpr, ooy L L By F) — L(Ey Y2, By F);

T<Pk1 ----- Phng <B>(x17 (Jt)a xn) = Pk (l‘kl) © P, (mk@ )B(‘Tjw (jt)a Lijng )a
¢ linear. Considerando a seguinte composi¢ao

Viymi—1(A .
B Y g U E

jnl ’

temos

(Top, ity © Viema—1(A))(@5)) (@1, 92 20) = (T, oo, Viema 1 (A) (5))) (1, 92, )
= Ok, (Thy) *** Phony (T ) Ve -1 (A) (2,) (5, 92, 5, )
= Oy (Thy) *** Phony (T, A (g5 -5 25,)
=05 Q@ Pr,, ® A(T1, ..., Tp)

= Vien1(pr, @+ ® pr,,, @ A) () (w1, ) 20
para quaisquer z, € Ey, s =1,...,n. Isso prova que

Vien-1(r, @ -+ @ g, ® A) =T,

Como Ty, ..., ¢ um operador linear e Vj, ,—1(A) € Z(Ej,; L(Ej,, Ul E;, 1 F)), temos
pela propriedade de ideal que

V}t,n*1<90k1 Q- & Phn, ® A) = T@kl ~~~~~ Phng © V}'t,m*l(A) € I<Ejt; L(Eh (jt)a Ey; F))



Portanto g, ® -+ ® ¢y, @ A € [Z)(Ey, ..., By F).

(11) Sejam A € [I](El,...,En;F), Ty Jk € {1,...,77,}, g1 < Jo < ... < Jg, aj, €
Ejl,...,ajk € E]k’ onde {jl;---ajk}U{ila---ainfk} = {1,,n} el <9 < ...<lp_k-
Dado [ € {1,...,n}, novamente pela definigao de [Z] sabemos que

Viin_1(A) € Z(E;; L(Ey, W, E,; F)),
para todo [ = 1,...,n. Sabemos pelo Teorema 1.5.2 que a correspondéncia

L L(E), W, B F) — L(E;,, W, E;

Q1 -

a]17 7ajk )7

Taj17'“7ajk (B)($117 ( )'7 ‘Tin—k) = Bajl,...,ajk (xiu '(i'l)'a :Bin_k)a

é um operador linear. Consideraremos a seguinte composicao:

V:Ll,nfl(A) (i1) Taj, ..., @k (ir)
Eil L(El,.. En,F)—>L(E“,,EZn7k,F)
Dados z;, € E;y,...,x;,_, € B; ., x; € B;, chamando
Ty, S€ T =1y, T F
yr=1 a; se r=j
Ti se T =1y,
emquet=1,....k, v=1,....n—ker=1,...,n, como no Teorema 1.5.2, temos

(Taj, o, © Vi (A)) (@) (i, s, ) = (T, ag, (Vi1 (A) (@) (@, s, )
:( i1,n— 1( )(In))an, ,ajk(xiu-(i-l)-axinfk)
Vi1 (A) (@) (g1, %, yn)
= Ay, Yn)
= Aoy g, @iy P, )

= ‘/il,nfkfl(Aajl,.‘.,ajk )(xil)(x’im '(i'l)'a xin,k)

Portanto

‘/il,n—k—l(Aajl,...,ajk) = T o ‘/il,n—1<A)'

Cle ,...,[ljk

Como T, ..a; ¢ um operador linear e V;, ,,1(A) € Z(E;; L(Ex, () E,; F)), segue que

k
‘/;l,n—k—l(Aajl,.“,ajk) - Tajl""’ajk o V:il,n—1<A) e :Z’_(EZ” L(E117 () Ein_k; F))7

e [Z](E;

provando que Aahwajk i1

¢ um multi-ideal coerente. m

E;, _.; F). Isso completa a demonstragao de que [Z]

Proposicao 5.1.8 Para todo ideal de operadores I, o multi-ideal de composicao L o L é
coerente.
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Demonstracao. (i) Sejam Ei,..., E,, F' espagos vetoriais, j; < jo < ... < jny, k1 <
ko < ... <ky,taisque {j1, ..., Jny JU{K1, - Ry} = {1, ,n}, A€ ToL(E),, ..., Ej, ; F)

e pr, € By, i =1,...,ny. Pela definicao de Z o L existem um espago vetorial G, uma
aplicagdo n-linear B € L(Ej,,...E; ;G) e um operador linear u € Z(G; F) tais que

A =wuo B. Defina
B':E x---xE, — G;
B' (Y1, Un) = BUirs -5 Ui, )Pk (Uks) * ** Pl Uk, )-
Decorre do Coroléario 1.3.3 que B’ é n-linear. De
wo B'(xy,...,x,) =u(B'(z1,...,2,))
= u(B(wj,, -, 75, )Pk (Thy) - Py, (Thy,))
= Pky (Thy) Pl (Th, JU(B (255 - -5 T, )
= 0k (Thy) - - - P, ($kn2)A(%» s T
:¢k1®"‘®90k (xl’ )
para quaisquer x, € F,, s =1,...,n, concluimos que
Oy @ @y, ®A=uoB.
Como B' € L(Ey,...,E,;G) e uw € Z(G; F), decorre da definigao que
Py @ - @ P,y QA€ToL(Ey,...,EyF).

(ii) Sejam A € ZTo L(Ey,...,Ey; F), ji,....Jk € {1,...,n}, j1 < jo < ... < Ji, aj €
Ejl"“7ajk € EJM onde {jl,...,jk}U{il,...,in_k} = {1,771} el <ty < ...<lpk-
Entao existem um espago vetorial G, uma aplicagdo n-linear B € L(FE,... E,;G) e um

operador linear, v € Z(G; F) tais que A = vwo B. Dados z;, € E;,,...,x;,_, € E; .,
chamando .
Yy = x;, se riz.v
aj, se 1= j,
emquet=1,....k,v=1,....n—ker=1,...,n, como no Teorema 1.5.2, temos
Aaji oooaj, (@iyy ooy, ) = AY1, -, Yn)
:uoB(y17"'ayn)
- U(B(ylv cee 7yn>)
= U (Bajl"“’ajk ($i1, Ce 7$in—k>)
=Uuo Ba]-l,...,ajk (‘ri17 A 7xin,k)
para quaisquer x;, € F;,...,z; , € E; . Isso prova que
ajl,...,ajk =Uuo Bajl,...,ajk .

Pelo Teorema 1.5.2, temos By, . a, € L(E;,...
Z(G; F), segue que

A

Logo Z o L é um multi-ideal coerente. m

. E;,_.;G). E como operador linear u €

ajy ey, = WO Bajl""7ajk €ZoL(E;,....E, ,;F).
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5.2 Ideais coerentes de polinémios

De forma analoga ao que acabamos de fazer para multi-ideais, consideraremos nesta se¢ao
ideais de polinémios que permitem navegar entre seus diferentes graus de homogeneidade
sem sair do ideal. Ou seja, diminuindo ou aumentando o grau de homogeneidade de um
polinomio pertencente ao ideal, nos mantemos no ideal.

Utilizaremos a notacao estabelecida na Proposicao 2.2.1 e no Teorema 2.4.3.

Definicao 5.2.1 Dizemos que um ideal Q de polinémios homogéneos é coerente se satisfaz
as seguintes condigoes:

(i) Dados um polinémio P € Q("E; F'), um funcional linear ¢ € E* e m € N, entdo
o" @ P € Q("E; F).

(ii) Dados um polinémio P € Q("E; F) um vetor 0 # a € Fe 1 < j < n — 1, entdo
P, € Q("E; F).

Exemplo 5.2.2 Um ideal de polinomios nao coerente.

Considere o ideal de polinomios homogéneos Q definido da seguinte forma: dados
espagos vetoriais E e F', defina:

O('E;F) := F(E;F).

QME;F): = Popym("E; F) para todo n > 2.

Pelos Exemplos 4.1.3 e 4.1.4 sabemos que Q é um ideal de polinomios homogéneos.
Neste caso teremos um pouco mais de trabalho para provar a nao coeréncia. Para isso
seja E um espaco vetorial com base enumeravel. Sejam também ¢ € E* e a € F tais que
p(a) = 1. Tome

P:EFE—FE, P=p®Ildg.

Entdo ¢ ® Idg € P(*E; E). Como [Im(P)] C E, segue que P € P, (*E; E). Por outro
lado, P,: E — FE ¢ tal que
. 1 1
Po(w) = Pla,z) = (¢ @ Idg)*(a,7) = 5 (p(a)ldp(z) + ¢(2)Idp(a)) = 3 (v + p(x)a)
para todo z € E. E claro que o conjunto {a} é linearmente independente. Entao
existe uma base de E da forma {a,x,zs,...} (lembre-se que, como E tem base enu-
meravel, toda base de E é enumeravel). Em particular, os vetores {a,zi,xs,...} sdo

linearmente independentes. Vejamos que os vetores P,(xy), Py(x2),... também sao li-
nearmente independentes. Para isso sejam A\, € K, ¢ = 1,...,k escalares tais que
MP,(z1) + -+ + MPa(xr) = 0. Como os vetores a,q,...,Tx, sdo linearmente inde-

pendentes, temos

1 1
MPu(x1) + - 4AMPo(zp) =0 = X\ - = (21 + p(z1)a) + - -+ )\ka (xr + o(xk)a) =0

2
A A A A
:>513:1+---+?k:1:k+<?1g0(x1)+-~-+?kgp(xk)>-a:O
A e
— 5= =50
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Assim, {P,(x1), P,(z2), ...} é um conjunto infinito linearmente independente contido em
Im(F,), o que é suficiente para concluirmos que Im(P,) tem dimensao infinita. Assim,
P, ¢ F(E;E) = Q('E;E), e portanto estd provado que Q nao é ideal coerente de
polinomios.

E para evitar ideais de polinomios deste tipo que nos concentraremos no estudo de
ideais coerentes de polinomios.

Terminaremos a dissertacao provando que os ideais de polinomios com os quais temos
trabalhado sao coerentes, e também que os métodos de gerar ideais de polinémios a partir
de ideais de operadores geram ideais coerentes.

Comecamos provando que uma das maneiras de gerar um ideal de polindmios a partir
de um multi-ideal leva multi-ideal coerente em ideal de polinomios coerente:

Teorema 5.2.3 Se M é um multi-ideal coerente, entdo o ideal de polinémios P também
€ coerente.

Demonstracao. Do Teorema 4.2.5 ji sabemos que P™ ¢ ideal de polinomios ho-
MOgeneos.

(i) Sejam P € PM("E; F), ¢ € E* e m € N. Por definicio, P € M("E; F). Considere o
conjunto

Cim(1,...,m+n) = {possiveis escolhas de m elementos dentre {1,...,m +n}}.
Para cada A € C),, chamemos
{1,....om+n}={ar,...,ant U{b,...,bn},
onde {ay,...,an} = Ae {by,...,b,} = A°. Defina:

(" ® P)a: B — F;
(Som ®P)A(x17"'7xm+n) = gp(xm) e 'w(xam)P(xbw""xbn)'

Pelo Corolrio 1.3.3 sabemos que (@™ ® P) 4 é aplicacio (m+n)-linear. Como M é multi-
ideal coerente por hipétese e P € M("E; F), concluimos que (¢ @ P)4 € M(™"E; F)
para todo conjunto A € C,,(1,...,m + n). Procedendo da mesma forma que fizemos
no Lema 2.4.5 e usando que M (™™ E; F') é subespaco vetorial de L("*"E; F), podemos
concluir que

1 .
(¢ @ P)Y = (o Y, (@M@ P)a€M(MTEF),
m AeCyp (1,...,m+n)

e portanto o™ ® P € PM(MTE; F).

(ii) Sejam P € PM, a # 0, a € E,1 < j < n — 1. Entao P € M("E; F). Como M
¢ multi-ideal coerente, temos

Py=P, ;e M("JE;F)
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(Pu)"(2) = Pya"™ = P(a’,a") = Py(w)

para todo z € E. Portanto, P,;, € PM("JE; F), completando a demonstracao de que
PM ¢ ideal coerente de polinémios. m

Observacao 5.2.4 Em relagao ao outro método de gerar ideais de polinomios a partir
de multi-ideais, vejamos que se M é um multi-ideal coerente, entao o ideal de polinomios
Py satisfaz a condigao (i) da Defini¢ao 5.2.1:

De fato, dados P € Py("E;F), ¢ € E* e m € N, existe A € M("E; F) tal que
A = P. Como M é multi-ideal coerente, entao ¢ ® A € M("E; F). Dado x € E,
temos

(" @A) (2) = (" @ A)z™™™ = p(2)" - Az" = p(x)™ - P(x) = (¢ @ P)(x).

Decorre que (¢™ ® A)" = ™ & P, e portanto ¢ @ P € Py/("™™E; F).
Se o multi-ideal coerente M nao for simétrico no sentido de [5], entdo nem sempre o
ideal de polinomios Py, é coerente.

Para provar que o ideal Py dos polinomios de tipo finito ¢ coerente, precisamos de uma
equivaléncia a mais na Proposicao 2.1.2:

Lema 5.2.5 Seja P € P("E; F). Entao P € P("E; F) se, e somente se, Pe L;("E; F).

Demonstracao. Suponha primeiramente que P € P;("E; F'). Pela Proposicao 2.1.2(b)
existem um numero natural m € N, funcionais lineares y,...,p,, € E* e vetores

b, ..., by, € F tais que P = ) ¢7 ® b;. Definindo
j=1

A:E" — F | A(xq,...,2,) = Zgoj(xl) e i(Tn)b;
j=1
temos que A= > ¢, ®---®p; ®@b; € Ly("E; F). E, no Lema 2.4.1, demonstramos que
j=1

A = P. Portanto, P € L;("E; F).
A reciproca segue da Proposicao 2.1.2. m

Proposicao 5.2.6 O ideal Py dos polinomios homogéneos de tipo finito € coerente.
Demonstragao. Do Lema 5.2.5 decorre que Py = P/, Pela Proposi¢ao 5.1.3 sabemos
que L; é multi-ideal coerente. Pelo Teorema 5.2.3 segue que Py = P é ideal coerente

de polinomios. m

Para provar que o ideal Pr dos polinomios de posto finito é coerente, precisamos de
uma equivaléncia a mais na Proposicao 2.1.4:
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Lema 5.2.7 Seja P € P("E; F). Entdo P € Pr("E; F) se, e somente se, P € Ly("E; F).

Demonstragao. Supondo que P € Px("E; F'), pela Proposigao 2.1.4 existem um natural

m € N, polinomios escalares Pj,..., P, € P("E) e vetores by,...,b,, € F tais que
P =" P;®b;. Definindo
j=1
A:En—>F,A(l’1,..., ijl'l,... bj,
7j=1

temos A € Lx("FE; F). Como cada pj é simétrica, segue que A é simétrica. E claro que
A= P.Logo A= P, e portanto P € Lz("E; F).
A reciproca segue da Proposicao 2.1.4. m

Proposicao 5.2.8 O ideal Pr dos polinomios homogéneos de posto finito € coerente.
Demonstracao. Pelo Lema 5.2.7 sabemos que Pr = PX7, e pela Proposicao 5.1.4 que Lx
¢ multi-ideal coerente. Uma nova aplicacao do Teorema 5.2.3 nos garante que Pr = PLF

¢ ideal coerente de polinomios. m

Para provar que o ideal P,,,,, dos polindmios de posto enumeravel é coerente, preci-
samos do seguinte lema:

Lema 5.2.9 Seja P € P("E; F). Entao [Im(P)] = [Im(P)]. Em particular,
P € P.um("E; F) se, e somente se, P € Lepym("E; F).

Demonstragao. Para todo x € F,
P(z) = P2" € Im(P),

de onde segue que Im(P) C Im(P), e consequentemente [Im(P)] C [Im(P)].
Por outro lado, para todos xz1,...,x, € E, da Férmula de Polarizacao temos

P(xy,...,x,) =

Z e1-ePlerzy + -+ - + epy) € [Im(P)].

nl2n
Ei::tl

Decorre entao que Im(P) C [Im(P)]. Assim, [Im(P)] € [Im(P)], provando assim que
[Im(P)] = Im(P)]. m

Proposicao 5.2.10 O ideal P.,m, dos polinomios homogéneos de posto enumerdvel é
coerente.

Demonstracao. Pelo Lema 5.2.9 sabemos que P.pm = Prenum | e pela Proposicao 5.1.5

sabemos que Lepym ¢ multi-ideal coerente. Pelo Teorema 5.2.3 segue que Py, = Plenum
¢ ideal coerente de polinomios homogéneos. m
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Teorema 5.2.11 Para todo ideal de operadores T, P(Z), P[Z] e ZoP sao ideais coerentes
de polinomios homogéneos.

Demonstragdo. Pela Proposicio 4.3.2 sabemos que P(Z) = P*®) e pela Proposicio
5.1.6 sabemos que L(Z) é multi-ideal coerente. Pelo Teorema 5.2.3 segue que P(Z) = PL®)
¢ ideal coerente de polinomios homogéneos.

Pela Proposicao 4.4.2 sabemos que P[Z] = P, e pela Proposicdo 5.1.7 sabemos que
[Z] ¢ multi-ideal coerente. Pelo Teorema 5.2.3 segue que P[Z] = Pl é ideal coerente de
polinomios homogéneos.

Pela Proposicao 4.5.2 sabemos que Zo P = PZ°L e pela Proposicao 5.1.8 sabemos que
T o L é multi-ideal coerente. Pelo Teorema 5.2.3 segue que Z o P = Pl é ideal coerente

de polinomios homogéneos. m
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