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ZISA GARCIA R. D.. Subespacos complementados e nao complementados em espacos de
polinomios homogéneos. 2025. 88 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar subespacos complementados e subespacos
nao complementados de espacos de polinomios homogéneos continuos entre espacos de Ba-
nach. Num primeiro momento, véarios casos cléssicos de subespacos complementados sao
estudados em detalhes. A seguir, o foco da dissertacao se concentra nos subespacos forma-
dos pelos polindmios homogéneos que sao compactos, fracamente compactos e fracamente
continuos sobre limitados, e nas situagoes em que esses subespacos nao sao complementa-
dos. Este estudo tem como base um teorema relevante de I. Ghenciu para subespacos nao
complementados em espacos de operadores lineares. A demonstracao deste teorema linear
¢ desenvolvida em detalhes. Por fim, apresenta-se o estudo de sua versao generalizada
para polinomios, devida a S. Pérez. Os teoremas polinomiais sao provados em detalhes e
um grande ntmero de aplicagoes para situagoes especificas sao apresentadas. Com essa
abordagem, estabelecem-se varias condicoes sob as quais os subespacos de polinomios
mencionados acima nao sao complementados.

Palavras-chave: Espacos de Banach, subespacos complementados, subespacos nao com-
plementados, polinomios homogéneos, polindmios fracamente continuos sobre limitados,
polindmios compactos e polinémios fracamente compactos.

viil



ZISA GARCIA R. D.. Complemented and uncomplemented subspaces of spaces of homo-
geneous polynomials. 2025. 88 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia,
Uberlandia-MG.

Abstract

The main purpose of this work is to study complemented subspaces and uncomplemented
subspaces of spaces of homogeneous polynomials between Banach spaces. At first, a
number of classic cases of complemented subspaces are investigated in detail. Next, the
focus of the work is concentrated in the subspaces formed by homogeneous polynomials
which are compact, weakly compact and weakly continuous on bounded sets, as well as
in situations where theses subspaces are not complemented. This investigation is based
on a relevant result due to I. Ghenciu for uncomplemented subspaces of spaces of linear
operators. The proof of this linear result is developed in detail. Finally, we present the
study of its generalized version for polynomials, due to S. Pérez. The polynomial theorems
are proved in detail and several applications for specific situations are provided. With this
approach, several conditions under which the aforementioned subspaces of polynomials
are uncomplemented are established.

Keywords: Banach spaces, complemented subspaces, uncomplemented subspaces, homo-
geneous polynomials, weakly continuous polynomials on bounded sets, compact polyno-
mials, weakly compact polynomials.
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Lista de Simbolos

N conjunto dos nimeros naturais.
No Nu {0}

R conjunto dos nimeros reais

C conjunto dos niimeros complexos
K RouC

E produto cartesiano £ X -+ X E

n—vezes

loo espaco de sequéncias limitadas com valores em K

Co espaco de sequéncias com valores em K convergentes para 0

l, espago de sequéncias (z,), com valores em K tais que Y | |z,[" <
00, onde 1 < p < oo

BAN classe dos espacos de Banach sobre o corpo K

Bglx;r] bola fechada no espa¢o normado F com centro em x e raio r

E* dual topoldgico do espago normado F

JE mergulho canonico de £ em E**

o(E, E*) topologia fraca do espaco normado E

o(E* E) topologia fraca estrela de E*

K fecho topologico do conjunto K em um espago topoldgico especificado

A7) fecho do conjunto A na topologia fraca de F

f®b fungao definida por (f ® b)(z) = f(x)b, onde f é uma funcao escalar
e b um vetor fixo.

f"®g funcao definida por (f" ® g)(z) = f(z)"g(z), onde f é uma fungao
escalar e g é uma fungao com valores em um espagco vetorial.

ESF o espaco normado F' contém uma copia complementada do espaco
normado F

L(E,F) conjunto de operadores lineares continuos de £ em F

K(E,F) conjunto de operadores lineares compactos de E em F

K colecao de operadores lineares compactos entre espacos de Banach
quaisquer

W(E, F) operadores fracamente compactos de £ em F

w colegao de todos os operadores fracamente compactos entre espacos
de Banach.

L(Ey,...,E,; F) conjunto das aplicagoes n-lineares de Ey X -+ X E, em F

L("E; F) conjunto das aplicacoes n-lineares de E™ em F'

L(Ey,...,E,; F) conjunto das aplicagoes n-lineares continuas de Ey X - -+ X F,, em F

L("E;F) conjunto das aplicacoes n-lineares continuas de E" em F'
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conjunto de operadores n-lineares simétricos de K™ em F

conjunto de operadores n-lineares simétricos continuos de E™ em F
espago de polinomios n-homogéneos de £ em F

espaco de polinomios n-homogéneos continuos de £ em F

ideal de polindmios homogéneos continuos de £ em F'

ideal de polinomios homogeéneos de tipo finito

espaco de polinomios homogéneos de tipo finito de grau n de £ em F
ideal de polinomios homogéneos compactos

espacgo de polinomios homogéneos compactos de grau n de E em F
espaco de polinomios homogéneos fracamente compactos de grau n de
Eem F

ideal de polinomios homogeéneos fracamente compactos

espaco de polinomios n-homogéneos fracamente continuos sobre limi-
tados de E em F

ideal de polindmios homogéneos fracamente continuos sobre limitados
n1-vezes nm-Vezes

operador n-linear A avaliado em (71, ..., Z1, ..., Ty, -y Tpy) COM N +
“ .. _|_ nm =n
aplicagao multilinear simétrica associada ao polinomio homogéneo P

polinémio homogéneo associado ao operador multilinear A

n—l)

\
Polinémio n — 1 homogéneo definido por P,(z) = P(a,x2™ '), quando

P é um polinémio n-homogeéneo

X1
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Introducao

Desde seu inicio, nas primeiras décadas do século XX, a Anélise Funcional surgiu como
una disciplina destinada a estudar os espaco normados e os operadores lineares entre eles.
Com o passar do tempo e com o sucesso da teoria linear, a disciplina passou a tratar
também de operadores nao lineares, cujos primeiros exemplos sao os operadores multili-
neares e os polindmios homogéneos, operadores esses que estao intimamente relacionados
entre si. No inicio, tanto operadores multilineares como polinomios homogéneos eram es-
tudados como uma ferramenta para o estudo de holomorfia em dimensao infinita, ou seja,
o estudo de funcoes complexas holomorfas em espagos de dimensao infinita. Nas ultimas
décadas, espacos de polinomios homogéneos passaram a ser estudados por seu interesse
proprio, e um dos objetivos sempre foi estender resultados lineares para o caso polinomial.
Prova disso sao, por exemplo, os importantes trabalhos [28, 37, 43]. Um pouco mais da
histéria do estudo recente de espacgos de polindomios homogéneos pode ser encontrada no
livro [20].

O objetivo inicial desta dissertacao é apresentar, em detalhes, os resultados e, prin-
cipalmente, as demonstragoes de [43]. Os resultados deste artigo foram motivados pela
ambigao de se generalizar os resultados provados em [25] sobre a complementabilidade de
subespacos de espacos de operadores lineares para o contexto de subespagos de espagos de
polindmios homogéneos. Cabe mencionar, desde ja, que os dois artigos mencionados omi-
tem muitos passos das demonstragoes e, as vezes, omitem demonstracoes inteiras. Uma
das contribuigoes da presente dissertacao ¢ detalhar todos esses argumentos, apresentando
todas as justificativas e referéncias pertinentes.

Quando se fala em subespagos complementados, surge naturalmente a seguinte per-
gunta: Um determinado subespaco fechado de um determinado espaco de Banach é com-
plementado ou nao? Muitas vezes, essa questao se mostra um verdadeiro desafio. Além
disso, as seguintes perguntas sao usualmente exploradas: Existem subespagos fechados
nao triviais que sao complementados em um dado espaco de Banach? Ou entao, existem
subespacos fechados que nao sao complementados em um determinado espaco de Banach?
Mais uma vez, em certos casos essas questoes se mostram verdadeiramente dificeis.

Um resultado significativo nesta area estabelece que todo subespago fechado de um
espago de Hilbert é complementado (veja, por exemplo, [11, Coroldrio 5.2.7]). Entretanto,
este panorama é muito diferente para outros espacos de Banach. Por exemplo:

e Em 1937, Murray [38] demostrou que, para todo p > 2, ¢, tem subespagos fechados
nao complementados.



e Em 1940, Phillips [44] provou que ¢y ndo é complementado em (.

e Em 1960, Pelczynski [39] estabeleceu que todo subespago complementado de ¢; é
isomorfo a /;.

e Em 1971, Lindenstrauss e Tzafriri [34] demostraram que todo espago de Banach de
dimensao infinita que nao é isomorfo a um espago de Hilbert contém subespacos fe-
chados nao complementados. Note que esse resultado responde a uma das perguntas
enunciadas acima.

Na teoria dos espacgos de Banach, espacos de operadores lineares continuos desempe-
nham um importante papel. Por L(F; F') denotamos o espago dos operadores lineares
continuos do espago de Banach E no espaco de Banach F'| e por K(E; F) o subespago fe-
chado de L(F; F) formado pelos operadores compactos. Complementabilidade em espagos
de operadores lineares ¢ uma linha relevante na area. Um exemplo importante é o seguinte:

e Em 1992, Emmanuele [22] e John [31] provaram que se E e F sao espagos de
Banach tais que K(E, F') contém uma cépia complementada de ¢y, entdo K(E, F')
nao é complementado em L(E, F).

Chegando nos objetivos especificos desta dissertagdo, em 2005 Ghenciu [25] publica
um resultado que generaliza varios teoremas obtidos anteriormente por Bator [5], Feder
[24] e Emmanuele [21] acerca de subespagos complementados de espacos de operadores
lineares. E com base neste teorema de Ghenciu que Pérez [43] realiza a generalizacao para
o caso de espacos de polindbmios homogéneos.

Nesta dissertagao, estudamos subespagos complementados/nao complementados em
espagos de operadores lineares e, de forma mais ampla, subespagos complementados/nao
complementados em espacos de polinomios homogéneos entre espagos de Banach. O
objetivo principal é analisar detalhadamente o teorema linear e sua generalizacao para
espacos de polinomios homogéneos. Todos os resultados apresentados sao fundamentados
em trabalhos ja existentes, principalmente em [25] e [43]. Nosso foco, portanto, é descrever
e detalhar os resultados e as demonstragoes encontrados nessas fontes.

Passamos agora a descrever os conteiudos da dissertacgao.

O primeiro capitulo apresenta resultados fundamentais da teoria dos espagos de Ba-
nach. As demonstragoes desses resultados podem ser encontradas nas fontes citadas, que
sao amplamente conhecidas na literatura, e servem como base essencial para o desenvol-
vimento dos capitulos subsequentes.

No Capitulo 2, introduzimos o conceito de polinomios n-homogéneos entre espagos de
Banach. Também discutimos os subespagos importantes de polinomios homogéneos que
serao estudados no ultimo capitulo, os quais sao os polinomios compactos, fracamente
compactos e fracamente continuos sobre conjuntos limitados. Por fim, apresentamos um
resultado essencial, conhecido como linearizacao, introduzido por Ryan [46], que serd
fundamental para generalizar propriedades do caso linear para o caso polinomial.

O terceiro capitulo introduz o conceito de subespago complementado, abordando re-
sultados classicos importantes e tteis. Em seguida, apresentamos resultados especificos
para o caso dos polinomios homogéneos, demonstrando os primeiros exemplos de como a
complementabilidade é tratada nesses espacos. Provamos, em particular, varios casos de
subespagcos complementados em espagos de polinomios.



No Capitulo 4, expomos o teorema central desta dissertacao, introduzido pela ma-
tematica romena Ghenciu. Para isso, detalhamos resultados prévios necessarios para sua
demonstracao e desenvolvemos a demonstracao completa do teorema.

Por fim, no quinto capitulo, trabalhamos na generalizacao do caso linear do Teorema
de Ghenciu para o caso polinomial, com énfase em situagoes em que os subespacos de
polinomios descritos no Capitulo 2 nao sao complementados no espago de todos os po-
linomios continuos. Abordamos a generalizacao do Teorema de Ghenciu para espagos de
polinémios homogéneos, conforme apresentado em [43]. Também incluimos corolarios que
servem como exemplos e aplicagoes de diferentes métodos, envolvendo medidas vetoriais,
linearizacao (discutida no Capitulo 2) e séries fracamente incondicionalmente de Cauchy.

Raul David Zisa Garcia
Uberlandia-MG, 27 de fevereiro de 2025.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentamos neste capitulo nogoes e resultados basicos de Anélise Funcional que serao
utilizados ao longo do texto. Referéncias para as demonstracoes dos teoremas enunciados
serao fornecidas. Também aproveitamos este capitulo para fixar boa parte da notacao
que serda empregada.

Por K denotaremos, indistintamente, o corpo R dos ntimeros reais ou o corpo C dos
nuimeros complexos. Os seus elementos serao chamados de escalares e sempre considera-
remos espagcos vetoriais sobre K.

1.1 Espacos normados

Na Algebra Linear, estamos familiarizados com as noc¢oes de soma de vetores e multi-
plicacao de vetores por escalares, as quais estruturam as operagoes algébricas dos espagos
vetoriais. Por outro lado, em espagos métricos, contamos com uma forma de medir
“distancia” entre dois pontos, o que nos permite falar de conceitos como convergéncia,
continuidade e compacidade. Os espagos normados, que definiremos a seguir, sao estru-
turas que combinam essas duas ideias.

Definicao 1.1.1. Seja F um espaco vetorial sobre K. Uma norma em E é uma funcao
I-l: E—R

que cumpre as seguintes condigoes:

(N1) ||z|| > 0 para todo x € E e ||z|| =0 <= z = 0.

(N2) ||az|| = |a|-||z| para todo escalar a e todo x € E.

(N3) |lz +yl| < l[«]| + [lyl| para quaisquer z,y € E.

Um espago vetorial munido de uma norma sera chamado de espaco vetorial normado
ou simplesmente espaco normado. E facil ver que um espaco normado E é um espaco
métrico com a métrica dada por

d(‘T?y) = H.Z‘ _y”? T,y € E.

4



Neste caso dizemos que d é a métrica induzida pela norma || - ||. A menos que seja dito
o contrario, um espaco normado sera considerado um espago métrico e, portanto, um
espaco topoldgico, com a topologia induzida pela norma. Dessa forma, toda a Topologia
Geral, em particular a teoria de espacos métricos, se aplica aos espagos normados. Em
particular, uma sequéncia (z,)°; em um espaco normado E converge para o vetor x € F
se

lim ||z, —z| = 0.

n—oo

Nesse caso escrevemos ¢ = lim x, ou x, — .
n—oo

Definicao 1.1.2. Um espago normado E é chamado espaco de Banach quando for um
espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma, isto é, quando toda sequéncia
de Cauchy em E converge para um elemento de E.

Teorema 1.1.3. Todo espaco normado de dimensao finita € um espaco de Banach.
Demonstragao. Veja [11, Teorema 1.1.6]. O
Exemplo 1.1.4. Vejamos alguns exemplos classicos de espacos de Banach:

(a) Do teorema anterior é imediato que, para todo n € N e K = R ou C, K" é um
espago de Banach com qualquer uma de suas normas usuais (veja a Defini¢ao 1.1.9).

(b) 4o := {(an)i>, : a, € Kparatodon € Ne (a,);2, ¢ limitada} é um espago de
Banach com a norma [|(a,)5%|lcc = sup{|a,| : n € N}. Veja [11, Secao 1.4].

(¢) Por ¢q denota-se o subespago (fechado) de ¢, formado pelas sequéncias convergentes
para zero. Entao ¢y é espago de Banach, veja [11, Exemplo 1.1.7].

(d) Para 1 < p < o0, ¢, := {(an);’f’:l ta, € K paratodone ) |a,|’ < oo} com a

n=1

o0 1/p
norma ||(an)5q|l, = (Z |an|p> ¢ um espago de Banach (veja [11, Secao 1.4]).

n=1

Proposicao 1.1.5 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q > 1 tais que %—i—é =1, (z,)2, €

ly e (yn)sy € 4,. Entao
()
n=1

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 1.4.1]. H
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Proposicao 1.1.6. Sejam p e q tais que 1 < p < q < co. Entao
by Slg el llg <1y

Demonstragao. Veja [48, Proposigao 36| para o caso em que ¢ < oco. O caso ¢ = oo é
trivial. O



Proposicao 1.1.7. Sejam E um espaco de Banach e F' um subespaco vetorial de E.
Entao F é um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, ' €
fechado em E.

Demonstragao. Veja [11, Proposi¢ao 1.1.1.]. O

Definicao 1.1.8. Duas normas |[|-||; e || || em um espaco vetorial E' sao ditas equivalentes
se existirem constantes positivas ¢ e ¢y tais que

cillzllh < ||z||2 < e2llz||; para todo x € E.

Defini¢ao 1.1.9. Sejam Fj, ..., E, espacos vetoriais normados sobre K. Para (z1,...,z,) €
Ey x --- x E,, definimos

(@1, zn) e = Nzl + - flzall,
1
11, za)lle = (|l + -+ [lzal?)2, e
[(z1, - @)oo = max{laa ], ..., [Janll}
Proposicao 1.1.10. Sejam Ei, ..., E, espacos vetoriais normados.
(a) As aplicagoes || - ||1, || - ll2 e || - oo sG0 normas equivalentes no produto cartesiano
i x---x E,.
(b) Se Ey,..., E, sio espacos de Banach, entio Ey X --- x E, é um espa¢o de Banach

com qualquer uma das normas definidas anteriormente.

Demonstracao. Para o item (a), veja [47, Proposicao 2.3 e 2.6 (a)]; para o item (b), veja
[47, Proposicao 2.6(b)]. O

Definicao 1.1.11. Um espago normado E que contém um subconjunto enumeravel e
denso em E é dito separdvel.

Para um subconjunto A de um espago normado F, denotamos por span(A) o subespagco
de E formado pelas combinagoes lineares finitas de elementos de A. Por span(A), denota-
mos o fecho do subespago span(A), ou seja, o menor subespago fechado de E' que contém
A. E claro que span(A) C span(A).

Proposicao 1.1.12. Um espag¢o normado E € separdvel se, e somente se, existe um
subcongunto enumerdvel A de E tal que span(A) € denso em E.

Demonstragao. Veja [11, Lema 1.6.3.]. O

1.2 Operadores lineares continuos

Para espagos vetoriais normados E e F, sera denotado por L (F, F') o espago vetorial
sobre K dos operadores lineares continuos de ' em F. Quando F for o corpo dos escalares,
escrevemos E* no lugar de £ (F,K), chamamos este espaco de dual de E, e dizemos que
seus elementos sao funcionais lineares continuos.



Definicao 1.2.1. Dizemos que os espacos normados F e F' sao topologicamente isomorfos,
ou simplesmente isomorfos, se existe um operador bijetor T' € L(FE;F) com operador
inverso continuo. Tal operador T é chamado de isomorfismo topoldgico, ou simplesmente
1somorfismo.

Dizemos que T é um isomorfismo sobre sua imagem se T' é um isomorfismo topoldgico
entre E e o subespago T'(E) de F. Neste caso dizemos que F' contém uma copia de E.

Uma funcdo f: E — F tal que ||f(x)| = ||z|| para todo x € E é chamada de
isometria. Se, além disso, f é linear, entao f é chamada de isometria linear. Observe que
uma isometria linear ¢é injetora e continua. Se f é uma isometria linear sobrejetora dizemos
que f é um isomorfismo isométrico entre E/ e F' e que esses espacos sao isometricamente
isomorfos.

E se T € L(F;F) é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, dizemos que F
contém uma copia isométrica de E.

Dados F, F' e G espacos normados, T: E — G e S: G — F funcoes, é sabido que
a composta S o T é fungdo. Também é bem conhecido que: (i) Se T' e S sao lineares,
entdo S oT é linear. (ii) Se T e S sdo continuas, entdao S o T é continua. (iii) Se T'e S
sdo isomorfismos, entdo S o T é isomorfismo. (iv) Se T' e S sao isometrias, entdo S o T é
isometria.

Exemplo 1.2.2. (i) Os espagos ¢ e ¢, sdo isometricamente isomorfos. (ii) ¢; é isome-
tricamente isomorfo a f. (iii) £; é isometricamente isomorfo a £, para p > 1, onde
;13 + % = 1. Para mais detalhes, veja [11, Secao 4.2].

A equivaléncia entre os itens (a) e (¢) do seguinte teorema serd frequentemente utili-
zada ao longo deste trabalho.

Teorema 1.2.3. Sejam E e F espacos normados sobre K e T: E — F linear. As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) T € continuo.

(b) sup{||T'(z)|| :x € E e ||z]| <1} < 0.

(c) Eziste uma constante C > 0 tal que |T(x)|| < C||z|| para todo x € E.
Demonstracao. Veja [11, Teorema 2.1.1.]. O
Proposicao 1.2.4. Sejam E e F espacos normados.

(a) A expressao
1T} = sup{|[T'(x)[| : = € E e |lzf| < 1}

define uma norma no espaco L(E, F').
(b) | T ()| <||T||-|z|| para todos T € L(E,F) ex € E.
(c) Se F' for Banach, entio L(E, F) também é Banach.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 2.1.4.]. ]



Sempre que nos referirmos ao espaco L(F, F'), o consideraremos munido com a norma
enunciada no item (a) da proposi¢do anterior. Pelo item (c), L(E, F') serd um espago
de Banach sempre que F' for um espaco de Banach. Em particular, se £ é um espaco
normado, entao seu dual £* é um espacgo de Banach, pois K é um espaco de Banach.

Também utilizaremos frequentemente o fato de que, se A C E ¢é limitado e T €
L(E,F), entao T'(A) é limitado em F. Isso é evidente, pois, se existe ¢ > 0 tal que
|z|| < ¢ para todo = € A, entdo ||T(x)|| < ||T||-||z]] < ||T|| - ¢ < oo para todo x € A.

Teorema 1.2.5 (Teorema da Aplicacao Aberta). Sejam E e F espacos de Banach e
T: E — F linear, continuo e sobrejetor. Entao T é uma aplicagao aberta, isto €, T
transforma abertos em E em abertos em F'. Em particular, todo operador linear continuo
e bijetor entre espagos de Banach é um isomorfismo.

Demonstracao. Veja [11, Teorema 2.4.2]. O

Definigao 1.2.6. Sejam F e G espagos normados e I subespago vetorial de E. Dizemos
que T € L(E,G) é uma extensio de T € L(F,G) se a restricio de T ao » subespago I
coincide com T, isto ¢, se T'(z) = T(x) para todo z € F'. Denotando por T|F a restrigao

de T a I, isso é o mesmo que dizer que T| r=1T.

Teorema 1.2.7 (Teorema de Hahn-Banach). Seja F' um subespago vetorial de um espago
normado E sobre K =R ou C, e seja ¢: F' — K um funcional linear continuo. Entao
existe uma extensio p: E — K de ¢ tal que ||¢|| = ||¢||-

Demonstracao. Veja [11, Corolario 3.1.3]. O

Teorema 1.2.8. Seja F um espag¢o normado. Para todo xqg € FE, xo # 0, existe um
funcional linear ¢ € E* tal que ||¢|| =1 e p(zo) = ||zo]l-

Demonstracao. Veja [11, Corolario 3.1.4]. O

Teorema 1.2.9 (Teorema de Phillips). Sejam F um subespago vetorial do espa¢o nor-
mado E e T € L(F,ly). Entio existe T € L(E,ly) estensio de T o E. Mais ainda,
17| =117l

Demonstracao. Veja [11, Teorema 3.2.7]. O

Proposicao 1.2.10. Todo espagco normado separdvel é isomorfo isometricamente a um
subespaco de ly

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 3.3.3.]. ]
Por E** denotamos o bidual do espa¢o normado E, isto é, E** := (E*)*.

Proposicao 1.2.11. Para todo espaco normado E, o operador linear
Jg: E— E™ | Jg(z)(e) = ¢(x) para todos v € E e p € E*,
¢ uma 1sometria linear, chamado de mergulho canonico de E em E**.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 4.3.1]. ]



Definicao 1.2.12. Um espaco normado E é dito reflexivo se o mergulho canonico Jg: £ —
E** for sobrejetor.

Proposicao 1.2.13. Para 1 < p < 00, o espago £, ¢ reflexivo.
Demonstragao. Veja [11, Proposicao 4.3.12]. ]

Definigao 1.2.14. Sejam E, F' espacos vetoriais normados e T' € L(F; F'). Definimos o
operador T : F* — E* por

T*(¢)(x) = p(T(x)) para todos z € E'e p € F*.

O operador T™ é chamado adjunto de T

Proposicao 1.2.15. Sejam E e F' espacos de Banach e T € L(E, F).

Demonstragao. Para os itens (a) e (d), veja [11, Proposi¢ao 4.3.11]. Para os itens (b) e
(¢), veja [14, Theorem 2.1]. O

1.3 Operadores compactos

Definicao 1.3.1. Um subconjunto K de um espaco normado E é dito compacto se toda
cobertura aberta de K admite subcobertura finita. Diz-se que K é relativamente compacto
se seu fecho em norma, denotado por K, é compacto.

A seguinte caracterizacao é muito util quando se trata de conjuntos compactos.

Proposicao 1.3.2. Um subconjunto K de um espaco normado € compacto se, e somente
se, toda sequéncia em K admite subsequéncia convergente em K.

Demonstragao. Veja [33, Proposicao 8.5.7]. ]

Proposicao 1.3.3. Se E € um espacgo vetorial normado de dimensdo finita, entao os
compactos em E sdo precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 1.5.1]. O

Por Bp denotamos a bola unitédria fechada do espago normado E, isto é, By = {x €
E:z|| < 1}.

Teorema 1.3.4. Um espagco normado E tem dimensao finita se, e somente se, Bg € um
subconjunto compacto de E.

Demonstracao. Veja [11, Teorema 1.5.4]. O



Definicao 1.3.5. Um operador linear T': E — F' entre espagos normados é dito com-
pacto se T'(Bg) é um subconjunto relativamente compacto em F. A cole¢ao dos operadores
compactos de E' em F' é denotada por IC(F, F), e por K denotamos a colegao de todos os
operadores compactos entre espacos de Banach quaisquer.

Da definicao de operador compacto segue imediatamente que a restricao de um ope-
rador compacto a qualquer subespaco de seu dominio também é um operador compacto.
A seguinte caracterizacao de operadores compactos é muito tutil.

Proposicao 1.3.6. Sejam E e F espacos normados. As sequintes afirmagoes sao equi-
valentes para um operador linear T: E — F'.

(a) T € compacto.
(b) T(A) € compacto em F para todo limitado A em E.

(¢) Para toda sequéncia limitada ()52, em E, a sequéncia (T(x,,))>2, tem subsequéncia
convergente em F.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 7.2.3]. ]

Proposicao 1.3.7. Sejam E e F espagos normados. Entio IC(E, F) € subespago vetorial
de L(E,F). Se F' € espago de Banach, entio K(E, F') é fechado em L(E, F).

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 7.2.5]. ]

Proposicao 1.3.8 (Propriedade de ideal dos operadores compactos). Sejam E, F e G
espacos de Banach, T € L(E,G) e S € L(G, F) tais que T ou S é compacto. Entio SoT
¢ compacto.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 7.2.6]. ]

Teorema 1.3.9 (Teorema de Schauder). Sejam E e F espacos de Banach e T € L(E, F).
Entao T é compacto se, e somente se, o adjunto T™* é compacto.

Demonstragao. Veja [11, Teorema 7.2.7]. O

1.4 Topologia fraca e operadores fracamente compac-
tos

Um dos resultados basicos da topologia é que, para qualquer conjunto arbitrario, existe
uma topologia que pode ser gerada a partir de um espago topoldgico e uma familia de
funcoes definidas no conjunto com valores no espaco topoldgico. Essa topologia, conhecida
como a topologia gerada por uma familia de funcgoes, é definida como a topologia que tem
como base a colegao de intersec¢oes finitas das imagens inversas de abertos do espaco
topoldgico. Essa topologia é a menor topologia na qual todas as func¢oes da familia sao
continuas.

Na Anélise Funcional, os elementos de interesse sao os espacos normados, oS quais
tém um corpo escalar associado K, que também é um espaco topoldgico, e a familia de
funcionais lineares continuos que formam o dual do espaco normado. Assim, é natural a
seguinte definicao:
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Definigao 1.4.1. A topologia fraca no espago normado E, denotada por o(FE, E*), é a
topologia gerada pelos funcionais lineares continuos p € E*.

Quando uma rede (z))req em F converge para = € F na topologia fraca de E escre-
vemos ry — x, ou também podemos dizer que (7))ycq ¢ uma rede w—convergente para
x.

Pelo conceito de topologia de subespaco temos que, se E é um espaco normado e A
é um subconjunto de FE, existe uma topologia em A induzida pela topologia fraca de F,
que consiste em todas as intersegoes de A com elementos de o(E, E*). Isto é,

o(E,E")a={ANB:Bco(E E)}

Além disso, se (za)req € A e x € A, entdo x5 — = se, e somente se, (Ty)acq
converge para x na topologia de A induzida pela topologia fraca em E. Para esclarecer a
diferenca quando estamos tratando de uma convergéncia no subconjunto A, escreveremos
Ty —2 2 para indicar que a rede () C A converge para x € A com respeito & topologia
o(E, E¥)a.

Para A C E, denotamos por A7) fecho de A na topologia fraca de E.
Proposicao 1.4.2. Seja E um espagco normado.

(a) Funcionais lineares continuos sao fracamente continuos, isto €, para todo ¢ € E*,
¢:(FE,o(E,E*)) — K € continuo.

(b) Para cada xy € E, os conjuntos da forma
Vie=A{zx € E:|pi(x) — ¢i(xo)| < € para todo i € J}

onde J € um conjunto finito, p; € E* para todo i € J e ¢ > 0, formam uma base de
vizinhangas abertas de xqy para a topologia fraca.

(c) Seja (x,)32, uma sequéncia em E. Entdo z,, — x se, e somente se, p(x,) — o(z)
para todo ¢ € E*.

(d) A topologia fraca o(E, E*) é de Hausdorff.
Demonstragao. Veja [11, Proposicao 6.2.2]. O]
Proposicao 1.4.3. Se z, — = em um espaco normado, entio T, —s .
Demonstragao. Veja [11, Corolario 6.2.3]. ]

Para cada n € N, denotamos por e, a sequéncia de elementos em K que tem o valor 1
na n-ésima coordenada e zero em todas as outras coordenadas. Nos espacos de sequéncias
mencionados no Exemplo 1.1.4, os vetores da forma e,, com n € N, sao chamados de
vetores canénicos unitdrios ou vetores candnicos. E imediato que os vetores canodnicos
sao linearmente independentes.

Exemplo 1.4.4. No espaco ¢y, a sequéncia dos vetores canonicos unitéarios (e,)> ; é uma

sequéncia fracamente convergente para 0 que nao é convergente em norma em c¢p. Veja
[11, Exemplo 6.2.4].
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Proposicao 1.4.5. Sejam E e F espagos de Banach. Um operador linear T : E — F é
continuo se, e somente se, T': (E,0(E, E*)) — (F,0(F, F*)) é continuo.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 6.2.9]. ]

Teorema 1.4.6 (Teorema de Kakutani). Um espago de Banach E € reflexivo se, e so-
mente se, a bola unitdria fechada Bg € compacta na topologia fraca o(E, E*).

Demonstragao. Ver [11, Teorema 6.4.5]. ]

Proposicao 1.4.7. Seja E um espago normado.
(a) A topologia fraca estd contida na topologia da norma.
(b) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, E tem dimensdo finita.

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 6.2.6]. O

Teorema 1.4.8 (Teorema de Mazur). Sejam E um espago normado e K um subconjunto
convexo de E. Entdo o fecho de K na topologia da norma de E coincide com o fecho de
K na topologia fraca de E. Em particular, um conjunto convexo € fechado na topologia
fraca se, e somente se, € fechado na topologia da norma.

Demonstragao. Veja [11, Teorema 6.2.11]. O

Uma consequéncia imediata do Teorema de Mazur é que, se I’ é subespaco vetorial do
. =  —=o(E,E*)
espaco normado F, entao F' = F .
Definigao 1.4.9. Seja K um subconjunto de um espaco de Banach E. Dizemos que:
(a) K é fracamente compacto em E se K é compacto na topologia fraca o(E, E*).

(b) K é relativamente fracamente compacto em E se KPP ¢ compacto em (E,o(E, E*)).

Apesar da topologia fraca nao ser metrizavel em geral, assim como na topologia da
norma (relembre a Proposi¢ao 1.3.2), a compacidade fraca é equivalente a compacidade
sequencial fraca:

Teorema 1.4.10 (Teorema de Eberlein-Smulian). Seja K um subconjunto do espaco de
Banach E. Entao K € relativamente fracamente compacto (respectivamente, fracamente
compacto) se, e somente se, cada subsequéncia em K admite subsequéncia que converge
fracamente para algum ponto em E (respectivamente, para algum ponto de K ).

Demonstragao. Veja [35, Theorem 2.8.6]. O

Definicao 1.4.11. Um operador linear T: E — F entre espacos de Banach é fraca-
mente compacto se T(Bg) é um subconjunto relativamente fracamente compacto de F.
A colegao de operadores fracamente compactos de E em F' é denotada por W(E, F); e
por W denotamos a colecao de todos os operadores fracamente compactos entre espagos
de Banach quaisquer.

E muito facil verificar que, na definicao de operador fracamente compacto, a bola Bg
pode ser substituida por subconjuntos limitados de F.

E também consequencia imediata da definicao que a restricao de um operador fraca-
mente compacto a qualquer subespaco de seu dominio também é um operador fracamente
compacto.
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Proposicao 1.4.12. (i) Todo operador linear compacto entre espagos de Banach € fra-
camente compacto.

(ii) Todo operador linear fracamente compacto entre espagos de Banach é continuo.
Demonstragao. Veja [35, Proposition 3.5.2 e 3.5.3]. O

Proposicao 1.4.13. Sejam E e F espacos de Banach. Entio W(E,F) é subespago
fechado de L(E, F), e portanto € espago de Banach.

Demonstracao. Veja [35, Proposition 3.5.9 e Corollary 3.5.10]. O

Proposicao 1.4.14 (Propriedade de ideal dos operadores fracamente compactos). Sejam
E,F e G espagos de Banach, T € L(E,G) e S € L(G, F) tais que T ou S € fracamente
compacto. Entao SoT € fracamente compacto.

Demonstragao. Veja [35, Proposition 3.5.11]. O

Teorema 1.4.15 (Teorema de Gantmacher). Sejam E e F espagos de Banach e T €
L(E,F). Entao T € fracamente compacto se, e somente se, o adjunto T* € fracamente
compacto.

Demonstragao. Veja (35, Theorem 3.5.13] ou [42, Teorema 4.1.5]. O

1.5 A topologia fraca-estrela

A colegao de funcoes usada para definir a topologia fraca em um espaco normado F foi
a colecao dos funcionais lineares continuos ¢ € E*. Em espacos duais, isto é, em um espaco
E* em que E é um espago normado, a cole¢ao {Jg(z) : € E} também desempenha um
papel importante. Essa colecao é utilizada para definir uma outra topologia em E*.

Definicao 1.5.1. A topologia fraca-estrela no dual E* do espaco normado E, denotada
por o(E*, E), é a topologia em E* gerada pelas fungoes pertencentes ao conjunto Jg(E) =
{Je(x) : x € E}, isto ¢, pelas fungoes p € E* — Jg(x)(p) = ¢(z) € K, onde x € E.

Quando uma sequéncia (¢,,)%2; em E* converge para ¢ € E* na topologia fraca-estrela,

w , . , ~ .
escrevemos ¢, — ¢, e também dizemos que (p,)>°; é uma sequéncia w*—convergente
para ¢.

Proposicao 1.5.2. Seja E um espago normado. Entao:

(a) Seja (n), uma sequéncia em E*. Entdo o, AN ¢ se, e somente se, pp(T) —>

o(x) para todo x € E.
(b) A topologia fraca-estrela o(E*, E) é de Hausdorff.
Demonstragao. Veja [11, Proposicao 6.3.2]. ]

Proposicao 1.5.3. Seja E um espaco normado.
(a) Se @, = ¢ em E*, entdo o, I ©.
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(b) Se E é Banach e ¢, AN © em E*, entao a sequéncia (||¢n|)5, € limitada.
Demonstragao. Veja [11, Proposicao 6.3.3]. O

Exemplo 1.5.4. A sequéncia (e,); dos vetores candnicos unitarios em ¢; = (¢o)* é
w*—convergente para 0 mas nao é w—convergente em ¢;. Veja [11, Exemplo 6.3.4].

E sabido que existem espacos de dimensao infinita nos quais convergéncia de sequéncias
na topologia da norma é equivalente a convergéncia fraca; um exemplo classico é o espaco
¢y (veja [11, Proposigao 6.2.12]). Para a topologia fraca-estrela isso nao acontece:

Teorema 1.5.5 (Teorema de Josefson-Nissenzweig). Todo espago de Banach dual de di-

mensao infinita admite uma sequéncia (pn)e tal que p, “50e llonll = 1 para todo
n € N.
Demonstragao. Veja [17, Chapter XII]. ]

1.6 Bases de Schauder

Defini¢ao 1.6.1. Seja (x,)22, uma sequéncia no espaco normado E. Diz-se que a série

oo
D Ty
n=1

-

oo
(a) Converge para z € E se a sequéncia das somas parciais ( :pj> converge para

1

J

n=1
o0 oo
x. Neste caso dizemos que a série Y x,, é convergente e escrevemos » . I, = .
n=1 n=1

, (o9}
(b) E absolutamente convergente se a série numérica Y ||z, || é convergente. Neste caso
n=1

oo
escrevemos Y ||z, < oo.
n=1

, o

(c) E incondicionalmente convergente se a série ) () é convergente, qualquer que
n=1

seja a permutagao o : N — N. Neste caso prova-se que (veja [11, Proposigao 5.3.8.])

oo (o]
Y Tn = Y To(n) para toda permutagao o.
n=1 n=1

Teorema 1.6.2. Um espaco normado E ¢é de Banach se, e somente se, toda série abso-
lutamente convergente em E ¢é incondicionalmente convergente.

Demonstragao. Veja [11, Proposi¢ao 10.1.4.]. ]

Teorema 1.6.3. Para uma sequéncia (2,)5%, em um espago de Banach E, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

oo
(i) > x, € incondicionalmente convergente em E.
n=1

14



oo

. . . N o

(i1) > x,, € incondicionalmente convergente, para qualquer subsequéncia (xy, )5, de
k=1

(Tn )y -

(1ii) > &, € convergente em E para qualquer (£,)0% € loo-
n=1

Demonstracao. Veja [18, Pag. 9]. ]

Defini¢ao 1.6.4. Uma sequéncia (z,)%°; no espago de Banach E é chamada de base de
Schauder de E se cada x € F tem uma representagao unica sob a forma

S
r = E An Ty,
n=1

onde a, € K para todo n € N. A partir de agora escrevemos apenas base para designar
uma base de Schauder. A base é dita base incondicional se, para cada r € F, a série
converge incondicionalmente.

A unicidade da representagao permite considerar os funcionais lineares

oo
z, E— K, xq’;(g ajxj) = ap,
j=1

com n € N, que sao chamados de funcionais coeficientes (ou funcionais coordenados ou
ainda funcionais biortogonais associados).

Segue imediatamente da definicao de espaco de Banach E com base de Schauder

(Zn)aZ1 que
T = Zx;‘l(x)xn
n=1

para todo xz € E.

Exemplo 1.6.5. Os vetores canénicos unitarios (e,)>; formam uma base incondicional
de ¢y e £, para 1 < p < oo. Por outro lado, ¢, é um espago de Banach que nao tem base
de Schauder. Veja [11, Exemplo 10.3.3 (a) e (c)].

Em particular todo elemento (a,)2; de ¢y ou de ¢, com 1 < p < oo pode ser escrito da

forma
x
E Ann-

n=1

Da definigao de funcional coordenado temos e, ((a,)5 ) = a,, para todo m € N.

A sequéncia (e,)%2; nao tem subsequéncia convergente em nenhum dos espacos de
sequéncias mencionados anteriormente, uma vez que ||e, — e,,|| = 1 para todos n,m €
N. Portanto, a sequéncia (e,); nao é de Cauchy na topologia da norma, logo nao é
convergente.

Proposicao 1.6.6. Seja E um espaco de Banach com base de Schauder (x,)%2 . Entdo
as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

15



(a) (2,)22, € uma base incondicional.

o

(b) Eziste K > 0 tal que, se a série Y a,x, converge, entdo para todas (b)), (an)2, €
n=1

loo tais que |b,| < |a,| para todo n € N, vale que

[ee] [ee]
E by, § AT,
n=1 n=1

<K

Demonstracao. Veja a equivaléncia (a)<=-(d’) em [29, Theorem I-3.2]. O

Definicao 1.6.7. Uma sequéncia (z,,)2 ; no espago de Banach F ¢é dita sequéncia bdsica
se for base de Schauder de span({z, : n € N}).

Definicao 1.6.8. Uma sequéncia (x,)5°; em um espago normado E ¢é dita sequéncia
seminormalizada se existem C7,Cy > 0 tais que C] < ||x,| < Cy para todo n € N. Se
|zn|| = 1 para todo n € N, entao a sequéncia é dita normalizada.

Proposicao 1.6.9. Sejam (x,)>2, uma base de Schauder do espago de Banach E e

(x2)22 | seus funcionais coeficientes. Entao existe uma constante K tal que

1< - fleall < K
para todo n € N.
Demonstragao. Ver [11, Coroldrio 10.3.9]. O

Teorema 1.6.10 (Banach-Mazur, Bessaga-Petczyniski, Gelbaum). Todo espac¢o de Ba-
nach de dimensao infinita contém um subespaco de dimensao infinita com base de Schau-
der.

Demonstracao. Veja [11, Teorema 10.4.10]. O

Segue diretamente que os elementos de uma base de Schauder sao linearmente inde-
pendentes e, em particular, nao nulos.

Proposigao 1.6.11. Se (x,)22, € uma base de Schauder do espago E, entdo (Hm” )

é uma base de Schauder normalizada de E.

Demonstracao. Veja [35, Corolary 4.1.6]. O

1.7 Espaco quociente
Definicao 1.7.1. Seja M um subespago de um espaco vetorial E. O espaco quociente de E
modulo M, denotado por E/M, é o espago vetorial formado pela colegao {z+ M : x € E}

com as operagoes
(x+M)+y+M)=(x+y) + M

a-(z+M)=(a-z)+ M.
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Teorema 1.7.2. Seja M um subespaco vetorial fechado do espaco de Banach E. Defina
d: E/M x E/M — R por

dlx+My+ M) =inf{|ju —w|:ue€z+ Muwey+ M},
para todos x,y € E. Entao a correspondéncia
r+MeE/Mw—|z+ M| :=dx+ MO+ M)
define uma norma em E/M, a qual é conhecida como a norma quociente.
Demonstragao. Veja [35, Theorem 1.7.4]. O]

Definigao 1.7.3. Seja M um subespago fechado de um espago normado E. A funcao
quociente de E em E/M é a funcdo m: E — E /M definida por n(z) =z + M.

Teorema 1.7.4. Seja M um subespago fechado de um espagco normado E. Entao a fungao
quociente m de E em E /M € um operador linear continuo sobrejetor.

Demonstragao. A linearidade é clara. Veja [35, Proposition 1.7.12] para a continuidade
de m. A sobrejetividade é imediata da definicao. O]
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Capitulo 2

Espacos de polindomios homogéneos e
alguns subespacos

Apresentamos nesta secao a teoria basica de operadores multilineares e polinomios
homogéneos entre espagos normados, bem como os espacos formados por polinomios ho-
mogéneos com propriedades especiais que serao o objeto de estudo dos capitulos subse-
quentes. As principais fontes utilizadas neste capitulo sao [1, 20, 37, 45-47].

2.1 Operadores multilineares

O primeiro passo para conhecer polinomios homogéneos e espacos de polinomios ho-
mogéneos é estudar operadores multilineares entre espacos normados.

Definicao 2.1.1. Sejam n € N, Ey,..., E, e I espacos normados sobre o corpo K.
Dizemos que uma aplicagao A: FyXx---x E, — F é um operador n-linear (ou multilinear)
se é linear em cada uma das suas variaveis, isto é, se

Alxy, oo e+ 2t xn) = Moy, o g, 1) + Az, 2k, o 1)

para quaisquer z;, x; € F;, comi=1,...,ne A € K.

Quando E; = --- = E,, denotamos K" = E; X --- X E,. Se A: E" — F é um
operador n-linear, entao para ny,...,n, € Ntalquen;+---+n,, =nex,,,...,z,, €E
denotamos

A, coapm) = ATy, o X1, e Ty ey Ty
n1 vezes N Vezes

Em particular, para cada © € E, Az" = A(zx, ..., x).
——

n vezes

E f4cil verificar que o conjunto dos operadores n-lineares do espaco vetorial £y X- - - X E,,
em F, dotado das operacoes algébricas usuais de fungoes, formam um espaco vetorial, o
qual é denotado como L(FE, ..., E,; F). Considerando E; X - - - X F,,, munido com qualquer
uma das normas equivalentes expostas na Defini¢ao 1.1.9, denotamos por L(E, ..., E,; F)
o conjunto dos operadores n-lineares continuos de E; x - - - X E, em F. Conforme provado
em [47, Proposicao 2.10], L(Ey, ..., E,; F') é um subespago vetorial de L(E\, ..., E,; F).
Quando E; = .-+ = E,,, denotamos L(E,...,E,; F) por L("E; F), e L(Ey,...,E,; F)
por L("E; F).
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Proposicao 2.1.2. Sejam Ey, ..., E, e F' espacos vetoriais normados. Para cada opera-
dor A€ L(E,...,E,; F), as sequintes afirmagdes sao equivalentes:

(a) A € continuo.
(b) A € continuo na origem.

(c) Existe uma constante ¢ > 0 tal que ||A(z1,...,z,)|| < cllzi|| - ||zal| para quaisquer
r; € B, comi=1,...,n.

(d) ||Al] = sup{||A(z1,...,zn)| : x;i € E; e ||z;|| <1 para todoi=1,...,n} < co.
Demonstracao. Veja [47, Proposigao 2.7]. ]

Proposicao 2.1.3. Sejam Ei, ..., E, e F espacos vetoriais normados. Considere um
operador n-linear continuo A: E1 X --- X B, — F. Entao:

(@) [|[A(z1, ..., x| <Al ||z1] - -« ||znl| para quaisquer xq € Ey, ... z, € E,.
(b) [JA|| = inf{c > 0 : [|A(z1,...,zn)| < c||l@]l---||@n]| para todos x; € E;, j =
L,...,n}.
Demonstracao. Veja [47, Proposigao 2.8]. O

Definicao 2.1.4. Um operador multilinear A: K" — F é dito simétrico se

A(l‘l, e ,xn) = A(Q:U(l), e ,xg(n))

para todos (z1,...,x,) € E" e 0 € S,,, onde S,, denota o conjunto das permutacoes dos
n primeiros nimeros naturais.

E imediato que o conjunto de operadores n-lineares simétricos de E™ em F', deno-
tado por L*("E; F'), é um subespaco vetorial de L("E; F'). Analogamente, o conjunto de
operadores n-lineares simétricos continuos de E™ em F, denotado por L5("E; F), é um
subespago vetorial de L("E; F).

Na seguinte proposigao, a propriedade descrita no item (b) é conhecida como pro-
priedade binomial dos operadores multilineares. Essa propriedade é analoga ao teorema
binomial cléssico, adaptado para operadores multilineares simétricos, e constitui uma
ferramenta essencial no estudo de polinomios homogéneos.

Proposigao 2.1.5. Sejam E e F espagcos normados e A € L*("E; F). Para quaisquer
AeKex,ye E tem-se:

(a) A(Az)™ = A" Ax™.

o) Ao+ =3 (7)Ao

=0 \[?
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Demonstracao. (a) Segue da definigao de operador n-linear que
AAx)" = A(Ax, ..., x) = N"A(x, ... x) = A" Ax".

(b) Apresentamos apenas um esbogo da demonstracao, que pode ser completada por
indugao com facilidade. Para n = 1, temos A(z +y) = A(z) + A(y), e a igualdade
desejada se cumpre trivialmente. Para n = 2 temos
Az +y)P =A@ +ya+y) =A@,z +y) + Ay, 2 +y)
= Az, z) + Az, y) + Ay, ) + Ay, y)

<§)A($,x) + G) A(z,y) + (;)A(m,y)

Al >,

M-

Il
o

(2

o que fornece a igualdade desejada. Realizando um processo andlogo ao anterior para
qualquer n € N teremos

Alx +y)" = Z A(z1, ..oy 2n).

Como A é simétrico, podemos fatorar a somatoria dependendo da quantidade de x e de

y que tenham os termos A(z1, ..., z,), portanto, fazendo o célculo combinatério obtemos
n n ' '
A n = . — ity
ERSTATED DIV GRS of (4 RTRE
21,..,2n€{z,y} 1=0
O

s 1
A(zq,. . ) = o Z A(To1)s - Tom))-

Entdo as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(a) A€ L*("E; F).
(b) A® = A se, e somente se, A€ L*("E; F).
(c) (A7) = A"
(d) O operador s: L("E; F) — L*("E; F), definido por $(A) = A®, € linear.
(e) Para cada x € E, Ax™ = Ax™.
Demonstragao. Veja [1, Proposic¢ao 1.1.6]. O

Proposicao 2.1.7 (Férmula de Polarizagao). Seja A € L*("E;F). Para quaisquer
0, T1...,Tn € E, vale a formula

1
Ay, .., zp) = —on 621 g1 enA(xg+ 1wy + - -+ ey
Demonstragao. Veja [37, Theorem 1.10]. O
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2.2 Polin6mios homogéneos

Como dito antes, polinomios homogéneos eram usados como ferramenta para estudar
fungoes analiticas (ou holomorfas) em espagos complexos de dimensao infinita. Ha algu-
mas décadas, além dessa 6bvia e importante aplicacao, os polinomios também tém sido
estudados por seu interesse proprio.

Definicao 2.2.1. Sejam E e F' espacos vetoriais normados e n € N. Uma aplicagao
P: E — F é denominada polinomio n-homogéneo ou polinomio homogéneo de grau n, se
existe um operador n-linear simétrico A € L("E; F') tal que P(z) = Axz" para todo ponto
r e b.

Um polinomio homogéneo é uma aplicacao que é um polinébmio n-homogéneo para
algum n € N.

Pela Proposigao 2.1.5, se P: & — F' é um polinomio n-homogéneo, entao
P(Az) = \"P(x) para todos A €e Kex € E.

E facil ver que o conjunto dos polindbmios n—homogéneos P: E — F é um espaco
vetorial sobre K com as operagoes algébricas usuais de fungoes. Denotaremos esse espago
por P("E;F). A colegdo dos polindmios n—homogéneos P: E — F continuos sera
denotada por P("E; F'). Para o caso em que F' = K escrevemos simplesmente P("E).

Para cada P € P("FE; F'), definimos

1P| = sup{[[P(2)]| - & € E e ||z]| < 1} € [0, +oc].

Em geral, a expressao acima nao define uma norma em P("E; F'), mas, como se vera na
Proposigao 2.2.5, define sim uma norma em P("E; F).

Proposicao 2.2.2. Sejam E e F espagos normados sobre K. Para cada A € L*("E; F),
considere a aplicacao

A:E— F, A(z) = Az™.

Entao a correspondéncia A — A ¢ um isomorfismo entre os espagos vetoriais L*("E; F')
e P("E; F).

Demonstragao. Veja [6, Proposi¢ao 1.3.5]. ]

Da proposicao anterior segue que, para cada polinomio P € P("E; F), existe um tnico
operador multilinear simétrico A € L*("E; F') tal que

Az" = P(x) para todo = € E.

\Y , ~
Nesse caso, denotamos P := A. E claro que A = P.

Proposicao 2.2.3. Sejam E e F' espagos normados e P € P("E; F'). Entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(a) P € continuo.

(b) [[P]| < o0.
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(¢) Eziste K > 0 tal que |P(z)|| < K ||z||"* para todo ponto x em E.

(d) P(A) € limitado em F sempre que A for limitado em E.

vV
(e) O operador n-linear simétrico P € continuo.

(f) Eziste A€ L("E, F) tal que P(x) = Ax™ para todo ponto x em E.
Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.7]. ]
Proposicao 2.2.4. Sejam E e F espagos normados, n € N e P € P("E; F). Entao:

(a) [|P(@)[ < [[Pll-ll=[" para todo x € E.

(b) [|P|| =inf{K >0:||P(x)| < K ||z||" para todo x € E}.

Demonstragao. (a) A desigualdade é ébvia para © = 0. Para x € F nao nulo,

= () =17 (i)

P (H—”)H < ||P||. Assim,

1Pl = e (5| el < 11 el

(b) Como ||P(x)|| < ||P]| - ||| para todo = € E, o conjunto {K > 0 : ||P(x)| <
K ||z||",Vx € E} é nao vazio e contém ||P||. Por defini¢ao de infimo,

Como H”—;‘} =

inf{K > 0:[|P(z)|| < K [[z]|",Vz € E} < ||P].

Seja v € {K > 0 : ||P(x)| < K||z||*,Vo € E}. Em particular, para qualquer = € F
com |lz|| < 1, temos ||P(x)]| < az||* < a. Logo, a é uma cota superior do conjunto
{||P(z)|| : x € E e ||z|| <1}, e por definicao de supremo, temos

I1P|| = sup{[[P(x)]| : x € Ee [z <1} <ev.

Portanto, || P|| é uma cota inferior do conjunto {K > 0: |[|P(x)| < K ||z||",Vz € E}. Isso
implica, por definicao de infimo, que

I1P|| < inf{K >0:|P(z)|| < K [lz]|",Vz € E},
donde segue o resultado. O]

Proposigao 2.2.5. Sejam E e F espagos vetoriais normados. Entao (P("E; F),| - ||) €
um espago vetorial normado. Mais ainda, se F' é espago de Banach, entao (P("E; F),| - ||)
também € um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [1, Proposi¢ao 1.2.8 e Proposicao 1.2.10]. ]
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Exemplo 2.2.6. Considere a aplicacao
P:ly — K, Plx)=) a2
n=1

P esta bem definida pois, para qualquer z = (x,)52, € /5, tem-se

o0

Z |z, |* < 0.

n=1

Como série absolutamente convergente em K é convergente em K, temos

P(z) = Z 22 € K.
n=1

Seja
Ailyx by — K, Alz,y) = ol
n=1

A estd bem definida pois, usando a Desigualdade de Hélder (Proposi¢ao 1.1.5), temos
S lawd < (i) (D) <o
n=1 n=1 n=1

[e.e]
e portanto Y z,y, € K por ser uma série absolutamente convergente.
n=1

Para todos = = (@n)o 1,y = (Yn)22 g, 2 = ()02, €l e A € K,

Adx +y,2) = Z()\:Bn + Yn)2n = Z (ATnzn + Yn2n)
n=1 n=1

=AD nza+ Y tnzn = Mz, 2) + Ay, 2),
n=1 n=1

provando que A é linear na primeira coordenada. Analogamente se prova a linearidade
de A na segunda coordenada, donde segue que A é bilinear. Para todo x = (z,)32, € /s,

Pla) =Y ok = Alw,),

o que mostra que P é um polinomio 2—homogéneo. E de

oo oo
Yo <> fwal =l
n=1 n=1

segue que P é continuo, isto é, P € P((y).

|P(z)| =
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Fixemos algumas notacoes. Sejam E e F' espacos normados sobre K, T: F — K e
S: E — F funcoes, e n € N. Denotamos por 7" ® S a funcao de F em F' definida por

(T" ® S)(x) = T(x)"S(z) para todo = € E.

Em particular, para n = 1, escrevemos 7' @ S =T ® S.
Se para todo 7 = 1,...,n, ¢; € E* definimos por o1 ® -+ ® ,, ® T a funcao definida

por (p1 @ -+ @ ¢ @ T)(z) = pr(x) - - pn(x) - T(2).
Para b € F, a funcao T" ® b é definida por

(T" @ b)(x) = T(x)"b para todo = € E.

O leitor deve estar atento para que a notacao fixada acima nao seja confundida com a
notagao para a composicao iterada 7o . 0T de um operador T": £ — FE, a qual também
¢ denotada por T".

Exemplo 2.2.7. Dados E e F espagos normados, P € P("E) e b € F, provemos que
P®be P("E; F). Para isso, defina

\2
A E" — F, Alxy,...,x,) = P(xq,...,2,)b.

E f4cil verificar, usando a propriedade distributiva do produto por escalar em F', que A é
um operador n-linear. Para todo = € F,

(P @ b)(x) = P(x)b = P(a™)b = A(z"),

o que prova que P ® b é um polinomio n-homogéneo. Para provar a continuidade da
Proposigao 2.2.3, || P|| < oo e assim:

1P @b] = sup{[[(P @ b)(z)]| -z € Eez] <1}
= sup{[[P(2)b]| : z € E e |lz|| <1}
= sup{[P(z)[-[[bl| : = € E e [lx]| <1}
= [[bll-sup{|P(2)| : = € E e [lx]| <1}
= [[bll-[I P} < o0

onde tem-se, que P® b e P("E; F) e ||[P ® bl = ||b]|-]|P]

Exemplo 2.2.8. Sejam E e F espagos de Banach,n,m e N, P € P("E; F)epy,...,pm €
E*. Verificaremos que p; ® -+ ® ¢, ® P € P("™™E; F'). Primeiro fazemos a prova para
o casom = 1.

Dado ¢ € E*, seja A: E""1 — F definida por

Vv
A(xy, 29, 1) = @ (1) P (22, .., Tpg1) -

E fécil ver que A € L("™E; F) e que (¢ ® P)(z) = Az"*! para todo  em E, o que prova
que ¢ ® P é um polinomio (n + 1)-homogéneo, isto é, o ® P € P (" E; F).
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Para a continuidade, note que

lp® Pl =sup{[(¢ @ P)(@)| : 2 € E e z]| <1}
= sup{|[p(z)-P(z)]| : x € Ee [lz] <1}
= sup{|p(@)|-|P(2)] s 2 € E e [lz] <1}
< (sup{le(z)[ : 2 € Ee lzf| <1}) - (sup {[|[P(2)[| - x € E e [|lz]| [< 1})
= llell - I[Pl < oo
Segue que ¢ ® P ¢ continuo e |l¢ @ P|| < ||¢]-||P]|-

Voltando ao enunciado geral, do caso que acabamos de provar sabemos que ¢; ® P ¢é
um polinémio (n + 1)-homogéneo continuo e || @ P|| < ||¢1||-||P||. Como

P12 @ P =y ® (1 ® P),

também do primeiro caso segue que p; ® ps ® P é polindémio (n + 2)-homogéneo e [|¢; ®
02 @ P|| < |lp1lllle2lFIP]]. Repetindo este processo um nimero finito de vezes, concluimos
que 1 @Y, @P P ("ML F) e

lpr @+ @ pm @ Pl < [lal] - - [lomll -1 2]]-

Exemplo 2.2.9. Sejam E e F' espagos normados, ¢ € E* e b € F. Do Exemplo 2.2.7
sabemos que ¢ ® b € P(*E,F) = L(E,F). E do Exemplo 2.2.8 segue que, para todo
n € Netodos p1,...,00 € E*, ;1 @+ R ¢, @b € P("E; F). Mais ainda, se ' =K e
b=1,entdo p1 @+ R, V1l =1 R - Ry, € P("E).

Defini¢ao 2.2.10. Um polinémio P € P("E; F') entre espagos normados é denominado
de tipo finito se P se escreve na forma

k
P=) &b,
j=1

onde k €N, p; € E* e b; € F paratodo j=1,... k.

Denotamos por Ps("E; F') o conjunto de polinémios n-homogéneos de tipo finito de
Eem F.

Usando o Exemplo 2.2.9 e o fato de que P("E; F') é espago vetorial, concluimos que
P¢("E, F) é um subespaco vetorial de P("E; F).

No Exemplo 2.2.8 vimos que, ao multiplicar um polinomio homogéneo P por um
funcional linear, obtemos um novo polinomio homogéneo de grau maior que o grau de P.
Veremos em seguida uma maneira de obter um polinomio homogéneo de grau menor que
o grau de P.

Exemplo 2.2.11. Sejam E e F espagos de Banach, P € P("E;F), com 2 < n € N, e
o € E. Definimos

Y
Py E— F | Py(z) =P (x0,2"").
Vejamos que P,, € P ("'E; F). A boa definicao de P,, é clara. Usando a linearidade de
\

P nas tltimas (n — 1)-coordenadas, é facil provar que a aplicaciao A: E"! — F definida
por

\
A(yh S ;yn—1> = P<I07y17 s Jyn—1>7
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¢ um operador (n — 1)-linear. Para todo = € E,

P, () = 1\[/’ (2o, 2" ") = Aa" !,

provando que P,, é um polinomio (n — 1)-homogéneo. Para provar a continuidade, seja

\2
r € E. Como P e L("E.F), pela Proposicao 2.1.3 temos

[Py ()| =

<

<120 ol flf
—_——
Constante
\
Como isso vale para todo z € E, temos P,, € P (" E; F) e || Py, |l < ||P]]-||zo]|-
Se P € P("E;F), com n > 2, para xg,x; € F, denotamos Py, », = (Pyy)z,- Do
que acabamos de verificar segue que P, ,, ¢ um polinémio (n — 2)-homogéneo continuo.

Repetindo este processo um ntimero finito de vezes, para xq, ..., 2, € Eeng,...,n, € N
tais que = ng + - - - + Ny < n, definindo Ppro | onm © B — F por

S,

V
P no nm, (.I') =P ([Ego, RN xnm xn—'r) s

Tg e Tm rm o

conclufmos que Pyro  omm ¢ um polinomio (n — r)-homogeéneo continuo.

V . .
Em particular se i < n, entao a expressao I, (x) = P(zf,2"") define um polinémio
homogéneo continuo de grau (n — ).

Teorema 2.2.12. Sejam E,F,G e¢ H espagos de Banach, n € N, P € P("E; F), u €
L(G,E)eveL(F,H). EntiovoPoue P("G;H) e

[v o Prowull < flof|-[[P]]-]Jul"

Demonstragao. Seja A: G — H definida por
\%
Aerseeen) = o (Plute) o u (o)

para quaisquer xi,...,T, € G. E claro que A estd bem definida e resulta facil verificar
que é um operador n-linear. Para qualquer z € F,

(vo Pouw)(x) =v(P(u(x))
— o (Pluta))
= Ax",
0 que prova que v o Pow € P("G; H). Para a continuidade, veja que

[(v- Pou)(z)]| = [lu((Pou)(x))
< [Joll-[I(P o u)(2)]
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= [[ol[- I P (u(z))l

< ol [[P[f-[[uC)"

< (ol [FPIC el - (1)
= ([vll-I[1P[]-l[ll™) -[l]"

constante

para todo z € E. Da Proposigao 2.2.3 concluimos que v o Pou € P("G;H), e a
desigualdade desejada segue da Proposigao 2.2.4. O]

Nas hipoteses da proposicao anterior, temos, em particular, que

[v o Pl < [lvf|-[[P]] e que [|Poul] < [[P][-][ul" (2.1)

2.3 Ideais coerentes de polinémios

Nesta secao, estudaremos classes especiais de polinomios homogéneos entre espacos de
Banach, denominadas ideais coerentes e fechados de polinomios homogeéneos. Essas classes
serao importantes na continuacao do nosso estudo, especialmente no iltimo capitulo da
dissertacao. Os conceitos e resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados
em [10] e [41].

Por BAN passaremos a denotar a classe de todos os espacos de Banach sobre o corpo
K fixado.

Definicao 2.3.1. Considere uma subclasse Q da classe de todos os polinémios ho-
mogéneos continuos entre espacos de Banach, isto é:

ec U UPCETF)

E,FEBAN neN

Para espacos de Banach F e F fixados e n € N também fixado, definimos a componente
da classe Q por
Q"E; F)=P("E;F)N Q.

Dizemos que Q é um ideal de polinomios homogéneos se para quaisquer E, F,G, H € BAN
e n € N, as seguintes condicoes se cumprem:

(i) Q("E; F) é um subespago vetorial de P("E; F) que contém os polinémios de tipo
finito, isto é, Ps("E; F) C Q("E; F).

(ii) Propriedade de ideal: seuw € L(G; E), P € Q("E;F)ev € L(F; H), entdo voPou €
Q("G; H).

Por simplicidade, algumas vezes escreveremos ideal de polinomios no lugar de ideal de
polinomios homogéneos.

Definicao 2.3.2. Dizemos que um ideal de polindmios homogeéneos Q é um ideal coerente
de polinomios homogéneos se para quaisquer espacos de Banach F e F,n e N, a € F e
@ € E*, vale a seguinte implicagao:

PecQ("E;F)= P, c Q" 'E;F)ep® P c Q(""'E; F).
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As ideias inerentes a nogao de ideal coerente apareceram primeiramente em [8, 9], o
termo coerente foi cunhado em [13].

Exemplo 2.3.3. Denotamos por P a colecao de todos os polinomios homogéneos conti-
nuos entre espacos de Banach. Por definicao de polinomios n-homogeéneos de tipo finito
e Proposicao 2.2.12, temos que P é um ideal de polinomios homogéneos. Mais ainda,
é o ideal que contém qualquer outro ideal de polinémios homogéneos. Além disso, dos
Exemplos 2.2.8 e 2.2.11 segue que P ¢é um ideal coerente de polinomios.

Exemplo 2.3.4. Denotamos por P; a colecao de todos os polinomios homogéneos conti-
nuos de tipo finito entre espagos de Banach. Provaremos em seguida que P; cumpre
a propriedade de ideal. Uma vez feito isso, podemos concluir que, em conjunto com o
Exemplo 2.2.9, que Py ¢ um ideal de polinomios homogeneos. Mais ainda, Py ¢ o ideal
que esta contido em qualquer outro ideal de polinomios homogéneos.

Sejam E, F,G e H espagos de Banach, P € P¢("E;F), u € L(G,E) ev € L(F,H).
Por definicao de polinémio de tipo finito, existem k£ € K, ¢; € E* e b; € F, com
Jg=1,... k, tais que

k
P=) &b
j=1

Para cada x € G,
k

7=1

(vo Pou)(r) =v(P(u(x))) = v <

k

(05 (U(x))"bj)>

=> (¢

' )" v (b;)

jou)(x))
= ( (@jou)n@’v(bj)) (@).

J

k
Isso prova que vo Pou =Y (¢jou)" ®@v(b;). Como p;ou € G* ev(b;) € H para todo
j=1
j=1,...,k, segue que vo Pou é de tipo finito.
Também ¢é verdade que Py ¢ ideal coerente de polinomios, para uma demonstracao
veja [36, Proposicao 5.2.6].

Exemplos adicionais de ideais coerentes de polinomios homogéneos serao vistos nas
proximas segoes.

2.3.1 Polinébmios homogéneos compactos e fracamente compac-
tos

Alguns dos nossos objetos centrais de interesse neste trabalho sao os espacos de po-
linomios compactos, fracamente continuos sobre limitados e fracamente compactos. Nesta
secao e na proxima, apresentaremos esses conceitos e algumas de suas propriedades mais
relevantes.

Polinomios compactos sao definidos a semelhanga do caso linear tratado na Segao 1.3.
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Definicao 2.3.5. Um polinomio n-homogéneo P : E — F' entre espagos de Banach
é denominado compacto se P(Bg) é um subconjunto compacto de F. A colegao de po-
linémios n-homogéneos compactos de E' em F' é denotada por Pr("E; F'). E denotaremos
por Px a colecao de todos os polinomios homogéneos compactos entre espacos de Banach
quaisquer.

Definicao 2.3.6. Sejam E e F' espacos vetoriais e U C E. Uma funcao f: U — F' é
dita de posto finito se o subespago vetorial span(f(U)) tem dimensao finita.

Em particular um polinémio homogéneo P : E — F' é de posto finito se span(P(FE))
tem dimensao finita. Também da definicao de polindmio n-homogéneo de tipo finito
tem-se que os polinomios de tipo finito sdo de posto finito.

Proposicao 2.3.7. Todo polinomio n-homogéneo entre espacos de Banach P: E — F
de posto finito € um polinomio homogéneo compacto.

Demonstra¢ao. Se x € Bpg, entdao ||P(x)| < ||P]-||z||" < ||P]||. Portanto, P(Bg) C
Br[0;]|P]|] e, por tanto, P(Bg) € Br[0;|P||], onde Br[0;||P||] denota a bola fechada
com centro em 0 e raio |P|| em F. Por outro lado, como P tem posto finito, pelas
Proposigoes 1.1.3 e 1.1.7 tem-se que P(Bg) C span(P(F)) = span(P(E)). Disso segue
que

P(Bg) € Br0; ||P[[] N span(P(E)).
Entao P(Bg) é um subconjunto fechado e limitado do espago de dimensao finita span(P(E)).
Da Proposigao 1.3.3 segue que P(Bg) é compacto, e assim P é um polinomio homogéneo
compacto. ]

Exemplo 2.3.8. (a) Aplicando a proposicao anterior, temos que os polinomios ho-
mogeneos dos Exemplos 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.9 sao polindomios compactos.

(b) Para todo n > 2, a aplicacao
Fo: iy — by, Po((a;)52,) = ((a5)");2

j=1 j=1>

¢ um polindmio n-homogéneo continuo que nao é compacto. Para uma demonstracao,
veja [1, Exemplo 4.2.9].

Vale para o caso polinomial a caracterizacao de compacidade por sequéncias, analoga
a condigao (c) da Proposigao 1.3.6:

Proposicao 2.3.9. Sejam E e F espagos de Banach e P € P("E; F). Entao P é com-
pacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (xy)52, em E, a sequéncia (P(xy))5,
possui uma subsequéncia convergente em F.

Demonstragao. Ver [45, Proposicao 4.4.3]. ]

Da mesma forma, polindomios fracamente compactos sao definidos em paralelo ao que
fizemos na Secao 1.4.

Definicao 2.3.10. Um polinomio n-homogéneo P : E — F' entre espacos de Banach ¢é
denominado fracamente compacto se P(B E)U(F’F*) ¢ fracamente compacto em F. A colegao
de polindmios n-homogéneos fracamente compactos de E' em F' é denotada por Py ("E; F).
Denotaremos por Py, a colecao de todos os polinomios homogéneos fracamente compactos

entre espacos de Banach quaisquer.
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Lema 2.3.11. Sejam E um espaco de Banach e A C E. Se A € relativamente compacto,
entdo A € relativamente fracamente compacto.

Demonstracio. Seja (1), € A. Como A é compacto por hipétese, pela Proposicio 1.3.2

existe uma subsequéncia (x,,)2; convergindo em norma para algum ponto de F. Pela

Proposicao 1.4.3 essa convergéncia se dd também na topologia fraca. Assim, (x,)2%,

contém uma subsequéncia fracamente conv)ergente em F. Pelo Teorema de Eberlein-
B

Smulian (Teorema 1.4.10) segue que A7) 6 fracamente compacto em E. O

Proposicao 2.3.12. Todo polinomio homogéneo compacto é fracamente compacto, isto
¢, Px C Pw.

Demonstragao. Segue imediatamente do Lema 2.3.11 e das defini¢oes de polinomio com-
pacto e de polinomio fracamente compacto. O]

Corolario 2.3.13. Todo polinomio homogéneo de posto finito é compacto e fracamente
compacto. Em particular todo operador linear de posto finito é compacto e fracamente
compacto.

Demonstra¢ao. Segue imediatamente das Proposigoes 2.3.7 e 2.3.12. [

Exemplo 2.3.14. (a) Da Proposigao 2.3.12 e do Exemplo 2.3.8(a) segue que os polinémios
homogéneos dos Exemplos 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.9 sao polinomios fracamente compactos.

(b) Os polinémios homogéneos descritos no Exemplo 2.3.8(b) sao continuos mas nao
sao fracamente compactos. Para a demonstracao, veja [45, Exemplo 4.5.21] ou [1, Exem-
plo 4.2.9].

(c) O operador identidade em ¢y é obviamente um operador linear continuo. Pela
Proposicao 1.2.13 sabemos que /{5 é reflexivo, logo a identidade em ¢, é um operador
fracamente compacto pelo Teorema de Kakutani (Teorema 1.4.6). Mas ela nao é compacta
pois a bola fechada Bg nao é compacta em nenhum espago normado de dimensao infinita,
como é indicado no Teorema 1.3.4. Assim a identidade em ¢5 é um polindmio 1-homogéneo
fracamente compacto que nao é compacto.

A caracterizagao sequencial também vale no caso fracamente compacto (gracas ao
Teorema de Eberlein-Smulian):

Proposicao 2.3.15. Sejam E e F espacos de Banach e P € P("E;F). Entio P é
fracamente compacto se, e somente se, para toda sequéncia limitada (xy)5>, em E, a
sequéncia (P(xy))52, possui uma subsequéncia fracamente convergente em F.

Demonstragao. Ver [45, Proposigao 4.15.14]. ]

Trabalharemos agora no sentido de provar propriedades especiais dos ideais dos po-
linbmios compacto e fracamente compactos.

Lema 2.3.16. Sejam E um espago normado, 2 um conjunto dirigido, (ax)xeq wma rede
em K, (2x)req, (Yn)req redes em E, a € K e x,y € E.

(a) Seay — aemK exy — x em E, entao ayzy — axr em E.
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(b) Sexy — x ey —>y em E, entdo xx +yy, — v +y em E.
(c) Seay —>a emK exy ==z em E, entio ayzy — ax.
(d) Sexy = x eyy — y em E, entio xy +yy — x + .

O lema acima pode ser entendido da seguinte forma: todo espago normado é espago
vetorial topoldgico tanto com a topologia da norma como com a topologia fraca.

Demonstracao. (a) Se a = 0 o resultado ¢ imediato. Considere a # 0 e seja ¢ > 0. Como

ry — x e anorma || -||: E — R é continua, temos ||z,|| — [|z|| em R. Existe entao
A1 € Q tal que |||zx]| — [|z]]] < € para todo A > A;. Em particular, ||z,| < & + ||z|| para
todo A > Aq.
Por outro lado, como ay — a em K, existe Ay € Q tal que se A > Ay entao |ay — a| <
£
31 o)

Usando novamente xy — x em F, existe A3 € € tal que se A > A3 entado ||z — x| <

m.
Como ) é conjunto dirigido, existe Ag € Q tal que A\ < Ag, Ay < A\g e A3 < A\g. Logo,
|larxxzy — az|| = ||axxzy — axy + azxy) — az||
< [laxzy — azal| + [lazy — az|]

= lax = al-[lax]] + lal-[|2x — «|

e — P R P
2(c + ||2])) a]
13 £
(e + ||z]) + la] =
2(c + 1)) a]
2 2

Esta provado que ayry — ax.
(b) Por hipétese, ||zx — z|| — 0 e ||lyx — y|| — 0. Dai,
[(@x +yx) = (@ + )l = [lzx —2) + (ya = Yl < [lox — 2l + Iy — yll — 0,
donde segue que z\ +yy — = + ¥.

¢) Seja ¢ € E*. Como x) — x, temos () — ¢(x). Pelo item (a) do lema segue
2 2 2
que
plarzy) = axp(ay) — ap(z) = p(az).

Como isso vale para todo ¢ € E*, temos a)zy — ax.
(d) Seja ¢ € E*. Por hipdtese, ¢(x)) — x e p(yr) — ¢(y). Pelo item (b) segue que

o(rx +yn) = @(rx) +0(yr) — w() + p(y) = p(z +y).

Como isso vale para todo ¢ € E*, temos oy + yy — 2 + . O]
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Definicao 2.3.17. Um ideal de polinomios Q é dito fechado se, para todos n € N e espacos
de Banach E e F, sua componente Q("E; F') é um subespaco fechado de P("E; F').

Proposicao 2.3.18. Os ideais Px dos polinomios compactos e Py, dos polinomios fraca-
mente compactos sao ideais coerentes e fechados.

Demonstragao. O fato de que Py e Py sao ideais de polinomios fechados segue de [10,
Proposition 3.3] e do comentario subsequente & prova dessa proposicao.

Provemos as propriedades de coeréncia. Sejam E e F' espacos de Banach, n € N,
P e Pc("E; F), ¢ € E* e (11)72, uma sequéncia limitada em E. Provemos primeiramente
que o polinémio (n + 1)-homogéneo ¢ ® P é compacto.

Pela Proposicao 2.3.7, sabemos que ¢ € E* é um operador compacto, entao existe pela
Proposi¢ao 2.3.9 uma subsequéncia (zy,)52, de (z)52, tal que (p(z,))52, é convergente
em K. Como (zx)52, é limitada, sua subsequéncia (zy,)$°, também ¢ limitada; e como
P ¢ compacto, da Proposigao 2.3.9 existe uma subsequéncia ()52, de (7,)2, tal que
P(x;,)32, é convergente em F'. E como (p(zx,))2, é convergente, entao ¢ ()32, também
¢ convergente em K. Usando o Lema 2.3.16(a) segue que

(i) - P(23;))520 = ((p @ P)(x3,))52

converge em F. Mas ((¢ ® P)(w;;))32, é subsequéncia de ((p ® P)(7g))32,, portanto, da
Proposigao 2.3.9 segue que ¢ ® P é compacto.

Para provar que, se P € Py("E; F'), entdo ¢ ® P é um operador fracamente compacto,
segue-se uma demonstragao andloga ao caso compacto provado no paragrafo anterior.
Utiliza-se a Proposicao 2.3.12 em conjunto com a Proposicao 2.3.7 para estabelecer que
© é um operador fracamente compacto. Além disso, emprega-se a Proposicao 2.3.15 no
lugar da Proposigao 2.3.9 e o item (c) no lugar do item (a) do Lema 2.3.16.

Agora considere P € Pc("E; F) ea € E. Provemos que o polinémio (n—1)-homogéneo
P, é compacto. Para isso, seja (z5)72; uma sequéncia limitada em E, digamos ||zx|| < C
para todo k € N, onde C > 0. Para quaisquer ¢; = £1,...,¢, = +1le k € N temos que:

lera + oy + -+ + enal| < flaf| + (n = Dlzi]| < [lal] + (n = 1)C

. s
g

constante

Portanto, a sequéncia (e1a + g9y, + - - - + €,2%) 52, € F é limitada. Como o polinémio P
é compacto, pela Proposicao 2.3.9, para cada escolha ¢ = £1,...,¢, = %1, existe uma
subsequéncia (z,)2; de ()5, tal que a sequéncia (P(e1a + eaxy, + - -+ + €,2%,))52, €
convergente em F. Como o numero de escolhas e; = +1,...,¢, = +1 é finito, fazendo
cada uma dessas escolhas de cada vez, existe uma subsequéncia (z,)52, de (x)52, tal
que, para toda escolha g1 = +1,..., ¢, = £1, (P(e1a+eoxy, +- - - +en,) )52, converge em
F. Existe entdo y., ., € F tal que P(e1a + eaxy, + -+ - + €,2k,) — Yey,..e,- Aplicando
a Formula de Polarizagao e os itens (a) e (b) do Lema 2.3.16, temos

v . 1 v
Py(ry,) = Pla,r); ") = Z g1 e P(e1a + eaxy, + -+ - + epay, )"
€1, ,en€{£1}

= Z g1+ e P(e1a + egxy, + -+ epxy,)
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1
TL'2" Z g1 gnym,“-,&n € F
1, en€{£1}

Por tanto, P, é compacto.

Para provar que, se P € Pyw("E; F), entao P, é fracamente compacto, segue-se uma
demonstracao andloga ao do caso compacto provado no paragrafo anterior. Utiliza-se a
Proposicao 2.3.15 no lugar da Proposigao 2.3.9 e os itens (c) e (d) em substituigao aos
itens (a) e (b) do Lema 2.3.16

Esta completa a demonstracao de que Py e Pyy sao ideais coerentes de polinomios. [

2.3.2 Polindmios homogéneos fracamente continuos sobre limi-
tados

Apresentaremos nesta secao mais uma classe de polinomios homogéneos de funda-
mental interesse para nosso estudo. Diferentemente dos casos compacto e fracamente
compacto, a classe aqui estudada nao tem andlogo linear (veremos o motivo em breve).
Todos os resultados aqui apresentados sao baseados em [2] e [3].

Definicao 2.3.19. Um polinomio n-homogéneo P: E — F' entre espagos de Banach é
denominado fracamente continuo sobre limitados se P4: A — F' é continuo para cada
conjunto limitado A C F, considerando A com a topologia de subespaco da topologia fraca
de FE e F' com a topologia da norma. A colecao de polinémios n-homogeéneos fracamente
continuos sobre limitados de E em F' é denotada por P,("E; F). Denotaremos por P,
a colecao de todos os polinomios homogéneos fracamente continuos sobre limitados entre
espacos de Banach quaisquer.

Da definicao de P, e do fato que a topologia fraca estar contida na topologia da
norma (Proposicao 1.4.7), segue que todo polinémio homogéneo fracamente continuo sobre
limitados é continuo, isto é, P, C P. Na verdade, vale algo mais forte que isso:

Proposicao 2.3.20. Todo polinomio homogéneo fracamente continuo sobre limitados é
compacto, isto é, P, C Px.

Demonstracao. Segue de [3, Lema 2.2] e [2, Theorem 2.9]. O

Vejamos que, no caso linear, essa definicao nao fornece uma nova classe de operadores,
apenas recupera a classe ja estudada dos operadores compactos.

Proposicao 2.3.21. Sejam E e F espagos de Banach e T € L(E,F). Entao T é com-
pacto se, e somente se, T € fracamente continuo sobre limitados. Ou seja,

P,('E;F)=Px('E;F)=K(E,F),
para quaisquer espacos de Banach E e F.

Demonstragao. Veja [3, Proposition 2.5]. ]
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O resultado a seguir é uma propriedade classica da Topologia Geral, frequentemente
utilizada para verificar a continuidade de fungoes por meio de redes. Essa propriedade é
particularmente 1til na manipulacao de polinomios fracamente continuos sobre conjuntos
limitados.

Proposicao 2.3.22. Uma funcio f: X — Y entre espacgos topoldgicos € continua se, e
somente se, para toda rede (x))req convergente para x na topologia de X, tem-se que a
rede (f(z)))aeq converge para f(z) na topologia de'Y .

Demonstragao. Veja [11, Teorema B.31(c)]. O

Vejamos que, diferentemente do caso linear, existem polindmios homogéneos compac-
tos que nao sao fracamente continuos sobre limitados.

Exemplo 2.3.23. Considere a aplicacao
P:ly— K, Plx)=) a2
n=1

Dos Exemplos 2.2.6 e 2.3.8(a) sabemos que este é um polinomio 2-homogéneo compacto.
Vejamos que P nao é fracamente continuo sobre limitados. Para isso, considere os vetores
canonicos (e,)32, de lo e A = {e : k € N}U{0}. E claro que A é um subconjunto limitado
de fy. Da dualidade €5 = {5 (veja [11, Segao 4.2]), para todo ¢ € £} existe (a,)5%, € lo tal
que p((b,)52 ) = a,b, para todo (b,)5%; € ¢y. Dessa forma, ¢(e,) = a, — 0 em K
n=1
para todo ¢ € £, pois £y C ¢g. Como 0 € A temos e, —2 0. Por outro lado, P(e,) = 1
para todo n € N, e assim
P(e,) — 1 # 0= P(0).

Pela Proposicao 2.3.22 segue que a funcao P4 : (A, 0({2,05)4) — K nao é continua.
Isso prova que P é um polinomio 2-homogéneo compacto que nao é fracamente continuo
sobre limitados.

Proposicao 2.3.24. A classe P,, dos polinomios homogéneos fracamente continuos sobre
limitados € um ideal coerente e fechado de polinomios.

Demonstracao. Da Proposicao 1.4.7 segue que P, C P. Sejam E e F' espagos de Banach
quaisquer e n € N.

(i) Provemos que P, ("E; F') é subespaco vetorial de P("E; F'). Sejam P,Q € P,("E; F),
a € K, AC E limitado e (z3)xeq € A uma rede tal que zy —% z € A. Como P e Q sdo

fracamente continuos sobre limitados, pela Proposicao 2.3.22 sabemos que P a(xy) —
Pa(x) e Qua(zy) — Qa(z). Do Lema 2.3.16(a) e (b) segue que

(aP + Q)ja(zy) = aPa(zy) + Qa(zy) — aPa(z) + Qa(z) = (P + Q)ja(z).

Aplicando novamente a Proposicao 2.3.22 concluimos que (a«P+Q)a: (A, 0(E, E*)4) —
F' é continua, provando que P, ("E; F') é subespago vetorial de P("E; F).

(ii) Vejamos que P, contém os polindmios homogéneos de tipo finito. Dados ¢ € E* e
b € F, provemos que " @b € P,("E; F). Para isso sejam (x)xecqo € E uma rede tal que
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Ty — x € E. Por definicdo da topologia fraca, ¢ é fracamente continua sobre F, e assim
temos pela Proposi¢ao 2.3.22 que ¢(x)) — ¢(x). Como a fungdo a € K — a" € K é
uma fungao continua em K, segue que p(z)" — ¢(z)". Pelo Lema 2.3.16(a) concluimos
que

(¢" ®@b)(xx) = p(z2)"b — p(2)"b = (¢" ® b)(z).

Pela Proposicao 2.3.22 segue que ¢" ® b: (F,o(E, E*)) — F é continua; em particular
é continua sobre subconjuntos limitados de E. Isso prova que ¢" ® b € P, ("E; F) para
todos ¢ € E* e b € F. Usando que todo polindmio n-homogéneo de tipo finito de £ em
F' é uma combinacao linear de polinomios dessa forma e que P, ("E; F') é espago vetorial,
segue que Py("E; F) C P,("E; F).

(iii) Verifiquemos agora a propriedade de ideal. Sejam G e H espagos de Banach, u €
LG E), P € P,("E;F), t € L(F;H) e A C G um subconjunto limitado. Pela
Proposi¢ao 1.4.5, a funcdo u: (G,0(G,G*)) — (E,o(E,E*)) é continua. Logo, a
funcao uja: (A, 0(G,G*)ja) — (u(A),0(E, E*)jya)) também é continua. Da desigual-
dade ||u(z)|| < [Jul|-||z|] para todo x € G, segue imediatamente que u(A) é subconjunto
limitado de E. Como P é fracamente continuo sobre limitados, a funcao

Plycay: (w(A),0(E, E")|u(a)) — (Pou)(A) C F

¢ continua. Como t: F' — H ¢é um operador continuo, a fun¢ao ¢|(pouy(a): (Pou)(A) —
H é continua. Dali, a funcao composta

(t oPo u)|A = t\(Pou)(A) o HU(A) ouUA : (A,O'(G, G*)|A) — H

¢ continua, provando que to Pou € P,("G; H).

O que fizemos até agora prova que P, é um ideal de polindmios homogeéneos. Procede-
remos agora a demonstragao de que o ideal P,, é coerente. Sejam P € P,("E; F), p € E*,
a € E, A C E um subconjunto limitado e (z))xeq € A uma rede tal que A r€E.

(iv) Provemos que ¢ ® P € P,(""'E; F). Como zy —% x implica que z\ —» x e ¢ é
fracamente continua, temos pela Proposicao 2.3.22 que

pla(zy) = p(zr) — p(z) = pja(z) em K.

Por P ser fracamente continuo sobre limitados, temos P4(zy) — Pla(x) em F. Usando
o Lema 2.3.16(a),

(0 @ P)ia(zx) = (p1a © Pa)(@r) = pjalen) - Pa(xa) — @a(@) - Par) = (¢ @ P)a(z).
Da arbitrariedade da rede convergente em A, segue que (¢ ® P)ja: (A,0(E, E*)ja) — F
é fracamente continua, portanto ¢ ® P € P, (" E; F).

(v) Demonstremos agora que P, € P, (" 'E;F). Como A é limitado, existe C' > 0 tal
que ||y|| < C para todo y € A. Dados g1 = +1,...,¢&, = *1,

lera + oy + - - enyll < flafl + (n = Dlly[| < [la]| + (n = D)C

>

vV
constante

35



para todo y € A. Isso mostra que o conjunto
B ={sia+ey+--cuy:e1==x1,....,e,=Fleyc A}
é limitado em E. Como z) —% z, temos 2, — . Do Lema 2.3.16(c) e (d) segue que
E1a F+ E9X) + - - F €T L>51a+52x+---+5nx.
Usando que €1a + exxy + - + €,x\ € €1a + 92 + - - - + £,x pertencem a B para todo
) € ), obtemos que €1a + ) + -+ + £,T) 2By ciat e+ +epx. B por P ser um
polindmio fracamente continuo sobre limitados e B ser um subconjunto limitado de F,
pela Proposicao 2.3.22 temos
P(erja+ ez + -+ epxy) — Plera+ ez + -+ + €,x) em F.

Como isso vale para toda escolha de sinais €1, ..., ,, aplicando a Formula de Polarizacao
e o Lema 2.3.16(a) e (b) temos

\Y 1 1 y
T eene{-11}

1

= nlon Z 51..-5nP(61a+52x)\+..._|_Enx)\)
617-”75116{*1,1}
1
nlon Z &1 ..-EnP<€1a+€2[L‘+ +5nx)
51’~“,5n€{—1,1}

1 v )

:n'2n Z €1~.~€np(€1a/+€2x—|—-.._|_8nx)

€1,.En€{—1,1}

= Ivj(a, ") = P,(x).

Esta provado que a funcao P,a : (A,0(E,E*))a — F é continua, ou seja P, €
P.,("1E; F). Esta completa a demonstragao de que P é um ideal coerente de polindomios.

(vi) Falta apenas provar que P, ¢é ideal fechado. Para provar que P, ("E, F') é fechado em
P("E,F), seja (P)2, C P,("E, F) uma sequéncia convergente para P € P("E, F') em
relagdo a norma induzida por P("E; F'). Devemos demonstrar que P € P,("E; F'). Para
tanto, tomemos A um subconjunto limitado de E' e (x)) e uma rede tal que z) A re A
Da limitagao de A podemos tomar C' > 0 tal que ||y|| < C para todo y € A. Seja £ > 0.
Da convergéncia P; — P, existe ig € N tal que || P; — P|| < 357 para todo i > ig. Do fato
de P,, ser fracamente continuo sobre limitados temos P; (x)) — P, (z) em F. Portanto
existe Ao € (2 tal que ||F;(z) — P, (7y)|| < § para todo A > XAg. Combinando essas trés
estimativas, obtemos que, para todo A > Ay,

1P(x) = P(xx)]| = [[P(x) = Py (x) + Pig(x) = Big(2x) + Big(22) = P(2)]]
< 1P(2) = Pio ()| + [P (2) = Big (w2) | + || Py (22) = P(2)
= [[(P = Bip)(@)[| + [| P () = Py (z2)[| + [[(P = Fig) ()
<P = Bl 2] + 1B () = B (@)l + 12 = P [l lA]l"
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< C"||P = Py + | Pip(2) — Pig(22)[] + C"[| P — Py |
E g £
on g on
307Y T3V 30w

—€+€—I—€—5
3 3 3 7

<

Isso prova que P(xy) — P(z) em F, onde decorre que a fungao P4: (A,0(E, E*)4) —
F' é continua; provando que P € P,("E; F'). Esta completa a demonstragao de que P, é
um ideal coerente e fechado de polinomios. O]

Vejamos que os quatro ideais coerentes e fechados de polinomios que estudamos sao
todos distintos entre si.

Proposicao 2.3.25. A sequinte sequéncia de inclusdes estritas entre ideais coerentes e
fechados de polinomios € valida:

PuCPcS PGP

Demonstragcao. Da Proposicao 2.3.20 e do Exemplo 2.3.23 segue que P, ; Px. Da
Proposigao 2.3.12 e do Exemplo 2.3.14(c) segue que Py ; Pw. E da Proposicao 2.3.18 e
do Exemplo 2.3.14(b) segue que Pyy S P. O

2.4 O produto tensorial

O objetivo desta secao é apresentar um resultado fundamental na teoria de polinomios
n-homogeéneos, que estabelece uma correspondéncia isomorfa entre um espaco de po-
linomios m-homogéneos e um espaco de operadores lineares particular. Essa corres-
pondéncia simplifica muitos calculos na teoria e, particularmente nesta dissertacao, servira
como uma ferramenta poderosa para obter resultados em capitulos subsequentes. Os re-
sultados apresentados nesta se¢ao foram originalmente introduzidos por Ryan em sua tese
de doutorado [46]. Ressalta-se que os conceitos abordados aqui representam apenas uma
visao parcial da teoria geral; incluimos apenas os resultados necessarios para os capitulos
seguintes. Para um estudo mais detalhado dos conceitos discutidos, se recomenda consul-
tar [46].

Dados n € N, Ey, ..., E, espacos vetoriais e z; € Ey,...,x, € E,, denotaremos por
1 ® - ®x, aaplicacao definida por

T ® - Qx,: L(E, ..., B K) — K
Ar— (11 Q- Quxy) (A) == A(xy,..., 1)

Omitimos a ébvia demonstracao de que essa aplicagao ¢ linear. Desse modo, segue

que r1 ® -+ ® x, é um funcional linear em L (Ey, ..., E,;K).
Definicao 2.4.1. Sejam n € N e Fy,..., E, espacos vetoriais. Denominamos por pro-
duto tensorial de Ey,..., F, o subespaco vetorial do espaco dos funcionais lineares em

L(FEy, ..., E,;K) gerado pelo conjunto
D={n®  -Qux,:21 € Ey,...,0, € E,}.
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O produto tensorial de F, ..., E, sera denotado por F; ® - --® E,,. Em particular, se
E,=...=FE, = E, entao o produto tensorial de F, ..., E, serd denotado por ®"FE.

Os elementos do produto tensorial £} ® - - - ® F,, sao chamados tensores, e os tensores
pertencentes ao conjunto gerador D, isto é, tensores da forma x; ® - - - ® x,,, sao chamados
de tensores elementares.

No caso em que F é um espago normado, pode-se introduzir no produto tensorial @™ FE
uma norma denominada norma tensorial projetiva, denotada por 7 e definida por

k k
m(2) ;:mf{Zwy Nag )l k€Nez=> "X ay @---@xjn}
j=1

j=1
para z € Q"E.

Definicao 2.4.2. Sejam n € N e E um espaco vetorial. O subespaco do produto tensorial
®"E gerado pelos tensores elementares da forma

R"x = x® o ®x, x € F,
¢ denominado produto tensorial simétrico de E por E n vezes. Este subespaco sera
denotado por ®™*E.

Denotaremos o espago normado (®™*E, 7) por ®™°E e chamaremos de produto ten-
sorial stmétrico projetivo o completamento do espaco normado ®7°FE, que serd denotado
por ®.°F.

Agora estamos em condigoes de descrever em que sentido os polinémios homogéneos
continuos sao linearizados através do produto tensorial simétrico projetivo. Essa line-
arizacao dos polindmios homogéneos através do produto tensorial simétrico projetivo é
devida a Ryan [46], e diz que o espago de polinomios homogéneos de grau n é isomorfo
com o espaco dos operadores lineares definidos no produto tensorial simétrico projetivo.
Mais precisamente:

Teorema 2.4.3. Sejam E e F espacos de Banach e n € N. Se P: E — F € um
polinémio n-homogéneo continuo, entdo existe um tnico operador linear continuo PY €

L(QV°E; F) tal que
P(z) = PX(z ® - ® x) para todo x € E.

Além disso, a correspondéncia P <— P é um isomorfismo entre os espacos de Banach
P("E;F) e L(®)°E; F).

Demonstragao. Ver [46, Proposition 2.1] O

O operador linear continuo P* do teorema anterior é conhecido como linearizacdo do
polinomio n-homogéneo continuo P. Muito importante para o nosso estudo é que um
polinémio homogéneo é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se, e somente
se, sua linearizacao é compacta (fracamente compacta, respectivamente), isto é:

Proposicao 2.4.4. Nas condigoes descritas no Teorema 2.4.3:
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(i) A correspondéncia P «— PY é um isomorfismo entre 0s espagos de Banach Py ("E; F')
e K(.°E; F).

(i) A correspondéncia P <— PL ¢ um isomorfismo entre os espagos de Banach Pyy("E; F)
e W@, E; F).

Demonstragao. De [10, Proposition 3.2] e do comentdario subsequente a Proposition 3.3
da mesma referéncia, sabemos que:

P € Pc("E, F) se, e somente se, P € K(Q°E; F),
e que

P € Pw("E, F) se, e somente se, P* € W(®."F; F).

Isso implica que a linearizacao define uma bijecao entre os espagcos
Pc("E,F) e K(®.°E;F),

e entre os espacos

Pw("E,F) ¢ W& E;F).
Pelo Teorema 2.4.3 segue que a linearizagao define um isomorfismo entre os espacos men-
cionados. n

Observacao 2.4.5. Para o caso dos polinomios n-homogéneos fracamente continuos sobre
limitados, nem sempre é possivel garantir que a linearizagao gera um isomorfismo entre
0s espacos P, ("E; F) e P,(*®°E, F) = K(®"°E, F). De fato, como vimos no Exemplo
2.3.23, P,(%ly) # Px(*ly); mas pela Proposicao 2.3.21 sabemos que Pw(1®72r’sfg,K) =
K(&7"0:, K).
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Capitulo 3

Complementabilidade em espacos de
polindomios homogéneos

Abordaremos neste capitulo um dos conceitos fundamentais da Anélise Funcional,
que constitui o eixo central desta dissertacao: a complementabilidade. Focaremos na sua
aplicacao aos espagos de polinomios homogéneos, explorando sua estrutura e propriedades
dentro deste contexto especializado.

3.1 Subespacos complementados

Comecamos com uma apresentacao dos resultados basicos sobre subespacos comple-
mentados de espacos de Banach. O conceito a seguir desempenha um papel central e de
muita utilidade ao momento de falar sobre complementabilidade em espacos de Banach:

Definigao 3.1.1. Seja E um espaco de Banach. Um operador linear continuo p: £ — E
é uma projecao se p? = po p = p.

Dizemos que uma funcao de um conjunto em si mesmo fiza um ponto se a imagem
desse ponto pela funcao é o préprio ponto.

Frequentemente usaremos a seguinte proposi¢ao para provar que um operador linear
continuo é projecao, ou também para dizer que uma projecao fixa os elementos da sua
imagem.

Proposicao 3.1.2. Sejam E um espag¢o de Banach e p € L(E, E). Entdo as sequintes
afirmacoes sao equivalentes.

(a) p € uma projegao.
(b) p fixa os elementos da sua imagem.

Demonstracao. (a)==(b) Dado = € p(E), existe y € E tal que p(y) = x. Da defini¢ao
de projegao obtemos que = = p(y) = p(p(y)) = p(x). Isso mostra que p fixa os elementos
de sua imagem.

(b)=(a) Para todo = € E, temos p(x) € p(F), e como p fixa os elementos de sua imagem
por hipdtese, segue que p?(x) = p(p(x)) = p(x). Isso prova que p* = p, ou seja, p é uma
projecao. O
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Sejam W e W5 subespacos vetoriais do espaco vetorial V. Na Algebra Linear diz-se
que V é a soma direta (ou soma direta algébrica) de Wy e Wy se V.= W + Wy, isto é,
para todos x € V existem x; € Wj e x5 € W tais que © = z1 + 9, e W1 N Wy = {0}.
Neste caso, escreve-se V = W; & Ws.

Supondo o Axioma da Escolha, é verdade que todo subconjunto linearmente indepen-
dente de um espago vetorial contém uma base (algébrica ou de Hamel) do espacgo (veja,
por exemplo, [15, Teorema 2.8.1]). Disso segue que, dado um subespaco vetorial W; do
espago vetorial V| sempre existe um subespago vetorial W5 de V' tal que V = W; & Wh.

Em Andlise Funcional, os subespacos fechados desempenham papel central (veja Te-
orema 1.1.7), por isso a seguinte pergunta, respondida na proposigdo a seguir, é muito
natural: dado um subespaco fechado F' do espaco de Banach F, existe um subespaco
fechado G de F tal que £ = F & G?

Proposigao 3.1.3. Seja F' um subespago do espaco de Banach E. As sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(a) Eziste uma projecao p : E — E cuja imagem coincide com F. Neste caso dizemos
que p € uma projecao de E sobre F.

(b) F € fechado e eziste um subespago fechado G de E tal que E = F @& G. Neste caso,
F={zecE:plx)==1a}eG=ker(p).

Demonstragao. Veja [11, Proposicao 3.2.2]. O

Definicao 3.1.4. Um subespaco F' do espago de Banach E é complementado se satisfaz
as condicoes equivalentes da Proposicao 3.1.3. Neste caso, se G é subespaco fechado de
E tal que E = F & G, entao dizemos que E é a soma topoldgica de F e G.

Exemplo 3.1.5. E imediato que todo espago de Banach é um subespaco complementado
de si mesmo, considerando o operador identidade como projecao. Além disso, ao tomar o
operador nulo em um espago de Banach, conclui-se que {0} é um subespago complemen-
tado em qualquer espago de Banach. Mais geralmente, todo subespaco de dimensao finita
de um espaco de Banach ¢é complementado (veja [11, Exemplo 3.2.4]).

Na Introducao, listamos varios exemplos conhecidos de subespacos nao complementa-
dos de determinados espacos de Banach.

Como mencionado antes, todas as demonstracoes de que determinado subespaco de
um espago de Banach nao é complementado sao nao triviais. Dessa forma, sempre que um
subespaco importante de dimensao infinita de um dado espago de Banach ¢é identificado,
o problema de sua complementabilidade (ou ndo) sempre vem a tona. Nesta dissertagao
trataremos de determinados subespacos nao complementados em espacos de operadores
lineares e de polinomios homogéneos.

Lema 3.1.6. Toda subsequéncia de uma sequéncia bdsica (seminormalizada) em um
espago de Banach é também uma sequéncia bdsica (seminormalizada).

Demonstracao. Sejam E um espago de Banach, (x,)7°; uma sequéncia bésica em E e
()72, uma subsequéncia de (z,)5°,. Por [11, Coroldrio 10.3.14] sabemos que (z,,), é
uma sequéncia bésica. Se (z,,)5° for seminormalizada, existe K > 0 tal que % <z, <K
para todo n € N. Em particular, % < z,, < K para todo i € N, provando que (z,,)32; ¢
seminormalizada. O

41



Proposicao 3.1.7. Seja E um espaco de Banach com base de Schauder incondicional
()22 . Entao, para todo M C N, o subespago F := span{x,, : m € M} é complementado
em E. Mais ainda, se p: E — FE € uma projecao sobre F', entao, para todo x =

> ak(x)x, € E, vale que
n=1

*
ple) =D ah(@)zm,
meM
onde ()2, € a sequencia de funcionais coordenados associados com a base (x,)5 ;.
Demonstracao. Se M for finito, entao o subespaco gerado tem dimensao finita, portanto
é fechado. Assim,

F:m{xm:mEM}:span{mm:mGM}:{Zamxm:amEK}.

meM

Se M for infinito, entao, considerando M ordenado de forma crescente, (z,,)men é uma
subsequéncia de (z,)2,. Portanto, do Lema 3.1.6 segue que (Z,,)men ¢ uma sequéncia
bésica de span{x,, : m € M}. Assim, pela defini¢do de sequéncia bésica, temos

F =spat{z,, :m € M} = {Z ATy & A, € K e Z ATy, CONVErge }

meM meM

Em ambos os casos, definimos

G::m{xm:mgéM}:{Zamxm:amEKe Zamajm Converge}.

Agora, seja x € E. Existe entdo uma sequéncia (a,)2%; C K tal que z = > a,z,.

neN
Como a base (z,)22, ¢ incondicional, a série Y a,x, converge incondicionalmente, e
neN
portanto
T = Zan$n = Z ATy, + Z Am Ty -
neN meM m¢M

Aplicando o Teorema 1.6.3, que diz toda subsérie de uma série incondicionalmente con-
vergente ¢ convergente, obtemos que Y. anT, € F e Y. anx, € G. Isso prova que

meM me¢M

E=F+G

Sex € FNG,entdo x = Y amTm ex = Y. apT, para alguma sequéncia (a,)5; C

meM mégM

K. Pela unicidade da representagao em termoz da base (z,)%°, concluimos que a,, = 0
para todo m € M e para todo m ¢ M. Segue que todos os coeficientes a,, sdo iguais a
zero, e portanto x = 0. Logo, F NG = {0}, o que prova que £ = F @& G e, portanto, F é
complementado em FE.

Dada uma projegao p: E — FE sobre F, pela Proposigao 3.1.3 temos p(z,,) =
para todo m € M e G = ker(p). Portanto, para n ¢ M temos p(z,) = 0, e assim, para
qualquer x = > xf(z)x, € E,

n=1

o) = p (Zx,z(x)xn) =S ah@)plen) = 3 @),
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Proposigao 3.1.8. Todo isomorfismo de um espaco de Banach E a valores em um espaco
de Banach F transforma subespacos complementados de E em subespacos complementados

de F'.

Demonstracao. Dados espacos de Banach E e F, sejam T: E — F um isomorfismo e
G um subespaco complementado de E. Entao existe um subespaco fechado H de E tal
que £ = G & H. Por ser um isomorfismo, 7" também ¢é um homeomorfismo, portanto
transforma os fechados G e H de E em fechados T(G) e T(H) de F. Por T ser linear,
T(G) e T(H) sao entao subespagos fechados de F'.

Seja y € F e tome z € E tal que T'(z) = y. Existem entdo g € G e h € H tais que
r =g+ h, temos

y="T(x)=T(g+h)=T(g9)+T(h),
com T(g) € T(G) e T'(h) € T(H). Portanto F =T(G) + T(H).

Sey e T(G)NT(H), entao existem g € G e h € H tais que y = T'(g) = T'(h). Segue
que T'(g) = T(h) = T(g — h) = 0, donde segue que g — h = 0 pois T ¢é injetora. Temos
g =h e GNH = {0}, donde decorre que g = h = 0, e assim y = T7'(0) = 0. Esta
provado que T(G)NT(H) = {0}. Acabamos de provar que F = T(G) & T (H), logo T(G)
é complementado em F. O

A seguinte caracterizagao sera muito utilizada a seguir. Por Idg denotamos o operador
identidade no espaco F.

Teorema 3.1.9. Sejam E e I espacos de Banach. Entao as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:

(a) E € isomorfo a um subespago complementado de F.
(b) Ezistem operadores uw € L(E; F) ev € L(F; E) tais que vou = Idg.

Demonstracao. Se E é isomorfo a um subespaco complementado de F', entao existe um
subespago fechado G C F', um isomorfismo u: & — (G, e uma projecao p: F' — F
sobre G. Definimos

u: E— F | u(z) =u(z).

E claro que u € L(E, F). Como p(F) = G, estd bem definido o operador
v F— E, v(z) =a""(p(z)).
Também é claro que v € L(F, E). Para todo = € E,
vou(z) =v(u(x)) =a (p(u(x))) = i~ (p(i(r))) = @' (ix)) = =,

provando que v ou = Idg.
Para a implicagao inversa, sejam u € L(F;F) e v € L(F; E) tais que v o u = Idg.
Definindo
u: E— u(E), u(x) =u(x),

¢ imediato que @ € L(E,u(FE)) é sobrejetor. Suponha u(z) = 0. Entao
r=1Idg(z) =vou(x) =vou(x) =v(u(zx)) =v(0) =0,
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provando @ é injetor, e portanto tem inversa. Também ¢é facil ver que & = vjyp): u(E) —
E. Como v € L(F,E), temos 4! = vjpg € L(u(E), E), donde segue que @ é um iso-
morfismo de E' em u(FE). Em particular, u(F) é Banach, portanto subespago fechado de
F.

Para provar que u(FE) é complementado em F| seja p: F' — F definida por p(y) =
u(v(y)). Por definigao, p € L(F, F) e p(F) C u(F) = u(FE). Para todo y € u(E),

p(y) = a(v(y)) = (v (y) = a(@ ' (y) =y,

o qual prova que u(E) C p(F), e portanto u(E) = p(F'). Além disso, provamos que p fixa
os elementos de u(F) = p(F'), portanto p é projecao sobre u(E) pela Proposi¢ao 3.1.2.
Segue que E é isomorfo a u(E) que é um subespago complementado de F. O

Observacao 3.1.10. Do ultimo comentario da demonstragao anterior, deixamos regis-
trado que, sempre que E e F' sao espacos de Banach para os quais existem operadores
u€ LE;F)ev e L(F;FE) tais que v ou = Idg, é verdade que E é isomorfo a u(E) o
qual é subespaco complementado de F'.

. c . . ;.
Para dois espacos de Banach E e F', escrevemos F — F' para indicar que E é isomorfo
a um subespacgo complementado de F'.

Proposicao 3.1.11. Sejam E.F e G espacos de Banach tais que FE S GeG S F.
Entio E <> F.

Demonstragao. Pela hipétese existem isomorfismos 7: F — T(E) C G, S: G —
S(G) C F, p: G — G projecao sobre T(E) e m: F' — F projecao sobre S(G). Defi-
nindo

u: E— F | u(x) = S(T(z)),

temos claramente que u € L(E, F'). Como S é isomorfismo sobre S(G) e T' ¢ isomorfismo
sobre T'(FE), podemos considerar suas inversas S~1: S(G) — G e T ' : T(E) — E, ¢
portanto estd bem definido o operador

v: F— B, u(y) =T ' (p(S™ (x())))-

E claro que v € L(F,E). Para z € E, como S(T(x)) € S(G) temos 7(S(T(x))) =
S(T(z)), e como T'(x) € T(E) temos p(T( )) = T'(x). Dali,

(vou)(x) =v(u(x)) = v(S(T(x))) = T~ (p(S™ (m(S(T(2))))))
=T (p(ST(S(T(2))))) = T~ (p(T()))
=TYT(z)) = .
Segue que v o u = Idg, portanto F SF pela Proposicao 3.1.9. O

Teorema 3.1.12. Sejam E um espa¢o de Banach e n € N. Entao

n+1,s

® Et—>® E.

Demonstracao. Veja [7, Theorem 3]. O
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Corolario 3.1.13. Seja E um espaco de Banach. Entao
E<S @B
para todo n € N.

Demonstracao. O resultado segue do Teorema 3.1.12 e do uso repetido da Proposicao
3.1.11. m

3.2 Subespacos complementados em espacos de po-
lindmios n-homogéneos

Um dos resultados mais significativos no estudo de subespacos complementados de
espacos de polinomios homogéneos continuos é o fato de que esses espagos contém cdpias
complementadas de espacos de polinomios de grau inferior. A demonstracao do resultado
a seguir foi apresentada por Aron e Schottenloher [4] no caso de espagos de polindémios
homogéneos tomando valores no corpo de escalares K. Entretanto, na literatura usa-se
rotineiramente que o resultado também vale para espacos de polindbmios homogeéneos to-
mando valores em espacos de Banach arbitrarios. Por nao termos encontrado nenhuma
demonstracao deste caso vetorial, apresentaremos uma demonstracao detalhada. Na ver-
dade, mesmo o caso escalar provado em [4, Proposition 5.3] omite muitos detalhes nao
triviais.

A seguir estamos supondo que todos os espagos sao nao triviais, isto é, diferentes de {0}.
Teorema 3.2.1. Sejam E e F espacos de Banach e k,n € N com k < n. Entdao P(*E; F)
¢ isomorfo a um subespaco complementado de P("E; F).

Demonstragdo. Dado k € N, é suficiente provar que P(*E; F') ¢ isomorfo a um subespago
complementado de P(**1E; F'), pois, aplicando repetidamente a Proposicao 3.1.11, obte-
remos o resultado para qualquer n > k.

Suponha entao que k € N estd dado. Pelo Corolario 1.2.8 existem zy € F e ¢ € E*
tais que ||zo|| = ¢(z0) = ||¢|| = 1. Definimos

A:PFEF) — PFIEF) , AQ) =9 ®Q.

A boa definicao de A vem do Exemplo 2.2.8. E facil ver que A é linear. Para provar que
A é continua, veja que, também pelo Exemplo 2.2.8, tem-se

1A@ = llv @ QI < llell - 1Rl = llQll

para todo Q € P(*E; F), logo |A|| < 1. Para verificar que A é injetora, considere @ €
P(*E;F), Q # 0. Pela continuidade de @, o conjunto Q~'({0}) = {z € E : Q(x) = 0}
é fechado em E. Tomando a € E tal que Q(a) # 0, que existe pois () # 0, segue que a
pertence ao conjunto aberto [Q7'({0})]¢ = {x € E : Q(x) # 0}. Existe entao ¢ > 0 tal
que Bla;e] C [Q71({0})]¢, isto é, Q(x) # 0 para todo z € Bla;e|. Suponha que ¢(z) =0
para todo = € Bla;¢]. Neste caso, para todo x € FE com ||z| =1, de ||[(ex +a) —a| =¢
terfamos ex + a € Bla;]. Seria entao verdade que

0= p(er + a) = ep(x) + p(a) = ep(z)
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para todo x € E com ||z|| = 1. Seguiria que ¢(x) = 0 para todo x € FE com |jz| = 1.
Terfamos entao

()
1= llpll = sup{p(z) -z € B, [z =1} =0

(para (x), veja [11, Exercicio 2.7.8]). Essa contradigdo garante que existe & € Bla;¢] tal
que p(#) # 0. Como Blas¢] € [Q~1({0}))°, temos Q(2) £ 0. Logo A(Q) (&) = p(#)Q(%) £
0, o que é suficiente para garantir que A(Q) # 0. Esta provado que o operador linear A
é injetor.

Agora provaremos que existe uma projecao em P(*T1E; F) sobre a imagem de A; e
em seguida provaremos que P(*E; F') é isomorfo a imagem de A. Considere as aplicagoes

D: P*"E;F) — P*ME; F) | D(P)(z) = P(z) — P(x — ¢(x)x0) e

uw: E— FE | u(x) =z — p(x)x.

De u = Idg — ¢ ® x( segue que u é um operador linear continuo de £ em E. A boa
definicao de D segue do Teorema 2.2.12 e do fato de P(**'E; F) ser espaco vetorial.
Também ¢é facil ver que D é linear. Para comprovar a continuidade de D, note que, para
todo P € P(*"E; F),

IDP)I| = 1P = Poul <[P +[[Poul <[P +IP| - flull™" = [Pl (1 +[Jul|**).
tant

Assim temos que D ¢ um operador linear continuo. Comprovemos que D?=D. Para todos
PeP*'E;F)ex€E,

(D(
= D(P)(z) = [P (z = p(x)ro) = P (x = p(x)x0 — (7 — p(2)0)20)]
= D(P)(x) = Pz — ¢(x)x0) + Pz — p(x)x0 — @(x)20 + p(2)p(20)0)
= D(P)(x) = P(x = ¢(x)x0) + P(x — p(x)x0)
= D(P)(z).

Estd feito que D?(P) = D(P), ou seja, D é uma projegao.
Verifiquemos agora que os operadores D e A tém a mesma imagem. Dado @ €
PFE, F), como ¢(xg) = 1,

D(A(Q))(z) = A(Q)(z) — A(Q)(x — ¢(x)xo)
= A(Q)(x) — p(x — p(x)x0) - Q(x — p(2)0)
= A(Q)(x) — (p(x) — p(x)p(x0)) - Qx — p(x)x0)
= A(Q)(z).

Segue que D(A(Q)) = A(Q) para todo Q € P(*E, F). Como D é uma projecio, sua
imagem é formada por todos os polinomios que satisfazem D(P) = P (Proposicao 3.1.3).
Portanto, A(Q) esté contido na imagem de D, logo a imagem de A estd contida na imagem
de D. Para provar a inclusdo inversa, considere P € P(**1E; F). Seja x € E. Aplicando
a Propriedade Binomial de operadores multilineares simétricos (Proposi¢ao 2.1.5) temos

D(P)(x) = P(z) — P(x — ¢(x)o) = P(a**1) — P ((z — p(x)m0)*+)
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Como isso vale para todo x € E, temos

D(P)=¢® (kii (k j 1) (=1 (soi‘l ® ng,>> .

i=1

Pelo Exemplo 2.2.11 sabemos que, para i < k + 1, Pxé € P(*1E; F); e, pelo Exemplo
2.2.8, o1 ® Py e PEE;F). Sei=k+ 1, entdo Py é uma funcao constante em F’, logo
existe b € F' tal que Pzé(a:) = b para todo x € E. Dessa forma, pelo Exemplo 2.2.7 temos
o* ® Px§+1 =¢o*®@be P(*E;F). Do fato de que P(*E; F) é espaco vetorial segue que

-y ("D (¢ o ny) e PeED),

- 2
=1

Pela definicao de A tem-se A(Qp) = ¢ ® Qp = D(P). Verificamos que, para todo P €
PHE: F), existe Qp € P(*E; F) tal que A(Qp) = D(P). Disso decorre que a imagem
de D esté contida na imagem de A, o que prova que A(P(*E; F)) = D(P(**1E; F))

Por tltimo provemos que P(*E; F') é isomorfo a A(P(*E; F)). Por definicio de su-
bespago complementado temos que A(P(*E; F)) é fechado em P(*™1E; F), e pela Pro-
posigao 1.1.7 é espaco de Banach. Logo, como A: P(*E; F) — P(**1E; F) é um opera-
dor linear continuo injetor, sabemos que

A: P*E; F) — A(P(*E; F)) , A(P) = A(P),

¢ um operador linear continuo bijetor. Pelo Teorema da Aplicagao Aberta (Teorema 1.2.5),
A é um isomorfismo. Esta provado que P(*E; F) é isomorfo ao subespaco complementado
A(P(*E; F)) de P(*ME; F). O

Corolario 3.2.2. Sejam E um espaco de Banach e n € N. Entao
E* S PCRE) S PCE)S ... S P(ME).
Demonstracao. O resultado é imediato do Teorema 3.2.1. O
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Veremos a seguir outros subespacos complementados em espacos de polinomios ho-
MOZENeos.

Proposicao 3.2.3. Para quaisquer espagos de Banach E e F' e para todon € N, P("E; F)
contém uma copia isométrica complementada de P("E).

Demonstracao. Seja b € F tal que ||b]| = 1. Pelo Teorema 1.2.8 existe ¢ € F* tal que
lle|l =1 =||b]| = ¢(b). Defina

u:P"E) — P("E,F) , u(P) = P®Hb.
Pelo Exemplo 2.2.7 sabemos que u é uma isometria. Para A € Ke P,Q € P("E),

u(AP + Q)(z)

(AP + Q) @b)(x) = (AP + Q)(2)b
= (AP(x) + Q(x))b = A(P(2)b) + Q(x)b
AP ®b)(x)) + (Q @ b)(x) = Au(P)(z) + u(Q)(x),

provando que u é uma isometria linear. Seja agora

v POEF) — P(UE) , v(Q) = ¢o Q.

Pelo Teorema 2.2.12, a aplicacao v estd bem definida. E imediato que v € linear, e do
Exemplo 2.2.8 segue que ||[v(Q)|| = ||lpo Q] < |l¢] - ||@Q]], provando que v é continua. Para
todos Pe P("E) ez € E,

(vou)(P) =v(u(P)) =v(P©b)=po(PRb),

(vou)(P)(x) = po(Peb)(z) = ¢ (P(x)b) = P(z)p(b) = P(x).

Portanto, (v o u)(P) = P, ou seja, v o u = Idpmng). Pela Proposi¢ao 3.1.9 concluimos
que P("E) é isomorfo a um subespago complementado de P("E; F). Mais ainda, pela
Observagao 3.1.10, P("E) é isomorfo a imagem de u. Como u é isometria linear, temos
que P("E) é isometricamente isomorfo ao subespago u(P("FE)), o qual é complementado
em P("E; F). O

O resultado a seguir sera 1util algumas vezes adiante.

Proposicao 3.2.4. Sejam Q um ideal de polinomios, I, F' e G espacos de Banach, n € N
com Q("E; F) complementado em P("E; F) e G < E. Entdio:

(i) Q("G; F) é complementado em P("G; F).

(i) Q("G;F) < P("E;F).
Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.1.9 existem operadores u € L(G; E) e v € L(E;G) tais
que vou = Idg, e pela hipdtese podemos tomar p: P("E; F') — P("E; F) projecao sobre
Q("E; F).
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(i) Considere
m: P("G; F) — P("G; F) , w(P)=p(Powv)ou

Se P € P("G; F), entdao Pov € P("E; F) pelo Teorema 2.2.12. Como p é projegao sobre
Q("E; F), temos p(P owv) € Q("E; F). Da propriedade de ideal de Q segue que

p(Pov)oue Q"G F) C P("G,F).

Isso prova que 7 estd bem definida. Mais ainda, a imagem de 7 estd contida em Q("G; F).
E facil ver que 7 € linear. Para verificar que 7 é continua, usando a desigualdade de norma
da composi¢ao de um polinomio com um operador linear vista em (2.1), temos

Im(P)]| = [lp(P o v) o ull < [lp(P o v)|-[|ul["
< llpll- 12 o o] -[[uf™
< lpll- [P0l ™ fleell™
= llpll- lloll™ -llull™ -[[P1].

~—
constante

Segue que [|7[| < [|p]- [[v[|* -[[u]". Se @ € Q("G; F), entao Q ov € Q("E; F); e como p ¢
projecgao, temos p(Q ov) = Q) o v, e assim

Q) =p(Qov)ou=(Qov)ou=Qo(vou)=Qoldg =Q. (3.1)

Logo Q("G; F) esta contido na imagem de m. Como j& tinhamos a inclusao inversa, vale
que Q("G; F) = n(P("G; F)). Além disso, ja provamos em (3.1) que 7 fixa os elementos
de sua imagem, entao 7 ¢é projecao sobre Q("G; F') pela Proposigao 3.1.2. A demonstragao
deste item esta completa.

(ii) Analogamente ao que fizemos na demonstracao do item (i) para provar que 7 é
um operador linear continuo, prova-se que as seguintes aplicagoes sao operadores lineares
continuos:

R: Q("G;F) — P("E;F) , R(P) = Pou, e
S:P("E; F) — Q("G; F) , S(Q) = p(Q) ou

Para todo P € Q("G; F), de p(P ov) = P ou segue que

(SoR)(P ) ( (P))
o(vo

Isso prova que So R = Idg(nq,r), donde segue que Q("G; F') N P("E; F) pela Proposigao
3.1.9. O

=S(Pov)=p(Pov)ou=(Pov)ou
W)= Poldy = P.

Corolario 3.2.5. Se E, I’ e G sao espacos de Banach tais que G < E, entio P("G; F) N
P("E; F) para todo n € N.

Demonstragao. O resultado segue aplicando a Proposigao 3.2.4(ii) para o ideal Q = P,
pois P("E; F') é complementado em si mesmo. O
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O resultado acima trata de subespacos complementados no dominio dos espacos de
polinomios. J& o resultado a seguir trata de subespagos complementados no contradominio
dos espacos de polinomios.

Proposicao 3.2.6. Sejam Q um ideal de polinomios, E, F' e H espagos de Banach, n € N
com Q("E; F) complementado em P("E;F) e H < F. Entao:

(i) Q("E; H) é complementado em P("E; H).

(i) Q("E;H) < P("E; F).
Demonstracao. Pela Proposigao 3.1.9, existem u € L(H;F) e v € L(F;H) tais que
vou = Idy, e existe p: P("E; F) — P("E; F) projegao sobre Q("E; F).

(i) Considere
7: P"E;H) — P("E;H) , w(P) =vop(uoP).

Se P € P("E; H), entdao uo P € P("E; F) pelo Teorema 2.2.12. Como p é projegao sobre
Q("E; F), temos p(uo P) € Q("E; F). Da propriedade de ideal de Q@ podemos concluir
que vop(uo P) e Q("E,H) C P("G, F). Portanto, m estd bem definida e, ainda mais,
a imagem de 7 estd contida em Q("E; H). E facil ver que 7 é linear. Para verificar sua
continuidade, usando a desigualdade de norma da composicao de um polinomio com um
operador linear vista em (2.1), temos
[ (P)|| = [lvo p(uo P)|| < lvfl-|lo(uo P)
< wll-llpll-llve P
< ol ol ol 112
tant

para todo P € P("E;H). Segue que ||7| < ||v]-]pll-]|v]. Se @ € Q("FE;H), entao
uo@ € Q("E; F), e como p é projegao, temos p(uo Q) =wuo Q. Segue que

T(Q)=vopuoQ)=vo(uoQ)=(wou)o@Q =Idgo@Q =Q. (3.2)

Logo Q("E; H) esta contido na imagem de 7. Como a inclusdo inversa ja havia sido
estabelecida, se cumpre que Q("E; H) = n(P("E;H)). Além disso, estd provado em
(3.2) que 7 fixa os elementos de sua imagem, portanto 7 é projecao sobre Q("E; H) pela
Proposicao 3.1.2.

(ii) Analogamente ao que fizemos na demonstracdo do item (i) para provar que 7 é
um operador linear continuo, prova-se que as seguintes aplicacoes sao operadores lineares
continuos:

R: Q("E;H) — P("E;F), R(P)=uoP, e
S:P"E;F) — Q("E;H) , S(Q) =vop(Q).
Para todo P € Q("E; H), p(uo P) =uo P, o que implica
(SoR)(P)=S(R(P))=S(uoP)=vopluoP)=wvo(uoP)
=(vou)oP =IdygoP =P

Isso prova que So R = Idgng.m), donde segue que Q("E; H) N P("E; F) pela Proposicao
3.1.9. -
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Corolario 3.2.7. Se E, F' e H sao espacos de Banach tais que H < F, entdo P"E;H) N
P("E; F) para todo n € N.

Demonstragao. O resultado segue aplicando a Proposicao 3.2.6(ii) para o ideal @ = P,
pois P("FE; F') é complementado em si mesmo. ]

Neste ponto, a seguinte questao é bastante natural:

Dados espacos de Banach E, F' e H tais que P("H; F) N P("E; F) para algum n € N,
entao é verdade que H < E?

A resposta para esta pergunta é negativa. Em [32, Example 3| encontra-se um exem-
plo de espacos nao isomorfos com espacos duais isomorfos. Mais precisamente, existem
espagos de Banach F e F tais que P(E*) N P(F*) mas F' nao tem cépia complementada
de F.

Terminamos este capitulo com mais um caso de subespacos complementados em espacos
de polinomios homogéneos.

Proposicao 3.2.8. Sejam E e F espacos de Banach. Entdo, para todon € N, P("E; F)
contém uma copia isométrica complementada de F'.

Demonstragao. Seja xg € F tal que ||xo| = 1. Pelo Teorema 1.2.8 existe ¢ € E tal que
lell =1 = ||xo|| = ¢(x0). Defina

u: F—PCEF) , u(y) =¢" ®y.

Do Exemplo 2.2.9 sabemos que u esta bem definida, e do Exemplo 2.2.7 temos que u é
uma isometria. E facil verificar que u é isometria linear. Defina agora

v: P"E;F) — F |, v(P) = P (xo).
E imediato que v esta bem definido e é linear. A continuidade segue da desigualdade
[o(P)]| = ([P (zo) | < [ P[|[lzoll” = [|P]
para todo P € P ("E; F). Para todo y € F,

(vou)(y) =v(uly)) =v(p"®@y) = (¢" @y) (v0) = ¢ (10)" @y
=1"®y=y,

o que prova que v o u = Idp. Pela Proposicao 3.1.9, F é isomorfo a um subespaco
complementado de P("E; F'). E pela Observagao 3.1.10, u(F') é subespago complementado
de P("E; F). Como u é isometria, segue que F' é isometricamente isomorfo a um subespago
complementado de P("E; F). O
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Capitulo 4

O Teorema de Ghenciu

Neste capitulo, apresentaremos um teorema provado por I. Ghenciu [25] em 2005,
que generaliza varios resultados obtidos anteriormente sobre subespagos complementados
em espacos de operadores lineares continuos. Mais precisamente, o teorema estabelece
condicoes sob as quais os espacos dos operadores compactos e fracamente compactos nao
sao complementados nos espacos dos operadores lineares continuos. Neste capitulo temos
dois objetivos: (i) Apresentar uma demonstragao detalhada do teorema de Ghenciu, o
que nao aparece nem na demonstragao original em [25], nem nas extensoes do teorema
para outros espacos de operadores. Cabe mencionar que a demonstracao do teorema é
um refinamento de técnicas anteriormente desenvolvidas por Kalton [30]. (ii) Preparar o
terreno para as extensoes polinomiais do teorema de Ghenciu que trataremos no tltimo
capitulo desta dissertacao.

4.1 Resultados preparatorios

Nesta secao provamos varios resultados que serao usados na demonstracao do Teorema
de Ghenciu.

Na Topologia Geral sabe-se que um espago métrico que é homeomorfo a um espaco
métrico completo nem sempre é completo. O exemplo classico é que o intervalo incompleto
(—1,1) é homeomorfo a R, que é completo. Entretanto, em espagos normados vale o
seguinte:

Lema 4.1.1. Todo espaco normado isomorfo a um espaco de Banach é um espago de
Banach.

Demonstra¢ao. Sejam E um espaco normado, F' um espago de Banach, T: F — F um
isomorfismo e (x,,)7°; € F uma sequéncia de Cauchy. De

m,n—00

1T () = T(@m)|| = 1T (@0 = zm)l| < T[] [[2n — 2m]l 0,

segue que (T'(x,))22, é uma sequéncia de Cauchy no espago de Banach F. Existe entao
y € F tal que T(x,) — y. Por T ser bijetora, existe z € E tal que y = T'(x). Como T~ !
também é isomorfismo, temos

e — 2| = 1T (T (20)) = T W)l = 17T () =)l < ITHANT(0) — yll — 0.

Segue que x,, —> x e, portanto, E é espago de Banach. O
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O que esta por tras da demonstracao acima é que, ao contrario de fungoes continuas
entre espacos métricos, operadores lineares continuos entre espacos normados sao sempre
uniformemente continuos.

Lema 4.1.2. Sejam E um espa¢o normado, F subespaco de E, (x,)5, uma sequéncia
em F ex € F. Entao, v, — x em (F,o(F,F*)) se, e somente se, x, — = em

(E,o0(E,E*)).

Demonstra¢ao. Suponha primeiramente que x,, — = em (F,o(F, F*)). Para todo fun-
cional ¢ € E*, pp € F* pela Proposicao 1.4.2. Como z,z, € F para todo n € N,
temos

90(5Un) = 90|F($n) — 90|F(3:) = go(x) em K.

Da Proposicao 1.4.2 segue que z,, — x em (F,o(E, E¥)).

Reciprocamente, suponha que x,, — x em (E,o(E, E*)). Para todo funcional ¢ € F*,
pelo Teorema de Hahn-Banach existe ¢ € E* tal que ¢(y) = ¢(y) para todo y € F. Pela
Proposigao 1.4.2 temos ¢(z,) — ¢(x) em K; e como z, z, € F para todo n € N, temos
o(x,) = ¢(x,) — @(z) = p(x) em K. Da Proposi¢ao 1.4.2 segue que =, — = em
(F,o(F, F*)). O

Lema 4.1.3. Sejam E e I espacos de Banach, T: E — F um isomorfismo sobre sua
imagem e (x,)°2, uma sequéncia em E. Entdo (x,)22 converge em E (respectivamente,
converge fracamente em E ) se, e somente se, (T(x,,))o, converge em F (respectivamente,

n=1
converge fmcamente em F)

Demonstragao. Primeiro note que T(E) é um espago de Banach pelo Lema 4.1.1. Veja
agora que, para provar o resultado, é suficiente provar apenas uma implicagao, pois a
implicagao reciproca segue da que foi provada, usando que T‘;%E): T(E) — FE também
¢ um isomorfismo.

Se (x,)5°, converge para x € E, como T' é continuo, entao (7'(z,))>, converge para
T'(x) em F pela Proposigao 2.3.22.

Suponha agora que (x,)22, converge fracamente para z € E. Para qualquer ¢ € F*,
sabemos que T*(y) € E* pela Proposi¢ao 1.2.15. Como (z,,)22 , converge fracamente para
xr € E, temos que T*(¢)(x,) — T*(¢)(x), dai

(T (n)) — (T ()] = [T (@) (@) — T*(p)(x)] — 0,

ou seja, p(T(x,)) — ©(T(x)). Segue que (T'(x,))22, converge fracamente para T'(x) em
F. [

Lema 4.1.4. Sejam E um espaco de Banach e (x,)%2, uma sequéncia em E tais que o
congunto {x, : n € N} ndo € relativamente compacto (respectivamente, nao é relativa-
mente fracamente compacto). Entdo a sequéncia (x,)02, admite uma subsequéncia que
nao possui subsequéncia convergente (respectivamente, fracamente convergente).

Demonstragao. Fagamos o caso em que o conjunto A := {x, : n € N} nao é relativamente
fracamente compacto.

Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10), existe uma sequéncia (y,)>
em A que nao admite subsequéncia fracamente convergente em E. Essa sequéncia tem
infinitos elementos distintos de A, pois, caso contrario, haveria ao menos um elemento
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de A repetido infinitas vezes, o que garantiria uma subsequéncia constante, a qual seria
fracamente convergente. Como (y,)22, C A, para cada n € N existe n’ € N tal que
Yn = Z,. Pelo Axioma da Escolha existe uma fungao f: N — N tal que f(n) = n/,
satisfazendo a condicao y, = x,.

Seja (ym)fo1 a subsequéncia de (y, )2, definida da seguinte maneira: n; = 1; e, para
i > 2, n; é algum ntimero natural tal que, para todo k < i, tem-se ny < n; e f(ng) < f(n;).
Como a sequéncia (y,)5°, tem infinitos elementos distintos de A, para cada i sempre é
possivel associar um nimero natural suficientemente grande n; que satisfaca as condigoes
da defini¢ao de (y,,)2;. Isso justifica a boa definigdo da subsequéncia.

Por construcao, n; < n;41 para todo i, portanto (y,,);°, ¢ uma subsequéncia de (y,,)5
e, assim, nao admite subsequéncia fracamente convergente. Por outro lado, para cada i
temos Yn, = T(n,) € Ynsry = Lf(nsyq) POT definicdo. Como n; < ngqq, temos f(n;) < f(niy1),
o que mostra que (Yn,)52; = (Tf@m,)), € uma subsequéncia de (z,)52,, o que conclui
que (yn,)32; é uma subsequéncia de (z,)52, que nado admite subsequéncia fracamente
convergente em F.

O caso em que o conjunto {x, : n € N} nédo é relativamente compacto segue de forma
analoga ao que fizemos acima, a unica diferenca é que aplicamos o Teorema 1.3.2 no lugar
do Teorema de Eberlein-Smulian. O

Proposicao 4.1.5. Seja E um espago de Banach com base de Schauder seminormalizada
(2,)22, e funcionais coeficientes (x£)°2 ;. Entdo, a sequéncia (x})°2, é seminormalizada
e, portanto, limitada.

Demonstra¢ao. Por (x )°° L ser seminormalizada, existe C' > 0 tal que 5 < ||lz,[| < C
para todo n, ou seja, = < (' para todo n € N. Pela Proposicao 1.6. 9 existe K > 0

X IIInH
tal que 1 < ||z - ||lz,|| < K, ou seja, m < |lzpll < ” para todo n € N. Logo, para
todon € N,
1 1 K
— < <lzpll € 7= < C- K,
C 7 laall =5 7 [l
provando assim que (z})> ; é seminormalizada. ]

Lema 4.1.6. Sejam E e F espagos de Banach, Fy subespaco fechado de F e T € L(E, F),
tal que T(E) C Fy. Entao T é fracamente compacto (respectivamente, compacto) se, e
somente se, para toda isometria linear S: Fy — G, com G espaco de Banach, SoT ¢é
fracamente compacto (respectivamente, compacto).

Demonstra¢ao. Como T(FE) C Fy = dominio de S, a composigao S o T estd bem definida
para toda funcao S: Fy — G.
Suponha que T seja fracamente compacto. Definimos

T:E—F,, T(z) =T(z).

Usando que [ ¢ espago de Banach por ser subespago fechado de F. Do Teorema de
Eberlein-Smulian segue facilmente que 7' também é fracamente compacto. Dada uma
isometria linear S: Fy — G, onde G ¢ espago de Banach, segue da Proposi¢ao 1.4.14
que SoT =So T é fracamente compacto pois T é fracamente compacto.
Reciprocamente, suponhamos que, para toda isometria linear S: Fp — G, onde G é
um espago de Banach, SoT seja fracamente compacto. Considerando o operador T: E —
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Fy do pardgrafo anterior e chamando de S: Fp — F a inclusao, que € uma isometria linear
definida em Fjy, por hipétese temos que S ol = S o T é fracamente compacto. Suponha
que T nao seja fracamente compacto. Neste caso existem um subconjunto limitado A
de E e (z,)22; C A tal que (T(x,))22; C Fy nao é relativamente fracamente compacto
em F. Pelo Lema 4.1.4, existe (z,,)2, subsequéncia de (z,)7, tais que (T(z,,))2,
nao admite subsequéncia fracamente convergente em [F'; portanto também nao em Fy.
Por S: Fy — F ser um isomorfismo sobre sua imagem, pelo Lema 4.1.3 segue que
(S(T(xy,)))2, nao admite subsequéncia fracamente convergente em F. Disso segue que
{S(T(x,,)) : i € N} nao é fracamente compacto em F, e assim S o T nao é fracamente
compacto. Essa contradicao mostra que T' é fracamente compacto.

Como usamos acima apenas propriedades dos operadores fracamente compactos que
também valem para os operadores compactos, a mesma demonstragao prova o caso com-
pacto do resultado. O]

Os lemas a seguir sao dois dos principais ingredientes usados em [25, 30|, para os quais
nao dao nem demonstracao, nem referéncia e nem indicagao de porque sao verdadeiros.
Imaginamos que sao fatos bem conhecidos, que devem estar demonstrados em algum lugar
da literatura; mas como nao conseguimos localizar nenhuma demonstracao, optamos por
tentar demonstra-los em detalhes.

Lema 4.1.7. Sejam E e F espagos de Banach e (1,)5%, uma sequéncia em L(E,F).
Entio existe um subespaco separdvel e fechado Ey de E tal que ||T|| = ||T|g,|| para todo
T € span({T, : n € N}).

Demonstracao. Seja D um subconjunto enumeravel e denso em K e defina

k - k
H::{ZaiTi:keNeaieD}:U U { aiTz}.
1

i=1 k=1ai,...,ax€D =

E claro que H é enumerdvel e H C L(E,F) pois L(E, F) é espago vetorial. Assim, para
cada T' € H temos |T|| = sup{||T(x)| : © € F e ||z| < 1} < oo. Por propriedade do
supremo, existe uma sequéncia nao-decrescente de elementos do conjunto {||7(z)|| : = €
E e ||z]] < 1} que converge para sup{||T(z)|| : = € E e ||z|| < 1} = ||T||. Assim, para

cada T € H existe uma sequéncia (z1)%, em F tal que ||z1]| < 1 para todon € N e

I} = tim | T (z,, )| = sup [|T'(x,)]]- (4.1)

Como o conjunto |J U {z} é enumerdvel, pela Proposi¢ao 1.1.12 obtemos que
TEH neN

o= span (U U i) )

TeH neN

é subespaco separavel de E. Assim para T € H
7| = sup | T(xy)l (segue de (4.1))

< sup{[|T (@)l : = € Eg e [lz]| <1} (pois (7)1 € Br,)
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= [T, -

(definicao de [|Tjg,||)-

Provamos que ||T']| < ||T|g,||. Por outro lado, como Ey C F,

1Tk | = sup{[[T'(2)]| : = € Eo e ||lz| <1} < sup{||T(z)[| : 2 € E e |[zf| < 1} = |[T]],

o que nos fornece ||T'|| = [T}, || para todo T € H.
Seja agora T' € span({T,, : n € N}) dado. Podemos tomar k € N e ay,...,a; € K tais
k
que T = > a;T;. Para cada ¢ = 1,...,k, podemos tomar uma sequéncia (a’), em D
i=1
tal que a’, s a;, donde decorre que lim a!,T; = a;T;. Temos
n—oo
k
T = Z a;T; (definicao de T')
i=1
k
= Z lim a'T; (lim o' T; = a;T;)
— n—00 n—00
k
= || lim Z aT; (propiedade de limite)
k
= nh_}ﬂ;@ Zl a,T; (a norma é continua)
k k
= nlggo ( anTi> (pois Z a,T; € H).
=1 |Eo =1
k
= nlggo (Z %Ti> (a norma é continua)
i=1 |Eo
k
= <lim Z aZnTZ) (a restrigao é continua)
n—oo £
i=1 |Eo
k
= <Z lim aﬂ}) (propriedade de limite)
n—oo
i=1 [Eo
k
= (Z aﬂ}) (lim a,T; = a;T;)
n—oo
=1 |Eo
= ||}z || (definigao de T').
Esta provado que ||T|| = ||71}g,|| para todo T' € span({T,, : n € N}). Para finalizar

a demonstragao, seja 1" € span({7,, :

span({7},, : n € N}) tal que lim S, =T, temos
n—oo

I = |

lim S,
n—oo

n € N}). Tomando uma sequéncia (5,)5, em

= Jim ||, = lim [[S,ym, | = |
n—00 n—00
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= sup{’ lim Sn|EO(x)H cx € Eyelz| < 1}
n—oo

= sup{ lim Sn(:c)H cx € Epelz| < 1}
n—oo

= sup{[|T(2)]| -z € Ep e [[z]] <1} = |[T]g||

A demonstracao do lema esta completa. n

O seguinte resultado esta enunciado como exercicio em [17, Chapter V].

Lema 4.1.8. Seja E um espago de Banach com base incondicional (x,)2, e coeficientes
coordenados ()2 ,. Entdo existe K > 0 tal que para todo x € E e toda sequéncia
(&n)oZs € Buy,, tem-se

<K

n=1

o0
n=1

Demonstragao. Pela Proposigao 1.6.6 existe K > 0 tal que, para quaisquer sequéncias
()2, (b,)22, € Uy com |b,| < |a,| para todo n € N, tem-se

anxn <K Z AnZnll - (4.2)
n=1 n=1
Sejam z € E e (§,)%°, € By quaisquer. Para N € N, defina
(0n)22, = (&2%(x), ..., EnTi(2),0,0,...)
(Gn)ory = (x](x),..., 2N (2),0,0,...)
Note que (a,)5, (l;n);’f:l € l e, além disso:
|i) | = &l lap ()], 1<n <N
" 0, n>N
[l le@)), 1< N
- 0, n>N
_ Jlzn (@)l 1<n<N
N 0, n>N
= |&n‘
Segue de (4.2) que
N N
an:c;(:c)xn <K fol(a:)xn para todo N € N. (4.3)
n=1 n=1

oo
Como (z,)52, é base incondicional, a série > 2 (x)x, é incondicionalmente convergente.

n=

1
Do Teorema 1.6.3 tem-se que a série Y &,x)(x)x, converge. Fazendo N — oo em (4.3),

n=1
ifnwi(:c)a:n <K ix;(x)xn
n=1 n=1
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Lema 4.1.9. Sejam E, F e G espagos de Banach, (g,)22, uma base incondicional de G,
T e L(E,G)eBeL(G,F). Entao

U: l — L(E,F) angn 9n),

define um operador linear continuo, onde (g%)°2, € a sequéncia de funcionais coordenados

associada com a base (g,)2 ;.

Demonstra¢ao. Provemos que ¥ estd bem definida. Seja £ = (£,)5%, € lw, distinto da
sequéncia nula. Devemos provar que W(§) € L(E, F). Para qualquer = € E, T(z) € G

e, como (g,)%; ¢é base incondicional, a série »_ ¢*(T'(x))g, converge incondicionalmente.
n=1

Pelo Teorema 1.6.3, > &,9:(T(x))g, converge em G. Como B € L(G, F),

n=1

B (Z énQZ(T(J?))gn) =D &uon(T(2))Blga) = V()(x), (4.4)

com a convergéncia ocorrrendo em F'. Isso prova que W(&) estd bem definida.
Para provar que ¥ () é linear, sejam x,y € E' e a € K. De

\I’ OzZE—f-y Zgngn O‘*T"‘y Zgngn a:zc +T( ))B(gn)
= Z& gu(T(ax)) + g5(T(y))] B(gn)

= Z (6095 (T () B(gn) + £n95(T () B(gn)]
= Z &gy (T () B(gn) + > &0 (T(y)) B(gn)
=Y &ugn(T(2)B(gn) + Y &ngin(T () B(gn)

— QU (E)(2) + U(E)(y)

concluimos que ¥(¢) é linear.
Para provar que o operador linear W(¢) é continuo, usaremos o Lema 4.1.8 que afirma

que, para a base incondicional (g,)32 ,, existe C' > 0 tal que, paratodoy = > g:(y)g, € G

n=1
e para toda sequéncia (1,)32, € By, tem-se
<C- =C-lyl- (4.5)
Como H;h = <H§|T ) € By, de (4.5) segue que, para todo = € E,
gn(T(2))gn || < C-[|T'()]- (4.6)
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Disso decorre que

(4.4)

(&) (2

bl

BI|-[€]loc- 9n(T(2))gn

< 1B l€lloe C- 1T ()
< 1Bl ll€lloo - € - IT1[- [l

Como o nimero || B||-[[{]|e- C-||T|| é constante para cada ¢ fixado, obtemos que ¥ () é
continuo e, mais ainda,

NN < IBI-ITN- € -lI€ oo (4.7)

Esta provado que ¥(§) € L(E, F), e portanto ¥ esta bem definida.

Para provar que W ¢ linear, sejam & = (£,)0° 1,7 = (Nn)p2, € e € a € K. Para
qualquer z € F,

oo

(ol +n)(x) = U((an + )i (@) = > (b + 1) g (T () B(gn)

n=1

= [a&ugi(T(x)) B(gn) + nugi(T(x)) B(gn)]

=a) &g(T(2)B(ga) + Znngn B(gn)

= a¥(§)(z) + W (n)(x)
= (a¥(§) +¥(n)) (x),

provando que ¥(a& + 1) = a¥(§) + ¥(n), logo ¥ é linear.
Como VU é um operador linear, por (4.7) segue que ¥ é continuo. O

Concluimos esta secao de resultados preparatérios com mais um resultado devido a
Kalton, este sim demonstrado em [30].

Teorema 4.1.10. Sejam E um espago de Banach separavel e ¢: by, — L(F,ls) u
operador linear continuo tal que ¢(e,) = 0 para todo n € N, onde (e,)>2, sao os vetores
canonicos unitarios de L. FEntdo existe um subconjunto infinito M de N tal que, para
toda sequéncia

§ € Lloo(M) = {(§n)nzy & (§n)ney € loo €&, =0,V & M},
tem-se ¢p(§) = 0.
Demonstragao. Veja [30, Proposition 5. ]
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4.2 O Teorema de Ghenciu e sua demonstracao

Agora estamos em condigoes de abordar a demonstragao do Teorema de Ghenciu,
que, como veremos no proximo capitulo, sera uma poderosa ferramenta para o estudo de
subespacos nao complementados em espagos de polindmios homogéneos.

Teorema 4.2.1. (Teorema de Ghenciu [25, Theorem 1.]) Sejam E e F' espagos de Banach
e seja G um espago de Banach com base incondicional (g;),-, e funcionais coeficientes

(9?);21

(i) Se existem operadores R € L(G;F) e S € L(E;G) tais que (R(g;));=; € uma
sequéncia bdsica seminormalizada em F' e {S* (gF) : i € N} ndo € relativamente fra-
camente compacto em E*, entio W (E; F') nao é complementado em L(E; F).

(ii) Se existem operadores R € L(G;F) e S € L(E;G) tais que (R(g;));o; € uma
sequéncia bdsica seminormalizada em F e {S* (gf) : 1 € N} nao € relativamente
compacto em E*, entdo IKC (E; F') ndo é complementado em L(E; F).

Demonstragao. (i) Por {S*(gf) : n € N} nao ser relativamente fracamente compacto em
L, pelo Lema 4.1.4 existe uma subsequéncia (g;;)72; de (¢;)2; tal que (S*(g;))32; nao
admlte subsequéncia fracamente convergente em E*.

Denote por Gy = span({g;, : j € N}) € G. Pelo Lema 3.1.6, (g;;)52, ¢ base de
Schauder de Gy. E como a base (g;,)32, é subsequéncia de uma base incondicional, é
imediato que ela também ¢ base incondicional. Chamemos y; = R(g;,;) para todo j € N.
Como (y;)22, é subsequéncia da sequéncia basica seminormalizada (R(g;))72,, pelo Lema
3.1.6 segue que (y;)72; é uma sequéncia bdsica seminormalizada em F. Ou seja, (y;) é
uma base de Schauder para Fy :=Span({y; : j € N}). Pela Proposigao 4.1.5, os funcionais

coeficientes (y5)32, associados com (y;)32, em Fy sao limitados em Fy. E imediato que
B: GO — F ) B(g) :R(g)7

define um operador linear continuo. Pela Proposicao 3.1.7, Gy é subespago complementado
em GG. Podemos entao tomar p: G — G uma projecao sobre Gy. Como p(G) = Gy, a
expressao

T: FE— Gy, T(z)=p(S(x)),

¢ um operador linear continuo bem definido.

Estamos agora em condicoes de aplicar o Lema 4.1.9 para os espacos de Banach E e
F, o espaco Gy que tem a sequéncia (gij)‘]?‘;l como base incondicional, e os operadores T’
e B. Fazendo isso, concluimos que a definicao

‘III goo — E(E, F) Z g]gzj gZJ Zgjgzj y]7 (48)

fornece um operador linear continuo. Como o conjunto {y; : j € N} é enumeravel e Fj
é o subespaco fechado gerado por esse conjunto, segue da Proposicao 1.1.12 que Fy é
separavel. E, pela Proposicao 1.2.10, Fy é isometricamente isomorfo a um subespaco de
(. Existe entdo uma isometria linear J: Fy — (. Pelo Teorema de Phillips (Teorema
1.2.9), existe uma extensao linear A: ' — (o, de J com ||A]| = || ]|
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Pelo Lema 4.1.7 existe um subespaco separavel e fechado Fy de F tal que, chamando
D = span({g; oT : j € N}) C E*, temos ||zjy || = ||[z*|| para todo 2* € D. Segue que,
chamando D\g, == {z], : =" € D} C E,

Ri: D — Dig, , Ri(z") = T,

¢ um isomorfismo isométrico. Como D ¢é fechado em E*, D é espaco de Banach pelo
Teorema 1.1.7. E do Lema 4.1.1 segue que D|g, ¢ espaco de Banach e, novamente pelo
Teorema 1.1.7, D|g, ¢ fechado em Ej.

Suponha que W(E, F) seja complementado em L(F, F) esejay: L(E,F) — L(E, F)
uma projegao sobre W(E, F'). Note que, para qualquer £ € £, vale que U(§) € L(E,F) e
portanto, (Yo W)(&) = v(V(§)) € W(E, F'). Como a restricao de um operador fracamente
compacto a um subespago fechado também é um operador fracamente compacto (isso
segue, por exemplo, da Proposicao 1.4.14), obtemos que ((7 o V)(§))m, € W(Eo, F).
Aplicando mais uma vez a Proposi¢ao 1.4.14, a composi¢ao Ao [((7 0 ¥)(€))r,] pertence
a W(Ey, ). Isso nos permite concluir o seguinte operador esta bem definido:

s oo — W(En, teo) , (€)= Ao [((10 W)€,

Provemos que p é um operador linear continuo. Para isso sejam &£, € f, e a € K
quaisquer. De

plag +n) = Ao |(yo W)(ag + )y, | = Ao [(aly o W)(E) + (0 V)m));,
= Ao [(aly 0 95, + (7o V)0))y 5

— Ao :a ((yo xp)(g))‘Eo} + Ao [((7 o ‘If)(n))mo}
= ap(§) + un),

concluimos que pu ¢ linear. E de

()l = | 4o [((ro 0N g, || < 1411 (3 0 9,
< A6 o BN < 1Ay o B €]l

obtemos que p é continuo e ||u|| < ||Al - |[(v o )|

Observe agora que, para qualquer & € (o, como ¥(§) € L(E, F), segue que (V()) g, €
L(Ey, F'). Pela propriedade de que a composicao de operadores lineares continuos é um
operador linear continuo, concluimos que a composicao Ao [(¥(€))x,] € L(Eo, lx). As-
sim, o operador abaixo estd bem definido:

viloe — L(Ey, ls) , v(§) =Ao [(\D(O)IEJ :

Argumentando exatamente como no caso do operador u, concluimos que v também é um
operador linear continuo. Considerando, uma vez mais, os vetores canonicos unitarios
J— n\oo 3 A n __ > n __ _ >
(en)pZy de Lo, e escrevendo e, = (e)52, (isto é, ef = 0sen # jee] = 1sen = j),
temos, para todo n € N,

Ze g; (T = 9i.(T(x))y;.
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Isso mostra que ¥(e,) = (g;‘n o T) ® 1y, para todo n. Em particular, cada ¥(e,) tem posto
1. Como pelo Corolario 2.3.13, os operadores de posto finito sao compactos, e fracamente
compactos, temos V(e,) € W(FE, F) para todo n. Usando que v fixa os elementos de
W(E, F') por ser uma projecao sobre esse espaco, segue que v(¥(e,)) = ¥(e,) para todo
n. Dai,

plen) = Ao [(v0 W)(ea)) g, = Ao [(W(en)) 5, ] = vlen) (49)

para todo n € N. Chamemos ¢ := u — v € L({y,L(Fy,ls)). Por (4.9), ¢(e,) =
p(en) — v(e,) = 0 para todo n € N. Como Ej é subespago fechado, logo Banach pela
Proposicao 1.1.7, Ey é um espaco de Banach separavel e temos todas as hipoteses do
Teorema 4.1.10. Existe entdo um subconjunto infinito M de N tal que ¢(§) = 0 para
toda sequéncia £ € (. (M) (a definigao de £ (M) encontra-se no enunciado do Teorema
4.1.10).

Definindo xa = (x;)52, por x; = 1se j€ M ex; =0sej¢ M, temos X € loo(M).
Portanto,

pxa) = v(xar) = o) = 0= uxar) = v(xm)-
Temos v(xar) = u(xar) € W(Ep, ) pela definigao de p, e isso implica que
v(xar) é um operador fracamente compacto. (4.10)

Essa tltima informacao foi obtida a partir das hipoteses do teorema e da suposicao de que
W(E, F) é complementado em L(FE, F). O préximo passo é provar que essa afirmagao é
falsa, chegando assim a um absurdo que provard que W(FE, F') nao é complementado em
L(EF).

Note que, por p ser uma projegao sobre Gy = span({g;, : j € N}), da Proposigao 3.1.7
segue que, para todo x € E|

T(x) = p(S(x)) = p (Z g;(S(x) ) Zgz] ))gi,-

Logo, para qualquer 57 € N,

g; (T(x)) = g7, (Z g:.(S glk> = g5,(S(x)) = S*(g,)(x),

o que prova que g; o T = S* (gfj). Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma sequéncia

(ij‘);";l em F™* tal que cada g;j* é extensao de y; em F e ||y~J*|| = |ly;ll. Assim, para o
operador adjunto W(x)*: F* — E*, j € Ne z € E, temos

W) () () = 3 (¥ (xar) (2 (Z 95, (T >
=Y i (T(@)y; ()

keM

= > S (g @)y} ()

keM
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= S*(g;) (@) (u)

keM
_ S (g )(x) ,sejEM
0 ,sej & M’

Em particular, \IJ(XM)*(yN;‘) = S5*(g;,) para todo j € M. Como M é um subcon-

junto infinito de N, (S*(g;,))jem ¢ uma subsequéncia de (S*(g;,))72, e como essa tltima

sequéncia nao admite subsequéncia fracamente convergente, a sequéncia (S*(gg;_ ))jem =

(\I/(X M)*(y?")) também nao admite subsequéncia fracamente convergente em E*. Pela
jeM

definicao de D,

(97, © T)senr = (5(g3iens = (¥00) () € D.

jeM
E como D é subespaco de E*, (\II(XM)*(gE‘)> nao admite subsequéncia fracamente
jEM
convergente em D pelo Lema 4.1.2. Como R; ¢ uma isometria linear entre D e D|g,, pelo
Lema 4.1.3 a imagem por R; de uma sequéncia que nao é fracamente convergente também
nao é fracamente convergente, portanto

(= (v @), = ([ @], )

nao admite subsequéncia fracamente convergente em D|g,. Como D|g, é subespago fe-
chado de Ej, pelo Teorema de Mazur (Teorema 1.4.8), sabemos que Djg, é fechado na

jEM

topologia fraca de Ef, e isso implica que ( [\II(X M)*(yN]* )} ‘ ) nao admite subsequéncia
Eo/
JjEM
fracamente convergente em Ej. Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10), o

conjunto { [‘II(XM)*<:&?)] VJ

JeM } nao ¢ fracamente compacto em FEj. Para todos

j€eNexe Ey, .
W0 )] (@) = W00 @)(@) = 5} () (@))
— 5 (WOanim(@) = (P0anim)” (7)),
0 que prova que [W(XM)*@)] b= (V000in)’ (4}) para todo j. Entdo o conjunto

w

{woan@)] , aenrh ={oane) @i e

w

ndo é fracamente compacto em Ej. Como a sequéncia (y;)32, € limitada e [Jy;| = ||y~]*||
para todo j € M, a sequéncia (yN;k)z";l também ¢ limitada. Pela definicao de operador fra-

camente compacto segue que o operador (¥(xar)jg,) nao é um operador fracamente com-
pacto. Pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.4.15), obtemos que ¥(x)|g, também
nao é fracamente compacto. Por definicao de ¥ temos

() (@) = > g5 (T(x))y

JEM
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para todo x € Ey, o que implica que a imagem de W(xa)g, esta contida em Fy. Como
J: Fy — l ¢ isometria linear, pelo Lema 4.1.6 concluimos que J o W(xa)|g, nao é
fracamente compacto. Como A e J coincidem em Fjy, espaco este que contém a imagem
de W(xar)|5,, segue que v(xar) = AoV(xar) g, = J oV (Xam) k- Isso prova que o operador
v(x ) nao é fracamente compacto. Tendo em vista (4.10), isso é uma contradi¢ao. Assim,
por redugao ao absurdo, concluimos que W(E, F') nao é complementado em L(E, F).

(ii) No caso compacto do teorema, a demonstracao é aniloga e baseia-se nas proprieda-
des correspondentes da teoria de compacidade na topologia da norma. Por exemplo, para
o caso compacto, utiliza-se o Teorema de Schauder (Teorema 1.3.9) no lugar do Teorema
de Gantmacher (Teorema 1.4.15), usado no caso fracamente compacto. ]
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Capitulo 5

Subespacos nao complementados de
espacos de polinomios

Sejam FE e F' espacos de Banach e n € N. No Capitulo 3, estudamos que os espacos
Pi("E, F) dos polinémios compactos, Py (" E; F) dos polinémios fracamente compactos e
P.("E; F) dos polinémios fracamente continuos sobre limitados s@o subespagos fechados
de P("E; F'). Assim, faz todo sentido perguntar se esses subespagos sao complementados
em P("E; F) ou nao. Frequentemente, é mais desafiador demonstrar que um espago nao é
complementado do que provar que ele é. Neste capitulo, focamos em identificar condi¢oes
necessarias para que os espagos mencionados nao sejam complementados em P("E; F).
Este capitulo é fortemente baseado nos resultados provados em Pérez [43].

5.1 Casos polinomiais do Teorema de Ghenciu

Nosso primeiro objetivo neste capitulo é generalizar o Teorema de Ghenciu (Teorema
4.2.1) para espagos de polinomios homogéneos; e aplicar essa generalizagdo para os su-
bespacos especificos de polinomios mencionados na introducao deste capitulo. A partir
dessa generalizacao, obteremos, posteriormente, uma variedade de resultados. A seguir,
apresentamos a versao do Teorema 4.2.1 adaptada para o caso dos espagos de polinomios
compactos e fracamente compactos.

Teorema 5.1.1. Sejam E e F' espacos de Banach e seja G um espaco de Banach com
base incondicional (g,),—, e funcionais coeficientes (i)~ ;.

(i) Se existem operadores R € L(G;F) e S € L(E;Q) tais que (R(gy)),—, € uma
sequéncia bdasica seminormalizada em F e {S*(g%) : n € N} nao € relativamente
compacto em E*, entdo Px ("E; F) nao é complementado em P("E; F) para cada
n € N.

(ii) Se existem operadores R € L(G;F) e S € L(E;G) tais que (R(gn)),—, € uma
sequéncia bdsica seminormalizada em F e {S* (g}) : n € N} ndo é fracamente rela-
tivamente compacto em E*, entdo Py ("E; F) ndo é complementado em P("E; F)
para cada n € N.

Demonstragao. (i) O cason = 1, isto é, K(E; F') ndo é complementado em L(E, F), segue
do Teorema de Ghenciu.
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Seja n > 1. Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(i), existe um isomorfismo entre P("E; F') e

(® ) F) que transforma, de maneira biunivoca, Pi("E; F) em K (®:’SE, F) Supo-

nha que P;C(”E; F') seja complementado em P("E; F'). Pela Proposigao 3.1.8 segue que

(®n °E, F) ¢é complementado em £ (®n’sE F) e, portanto, existe m: L (®:’SE, F) —

L (®“E F) uma projecao sobre K (® °E F) Pelo Corolario 3.1.13 sabemos que E é

isomorfo a um subespaco complementado de (2{)7r °*E. Segue do Teorema 3.1.9 que existem
uwe L(B,&°E)eve L(®RE, E) tais que vou = Idg. Definimos

p: LIE,F) — L(E,F), p(T)=n(Tov)ou

Vejamos que p esta bem definida. De fato, como T'ov € L (®Z’SE, F), temos w(T ov) €
K (©,°E, F). Pela propriedade de ideal de K (Proposicao 1.3.8), m(Tov)ou € K(E, F) C
L(E, F). A boa definigao de p esta estabelecida e, além disso, a imagem de p esta contida
em K(E, F). A linearidade e continuidade de p sao imediatas de sua definigao.

Para cada T € IC(E, F), temos Tov € K (®:’8E, F) novamente pela Proposi¢ao 1.3.8,
e, como 7 é uma projecao sobre K (®:’SE, F), (T ov) =T owv. Portanto,

p(T)=m(Tov)ou=(Tov)ou=To(vou)=Toldg=T.

Da Proposicao 3.1.2 decorre que p é uma projegao sobre IC(E, F') e, portanto, IC(E, F') é
complementado em L(E, F'), contradizendo o caso n = 1. Estd provado que Px("FE; F)
nao é complementado em P("E; F).

(ii) Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(i1), o isomorfismo de linearizacdo entre 0s espagos
P"E;F) el (®:’SE, F) também transforma, de maneira biunivoca, Py ("E; F) em W (®:’5E, F)
Isso quer dizer que podemos proceder neste caso de forma andloga ao que fizemos na de-
monstrag¢ao do item (i) para obter o resultado. O

Nosso préximo passo é demonstrar um teorema andlogo ao anterior para os espagos de
polindmios fracamente continuos sobre conjuntos limitados. Contudo, pela Observagao
2.4.5, nao ¢é possivel aplicar o mesmo método utilizado na demonstracao anterior, pois,
usando a linearizacao de polinomios no produto tensorial simétrico projetivo, nao pode-

~Am,s X

mos garantir um isomorfismo entre P,("E; F) e P, (1® E; F) K (® E; F) Para
alcancar o resultado desejado, é necessario primeiro estabelecer o seguinte lema:

Lema 5.1.2. Sejam Q um ideal coerente de polinomios, E e F' espagos de Banach, p €
E*, xg € E com o(x0) = ||zo|| = ||@|l = 1 e considere os operadores

A: P("E;F) — P("™E; F) ,[A(P)] (z) = ¢(x)P(z) e

D:P("E;F) — P(""E;F) , [D(P)](z) = P(x) — P(x — p(x)x0).

Entio A € L(P("E;F),P(""E,F)) e B:= Ao D € L(P(""'E;F),P("E;F)) com
BoA =1, onde I denota o operador identidade em P("E; F) e A~! € 0 inverso de A sobre
sua 1magem. Além disso, B(P) = (A~' o D)(P) € Q("E; F) para todo P € Q(""'E; F) e
A(P) € Q(""'E; F) para todo P € Q("E; F).

Demonstracao. Pela demonstracao do Teorema 3.2.1 sabemos que A é um isomorfismo
sobre sua imagem e que D é projecao sobre a imagem de A. Isso implica, em particular,
que A e B sao operadores lineares continuos bem definidos. E imediato que Bo A = 1.
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Considere o operador linear continuo v: £ — E definido por u(z) = . — ¢(x)z, para
todo x € E. Como Q ¢ ideal coerente de polinomios,

D(P)=P—Pouc Q("™E; F) para todo P € Q(""E; I).

Conforme provado na demonstracao do Teorema 3.2.1,

A_I(D(P))(ZE) _ Z (n+ 1) (—1)Z+180($)1_1DE/P)($6, :L‘n+1_i)

= Z ("TH e (0 0 p) @)

para todo x € E. Por Q ser ideal coerente de polinémios, ¢'~* ®D(P),; € Q("E; I) para

todo i =1,...,n+ 1, donde segue imediatamente da expressao acima que A~1(D(P)) €
Q("E; F). A condigao A(P) € Q(""E; F) segue diretamente da propriedade de ideal de
Q. O

Teorema 5.1.3. Sejam E e F espacos de Banach e seja G um espaco de Banach com
base incondicional (g,),—, e funcionais coeficientes (gk),—,. Se existem operadores R €
L(G;F) e S € L(E;Q) tais que (R(gn)),—, € uma sequéncia bdsica seminormalizada
em F e {S* (g5) : n € N} nao € relativamente compacto em E*, entao P, ("E;F) nao é

complementado em P("E; F) para cada n € N.

Demonstragao. Para n = 1, pela Proposicao 2.3.21 temos P,('E; F) = K(E; F). Segue
do Teorema de Ghenciu que P, (*E; F') nao é complementado em L(E; F).

Procederemos agora por inducao sobre o grau de homogeneidade n. Suponhamos
que P, ("1 E; F) seja complementado em P("T E; F) e consideremos m: P("™E; F) —
P("LE; F) projecao sobre P, ("1 E; F). Seja ¢ € E tal que ||zq]| = 1. Por consequéncia
do Teorema de Hahn-Banach (na forma do Coroldrio 1.2.8), existe ¢ € E* tal que ||¢| =
¢(xg) = ||xo]| = 1. Sabemos da Proposigao 2.3.24 que P, ¢é ideal coerente de polinomios.
Podemos entao aplicar o Lema 5.1.2 para Q = P, para garantir que existem operadores
A€ L(POE;F),P(" E; F))e B € L(P("E; F), P("E; F)) tais que BoA = ppupyp),
B(P,("t"'E; F)) C P,("E; F) e A(P("E; F)) C P,(""'E; F). Defina agora

p: P("E; F) — P("ES F) , p(P) = B(m(A(P))).
Como sempre, vejamos que p esta bem definida:
P eP("E;F) = A(P) € P(""'E; F) = 7(A(P)) € P,(""'E; F)
— B(n(A(P))) € P,("E;F) CP("E; F) .. p esta bem definida.
Se P e P,("E; F), entao A(P) € P,("E; F) e, portanto, m(A(P)) = A(P). Assim,
p(P) = B(n(A(P))) = B(A(P)) = P para todo P € P,("E; F).

Pela Proposicao 3.1.2, temos que p é projegao sobre P,("E; F') e, portanto, P,("F; F)
é complementado em P("E;F). Provamos entao que P, ("' FE;F) seja complemen-
tado emP ("' E; F) implica que P,("FE;F) é complementado em P("FE;F). Uma re-
peticdo do processo com n no lugar de n + 1 nos permite concluir que P, (" 'E; F) é
complementado em P(""'E; F). Apds um ntimero finito de repetigoes, concluimos que
K(E;F)=P,('E;F) é complementado em L(E; F) = P(*E; F). Como isso contradiz o
caso linear n = 1, concluimos que P, ("E; F') nao é complementado em P("E; F). ]

67



5.2 Aplicacgoes

Agora que temos os casos do Teorema 4.2.1 para algumas classes de polinomios ho-
mogeéneos, apresentaremos nesta secao uma série de consequéncias, organizadas como
corolarios, que sao generalizacoes de resultados conhecidos. Para cada enunciado, indica-
remos a fonte original do resultado generalizado e, em seguida, apresentaremos a demons-
tracao correspondente. Precisamos primeiramente de alguns resultados preparatérios.

Lema 5.2.1. Sejam E e F espagos de Banach e T € L(E; F) um isomorfismo sobre sua
imagem. Se E tem uma base de Schauder (x,)32, (seminormalizada), entio (T'(x,))5,
¢ uma sequéncia bdsica em F (seminormalizada).

Demonstragao. Pelo Lema 4.1.1 sabemos que T'(E) é um espaco de Banach com a norma
herdada de F. Seja y € T(F). Como T é um isomorfismo sobre sua imagem, existe
um unico x € E tal que T'(z) = y. Por (z,)7, ser base de Schauder de E, existe uma

tnica sequéncia (a,)5; C K tal que z = > a,x,. Além disso, usando a linearidade ¢ a

n=1
continuidade de T" € L(E; F'), temos

[e9) k k
y=T(x)=T (; an$n> =T <kh_>rgo 2 anxn> = kh_}rgoT (Z anxn>
k

= lim > onT(@n) = 3 anT(en)

Como T é injetora, essa representacao ¢ unica para cada y € T(E). Assim, (T(z,)),—,

¢ uma base de Schauder de T'(E). Pelo Teorema 1.1.7, [T(z,) : n € N] C T(E) = T'(F),
onde segue que (T'(x,)),—, é uma base de Schauder de [T'(z,) : n € NJ, e portanto é uma
sequéncia basica.

Se (2,)52, ¢ seminormalizada, existe K > 0 tal que + < ||z,|| < K para todo n € N.
Por T denotamos o isomorfismo Tjg: E — T(E). Dessa forma, para todo n € N

= < el = 1T (T @)l < 1T 1T ()l

K
1
= oty < 1T @)l < 1T flzall < KT,
(vl
provando que (T(z,))2, é uma sequéncia bésica seminormalizada em F'. O

o0
n=1

Lema 5.2.2. Sejam E um espago de Banach e (x})
para zero em E*. Entao

uma sequéncia w*-convergente

S:E— ¢y, S(z):=(x)(x))2

n n=1»

¢ um operador linear continuo. Mais ainda, S*(e},) = x para todo n € N.

Demonstragao. Para todo x € E, z:(x) — 0 pois a7 I 0, portanto S estd bem
definida. Pela linearidade de cada x e pela convergéncia da soma finita de sequéncias
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convergentes, segue que S é linear. Por (z})°° ;| ser uma sequéncia w*-convergente, temos
sup ||z} || < oo pela Proposigao 1.5.3. Dali,
neN

1S (@)l = l[(z7(2))nzillc = sup [z, (x)| < sup [l ]| - ||l
neN neN

o que prova a continuidade de S. Para todos v € E e n € N,

S*(en)(x) = €, (5(2)) = e, (27 (2))Z) = 7, (),
donde segue que S*(e}) = x} para todo n € N. O

Lema 5.2.3. Sejam E um espa¢o normado e (x})°, uma sequéncia em E* que € w*-
o0

convergente para zero mas nao € fracamente convergente para zero. Entdo (x})02, admite
uma subsequéncia que nao possui subsequéncia fracamente convergente em E*.

[e.9]

Demonstragdo. Primeiramente note que, se (z;, )2, ¢ qualquer subsequéncia de (z};)52

n=1
convergente fracamente para algum y* € E*, como ), I 0, tem-se “"5 0. Neste
caso, x (v) = Jy(z)) — 0. Como ¢(z} ) — ¢(y*) para todo ¢ € E*, segue que
J:(y*) = 0 para todo z € E. Isso implica que y*(x) = 0 para todo x € FE, e, portanto,
y* = 0. Em resumo, se (z, )72, é uma subsequéncia de ()52, que converge fracamente,
entao 0.

Suponhamos que toda subsequéncia de (z7)°, admita uma subsequéncia fracamente
convergente. Pelo paragrafo anterior, essa convergéncia seria necessariamente para 0.
Como (x})2° ; ndo converge fracamente para 0, existe uma vizinhanga U de 0 na topologia
fraca de E* para a qual nao existe N € N tal que z;, € U para todo n > N. Isso implica,
em particular, que existem infinitos elementos da sequéncia que nao pertencem a U.
Seja (x;, )2, a subsequéncia formada por todos esses elementos. Pela suposicao feita,
(a:;:l)fil teria uma subsequéncia fracamente convergente para 0. Isso implicaria que um
nimero infinito de termos dessa sequéncia pertenceriam a U. Isso é uma contradi¢ao pois,
por construcao, todos os pontos desta sequéncia nao pertencem a U. Essa contradicao
prova que (x})°2; admite uma subsequéncia que nao possui subsequéncia fracamente
convergente. O

Definicao 5.2.4. Seja F um espaco de Banach. Dizemos que E tem a propriedade de
Grothendieck se toda sequéncia de E* w*-convergente é w-convergente.

Exemplo 5.2.5. (i) Como as topologias fraca e fraca-estrela coincidem em E* para todo
espago reflexivo E (veja [11, Proposicao 6.3.8(b)]), segue que todo espago reflexivo tem a
propriedade de Grothendieck.

(i) E bem conhecido que £ tem a propriedade de Grothendieck (veja [17]). Um outro
exemplo de espaco nao reflexivo que tem a propriedade de Grothendieck pode ser encon-
trado em [12].

(iii) Pelo Exemplo 1.4.4, ¢} = ¢, tem uma sequéncia w*-convergente para 0 que nao é
w—convergente para 0. Portanto, ¢y nao tem a propriedade de Grothendieck. Na ver-
dade, vale algo bem mais geral: Todo espaco de Banach separavel e nao reflexivo nao tem
a propriedade de Grothendieck (veja [23, Exercise 3.42(iii)]). Em particular, os espagos
do item (ii) ndo sdo separdveis.
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Proposicao 5.2.6. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espaco de Banach
E:

(a) E tem a propriedade de Grothendieck.
(b) Toda sequéncia w*-convergente para zero em E* é w-convergente para zero.

Demonstracao. A implicagao (a)==(b) é imediata da defini¢do da propriedade de Grothen-
dieck.

(b)=(a) Seja (z})>, uma sequéncia w*-convergente para z* em E*. Considere a
sequéncia (x} — x*)%2, C E*. Para qualquer = € E,

*
n

(2, — 2")(2) = @, (2) — 2" () — 27(2) — 2"(2x) = 0,

portanto z; — z* “0. Por hipétese, z* — x* — 0, portanto, para qualquer ¢ € E*,

p(z;, — ") = p(z;,) — p(z*) — 0.

*

Entdo p(z%) — ¢(x*) para todo ¢ € E*, e portanto x¥ —— z*. Segue que E tem a
propriedade de Grothendieck. O

A partir de agora, as consequéncias do Teorema 5.1.1 serao rotuladas como corolarios.
O corolério a seguir generaliza, para o caso polinomial, os resultados [21, Theorem 2
e Theorem 3] e [5, Theorem 4].

Corolario 5.2.7. Sejam E e F espacos de Banach tais que E nao tem a propriedade de
Grothendieck e F' contém uma copia de co. Entao Pw("E; F) ndo é complementado em
P("E; F) para todo n € N.

Demonstragao. Considere a base canonica (e;):2, de ¢y, (e)2, os funcionais coeficientes,
e R: ¢o — F um isomorfismo sobre sua imagem. Como |e;|| = 1 para todo ¢ € N, pelo
Lema 5.2.1 sabemos que (R(e;))°, é uma sequéncia bésica seminormalizada em F.

Por outro lado, como E nao tem a propriedade de Grothendieck, existe uma sequéncia
(xF)2, que é w*-convergente para zero em E* mas nao é w-convergente para zero. Pelo
Lema 5.2.3, podemos supor que (z})°; é uma sequéncia em E* que nao admite sub-
sequéncia fracamente convergente em E*.

Definindo S: E — ¢y por S(z) = (z}(x))°, para todo x € FE, pelo Lema 5.2.2

sabemos que S é um operador linear continuo e que S*(ef) = z} para todo i € N.
Como (z})$2, nao admite subsequéncia fracamente convergente em E*, pelo Teorema de

Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10) o conjunto {S*(e}):i € N}J(E’E*) nao é fracamente

compacto em E*. Isso é o mesmo que dizer que o conjunto {S*(ef) : ¢ € N} nao é
relativamente fracamente compacto. Aplicando o Teorema 5.1.1(ii) com G = ¢y, obtemos
que Pw("E; F') ndo é complementado em P("E; F') para todo n € N. ]

O préximo corolario generaliza o resultado linear [21, Corollary 4].

Corolario 5.2.8. Sejam E e I espacos de Banach tais que F' contém uma copia de cq e
E contém uma cépia complementada de co. Entao Pw("E; F) nao é complementado em
P("E; F) para todo n € N.
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Demonstracao. Pelo Exemplo 5.2.5, ¢y nao tem a propriedade de Grothendieck, logo
Pw("co; F') nao ¢ complementado em P("co; F') para todo n € N pelo Coroldrio 5.2.7.
Por outro lado, suponha que para algum n € N seja verdade que Py (" E; F) é comple-
mentado em P("E; F). Como ¢y — E, da Proposicao 3.2.4(i) decorre que Pyy("co; F) é
complementado em P("cy; F'), o qual é uma contradigao. Conclui-se que Py, ("E; F') nao
é complementado em P("E; F') para todo n € N. ]

O préximo corolério generaliza o resultado linear [24, Corollary 4] para o caso polino-
mial.

Corolario 5.2.9. Sejam E e F' espacgos de Banach. Se F contém uma copia de ¢y e E €
de dimensao infinita, entao:

(a) Px("E; F) nao é complementado em P("E; F) para todo n € N.
(b) Pu("E; F) nao é complementado em P("E; F) para todo n € N.

Demonstrag¢ao. Por E ter dimensao infinita, pelo Teorema de Josefson-Nissenzweig (Te-
orema 1.5.5), existe uma sequéncia (x})$°, tal que 5 0em E* e |zf|| = 1 para todo
i € N.

Suponha que (77)72; tenha uma subsequéncia (z; )72, convergente em norma para
algum r* € E*. Neste caso, as Proposicoes 1.4.3 e 1.5.2(a) garantem que (zj )72, ¢é
também w*-convergente para z*. Além disso, em qualquer topologia, toda subsequéncia de
uma sequéncia convergente converge ao mesmo limite. Portanto, (z} )72, é w*-convergente
para 0. Como a topologia fraca* é de Hausdorff (Proposi¢ao 1.5.2(b)), temos z* = 0. Isso
implica que 1 = |z || — 0, o que ¢é absurdo. Assim, (z})2; ndo tem subsequéncia
convergente em norma. Pela Proposi¢ao 1.3.2 concluimos que o conjunto {z} : i € N} nao
é compacto.

Seja S: E — ¢y definido por S(z) = (z}(x))2,. Pelo Lema 5.2.2, S € L(E,¢) e
S*(ef) = aF para todo ¢. Isso implica, pelo que foi provado anteriormente, que o conjunto
{S*(e}) : i € N} nao é compacto.

Por hipétese, existe R : ¢cg —> F um isomorfismo sobre sua imagem. Pelo Lema 5.2.1,
sabemos que (R(e;))2, é uma sequéncia bésica seminormalizada em F. Assim, tomando
G = ¢p nos Teoremas 5.1.1(i) e 5.1.3, concluimos a demonstragao do item (a).

O item (b) segue analogamente, utilizando os resultados correspondentes ao caso fra-
camente continuo sobre limitados. ]

A seguir obtém-se uma generalizacao de [30, Theorem 5].

Corolario 5.2.10. Sejam E e F espacos de Banach. Se E contém uma copia comple-
mentada de {1 e F tem dimensao infinita, entao:

(a) Pc("E; F) nao é complementado em P("E; F) para todo n € N.
(b) Po("E; F) nao é complementado em P("E; F) para todo n € N.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, considere ¢; C E e seja p: F — E uma
projegao sobre ¢;. Portanto, p: E — (; definido por p(x) = p(x) para todo z € E, é
um operador linear continuo sobrejetor. Pela Proposicao 1.2.15, p*: {7 = (o, — E* é
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um isomorfismo sobre sua imagem. Considerando a base canonica (e;)32; de ¢;, do que
fizemos no Exemplo 1.2.2 segue que (e})°, é a sequéncia dos vetores canonicos de (4, a
qual ndo tem subsequéncia convergente. Pelo Lema 4.1.3, a sequéncia (p*(e}))2, nao tem
subsequéncia convergente em E*. Da Proposicao 1.3.2 é imediato que {p*(e}) :i € N}
nao é compacto em E*.

Por outro lado, como F' tem dimensao infinita, os Teoremas 1.6.10 e 1.6.11 garantem

que F' contém uma sequéncia basica normalizada (y;):2;. Definimos

o0

R: 61 — F , R(((Iz>fi1) = Za,y,

i=1
Note que, para toda sequéncia (a;)2, € {1,

o0 o0

D Maggill =D laal-llyill = Y lasl = (@) 1y < oo (5.1)
=1

=1 =1

Como F é espaco de Banach, temos R((a;)32;) = Y. a;y; € F pelo Teorema 1.6.2, o que
i=1
prova a boa definicao de R. A linearidade de R é imediata. Para a continuidade, usando

(5.1) obtemos
Z aiYi
i=1

para toda (a;)2, € {1, provando que ||R|| < 1. Como R(e;) = y; para todo 4, aplicando
os Teoremas 5.1.1() e 5.1.3 com S = p e G = {; concluimos a demonstracao. O

[1R((a:)Z)] =

o0
<D llayill = l1(a)Zalh
i=1

O tltimo coroldrio desta segao generaliza o resultado enunciado em [22, pag. 334].

Corolario 5.2.11. Sejam E e F' espacos de Banach. Se E contém uma copia de 1 e F
contém uma copia de ¢, para algum 2 < p < 0o, entao:

(a) Pc("E; F) nao é complementado em P("E; F') para todo n € N.
(b) P,("E; F) nao é complementado em P("E; F) para todo n € N.

Demonstragao. Por um resultado de [40], existe um subespaco fechado M de E tal que o
espago quociente E/M é isomorfo a /5 (veja a demonstracao de [43, Corollary 3.8]). Existe
entdo um isomorfismo 7': E/M — {5. Chame de 7: E — E/M a funcao canoénica de £
em F /M, a qual é um operador linear continuo sobrejetor (veja Teorema 1.7.4). Portanto,
S =Tom: E — {y é um operador linear continuo sobrejetor. Entao seu adjunto
S*: by — E* é um isomorfismo sobre sua imagem pela Proposi¢ao 1.2.15(b). Considere
a base incondicional canénica (e;)2; de ¢3, a qual ndo tem subsequéncia convergente em
l5. Do Lema 4.1.3 segue que (S*(e;))2; nao admite subsequéncia convergente em E*, e
portanto o conjunto {S*(e;) : ¢ € N} nao é compacto em E* pelo Lema 5.3.5.

Por outro lado, ¢ C lye |- |, < || |l2. Isso é o mesmo que dizer que a inclusao
i: ly —> {,, definida pela férmula i((a;)2;) = (@;)2;, é um operador linear continuo. Por
hipétese, existe um isomorfismo sobre sua imagem w: ¢, — F. Entao R := uoi: {5 — F
¢ um operador linear continuo. Mais ainda, pelo Lema 5.2.1 obtemos que (R(e;))2, =
(u(i(e;)))2; = (ule;))2; é uma sequéncia basica seminormalizada em F. Aplicando os
Teoremas 5.1.1(i) e 5.1.3 para G = {5, obtemos o resultado desejado. O
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5.3 Uma aplicacao usando medidas vetoriais

Muitas das ideias trabalhadas na teoria dos espacos de Banach tém suas origens na
teoria de medidas vetoriais, a qual ainda hoje é uma ferramenta fundamental no estudo
desses espacos. Aplicacoes de medidas vetoriais a temas proximos a esta dissertacao
podem ser encontradas nos trabalhos da prépria I. Ghenciu, veja [26, 27]. A seguir,
apresentaremos uma aplicacao ao tema dos subespacos de polindbmios homogéneos nao
complementados. O objetivo principal é detalhar as demonstragoes de alguns resultados
de [43]. Para isso, vamos primeiro apresentar as defini¢oes e os resultados bésicos da
teoria de medidas vetoriais que utilizaremos para este fim. Trata-se apenas de um breve
resumo; para mais detalhes o leitor deve consultar o excelente livro [19], de onde obtivemos
as definigoes e resultados que apresentamos a seguir.

Definicao 5.3.1. Seja 2 um conjunto. Uma colecao A de subconjuntos de ) é uma
algebra se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) 9,02 € A.
(i) Se A € A, entao A° € A.
(iii) Se Ay,..., A, € A, entao (A U---UA,) € A

Se, além disso, a seguinte condicao é satisfeita, diz-se que a colecao A é uma o-
dalgebra:

(iv) Se A, € A para todo n € N, entao |J A, € A.
n=1
Exemplo 5.3.2. Para um conjunto €2, tem-se de imediato da definicao de o-algebra que
a colegao de todos os subconjuntos de 2, comumente denotada por P(£2), é uma o-algebra
em ().

Definigao 5.3.3. Sejam A uma &algebra de subconjuntos de €2 e E um espago de Ba-
nach. Diz-se que uma funcao u: A — E é uma medida vetorial finitamente aditiva, ou
simplesmente medida vetorial, se para cada par de conjuntos disjuntos A;, As € A tem-se
(A1 U Az) = p(Ar) + p(As).

Diz-se que a medida vetorial p é uma medida vetorial limitada se existe M > 0 tal que
|u(A)|| < M para todo A € A.

Também diz-se que a medida vetorial p é uma medida vetorial fortemente aditiva se,
para toda sequéncia (A,)22; de conjuntos disjuntos dois a dois em A, tem-se que a série

o0 7
> u(A,) converge em E. E imediato que, neste caso, a convergéncia é incondicional.
n=1

De muita importancia para o nosso estudo sera o seguinte teorema.

Teorema 5.3.4 (Teorema de Diestel-Faires). Sejam A uma o-dlgebra de subconjuntos de
Q, E um espaco de Banach e p: A — E uma medida vetorial limitada. Se p nao €
fortemente aditiva, entdo E contém uma copia de lo.

Demonstragao. Veja [19, pag. 20 Theorem 2]. ]
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Lema 5.3.5. Sejam A uma dlgebra de subconjuntos de 2, E e F' espacos de Banach e
p: A — E uma medida vetorial. Se m € L(E;F), entdo mou: A — F € medida
vetorial. Além disso, se p for medida vetorial limitada, entao w o pu também € medida
vetorial limitada.

Demonstracao. A boa definicao de o p é clara. Sejam A;, Ay € A tais que A; N Ay = 0.
Como p é medida vetorial e 7 € linear, temos

(mop)(A1UAg) = m(u(Ar U Ag)) = m(u(Ar) + p(Az))
= m(p(Ar)) + m(u(Az)) = (7o p) (A1) + (m o p1)(As),
provando que 7 o u é medida vetorial.

Agora suponha que p seja limitada e tome M > 0 tal que ||u(A)|| < M para todo
A € A. Da continuidade de 7 segue que

[ o ) (A < il [l (A) | < Ml

para todo A € A. Esta provado que 7 o u é medida vetorial limitada. O]

Antes de desenvolver a aplicacao de medidas vetoriais ao assunto desta dissertacao,
precisamos apresentar alguns conceitos muito teis da teoria dos espacos de Banach.

Definig¢ao 5.3.6. Sejam E um espago de Banach e (z))ycq uma rede em E. Dizemos que
(xA)aeq € fracamente de Cauchy em E se a rede (p(xy))req for convergente em K para
todo p € E™.

Defini¢ao 5.3.7. Sejam E um espago de Banach e (z,),eny uma sequéncia em E. Dize-
mos que a série Y x, é fracamente incondicionalmente de Cauchy em E se, para cada

n=1
permutacao o: N — N, a sequéncia de somas parciais

k
n=1 keN

for fracamente de Cauchy em E, ou, equivalentemente, se a série

Z P(To(n))
n=1

for convergente em K para todo funcional ¢ € E*.

oo

Teorema 5.3.8. As sequintes afirmagdes sao equivalentes para uma sequéncia (T,)5

no espaco de Banach E:
(a) A série Y x, € fracamente incondicionalmente de Cauchy em E.
n=1

o0
(b) Para cada subsérie de Y x,, a sequéncia de somas parciais da subsérie é fracamente

n=1
de Cauchy em E.
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[e.@]
(c) A série Y o(z,) € absolutamente convergente para todo ¢ € E*.
n=1

[e.e]

(d) Para toda sequéncia (a,)> | € ¢, a série Y, a,x, converge em E.
n=1

(e) Existe M > 0 tal que

<M -max{|§,]| :n=1,...,m}

m
> &ntn
n=1

para todos m € N e &,...,&, € K.

(f) Eziste M > 0 tal que, para qualquer subconjunto finito F' de N e qualquer escolha
dos sinais &, = +1 para n € F, tem-se

> Gt

neF

<M.

Demonstracao. Para as equivaléncias dos itens (a) até (e), veja [35, Proposition 4.3.9],
para a equivaléncia desses itens com o item (f), veja [17, pag. 44. Theorem 6. O

oo
Exemplo 5.3.9. Considere (e,,)°, a base canonica de Schauder de ¢y. Entao > ane,
n=1
converge em ¢o para toda (a,)5; € ¢y. Pela equivaléncia (a)<=-(d) do teorema acima,
o

concluimos que a série Y e, é fracamente incondicionalmente de Cauchy em c.
n=1

Teorema 5.3.10. As sequintes afirmacoes sao equivalentes para um espaco de Banach

E:
o0
(i) Para toda sequéncia (,)52, em E tal que > |p(x,)| < oo para todo ¢ € E*, tem-se
n=1
que a série Y x, converge incondicionalmente em E.
n=1
(ii) E nao contém copia de cq.
Demonstragao. Veja [17, pag 45. Theorem 8]. ]

Lema 5.3.11. Isomorfismos entre espacos de Banach transformam séries fracamente in-
condicionalmente de Cauchy em séries fracamente incondicionalmente de Cauchy.

oo

Demonstragao. Seja T: E — F um isomorfismo entre espacos de Banach e seja (z,)5%,

o0
uma sequéncia em F tal que a série ) z,, é fracamente incondicionalmente de Cauchy
n=1

o0
em E. Devemos provar que a série » | T'(z,) é fracamente incondicionalmente de Cauchy
n=1
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oo
em F. Para isso, seja ¢ € ["*. Como poT € E* e > x, é fracamente incodicionalmente

n=1
de Cauchy em F, para qualquer permutacao o : N — N a série

<Z(90 o T)(xd(n))) = (Z @(T(Ia(nﬁ)
k=1 k=1

n=1 n=1

o0
converge em K. Como isso vale para todo ¢ € F*, segue que a série ) T'(x,) é fracamente
n=1
incondicionalmente de Cauchy em F'. [

O lema a seguir é simples e bem conhecido, optamos por incluir a demonstracao apenas
por completude.

[o.¢]

Lema 5.3.12. Se Y x,, € uma série convergente em um espago normado E, entdo
n=1

limx, = 0.

n

00 k
Demonstra¢ao. Chamemos de S a soma da série, isto é, S = > x, = lim ) z,,. Entéo
n=1
k=1
também temos S = lim ) x,,, donde segue que
n=1

k k—1
O:S—S:h’gn;xn—hin;xn:

k k—1
= 1111€rn (Zl T, — len> = hinxk.
O

Utilizaremos os seguintes teoremas sobre polindmios fracamente continuos sobre limi-
tados provados por Gonzélez e Gutiérrez [28].

Teorema 5.3.13. Sejam E e F espagos de Banach e suponha que E contém uma copia
complementada de (1. Entio P,("E;F) nao é complementado em P("E; F) para todo
n > 1.

Demonstracao. Veja [28, Lemma 5. O

Teorema 5.3.14. Sejam E e F espagos de Banach. Entao P,("E; F) contém uma copia
de U, se, e somente se, F' contém uma copia de co ou E' contém uma copia complementada

de El.
Demonstracao. Veja 28, Theorem 3]. O

Agora estamos prontos para desenvolver uma aplicacao da teoria das medidas vetoriais
no nosso estudo dos espacgos de polinomios homogéneos. O teorema a seguir é uma
extensao polinomial de [22, Theorem 2] e de [31, Theorem 1]. Nosso objetivo é detalhar
sua demonstragao, que encontra-se em [43, Proposition 3.10] e foi inspirada em ideias de
[27, Corollary 11].
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Teorema 5.3.15. Sejam E e F espacos de Banach com E de dimensdo infinita e n >
1. Se P,("E;F) contém uma cdpia de co, entio P,("E;F) nao é complementado em
P("E;F).

Demonstrag¢ao. Se F' contém uma cépia de ¢y, entao P, ("E; F') nao é complementado em
P("E; F) pelo Corolario 5.2.9. E se E contém uma cépia complementada de ¢;, entao
P,("E; F) nao é complementado em P("E; F') pelo Teorema 5.3.13. Basta entdo fazer o
caso em que F' nao contém cépia de ¢y e que E nao tem copia complementada de ¢;. Sob
essas condigoes, P, ("F; F') nao contém uma cépia de £, pelo Teorema 5.3.14.

Por hipétese, existe T': ¢g — T'(co) C P, ("E; F') que é um isomorfismo sobre T'(c).
Chamemos p; = T (e;) para todo i € N, onde (e;);°, é a base canonica de ¢y. Como Y e; ¢

i=1

fracamente incondicionalmente de Cauchy em ¢q (Exemplo 5.3.9), pelo Lema 5.3.11 segue

que Z T (e;) ¢ fracamente incondicionalmente de Cauchy em T(cp).
=1

Para qualquer ¢ € P ("E; F)*, tem-se ¢y € T(co)*, e assim

Z ¢ (T (eo(s))) Z Oirie) (T Z Do) (Poti)

i=1

o
é convergente em K para qualquer permutacao o: N — N. Isso mostra que a série > p;
i=1
é fracamente incondicionalmente de Cauchy em P, ("F; F'). Para todos ¢ € ' e x € E,
considere

Vou: Po("E; F) — K, ¢p2(P) = ¢(P(x)).

Como P: E — F paratodo P € P,("E; F) e p: F — K, entao v, , esta bem definida.
Se P,Q € P,("E;F) e X € K, entao

V(AP + Q) = p((AP + Q) () = o(AP(z) + Q(x))
= Ap(P(z)) + p(Q(7)) = My (P) + V2(Q),

0 que prova que v, , ¢ linear. Para qualquer P € P,("E; F),
[Ypa(P)] = lo(P(x)] < lloll - llz]” - P,
—_———

constante

provando a continuidade de v, ,. Em resumo, ¢, € P,("E;F)*. Como ) p; é fra-

=1

oo
camente incondicionalmente de Cauchy, a série ) ¢, (p;) é absolutamente convergente
i=1

pela equivaléncia (a)<=>(c) do Teorema 5.3.8. Dessa forma,

S o (00)] = 3 I (pi(a)| < o0

o0
para todos ¢ € [* e x € E. Como F nao contém cépia de ¢y, a série Y p;(z) converge
i=1
incondicionalmente em F', para todo x € F, pelo Teorema 5.3.10.
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Considere
p: PN) — POE;F) , p(A)(x) = pilw).
icA
Provemos que i é uma medida vetorial. Como sempre, comecemos por provar que esta
bem definida como funcao.

Seja A C N. Se A é finito, por P("FE; F) ser um espaco vetorial, > p; € P("E; F), e,
i€A
por definigao de pu(A),

n(A) (@) = pilx) = <Zm> ()

i€A icA
para todo x € E. Logo, u(A) = > p; € Pu("E; F).
Suponha agora que A seja inﬁzrelf}co. Devemos provar que pu(A) € P("E; F). Ja sabemos
que p(A) esta bem definida como funcao de F em F. Seja x € E. Como ilpz(x) ¢ incon-

dicionalmente convergente em F', entao qualquer subsérie é convergente pela Proposicao

1.6.3. Segue que pu(A)(x) = > pi(x) é convergente em F. Considere
icA

B: E" — F B(wl,...,xn):Z}\Si(xl,...,xn).

€A
Para qualquer escolha de sinais €1,...,¢, € {£1}, e1xy + -+ + €2, € E, e disso decorre
que > &y ---enpi (€121 + - -+ + €,x,) converge incondicionalmente em F'. Como o nimero
i€A
de escolhas ¢1,...,e, = £1 é finito, segue que
E E 81"'€npi(€1$1+"'+€n5(3n) = E E 61---€npi(€1x1+-"+€nxn)
€1,.0En€{E1} I€EA i€A £1,...,en€{£1}

converge em F. Usando a féormula de polarizacao, temos que

B(zy,...,x,) = Z]v)i(xl,...,xn)

icA
= 1n e1- - Enp; (€121 + -+ Eny)"
~ n!2
i€ €1,..,en€{E£1}
1
= o Yoo > aapi(am e
1€A g1,....ene{£l}
é convergente em F' para quaisquer x1,...,x, € E. Portanto, B esta bem definida como

funcao. Para verificar que B é n-linear, para todos 1 <i <n, z;,2; € Ee A € K|
B(xy,..., \v;+ ..., x,) :Z]\Si(xl,...,)\xi—|—x§,...,xn)
icA
:Z [)\]\Si(wl,...,xi,...,xn)—i—]\gi(xl,...,x;,...,xn)]
icA
=AB(x1,... Ty Tn) + Bz, 2k o x,).
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Portanto B é um operador n-linear. Para todo = € F,

p(A)(x) =D pilw) =Y pa” = Ba",

i€A €A

donde podemos concluir que p(A) é um polinémio n-homogéneo. Provemos sua continui-
dade. Para isso, note que para qualquer sequéncia crescente (ix)72; de nimeros naturais,

Zpik Z T(elk) T (Z eik> ‘
k=1 k=1 k=1

Sen| =TI Jim 1= 7.
k=1

o0
Por A ser um subconjunto infinito de N, podemos escrever A = {i; < iy < ---}. Pelo que
fizemos acima segue que, para todo x € F,

Z Diy, (ZL’)
Z Diy, (l‘)

< 70 -l ff™

lim = lim
m—0o0 m—0o0 m—0o0

‘: lim

< 7| - tim
m—00

l(A) (@) =

dm, D (@)
k=1

D P
k=1

el

= lim < lim
m—0o0 m—00

Isso prova que ||u(A)|| < ||T|| e, em particular, u(A) € P("E; F). Esta provada a boa
definigao de p. No caso em que A é finito, tem-se também |[|u(A)|| < ||T|| pelo processo
anterior. Por isso, depois que provarmos que p(A) é finitamente aditiva, ja teremos que
serd limitada. Sejam Ay, Ay € P(N) tais que A;N Ay = 0. Paraz € E, como >, p;(z)
1€A1UA2

é subsérie de ) p;(x), pelo Teorema 1.6.3 sabemos que >  p;(z) é incondicionalmente
=1 1€A1UA2

convergente. E como A; N Ay = (), temos

S ) =Y pila)+ 3 pila).

i€A1UAs I€EA; 1€ Ag

Assim,

AU A) ()= Y pile) = pilr)+ > pilx)
i€A1UAS €A 1€A2
= p(Ar)(x) + p(Az) ()
= (1(A1) + p(Az)) ().

Logo, p (A1 U Ag) = pu(Ar) U u(As), provando que p é uma medida vetorial limitada.

Suponha que P, ("E; F) seja subespaco complementado em P("E; F'). Neste caso,
existe uma projecao m : P("E; F) — P("E; F) sobre P,("E; F'). Como p é uma medida
vetorial limitada e P, ("F; F) é um espago de Banach, mou : P(N) — P, ("E; F) é uma
medida vetorial limitada pelo Lema 5.3.5.
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Suponha agora que a medida vetorial limitada 7 o u seja fortemente aditiva. Entao,
para a colegéo enumeravel ({i}),.y de subconjuntos disjuntos dois a dois de N, temos que

a série Z(w ou)({i}) é convergente em P,("E; F'). Por 7 ser projecao sobre P, ("E; F')
e por pZ 6 P,("E; F) para todo i, temos

(o)

Do (mom{ih) = 3om(u{iD) = 3wl = 3

i=1

é convergente em P,("E, F). Segue que ||p;|| — 0 pelo Lema 5.3.12. E como T'(¢;) = p;
para todo i, a sequéncia (e;)°, converge em ¢y pelo Lema 4.1.3. E claro que 1sso nao
acontece, pois |le; — e;||coc = 1 para todos i # j € N. Logo, nao é verdade que ||p;|| — 0.
Segue que a suposicao de 7o u ser fortemente aditiva é falsa, o que prova que 7o u nao é
fortemente aditiva .

Assim, mo u: P(N) — P,("E, F) é uma medida vetorial limitada que nao ¢é forte-
mente aditiva e P(N) é uma o-dlgebra. Pelo Teorema de Diestel-Faires (Teorema 5.3.4),
concluimos que P, ("F; F') contém uma cépia de £, o que contradiz a informagao obtida
no primeiro pardgrafo desta demonstracao. Portanto, P,("E; F') nao é complementado
em P("E; F). O

O conceito definido a seguir também ¢é classico na teoria dos espacos de Banach.

Definicao 5.3.16. Diz-se que um espago de Banach F tem uma ezpansao incondicional
de dimensdo finita da identidade se existe uma sequéncia de operadores lineares continuos
de posto finito A,,: E — E, n € N, tal que, para todo x € F,

T = Z An(z)

com convergéncia incondicional.

Exemplo 5.3.17. Seja E um espaco de Banach com base de Schauder incondicional
()22, e funcionais coeficientes (z) ;. Para todo z € E,

o0 o0
*
x = g x; (z) g Th @ ) (
n=1 n=1

incondicionalmente. Para todo n € N, o operador z; ® x,,: E — E ¢é linear continuo de
posto 1. Portanto, todo espaco de Banach com base de Schauder incondicional tem uma
expansao incondicional de dimensao finita da identidade.

Teorema 5.3.18. Sejam E e F espacos de Banach e P € P("E; F). Se E possui uma
expansao incondicional de dimensao finita da identidade, entdo existe uma sequéncia
o0

(pi)2, € Pu("E; F) tal que a série Y p; € fracamente incondicionalmente de Cauchy
i=1
em P,("E; F) e, para todo x € F,

= sz'(w)

com convergéncia incondicional.
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Demonstragao. Veja [28, Lemma 6]. O

O proximo resultado é o principio da limitagao uniforme, ou Teorema de Banach-
Steinhaus, para polindbmios homogéneos.

Teorema 5.3.19. Sejam E e F espacos de Banach e A CP("E; F). Entao,

sup | P(z)]| < oo
PeA

para todo x € E se, e somente se,

sup || P|| < oo.
PeA

Demonstragao. Veja [37, Theorem 2.6]. O

Em seguida apresentamos uma demonstragao detalhada de [43, Theorem 3.11], resul-
tado este que generaliza para o caso polinomial o teorema linear [31, Theorem 2].

Teorema 5.3.20. Sejam E e F espagos de Banach e P € P("E;F) tais que P ¢
Po("E; F). Suponha que P admita uma fatoracio P = @ o T através de um espago
de Banach G com uma expansao incondicional de dimensdo finita da identidade, onde
T e LIE,G) e Q € P("G;F). Entao P,("E; F) contém uma cépia de cy e, portanto,
Po("E; F) nao é complementado em P("E; F).

Demonstragao. Paran = 1, veja [31, Theorem 2 and Remark (3)(a)]. Facamos o caso em
que n > 1. Como G tem expansao incondicional de dimensao finita da identidade, pelo

oo
Teorema 5.3.18 existe uma sequéncia (Q;):2, em P,("E; F) tal que > @Q; é fracamente
i=1

incondicionalmente de Cauchy em P, ("F; F) e Q(z) = >_ Q;(2) incondicionalmente para
i=1
todo z € G. Portanto,

[e.o]

P(r) = Q(T(x)) = Z Qi(T(x)) =) (QioT)(x)

=1

(o.9]

incondicionalmente para todo x € E. Usando que a série » | @; é fracamente incondicio-
i=1

nalmente de Cauchy em P, ("E; F'), pela equivaléncia (a)<=(e) do Teorema 5.3.8 existe

M > 0 tal que
DGR
i=1

para todos m € N e &,...,&, € K. Em particular, para qualquer subconjunto finito F
de N, se m = max{i : i € F'} e considerando §; = 0 para todoi ¢ Fre & =1sei € F,
para?=1,...,m, temos

> Qi

ieF

<M -max{|§]:i=1,...,m}

< M- -max{|§|:i=1,...,m} =M.

> &Qi
=1
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Segue que

> Qs

S

:FQN,Fﬁnito} < M,

sup {

e, portanto, para cada x € F,

sup { ‘ (Z Qo T) (2)

el
ZQz oT

< sup {
1EF

- ||x||"~sup{ (Z@) oT
i€l
- ||x||“-sup{ S o

1€l

. FCN,F ﬁnito}

Jzf|*: FC N, F ﬁnito}

FCNF ﬁnito}

T FCNF ﬁnito}

> Qi

< lf™ - 7Y™ - sup{
el

< [l 7" M < oo

FCNF ﬁnito}

Aplicando o Teorema 5.3.19 para o conjunto

{Z(Qi oT): FCN,F ﬁnito} C P("E; F),

i€EF
ZQZ oT

sup {
ieF

Seja F' C N finito e considere a soma ) .. §Q; o T, onde & = +£1 para todo 7 € F'.
Considerando os conjuntos

Ft={icF:&=1} e F-={icF:&=—1},

tem-se

FCNF ﬁnito} =:C < 0.

temos

ZfiQiOT = ZQ,-OT— ZQiOT

iEF iE€FT i€EF—
<D QioT|+{|> QioT
ieF+ i€F—

<C+C=20< .

Aplicando a equivaléncia (a)<=(f) do Teorema 5.3.8, obtemos que a série > Q; o T
=1

é fracamente incondicionalmente de Cauchy em P, ("E; F). E aplicando a equivaléncia

(a)<=(c) deste mesmo teorema, segue que »  [t)(Q;0oT)| < oo paratodo ¢ € P,("E; F)*.
=1

)
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o0
Provemos agora que a série > @); o T' nao é convergente em P, ("E; F'). Suponha que
i=1
seja convergente. Por um lado, como a convergéncia em norma de polinomios homogéneos
implica convergéncia pontual, temos

(e 9]

(Z e T) (1) = > (Qi 0 T)(w) = P(x)

=1

para todo = € E. Por hipétese,
> QioT=P¢P(E;F). (5.2)
i=1

Por outro lado, como @Q; € P,("FE;F) para todo i € N e P, é ideal de polinomios
(Proposicao 2.3.24), temos Q; o T € P,("E; F) para todo i € N. A mesma Proposi¢ao

2.3.24 garante que o ideal de polinomios P, é fechado, logo P = > Q0T € P,("E; F),
i=1

o que contradiz (5.2). Isso prova que a série » . @); o T' ndo é convergente em P, ("E; F).
i=1

Dos dois tltimos pardgrafos sabemos que > [¢(Q;0T")| < oo paratodo i € P,("E; F)*
i=1

e que Y, Q;0T nao é convergente em P, (" E; F'). Uma aplicacao do Teorema 5.3.10 garante
i=1

que o gspa(;o P.("E; F) contém uma copia de ¢ e, neste caso, o Teorema 5.3.15 implica
que P,("E; F) nao é complementado em P("E; F). O

Conforme dissemos antes, normalmente é dificil mostrar que determinado subespaco
nao é complementado. Do que fizemos até agora, esta claro também que, mesmo sabendo
que determinado subespaco de operadores nao é complementado, a extensao para que o
espaco correspondente de polindmios homogéneos também nao ¢ trivial, em geral. Por
exemplo, nos Teoremas 5.3.15 e 5.3.20 foi necessario recorrer a diversos resultados da
Analise Funcional e também da Teoria da Medida, tornando o processo bem complexo.
Terminaremos esta secao mostrando que, em certas situacoes, é facil passar do caso linear
para o caso polinomial, ou seja, sabendo que determinado espaco de operadores nao é
complementado, é facil concluir que o espago correspondente de polinomios também nao
é complementado.

O resultado linear que estenderemos para o caso polinomial é o seguinte:

Teorema 5.3.21. Se E e F' sao espagos de Banach de dimensao infinita tais que KC(E, F)
contém uma copia de ¢y, entao K(E, F) nao é complementado em L(E, F).

Demonstracao. Veja [31, Theorem 1]. O

Agora vejamos como, a partir do caso linear, podemos obter facilmente o caso polino-
mial.

Corolario 5.3.22. Sejam E e F espacos de Banach de dimensdo infinita e n € N tais
que Pic("E; F) contém uma copia de c¢y. Entio P("E; F) ndo é complementado em
P("E;F).
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Demonstragao. Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(i) existe um isomorfismo de P("FE; F') em
L (®;"E; F) que transforma Py ("E; F) em K (@, E; F). Como P ("E; F) contém uma
cépia de ¢y por hipotese, segue que K (®ZSE  F ) também contém uma copia de c¢y. Pelo
Teorema 5.3.21 conclui-se que K (®Z’5E; F) nao é complementado em £ (®:’SE; F), onde
segue que Pi("F; F') ndo é complementado em P("FE; F') pela Proposigao 3.1.8. O]

5.4 Conclusoes acerca da nao complementabilidade
de Pc("E; F) e P,("E; F)

O resultado provado nesta se¢ao, demonstrado originalmente em [43, Corollary 3.12],
pode ser visto como um consolidado sobre a complementabilidade dos espacos de po-
linomios compactos e dos espagos de polinomios fracamente continuos sobre limitados.
Mais ainda, mostra que, nas condicoes do teorema, esses duas nao complementabilidades
sao equivalentes.

Teorema 5.4.1. Sejam E e F espacos de Banach, com E de dimensao infinita e n > 1.
Se para cada P € P("E; F) tal que P ¢ P,("E; F) existe uma fatoracao P = Qo T, onde
TeL(EG),QeP"G;F)eG éum espago de Banach com expansdao incondicional de
dimensao finita da identidade, entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) P,("E; F) contém uma copia de cq.
(1) Pc("E; F) contém uma cdpia de c.

(2) Po("E; F) nao é complementado em P("E; F).

)
)
)
(2’) Pxc("E; F) nao é complementado em P("E; F).
)
)

(3") Pe("E; F) # P("E; F).

)
)
)
)

(3) Pu("E; F) # P("E; F).
)

(4) P("E; F) contém uma cdpia de co.
)

(5) P("E; F) contém uma copia de ly

Demonstragio. (1)=(2) E imediato pelo Teorema 5.3.15.

(2)=(3) Como P,("E; F) nao é complementado em P("E; F), e dado que P("E; F) é
complementado em si mesmo, segue que P,("E; F) # P("E; F).

(3)=-(1) Por hipdtese, existe P € P("E; F) tal que P ¢ P,("E; F). Todas as hipdteses
do Teorema 5.3.20 estao satisfeita, portanto P, ("E; F) contém uma cépia de cq.
(1)=(4) E imediato pois P,("E; F) C P("E; F).

(4)=(3) Suponha que P("E; F') contenha uma cépia de ¢y e que P,("E; F) = P("E; F).
Entao P,("E; F) contém uma copia de ¢y, portanto P, ("FE; F') ndo é complementado em
Po("E; F) =P("E; F) pelo Teorema 5.3.15. Essa contradigao garante que P,("FE; F') #
P("E; F).
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(5)=(4) Como ¢y C lw, se P("E; F) contiver uma cépia de l, entdo P("E; F') também
contera uma cépia de cg.

(1)=-(1") Basta notar que P,("E; F') C Px("E; F).

(1")=(2’) Essa implicacao segue do Corolério 5.3.22.

(2") = (3') Como Px("E; F) nao é complementado em P("FE; F), entao Px("E; F) #
P("E; F).

(3")=(3) Como P,("E; F) C Pc("E; F) CP("E; F) e Pe("E; F) # P("E; F), segue que
P,("E; F) #P("E; F).

(4)=-(5) Uma vez que (4)= (1), Pc("E; F') contém uma cépia de cy. Pelos Teoremas 2.4.3
e 2.4.4(i) existe um isomorfismo de P("E; F) em £ (®, " E; F) que transforma Py ("E; F)
em KC (®:’SE; F) Portanto, K(®.°E, F) contém uma cépia de co. Como E tem dimensio
infinita e ®°F contém uma cépia de E (Corolario 3.1.13), entdo ®.°E também tem
dimensao infinita. Conforme mencionado em [31, Remark 3(e)(2)=-(3)], isso ¢ suficiente
para aplicar o resultado [30, Theorem 6(ii)=-(iii)], em cuja demonstragao encontramos que
se K(E, F') contém uma cépia de ¢y com E de dimensdo infinita, entdo L(E, F') contém

uma copia de £. Isso garante que L (®:’SE, F ) contém uma copia de ¢, e, portanto,
P("E; F) contém uma cépia de £. O
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