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lecerem as bases sólidas da minha formação em matemática e me motivarem a alcançar
novas metas.
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ZISA GARCIA R. D.. Subespaços complementados e não complementados em espaços de
polinômios homogêneos. 2025. 88 p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar subespaços complementados e subespaços
não complementados de espaços de polinômios homogêneos cont́ınuos entre espaços de Ba-
nach. Num primeiro momento, vários casos clássicos de subespaços complementados são
estudados em detalhes. A seguir, o foco da dissertação se concentra nos subespaços forma-
dos pelos polinômios homogêneos que são compactos, fracamente compactos e fracamente
cont́ınuos sobre limitados, e nas situações em que esses subespaços não são complementa-
dos. Este estudo tem como base um teorema relevante de I. Ghenciu para subespaços não
complementados em espaços de operadores lineares. A demonstração deste teorema linear
é desenvolvida em detalhes. Por fim, apresenta-se o estudo de sua versão generalizada
para polinômios, devida a S. Pérez. Os teoremas polinomiais são provados em detalhes e
um grande número de aplicações para situações espećıficas são apresentadas. Com essa
abordagem, estabelecem-se várias condições sob as quais os subespaços de polinômios
mencionados acima não são complementados.

Palavras-chave: Espaços de Banach, subespaços complementados, subespaços não com-
plementados, polinômios homogêneos, polinômios fracamente cont́ınuos sobre limitados,
polinômios compactos e polinômios fracamente compactos.

viii



ZISA GARCIA R. D.. Complemented and uncomplemented subspaces of spaces of homo-
geneous polynomials. 2025. 88 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia,
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Abstract

The main purpose of this work is to study complemented subspaces and uncomplemented
subspaces of spaces of homogeneous polynomials between Banach spaces. At first, a
number of classic cases of complemented subspaces are investigated in detail. Next, the
focus of the work is concentrated in the subspaces formed by homogeneous polynomials
which are compact, weakly compact and weakly continuous on bounded sets, as well as
in situations where theses subspaces are not complemented. This investigation is based
on a relevant result due to I. Ghenciu for uncomplemented subspaces of spaces of linear
operators. The proof of this linear result is developed in detail. Finally, we present the
study of its generalized version for polynomials, due to S. Pérez. The polynomial theorems
are proved in detail and several applications for specific situations are provided. With this
approach, several conditions under which the aforementioned subspaces of polynomials
are uncomplemented are established.

Keywords : Banach spaces, complemented subspaces, uncomplemented subspaces, homo-
geneous polynomials, weakly continuous polynomials on bounded sets, compact polyno-
mials, weakly compact polynomials.
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Â polinômio homogêneo associado ao operador multilinear A
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Introdução

Desde seu ińıcio, nas primeiras décadas do século XX, a Análise Funcional surgiu como
una disciplina destinada a estudar os espaço normados e os operadores lineares entre eles.
Com o passar do tempo e com o sucesso da teoria linear, a disciplina passou a tratar
também de operadores não lineares, cujos primeiros exemplos são os operadores multili-
neares e os polinômios homogêneos, operadores esses que estão intimamente relacionados
entre si. No ińıcio, tanto operadores multilineares como polinômios homogêneos eram es-
tudados como uma ferramenta para o estudo de holomorfia em dimensão infinita, ou seja,
o estudo de funções complexas holomorfas em espaços de dimensão infinita. Nas últimas
décadas, espaços de polinômios homogêneos passaram a ser estudados por seu interesse
próprio, e um dos objetivos sempre foi estender resultados lineares para o caso polinomial.
Prova disso são, por exemplo, os importantes trabalhos [28, 37, 43]. Um pouco mais da
história do estudo recente de espaços de polinômios homogêneos pode ser encontrada no
livro [20].

O objetivo inicial desta dissertação é apresentar, em detalhes, os resultados e, prin-
cipalmente, as demonstrações de [43]. Os resultados deste artigo foram motivados pela
ambição de se generalizar os resultados provados em [25] sobre a complementabilidade de
subespaços de espaços de operadores lineares para o contexto de subespaços de espaços de
polinômios homogêneos. Cabe mencionar, desde já, que os dois artigos mencionados omi-
tem muitos passos das demonstrações e, às vezes, omitem demonstrações inteiras. Uma
das contribuições da presente dissertação é detalhar todos esses argumentos, apresentando
todas as justificativas e referências pertinentes.

Quando se fala em subespaços complementados, surge naturalmente a seguinte per-
gunta: Um determinado subespaço fechado de um determinado espaço de Banach é com-
plementado ou não? Muitas vezes, essa questão se mostra um verdadeiro desafio. Além
disso, as seguintes perguntas são usualmente exploradas: Existem subespaços fechados
não triviais que são complementados em um dado espaço de Banach? Ou então, existem
subespaços fechados que não são complementados em um determinado espaço de Banach?
Mais uma vez, em certos casos essas questões se mostram verdadeiramente dif́ıceis.

Um resultado significativo nesta área estabelece que todo subespaço fechado de um
espaço de Hilbert é complementado (veja, por exemplo, [11, Corolário 5.2.7]). Entretanto,
este panorama é muito diferente para outros espaços de Banach. Por exemplo:

• Em 1937, Murray [38] demostrou que, para todo p > 2, 3p tem subespaços fechados
não complementados.
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• Em 1940, Phillips [44] provou que c0 não é complementado em 3>.

• Em 1960, Pe lczyński [39] estabeleceu que todo subespaço complementado de 31 é
isomorfo a 31.

• Em 1971, Lindenstrauss e Tzafriri [34] demostraram que todo espaço de Banach de
dimensão infinita que não é isomorfo a um espaço de Hilbert contém subespaços fe-
chados não complementados. Note que esse resultado responde a uma das perguntas
enunciadas acima.

Na teoria dos espaços de Banach, espaços de operadores lineares cont́ınuos desempe-
nham um importante papel. Por L(E;F ) denotamos o espaço dos operadores lineares
cont́ınuos do espaço de Banach E no espaço de Banach F , e por K(E;F ) o subespaço fe-
chado de L(E;F ) formado pelos operadores compactos. Complementabilidade em espaços
de operadores lineares é uma linha relevante na área. Um exemplo importante é o seguinte:

• Em 1992, Emmanuele [22] e John [31] provaram que se E e F são espaços de
Banach tais que K(E,F ) contém uma cópia complementada de c0, então K(E,F )
não é complementado em L(E,F ).

Chegando nos objetivos espećıficos desta dissertação, em 2005 Ghenciu [25] publica
um resultado que generaliza vários teoremas obtidos anteriormente por Bator [5], Feder
[24] e Emmanuele [21] acerca de subespaços complementados de espaços de operadores
lineares. É com base neste teorema de Ghenciu que Pérez [43] realiza a generalização para
o caso de espaços de polinômios homogêneos.

Nesta dissertação, estudamos subespaços complementados/não complementados em
espaços de operadores lineares e, de forma mais ampla, subespaços complementados/não
complementados em espaços de polinômios homogêneos entre espaços de Banach. O
objetivo principal é analisar detalhadamente o teorema linear e sua generalização para
espaços de polinômios homogêneos. Todos os resultados apresentados são fundamentados
em trabalhos já existentes, principalmente em [25] e [43]. Nosso foco, portanto, é descrever
e detalhar os resultados e as demonstrações encontrados nessas fontes.

Passamos agora a descrever os conteúdos da dissertação.
O primeiro caṕıtulo apresenta resultados fundamentais da teoria dos espaços de Ba-

nach. As demonstrações desses resultados podem ser encontradas nas fontes citadas, que
são amplamente conhecidas na literatura, e servem como base essencial para o desenvol-
vimento dos caṕıtulos subsequentes.

No Caṕıtulo 2, introduzimos o conceito de polinômios n-homogêneos entre espaços de
Banach. Também discutimos os subespaços importantes de polinômios homogêneos que
serão estudados no último caṕıtulo, os quais são os polinômios compactos, fracamente
compactos e fracamente cont́ınuos sobre conjuntos limitados. Por fim, apresentamos um
resultado essencial, conhecido como linearização, introduzido por Ryan [46], que será
fundamental para generalizar propriedades do caso linear para o caso polinomial.

O terceiro caṕıtulo introduz o conceito de subespaço complementado, abordando re-
sultados clássicos importantes e úteis. Em seguida, apresentamos resultados espećıficos
para o caso dos polinômios homogêneos, demonstrando os primeiros exemplos de como a
complementabilidade é tratada nesses espaços. Provamos, em particular, vários casos de
subespaços complementados em espaços de polinômios.
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No Caṕıtulo 4, expomos o teorema central desta dissertação, introduzido pela ma-
temática romena Ghenciu. Para isso, detalhamos resultados prévios necessários para sua
demonstração e desenvolvemos a demonstração completa do teorema.

Por fim, no quinto caṕıtulo, trabalhamos na generalização do caso linear do Teorema
de Ghenciu para o caso polinomial, com ênfase em situações em que os subespaços de
polinômios descritos no Caṕıtulo 2 não são complementados no espaço de todos os po-
linômios cont́ınuos. Abordamos a generalização do Teorema de Ghenciu para espaços de
polinômios homogêneos, conforme apresentado em [43]. Também inclúımos corolários que
servem como exemplos e aplicações de diferentes métodos, envolvendo medidas vetoriais,
linearização (discutida no Caṕıtulo 2) e séries fracamente incondicionalmente de Cauchy.

Raul David Zisa Garcia
Uberlândia-MG, 27 de fevereiro de 2025.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentamos neste caṕıtulo noções e resultados básicos de Análise Funcional que serão
utilizados ao longo do texto. Referências para as demonstrações dos teoremas enunciados
serão fornecidas. Também aproveitamos este caṕıtulo para fixar boa parte da notação
que será empregada.

Por K denotaremos, indistintamente, o corpo R dos números reais ou o corpo C dos
números complexos. Os seus elementos serão chamados de escalares e sempre considera-
remos espaços vetoriais sobre K.

1.1 Espaços normados

Na Álgebra Linear, estamos familiarizados com as noções de soma de vetores e multi-
plicação de vetores por escalares, as quais estruturam as operações algébricas dos espaços
vetoriais. Por outro lado, em espaços métricos, contamos com uma forma de medir
“distância” entre dois pontos, o que nos permite falar de conceitos como convergência,
continuidade e compacidade. Os espaços normados, que definiremos a seguir, são estru-
turas que combinam essas duas ideias.

Definição 1.1.1. Seja E um espaço vetorial sobre K. Uma norma em E é uma função

' · ' : E 2³ R

que cumpre as seguintes condições:

(N1) 'x' g 0 para todo x * E e 'x' = 0ñó x = 0.

(N2) 'ax' = |a|·'x' para todo escalar a e todo x * E.

(N3) 'x+ y' f 'x'+ 'y' para quaisquer x, y * E.

Um espaço vetorial munido de uma norma será chamado de espaço vetorial normado
ou simplesmente espaço normado. É fácil ver que um espaço normado E é um espaço
métrico com a métrica dada por

d(x, y) = 'x2 y', x, y * E.
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Neste caso dizemos que d é a métrica induzida pela norma ' · '. A menos que seja dito
o contrário, um espaço normado será considerado um espaço métrico e, portanto, um
espaço topológico, com a topologia induzida pela norma. Dessa forma, toda a Topologia
Geral, em particular a teoria de espaços métricos, se aplica aos espaços normados. Em
particular, uma sequência (xn)>n=1 em um espaço normado E converge para o vetor x * E
se

lim
n³>

'xn 2 x' = 0.

Nesse caso escrevemos x = lim
n³>

xn ou xn 2³ x.

Definição 1.1.2. Um espaço normado E é chamado espaço de Banach quando for um
espaço métrico completo com a métrica induzida pela norma, isto é, quando toda sequência
de Cauchy em E converge para um elemento de E.

Teorema 1.1.3. Todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [11, Teorema 1.1.6].

Exemplo 1.1.4. Vejamos alguns exemplos clássicos de espaços de Banach:

(a) Do teorema anterior é imediato que, para todo n * N e K = R ou C, Kn é um
espaço de Banach com qualquer uma de suas normas usuais (veja a Definição 1.1.9).

(b) 3> := {(an)>n=1 : an * K para todo n * N e (an)>n=1 é limitada} é um espaço de
Banach com a norma '(an)>n=1'> = sup{|an| : n * N}. Veja [11, Seção 1.4].

(c) Por c0 denota-se o subespaço (fechado) de 3> formado pelas sequências convergentes
para zero. Então c0 é espaço de Banach, veja [11, Exemplo 1.1.7].

(d) Para 1 f p < >, 3p :=

{
(an)>n=1 : an * K para todo n e

>∑
n=1

|an|
p <>

}
com a

norma '(an)>n=1'p =

(
>∑
n=1

|an|
p

)1/p

é um espaço de Banach (veja [11, Seção 1.4]).

Proposição 1.1.5 (Desigualdade de Hölder). Sejam p, q > 1 tais que 1
p
+ 1

q
= 1, (xn)>n=1 *

3p e (yn)>n=1 * 3q. Então

>∑

n=1

|xnyn| f

(
>∑

n=1

|xn|
p

) 1

p

·

(
>∑

n=1

|yn|
q

) 1

q

Demonstração. Veja [11, Proposição 1.4.1].

Proposição 1.1.6. Sejam p e q tais que 1 f p < q f >. Então

3p ¦ 3q e ' · 'q f ' · 'p.

Demonstração. Veja [48, Proposição 36] para o caso em que q < >. O caso q = > é
trivial.
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Proposição 1.1.7. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E.
Então F é um espaço de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, F é
fechado em E.

Demonstração. Veja [11, Proposição 1.1.1.].

Definição 1.1.8. Duas normas '·'1 e '·'2 em um espaço vetorial E são ditas equivalentes
se existirem constantes positivas c1 e c2 tais que

c1'x'1 f 'x'2 f c2'x'1 para todo x * E.

Definição 1.1.9. Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais normados sobre K. Para (x1, . . . , xn) *
E1 × · · · × En, definimos

'(x1, . . . , xn)'1 = 'x1'+ · · ·+ 'xn',

'(x1, . . . , xn)'2 = ('x1'
2 + · · ·+ 'xn'

2)
1

2 , e

'(x1, . . . , xn)'> = max{'x1', . . . , 'xn'}.

Proposição 1.1.10. Sejam E1, . . . , En espaços vetoriais normados.

(a) As aplicações ' · '1, ' · '2 e ' · '> são normas equivalentes no produto cartesiano
E1 × · · · × En.

(b) Se E1, . . . , En são espaços de Banach, então E1 × · · · ×En é um espaço de Banach
com qualquer uma das normas definidas anteriormente.

Demonstração. Para o item (a), veja [47, Proposição 2.3 e 2.6 (a)]; para o item (b), veja
[47, Proposição 2.6(b)].

Definição 1.1.11. Um espaço normado E que contém um subconjunto enumerável e
denso em E é dito separável.

Para um subconjunto A de um espaço normado E, denotamos por span(A) o subespaço
de E formado pelas combinações lineares finitas de elementos de A. Por span(A), denota-
mos o fecho do subespaço span(A), ou seja, o menor subespaço fechado de E que contém
A. É claro que span(A) ¦ span(A).

Proposição 1.1.12. Um espaço normado E é separável se, e somente se, existe um
subconjunto enumerável A de E tal que span(A) é denso em E.

Demonstração. Veja [11, Lema 1.6.3.].

1.2 Operadores lineares cont́ınuos

Para espaços vetoriais normados E e F , será denotado por L (E,F ) o espaço vetorial
sobre K dos operadores lineares cont́ınuos de E em F . Quando F for o corpo dos escalares,
escrevemos E7 no lugar de L (E,K), chamamos este espaço de dual de E, e dizemos que
seus elementos são funcionais lineares cont́ınuos.
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Definição 1.2.1. Dizemos que os espaços normados E e F são topologicamente isomorfos,
ou simplesmente isomorfos, se existe um operador bijetor T * L(E;F ) com operador
inverso cont́ınuo. Tal operador T é chamado de isomorfismo topológico, ou simplesmente
isomorfismo.

Dizemos que T é um isomorfismo sobre sua imagem se T é um isomorfismo topológico
entre E e o subespaço T (E) de F . Neste caso dizemos que F contém uma cópia de E.

Uma função f : E 2³ F tal que 'f(x)' = 'x' para todo x * E é chamada de
isometria. Se, além disso, f é linear, então f é chamada de isometria linear. Observe que
uma isometria linear é injetora e cont́ınua. Se f é uma isometria linear sobrejetora dizemos
que f é um isomorfismo isométrico entre E e F e que esses espaços são isometricamente
isomorfos.

E se T * L(E;F ) é um isomorfismo isométrico sobre sua imagem, dizemos que F
contém uma cópia isométrica de E.

Dados E,F e G espaços normados, T : E 2³ G e S : G 2³ F funções, é sabido que
a composta S ç T é função. Também é bem conhecido que: (i) Se T e S são lineares,
então S ç T é linear. (ii) Se T e S são cont́ınuas, então S ç T é cont́ınua. (iii) Se T e S
são isomorfismos, então S ç T é isomorfismo. (iv) Se T e S são isometrias, então S ç T é
isometria.

Exemplo 1.2.2. (i) Os espaços c70 e 31 são isometricamente isomorfos. (ii) 371 é isome-
tricamente isomorfo a 3>. (iii) 37p é isometricamente isomorfo a 3q, para p > 1, onde
1
p

+ 1
q

= 1. Para mais detalhes, veja [11, Seção 4.2].

A equivalência entre os itens (a) e (c) do seguinte teorema será frequentemente utili-
zada ao longo deste trabalho.

Teorema 1.2.3. Sejam E e F espaços normados sobre K e T : E 2³ F linear. As
seguintes condições são equivalentes:

(a) T é cont́ınuo.

(b) sup{'T (x)' : x * E e 'x' f 1} <>.

(c) Existe uma constante C g 0 tal que 'T (x)' f C'x' para todo x * E.

Demonstração. Veja [11, Teorema 2.1.1.].

Proposição 1.2.4. Sejam E e F espaços normados.

(a) A expressão

'T' = sup{'T (x)' : x * E e 'x' f 1}

define uma norma no espaço L(E,F ).

(b) 'T (x)' f 'T'·'x' para todos T * L(E,F ) e x * E.

(c) Se F for Banach, então L(E,F ) também é Banach.

Demonstração. Veja [11, Proposição 2.1.4.].
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Sempre que nos referirmos ao espaço L(E,F ), o consideraremos munido com a norma
enunciada no item (a) da proposição anterior. Pelo item (c), L(E,F ) será um espaço
de Banach sempre que F for um espaço de Banach. Em particular, se E é um espaço
normado, então seu dual E7 é um espaço de Banach, pois K é um espaço de Banach.

Também utilizaremos frequentemente o fato de que, se A ¦ E é limitado e T *
L(E,F ), então T (A) é limitado em F . Isso é evidente, pois, se existe c > 0 tal que
'x' f c para todo x * A, então 'T (x)' f 'T'·'x' f 'T' · c <> para todo x * A.

Teorema 1.2.5 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam E e F espaços de Banach e
T : E 2³ F linear, cont́ınuo e sobrejetor. Então T é uma aplicação aberta, isto é, T
transforma abertos em E em abertos em F . Em particular, todo operador linear cont́ınuo
e bijetor entre espaços de Banach é um isomorfismo.

Demonstração. Veja [11, Teorema 2.4.2].

Definição 1.2.6. Sejam E e G espaços normados e F subespaço vetorial de E. Dizemos
que T̃ * L(E,G) é uma extensão de T * L(F,G) se a restrição de T̃ ao subespaço F

coincide com T , isto é, se T̃ (x) = T (x) para todo x * F . Denotando por T̃|F a restrição

de T̃ a F , isso é o mesmo que dizer que T̃|F = T .

Teorema 1.2.7 (Teorema de Hahn-Banach). Seja F um subespaço vetorial de um espaço
normado E sobre K = R ou C, e seja Ç : F 2³ K um funcional linear cont́ınuo. Então
existe uma extensão Ç̃ : E 2³ K de Ç tal que 'Ç̃' = 'Ç'.

Demonstração. Veja [11, Corolário 3.1.3].

Teorema 1.2.8. Seja E um espaço normado. Para todo x0 * E, x0 ;= 0, existe um
funcional linear Ç * E7 tal que 'Ç' = 1 e Ç(x0) = 'x0'.

Demonstração. Veja [11, Corolário 3.1.4].

Teorema 1.2.9 (Teorema de Phillips). Sejam F um subespaço vetorial do espaço nor-

mado E e T * L(F, 3>). Então existe T̃ * L(E, 3>) extensão de T a E. Mais ainda,

'T̃' = 'T'.

Demonstração. Veja [11, Teorema 3.2.7].

Proposição 1.2.10. Todo espaço normado separável é isomorfo isometricamente a um
subespaço de 3>.

Demonstração. Veja [11, Proposição 3.3.3.].

Por E77 denotamos o bidual do espaço normado E, isto é, E77 := (E7)7.

Proposição 1.2.11. Para todo espaço normado E, o operador linear

JE : E 2³ E77 , JE(x)(Ç) = Ç(x) para todos x * E e Ç * E7,

é uma isometria linear, chamado de mergulho canônico de E em E77.

Demonstração. Veja [11, Proposição 4.3.1].
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Definição 1.2.12. Um espaço normado E é dito reflexivo se o mergulho canônico JE : E 2³
E77 for sobrejetor.

Proposição 1.2.13. Para 1 < p <>, o espaço 3p é reflexivo.

Demonstração. Veja [11, Proposição 4.3.12].

Definição 1.2.14. Sejam E,F espaços vetoriais normados e T * L(E;F ). Definimos o
operador T 7 : F 7 2³ E7 por

T 7(Ç)(x) = Ç(T (x)) para todos x * E e Ç * F 7.

O operador T 7 é chamado adjunto de T .

Proposição 1.2.15. Sejam E e F espaços de Banach e T * L(E,F ).

(a) T 7 * L(F 7, E7) e 'T 7' = 'T'.

(b) T é sobrejetor se, e somente se, T 7 é um isomorfismo sobre sua imagem.

(c) T é um isomorfismo sobre sua imagem se, e somente se, T 7 é sobrejetor.

(d) T é um isomorfismo se, e somente se, T 7 é um isomorfismo.

Demonstração. Para os itens (a) e (d), veja [11, Proposição 4.3.11]. Para os itens (b) e
(c), veja [14, Theorem 2.1].

1.3 Operadores compactos

Definição 1.3.1. Um subconjunto K de um espaço normado E é dito compacto se toda
cobertura aberta de K admite subcobertura finita. Diz-se que K é relativamente compacto
se seu fecho em norma, denotado por K, é compacto.

A seguinte caracterização é muito útil quando se trata de conjuntos compactos.

Proposição 1.3.2. Um subconjunto K de um espaço normado é compacto se, e somente
se, toda sequência em K admite subsequência convergente em K.

Demonstração. Veja [33, Proposição 8.5.7].

Proposição 1.3.3. Se E é um espaço vetorial normado de dimensão finita, então os
compactos em E são precisamente os conjuntos limitados e fechados.

Demonstração. Veja [11, Proposição 1.5.1].

Por BE denotamos a bola unitária fechada do espaço normado E, isto é, BE = {x *
E : 'x' f 1}.

Teorema 1.3.4. Um espaço normado E tem dimensão finita se, e somente se, BE é um
subconjunto compacto de E.

Demonstração. Veja [11, Teorema 1.5.4].
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Definição 1.3.5. Um operador linear T : E 2³ F entre espaços normados é dito com-
pacto se T (BE) é um subconjunto relativamente compacto em F . A coleção dos operadores
compactos de E em F é denotada por K(E,F ), e por K denotamos a coleção de todos os
operadores compactos entre espaços de Banach quaisquer.

Da definição de operador compacto segue imediatamente que a restrição de um ope-
rador compacto a qualquer subespaço de seu domı́nio também é um operador compacto.

A seguinte caracterização de operadores compactos é muito útil.

Proposição 1.3.6. Sejam E e F espaços normados. As seguintes afirmações são equi-
valentes para um operador linear T : E 2³ F .

(a) T é compacto.

(b) T (A) é compacto em F para todo limitado A em E.

(c) Para toda sequência limitada (xn)>n=1 em E, a sequência (T (xn))>n=1 tem subsequência
convergente em F .

Demonstração. Veja [11, Proposição 7.2.3].

Proposição 1.3.7. Sejam E e F espaços normados. Então K(E,F ) é subespaço vetorial
de L(E,F ). Se F é espaço de Banach, então K(E,F ) é fechado em L(E,F ).

Demonstração. Veja [11, Proposição 7.2.5].

Proposição 1.3.8 (Propriedade de ideal dos operadores compactos). Sejam E,F e G
espaços de Banach, T * L(E,G) e S * L(G,F ) tais que T ou S é compacto. Então S çT
é compacto.

Demonstração. Veja [11, Proposição 7.2.6].

Teorema 1.3.9 (Teorema de Schauder). Sejam E e F espaços de Banach e T * L(E,F ).
Então T é compacto se, e somente se, o adjunto T 7 é compacto.

Demonstração. Veja [11, Teorema 7.2.7].

1.4 Topologia fraca e operadores fracamente compac-

tos

Um dos resultados básicos da topologia é que, para qualquer conjunto arbitrário, existe
uma topologia que pode ser gerada a partir de um espaço topológico e uma famı́lia de
funções definidas no conjunto com valores no espaço topológico. Essa topologia, conhecida
como a topologia gerada por uma famı́lia de funções, é definida como a topologia que tem
como base a coleção de interseções finitas das imagens inversas de abertos do espaço
topológico. Essa topologia é a menor topologia na qual todas as funções da famı́lia são
cont́ınuas.

Na Análise Funcional, os elementos de interesse são os espaços normados, os quais
têm um corpo escalar associado K, que também é um espaço topológico, e a famı́lia de
funcionais lineares cont́ınuos que formam o dual do espaço normado. Assim, é natural a
seguinte definição:
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Definição 1.4.1. A topologia fraca no espaço normado E, denotada por Ã(E,E7), é a
topologia gerada pelos funcionais lineares cont́ınuos Ç * E7.

Quando uma rede (x¼)¼*Ω em E converge para x * E na topologia fraca de E escre-
vemos x¼

É
2³ x, ou também podemos dizer que (x¼)¼*Ω é uma rede É2convergente para

x.
Pelo conceito de topologia de subespaço temos que, se E é um espaço normado e A

é um subconjunto de E, existe uma topologia em A induzida pela topologia fraca de E,
que consiste em todas as interseções de A com elementos de Ã(E,E7). Isto é,

Ã(E,E7)|A := {A +B : B * Ã(E,E7)}

Além disso, se (x¼)¼*Ω ¦ A e x * A, então x¼
É
2³ x se, e somente se, (x¼)¼*Ω

converge para x na topologia de A induzida pela topologia fraca em E. Para esclarecer a
diferença quando estamos tratando de uma convergência no subconjunto A, escreveremos
x¼

ÉA2³ x para indicar que a rede (x¼)¼ ¦ A converge para x * A com respeito à topologia
Ã(E,E7)|A.

Para A ¦ E, denotamos por A
Ã(E,E∗)

o fecho de A na topologia fraca de E.

Proposição 1.4.2. Seja E um espaço normado.

(a) Funcionais lineares cont́ınuos são fracamente cont́ınuos, isto é, para todo Ç * E7,
Ç : (E, Ã(E,E7)) 2³ K é cont́ınuo.

(b) Para cada x0 * E, os conjuntos da forma

VJ,· = {x * E : |Çi(x)2 Çi(x0)| < · para todo i * J}

onde J é um conjunto finito, Çi * E
7 para todo i * J e · > 0, formam uma base de

vizinhanças abertas de x0 para a topologia fraca.

(c) Seja (xn)>n=1 uma sequência em E. Então xn
É
2³ x se, e somente se, Ç(xn) 2³ Ç(x)

para todo Ç * E7.

(d) A topologia fraca Ã(E,E7) é de Hausdorff.

Demonstração. Veja [11, Proposição 6.2.2].

Proposição 1.4.3. Se xn 2³ x em um espaço normado, então xn
É
2³ x.

Demonstração. Veja [11, Corolário 6.2.3].

Para cada n * N, denotamos por en a sequência de elementos em K que tem o valor 1
na n-ésima coordenada e zero em todas as outras coordenadas. Nos espaços de sequências
mencionados no Exemplo 1.1.4, os vetores da forma en, com n * N, são chamados de
vetores canônicos unitários ou vetores canônicos. É imediato que os vetores canônicos
são linearmente independentes.

Exemplo 1.4.4. No espaço c0, a sequência dos vetores canônicos unitários (en)>n=1 é uma
sequência fracamente convergente para 0 que não é convergente em norma em c0. Veja
[11, Exemplo 6.2.4].
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Proposição 1.4.5. Sejam E e F espaços de Banach. Um operador linear T : E 2³ F é
cont́ınuo se, e somente se, T : (E, Ã(E,E7)) 2³ (F, Ã(F, F 7)) é cont́ınuo.

Demonstração. Veja [11, Proposição 6.2.9].

Teorema 1.4.6 (Teorema de Kakutani). Um espaço de Banach E é reflexivo se, e so-
mente se, a bola unitária fechada BE é compacta na topologia fraca Ã(E,E7).

Demonstração. Ver [11, Teorema 6.4.5].

Proposição 1.4.7. Seja E um espaço normado.
(a) A topologia fraca está contida na topologia da norma.
(b) As topologias da norma e fraca coincidem se, e somente se, E tem dimensão finita.

Demonstração. Veja [11, Proposição 6.2.6].

Teorema 1.4.8 (Teorema de Mazur). Sejam E um espaço normado e K um subconjunto
convexo de E. Então o fecho de K na topologia da norma de E coincide com o fecho de
K na topologia fraca de E. Em particular, um conjunto convexo é fechado na topologia
fraca se, e somente se, é fechado na topologia da norma.

Demonstração. Veja [11, Teorema 6.2.11].

Uma consequência imediata do Teorema de Mazur é que, se F é subespaço vetorial do

espaço normado E, então F = F
Ã(E,E∗)

.

Definição 1.4.9. Seja K um subconjunto de um espaço de Banach E. Dizemos que:
(a) K é fracamente compacto em E se K é compacto na topologia fraca Ã(E,E7).

(b)K é relativamente fracamente compacto em E seK
Ã(E,E∗)

é compacto em (E, Ã(E,E7)).

Apesar da topologia fraca não ser metrizável em geral, assim como na topologia da
norma (relembre a Proposição 1.3.2), a compacidade fraca é equivalente à compacidade
sequencial fraca:

Teorema 1.4.10 (Teorema de Eberlein-Smulian). Seja K um subconjunto do espaço de
Banach E. Então K é relativamente fracamente compacto (respectivamente, fracamente
compacto) se, e somente se, cada subsequência em K admite subsequência que converge
fracamente para algum ponto em E (respectivamente, para algum ponto de K).

Demonstração. Veja [35, Theorem 2.8.6].

Definição 1.4.11. Um operador linear T : E 2³ F entre espaços de Banach é fraca-
mente compacto se T (BE) é um subconjunto relativamente fracamente compacto de F .
A coleção de operadores fracamente compactos de E em F é denotada por W(E,F ); e
por W denotamos a coleção de todos os operadores fracamente compactos entre espaços
de Banach quaisquer.

É muito fácil verificar que, na definição de operador fracamente compacto, a bola BE

pode ser substitúıda por subconjuntos limitados de E.
É também consequência imediata da definição que a restrição de um operador fraca-

mente compacto a qualquer subespaço de seu domı́nio também é um operador fracamente
compacto.
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Proposição 1.4.12. (i) Todo operador linear compacto entre espaços de Banach é fra-
camente compacto.

(ii) Todo operador linear fracamente compacto entre espaços de Banach é cont́ınuo.

Demonstração. Veja [35, Proposition 3.5.2 e 3.5.3].

Proposição 1.4.13. Sejam E e F espaços de Banach. Então W(E,F ) é subespaço
fechado de L(E,F ), e portanto é espaço de Banach.

Demonstração. Veja [35, Proposition 3.5.9 e Corollary 3.5.10].

Proposição 1.4.14 (Propriedade de ideal dos operadores fracamente compactos). Sejam
E,F e G espaços de Banach, T * L(E,G) e S * L(G,F ) tais que T ou S é fracamente
compacto. Então S ç T é fracamente compacto.

Demonstração. Veja [35, Proposition 3.5.11].

Teorema 1.4.15 (Teorema de Gantmacher). Sejam E e F espaços de Banach e T *
L(E,F ). Então T é fracamente compacto se, e somente se, o adjunto T 7 é fracamente
compacto.

Demonstração. Veja [35, Theorem 3.5.13] ou [42, Teorema 4.1.5].

1.5 A topologia fraca-estrela

A coleção de funções usada para definir a topologia fraca em um espaço normado E foi
a coleção dos funcionais lineares cont́ınuos Ç * E7. Em espaços duais, isto é, em um espaço
E7 em que E é um espaço normado, a coleção {JE(x) : x * E} também desempenha um
papel importante. Essa coleção é utilizada para definir uma outra topologia em E7.

Definição 1.5.1. A topologia fraca-estrela no dual E7 do espaço normado E, denotada
por Ã(E7, E), é a topologia em E7 gerada pelas funções pertencentes ao conjunto JE(E) =
{JE(x) : x * E}, isto é, pelas funções Ç * E7 7³ JE(x)(Ç) = Ç(x) * K, onde x * E.

Quando uma sequência (Çn)>n=1 em E7 converge para Ç * E7 na topologia fraca-estrela,

escrevemos Çn
É∗

2³ Ç, e também dizemos que (Çn)>n=1 é uma sequência É72convergente
para Ç.

Proposição 1.5.2. Seja E um espaço normado. Então:

(a) Seja (Çn)>n=1 uma sequência em E7. Então Çn
É∗

2³ Ç se, e somente se, Çn(x) 2³
Ç(x) para todo x * E.

(b) A topologia fraca-estrela Ã(E7, E) é de Hausdorff.

Demonstração. Veja [11, Proposição 6.3.2].

Proposição 1.5.3. Seja E um espaço normado.

(a) Se Çn
É
2³ Ç em E7, então Çn

É∗

2³ Ç.
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(b) Se E é Banach e Çn
É∗

2³ Ç em E7, então a sequência ('Çn')
>
n=1 é limitada.

Demonstração. Veja [11, Proposição 6.3.3].

Exemplo 1.5.4. A sequência (en)>n=1 dos vetores canônicos unitários em 31 = (c0)
7 é

É72convergente para 0 mas não é É2convergente em 31. Veja [11, Exemplo 6.3.4].

É sabido que existem espaços de dimensão infinita nos quais convergência de sequências
na topologia da norma é equivalente à convergência fraca; um exemplo clássico é o espaço
31 (veja [11, Proposição 6.2.12]). Para a topologia fraca-estrela isso não acontece:

Teorema 1.5.5 (Teorema de Josefson-Nissenzweig). Todo espaço de Banach dual de di-

mensão infinita admite uma sequência (Çn)>n=1 tal que Çn
É∗

2³ 0 e 'Çn' = 1 para todo
n * N.

Demonstração. Veja [17, Chapter XII].

1.6 Bases de Schauder

Definição 1.6.1. Seja (xn)>n=1 uma sequência no espaço normado E. Diz-se que a série
>∑
n=1

xn:

(a) Converge para x * E se a sequência das somas parciais

(
n∑

j=1

xj

)>

n=1

converge para

x. Neste caso dizemos que a série
>∑
n=1

xn é convergente e escrevemos
>∑
n=1

xn = x.

(b) É absolutamente convergente se a série numérica
>∑
n=1

'xn' é convergente. Neste caso

escrevemos
>∑
n=1

'xn' <>.

(c) É incondicionalmente convergente se a série
>∑
n=1

xÃ(n) é convergente, qualquer que

seja a permutação Ã : N 2³ N. Neste caso prova-se que (veja [11, Proposição 5.3.8.])
>∑
n=1

xn =
>∑
n=1

xÃ(n) para toda permutação Ã.

Teorema 1.6.2. Um espaço normado E é de Banach se, e somente se, toda série abso-
lutamente convergente em E é incondicionalmente convergente.

Demonstração. Veja [11, Proposição 10.1.4.].

Teorema 1.6.3. Para uma sequência (xn)>n=1 em um espaço de Banach E, as seguintes
afirmações são equivalentes:

(i)
>∑
n=1

xn é incondicionalmente convergente em E.
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(ii)
>∑
k=1

xnk
é incondicionalmente convergente, para qualquer subsequência (xnk

)>k=1 de

(xn)>n=1.

(iii)
>∑
n=1

Ànxn é convergente em E para qualquer (Àn)>n=1 * 3>.

Demonstração. Veja [18, Pág. 9].

Definição 1.6.4. Uma sequência (xn)>n=1 no espaço de Banach E é chamada de base de
Schauder de E se cada x * E tem uma representação única sob a forma

x =
>∑

n=1

anxn,

onde an * K para todo n * N. A partir de agora escrevemos apenas base para designar
uma base de Schauder. A base é dita base incondicional se, para cada x * E, a série
converge incondicionalmente.

A unicidade da representação permite considerar os funcionais lineares

x7n : E 2³ K , x7n

(
>∑

j=1

ajxj

)
= an,

com n * N, que são chamados de funcionais coeficientes (ou funcionais coordenados ou
ainda funcionais biortogonais associados).

Segue imediatamente da definição de espaço de Banach E com base de Schauder
(xn)>n=1 que

x =
>∑

n=1

x7n(x)xn

para todo x * E.

Exemplo 1.6.5. Os vetores canônicos unitários (en)>n=1 formam uma base incondicional
de c0 e 3p para 1 f p <>. Por outro lado, 3> é um espaço de Banach que não tem base
de Schauder. Veja [11, Exemplo 10.3.3 (a) e (c)].
Em particular todo elemento (an)>n=1 de c0 ou de 3p com 1 f p < > pode ser escrito da
forma

>∑

n=1

anen.

Da definição de funcional coordenado temos e7m((an)>n=1) = am para todo m * N.
A sequência (en)>n=1 não tem subsequência convergente em nenhum dos espaços de

sequências mencionados anteriormente, uma vez que 'en 2 em' = 1 para todos n,m *
N. Portanto, a sequência (en)>n=1 não é de Cauchy na topologia da norma, logo não é
convergente.

Proposição 1.6.6. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder (xn)>n=1. Então
as seguintes afirmações são equivalentes:
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(a) (xn)>n=1 é uma base incondicional.

(b) Existe K > 0 tal que, se a série
>∑
n=1

anxn converge, então para todas (bn)>n=1, (an)>n=1 *

3> tais que |bn| f |an| para todo n * N, vale que

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

bnxn

∥∥∥∥∥ f K

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

anxn

∥∥∥∥∥ .

Demonstração. Veja a equivalência (a)ñó(d’) em [29, Theorem I-3.2].

Definição 1.6.7. Uma sequência (xn)>n=1 no espaço de Banach E é dita sequência básica
se for base de Schauder de span({xn : n * N}).

Definição 1.6.8. Uma sequência (xn)>n=1 em um espaço normado E é dita sequência
seminormalizada se existem C1, C2 > 0 tais que C1 < 'xn' < C2 para todo n * N. Se
'xn' = 1 para todo n * N, então a sequência é dita normalizada.

Proposição 1.6.9. Sejam (xn)>n=1 uma base de Schauder do espaço de Banach E e
(x7n)>n=1 seus funcionais coeficientes. Então existe uma constante K tal que

1 f 'x7n'·'xn' f K

para todo n * N.

Demonstração. Ver [11, Corolário 10.3.9].

Teorema 1.6.10 (Banach-Mazur, Bessaga-Pe lczyński, Gelbaum). Todo espaço de Ba-
nach de dimensão infinita contém um subespaço de dimensão infinita com base de Schau-
der.

Demonstração. Veja [11, Teorema 10.4.10].

Segue diretamente que os elementos de uma base de Schauder são linearmente inde-
pendentes e, em particular, não nulos.

Proposição 1.6.11. Se (xn)>n=1 é uma base de Schauder do espaço E, então
(

xn

'xn'

)>
n=1

é uma base de Schauder normalizada de E.

Demonstração. Veja [35, Corolary 4.1.6].

1.7 Espaço quociente

Definição 1.7.1. SejaM um subespaço de um espaço vetorial E. O espaço quociente de E
módulo M , denotado por E/M , é o espaço vetorial formado pela coleção {x+M : x * E}
com as operações

(x+M) + (y +M) = (x+ y) +M

e
³ · (x+M) = (³ · x) +M.
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Teorema 1.7.2. Seja M um subespaço vetorial fechado do espaço de Banach E. Defina
d : E/M × E/M 2³ R por

d(x+M, y +M) = inf{'u2 w' : u * x+M,w * y +M},

para todos x, y * E. Então a correspondência

x+M * E/M 7³ 'x+M' := d(x+M, 0 +M)

define uma norma em E/M , a qual é conhecida como a norma quociente.

Demonstração. Veja [35, Theorem 1.7.4].

Definição 1.7.3. Seja M um subespaço fechado de um espaço normado E. A função
quociente de E em E/M é a função Ã : E 2³ E/M definida por Ã(x) = x+M .

Teorema 1.7.4. SejaM um subespaço fechado de um espaço normado E. Então a função
quociente Ã de E em E/M é um operador linear cont́ınuo sobrejetor.

Demonstração. A linearidade é clara. Veja [35, Proposition 1.7.12] para a continuidade
de Ã. A sobrejetividade é imediata da definição.
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Caṕıtulo 2

Espaços de polinômios homogêneos e

alguns subespaços

Apresentamos nesta seção a teoria básica de operadores multilineares e polinômios
homogêneos entre espaços normados, bem como os espaços formados por polinômios ho-
mogêneos com propriedades especiais que serão o objeto de estudo dos caṕıtulos subse-
quentes. As principais fontes utilizadas neste caṕıtulo são [1, 20, 37, 45–47].

2.1 Operadores multilineares

O primeiro passo para conhecer polinômios homogêneos e espaços de polinômios ho-
mogêneos é estudar operadores multilineares entre espaços normados.

Definição 2.1.1. Sejam n * N, E1, . . . , En e F espaços normados sobre o corpo K.
Dizemos que uma aplicação A : E1×· · ·×En 2³ F é um operador n-linear (ou multilinear)
se é linear em cada uma das suas variáveis, isto é, se

A(x1, . . . , ¼xi + x2i, . . . , xn) = ¼A(x1, . . . , xi, . . . , xn) + A(x1, . . . , x
2
i, . . . , xn)

para quaisquer xi, x
2
i * Ei, com i = 1, . . . , n e ¼ * K.

Quando E1 = · · · = En denotamos En := E1 × · · · × En. Se A : En 2³ F é um
operador n-linear, então para n1, . . . , nm * N tal que n1 + · · ·+nm = n e xn1

, . . . , xnm
* E

denotamos
A(xn1

1 , . . . , x
nm

m ) := A(x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
n1 vezes

, . . . , xm, . . . , xm︸ ︷︷ ︸
nm vezes

).

Em particular, para cada x * E, Axn := A(x, . . . , x︸ ︷︷ ︸
n vezes

).

É fácil verificar que o conjunto dos operadores n-lineares do espaço vetorial E1×· · ·×En

em F , dotado das operações algébricas usuais de funções, formam um espaço vetorial, o
qual é denotado como L(E1, . . . , En;F ). Considerando E1×· · ·×En, munido com qualquer
uma das normas equivalentes expostas na Definição 1.1.9, denotamos por L(E1, . . . , En;F )
o conjunto dos operadores n-lineares cont́ınuos de E1×· · ·×En em F . Conforme provado
em [47, Proposição 2.10], L(E1, . . . , En;F ) é um subespaço vetorial de L(E1, . . . , En;F ).
Quando E1 = · · · = En, denotamos L(E1, . . . , En;F ) por L(nE;F ), e L(E1, . . . , En;F )
por L(nE;F ).
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Proposição 2.1.2. Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Para cada opera-
dor A * L(E1, . . . , En;F ), as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) A é cont́ınuo.

(b) A é cont́ınuo na origem.

(c) Existe uma constante c g 0 tal que 'A(x1, . . . , xn)' f c 'x1' · · · 'xn' para quaisquer
xi * Ei, com i = 1, . . . , n.

(d) 'A' := sup{'A(x1, . . . , xn)' : xi * Ei e 'xi' f 1 para todo i = 1, . . . , n} <>.

Demonstração. Veja [47, Proposição 2.7].

Proposição 2.1.3. Sejam E1, . . . , En e F espaços vetoriais normados. Considere um
operador n-linear cont́ınuo A : E1 × · · · × En 2³ F . Então:

(a) 'A(x1, . . . , xn)' f 'A'·'x1' · · · 'xn' para quaisquer x1 * E1, . . . , xn * En.

(b) 'A' = inf{c g 0 : 'A(x1, . . . , xn)' f c 'x1' · · · 'xn' para todos xj * Ej, j =
1, . . . , n}.

Demonstração. Veja [47, Proposição 2.8].

Definição 2.1.4. Um operador multilinear A : En 2³ F é dito simétrico se

A(x1, . . . , xn) = A(xÃ(1), . . . , xÃ(n))

para todos (x1, . . . , xn) * En e Ã * Sn, onde Sn denota o conjunto das permutações dos
n primeiros números naturais.

É imediato que o conjunto de operadores n-lineares simétricos de En em F , deno-
tado por Ls(nE;F ), é um subespaço vetorial de L(nE;F ). Analogamente, o conjunto de
operadores n-lineares simétricos cont́ınuos de En em F , denotado por Ls(nE;F ), é um
subespaço vetorial de L(nE;F ).

Na seguinte proposição, a propriedade descrita no item (b) é conhecida como pro-
priedade binomial dos operadores multilineares. Essa propriedade é análoga ao teorema
binomial clássico, adaptado para operadores multilineares simétricos, e constitui uma
ferramenta essencial no estudo de polinômios homogêneos.

Proposição 2.1.5. Sejam E e F espaços normados e A * Ls(nE;F ). Para quaisquer
¼ * K e x, y * E tem-se:

(a) A(¼x)n = ¼nAxn.

(b) A(x+ y)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
A(xi, yn2i).
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Demonstração. (a) Segue da definição de operador n-linear que

A(¼x)n = A(¼x, . . . , ¼x) = ¼nA(x, . . . , x) = ¼nAxn.

(b) Apresentamos apenas um esboço da demonstração, que pode ser completada por
indução com facilidade. Para n = 1, temos A(x + y) = A(x) + A(y), e a igualdade
desejada se cumpre trivialmente. Para n = 2 temos

A(x+ y)2 = A (x+ y, x+ y) = A (x, x+ y) + A (y, x+ y)

= A(x, x) + A(x, y) + A(y, x) + A(y, y)

=

(
2

0

)
A(x, x) +

(
2

1

)
A(x, y) +

(
2

2

)
A(x, y)

=
2∑

i=0

A(xi, y22i),

o que fornece a igualdade desejada. Realizando um processo análogo ao anterior para
qualquer n * N teremos

A(x+ y)n =
∑

z1,...,zn*{x,y}

A(z1, . . . , zn).

Como A é simétrico, podemos fatorar a somatória dependendo da quantidade de x e de
y que tenham os termos A(z1, . . . , zn), portanto, fazendo o cálculo combinatório obtemos

A(x+ y)n =
∑

z1,...,zn*{x,y}

A(z1, . . . , zn) =
n∑

i=0

(
n

i

)
A(xi, yn2i).

Proposição 2.1.6. Para cada A * L(nE;F ), defina As : En 2³ F por

As(x1, . . . , xn) :=
1

n!

∑

Ã*Sn

A(xÃ(1), . . . , xÃ(n)).

Então as seguintes propriedades são satisfeitas:

(a) As * Ls(nE;F ).

(b) As = A se, e somente se, A * Ls(nE;F ).

(c) (As)s = As.

(d) O operador ŝ : L(nE;F ) 2³ Ls(nE;F ), definido por ŝ(A) = As, é linear.

(e) Para cada x * E, Axn = Asxn.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.1.6].

Proposição 2.1.7 (Fórmula de Polarização). Seja A * Ls(nE;F ). Para quaisquer
x0, x1 . . . , xn * E, vale a fórmula

A(x1, . . . , xn) =
1

n!2n

∑

·j=±1

·1 · · · ·nA(x0 + ·1x1 + · · ·+ ·nxn)n.

Demonstração. Veja [37, Theorem 1.10].
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2.2 Polinômios homogêneos

Como dito antes, polinômios homogêneos eram usados como ferramenta para estudar
funções anaĺıticas (ou holomorfas) em espaços complexos de dimensão infinita. Há algu-
mas décadas, além dessa óbvia e importante aplicação, os polinômios também têm sido
estudados por seu interesse próprio.

Definição 2.2.1. Sejam E e F espaços vetoriais normados e n * N. Uma aplicação
P : E 2³ F é denominada polinômio n-homogêneo ou polinômio homogêneo de grau n, se
existe um operador n-linear simétrico A * L(nE;F ) tal que P (x) = Axn para todo ponto
x * E.

Um polinômio homogêneo é uma aplicação que é um polinômio n-homogêneo para
algum n * N.

Pela Proposição 2.1.5, se P : E 2³ F é um polinômio n-homogêneo, então

P (¼x) = ¼nP (x) para todos ¼ * K e x * E.

É fácil ver que o conjunto dos polinômios n2homogêneos P : E 2³ F é um espaço
vetorial sobre K com as operações algébricas usuais de funções. Denotaremos esse espaço
por P (nE;F ). A coleção dos polinômios n2homogêneos P : E 2³ F cont́ınuos será
denotada por P(nE;F ). Para o caso em que F = K escrevemos simplesmente P(nE).

Para cada P * P (nE;F ), definimos

'P' := sup{'P (x)' : x * E e 'x' f 1} * [0,+>].

Em geral, a expressão acima não define uma norma em P (nE;F ), mas, como se verá na
Proposição 2.2.5, define sim uma norma em P(nE;F ).

Proposição 2.2.2. Sejam E e F espaços normados sobre K. Para cada A * Ls(nE;F ),
considere a aplicação

Â : E 2³ F , Â(x) := Axn.

Então a correspondência A 7³ Â é um isomorfismo entre os espaços vetoriais Ls(nE;F )
e P (nE;F ).

Demonstração. Veja [6, Proposição 1.3.5].

Da proposição anterior segue que, para cada polinômio P * P (nE;F ), existe um único
operador multilinear simétrico A * Ls(nE;F ) tal que

Axn = P (x) para todo x * E.

Nesse caso, denotamos
(

P := A. É claro que Â = P .

Proposição 2.2.3. Sejam E e F espaços normados e P * P (nE;F ). Então as seguintes
afirmações são equivalentes:

(a) P é cont́ınuo.

(b) 'P' <>.
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(c) Existe K > 0 tal que 'P (x)' f K 'x'n para todo ponto x em E.

(d) P (A) é limitado em F sempre que A for limitado em E.

(e) O operador n-linear simétrico
(

P é cont́ınuo.

(f) Existe A * L(nE,F ) tal que P (x) = Axn para todo ponto x em E.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.7].

Proposição 2.2.4. Sejam E e F espaços normados, n * N e P * P(nE;F ). Então:

(a) 'P (x)' f 'P'·'x'n para todo x * E.

(b) 'P' = inf{K g 0 : 'P (x)' f K 'x'n para todo x * E}.

Demonstração. (a) A desigualdade é óbvia para x = 0. Para x * E não nulo,

P (x) = P

(
'x'

'x'
x

)
= 'x'nP

(
x

'x'

)
.

Como
∥∥∥ x
'x'

∥∥∥ = 1,
∥∥∥P
(

x
'x'

)∥∥∥ f 'P'. Assim,

'P (x)' =

∥∥∥∥P
(

x

'x'

)∥∥∥∥· 'x'
n f 'P' · 'x'n.

(b) Como 'P (x)' f 'P' · 'x'n para todo x * E, o conjunto {K g 0 : 'P (x)' f
K 'x'n, "x * E} é não vazio e contém 'P'. Por definição de ı́nfimo,

inf{K g 0 : 'P (x)' f K 'x'n, "x * E} f 'P'.

Seja ³ * {K g 0 : 'P (x)' f K 'x'n, "x * E}. Em particular, para qualquer x * E
com 'x' f 1, temos 'P (x)' f ³ 'x'n f ³. Logo, ³ é uma cota superior do conjunto
{'P (x)' : x * E e 'x' f 1}, e por definição de supremo, temos

'P' = sup{'P (x)' : x * E e 'x' f 1} f ³.

Portanto, 'P' é uma cota inferior do conjunto {K g 0 : 'P (x)' f K 'x'n, "x * E}. Isso
implica, por definição de ı́nfimo, que

'P' f inf{K g 0 : 'P (x)' f K 'x'n, "x * E},

donde segue o resultado.

Proposição 2.2.5. Sejam E e F espaços vetoriais normados. Então (P(nE;F ), ' · ') é
um espaço vetorial normado. Mais ainda, se F é espaço de Banach, então (P(nE;F ), ' · ')
também é um espaço de Banach.

Demonstração. Veja [1, Proposição 1.2.8 e Proposição 1.2.10].
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Exemplo 2.2.6. Considere a aplicação

P : 32 2³ K , P (x) =
>∑

n=1

x2n.

P está bem definida pois, para qualquer x = (xn)>n=1 * 32, tem-se

>∑

n=1

|xn|
2 <>.

Como série absolutamente convergente em K é convergente em K, temos

P (x) =
>∑

n=1

x2n * K.

Seja

A : 32 × 32 2³ K , A(x, y) =
>∑

n=1

xnyn.

A está bem definida pois, usando a Desigualdade de Hölder (Proposição 1.1.5), temos

>∑

n=1

|xnyn| f

(
>∑

n=1

|xn|
2

) 1

2

·

(
>∑

n=1

|yn|
2

) 1

2

<>,

e portanto
>∑
n=1

xnyn * K por ser uma série absolutamente convergente.

Para todos x = (xn)>n=1, y = (yn)>n=1, z = (zn)>n=1 * 32 e ¼ * K,

A(¼x+ y, z) =
>∑

n=1

(¼xn + yn)zn =
>∑

n=1

(¼xnzn + ynzn)

= ¼

>∑

n=1

xnzn +
>∑

n=1

ynzn = ¼A(x, z) + A(y, z),

provando que A é linear na primeira coordenada. Analogamente se prova a linearidade
de A na segunda coordenada, donde segue que A é bilinear. Para todo x = (xn)>n=1 * 32,

P (x) =
>∑

n=1

x2n = A(x, x),

o que mostra que P é um polinômio 22homogêneo. E de

|P (x)| =

∣∣∣∣∣

>∑

n=1

x2n

∣∣∣∣∣ f
>∑

n=1

|xn|
2 = 'x'22,

segue que P é cont́ınuo, isto é, P * P(232).
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Fixemos algumas notações. Sejam E e F espaços normados sobre K, T : E 2³ K e
S : E 2³ F funções, e n * N. Denotamos por T n ¹ S a função de E em F definida por

(T n ¹ S)(x) = T (x)nS(x) para todo x * E.

Em particular, para n = 1, escrevemos T 1 ¹ S = T ¹ S.
Se para todo i = 1, ..., n, Çi * E

7 definimos por Ç1 ¹ · · · ¹ Çn ¹ T a função definida
por (Ç1 ¹ · · · ¹ Çn ¹ T )(x) = Ç1(x) · · ·Çn(x) · T (x).

Para b * F , a função T n ¹ b é definida por

(T n ¹ b)(x) = T (x)nb para todo x * E.

O leitor deve estar atento para que a notação fixada acima não seja confundida com a

notação para a composição iterada Tç
n
· · · çT de um operador T : E 2³ E, a qual também

é denotada por T n.

Exemplo 2.2.7. Dados E e F espaços normados, P * P(nE) e b * F , provemos que
P ¹ b * P(nE;F ). Para isso, defina

A : En 2³ F , A(x1, . . . , xn) =
(

P (x1, . . . , xn)b.

É fácil verificar, usando a propriedade distributiva do produto por escalar em F , que A é
um operador n-linear. Para todo x * E,

(P ¹ b)(x) = P (x)b =
(

P (xn)b = A(xn),

o que prova que P ¹ b é um polinômio n-homogêneo. Para provar a continuidade da
Proposição 2.2.3, 'P' <> e assim:

'P ¹ b' = sup{'(P ¹ b)(x)' : x * E e 'x' f 1}

= sup{'P (x)b' : x * E e 'x' f 1}

= sup{|P (x)|·'b' : x * E e 'x' f 1}

= 'b'·sup{|P (x)| : x * E e 'x' f 1}

= 'b'·'P' <>

onde tem-se, que P ¹ b * P(nE;F ) e 'P ¹ b' = 'b'·'P'.

Exemplo 2.2.8. Sejam E e F espaços de Banach, n,m * N, P * P(nE;F ) e Ç1, . . . , Çm *
E7. Verificaremos que Ç1 ¹ · · · ¹ Çm ¹ P * P(n+mE;F ). Primeiro fazemos a prova para
o caso m = 1.

Dado Ç * E7, seja A : En+1 2³ F definida por

A (x1, x2, . . . , xn+1) = Ç (x1)
(

P (x2, . . . , xn+1) .

É fácil ver que A * L (n+1E;F ) e que (Ç¹P )(x) = Axn+1 para todo x em E, o que prova
que Ç¹ P é um polinômio (n+ 1)-homogêneo, isto é, Ç¹ P * P (n+1E;F ).

24



Para a continuidade, note que

'Ç¹ P' = sup{'(Ç¹ P )(x)' : x * E e 'x' f 1}

= sup{'Ç(x)·P (x)' : x * E e 'x' f 1}

= sup{|Ç(x)|·'P (x)' : x * E e 'x' f 1}

f (sup {|Ç(x)| : x * E e 'x' f 1}) · (sup {'P (x)' : x * E e 'x' |f 1})

= 'Ç' · 'P' <>.

Segue que Ç¹ P é cont́ınuo e 'Ç¹ P' f 'Ç'·'P'.
Voltando ao enunciado geral, do caso que acabamos de provar sabemos que Ç1 ¹ P é

um polinômio (n+ 1)-homogêneo cont́ınuo e 'Ç1 ¹ P' f 'Ç1'·'P'. Como

Ç1 ¹ Ç2 ¹ P = Ç2 ¹ (Ç1 ¹ P ),

também do primeiro caso segue que Ç1 ¹ Ç2 ¹ P é polinômio (n+ 2)-homogêneo e 'Ç1 ¹
Ç2¹P' f 'Ç1'·'Ç2'·'P'. Repetindo este processo um número finito de vezes, conclúımos
que Ç1 ¹ · · · ¹ Çm ¹ P * P (n+mE;F ) e

'Ç1 ¹ · · · ¹ Çm ¹ P' f 'Ç1' · · · 'Çm'·'P'.

Exemplo 2.2.9. Sejam E e F espaços normados, Ç * E7 e b * F . Do Exemplo 2.2.7
sabemos que Ç ¹ b * P(1E,F ) = L(E,F ). E do Exemplo 2.2.8 segue que, para todo
n * N e todos Ç1, . . . , Çn * E

7, Ç1 ¹ · · · ¹ Çn ¹ b * P (nE;F ). Mais ainda, se F = K e
b = 1, então Ç1 ¹ · · · ¹ Çn ¹ 1 = Ç1 ¹ · · · ¹ Çn * P (nE).

Definição 2.2.10. Um polinômio P * P(nE;F ) entre espaços normados é denominado
de tipo finito se P se escreve na forma

P =
k∑

j=1

Çn
j ¹ bj,

onde k * N, Çj * E
7 e bj * F para todo j = 1, . . . , k.

Denotamos por Pf (nE;F ) o conjunto de polinômios n-homogêneos de tipo finito de
E em F .

Usando o Exemplo 2.2.9 e o fato de que P(nE;F ) é espaço vetorial, conclúımos que
Pf (nE,F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F ).

No Exemplo 2.2.8 vimos que, ao multiplicar um polinômio homogêneo P por um
funcional linear, obtemos um novo polinômio homogêneo de grau maior que o grau de P .
Veremos em seguida uma maneira de obter um polinômio homogêneo de grau menor que
o grau de P .

Exemplo 2.2.11. Sejam E e F espaços de Banach, P * P(nE;F ), com 2 f n * N, e
x0 * E. Definimos

Px0
: E 2³ F , Px0

(x) =
(

P
(
x0, x

n21
)
.

Vejamos que Px0
* P (n21E;F ). A boa definição de Px0

é clara. Usando a linearidade de
(

P nas últimas (n21)-coordenadas, é fácil provar que a aplicação A : En21 2³ F definida
por

A (y1, . . . , yn21) :=
(

P (x0, y1, . . . , yn21) ,
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é um operador (n2 1)-linear. Para todo x * E,

Px0
(x) =

(

P
(
x0, x

n21
)

= Axn21,

provando que Px0
é um polinômio (n 2 1)-homogêneo. Para provar a continuidade, seja

x * E. Como
(

P * L (nE;F ), pela Proposição 2.1.3 temos

'Px0
(x)' =

∥∥∥∥
(

P
(
x0, x

n21
)∥∥∥∥

f '
(

P' · 'x0'︸ ︷︷ ︸
Constante

'x'n21.

Como isso vale para todo x * E, temos Px0
* P (n21E;F ) e 'Px0

' f '
(

P'·'x0'.
Se P * P(nE;F ), com n > 2, para x0, x1 * E, denotamos Px0,x1

:= (Px0
)x1

. Do
que acabamos de verificar segue que Px0,x1

é um polinômio (n2 2)-homogêneo cont́ınuo.
Repetindo este processo um número finito de vezes, para x0, . . . , xm * E e n0, . . . , nm * N
tais que r = n0 + · · ·+ nm < n, definindo Px

n0
0

,...,xnm
m

: E 2³ F por

Px
n0
0

,...,xnm
m

(x) =
(

P
(
xn0

0 , . . . , x
nm

m , xn2r
)
,

conclúımos que Px
n0
0

,...,xnm
m

é um polinômio (n2 r)-homogêneo cont́ınuo.

Em particular se i < n, então a expressão Pxi
0
(x) =

(

P (xi0, x
n2i) define um polinômio

homogêneo cont́ınuo de grau (n2 i).

Teorema 2.2.12. Sejam E,F,G e H espaços de Banach, n * N, P * P(nE;F ), u *
L(G,E) e v * L(F,H). Então v ç P ç u * P(nG;H) e

'v ç P ç u' f 'v'·'P'·'u'n.

Demonstração. Seja A : Gn 2³ H definida por

A (x1, . . . , xn) = v

(
(

P (u (x1) , . . . , u (xn))

)

para quaisquer x1, . . . , xn * G. É claro que A está bem definida e resulta fácil verificar
que é um operador n-linear. Para qualquer x * E,

(v ç P ç u) (x) = v(P (u(x))

= v

(
(

P (u(x))n
)

= Axn,

o que prova que v ç P ç u * P (nG;H). Para a continuidade, veja que

'(v · P ç u)(x)' = 'v((P ç u)(x))'

f 'v'·'(P ç u)(x)'
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= 'v'·'P (u(x))'

f 'v'·'P'·'u(x)'n

f 'v'·'P'('u'·'x')n.

= ('v'·'P'·'u'n)︸ ︷︷ ︸
constante

·'x'n

para todo x * E. Da Proposição 2.2.3 conclúımos que v ç P ç u * P(nG;H), e a
desigualdade desejada segue da Proposição 2.2.4.

Nas hipóteses da proposição anterior, temos, em particular, que

'v ç P' f 'v'·'P' e que 'P ç u' f 'P'·'u'n. (2.1)

2.3 Ideais coerentes de polinômios

Nesta seção, estudaremos classes especiais de polinômios homogêneos entre espaços de
Banach, denominadas ideais coerentes e fechados de polinômios homogêneos. Essas classes
serão importantes na continuação do nosso estudo, especialmente no último caṕıtulo da
dissertação. Os conceitos e resultados apresentados nesta seção podem ser encontrados
em [10] e [41].

Por BAN passaremos a denotar a classe de todos os espaços de Banach sobre o corpo
K fixado.

Definição 2.3.1. Considere uma subclasse Q da classe de todos os polinômios ho-
mogêneos cont́ınuos entre espaços de Banach, isto é:

Q ¦
⋃

E,F*BAN

⋃
n*N
P(nE;F ).

Para espaços de Banach E e F fixados e n * N também fixado, definimos a componente
da classe Q por

Q(nE;F ) := P(nE;F ) + Q.

Dizemos queQ é um ideal de polinômios homogêneos se para quaisquer E,F,G,H * BAN
e n * N, as seguintes condições se cumprem:

(i) Q(nE;F ) é um subespaço vetorial de P(nE;F ) que contém os polinômios de tipo
finito, isto é, Pf (nE;F ) ¦ Q(nE;F ).

(ii) Propriedade de ideal: se u * L(G;E), P * Q(nE;F ) e v * L(F ;H), então vçP çu *
Q(nG;H).

Por simplicidade, algumas vezes escreveremos ideal de polinômios no lugar de ideal de
polinômios homogêneos.

Definição 2.3.2. Dizemos que um ideal de polinômios homogêneos Q é um ideal coerente
de polinômios homogêneos se para quaisquer espaços de Banach E e F , n * N, a * E e
Ç * E7, vale a seguinte implicação:

P * Q(nE;F ) =ó Pa * Q(n21E;F ) e Ç¹ P * Q(n+1E;F ).
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As ideias inerentes à noção de ideal coerente apareceram primeiramente em [8, 9], o
termo coerente foi cunhado em [13].

Exemplo 2.3.3. Denotamos por P a coleção de todos os polinômios homogêneos cont́ı-
nuos entre espaços de Banach. Por definição de polinômios n-homogêneos de tipo finito
e Proposição 2.2.12, temos que P é um ideal de polinômios homogêneos. Mais ainda,
é o ideal que contém qualquer outro ideal de polinômios homogêneos. Além disso, dos
Exemplos 2.2.8 e 2.2.11 segue que P é um ideal coerente de polinômios.

Exemplo 2.3.4. Denotamos por Pf a coleção de todos os polinômios homogêneos cont́ı-
nuos de tipo finito entre espaços de Banach. Provaremos em seguida que Pf cumpre
a propriedade de ideal. Uma vez feito isso, podemos concluir que, em conjunto com o
Exemplo 2.2.9, que Pf é um ideal de polinômios homogêneos. Mais ainda, Pf é o ideal
que está contido em qualquer outro ideal de polinômios homogêneos.

Sejam E,F,G e H espaços de Banach, P * Pf (nE;F ), u * L(G,E) e v * L(F,H).
Por definição de polinômio de tipo finito, existem k * K, Çj * E7 e bj * F , com
j = 1, . . . , k, tais que

P =
k∑

j=1

Çn
j ¹ bj.

Para cada x * G,

(v ç P ç u)(x) = v(P (u(x))) = v

(
k∑

j=1

(Çj(u(x))nbj)

)

=
k∑

j=1

((Çj ç u)(x))n v (bj)

=

(
k∑

j=1

(Çj ç u)n ¹ v (bj)

)
(x).

Isso prova que v çP ç u =
k∑

j=1

(Çj ç u)n¹ v (bj). Como Çj ç u * G
7 e v (bj) * H para todo

j = 1, . . . , k, segue que v ç P ç u é de tipo finito.
Também é verdade que Pf é ideal coerente de polinômios, para uma demonstração

veja [36, Proposição 5.2.6].

Exemplos adicionais de ideais coerentes de polinômios homogêneos serão vistos nas
próximas seções.

2.3.1 Polinômios homogêneos compactos e fracamente compac-

tos

Alguns dos nossos objetos centrais de interesse neste trabalho são os espaços de po-
linômios compactos, fracamente cont́ınuos sobre limitados e fracamente compactos. Nesta
seção e na próxima, apresentaremos esses conceitos e algumas de suas propriedades mais
relevantes.

Polinômios compactos são definidos à semelhança do caso linear tratado na Seção 1.3.
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Definição 2.3.5. Um polinômio n-homogêneo P : E 2³ F entre espaços de Banach
é denominado compacto se P (BE) é um subconjunto compacto de F . A coleção de po-
linômios n-homogêneos compactos de E em F é denotada por PK(nE;F ). E denotaremos
por PK a coleção de todos os polinômios homogêneos compactos entre espaços de Banach
quaisquer.

Definição 2.3.6. Sejam E e F espaços vetoriais e U ¦ E. Uma função f : U 2³ F é
dita de posto finito se o subespaço vetorial span(f(U)) tem dimensão finita.

Em particular um polinômio homogêneo P : E 2³ F é de posto finito se span(P (E))
tem dimensão finita. Também da definição de polinômio n-homogêneo de tipo finito
tem-se que os polinômios de tipo finito são de posto finito.

Proposição 2.3.7. Todo polinômio n-homogêneo entre espaços de Banach P : E 2³ F
de posto finito é um polinômio homogêneo compacto.

Demonstração. Se x * BE, então 'P (x)' f 'P' · 'x'n f 'P'. Portanto, P (BE) ¦
BF [0; 'P'] e, por tanto, P (BE) ¦ BF [0; 'P'], onde BF [0; 'P'] denota a bola fechada
com centro em 0 e raio 'P' em F . Por outro lado, como P tem posto finito, pelas
Proposições 1.1.3 e 1.1.7 tem-se que P (BE) ¦ span(P (E)) = span(P (E)). Disso segue
que

P (BE) ¦ BF [0; 'P'] + span(P (E)).

Então P (BE) é um subconjunto fechado e limitado do espaço de dimensão finita span(P (E)).
Da Proposição 1.3.3 segue que P (BE) é compacto, e assim P é um polinômio homogêneo
compacto.

Exemplo 2.3.8. (a) Aplicando a proposição anterior, temos que os polinômios ho-
mogêneos dos Exemplos 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.9 são polinômios compactos.

(b) Para todo n g 2, a aplicação

Pn : 31 2³ 31 , Pn((aj)
>
j=1) = ((aj)

n)>j=1 ,

é um polinômio n-homogêneo cont́ınuo que não é compacto. Para uma demonstração,
veja [1, Exemplo 4.2.9].

Vale para o caso polinomial a caracterização de compacidade por sequências, análoga
à condição (c) da Proposição 1.3.6:

Proposição 2.3.9. Sejam E e F espaços de Banach e P * P(nE;F ). Então P é com-
pacto se, e somente se, para toda sequência limitada (xk)>k=1 em E, a sequência (P (xk))>k=1

possui uma subsequência convergente em F .

Demonstração. Ver [45, Proposição 4.4.3].

Da mesma forma, polinômios fracamente compactos são definidos em paralelo ao que
fizemos na Seção 1.4.

Definição 2.3.10. Um polinômio n-homogêneo P : E 2³ F entre espaços de Banach é

denominado fracamente compacto se P (BE)
Ã(F,F ∗)

é fracamente compacto em F . A coleção
de polinômios n-homogêneos fracamente compactos de E em F é denotada por PW(nE;F ).
Denotaremos por PW a coleção de todos os polinômios homogêneos fracamente compactos
entre espaços de Banach quaisquer.
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Lema 2.3.11. Sejam E um espaço de Banach e A ¦ E. Se A é relativamente compacto,
então A é relativamente fracamente compacto.

Demonstração. Seja (xn)n ¦ A. Como A é compacto por hipótese, pela Proposição 1.3.2
existe uma subsequência (xni

)>i=1 convergindo em norma para algum ponto de E. Pela
Proposição 1.4.3 essa convergência se dá também na topologia fraca. Assim, (xn)>n=1

contém uma subsequência fracamente convergente em E. Pelo Teorema de Eberlein-

Smulian (Teorema 1.4.10) segue que A
Ã(E,E∗)

é fracamente compacto em E.

Proposição 2.3.12. Todo polinômio homogêneo compacto é fracamente compacto, isto
é, PK ¦ PW .

Demonstração. Segue imediatamente do Lema 2.3.11 e das definições de polinômio com-
pacto e de polinômio fracamente compacto.

Corolário 2.3.13. Todo polinômio homogêneo de posto finito é compacto e fracamente
compacto. Em particular todo operador linear de posto finito é compacto e fracamente
compacto.

Demonstração. Segue imediatamente das Proposições 2.3.7 e 2.3.12.

Exemplo 2.3.14. (a) Da Proposição 2.3.12 e do Exemplo 2.3.8(a) segue que os polinômios
homogêneos dos Exemplos 2.2.6, 2.2.7 e 2.2.9 são polinômios fracamente compactos.

(b) Os polinômios homogêneos descritos no Exemplo 2.3.8(b) são cont́ınuos mas não
são fracamente compactos. Para a demonstração, veja [45, Exemplo 4.5.21] ou [1, Exem-
plo 4.2.9].

(c) O operador identidade em 32 é obviamente um operador linear cont́ınuo. Pela
Proposição 1.2.13 sabemos que 32 é reflexivo, logo a identidade em 32 é um operador
fracamente compacto pelo Teorema de Kakutani (Teorema 1.4.6). Mas ela não é compacta
pois a bola fechada BE não é compacta em nenhum espaço normado de dimensão infinita,
como é indicado no Teorema 1.3.4. Assim a identidade em 32 é um polinômio 1-homogêneo
fracamente compacto que não é compacto.

A caracterização sequencial também vale no caso fracamente compacto (graças ao
Teorema de Eberlein-Smulian):

Proposição 2.3.15. Sejam E e F espaços de Banach e P * P(nE;F ). Então P é
fracamente compacto se, e somente se, para toda sequência limitada (xk)>k=1 em E, a
sequência (P (xk))>k=1 possui uma subsequência fracamente convergente em F .

Demonstração. Ver [45, Proposição 4.15.14].

Trabalharemos agora no sentido de provar propriedades especiais dos ideais dos po-
linômios compacto e fracamente compactos.

Lema 2.3.16. Sejam E um espaço normado, Ω um conjunto dirigido, (a¼)¼*Ω uma rede
em K, (x¼)¼*Ω, (y¼)¼*Ω redes em E, a * K e x, y * E.

(a) Se a¼ 2³ a em K e x¼ 2³ x em E, então a¼x¼ 2³ ax em E.
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(b) Se x¼ 2³ x e y¼ 2³ y em E, então x¼ + y¼ 2³ x+ y em E.

(c) Se a¼ 2³ a em K e x¼
É
2³ x em E, então a¼x¼

É
2³ ax.

(d) Se x¼
É
2³ x e y¼

É
2³ y em E, então x¼ + y¼

É
2³ x+ y.

O lema acima pode ser entendido da seguinte forma: todo espaço normado é espaço
vetorial topológico tanto com a topologia da norma como com a topologia fraca.

Demonstração. (a) Se a = 0 o resultado é imediato. Considere a ;= 0 e seja · > 0. Como
x¼ 2³ x e a norma ' · ' : E 2³ R é cont́ınua, temos 'x¼' 2³ 'x' em R. Existe então
¼1 * Ω tal que |'x¼' 2 'x'| < · para todo ¼ g ¼1. Em particular, 'x¼' < · + 'x' para
todo ¼ g ¼1.

Por outro lado, como a¼ 2³ a em K, existe ¼2 * Ω tal que se ¼ g ¼2 então |a¼2 a| <
·

2(·+ 'x')
.

Usando novamente x¼ 2³ x em E, existe ¼3 * Ω tal que se ¼ g ¼3 então 'x¼ 2 x' <
·

|a|
.

Como Ω é conjunto dirigido, existe ¼0 * Ω tal que ¼1 f ¼0, ¼2 f ¼0 e ¼3 f ¼0. Logo,

'a¼x¼ 2 ax' = 'a¼x¼ 2 ax¼ + ax¼ 2 ax'

f 'a¼x¼ 2 ax¼'+ 'ax¼ 2 ax'

= |a¼ 2 a|·'x¼'+ |a|·'x¼ 2 x'

<
·

2(·+ 'x')
'x¼'+ |a|

·

|a|

<
·

2(·+ 'x')
(·+ 'x') + |a|

·

|a|

=
·

2
+
·

2
= ·.

Está provado que a¼x¼ 2³ ax.

(b) Por hipótese, 'x¼ 2 x' 2³ 0 e 'y¼ 2 y' 2³ 0. Dáı,

'(x¼ + y¼)2 (x+ y)' = '(x¼ 2 x) + (y¼ 2 y)' f 'x¼ 2 x'+ 'y¼ 2 y' 2³ 0,

donde segue que x¼ + y¼ 2³ x+ y.

(c) Seja Ç * E7. Como x¼
É
2³ x, temos Ç(x¼) 2³ Ç(x). Pelo item (a) do lema segue

que
Ç(a¼x¼) = a¼Ç(x¼) 2³ aÇ(x) = Ç(ax).

Como isso vale para todo Ç * E7, temos a¼x¼
É
2³ ax.

(d) Seja Ç * E7. Por hipótese, Ç(x¼) 2³ x e Ç(y¼) 2³ Ç(y). Pelo item (b) segue que

Ç(x¼ + y¼) = Ç(x¼) + Ç(y¼) 2³ Ç(x) + Ç(y) = Ç(x+ y).

Como isso vale para todo Ç * E7, temos x¼ + y¼
É
2³ x+ y.
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Definição 2.3.17. Um ideal de polinômiosQ é dito fechado se, para todos n * N e espaços
de Banach E e F , sua componente Q(nE;F ) é um subespaço fechado de P(nE;F ).

Proposição 2.3.18. Os ideais PK dos polinômios compactos e PW dos polinômios fraca-
mente compactos são ideais coerentes e fechados.

Demonstração. O fato de que PK e PW são ideais de polinômios fechados segue de [10,
Proposition 3.3] e do comentário subsequente à prova dessa proposição.

Provemos as propriedades de coerência. Sejam E e F espaços de Banach, n * N,
P * PK(nE;F ), Ç * E7 e (xk)>k=1 uma sequência limitada em E. Provemos primeiramente
que o polinômio (n+ 1)-homogêneo Ç¹ P é compacto.

Pela Proposição 2.3.7, sabemos que Ç * E7 é um operador compacto, então existe pela
Proposição 2.3.9 uma subsequência (xki)

>
i=1 de (xk)>k=1 tal que (Ç(xki))

>
i=1 é convergente

em K. Como (xk)>k=1 é limitada, sua subsequência (xki)
>
i=1 também é limitada; e como

P é compacto, da Proposição 2.3.9 existe uma subsequência (xij)
>
j=1 de (xki)

>
i=1 tal que

P (xij)
>
j=1 é convergente em F . E como (Ç(xki))

>
i=1 é convergente, então Ç(xij)

>
j=1 também

é convergente em K. Usando o Lema 2.3.16(a) segue que

(Ç(xij) · P (xij))
>
j=1 = ((Ç¹ P )(xij))

>
j=1

converge em F . Mas ((Ç¹ P )(xij))
>
j=1 é subsequência de ((Ç¹ P )(xk))>k=1, portanto, da

Proposição 2.3.9 segue que Ç¹ P é compacto.
Para provar que, se P * PW(nE;F ), então Ç¹P é um operador fracamente compacto,

segue-se uma demonstração análoga ao caso compacto provado no parágrafo anterior.
Utiliza-se a Proposição 2.3.12 em conjunto com a Proposição 2.3.7 para estabelecer que
Ç é um operador fracamente compacto. Além disso, emprega-se a Proposição 2.3.15 no
lugar da Proposição 2.3.9 e o item (c) no lugar do item (a) do Lema 2.3.16.

Agora considere P * PK(nE;F ) e a * E. Provemos que o polinômio (n21)-homogêneo
Pa é compacto. Para isso, seja (xk)>k=1 uma sequência limitada em E, digamos 'xk' f C
para todo k * N, onde C > 0. Para quaisquer ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1e k * N temos que:

'·1a+ ·2xk + · · ·+ ·nxk' f 'a'+ (n2 1)'xk' f 'a'+ (n2 1)C︸ ︷︷ ︸
constante

Portanto, a sequência (·1a+ ·2xk + · · ·+ ·nxk)>k=1 ¦ E é limitada. Como o polinômio P
é compacto, pela Proposição 2.3.9, para cada escolha ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1, existe uma
subsequência (xki)

>
i=1 de (xk)>k=1 tal que a sequência (P (·1a + ·2xki + · · · + ·nxki))

>
i=1 é

convergente em F . Como o número de escolhas ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1 é finito, fazendo
cada uma dessas escolhas de cada vez, existe uma subsequência (xki)

>
i=1 de (xk)>k=1 tal

que, para toda escolha ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1, (P (·1a+·2xki + · · ·+·nxki))
>
i=1 converge em

F . Existe então y·1,...,·n * F tal que P (·1a + ·2xki + · · · + ·nxki) 2³ y·1,...,·n . Aplicando
a Formula de Polarização e os itens (a) e (b) do Lema 2.3.16, temos

Pa(xki) =
(

P (a, xn21
ki

) =
1

n!2n

∑

·1,··· ,·n*{±1}

·1 · · · ·n
(

P (·1a+ ·2xki + · · ·+ ·nxki)
n

=
1

n!2n

∑

·1,··· ,·n*{±1}

·1 · · · ·nP (·1a+ ·2xki + · · ·+ ·nxki)
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2³
1

n!2n

∑

·1,··· ,·n*{±1}

·1 · · · ·ny·1,··· ,·n * F.

Por tanto, Pa é compacto.
Para provar que, se P * PW(nE;F ), então Pa é fracamente compacto, segue-se uma

demonstração análoga ao do caso compacto provado no parágrafo anterior. Utiliza-se a
Proposição 2.3.15 no lugar da Proposição 2.3.9 e os itens (c) e (d) em substituição aos
itens (a) e (b) do Lema 2.3.16

Está completa a demonstração de que PK e PW são ideais coerentes de polinômios.

2.3.2 Polinômios homogêneos fracamente cont́ınuos sobre limi-

tados

Apresentaremos nesta seção mais uma classe de polinômios homogêneos de funda-
mental interesse para nosso estudo. Diferentemente dos casos compacto e fracamente
compacto, a classe aqui estudada não tem análogo linear (veremos o motivo em breve).
Todos os resultados aqui apresentados são baseados em [2] e [3].

Definição 2.3.19. Um polinômio n-homogêneo P : E 2³ F entre espaços de Banach é
denominado fracamente cont́ınuo sobre limitados se P|A : A 2³ F é cont́ınuo para cada
conjunto limitado A ¦ E, considerando A com a topologia de subespaço da topologia fraca
de E e F com a topologia da norma. A coleção de polinômios n-homogêneos fracamente
cont́ınuos sobre limitados de E em F é denotada por PÉ(nE;F ). Denotaremos por PÉ

a coleção de todos os polinômios homogêneos fracamente cont́ınuos sobre limitados entre
espaços de Banach quaisquer.

Da definição de PÉ e do fato que a topologia fraca estar contida na topologia da
norma (Proposição 1.4.7), segue que todo polinômio homogêneo fracamente cont́ınuo sobre
limitados é cont́ınuo, isto é, PÉ ¦ P . Na verdade, vale algo mais forte que isso:

Proposição 2.3.20. Todo polinômio homogêneo fracamente cont́ınuo sobre limitados é
compacto, isto é, PÉ ¦ PK.

Demonstração. Segue de [3, Lema 2.2] e [2, Theorem 2.9].

Vejamos que, no caso linear, essa definição não fornece uma nova classe de operadores,
apenas recupera a classe já estudada dos operadores compactos.

Proposição 2.3.21. Sejam E e F espaços de Banach e T * L(E,F ). Então T é com-
pacto se, e somente se, T é fracamente cont́ınuo sobre limitados. Ou seja,

PÉ(1E;F ) = PK(1E;F ) = K(E,F ),

para quaisquer espaços de Banach E e F .

Demonstração. Veja [3, Proposition 2.5].
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O resultado a seguir é uma propriedade clássica da Topologia Geral, frequentemente
utilizada para verificar a continuidade de funções por meio de redes. Essa propriedade é
particularmente útil na manipulação de polinômios fracamente cont́ınuos sobre conjuntos
limitados.

Proposição 2.3.22. Uma função f : X 2³ Y entre espaços topológicos é cont́ınua se, e
somente se, para toda rede (x¼)¼*Ω convergente para x na topologia de X, tem-se que a
rede (f(x¼))¼*Ω converge para f(x) na topologia de Y .

Demonstração. Veja [11, Teorema B.31(c)].

Vejamos que, diferentemente do caso linear, existem polinômios homogêneos compac-
tos que não são fracamente cont́ınuos sobre limitados.

Exemplo 2.3.23. Considere a aplicação

P : 32 2³ K , P (x) =
>∑

n=1

x2n.

Dos Exemplos 2.2.6 e 2.3.8(a) sabemos que este é um polinômio 2-homogêneo compacto.
Vejamos que P não é fracamente cont́ınuo sobre limitados. Para isso, considere os vetores
canônicos (en)>n=1 de 32 e A = {ek : k * N}*{0}. É claro que A é um subconjunto limitado
de 32. Da dualidade 372 = 32 (veja [11, Seção 4.2]), para todo Ç * 372 existe (an)>n=1 * 32 tal

que Ç((bn)>n=1) =
>∑
n=1

anbn para todo (bn)>n=1 * 32. Dessa forma, Ç(en) = an 2³ 0 em K

para todo Ç * 372, pois 32 ¦ c0. Como 0 * A temos en
ÉA2³ 0. Por outro lado, P (en) = 1

para todo n * N, e assim
P (en) 2³ 1 ;= 0 = P (0).

Pela Proposição 2.3.22 segue que a função P|A : (A, Ã(32, 3
7
2)|A) 2³ K não é cont́ınua.

Isso prova que P é um polinômio 2-homogêneo compacto que não é fracamente cont́ınuo
sobre limitados.

Proposição 2.3.24. A classe PÉ dos polinômios homogêneos fracamente cont́ınuos sobre
limitados é um ideal coerente e fechado de polinômios.

Demonstração. Da Proposição 1.4.7 segue que PÉ ¦ P . Sejam E e F espaços de Banach
quaisquer e n * N.

(i) Provemos que PÉ(nE;F ) é subespaço vetorial de P(nE;F ). Sejam P,Q * PÉ(nE;F ),

³ * K, A ¦ E limitado e (x¼)¼*Ω ¦ A uma rede tal que x¼
ÉA2³ x * A. Como P e Q são

fracamente cont́ınuos sobre limitados, pela Proposição 2.3.22 sabemos que P|A(x¼) 2³
P|A(x) e Q|A(x¼) 2³ Q|A(x). Do Lema 2.3.16(a) e (b) segue que

(³P +Q)|A(x¼) = ³P|A(x¼) +Q|A(x¼) 2³ ³P|A(x) +Q|A(x) = (³P +Q)|A(x).

Aplicando novamente a Proposição 2.3.22 conclúımos que (³P+Q)|A : (A, Ã(E,E7)A) 2³
F é cont́ınua, provando que PÉ(nE;F ) é subespaço vetorial de P(nE;F ).

(ii) Vejamos que PÉ contém os polinômios homogêneos de tipo finito. Dados Ç * E7 e
b * F , provemos que Çn ¹ b * PÉ(nE;F ). Para isso sejam (x¼)¼*Ω ¦ E uma rede tal que
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x¼
É
2³ x * E. Por definição da topologia fraca, Ç é fracamente cont́ınua sobre E, e assim

temos pela Proposição 2.3.22 que Ç(x¼) 2³ Ç(x). Como a função a * K 7³ an * K é
uma função cont́ınua em K, segue que Ç(x¼)n 2³ Ç(x)n. Pelo Lema 2.3.16(a) conclúımos
que

(Çn ¹ b)(x¼) = Ç(x¼)nb 2³ Ç(x)nb = (Çn ¹ b)(x).

Pela Proposição 2.3.22 segue que Çn ¹ b : (E, Ã(E,E7)) 2³ F é cont́ınua; em particular
é cont́ınua sobre subconjuntos limitados de E. Isso prova que Çn ¹ b * PÉ(nE;F ) para
todos Ç * E7 e b * F . Usando que todo polinômio n-homogêneo de tipo finito de E em
F é uma combinação linear de polinômios dessa forma e que PÉ(nE;F ) é espaço vetorial,
segue que Pf (nE;F ) ¦ PÉ(nE;F ).

(iii) Verifiquemos agora a propriedade de ideal. Sejam G e H espaços de Banach, u *
L(G;E), P * PÉ(nE;F ), t * L(F ;H) e A ¦ G um subconjunto limitado. Pela
Proposição 1.4.5, a função u : (G, Ã(G,G7)) 2³ (E, Ã(E,E7)) é cont́ınua. Logo, a
função u|A : (A, Ã(G,G7)|A) 2³ (u(A), Ã(E,E7)|u(A)) também é cont́ınua. Da desigual-
dade 'u(x)' f 'u'·'x' para todo x * G, segue imediatamente que u(A) é subconjunto
limitado de E. Como P é fracamente cont́ınuo sobre limitados, a função

P |u(A) : (u(A), Ã(E,E7)|u(A)) 2³ (P ç u)(A) ¦ F

é cont́ınua. Como t : F 2³ H é um operador cont́ınuo, a função t|(Pçu)(A) : (P çu)(A) 2³
H é cont́ınua. Dáı, a função composta

(t ç P ç u)|A = t|(Pçu)(A) ç P|u(A) ç u|A : (A, Ã(G,G7)|A) 2³ H

é cont́ınua, provando que t ç P ç u * PÉ(nG;H).

O que fizemos até agora prova que PÉ é um ideal de polinômios homogêneos. Procede-
remos agora à demonstração de que o ideal PÉ é coerente. Sejam P * PÉ(nE;F ), Ç * E7,

a * E, A ¦ E um subconjunto limitado e (x¼)¼*Ω ¦ A uma rede tal que x¼
ÉA2³ x * E.

(iv) Provemos que Ç ¹ P * PÉ(n+1E;F ). Como x¼
ÉA2³ x implica que x¼

É
2³ x e Ç é

fracamente cont́ınua, temos pela Proposição 2.3.22 que

Ç|A(x¼) = Ç(x¼) 2³ Ç(x) = Ç|A(x) em K.

Por P ser fracamente cont́ınuo sobre limitados, temos P|A(x¼) 2³ P|A(x) em F . Usando
o Lema 2.3.16(a),

(Ç¹ P )|A(x¼) = (Ç|A ¹ P|A)(x¼) = Ç|A(x¼) · P|A(x¼) 2³ Ç|A(x) · P|A(x) = (Ç¹ P )|A(x).

Da arbitrariedade da rede convergente em A, segue que (Ç¹P )|A : (A, Ã(E,E7)|A) 2³ F
é fracamente cont́ınua, portanto Ç¹ P * PÉ(n+1E;F ).

(v) Demonstremos agora que Pa * PÉ(n21E;F ). Como A é limitado, existe C > 0 tal
que 'y' f C para todo y * A. Dados ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1,

'·1a+ ·2y + · · · ·ny' f 'a'+ (n2 1)'y' f 'a'+ (n2 1)C︸ ︷︷ ︸
constante
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para todo y * A. Isso mostra que o conjunto

B := {·1a+ ·2y + · · · ·ny : ·1 = ±1, . . . , ·n = ±1 e y * A}

é limitado em E. Como x¼
ÉA2³ x, temos x¼

É
2³ x. Do Lema 2.3.16(c) e (d) segue que

·1a+ ·2x¼ + · · ·+ ·nx¼
É
2³ ·1a+ ·2x+ · · ·+ ·nx.

Usando que ·1a + ·2x¼ + · · · + ·nx¼ e ·1a + ·2x + · · · + ·nx pertencem a B para todo
x¼ * Ω, obtemos que ·1a+ ·2x¼ + · · ·+ ·nx¼

ÉB2³ ·1a+ ·2x+ · · ·+ ·nx. E por P ser um
polinômio fracamente cont́ınuo sobre limitados e B ser um subconjunto limitado de E,
pela Proposição 2.3.22 temos

P (·1a+ ·2x¼ + · · ·+ ·nx¼) 2³ P (·1a+ ·2x+ · · ·+ ·nx) em F.

Como isso vale para toda escolha de sinais ·1, . . . , ·n, aplicando a Formula de Polarização
e o Lema 2.3.16(a) e (b) temos

Pa(x¼) =
(

P (a, xn21
¼ ) =

1

n!2n

∑

·1,...,·n*{21,1}

·1 · · · ·n
(

P (·1a+ ·2x¼ + · · ·+ ·nx¼)n

=
1

n!2n

∑

·1,...,·n*{21,1}

·1 · · · ·nP (·1a+ ·2x¼ + · · ·+ ·nx¼)

2³
1

n!2n

∑

·1,...,·n*{21,1}

·1 · · · ·nP (·1a+ ·2x+ · · ·+ ·nx)

=
1

n!2n

∑

·1,...,·n*{21,1}

·1 · · · ·n
(

P (·1a+ ·2x+ · · ·+ ·nx)n

=
(

P (a, xn21) = Pa(x).

Está provado que a função Pa|A : (A, Ã(E,E7))|A 2³ F é cont́ınua, ou seja Pa *
PÉ(n21E;F ). Está completa a demonstração de que P é um ideal coerente de polinômios.

(vi) Falta apenas provar que PÉ é ideal fechado. Para provar que PÉ(nE,F ) é fechado em
P(nE,F ), seja (Pi)

>
i=1 ¦ PÉ(nE,F ) uma sequência convergente para P * P(nE,F ) em

relação à norma induzida por P(nE;F ). Devemos demonstrar que P * PÉ(nE;F ). Para

tanto, tomemos A um subconjunto limitado de E e (x¼)¼*Ω uma rede tal que x¼
ÉA2³ x * A.

Da limitação de A podemos tomar C > 0 tal que 'y' f C para todo y * A. Seja · > 0.
Da convergência Pi 2³ P , existe i0 * N tal que 'Pi2P' <

·
3Cn para todo i g i0. Do fato

de Pi0 ser fracamente cont́ınuo sobre limitados temos Pi0(x¼) 2³ Pi0(x) em F . Portanto
existe ¼0 * Ω tal que 'Pi0(x) 2 Pi0(x¼)' f ·

3
para todo ¼ g ¼0. Combinando essas três

estimativas, obtemos que, para todo ¼ g ¼0,

'P (x)2 P (x¼)' = 'P (x)2 Pi0(x) + Pi0(x)2 Pi0(x¼) + Pi0(x¼)2 P (x¼)'

f 'P (x)2 Pi0(x)'+ 'Pi0(x)2 Pi0(x¼)'+ 'Pi0(x¼)2 P (x¼)'

= '(P 2 Pi0)(x)'+ 'Pi0(x)2 Pi0(x¼)'+ '(P 2 Pi0)(x¼)'

f 'P 2 Pi0'·'x'
n + 'Pi0(x)2 Pi0(x¼)'+ 'P 2 Pi0'·'x¼'

n
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f Cn'P 2 Pi0'+ 'Pi0(x)2 Pi0(x¼)'+ Cn'P 2 Pi0'

<
·

3Cn
Cn +

·

3
+

·

3Cn
Cn

=
·

3
+
·

3
+
·

3
= ·.

Isso prova que P (x¼) 2³ P (x) em F , onde decorre que a função P|A : (A, Ã(E,E7)|A) 2³
F é cont́ınua; provando que P * PÉ(nE;F ). Está completa a demonstração de que PÉ é
um ideal coerente e fechado de polinômios.

Vejamos que os quatro ideais coerentes e fechados de polinômios que estudamos são
todos distintos entre si.

Proposição 2.3.25. A seguinte sequência de inclusões estritas entre ideais coerentes e
fechados de polinômios é válida:

PÉ ë PK ë PW ë P .

Demonstração. Da Proposição 2.3.20 e do Exemplo 2.3.23 segue que PÉ ë PK. Da
Proposição 2.3.12 e do Exemplo 2.3.14(c) segue que PK ë PW . E da Proposição 2.3.18 e
do Exemplo 2.3.14(b) segue que PW ë P .

2.4 O produto tensorial

O objetivo desta seção é apresentar um resultado fundamental na teoria de polinômios
n-homogêneos, que estabelece uma correspondência isomorfa entre um espaço de po-
linômios n-homogêneos e um espaço de operadores lineares particular. Essa corres-
pondência simplifica muitos cálculos na teoria e, particularmente nesta dissertação, servirá
como uma ferramenta poderosa para obter resultados em caṕıtulos subsequentes. Os re-
sultados apresentados nesta seção foram originalmente introduzidos por Ryan em sua tese
de doutorado [46]. Ressalta-se que os conceitos abordados aqui representam apenas uma
visão parcial da teoria geral; inclúımos apenas os resultados necessários para os caṕıtulos
seguintes. Para um estudo mais detalhado dos conceitos discutidos, se recomenda consul-
tar [46].

Dados n * N, E1, . . . , En espaços vetoriais e x1 * E1, . . . , xn * En, denotaremos por
x1 ¹ · · · ¹ xn a aplicação definida por

x1 ¹ · · · ¹ xn : L (E1, . . . , En;K) 2³ K

A 72³ (x1 ¹ · · · ¹ xn) (A) := A (x1, . . . , xn) .

Omitimos a óbvia demonstração de que essa aplicação é linear. Desse modo, segue
que x1 ¹ · · · ¹ xn é um funcional linear em L (E1, . . . , En;K).

Definição 2.4.1. Sejam n * N e E1, . . . , En espaços vetoriais. Denominamos por pro-
duto tensorial de E1, . . . , En o subespaço vetorial do espaço dos funcionais lineares em
L (E1, . . . , En;K) gerado pelo conjunto

D := {x1 ¹ · · · ¹ xn : x1 * E1, . . . , xn * En} .
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O produto tensorial de E1, . . . , En será denotado por E1¹ · · ·¹En. Em particular, se
E1 = · · · = En = E, então o produto tensorial de E1, . . . , En será denotado por ¹nE.

Os elementos do produto tensorial E1¹ · · · ¹En são chamados tensores, e os tensores
pertencentes ao conjunto gerador D, isto é, tensores da forma x1¹· · ·¹xn, são chamados
de tensores elementares.

No caso em que E é um espaço normado, pode-se introduzir no produto tensorial ¹nE
uma norma denominada norma tensorial projetiva, denotada por Ã e definida por

Ã(z) := inf

{
k∑

j=1

|¼j| · 'xj1' · · · 'xjn' : k * N e z =
k∑

j=1

¼j · xj1 ¹ · · · ¹ xjn

}

para z * ¹nE.

Definição 2.4.2. Sejam n * N e E um espaço vetorial. O subespaço do produto tensorial
¹nE gerado pelos tensores elementares da forma

¹nx := x¹
(n)
· · · ¹x, x * E,

é denominado produto tensorial simétrico de E por E n vezes. Este subespaço será
denotado por ¹n,sE.

Denotaremos o espaço normado (¹n,sE, Ã) por ¹n,s
Ã E e chamaremos de produto ten-

sorial simétrico projetivo o completamento do espaço normado ¹n,s
Ã E, que será denotado

por ¹̂
n,s
Ã E.

Agora estamos em condições de descrever em que sentido os polinômios homogêneos
cont́ınuos são linearizados através do produto tensorial simétrico projetivo. Essa line-
arização dos polinômios homogêneos através do produto tensorial simétrico projetivo é
devida a Ryan [46], e diz que o espaço de polinômios homogêneos de grau n é isomorfo
com o espaço dos operadores lineares definidos no produto tensorial simétrico projetivo.
Mais precisamente:

Teorema 2.4.3. Sejam E e F espaços de Banach e n * N. Se P : E 2³ F é um
polinômio n-homogêneo cont́ınuo, então existe um único operador linear cont́ınuo PL *
L(¹̂

n,s
Ã E;F ) tal que

P (x) = PL(x¹ · · · ¹ x) para todo x * E.

Além disso, a correspondência P ±³ PL é um isomorfismo entre os espaços de Banach
P(nE;F ) e L(¹̂

n,s
Ã E;F ).

Demonstração. Ver [46, Proposition 2.1]

O operador linear cont́ınuo PL do teorema anterior é conhecido como linearização do
polinômio n-homogêneo cont́ınuo P . Muito importante para o nosso estudo é que um
polinômio homogêneo é compacto (fracamente compacto, respectivamente) se, e somente
se, sua linearização é compacta (fracamente compacta, respectivamente), isto é:

Proposição 2.4.4. Nas condições descritas no Teorema 2.4.3:
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(i) A correspondência P ±³ PL é um isomorfismo entre os espaços de Banach PK(nE;F )
e K(¹̂

n,s
Ã E;F ).

(ii) A correspondência P ±³ PL é um isomorfismo entre os espaços de Banach PW(nE;F )
e W(¹̂

n,s
Ã E;F ).

Demonstração. De [10, Proposition 3.2] e do comentário subsequente à Proposition 3.3
da mesma referência, sabemos que:

P * PK(nE,F ) se, e somente se, PL * K(¹̂
n,s
Ã E;F ),

e que

P * PW(nE,F ) se, e somente se, PL * W(¹̂
n,s
Ã E;F ).

Isso implica que a linearização define uma bijeção entre os espaços

PK(nE,F ) e K(¹̂
n,s
Ã E;F ),

e entre os espaços
PW(nE,F ) e W(¹̂

n,s
Ã E;F ).

Pelo Teorema 2.4.3 segue que a linearização define um isomorfismo entre os espaços men-
cionados.

Observação 2.4.5. Para o caso dos polinômios n-homogêneos fracamente cont́ınuos sobre
limitados, nem sempre é posśıvel garantir que a linearização gera um isomorfismo entre
os espaços PÉ(nE;F ) e PÉ(1¹̂

n,s
Ã E,F ) = K(¹̂

n,s
Ã E,F ). De fato, como vimos no Exemplo

2.3.23, PÉ(232) ;= PK(232); mas pela Proposição 2.3.21 sabemos que PÉ(1¹̂
2,s
Ã 32,K) =

K(¹̂
2,s
Ã 32,K).
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Caṕıtulo 3

Complementabilidade em espaços de

polinômios homogêneos

Abordaremos neste caṕıtulo um dos conceitos fundamentais da Análise Funcional,
que constitui o eixo central desta dissertação: a complementabilidade. Focaremos na sua
aplicação aos espaços de polinômios homogêneos, explorando sua estrutura e propriedades
dentro deste contexto especializado.

3.1 Subespaços complementados

Começamos com uma apresentação dos resultados básicos sobre subespaços comple-
mentados de espaços de Banach. O conceito a seguir desempenha um papel central e de
muita utilidade ao momento de falar sobre complementabilidade em espaços de Banach:

Definição 3.1.1. Seja E um espaço de Banach. Um operador linear cont́ınuo Ä : E 2³ E
é uma projeção se Ä2 := Ä ç Ä = Ä.

Dizemos que uma função de um conjunto em si mesmo fixa um ponto se a imagem
desse ponto pela função é o próprio ponto.

Frequentemente usaremos a seguinte proposição para provar que um operador linear
cont́ınuo é projeção, ou também para dizer que uma projeção fixa os elementos da sua
imagem.

Proposição 3.1.2. Sejam E um espaço de Banach e Ä * L(E,E). Então as seguintes
afirmações são equivalentes.

(a) Ä é uma projeção.

(b) Ä fixa os elementos da sua imagem.

Demonstração. (a)=ó(b) Dado x * Ä(E), existe y * E tal que Ä(y) = x. Da definição
de projeção obtemos que x = Ä(y) = Ä(Ä(y)) = Ä(x). Isso mostra que Ä fixa os elementos
de sua imagem.
(b)=ó(a) Para todo x * E, temos Ä(x) * Ä(E), e como Ä fixa os elementos de sua imagem
por hipótese, segue que Ä2(x) = Ä(Ä(x)) = Ä(x). Isso prova que Ä2 = Ä, ou seja, Ä é uma
projeção.
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Sejam W1 e W2 subespaços vetoriais do espaço vetorial V . Na Álgebra Linear diz-se
que V é a soma direta (ou soma direta algébrica) de W1 e W2 se V = W1 + W2, isto é,
para todos x * V existem x1 * W1 e x2 * W2 tais que x = x1 + x2, e W1 +W2 = {0}.
Neste caso, escreve-se V = W1 ·W2.

Supondo o Axioma da Escolha, é verdade que todo subconjunto linearmente indepen-
dente de um espaço vetorial contém uma base (algébrica ou de Hamel) do espaço (veja,
por exemplo, [15, Teorema 2.8.1]). Disso segue que, dado um subespaço vetorial W1 do
espaço vetorial V , sempre existe um subespaço vetorial W2 de V tal que V = W1 ·W2.

Em Análise Funcional, os subespaços fechados desempenham papel central (veja Te-
orema 1.1.7), por isso a seguinte pergunta, respondida na proposição a seguir, é muito
natural: dado um subespaço fechado F do espaço de Banach E, existe um subespaço
fechado G de E tal que E = F ·G?

Proposição 3.1.3. Seja F um subespaço do espaço de Banach E. As seguintes afirmações
são equivalentes:

(a) Existe uma projeção Ä : E 2³ E cuja imagem coincide com F . Neste caso dizemos
que Ä é uma projeção de E sobre F .

(b) F é fechado e existe um subespaço fechado G de E tal que E = F ·G. Neste caso,
F = {x * E : Ä(x) = x} e G = ker(Ä).

Demonstração. Veja [11, Proposição 3.2.2].

Definição 3.1.4. Um subespaço F do espaço de Banach E é complementado se satisfaz
as condições equivalentes da Proposição 3.1.3. Neste caso, se G é subespaço fechado de
E tal que E = F ·G, então dizemos que E é a soma topológica de F e G.

Exemplo 3.1.5. É imediato que todo espaço de Banach é um subespaço complementado
de si mesmo, considerando o operador identidade como projeção. Além disso, ao tomar o
operador nulo em um espaço de Banach, conclui-se que {0} é um subespaço complemen-
tado em qualquer espaço de Banach. Mais geralmente, todo subespaço de dimensão finita
de um espaço de Banach é complementado (veja [11, Exemplo 3.2.4]).

Na Introdução, listamos vários exemplos conhecidos de subespaços não complementa-
dos de determinados espaços de Banach.

Como mencionado antes, todas as demonstrações de que determinado subespaço de
um espaço de Banach não é complementado são não triviais. Dessa forma, sempre que um
subespaço importante de dimensão infinita de um dado espaço de Banach é identificado,
o problema de sua complementabilidade (ou não) sempre vem à tona. Nesta dissertação
trataremos de determinados subespaços não complementados em espaços de operadores
lineares e de polinômios homogêneos.

Lema 3.1.6. Toda subsequência de uma sequência básica (seminormalizada) em um
espaço de Banach é também uma sequência básica (seminormalizada).

Demonstração. Sejam E um espaço de Banach, (xn)>n=1 uma sequência básica em E e
(xni

)>i=1 uma subsequência de (xn)>n=1. Por [11, Corolário 10.3.14] sabemos que (xni
)>i=1 é

uma sequência básica. Se (xn)>n=1 for seminormalizada, existe K > 0 tal que 1
K
< xn < K

para todo n * N. Em particular, 1
K
< xni

< K para todo i * N, provando que (xni
)>i=1 é

seminormalizada.
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Proposição 3.1.7. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder incondicional
(xn)>n=1. Então, para todoM ¦ N, o subespaço F := span{xm : m *M} é complementado
em E. Mais ainda, se Ä : E 2³ E é uma projeção sobre F , então, para todo x =
>∑
n=1

x7n(x)xn * E, vale que

Ä(x) =
∑

m*M

x7m(x)xm,

onde (x7n)>n=1 é a sequencia de funcionais coordenados associados com a base (xn)>n=1.

Demonstração. Se M for finito, então o subespaço gerado tem dimensão finita, portanto
é fechado. Assim,

F = span{xm : m *M} = span{xm : m *M} =

{
∑

m*M

amxm : am * K

}
.

Se M for infinito, então, considerando M ordenado de forma crescente, (xm)m*M é uma
subsequência de (xn)>n=1. Portanto, do Lema 3.1.6 segue que (xm)m*M é uma sequência
básica de span{xm : m *M}. Assim, pela definição de sequência básica, temos

F = span{xm : m *M} =

{
∑

m*M

amxm : am * K e
∑

m*M

amxm converge

}
.

Em ambos os casos, definimos

G := span{xm : m /*M} =

{
∑

m/*M

amxm : am * K e
∑

m/*M

amxm converge

}
.

Agora, seja x * E. Existe então uma sequência (an)>n=1 ¦ K tal que x =
∑
n*N

anxn.

Como a base (xn)>n=1 é incondicional, a série
∑
n*N

anxn converge incondicionalmente, e

portanto

x =
∑

n*N

anxn =
∑

m*M

amxm +
∑

m/*M

amxm.

Aplicando o Teorema 1.6.3, que diz toda subsérie de uma série incondicionalmente con-
vergente é convergente, obtemos que

∑
m*M

amxm * F e
∑

m/*M

amxm * G. Isso prova que

E = F +G
Se x * F +G, então x =

∑
m*M

amxm e x =
∑

m/*M

amxm para alguma sequência (an)>n=1 ¦

K. Pela unicidade da representação em termos da base (xn)>n=1, conclúımos que am = 0
para todo m * M e para todo m /* M . Segue que todos os coeficientes an são iguais a
zero, e portanto x = 0. Logo, F +G = {0}, o que prova que E = F ·G e, portanto, F é
complementado em E.

Dada uma projeção Ä : E 2³ E sobre F , pela Proposição 3.1.3 temos Ä(xm) = xm
para todo m * M e G = ker(Ä). Portanto, para n /* M temos Ä(xn) = 0, e assim, para

qualquer x =
>∑
n=1

x7n(x)xn * E,

Ä(x) = Ä

(
>∑

n=1

x7n(x)xn

)
=

>∑

n=1

x7n(x)Ä(xn) =
∑

m*M

x7m(x)xm.

42



Proposição 3.1.8. Todo isomorfismo de um espaço de Banach E a valores em um espaço
de Banach F transforma subespaços complementados de E em subespaços complementados
de F .

Demonstração. Dados espaços de Banach E e F , sejam T : E 2³ F um isomorfismo e
G um subespaço complementado de E. Então existe um subespaço fechado H de E tal
que E = G · H. Por ser um isomorfismo, T também é um homeomorfismo, portanto
transforma os fechados G e H de E em fechados T (G) e T (H) de F . Por T ser linear,
T (G) e T (H) são então subespaços fechados de F .

Seja y * F e tome x * E tal que T (x) = y. Existem então g * G e h * H tais que
x = g + h, temos

y = T (x) = T (g + h) = T (g) + T (h),

com T (g) * T (G) e T (h) * T (H). Portanto F = T (G) + T (H).
Se y * T (G) + T (H), então existem g * G e h * H tais que y = T (g) = T (h). Segue

que T (g) 2 T (h) = T (g 2 h) = 0, donde segue que g 2 h = 0 pois T é injetora. Temos
g = h * G + H = {0}, donde decorre que g = h = 0, e assim y = T (0) = 0. Está
provado que T (G)+T (H) = {0}. Acabamos de provar que F = T (G)·T (H), logo T (G)
é complementado em F .

A seguinte caracterização será muito utilizada a seguir. Por IdE denotamos o operador
identidade no espaço E.

Teorema 3.1.9. Sejam E e F espaços de Banach. Então as seguintes afirmações são
equivalentes:

(a) E é isomorfo a um subespaço complementado de F .

(b) Existem operadores u * L(E;F ) e v * L(F ;E) tais que v ç u = IdE.

Demonstração. Se E é isomorfo a um subespaço complementado de F , então existe um
subespaço fechado G ¦ F , um isomorfismo û : E 2³ G, e uma projeção Ä : F 2³ F
sobre G. Definimos

u : E 2³ F , u(x) = û(x).

É claro que u * L(E,F ). Como Ä(F ) = G, está bem definido o operador

v : F 2³ E , v(x) = û21(Ä(x)).

Também é claro que v * L(F,E). Para todo x * E,

v ç u(x) = v(u(x)) = û21(Ä(u(x))) = û21(Ä(û(x))) = û21(û(x)) = x,

provando que v ç u = IdE.
Para a implicação inversa, sejam u * L(E;F ) e v * L(F ;E) tais que v ç u = IdE.

Definindo
û : E 2³ u(E) , û(x) = u(x),

é imediato que û * L(E, u(E)) é sobrejetor. Suponha û(x) = 0. Então

x = IdE(x) = v ç u(x) = v ç û(x) = v(û(x)) = v(0) = 0,
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provando û é injetor, e portanto tem inversa. Também é fácil ver que û21 = v|u(E) : u(E) 2³
E. Como v * L(F,E), temos û21 = v|u(E) * L(u(E), E), donde segue que û é um iso-
morfismo de E em u(E). Em particular, u(E) é Banach, portanto subespaço fechado de
F .

Para provar que u(E) é complementado em F , seja Ä : F 2³ F definida por Ä(y) =
û(v(y)). Por definição, Ä * L(F, F ) e Ä(F ) ¦ û(E) = u(E). Para todo y * u(E),

Ä(y) = û(v(y)) = û(v|u(E)(y)) = û(û21(y)) = y,

o qual prova que u(E) ¦ Ä(F ), e portanto u(E) = Ä(F ). Além disso, provamos que Ä fixa
os elementos de u(E) = Ä(F ), portanto Ä é projeção sobre u(E) pela Proposição 3.1.2.
Segue que E é isomorfo a u(E) que é um subespaço complementado de F .

Observação 3.1.10. Do último comentário da demonstração anterior, deixamos regis-
trado que, sempre que E e F são espaços de Banach para os quais existem operadores
u * L(E;F ) e v * L(F ;E) tais que v ç u = IdE, é verdade que E é isomorfo a u(E) o
qual é subespaço complementado de F .

Para dois espaços de Banach E e F , escrevemos E
c
↪³ F para indicar que E é isomorfo

a um subespaço complementado de F .

Proposição 3.1.11. Sejam E,F e G espaços de Banach tais que E
c
↪³ G e G

c
↪³ F .

Então E
c
↪³ F .

Demonstração. Pela hipótese existem isomorfismos T : E 2³ T (E) ¦ G, S : G 2³
S(G) ¦ F , Ä : G 2³ G projeção sobre T (E) e Ã : F 2³ F projeção sobre S(G). Defi-
nindo

u : E 2³ F , u(x) = S(T (x)),

temos claramente que u * L(E,F ). Como S é isomorfismo sobre S(G) e T é isomorfismo
sobre T (E), podemos considerar suas inversas S21 : S(G) 2³ G e T21 : T (E) 2³ E, e
portanto está bem definido o operador

v : F 2³ E , v(y) = T21(Ä(S21(Ã(y)))).

É claro que v * L(F,E). Para x * E, como S(T (x)) * S(G) temos Ã(S(T (x))) =
S(T (x)), e como T (x) * T (E) temos Ä(T (x)) = T (x). Dáı,

(v ç u)(x) = v(u(x)) = v(S(T (x))) = T21(Ä(S21(Ã(S(T (x))))))

= T21(Ä(S21(S(T (x))))) = T21(Ä(T (x)))

= T21(T (x)) = x.

Segue que v ç u = IdE, portanto E
c
↪³ F pela Proposição 3.1.9.

Teorema 3.1.12. Sejam E um espaço de Banach e n * N. Então

¹̂
n,s
Ã E

c
↪³ ¹̂

n+1,s
Ã E.

Demonstração. Veja [7, Theorem 3].
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Corolário 3.1.13. Seja E um espaço de Banach. Então

E
c
↪³ ¹̂

n,s
Ã E

para todo n * N.

Demonstração. O resultado segue do Teorema 3.1.12 e do uso repetido da Proposição
3.1.11.

3.2 Subespaços complementados em espaços de po-

linômios n-homogêneos

Um dos resultados mais significativos no estudo de subespaços complementados de
espaços de polinômios homogêneos cont́ınuos é o fato de que esses espaços contêm cópias
complementadas de espaços de polinômios de grau inferior. A demonstração do resultado
a seguir foi apresentada por Aron e Schottenloher [4] no caso de espaços de polinômios
homogêneos tomando valores no corpo de escalares K. Entretanto, na literatura usa-se
rotineiramente que o resultado também vale para espaços de polinômios homogêneos to-
mando valores em espaços de Banach arbitrários. Por não termos encontrado nenhuma
demonstração deste caso vetorial, apresentaremos uma demonstração detalhada. Na ver-
dade, mesmo o caso escalar provado em [4, Proposition 5.3] omite muitos detalhes não
triviais.
A seguir estamos supondo que todos os espaços são não triviais, isto é, diferentes de {0}.

Teorema 3.2.1. Sejam E e F espaços de Banach e k, n * N com k < n. Então P(kE;F )
é isomorfo a um subespaço complementado de P(nE;F ).

Demonstração. Dado k * N, é suficiente provar que P(kE;F ) é isomorfo a um subespaço
complementado de P(k+1E;F ), pois, aplicando repetidamente a Proposição 3.1.11, obte-
remos o resultado para qualquer n > k.

Suponha então que k * N está dado. Pelo Corolário 1.2.8 existem x0 * E e Ç * E7

tais que 'x0' = Ç(x0) = 'Ç' = 1. Definimos

A : P(kE;F ) 2³ P(k+1E;F ) , A(Q) = Ç¹Q.

A boa definição de A vem do Exemplo 2.2.8. É fácil ver que A é linear. Para provar que
A é cont́ınua, veja que, também pelo Exemplo 2.2.8, tem-se

'A(Q)' = 'Ç¹Q' f 'Ç' · 'Q' = 'Q'

para todo Q * P(kE;F ), logo 'A' f 1. Para verificar que A é injetora, considere Q *
P(kE;F ), Q ;= 0. Pela continuidade de Q, o conjunto Q21({0}) = {x * E : Q(x) = 0}
é fechado em E. Tomando a * E tal que Q(a) ;= 0, que existe pois Q ;= 0, segue que a
pertence ao conjunto aberto [Q21({0})]c = {x * E : Q(x) ;= 0}. Existe então · > 0 tal
que B[a; ·] ¦ [Q21({0})]c, isto é, Q(x) ;= 0 para todo x * B[a; ·]. Suponha que Ç(x) = 0
para todo x * B[a; ·]. Neste caso, para todo x * E com 'x' = 1, de '(·x + a)2 a' = ·
teŕıamos ·x+ a * B[a; ·]. Seria então verdade que

0 = Ç(·x+ a) = ·Ç(x) + Ç(a) = ·Ç(x)
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para todo x * E com 'x' = 1. Seguiria que Ç(x) = 0 para todo x * E com 'x' = 1.
Teŕıamos então

1 = 'Ç'
(7)
= sup{Ç(x) : x * E, 'x' = 1} = 0

(para (7), veja [11, Exerćıcio 2.7.8]). Essa contradição garante que existe x̂ * B[a; ·] tal
que Ç(x̂) ;= 0. ComoB[a; ·] ¦ [Q21({0})]c, temosQ(x̂) ;= 0. Logo A(Q)(x̂) = Ç(x̂)Q(x̂) ;=
0, o que é suficiente para garantir que A(Q) ;= 0. Está provado que o operador linear A
é injetor.

Agora provaremos que existe uma projeção em P(k+1E;F ) sobre a imagem de A; e
em seguida provaremos que P(kE;F ) é isomorfo à imagem de A. Considere as aplicações

D : P(k+1E;F ) 2³ P(k+1E;F ) , D(P )(x) = P (x)2 P (x2 Ç(x)x0) e

u : E 2³ E , u(x) = x2 Ç(x)x0.

De u = IdE 2 Ç ¹ x0 segue que u é um operador linear cont́ınuo de E em E. A boa
definição de D segue do Teorema 2.2.12 e do fato de P(k+1E;F ) ser espaço vetorial.
Também é fácil ver que D é linear. Para comprovar a continuidade de D, note que, para
todo P * P(k+1E;F ),

'D(P )' = 'P 2 P ç u' f 'P'+ 'P ç u' f 'P'+ 'P' · 'u'k+1 = 'P' (1 + 'u'k+1)︸ ︷︷ ︸
constante

.

Assim temos que D é um operador linear cont́ınuo. Comprovemos que D2=D. Para todos
P * P(k+1E;F ) e x * E,

D2(P )(x) = D(D(P ))(x) = D(P )(x)2D(P )(x2 Ç(x)x0)

= D(P )(x)2 [P (x2 Ç(x)x0)2 P (x2 Ç(x)x0 2 Ç(x2 Ç(x)x0)x0)]

= D(P )(x)2 P (x2 Ç(x)x0) + P (x2 Ç(x)x0 2 Ç(x)x0 + Ç(x)Ç(x0)x0)

= D(P )(x)2 P (x2 Ç(x)x0) + P (x2 Ç(x)x0)

= D(P )(x).

Está feito que D2(P ) = D(P ), ou seja, D é uma projeção.
Verifiquemos agora que os operadores D e A têm a mesma imagem. Dado Q *

P(kE,F ), como Ç(x0) = 1,

D(A(Q))(x) = A(Q)(x)2 A(Q)(x2 Ç(x)x0)

= A(Q)(x)2 Ç(x2 Ç(x)x0) ·Q(x2 Ç(x)x0)

= A(Q)(x)2 (Ç(x)2 Ç(x)Ç(x0)) ·Q(x2 Ç(x)x0)

= A(Q)(x).

Segue que D(A(Q)) = A(Q) para todo Q * P(kE,F ). Como D é uma projeção, sua
imagem é formada por todos os polinômios que satisfazem D(P ) = P (Proposição 3.1.3).
Portanto, A(Q) está contido na imagem de D, logo a imagem de A está contida na imagem
de D. Para provar a inclusão inversa, considere P * P(k+1E;F ). Seja x * E. Aplicando
a Propriedade Binomial de operadores multilineares simétricos (Proposição 2.1.5) temos

D(P )(x) = P (x)2 P (x2 Ç(x)x0) =
(

P (xk+1)2
(

P
(
(x2 Ç(x)x0)

k+1
)
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=
(

P (xk+1)2
k+1∑

i=0

(
k + 1

i

)
(

P ((2Ç(x)x0)
i, xk+12i)

=
(

P (xk+1)2
k+1∑

i=0

(
k + 1

i

)
(21)i(Ç(x)i)

(

P (xi0, x
k+12i)

=
(

P (xk+1)2
(

P (xk+1)2
k+1∑

i=1

(
k + 1

i

)
(21)i(Ç(x)i)

(

P (xi0, x
k+12i)

= Ç(x)
k+1∑

i=1

(
k + 1

i

)
(21)i+1(Ç(x)i21)

(

P (xi0, x
k+12i)

= Ç(x)
k+1∑

i=1

(
k + 1

i

)
(21)i+1

(
Çi21 ¹ Pxi

0

)
(x).

Como isso vale para todo x * E, temos

D(P ) = Ç¹

(
k+1∑

i=1

(
k + 1

i

)
(21)i+1

(
Çi21 ¹ Pxi

0

))
.

Pelo Exemplo 2.2.11 sabemos que, para i < k + 1, Pxi
0
* P(k+12iE;F ); e, pelo Exemplo

2.2.8, Çi21¹Pxi
0
* P(kE;F ). Se i = k+ 1, então Pxi

0
é uma função constante em F , logo

existe b * F tal que Pxi
0
(x) = b para todo x * E. Dessa forma, pelo Exemplo 2.2.7 temos

Çk ¹ Pxk+1

0

= Çk ¹ b * P(kE;F ). Do fato de que P(kE;F ) é espaço vetorial segue que

QP :=
k+1∑

i=1

(
k + 1

i

)
(21)i+1

(
Çi21 ¹ Pxi

0

)
* P(kE;F ).

Pela definição de A tem-se A(QP ) = Ç ¹ QP = D(P ). Verificamos que, para todo P *
P(k+1E;F ), existe QP * P(kE;F ) tal que A(QP ) = D(P ). Disso decorre que a imagem
de D está contida na imagem de A, o que prova que A(P(kE;F )) = D(P(k+1E;F ))

Por último provemos que P(kE;F ) é isomorfo a A(P(kE;F )). Por definição de su-
bespaço complementado temos que A(P(kE;F )) é fechado em P(k+1E;F ), e pela Pro-
posição 1.1.7 é espaço de Banach. Logo, como A : P(kE;F ) 2³ P(k+1E;F ) é um opera-
dor linear cont́ınuo injetor, sabemos que

Â : P(kE;F ) 2³ A(P(kE;F )) , Â(P ) = A(P ),

é um operador linear cont́ınuo bijetor. Pelo Teorema da Aplicação Aberta (Teorema 1.2.5),
Â é um isomorfismo. Está provado que P(kE;F ) é isomorfo ao subespaço complementado
A(P(kE;F )) de P(k+1E;F ).

Corolário 3.2.2. Sejam E um espaço de Banach e n * N. Então

E7 c
↪³ P(2E)

c
↪³ P(3E)

c
↪³ . . .

c
↪³ P (nE).

Demonstração. O resultado é imediato do Teorema 3.2.1.
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Veremos a seguir outros subespaços complementados em espaços de polinômios ho-
mogêneos.

Proposição 3.2.3. Para quaisquer espaços de Banach E e F e para todo n * N, P(nE;F )
contém uma cópia isométrica complementada de P(nE).

Demonstração. Seja b * F tal que 'b' = 1. Pelo Teorema 1.2.8 existe Ç * F 7 tal que
'Ç' = 1 = 'b' = Ç(b). Defina

u : P(nE) 2³ P(nE,F ) , u(P ) = P ¹ b.

Pelo Exemplo 2.2.7 sabemos que u é uma isometria. Para ¼ * K e P,Q * P(nE),

u(¼P +Q)(x) = ((¼P +Q)¹ b)(x) = (¼P +Q)(x)b

= (¼P (x) +Q(x))b = ¼(P (x)b) +Q(x)b

= ¼((P ¹ b)(x)) + (Q¹ b)(x) = ¼u(P )(x) + u(Q)(x),

provando que u é uma isometria linear. Seja agora

v : P(nE;F ) 2³ P(nE) , v(Q) = Ç çQ.

Pelo Teorema 2.2.12, a aplicação v está bem definida. É imediato que v é linear, e do
Exemplo 2.2.8 segue que 'v(Q)' = 'ÇçQ' f 'Ç' · 'Q', provando que v é cont́ınua. Para
todos P * P(nE) e x * E,

(v ç u)(P ) = v(u(P )) = v(P ¹ b) = Ç ç (P ¹ b),

e

(v ç u)(P )(x) = Ç ç (P ¹ b)(x) = Ç (P (x)b) = P (x)Ç(b) = P (x).

Portanto, (v ç u)(P ) = P , ou seja, v ç u = IdP(nE). Pela Proposição 3.1.9 conclúımos
que P(nE) é isomorfo a um subespaço complementado de P(nE;F ). Mais ainda, pela
Observação 3.1.10, P(nE) é isomorfo à imagem de u. Como u é isometria linear, temos
que P(nE) é isometricamente isomorfo ao subespaço u(P(nE)), o qual é complementado
em P(nE;F ).

O resultado a seguir será útil algumas vezes adiante.

Proposição 3.2.4. Sejam Q um ideal de polinômios, E,F e G espaços de Banach, n * N
com Q(nE;F ) complementado em P(nE;F ) e G

c
↪³ E. Então:

(i) Q(nG;F ) é complementado em P(nG;F ).

(ii) Q(nG;F )
c
↪³ P(nE;F ).

Demonstração. Pela Proposição 3.1.9 existem operadores u * L(G;E) e v * L(E;G) tais
que vçu = IdG, e pela hipótese podemos tomar Ä : P(nE;F ) 2³ P(nE;F ) projeção sobre
Q(nE;F ).
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(i) Considere

Ã : P(nG;F ) 2³ P(nG;F ) , Ã(P ) := Ä(P ç v) ç u.

Se P * P(nG;F ), então P ç v * P(nE;F ) pelo Teorema 2.2.12. Como Ä é projeção sobre
Q(nE;F ), temos Ä(P ç v) * Q(nE;F ). Da propriedade de ideal de Q segue que

Ä(P ç v) ç u * Q(nG,F ) ¦ P(nG,F ).

Isso prova que Ã está bem definida. Mais ainda, a imagem de Ã está contida em Q(nG;F ).
É fácil ver que Ã é linear. Para verificar que Ã é cont́ınua, usando a desigualdade de norma
da composição de um polinômio com um operador linear vista em (2.1), temos

'Ã(P )' = 'Ä(P ç v) ç u' f 'Ä(P ç v)'·'u'n

f 'Ä'·'P ç v'·'u'n

f 'Ä'·'P'·'v'n ·'u'n

= 'Ä'· 'v'n ·'u'n︸ ︷︷ ︸
constante

·'P'.

Segue que 'Ã' f 'Ä'· 'v'n ·'u'n. Se Q * Q(nG;F ), então Q ç v * Q(nE;F ); e como Ä é
projeção, temos Ä(Q ç v) = Q ç v, e assim

Ã(Q) = Ä(Q ç v) ç u = (Q ç v) ç u = Q ç (v ç u) = Q ç IdG = Q. (3.1)

Logo Q(nG;F ) está contido na imagem de Ã. Como já t́ınhamos a inclusão inversa, vale
que Q(nG;F ) = Ã(P(nG;F )). Além disso, já provamos em (3.1) que Ã fixa os elementos
de sua imagem, então Ã é projeção sobre Q(nG;F ) pela Proposição 3.1.2. A demonstração
deste item está completa.

(ii) Analogamente ao que fizemos na demonstração do item (i) para provar que Ã é
um operador linear cont́ınuo, prova-se que as seguintes aplicações são operadores lineares
cont́ınuos:

R : Q(nG;F ) 2³ P(nE;F ) , R(P ) = P ç v, e

S : P(nE;F ) 2³ Q(nG;F ) , S(Q) = Ä(Q) ç u.

Para todo P * Q(nG;F ), de Ä(P ç v) = P ç u segue que

(S çR)(P ) = S(R(P )) = S(P ç v) = Ä(P ç v) ç u = (P ç v) ç u

= P ç (v ç u) = P ç IdG = P.

Isso prova que S çR = IdQ(nG;F ), donde segue que Q(nG;F )
c
↪³ P(nE;F ) pela Proposição

3.1.9.

Corolário 3.2.5. Se E,F e G são espaços de Banach tais que G
c
↪³ E, então P(nG;F )

c
↪³

P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. O resultado segue aplicando a Proposição 3.2.4(ii) para o ideal Q = P ,
pois P(nE;F ) é complementado em si mesmo.
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O resultado acima trata de subespaços complementados no domı́nio dos espaços de
polinômios. Já o resultado a seguir trata de subespaços complementados no contradomı́nio
dos espaços de polinômios.

Proposição 3.2.6. Sejam Q um ideal de polinômios, E,F e H espaços de Banach, n * N
com Q(nE;F ) complementado em P(nE;F ) e H

c
↪³ F . Então:

(i) Q(nE;H) é complementado em P(nE;H).

(ii) Q(nE;H)
c
↪³ P(nE;F ).

Demonstração. Pela Proposição 3.1.9, existem u * L(H;F ) e v * L(F ;H) tais que
v ç u = IdH , e existe Ä : P(nE;F ) 2³ P(nE;F ) projeção sobre Q(nE;F ).

(i) Considere

Ã : P(nE;H) 2³ P(nE;H) , Ã(P ) := v ç Ä(u ç P ).

Se P * P(nE;H), então u çP * P(nE;F ) pelo Teorema 2.2.12. Como Ä é projeção sobre
Q(nE;F ), temos Ä(u ç P ) * Q(nE;F ). Da propriedade de ideal de Q podemos concluir
que v ç Ä(u ç P ) * Q(nE,H) ¦ P(nG,F ). Portanto, Ã está bem definida e, ainda mais,
a imagem de Ã está contida em Q(nE;H). É fácil ver que Ã é linear. Para verificar sua
continuidade, usando a desigualdade de norma da composição de um polinômio com um
operador linear vista em (2.1), temos

'Ã(P )' = 'v ç Ä(u ç P )' f 'v'·'Ä(u ç P )'

f 'v'·'Ä'·'v ç P'

f 'v'·'Ä'·'v'︸ ︷︷ ︸
constante

·'P'

para todo P * P(nE;H). Segue que 'Ã' f 'v' ·'Ä' ·'v'. Se Q * Q(nE;H), então
u çQ * Q(nE;F ), e como Ä é projeção, temos Ä(u çQ) = u çQ. Segue que

Ã(Q) = v ç Ä(u çQ) = v ç (u çQ) = (v ç u) çQ = IdH çQ = Q. (3.2)

Logo Q(nE;H) está contido na imagem de Ã. Como a inclusão inversa já havia sido
estabelecida, se cumpre que Q(nE;H) = Ã(P(nE;H)). Além disso, está provado em
(3.2) que Ã fixa os elementos de sua imagem, portanto Ã é projeção sobre Q(nE;H) pela
Proposição 3.1.2.

(ii) Analogamente ao que fizemos na demonstração do item (i) para provar que Ã é
um operador linear cont́ınuo, prova-se que as seguintes aplicações são operadores lineares
cont́ınuos:

R : Q(nE;H) 2³ P(nE;F ) , R(P ) = u ç P, e

S : P(nE;F ) 2³ Q(nE;H) , S(Q) = v ç Ä(Q).

Para todo P * Q(nE;H), Ä(u ç P ) = u ç P , o que implica

(S çR)(P ) = S(R(P )) = S(u ç P ) = v ç Ä(u ç P ) = v ç (u ç P )

= (v ç u) ç P = IdH ç P = P.

Isso prova que SçR = IdQ(nE;H), donde segue que Q(nE;H)
c
↪³ P(nE;F ) pela Proposição

3.1.9.
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Corolário 3.2.7. Se E,F e H são espaços de Banach tais que H
c
↪³ F , então P(nE;H)

c
↪³

P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. O resultado segue aplicando a Proposição 3.2.6(ii) para o ideal Q = P ,
pois P(nE;F ) é complementado em si mesmo.

Neste ponto, a seguinte questão é bastante natural:

Dados espaços de Banach E,F e H tais que P(nH;F )
c
↪³ P(nE;F ) para algum n * N,

então é verdade que H
c
↪³ E?

A resposta para esta pergunta é negativa. Em [32, Example 3] encontra-se um exem-
plo de espaços não isomorfos com espaços duais isomorfos. Mais precisamente, existem

espaços de Banach E e F tais que P(E7)
c
↪³ P(F 7) mas F não tem cópia complementada

de E.
Terminamos este caṕıtulo com mais um caso de subespaços complementados em espaços

de polinômios homogêneos.

Proposição 3.2.8. Sejam E e F espaços de Banach. Então, para todo n * N, P(nE;F )
contém uma cópia isométrica complementada de F .

Demonstração. Seja x0 * E tal que 'x0' = 1. Pelo Teorema 1.2.8 existe Ç * E tal que
'Ç' = 1 = 'x0' = Ç(x0). Defina

u : F 2³ P(nE;F ) , u(y) = Çn ¹ y.

Do Exemplo 2.2.9 sabemos que u está bem definida, e do Exemplo 2.2.7 temos que u é
uma isometria. É fácil verificar que u é isometria linear. Defina agora

v : P (nE;F ) 2³ F , v(P ) = P (x0) .

É imediato que v está bem definido e é linear. A continuidade segue da desigualdade

'v(P )' = 'P (x0)' f 'P'·'x0'
n = 'P'

para todo P * P (nE;F ). Para todo y * F ,

(v ç u)(y) = v(u(y)) = v (Çn ¹ y) = (Çn ¹ y) (x0) = Ç (x0)
n ¹ y

= 1n ¹ y = y,

o que prova que v ç u = IdF . Pela Proposição 3.1.9, F é isomorfo a um subespaço
complementado de P(nE;F ). E pela Observação 3.1.10, u(F ) é subespaço complementado
de P(nE;F ). Como u é isometria, segue que F é isometricamente isomorfo a um subespaço
complementado de P(nE;F ).

51



Caṕıtulo 4

O Teorema de Ghenciu

Neste caṕıtulo, apresentaremos um teorema provado por I. Ghenciu [25] em 2005,
que generaliza vários resultados obtidos anteriormente sobre subespaços complementados
em espaços de operadores lineares cont́ınuos. Mais precisamente, o teorema estabelece
condições sob as quais os espaços dos operadores compactos e fracamente compactos não
são complementados nos espaços dos operadores lineares cont́ınuos. Neste caṕıtulo temos
dois objetivos: (i) Apresentar uma demonstração detalhada do teorema de Ghenciu, o
que não aparece nem na demonstração original em [25], nem nas extensões do teorema
para outros espaços de operadores. Cabe mencionar que a demonstração do teorema é
um refinamento de técnicas anteriormente desenvolvidas por Kalton [30]. (ii) Preparar o
terreno para as extensões polinomiais do teorema de Ghenciu que trataremos no último
caṕıtulo desta dissertação.

4.1 Resultados preparatórios

Nesta seção provamos vários resultados que serão usados na demonstração do Teorema
de Ghenciu.

Na Topologia Geral sabe-se que um espaço métrico que é homeomorfo a um espaço
métrico completo nem sempre é completo. O exemplo clássico é que o intervalo incompleto
(21, 1) é homeomorfo a R, que é completo. Entretanto, em espaços normados vale o
seguinte:

Lema 4.1.1. Todo espaço normado isomorfo a um espaço de Banach é um espaço de
Banach.

Demonstração. Sejam E um espaço normado, F um espaço de Banach, T : E 2³ F um
isomorfismo e (xn)>n=1 ¦ E uma sequência de Cauchy. De

'T (xn)2 T (xm)' = 'T (xn 2 xm)' f 'T'·'xn 2 xm'
m,n³>
2³ 0,

segue que (T (xn))>n=1 é uma sequência de Cauchy no espaço de Banach F . Existe então
y * F tal que T (xn) 2³ y. Por T ser bijetora, existe x * E tal que y = T (x). Como T21

também é isomorfismo, temos

'xn 2 x' = 'T21(T (xn))2 T21(y)' = 'T21(T (xn)2 y)' f 'T21'·'T (xn)2 y' 2³ 0.

Segue que xn 2³ x e, portanto, E é espaço de Banach.
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O que está por trás da demonstração acima é que, ao contrário de funções cont́ınuas
entre espaços métricos, operadores lineares cont́ınuos entre espaços normados são sempre
uniformemente cont́ınuos.

Lema 4.1.2. Sejam E um espaço normado, F subespaço de E, (xn)>n=1 uma sequência
em F e x * F . Então, xn 2³ x em (F, Ã(F, F 7)) se, e somente se, xn 2³ x em
(E, Ã(E,E7)).

Demonstração. Suponha primeiramente que xn 2³ x em (F, Ã(F, F 7)). Para todo fun-
cional Ç * E7, Ç|F * F 7 pela Proposição 1.4.2. Como x, xn * F para todo n * N,
temos

Ç(xn) = Ç|F (xn) 2³ Ç|F (x) = Ç(x) em K.

Da Proposição 1.4.2 segue que xn 2³ x em (E, Ã(E,E7)).
Reciprocamente, suponha que xn 2³ x em (E, Ã(E,E7)). Para todo funcional Ç * F 7,

pelo Teorema de Hahn-Banach existe Ç̃ * E7 tal que Ç̃(y) = Ç(y) para todo y * F . Pela
Proposição 1.4.2 temos Ç̃(xn) 2³ Ç̃(x) em K; e como x, xn * F para todo n * N, temos
Ç(xn) = Ç̃(xn) 2³ Ç̃(x) = Ç(x) em K. Da Proposição 1.4.2 segue que xn 2³ x em
(F, Ã(F, F 7)).

Lema 4.1.3. Sejam E e F espaços de Banach, T : E 2³ F um isomorfismo sobre sua
imagem e (xn)>n=1 uma sequência em E. Então (xn)>n=1 converge em E (respectivamente,
converge fracamente em E) se, e somente se, (T (xn))>n=1 converge em F (respectivamente,
converge fracamente em F ).

Demonstração. Primeiro note que T (E) é um espaço de Banach pelo Lema 4.1.1. Veja
agora que, para provar o resultado, é suficiente provar apenas uma implicação, pois a
implicação rećıproca segue da que foi provada, usando que T21

|T (E) : T (E) 2³ E também
é um isomorfismo.

Se (xn)>n=1 converge para x * E, como T é cont́ınuo, então (T (xn))>n=1 converge para
T (x) em F pela Proposição 2.3.22.

Suponha agora que (xn)>n=1 converge fracamente para x * E. Para qualquer Ç * F 7,
sabemos que T 7(Ç) * E7 pela Proposição 1.2.15. Como (xn)>n=1 converge fracamente para
x * E, temos que T 7(Ç)(xn) 2³ T 7(Ç)(x), dáı

|Ç(T (xn))2 Ç(T (x))| = |T 7(Ç)(xn)2 T 7(Ç)(x)| 2³ 0,

ou seja, Ç(T (xn)) 2³ Ç(T (x)). Segue que (T (xn))>n=1 converge fracamente para T (x) em
F .

Lema 4.1.4. Sejam E um espaço de Banach e (xn)>n=1 uma sequência em E tais que o
conjunto {xn : n * N} não é relativamente compacto (respectivamente, não é relativa-
mente fracamente compacto). Então a sequência (xn)>n=1 admite uma subsequência que
não possui subsequência convergente (respectivamente, fracamente convergente).

Demonstração. Façamos o caso em que o conjunto A := {xn : n * N} não é relativamente
fracamente compacto.

Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10), existe uma sequência (yn)>n=1

em A que não admite subsequência fracamente convergente em E. Essa sequência tem
infinitos elementos distintos de A, pois, caso contrário, haveria ao menos um elemento

53



de A repetido infinitas vezes, o que garantiria uma subsequência constante, a qual seria
fracamente convergente. Como (yn)>n=1 ¦ A, para cada n * N existe n2 * N tal que
yn = xn2 . Pelo Axioma da Escolha existe uma função f : N 2³ N tal que f(n) = n2,
satisfazendo a condição yn = xn2 .

Seja (yni
)>i=1 a subsequência de (yn)>n=1 definida da seguinte maneira: n1 = 1; e, para

i g 2, ni é algum número natural tal que, para todo k < i, tem-se nk < ni e f(nk) < f(ni).
Como a sequência (yn)>n=1 tem infinitos elementos distintos de A, para cada i sempre é
posśıvel associar um número natural suficientemente grande ni que satisfaça as condições
da definição de (yni

)>i=1. Isso justifica a boa definição da subsequência.
Por construção, ni < ni+1 para todo i, portanto (yni

)>i=1 é uma subsequência de (yn)>n=1

e, assim, não admite subsequência fracamente convergente. Por outro lado, para cada i
temos yni

= xf(ni) e yni+1
= xf(ni+1) por definição. Como ni < ni+1, temos f(ni) < f(ni+1),

o que mostra que (yni
)>i=1 = (xf(ni))

>
i=1 é uma subsequência de (xn)>n=1, o que conclui

que (yni
)>i=1 é uma subsequência de (xn)>n=1 que não admite subsequência fracamente

convergente em E.
O caso em que o conjunto {xn : n * N} não é relativamente compacto segue de forma

análoga ao que fizemos acima, a única diferença é que aplicamos o Teorema 1.3.2 no lugar
do Teorema de Eberlein-Smulian.

Proposição 4.1.5. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder seminormalizada
(xn)>n=1 e funcionais coeficientes (x7n)>n=1. Então, a sequência (x7n)>n=1 é seminormalizada
e, portanto, limitada.

Demonstração. Por (xn)>n=1 ser seminormalizada, existe C > 0 tal que 1
C
f 'xn' f C

para todo n, ou seja, 1
C
f 1

'xn'
f C para todo n * N. Pela Proposição 1.6.9, existe K > 0

tal que 1 f 'x7n' · 'xn' f K, ou seja, 1
'xn'
f 'x7n' f

K
'xn'

para todo n * N. Logo, para
todo n * N,

1

C
f

1

'xn'
f 'x7n' f

K

'xn'
f C ·K,

provando assim que (x7n)>n=1 é seminormalizada.

Lema 4.1.6. Sejam E e F espaços de Banach, F0 subespaço fechado de F e T * L(E,F ),
tal que T (E) ¦ F0. Então T é fracamente compacto (respectivamente, compacto) se, e
somente se, para toda isometria linear S : F0 2³ G, com G espaço de Banach, S ç T é
fracamente compacto (respectivamente, compacto).

Demonstração. Como T (E) ¦ F0 = domı́nio de S, a composição S ç T está bem definida
para toda função S : F0 2³ G.

Suponha que T seja fracamente compacto. Definimos

T̂ : E 2³ F0 , T̂ (x) = T (x).

Usando que F0 é espaço de Banach por ser subespaço fechado de F . Do Teorema de
Eberlein-Smulian segue facilmente que T̂ também é fracamente compacto. Dada uma
isometria linear S : F0 2³ G, onde G é espaço de Banach, segue da Proposição 1.4.14
que S ç T = S ç T̂ é fracamente compacto pois T̂ é fracamente compacto.

Reciprocamente, suponhamos que, para toda isometria linear S : F0 2³ G, onde G é
um espaço de Banach, SçT seja fracamente compacto. Considerando o operador T̂ : E 2³
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F0 do parágrafo anterior e chamando de S : F0 2³ F a inclusão, que é uma isometria linear
definida em F0, por hipótese temos que S ç T = S ç T̂ é fracamente compacto. Suponha
que T não seja fracamente compacto. Neste caso existem um subconjunto limitado A
de E e (xn)>n=1 ¦ A tal que (T (xn))>n=1 ¦ F0 não é relativamente fracamente compacto
em F . Pelo Lema 4.1.4, existe (xni

)>i=1 subsequência de (xn)>n=1 tais que (T (xni
))>i=1

não admite subsequência fracamente convergente em F ; portanto também não em F0.
Por S : F0 2³ F ser um isomorfismo sobre sua imagem, pelo Lema 4.1.3 segue que
(S(T (xni

)))>i=1 não admite subsequência fracamente convergente em F . Disso segue que
{S(T (xni

)) : i * N} não é fracamente compacto em F , e assim S ç T não é fracamente
compacto. Essa contradição mostra que T é fracamente compacto.

Como usamos acima apenas propriedades dos operadores fracamente compactos que
também valem para os operadores compactos, a mesma demonstração prova o caso com-
pacto do resultado.

Os lemas a seguir são dois dos principais ingredientes usados em [25, 30], para os quais
não dão nem demonstração, nem referência e nem indicação de porque são verdadeiros.
Imaginamos que são fatos bem conhecidos, que devem estar demonstrados em algum lugar
da literatura; mas como não conseguimos localizar nenhuma demonstração, optamos por
tentar demonstrá-los em detalhes.

Lema 4.1.7. Sejam E e F espaços de Banach e (Tn)>n=1 uma sequência em L(E,F ).
Então existe um subespaço separável e fechado E0 de E tal que 'T' = 'T|E0

' para todo
T * span({Tn : n * N}).

Demonstração. Seja D um subconjunto enumerável e denso em K e defina

H :=

{
k∑

i=1

aiTi : k * N e ai * D

}
=

>⋃
k=1

⋃
a1,...,ak*D

{
k∑

i=1

aiTi

}
.

É claro que H é enumerável e H ¦ L(E,F ) pois L(E,F ) é espaço vetorial. Assim, para
cada T * H temos 'T' = sup{'T (x)' : x * E e 'x' f 1} < >. Por propriedade do
supremo, existe uma sequência não-decrescente de elementos do conjunto {'T (x)' : x *
E e 'x' f 1} que converge para sup{'T (x)' : x * E e 'x' f 1} = 'T'. Assim, para
cada T * H existe uma sequência (xTn )>n=1 em E tal que 'xTn' f 1 para todo n * N e

'T' = lim
n
'T (xTn )' = sup

n
'T (xTn )'. (4.1)

Como o conjunto
⋃

T*H

⋃
n*N
{xTn} é enumerável, pela Proposição 1.1.12 obtemos que

E0 := span

( ⋃
T*H

⋃
n*N
{xTn}

)

é subespaço separável de E. Assim para T * H

'T' = sup
n
'T (xTn )' (segue de (4.1))

f sup{'T (x)' : x * E0 e 'x' f 1} (pois (xTn )>n=1 ¦ BE0
)
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= 'T|E0
'. (definição de 'T|E0

').

Provamos que 'T' f 'T|E0
'. Por outro lado, como E0 ¦ E,

'T|E0
' = sup{'T (x)' : x * E0 e 'x' f 1} f sup{'T (x)' : x * E e 'x' f 1} = 'T',

o que nos fornece 'T' = 'T|E0
' para todo T * H.

Seja agora T * span({Tn : n * N}) dado. Podemos tomar k * N e a1, . . . , ak * K tais

que T =
k∑

i=1

aiTi. Para cada i = 1, . . . , k, podemos tomar uma sequência (ain)>n=1 em D

tal que ain
n³>
2³ ai, donde decorre que lim

n³>
ainTi = aiTi. Temos

'T' =

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

aiTi

∥∥∥∥∥ (definição de T )

=

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

lim
n³>

ainTi

∥∥∥∥∥ ( lim
n³>

ainTi = aiTi)

=

∥∥∥∥∥ lim
n³>

k∑

i=1

ainTi

∥∥∥∥∥ (propiedade de limite)

= lim
n³>

∥∥∥∥∥

k∑

i=1

ainTi

∥∥∥∥∥ (a norma é cont́ınua)

= lim
n³>

∥∥∥∥∥∥

(
k∑

i=1

ainTi

)

|E0

∥∥∥∥∥∥
(pois

k∑

i=1

ainTi * H).

=

∥∥∥∥∥∥
lim
n³>

(
k∑

i=1

ainTi

)

|E0

∥∥∥∥∥∥
(a norma é cont́ınua)

=

∥∥∥∥∥∥

(
lim
n³>

k∑

i=1

ainTi

)

|E0

∥∥∥∥∥∥
(a restriçao é cont́ınua)

=

∥∥∥∥∥∥

(
k∑

i=1

lim
n³>

ainTi

)

|E0

∥∥∥∥∥∥
(propriedade de limite)

=

∥∥∥∥∥∥

(
k∑

i=1

aiTi

)

|E0

∥∥∥∥∥∥
( lim
n³>

ainTi = aiTi)

= 'T|E0
' (definição de T ).

Está provado que 'T' = 'T|E0
' para todo T * span({Tn : n * N}). Para finalizar

a demonstração, seja T * span({Tn : n * N}). Tomando uma sequência (Sn)>n=1 em
span({Tn : n * N}) tal que lim

n³>
Sn = T , temos

'T' =
∥∥∥ lim
n³>

Sn

∥∥∥ = lim
n³>

'Sn' = lim
n³>

'Sn|E0
' =

∥∥∥ lim
n³>

Sn|E0

∥∥∥
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= sup
{∥∥∥ lim

n³>
Sn|E0

(x)
∥∥∥ : x * E0 e 'x' f 1

}

= sup
{∥∥∥ lim

n³>
Sn(x)

∥∥∥ : x * E0 e 'x' f 1
}

= sup{'T (x)' : x * E0 e 'x' f 1} = 'T|E0
'.

A demonstração do lema está completa.

O seguinte resultado está enunciado como exerćıcio em [17, Chapter V].

Lema 4.1.8. Seja E um espaço de Banach com base incondicional (xn)>n=1 e coeficientes
coordenados (x7n)>n=1. Então existe K > 0 tal que para todo x * E e toda sequência
(Àn)>n=1 * B3>, tem-se

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

Ànx
7
n(x)xn

∥∥∥∥∥ f K

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

x7n(x)xn

∥∥∥∥∥ .

Demonstração. Pela Proposição 1.6.6 existe K > 0 tal que, para quaisquer sequências
(an)>n=1, (bn)>n=1 * 3> com |bn| f |an| para todo n * N, tem-se

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

bnxn

∥∥∥∥∥ f K

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

anxn

∥∥∥∥∥ . (4.2)

Sejam x * E e (Àn)>n=1 * B3> quaisquer. Para N * N, defina

(b̂n)>n=1 := (À1x
7
1(x), . . . , ÀNx

7
N(x), 0, 0, . . .)

(ân)>n=1 := (x71(x), . . . , x7N(x), 0, 0, . . .)

Note que (ân)>n=1, (b̂n)>n=1 * 3> e, além disso:

|b̂n| =

{
|Àn| · |x

7
n(x)|, 1 f n f N

0, n > N

f

{
|1| · |x7n(x)|, 1 f n f N

0, n > N

=

{
|x7n(x)|, 1 f n f N

0, n > N

= |ân|.

Segue de (4.2) que
∥∥∥∥∥

N∑

n=1

Ànx
7
n(x)xn

∥∥∥∥∥ f K

∥∥∥∥∥

N∑

n=1

x7n(x)xn

∥∥∥∥∥ para todo N * N. (4.3)

Como (xn)>n=1 é base incondicional, a série
>∑
n=1

x7n(x)xn é incondicionalmente convergente.

Do Teorema 1.6.3 tem-se que a série
>∑
n=1

Ànx
7
n(x)xn converge. Fazendo N ³> em (4.3),

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

Ànx
7
n(x)xn

∥∥∥∥∥ f K

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

x7n(x)xn

∥∥∥∥∥ .
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Lema 4.1.9. Sejam E,F e G espaços de Banach, (gn)>n=1 uma base incondicional de G,
T * L(E,G) e B * L(G,F ). Então

Ψ: 3> 2³ L(E,F ) , Ψ(À)(x) =
>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))B(gn),

define um operador linear cont́ınuo, onde (g7n)>n=1 é a sequência de funcionais coordenados
associada com a base (gn)>n=1.

Demonstração. Provemos que Ψ está bem definida. Seja À = (Àn)>n=1 * 3>, distinto da
sequência nula. Devemos provar que Ψ(À) * L(E,F ). Para qualquer x * E, T (x) * G

e, como (gn)>n=1 é base incondicional, a série
>∑
n=1

g7n(T (x))gn converge incondicionalmente.

Pelo Teorema 1.6.3,
>∑
n=1

Àng
7
n(T (x))gn converge em G. Como B * L(G,F ),

B

(
>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))gn

)
=

>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))B(gn) = Ψ(À)(x), (4.4)

com a convergência ocorrrendo em F . Isso prova que Ψ(À) está bem definida.
Para provar que Ψ(À) é linear, sejam x, y * E e ³ * K. De

Ψ(À)(³x+ y) =
>∑

n=1

Àng
7
n(T (³x+ y))B(gn) =

>∑

n=1

Àng
7
n(T (³x) + T (y))B(gn)

=
>∑

n=1

Àn [g7n(T (³x)) + g7n(T (y))]B(gn)

=
>∑

n=1

[Àng
7
n(T (³x))B(gn) + Àng

7
n(T (y))B(gn)]

=
>∑

n=1

Àng
7
n(T (³x))B(gn) +

>∑

n=1

Àng
7
n(T (y))B(gn)

= ³

>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))B(gn) +

>∑

n=1

Àng
7
n(T (y))B(gn)

= ³Ψ(À)(x) + Ψ(À)(y)

conclúımos que Ψ(À) é linear.
Para provar que o operador linear Ψ(À) é cont́ınuo, usaremos o Lema 4.1.8 que afirma

que, para a base incondicional (gn)>n=1, existe C > 0 tal que, para todo y =
>∑
n=1

g7n(y)gn * G

e para toda sequência (¸n)>n=1 * B3> , tem-se
∥∥∥∥∥

>∑

n=1

¸ng
7
n(y)gn

∥∥∥∥∥ f C ·

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

g7n(y)gn

∥∥∥∥∥ = C ·'y'. (4.5)

Como
À

'À'>
=

(
Àn
'À'>

)>

n=1

* B3> , de (4.5) segue que, para todo x * E,

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

Àn
'À'>

g7n(T (x))gn

∥∥∥∥∥ f C ·'T (x)'. (4.6)

58



Disso decorre que

'Ψ(À)(x)'
(4.4)
=

∥∥∥∥∥B
(

>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))gn

)∥∥∥∥∥ f 'B'·
∥∥∥∥∥

>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))gn

∥∥∥∥∥

= 'B'·'À'> ·

∥∥∥∥∥

>∑

n=1

Àn
'À'>

g7n(T (x))gn

∥∥∥∥∥
(4.6)

f 'B'·'À'> · C ·'T (x)'

f 'B'·'À'> · C · 'T'·'x'.

Como o número 'B'·'À'> · C ·'T' é constante para cada À fixado, obtemos que Ψ(À) é
cont́ınuo e, mais ainda,

'Ψ(À)' f 'B'·'T'· C ·'À'>. (4.7)

Está provado que Ψ(À) * L(E,F ), e portanto Ψ está bem definida.

Para provar que Ψ é linear, sejam À = (Àn)>n=1, ¸ = (¸n)>n=1 * 3> e ³ * K. Para
qualquer x * E,

Ψ(³À + ¸)(x) = Ψ((³Àn + ¸n)>n=1)(x) =
>∑

n=1

(³Àn + ¸n)g7n(T (x))B(gn)

=
>∑

n=1

[³Àng
7
n(T (x))B(gn) + ¸ng

7
n(T (x))B(gn)]

= ³

>∑

n=1

Àng
7
n(T (x))B(gn) +

>∑

n=1

¸ng
7
n(T (x))B(gn)

= ³Ψ(À)(x) + Ψ(¸)(x)

= (³Ψ(À) + Ψ(¸)) (x),

provando que Ψ(³À + ¸) = ³Ψ(À) + Ψ(¸), logo Ψ é linear.

Como Ψ é um operador linear, por (4.7) segue que Ψ é cont́ınuo.

Conclúımos esta seção de resultados preparatórios com mais um resultado devido a
Kalton, este sim demonstrado em [30].

Teorema 4.1.10. Sejam E um espaço de Banach separável e × : 3> 2³ L(E, 3>) um
operador linear cont́ınuo tal que ×(en) = 0 para todo n * N, onde (en)>n=1 são os vetores
canônicos unitários de 3>. Então existe um subconjunto infinito M de N tal que, para
toda sequência

À * 3>(M) := {(Àn)>n=1 : (Àn)>n=1 * 3> e Àn = 0, "n /*M},

tem-se ×(À) = 0.

Demonstração. Veja [30, Proposition 5].
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4.2 O Teorema de Ghenciu e sua demonstração

Agora estamos em condições de abordar a demonstração do Teorema de Ghenciu,
que, como veremos no próximo caṕıtulo, será uma poderosa ferramenta para o estudo de
subespaços não complementados em espaços de polinômios homogêneos.

Teorema 4.2.1. (Teorema de Ghenciu [25, Theorem 1.]) Sejam E e F espaços de Banach
e seja G um espaço de Banach com base incondicional (gi)

>
i=1 e funcionais coeficientes

(g7i )>i=1.

(i) Se existem operadores R * L (G;F ) e S * L (E;G) tais que (R (gi))
>
i=1 é uma

sequência básica seminormalizada em F e {S7 (g7i ) : i * N} não é relativamente fra-
camente compacto em E7, então W (E;F ) não é complementado em L(E;F ).

(ii) Se existem operadores R * L (G;F ) e S * L (E;G) tais que (R (gi))
>
i=1 é uma

sequência básica seminormalizada em F e {S7 (g7i ) : i * N} não é relativamente
compacto em E7, então K (E;F ) não é complementado em L(E;F ).

Demonstração. (i) Por {S7(g7i ) : n * N} não ser relativamente fracamente compacto em
E7, pelo Lema 4.1.4 existe uma subsequência (gij)

>
j=1 de (gi)

>
i=1 tal que (S7(g7ij))

>
j=1 não

admite subsequência fracamente convergente em E7.
Denote por G0 = span({gij : j * N}) ¦ G. Pelo Lema 3.1.6, (gij)

>
j=1 é base de

Schauder de G0. E como a base (gij)
>
j=1 é subsequência de uma base incondicional, é

imediato que ela também é base incondicional. Chamemos yj = R(gij) para todo j * N.
Como (yj)

>
j=1 é subsequência da sequência básica seminormalizada (R(gi))

>
i=1, pelo Lema

3.1.6 segue que (yj)
>
j=1 é uma sequência básica seminormalizada em F . Ou seja, (yj) é

uma base de Schauder para F0 := span({yj : j * N}). Pela Proposição 4.1.5, os funcionais

coeficientes (y7j )>j=1 associados com (yj)
>
j=1 em F0 são limitados em F 7

0 . É imediato que

B : G0 2³ F , B(g) = R(g),

define um operador linear cont́ınuo. Pela Proposição 3.1.7, G0 é subespaço complementado
em G. Podemos então tomar Ä : G 2³ G uma projeção sobre G0. Como Ä(G) = G0, a
expressão

T : E 2³ G0 , T (x) = Ä(S(x)),

é um operador linear cont́ınuo bem definido.
Estamos agora em condições de aplicar o Lema 4.1.9 para os espaços de Banach E e

F , o espaço G0 que tem a sequência (gij)
>
j=1 como base incondicional, e os operadores T

e B. Fazendo isso, conclúımos que a definição

Ψ: 3> 2³ L(E;F ) , Ψ(À)(x) :=
>∑

j=1

Àjg
7
ij

(T (x))B(gij) =
>∑

j=1

Àjg
7
ij

(T (x))yj, (4.8)

fornece um operador linear cont́ınuo. Como o conjunto {yj : j * N} é enumerável e F0

é o subespaço fechado gerado por esse conjunto, segue da Proposição 1.1.12 que F0 é
separável. E, pela Proposição 1.2.10, F0 é isometricamente isomorfo a um subespaço de
3>. Existe então uma isometria linear J : F0 2³ 3>. Pelo Teorema de Phillips (Teorema
1.2.9), existe uma extensão linear A : F 2³ 3> de J com 'A' = 'J'.
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Pelo Lema 4.1.7 existe um subespaço separável e fechado E0 de E tal que, chamando
D := span({g7ij ç T : j * N}) ¦ E7, temos 'x7|E0

' = 'x7' para todo x7 * D. Segue que,

chamando D|E0
:= {x7|E0

: x7 * D} ¦ E7
0 ,

R1 : D 2³ D|E0
, R1(x

7) = x7|E0
,

é um isomorfismo isométrico. Como D é fechado em E7, D é espaço de Banach pelo
Teorema 1.1.7. E do Lema 4.1.1 segue que D|E0

é espaço de Banach e, novamente pelo
Teorema 1.1.7, D|E0

é fechado em E7
0 .

Suponha queW(E,F ) seja complementado em L(E,F ) e seja µ : L(E,F ) 2³ L(E,F )
uma projeçao sobreW(E,F ). Note que, para qualquer À * 3>, vale que Ψ(À) * L(E,F ) e,
portanto, (µ çΨ)(À) = µ(Ψ(À)) * W(E,F ). Como a restrição de um operador fracamente
compacto a um subespaço fechado também é um operador fracamente compacto (isso
segue, por exemplo, da Proposição 1.4.14), obtemos que ((µ ç Ψ)(À))|E0

* W(E0, F ).
Aplicando mais uma vez a Proposição 1.4.14, a composição A ç

[
((µ çΨ)(À))|E0

]
pertence

a W(E0, 3>). Isso nos permite concluir o seguinte operador está bem definido:

µ : 3> 2³W(E0, 3>) , µ(À) := A ç
[
((µ çΨ)(À))|E0

]
.

Provemos que µ é um operador linear cont́ınuo. Para isso sejam À, ¸ * 3> e ³ * K
quaisquer. De

µ(³À + ¸) = A ç
[
((µ çΨ)(³À + ¸))|E0

]
= A ç

[
(³(µ çΨ)(À) + (µ çΨ)(¸))|E0

]

= A ç
[
(³(µ çΨ)(À))|E0

+ ((µ çΨ)(¸))|E0

]

= A ç
[
³ ((µ çΨ)(À))|E0

]
+ A ç

[
((µ çΨ)(¸))|E0

]

= ³µ(À) + µ(¸),

conclúımos que µ é linear. E de

'µ(À)' =
∥∥∥A ç

[
((µ çΨ)(À))|E0

]∥∥∥ f 'A'·
∥∥∥((µ çΨ)(À))|E0

∥∥∥
f 'A'·'(µ çΨ)(À)' f 'A'·'(µ çΨ)'·'À'>

obtemos que µ é cont́ınuo e 'µ' f 'A' · '(µ çΨ)'.
Observe agora que, para qualquer À * 3>, como Ψ(À) * L(E,F ), segue que (Ψ(À))|E0

*
L(E0, F ). Pela propriedade de que a composição de operadores lineares cont́ınuos é um
operador linear cont́ınuo, conclúımos que a composição A ç

[
(Ψ(À))|E0

]
* L(E0, 3>). As-

sim, o operador abaixo está bem definido:

¿ : 3> 2³ L(E0, 3>) , ¿(À) = A ç
[
(Ψ(À))|E0

]
.

Argumentando exatamente como no caso do operador µ, conclúımos que ¿ também é um
operador linear cont́ınuo. Considerando, uma vez mais, os vetores canônicos unitários
(en)>n=1 de 3>, e escrevendo en = (enj )>j=1 (isto é, enj = 0 se n ;= j e enj = 1 se n = j),
temos, para todo n * N,

Ψ(en)(x) =
>∑

j=1

enj g
7
ij

(T (x))yj = gin(T (x))yj.
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Isso mostra que Ψ(en) =
(
g7in ç T

)
¹yn para todo n. Em particular, cada Ψ(en) tem posto

1. Como pelo Corolário 2.3.13, os operadores de posto finito são compactos, e fracamente
compactos, temos Ψ(en) * W(E,F ) para todo n. Usando que µ fixa os elementos de
W(E,F ) por ser uma projeção sobre esse espaço, segue que µ(Ψ(en)) = Ψ(en) para todo
n. Dáı,

µ(en) = A ç
[
(µ çΨ)(en))|E0

]
= A ç

[
(Ψ(en))|E0

]
= ¿(en) (4.9)

para todo n * N. Chamemos × := µ 2 ¿ * L(3>,L(E0, 3>)). Por (4.9), ×(en) =
µ(en) 2 ¿(en) = 0 para todo n * N. Como E0 é subespaço fechado, logo Banach pela
Proposição 1.1.7, E0 é um espaço de Banach separável e temos todas as hipóteses do
Teorema 4.1.10. Existe então um subconjunto infinito M de N tal que ×(À) = 0 para
toda sequência À * 3>(M) (a definição de 3>(M) encontra-se no enunciado do Teorema
4.1.10).

Definindo ÇM = (Çj)
>
j=1 por Çj = 1 se j *M e xj = 0 se j /*M , temos ÇM * 3>(M).

Portanto,

µ(ÇM)2 v(ÇM) = ×(ÇM) = 0 =ó µ(ÇM) = ¿(ÇM).

Temos ¿(ÇM) = µ(ÇM) * W(E0, 3>) pela definição de µ, e isso implica que

¿(ÇM) é um operador fracamente compacto. (4.10)

Essa última informação foi obtida a partir das hipóteses do teorema e da suposição de que
W(E,F ) é complementado em L(E,F ). O próximo passo é provar que essa afirmação é
falsa, chegando assim a um absurdo que provará que W(E,F ) não é complementado em
L(E,F ).

Note que, por Ä ser uma projeção sobre G0 = span({gij : j * N}), da Proposição 3.1.7
segue que, para todo x * E,

T (x) = Ä(S(x)) = Ä

(
>∑

i=1

g7i (S(x))gi

)
=

>∑

j=1

g7ij(S(x))gij .

Logo, para qualquer j * N,

g7ij(T (x)) = g7ij

(
>∑

k=1

g7ik(S(x))gik

)
= g7ij(S(x)) = S7(g7ij)(x),

o que prova que g7ij ç T = S7(g7ij). Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma sequência

(ỹ7j )>j=1 em F 7 tal que cada ỹ7j é extensão de y7j em F e 'ỹ7j' = 'y7j'. Assim, para o
operador adjunto Ψ(ÇM)7 : F 7 2³ E7, j * N e x * E, temos

Ψ(ÇM)7(ỹ7j )(x) = ỹ7j (Ψ(ÇM)(x)) = ỹ7j

(
∑

k*M

g7ik(T (x))yk

)

=
∑

k*M

g7ik(T (x))ỹ7j (yk)

=
∑

k*M

S7(g7ik)(x)ỹ7j (yk)
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=
∑

k*M

S7(g7ik)(x)y7j (yk)

=

{
S7(g7ij)(x) , se j *M

0 , se j /*M
.

Em particular, Ψ(ÇM)7(ỹ7j ) = S7(g7ij) para todo j * M . Como M é um subcon-
junto infinito de N, (S7(g7ij))j*M é uma subsequência de (S7(g7ij))

>
j=1, e como essa última

sequência não admite subsequência fracamente convergente, a sequência (S7(g7ij))j*M =(
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

)
j*M

também não admite subsequência fracamente convergente em E7. Pela

definição de D,

(g7ij ç T )j*M = (S7(g7ij))j*M =
(

Ψ(ÇM)7(ỹ7j )
)
j*M
¦ D.

E como D é subespaço de E7,
(

Ψ(ÇM)7(ỹ7j )
)
j*M

não admite subsequência fracamente

convergente em D pelo Lema 4.1.2. Como R1 é uma isometria linear entre D e D|E0
, pelo

Lema 4.1.3 a imagem por R1 de uma sequência que não é fracamente convergente também
não é fracamente convergente, portanto

(
R1

(
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

))
j*M

=

([
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

)

j*M

não admite subsequência fracamente convergente em D|E0
. Como D|E0

é subespaço fe-
chado de E7

0 , pelo Teorema de Mazur (Teorema 1.4.8), sabemos que D|E0
é fechado na

topologia fraca de E7
0 , e isso implica que

([
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

)

j*M

não admite subsequência

fracamente convergente em E7
0 . Pelo Teorema de Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10), o

conjunto

{[
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

: j *M

}É

não é fracamente compacto em E7
0 . Para todos

j * N e x * E0,
[
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

(x) = Ψ(ÇM)7(ỹ7j )(x) = ỹ7j (Ψ(ÇM)(x))

= ỹ7j
(
Ψ(ÇM)|E0

(x)
)

=
(
Ψ(ÇM)|E0

)7
(ỹ7j )(x),

o que prova que
[
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

=
(
Ψ(ÇM)|E0

)7
(ỹ7j ) para todo j. Então o conjunto

{[
Ψ(ÇM)7(ỹ7j )

]
|E0

: j *M

}É

=
{(

Ψ(ÇM)|E0

)7
(ỹ7j ) : j *M

}É

não é fracamente compacto em E7
0 . Como a sequência (y7j )>j=1 é limitada e 'yj' = 'ỹ7j'

para todo j *M , a sequência (ỹ7j )>j=1 também é limitada. Pela definição de operador fra-

camente compacto segue que o operador
(
Ψ(ÇM)|E0

)7
não é um operador fracamente com-

pacto. Pelo Teorema de Gantmacher (Teorema 1.4.15), obtemos que Ψ(ÇM)|E0
também

não é fracamente compacto. Por definição de Ψ temos

Ψ(ÇM)(x) =
∑

j*M

g7ij(T (x))yj
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para todo x * E0, o que implica que a imagem de Ψ(ÇM)|E0
está contida em F0. Como

J : F0 2³ 3> é isometria linear, pelo Lema 4.1.6 conclúımos que J ç Ψ(ÇM)|E0
não é

fracamente compacto. Como A e J coincidem em F0, espaço este que contém a imagem
de Ψ(ÇM)|E0

, segue que ¿(ÇM) = AçΨ(ÇM)|E0
= J çΨ(ÇM)|E0

. Isso prova que o operador
¿(ÇM) não é fracamente compacto. Tendo em vista (4.10), isso é uma contradição. Assim,
por redução ao absurdo, conclúımos que W(E,F ) não é complementado em L(E,F ).

(ii) No caso compacto do teorema, a demonstração é análoga e baseia-se nas proprieda-
des correspondentes da teoria de compacidade na topologia da norma. Por exemplo, para
o caso compacto, utiliza-se o Teorema de Schauder (Teorema 1.3.9) no lugar do Teorema
de Gantmacher (Teorema 1.4.15), usado no caso fracamente compacto.
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Caṕıtulo 5

Subespaços não complementados de

espaços de polinômios

Sejam E e F espaços de Banach e n * N. No Caṕıtulo 3, estudamos que os espaços
PK(nE,F ) dos polinômios compactos, PW(nE;F ) dos polinômios fracamente compactos e
PÉ(nE;F ) dos polinômios fracamente cont́ınuos sobre limitados são subespaços fechados
de P(nE;F ). Assim, faz todo sentido perguntar se esses subespaços são complementados
em P(nE;F ) ou não. Frequentemente, é mais desafiador demonstrar que um espaço não é
complementado do que provar que ele é. Neste caṕıtulo, focamos em identificar condições
necessárias para que os espaços mencionados não sejam complementados em P(nE;F ).
Este caṕıtulo é fortemente baseado nos resultados provados em Pérez [43].

5.1 Casos polinomiais do Teorema de Ghenciu

Nosso primeiro objetivo neste caṕıtulo é generalizar o Teorema de Ghenciu (Teorema
4.2.1) para espaços de polinômios homogêneos; e aplicar essa generalização para os su-
bespaços espećıficos de polinômios mencionados na introdução deste caṕıtulo. A partir
dessa generalização, obteremos, posteriormente, uma variedade de resultados. A seguir,
apresentamos a versão do Teorema 4.2.1 adaptada para o caso dos espaços de polinômios
compactos e fracamente compactos.

Teorema 5.1.1. Sejam E e F espaços de Banach e seja G um espaço de Banach com
base incondicional (gn)>n=1 e funcionais coeficientes (g7n)>n=1.

(i) Se existem operadores R * L (G;F ) e S * L (E;G) tais que (R (gn))>n=1 é uma
sequência básica seminormalizada em F e {S7 (g7n) : n * N} não é relativamente
compacto em E7, então PK (nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para cada
n * N.

(ii) Se existem operadores R * L (G;F ) e S * L (E;G) tais que (R (gn))>n=1 é uma
sequência básica seminormalizada em F e {S7 (g7n) : n * N} não é fracamente rela-
tivamente compacto em E7, então PW (nE;F ) não é complementado em P(nE;F )
para cada n * N.

Demonstração. (i) O caso n = 1, isto é, K(E;F ) não é complementado em L(E,F ), segue
do Teorema de Ghenciu.
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Seja n > 1. Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(i), existe um isomorfismo entre P(nE;F ) e
L
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
que transforma, de maneira biuńıvoca, PK(nE;F ) em K

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
. Supo-

nha que PK(nE;F ) seja complementado em P(nE;F ). Pela Proposição 3.1.8 segue que
K
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
é complementado em L

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
e, portanto, existe Ã : L

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
2³

L
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
uma projeção sobre K

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
. Pelo Corolário 3.1.13 sabemos que E é

isomorfo a um subespaço complementado de ¹̂
n,s
Ã E. Segue do Teorema 3.1.9 que existem

u * L(E, ¹̂
n,s
Ã E) e v * L(¹̂

n,s
Ã E,E) tais que v ç u = IdE. Definimos

Ä : L(E,F ) 2³ L(E,F ) , Ä(T ) = Ã(T ç v) ç u.

Vejamos que Ä está bem definida. De fato, como T ç v * L
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
, temos Ã(T ç v) *

K
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
. Pela propriedade de ideal de K (Proposição 1.3.8), Ã(T çv)çu * K(E,F ) ¦

L(E,F ). A boa definição de Ä está estabelecida e, além disso, a imagem de Ä está contida
em K(E,F ). A linearidade e continuidade de Ä são imediatas de sua definição.

Para cada T * K(E,F ), temos T çv * K
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
novamente pela Proposição 1.3.8,

e, como Ã é uma projeção sobre K
(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
, Ã(T ç v) = T ç v. Portanto,

Ä(T ) = Ã(T ç v) ç u = (T ç v) ç u = T ç (v ç u) = T ç IdE = T.

Da Proposição 3.1.2 decorre que Ä é uma projeção sobre K(E,F ) e, portanto, K(E,F ) é
complementado em L(E,F ), contradizendo o caso n = 1. Está provado que PK(nE;F )
não é complementado em P(nE;F ).

(ii) Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(ii), o isomorfismo de linearização entre os espaços
P(nE;F ) e L

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
também transforma, de maneira biuńıvoca, PW(nE;F ) emW

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
.

Isso quer dizer que podemos proceder neste caso de forma análoga ao que fizemos na de-
monstração do item (i) para obter o resultado.

Nosso próximo passo é demonstrar um teorema análogo ao anterior para os espaços de
polinômios fracamente cont́ınuos sobre conjuntos limitados. Contudo, pela Observação
2.4.5, não é posśıvel aplicar o mesmo método utilizado na demonstração anterior, pois,
usando a linearização de polinômios no produto tensorial simétrico projetivo, não pode-
mos garantir um isomorfismo entre PÉ(nE;F ) e PÉ

(
1¹̂

n,s
Ã E;F

)
= K

(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
. Para

alcançar o resultado desejado, é necessário primeiro estabelecer o seguinte lema:

Lema 5.1.2. Sejam Q um ideal coerente de polinômios, E e F espaços de Banach, Ç *
E7, x0 * E com Ç(x0) = 'x0' = 'Ç' = 1 e considere os operadores

A : P(nE;F ) 2³ P(n+1E;F ) , [A(P )] (x) := Ç(x)P (x) e

D : P(n+1E;F ) 2³ P(n+1E;F ) , [D(P )] (x) := P (x)2 P (x2 Ç(x)x0).

Então A * L (P(nE;F ),P(n+1E,F )) e B := A21 ç D * L(P(n+1E;F ),P(nE;F )) com
BçA = I, onde I denota o operador identidade em P(nE;F ) e A21 é o inverso de A sobre
sua imagem. Além disso, B(P ) = (A21 çD)(P ) * Q(nE;F ) para todo P * Q(n+1E;F ) e
A(P ) * Q(n+1E;F ) para todo P * Q(nE;F ).

Demonstração. Pela demonstração do Teorema 3.2.1 sabemos que A é um isomorfismo
sobre sua imagem e que D é projeção sobre a imagem de A. Isso implica, em particular,
que A e B são operadores lineares cont́ınuos bem definidos. É imediato que B ç A = I.
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Considere o operador linear cont́ınuo u : E 2³ E definido por u(x) = x2Ç(x)x0 para
todo x * E. Como Q é ideal coerente de polinômios,

D(P ) = P 2 P ç u * Q(n+1E;F ) para todo P * Q(n+1E;F ).

Conforme provado na demonstração do Teorema 3.2.1,

A21(D(P ))(x) =
n+1∑

i=1

(
n+ 1

i

)
(21)i+1Ç(x)i21

(

D(P )(xi0, x
n+12i)

=
n+1∑

i=1

(
n+ 1

i

)
(21)i+1

(
Çi21 ¹D(P )xi

0

)
(x)

para todo x * E. Por Q ser ideal coerente de polinômios, Çi21¹D(P )xi
0
* Q(nE;F ) para

todo i = 1, . . . , n + 1, donde segue imediatamente da expressão acima que A21(D(P )) *
Q(nE;F ). A condição A(P ) * Q(n+1E;F ) segue diretamente da propriedade de ideal de
Q.

Teorema 5.1.3. Sejam E e F espaços de Banach e seja G um espaço de Banach com
base incondicional (gn)>n=1 e funcionais coeficientes (g7n)>n=1. Se existem operadores R *
L (G;F ) e S * L (E;G) tais que (R (gn))>n=1 é uma sequência básica seminormalizada
em F e {S7 (g7n) : n * N} não é relativamente compacto em E7, então PÉ (nE;F ) não é
complementado em P(nE;F ) para cada n * N.

Demonstração. Para n = 1, pela Proposição 2.3.21 temos PÉ(1E;F ) = K(E;F ). Segue
do Teorema de Ghenciu que PÉ(1E;F ) não é complementado em L(E;F ).

Procederemos agora por indução sobre o grau de homogeneidade n. Suponhamos
que PÉ(n+1E;F ) seja complementado em P(n+1E;F ) e consideremos Ã : P(n+1E;F ) 2³
P(n+1E;F ) projeção sobre PÉ(n+1E;F ). Seja x0 * E tal que 'x0' = 1. Por consequência
do Teorema de Hahn-Banach (na forma do Corolário 1.2.8), existe Ç * E7 tal que 'Ç' =
Ç(x0) = 'x0' = 1. Sabemos da Proposição 2.3.24 que PÉ é ideal coerente de polinômios.
Podemos então aplicar o Lema 5.1.2 para Q = PÉ para garantir que existem operadores
A * L (P(nE;F ),P(n+1E;F )) e B * L (P(n+1E;F ),P(nE;F )) tais que BçA = IdP(nE;F ),
B (PÉ(n+1E;F )) ¦ PÉ(nE;F ) e A(P(nE;F )) ¦ PÉ(n+1E;F ). Defina agora

Ä : P(nE;F ) 2³ P(nE;F ) , Ä(P ) = B(Ã(A(P ))).

Como sempre, vejamos que Ä está bem definida:

P * P(nE;F ) =ó A(P ) * P(n+1E;F ) =ó Ã(A(P )) * PÉ(n+1E;F )

=ó B(Ã(A(P ))) * PÉ(nE;F ) ¦ P(nE;F ) 6 Ä está bem definida.

Se P * PÉ(nE;F ), então A(P ) * PÉ(nE;F ) e, portanto, Ã(A(P )) = A(P ). Assim,

Ä(P ) = B(Ã(A(P ))) = B(A(P )) = P para todo P * PÉ(nE;F ).

Pela Proposição 3.1.2, temos que Ä é projeção sobre PÉ(nE;F ) e, portanto, PÉ(nE;F )
é complementado em P(nE;F ). Provamos então que PÉ(n+1E;F ) seja complemen-
tado emP(n+1E;F ) implica que PÉ(nE;F ) é complementado em P(nE;F ). Uma re-
petição do processo com n no lugar de n + 1 nos permite concluir que PÉ(n21E;F ) é
complementado em P(n21E;F ). Após um número finito de repetições, conclúımos que
K(E;F ) = PÉ(1E;F ) é complementado em L(E;F ) = P(1E;F ). Como isso contradiz o
caso linear n = 1, conclúımos que PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ).
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5.2 Aplicações

Agora que temos os casos do Teorema 4.2.1 para algumas classes de polinômios ho-
mogêneos, apresentaremos nesta seção uma série de consequências, organizadas como
corolários, que são generalizações de resultados conhecidos. Para cada enunciado, indica-
remos a fonte original do resultado generalizado e, em seguida, apresentaremos a demons-
tração correspondente. Precisamos primeiramente de alguns resultados preparatórios.

Lema 5.2.1. Sejam E e F espaços de Banach e T * L(E;F ) um isomorfismo sobre sua
imagem. Se E tem uma base de Schauder (xn)>n=1 (seminormalizada), então (T (xn))>n=1

é uma sequência básica em F (seminormalizada).

Demonstração. Pelo Lema 4.1.1 sabemos que T (E) é um espaço de Banach com a norma
herdada de F . Seja y * T (E). Como T é um isomorfismo sobre sua imagem, existe
um único x * E tal que T (x) = y. Por (xn)>n=1 ser base de Schauder de E, existe uma

única sequência (an)>n=1 ¦ K tal que x =
>∑
n=1

anxn. Além disso, usando a linearidade e a

continuidade de T * L(E;F ), temos

y = T (x) = T

(
>∑

n=1

anxn

)
= T

(
lim
k³>

k∑

n=1

anxn

)
= lim

k³>
T

(
k∑

n=1

anxn

)

= lim
k³>

k∑

n=1

anT (xn) =
>∑

n=1

anT (xn).

Como T é injetora, essa representação é única para cada y * T (E). Assim, (T (xn))>n=1

é uma base de Schauder de T (E). Pelo Teorema 1.1.7, [T (xn) : n * N] ¦ T (E) = T (E),
onde segue que (T (xn))>n=1 é uma base de Schauder de [T (xn) : n * N], e portanto é uma
sequência básica.

Se (xn)>n=1 é seminormalizada, existe K > 0 tal que 1
K
f 'xn' f K para todo n * N.

Por T|E denotamos o isomorfismo T|E : E 2³ T (E). Dessa forma, para todo n * N

1

K
f 'xn' = 'T21

|E (T (xn))' f 'T21
|E ' ·'T (xn)'

=ó
1

K'T21
|E '
f 'T (xn)' f 'T'·'xn' f K'T',

provando que (T (xn))>n=1 é uma sequência básica seminormalizada em F .

Lema 5.2.2. Sejam E um espaço de Banach e (x7n)>n=1 uma sequência É7-convergente
para zero em E7. Então

S : E 2³ c0 , S(x) := (x7n(x))>n=1,

é um operador linear cont́ınuo. Mais ainda, S7(e7n) = x7n para todo n * N.

Demonstração. Para todo x * E, x7n(x) 2³ 0 pois x7n
É7

2³ 0, portanto S está bem
definida. Pela linearidade de cada x7n e pela convergência da soma finita de sequências
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convergentes, segue que S é linear. Por (x7n)>n=1 ser uma sequência É7-convergente, temos
sup
n*N
'x7n' <> pela Proposição 1.5.3. Dáı,

'S(x)' = '(x7n(x))>n=1'> = sup
n*N
|x7n(x)| f sup

n*N
'x7n' · 'x',

o que prova a continuidade de S. Para todos x * E e n * N,

S7(e7n)(x) = e7n(S(x)) = e7n ((x7i (x))>i=1) = x7n(x),

donde segue que S7(e7n) = x7n para todo n * N.

Lema 5.2.3. Sejam E um espaço normado e (x7n)>n=1 uma sequência em E7 que é É7-
convergente para zero mas não é fracamente convergente para zero. Então (x7n)>n=1 admite
uma subsequência que não possui subsequência fracamente convergente em E7.

Demonstração. Primeiramente note que, se (x7ni
)>i=1 é qualquer subsequência de (x7n)>n=1

convergente fracamente para algum y7 * E7, como x7n
É7

2³ 0, tem-se x7ni

É7

2³ 0. Neste
caso, x7ni

(x) = Jx(x7ni
) 2³ 0. Como Ç(x7ni

) 2³ Ç(y7) para todo Ç * E7, segue que
Jx(y7) = 0 para todo x * E. Isso implica que y7(x) = 0 para todo x * E, e, portanto,
y7 = 0. Em resumo, se (x7ni

)>i=1 é uma subsequência de (x7n)>n=1 que converge fracamente,

então x7ni

É
2³ 0.

Suponhamos que toda subsequência de (x7n)>n=1 admita uma subsequência fracamente
convergente. Pelo parágrafo anterior, essa convergência seria necessariamente para 0.
Como (x7n)>n=1 não converge fracamente para 0, existe uma vizinhança U de 0 na topologia
fraca de E7 para a qual não existe N * N tal que x7n * U para todo n g N . Isso implica,
em particular, que existem infinitos elementos da sequência que não pertencem a U .
Seja (x7ni

)>i=1 a subsequência formada por todos esses elementos. Pela suposição feita,
(x7ni

)>i=1 teria uma subsequência fracamente convergente para 0. Isso implicaria que um
número infinito de termos dessa sequência pertenceriam a U . Isso é uma contradição pois,
por construção, todos os pontos desta sequência não pertencem a U . Essa contradição
prova que (x7n)>n=1 admite uma subsequência que não possui subsequência fracamente
convergente.

Definição 5.2.4. Seja E um espaço de Banach. Dizemos que E tem a propriedade de
Grothendieck se toda sequência de E7 É7-convergente é É-convergente.

Exemplo 5.2.5. (i) Como as topologias fraca e fraca-estrela coincidem em E7 para todo
espaço reflexivo E (veja [11, Proposição 6.3.8(b)]), segue que todo espaço reflexivo tem a
propriedade de Grothendieck.
(ii) É bem conhecido que 3> tem a propriedade de Grothendieck (veja [17]). Um outro
exemplo de espaço não reflexivo que tem a propriedade de Grothendieck pode ser encon-
trado em [12].
(iii) Pelo Exemplo 1.4.4, c70 = 31 tem uma sequência É7-convergente para 0 que não é
É2convergente para 0. Portanto, c0 não tem a propriedade de Grothendieck. Na ver-
dade, vale algo bem mais geral: Todo espaço de Banach separável e não reflexivo não tem
a propriedade de Grothendieck (veja [23, Exercise 3.42(iii)]). Em particular, os espaços
do item (ii) não são separáveis.
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Proposição 5.2.6. As seguintes afirmações são equivalentes para um espaço de Banach
E:

(a) E tem a propriedade de Grothendieck.

(b) Toda sequência É7-convergente para zero em E7 é É-convergente para zero.

Demonstração. A implicação (a)=ó(b) é imediata da definição da propriedade de Grothen-
dieck.

(b)=ó(a) Seja (x7n)>n=1 uma sequência É7-convergente para x7 em E7. Considere a
sequência (x7n 2 x

7)>n=1 ¦ E7. Para qualquer x * E,

(x7n 2 x
7)(x) = x7n(x)2 x7(x) 2³ x7(x)2 x7(x) = 0,

portanto x7n 2 x
7 É7

2³ 0. Por hipótese, x7n 2 x
7 É
2³ 0, portanto, para qualquer Ç * E7,

Ç(x7n 2 x
7) = Ç(x7n)2 Ç(x7) 2³ 0.

Então Ç(x7n) 2³ Ç(x7) para todo Ç * E7, e portanto x7n
É
2³ x7. Segue que E tem a

propriedade de Grothendieck.

A partir de agora, as consequências do Teorema 5.1.1 serão rotuladas como corolários.
O corolário a seguir generaliza, para o caso polinomial, os resultados [21, Theorem 2

e Theorem 3] e [5, Theorem 4].

Corolário 5.2.7. Sejam E e F espaços de Banach tais que E não tem a propriedade de
Grothendieck e F contém uma cópia de c0. Então PW(nE;F ) não é complementado em
P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. Considere a base canônica (ei)
>
i=1 de c0, (e7i )

>
i=1 os funcionais coeficientes,

e R : c0 2³ F um isomorfismo sobre sua imagem. Como 'ei' = 1 para todo i * N, pelo
Lema 5.2.1 sabemos que (R(ei))

>
i=1 é uma sequência básica seminormalizada em F .

Por outro lado, como E não tem a propriedade de Grothendieck, existe uma sequência
(x7i )

>
i=1 que é É7-convergente para zero em E7 mas não é É-convergente para zero. Pelo

Lema 5.2.3, podemos supor que (x7i )
>
i=1 é uma sequência em E7 que não admite sub-

sequência fracamente convergente em E7.
Definindo S : E 2³ c0 por S(x) = (x7i (x))>i=1 para todo x * E, pelo Lema 5.2.2

sabemos que S é um operador linear cont́ınuo e que S7(e7i ) = x7i para todo i * N.
Como (x7i )

>
i=1 não admite subsequência fracamente convergente em E7, pelo Teorema de

Eberlein-Smulian (Teorema 1.4.10) o conjunto {S7(e7i ) : i * N}
Ã(E,E7)

não é fracamente
compacto em E7. Isso é o mesmo que dizer que o conjunto {S7(e7i ) : i * N} não é
relativamente fracamente compacto. Aplicando o Teorema 5.1.1(ii) com G = c0, obtemos
que PW(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

O próximo corolário generaliza o resultado linear [21, Corollary 4].

Corolário 5.2.8. Sejam E e F espaços de Banach tais que F contém uma cópia de c0 e
E contém uma cópia complementada de c0. Então PW(nE;F ) não é complementado em
P(nE;F ) para todo n * N.
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Demonstração. Pelo Exemplo 5.2.5, c0 não tem a propriedade de Grothendieck, logo
PW(nc0;F ) não é complementado em P(nc0;F ) para todo n * N pelo Corolário 5.2.7.

Por outro lado, suponha que para algum n * N seja verdade que PW(nE;F ) é comple-

mentado em P(nE;F ). Como c0
c
↪³ E, da Proposição 3.2.4(i) decorre que PW(nc0;F ) é

complementado em P(nc0;F ), o qual é uma contradição. Conclui-se que PW(nE;F ) não
é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

O próximo corolário generaliza o resultado linear [24, Corollary 4] para o caso polino-
mial.

Corolário 5.2.9. Sejam E e F espaços de Banach. Se F contém uma cópia de c0 e E é
de dimensão infinita, então:

(a) PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

(b) PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. Por E ter dimensão infinita, pelo Teorema de Josefson-Nissenzweig (Te-

orema 1.5.5), existe uma sequência (x7i )
>
i=1 tal que x7i

É7

2³ 0 em E7 e 'x7i ' = 1 para todo
i * N.

Suponha que (x7i )
>
i=1 tenha uma subsequência (x7ik)>k=1 convergente em norma para

algum x7 * E7. Neste caso, as Proposições 1.4.3 e 1.5.2(a) garantem que (x7ik)>k=1 é
também É7-convergente para x7. Além disso, em qualquer topologia, toda subsequência de
uma sequência convergente converge ao mesmo limite. Portanto, (x7ik)>k=1 é É7-convergente
para 0. Como a topologia fraca* é de Hausdorff (Proposição 1.5.2(b)), temos x7 = 0. Isso
implica que 1 = 'x7ik' 2³ 0, o que é absurdo. Assim, (x7i )

>
i=1 não tem subsequência

convergente em norma. Pela Proposição 1.3.2 conclúımos que o conjunto {x7i : i * N} não
é compacto.

Seja S : E 2³ c0 definido por S(x) = (x7i (x))>i=1. Pelo Lema 5.2.2, S * L(E, c0) e
S7(e7i ) = x7i para todo i. Isso implica, pelo que foi provado anteriormente, que o conjunto
{S7(e7i ) : i * N} não é compacto.

Por hipótese, existe R : c0 2³ F um isomorfismo sobre sua imagem. Pelo Lema 5.2.1,
sabemos que (R(ei))

>
i=1 é uma sequência básica seminormalizada em F . Assim, tomando

G = c0 nos Teoremas 5.1.1(i) e 5.1.3, conclúımos a demonstração do item (a).
O item (b) segue analogamente, utilizando os resultados correspondentes ao caso fra-

camente cont́ınuo sobre limitados.

A seguir obtém-se uma generalização de [30, Theorem 5].

Corolário 5.2.10. Sejam E e F espaços de Banach. Se E contém uma cópia comple-
mentada de 31 e F tem dimensão infinita, então:

(a) PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

(b) PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. Sem perda de generalidade, considere 31 ¦ E e seja Ä̂ : E 2³ E uma
projeção sobre 31. Portanto, Ä : E 2³ 31 definido por Ä(x) = Ä̂(x) para todo x * E, é
um operador linear cont́ınuo sobrejetor. Pela Proposição 1.2.15, Ä7 : 371 = 3> 2³ E7 é
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um isomorfismo sobre sua imagem. Considerando a base canônica (ei)
>
i=1 de 31, do que

fizemos no Exemplo 1.2.2 segue que (e7i )
>
i=1 é a sequência dos vetores canônicos de 3>, a

qual não tem subsequência convergente. Pelo Lema 4.1.3, a sequência (Ä7(e7i ))
>
i=1 não tem

subsequência convergente em E7. Da Proposição 1.3.2 é imediato que {Ä7(e7i ) : i * N}
não é compacto em E7.

Por outro lado, como F tem dimensão infinita, os Teoremas 1.6.10 e 1.6.11 garantem
que F contém uma sequência básica normalizada (yi)

>
i=1. Definimos

R : 31 2³ F , R((ai)
>
i=1) =

>∑

i=1

aiyi.

Note que, para toda sequência (ai)
>
i=1 * 31,

>∑

i=1

'aiyi' =
>∑

i=1

|ai|·'yi' =
>∑

i=1

|ai| = '(ai)
>
i=1'1 <>. (5.1)

Como F é espaço de Banach, temos R((ai)
>
i=1) =

>∑
i=1

aiyi * F pelo Teorema 1.6.2, o que

prova a boa definição de R. A linearidade de R é imediata. Para a continuidade, usando
(5.1) obtemos

'R((ai)
>
i=1)' =

∥∥∥∥∥

>∑

i=1

aiyi

∥∥∥∥∥ f
>∑

i=1

'aiyi' = '(ai)
>
i=1'1

para toda (ai)
>
i=1 * 31, provando que 'R' f 1. Como R(ei) = yi para todo i, aplicando

os Teoremas 5.1.1(i) e 5.1.3 com S = Ä e G = 31 conclúımos a demonstração.

O último corolário desta seção generaliza o resultado enunciado em [22, pag. 334].

Corolário 5.2.11. Sejam E e F espaços de Banach. Se E contém uma cópia de 31 e F
contém uma cópia de 3p para algum 2 f p <>, então:

(a) PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

(b) PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo n * N.

Demonstração. Por um resultado de [40], existe um subespaço fechado M de E tal que o
espaço quociente E/M é isomorfo a 32 (veja a demonstração de [43, Corollary 3.8]). Existe
então um isomorfismo T : E/M 2³ 32. Chame de Ã : E 2³ E/M a função canônica de E
em E/M , a qual é um operador linear cont́ınuo sobrejetor (veja Teorema 1.7.4). Portanto,
S := T ç Ã : E 2³ 32 é um operador linear cont́ınuo sobrejetor. Então seu adjunto
S7 : 32 2³ E7 é um isomorfismo sobre sua imagem pela Proposição 1.2.15(b). Considere
a base incondicional canônica (ei)

>
i=1 de 32, a qual não tem subsequência convergente em

32. Do Lema 4.1.3 segue que (S7(ei))
>
i=1 não admite subsequência convergente em E7, e

portanto o conjunto {S7(ei) : i * N} não é compacto em E7 pelo Lema 5.3.5.
Por outro lado, 32 ¦ 3p e ' · 'p f ' · '2. Isso é o mesmo que dizer que a inclusão

i : 32 2³ 3p, definida pela fórmula i((ai)
>
i=1) = (ai)

>
i=1, é um operador linear cont́ınuo. Por

hipótese, existe um isomorfismo sobre sua imagem u : 3p 2³ F . Então R := uçi : 32 2³ F
é um operador linear cont́ınuo. Mais ainda, pelo Lema 5.2.1 obtemos que (R(ei))

>
i=1 =

(u(i(ei)))
>
i=1 = (u(ei))

>
i=1 é uma sequência básica seminormalizada em F . Aplicando os

Teoremas 5.1.1(i) e 5.1.3 para G = 32, obtemos o resultado desejado.
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5.3 Uma aplicação usando medidas vetoriais

Muitas das ideias trabalhadas na teoria dos espaços de Banach têm suas origens na
teoria de medidas vetoriais, a qual ainda hoje é uma ferramenta fundamental no estudo
desses espaços. Aplicações de medidas vetoriais a temas próximos a esta dissertação
podem ser encontradas nos trabalhos da própria I. Ghenciu, veja [26, 27]. A seguir,
apresentaremos uma aplicação ao tema dos subespaços de polinômios homogêneos não
complementados. O objetivo principal é detalhar as demonstrações de alguns resultados
de [43]. Para isso, vamos primeiro apresentar as definições e os resultados básicos da
teoria de medidas vetoriais que utilizaremos para este fim. Trata-se apenas de um breve
resumo; para mais detalhes o leitor deve consultar o excelente livro [19], de onde obtivemos
as definições e resultados que apresentamos a seguir.

Definição 5.3.1. Seja Ω um conjunto. Uma coleção A de subconjuntos de Ω é uma
álgebra se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) ',Ω * A.

(ii) Se A * A, então Ac * A.

(iii) Se A1, . . . , An * A, então (A1 * · · · * An) * A.

Se, além disso, a seguinte condição é satisfeita, diz-se que a coleção A é uma Ã-
álgebra:

(iv) Se An * A para todo n * N, então
>⋃
n=1

An * A.

Exemplo 5.3.2. Para um conjunto Ω, tem-se de imediato da definição de Ã-álgebra que
a coleção de todos os subconjuntos de Ω, comumente denotada por P(Ω), é uma Ã-álgebra
em Ω.

Definição 5.3.3. Sejam A uma álgebra de subconjuntos de Ω e E um espaço de Ba-
nach. Diz-se que uma função µ : A 2³ E é uma medida vetorial finitamente aditiva, ou
simplesmente medida vetorial, se para cada par de conjuntos disjuntos A1, A2 * A tem-se
µ(A1 * A2) = µ(A1) + µ(A2).

Diz-se que a medida vetorial µ é uma medida vetorial limitada se existe M > 0 tal que
'µ(A)' fM para todo A * A.

Também diz-se que a medida vetorial µ é uma medida vetorial fortemente aditiva se,
para toda sequência (An)>n=1 de conjuntos disjuntos dois a dois em A, tem-se que a série
>∑
n=1

µ(An) converge em E. É imediato que, neste caso, a convergência é incondicional.

De muita importância para o nosso estudo será o seguinte teorema.

Teorema 5.3.4 (Teorema de Diestel-Faires). Sejam A uma Ã-álgebra de subconjuntos de
Ω, E um espaço de Banach e µ : A 2³ E uma medida vetorial limitada. Se µ não é
fortemente aditiva, então E contém uma cópia de 3>.

Demonstração. Veja [19, pag. 20 Theorem 2].

73



Lema 5.3.5. Sejam A uma álgebra de subconjuntos de Ω, E e F espaços de Banach e
µ : A 2³ E uma medida vetorial. Se Ã * L(E;F ), então Ã ç µ : A 2³ F é medida
vetorial. Além disso, se µ for medida vetorial limitada, então Ã ç µ também é medida
vetorial limitada.

Demonstração. A boa definição de Ã ç µ é clara. Sejam A1, A2 * A tais que A1 +A2 = '.
Como µ é medida vetorial e Ã é linear, temos

(Ã ç µ)(A1 * A2) = Ã(µ(A1 * A2)) = Ã(µ(A1) + µ(A2))

= Ã(µ(A1)) + Ã(µ(A2)) = (Ã ç µ)(A1) + (Ã ç µ)(A2),

provando que Ã ç µ é medida vetorial.
Agora suponha que µ seja limitada e tome M > 0 tal que 'µ(A)' f M para todo

A * A. Da continuidade de Ã segue que

'(Ã ç µ)(A)' f 'Ã'·'µ(A)' fM'Ã'

para todo A * A. Está provado que Ã ç µ é medida vetorial limitada.

Antes de desenvolver a aplicação de medidas vetoriais ao assunto desta dissertação,
precisamos apresentar alguns conceitos muito úteis da teoria dos espaços de Banach.

Definição 5.3.6. Sejam E um espaço de Banach e (x¼)¼*Ω uma rede em E. Dizemos que
(x¼)¼*Ω é fracamente de Cauchy em E se a rede (Ç(x¼))¼*Ω for convergente em K para
todo Ç * E7.

Definição 5.3.7. Sejam E um espaço de Banach e (xn)n*N uma sequência em E. Dize-

mos que a série
>∑
n=1

xn é fracamente incondicionalmente de Cauchy em E se, para cada

permutação Ã : N 2³ N, a sequência de somas parciais

(
k∑

n=1

xÃ(n)

)

k*N

for fracamente de Cauchy em E, ou, equivalentemente, se a série

>∑

n=1

Ç(xÃ(n))

for convergente em K para todo funcional Ç * E7.

Teorema 5.3.8. As seguintes afirmações são equivalentes para uma sequência (xn)>n=1

no espaço de Banach E:

(a) A série
>∑
n=1

xn é fracamente incondicionalmente de Cauchy em E.

(b) Para cada subsérie de
>∑
n=1

xn, a sequência de somas parciais da subsérie é fracamente

de Cauchy em E.
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(c) A série
>∑
n=1

Ç(xn) é absolutamente convergente para todo Ç * E7.

(d) Para toda sequência (an)>n=1 * c0, a série
>∑
n=1

anxn converge em E.

(e) Existe M > 0 tal que

∥∥∥∥∥

m∑

n=1

Ànxn

∥∥∥∥∥ fM ·max{|Àn| : n = 1, . . . ,m}

para todos m * N e À1, . . . , Àm * K.

(f) Existe M > 0 tal que, para qualquer subconjunto finito F de N e qualquer escolha
dos sinais Àn = ±1 para n * F , tem-se

∥∥∥∥∥
∑

n*F

Ànxn

∥∥∥∥∥ fM.

Demonstração. Para as equivalências dos itens (a) até (e), veja [35, Proposition 4.3.9],
para a equivalência desses itens com o item (f), veja [17, pag. 44. Theorem 6].

Exemplo 5.3.9. Considere (en)>n=1 a base canônica de Schauder de c0. Então
>∑
n=1

anen

converge em c0 para toda (an)>n=1 * c0. Pela equivalência (a)ñó(d) do teorema acima,

conclúımos que a série
>∑
n=1

en é fracamente incondicionalmente de Cauchy em c0.

Teorema 5.3.10. As seguintes afirmações são equivalentes para um espaço de Banach
E:

(i) Para toda sequência (xn)>n=1 em E tal que
>∑
n=1

|Ç(xn)| <> para todo Ç * E7, tem-se

que a série
>∑
n=1

xn converge incondicionalmente em E.

(ii) E não contém cópia de c0.

Demonstração. Veja [17, pag 45. Theorem 8].

Lema 5.3.11. Isomorfismos entre espaços de Banach transformam séries fracamente in-
condicionalmente de Cauchy em séries fracamente incondicionalmente de Cauchy.

Demonstração. Seja T : E 2³ F um isomorfismo entre espaços de Banach e seja (xn)>n=1

uma sequência em E tal que a série
>∑
n=1

xn é fracamente incondicionalmente de Cauchy

em E. Devemos provar que a série
>∑
n=1

T (xn) é fracamente incondicionalmente de Cauchy
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em F . Para isso, seja Ç * F 7. Como Ç ç T * E7 e
>∑
n=1

xn é fracamente incodicionalmente

de Cauchy em E, para qualquer permutação Ã : N 2³ N a série
(

k∑

n=1

(Ç ç T )(xÃ(n))

)>

k=1

=

(
k∑

n=1

Ç(T (xÃ(n))

)>

k=1

converge em K. Como isso vale para todo Ç * F 7, segue que a série
>∑
n=1

T (xn) é fracamente

incondicionalmente de Cauchy em F .

O lema a seguir é simples e bem conhecido, optamos por incluir a demonstração apenas
por completude.

Lema 5.3.12. Se
>∑
n=1

xn é uma série convergente em um espaço normado E, então

lim
n
xn = 0.

Demonstração. Chamemos de S a soma da série, isto é, S =
>∑
n=1

xn = lim
k

k∑
n=1

xn. Então

também temos S = lim
k

k21∑
n=1

xn, donde segue que

0 = S 2 S = lim
k

k∑

n=1

xn 2 lim
k

k21∑

n=1

xn =

= lim
k

(
k∑

n=1

xn 2
k21∑

n=1

xn

)
= lim

k
xk.

Utilizaremos os seguintes teoremas sobre polinômios fracamente cont́ınuos sobre limi-
tados provados por González e Gutiérrez [28].

Teorema 5.3.13. Sejam E e F espaços de Banach e suponha que E contém uma cópia
complementada de 31. Então PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) para todo
n > 1.

Demonstração. Veja [28, Lemma 5].

Teorema 5.3.14. Sejam E e F espaços de Banach. Então PÉ(nE;F ) contém uma cópia
de 3> se, e somente se, F contém uma cópia de c0 ou E contém uma cópia complementada
de 31.

Demonstração. Veja [28, Theorem 3].

Agora estamos prontos para desenvolver uma aplicação da teoria das medidas vetoriais
no nosso estudo dos espaços de polinômios homogêneos. O teorema a seguir é uma
extensão polinomial de [22, Theorem 2] e de [31, Theorem 1]. Nosso objetivo é detalhar
sua demonstração, que encontra-se em [43, Proposition 3.10] e foi inspirada em ideias de
[27, Corollary 11].
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Teorema 5.3.15. Sejam E e F espaços de Banach com E de dimensão infinita e n >
1. Se PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0, então PÉ(nE;F ) não é complementado em
P(nE;F ).

Demonstração. Se F contém uma cópia de c0, então PÉ(nE;F ) não é complementado em
P(nE;F ) pelo Corolário 5.2.9. E se E contém uma cópia complementada de 31, então
PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) pelo Teorema 5.3.13. Basta então fazer o
caso em que F não contém cópia de c0 e que E não tem cópia complementada de 31. Sob
essas condições, PÉ(nE;F ) não contém uma cópia de 3> pelo Teorema 5.3.14.

Por hipótese, existe T : c0 2³ T (c0) ¦ PÉ (nE;F ) que é um isomorfismo sobre T (c0).

Chamemos pi = T (ei) para todo i * N, onde (ei)
>
i=1 é a base canônica de c0. Como

>∑
i=1

ei é

fracamente incondicionalmente de Cauchy em c0 (Exemplo 5.3.9), pelo Lema 5.3.11 segue

que
>∑
i=1

T (ei) é fracamente incondicionalmente de Cauchy em T (c0).

Para qualquer × * PÉ(nE;F )7, tem-se ×|T (c0) * T (c0)
7, e assim

>∑

i=1

×
(
T
(
eÃ(i)

))
=

>∑

i=1

×|T (c0)

(
T
(
eÃ(i)

))
=

>∑

i=1

×|T (c0)

(
pÃ(i)

)

é convergente em K para qualquer permutação Ã : N 2³ N. Isso mostra que a série
>∑
i=1

pi

é fracamente incondicionalmente de Cauchy em PÉ(nE;F ). Para todos Ç * F 2 e x * E,
considere

ÈÇ,x : PÉ(nE;F ) 2³ K , ÈÇ,x(P ) = Ç(P (x)).

Como P : E 2³ F para todo P * PÉ(nE;F ) e Ç : F 2³ K, então ÈÇ,x está bem definida.
Se P,Q * PÉ(nE;F ) e ¼ * K, então

ÈÇ,x(¼P +Q) = Ç((¼P +Q)(x)) = Ç(¼P (x) +Q(x))

= ¼Ç(P (x)) + Ç(Q(x)) = ¼ÈÇ,x(P ) + ÈÇ,x(Q),

o que prova que ÈÇ,x é linear. Para qualquer P * PÉ(nE;F ),

|ÈÇ,x(P )| = |Ç(P (x))| f 'Ç' · 'x'n︸ ︷︷ ︸
constante

·'P',

provando a continuidade de ÈÇ,x. Em resumo, ÈÇ,x * PÉ(nE;F )7. Como
>∑
i=1

pi é fra-

camente incondicionalmente de Cauchy, a série
>∑
i=1

ÈÇ,x (pi) é absolutamente convergente

pela equivalência (a)ñó(c) do Teorema 5.3.8. Dessa forma,

>∑

i=1

|ÈÇ,x (pi)| =
>∑

i=1

|Ç (pi(x))| <>

para todos Ç * F 7 e x * E. Como F não contém cópia de c0, a série
>∑
i=1

pi(x) converge

incondicionalmente em F , para todo x * E, pelo Teorema 5.3.10.
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Considere
µ : P(N) 2³ P(nE;F ) , µ(A)(x) =

∑

i*A

pi(x).

Provemos que µ é uma medida vetorial. Como sempre, comecemos por provar que está
bem definida como função.

Seja A ¦ N. Se A é finito, por P(nE;F ) ser um espaço vetorial,
∑
i*A

pi * P(nE;F ), e,

por definição de µ(A),

µ(A)(x) =
∑

i*A

pi(x) =

(
∑

i*A

pi

)
(x)

para todo x * E. Logo, µ(A) =
∑
i*A

pi * PÉ(nE;F ).

Suponha agora que A seja infinito. Devemos provar que µ(A) * P(nE;F ). Já sabemos

que µ(A) está bem definida como função de E em F . Seja x * E. Como
>∑
i=1

pi(x) é incon-

dicionalmente convergente em F , então qualquer subsérie é convergente pela Proposição
1.6.3. Segue que µ(A)(x) =

∑
i*A

pi(x) é convergente em F . Considere

B : En 2³ F , B (x1, . . . , xn) =
∑

i*A

(
pi (x1, . . . , xn) .

Para qualquer escolha de sinais ·1, . . . , ·n * {±1}, ·1x1 + · · ·+ ·nxn * E, e disso decorre
que

∑
i*A

·1 · · · ·npi (·1x1 + · · ·+ ·nxn) converge incondicionalmente em F . Como o número

de escolhas ·1, . . . , ·n = ±1 é finito, segue que

∑

·1,...,·n*{±1}

∑

i*A

·1 · · · ·npi(·1x1 + · · ·+ ·nxn) =
∑

i*A

∑

·1,...,·n*{±1}

·1 · · · ·npi(·1x1 + · · ·+ ·nxn)

converge em F . Usando a fórmula de polarização, temos que

B(x1, . . . , xn) =
∑

i*A

(
pi(x1, . . . , xn)

=
∑

i*A

1

n!2n

∑

·1,...,·n*{±1}

·1 · · · ·n
(
pi (·1x1 + · · ·+ ·nxn)n

=
1

n!2n

∑

i*A

∑

·1,...,·n*{±1}

·1 · · · ·npi (·1x1 + · · ·+ ·nxn)

é convergente em F para quaisquer x1, . . . , xn * E. Portanto, B está bem definida como
função. Para verificar que B é n-linear, para todos 1 f i f n, xi, x

2
i * E e ¼ * K,

B (x1, . . . , ¼xi + x2i, . . . , xn) =
∑

i*A

(
pi (x1, . . . , ¼xi + x2i, . . . , xn)

=
∑

i*A

[
¼
(
pi (x1, . . . , xi, . . . , xn) +

(
pi (x1, . . . , x

2
i, . . . , xn)

]

= ¼B (x1, . . . , xi, . . . , xn) + B (x1, . . . , x
2
i, . . . , xn) .
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Portanto B é um operador n-linear. Para todo x * E,

µ(A)(x) =
∑

i*A

pi(x) =
∑

i*A

(
pix

n = Bxn,

donde podemos concluir que µ(A) é um polinômio n-homogêneo. Provemos sua continui-
dade. Para isso, note que para qualquer sequência crescente (ik)>k=1 de números naturais,

lim
m³>

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

pik

∥∥∥∥∥ = lim
m³>

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

T (eik)

∥∥∥∥∥ = lim
m³>

∥∥∥∥∥T
(

m∑

k=1

eik

)∥∥∥∥∥

f 'T' · lim
m³>

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

eik

∥∥∥∥∥
>

= 'T' · lim
m³>

1 = 'T'.

Por A ser um subconjunto infinito de N, podemos escrever A = {i1 < i2 < · · · }. Pelo que
fizemos acima segue que, para todo x * E,

'µ(A)(x)' =

∥∥∥∥∥

>∑

k=1

pik(x)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ lim
m³>

m∑

k=1

pik(x)

∥∥∥∥∥

= lim
m³>

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

pik(x)

∥∥∥∥∥ � lim
m³>

∥∥∥∥∥

m∑

k=1

Äik

∥∥∥∥∥ · 'x'
n

f 'T'·'x'n.

Isso prova que 'µ(A)' f 'T' e, em particular, µ(A) * P(nE;F ). Está provada a boa
definição de µ. No caso em que A é finito, tem-se também 'µ(A)' f 'T' pelo processo
anterior. Por isso, depois que provarmos que µ(A) é finitamente aditiva, já teremos que
será limitada. Sejam A1, A2 * P(N) tais que A1+A2 = '. Para x * E, como

∑
i*A1*A2

pi(x)

é subsérie de
>∑
i=1

pi(x), pelo Teorema 1.6.3 sabemos que
∑

i*A1*A2

pi(x) é incondicionalmente

convergente. E como A1 + A2 = ', temos

∑

i*A1*A2

pi(x) =
∑

i*Ai

pi(x) +
∑

i*A2

pi(x).

Assim,

µ(A1 * A2)(x) =
∑

i*A1*A2

pi(x) =
∑

i*A1

pi(x) +
∑

i*A2

pi(x)

= µ(A1)(x) + µ(A2)(x)

= (µ(A1) + µ(A2)) (x).

Logo, µ (A1 * A2) = µ(A1) * µ(A2), provando que µ é uma medida vetorial limitada.
Suponha que PÉ(nE;F ) seja subespaço complementado em P(nE;F ). Neste caso,

existe uma projeção Ã : P(nE;F ) 2³ P(nE;F ) sobre PÉ(nE;F ). Como µ é uma medida
vetorial limitada e PÉ(nE;F ) é um espaço de Banach, Ã çµ : P(N) 2³ PÉ(nE;F ) é uma
medida vetorial limitada pelo Lema 5.3.5.
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Suponha agora que a medida vetorial limitada Ã ç µ seja fortemente aditiva. Então,
para a coleção enumerável ({i})i*N de subconjuntos disjuntos dois a dois de N, temos que

a série
>∑
i=1

(Ã ç µ)({i}) é convergente em PÉ(nE;F ). Por Ã ser projeção sobre PÉ(nE;F )

e por pi * PÉ(nE;F ) para todo i, temos

>∑

i=1

(Ã ç µ)({i}) =
>∑

i=1

Ã(µ({i})) =
>∑

i=1

Ã(pi) =
>∑

i=1

pi,

é convergente em PÉ(nE,F ). Segue que 'pi' 2³ 0 pelo Lema 5.3.12. E como T (ei) = pi
para todo i, a sequência (ei)

>
i=1 converge em c0 pelo Lema 4.1.3. É claro que isso não

acontece, pois 'ei 2 ej'> = 1 para todos i ;= j * N. Logo, não é verdade que 'pi' 2³ 0.
Segue que a suposição de Ã ç µ ser fortemente aditiva é falsa, o que prova que Ã ç µ não é
fortemente aditiva .

Assim, Ã ç µ : P(N) 2³ PÉ(nE,F ) é uma medida vetorial limitada que não é forte-
mente aditiva e P(N) é uma Ã-álgebra. Pelo Teorema de Diestel-Faires (Teorema 5.3.4),
conclúımos que PÉ(nE;F ) contém uma cópia de 3>, o que contradiz a informação obtida
no primeiro parágrafo desta demonstração. Portanto, PÉ(nE;F ) não é complementado
em P(nE;F ).

O conceito definido a seguir também é clássico na teoria dos espaços de Banach.

Definição 5.3.16. Diz-se que um espaço de Banach E tem uma expansão incondicional
de dimensão finita da identidade se existe uma sequência de operadores lineares cont́ınuos
de posto finito An : E 2³ E, n * N, tal que, para todo x * E,

x =
>∑

n=1

An(x)

com convergência incondicional.

Exemplo 5.3.17. Seja E um espaço de Banach com base de Schauder incondicional
(xn)>n=1 e funcionais coeficientes (x7n)>n=1. Para todo x * E,

x =
>∑

n=1

x7n(x)xn =
>∑

n=1

(
x7n ¹ xn

)
(x)

incondicionalmente. Para todo n * N, o operador x7n ¹ xn : E 2³ E é linear cont́ınuo de
posto 1. Portanto, todo espaço de Banach com base de Schauder incondicional tem uma
expansão incondicional de dimensão finita da identidade.

Teorema 5.3.18. Sejam E e F espaços de Banach e P * P(nE;F ). Se E possui uma
expansão incondicional de dimensão finita da identidade, então existe uma sequência

(pi)
>
i=1 ¦ PÉ(nE;F ) tal que a série

>∑
i=1

pi é fracamente incondicionalmente de Cauchy

em PÉ(nE;F ) e, para todo x * E,

P (x) =
>∑

i=1

pi(x)

com convergência incondicional.
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Demonstração. Veja [28, Lemma 6].

O próximo resultado é o prinćıpio da limitação uniforme, ou Teorema de Banach-
Steinhaus, para polinômios homogêneos.

Teorema 5.3.19. Sejam E e F espaços de Banach e A ¦ P(nE;F ). Então,

sup
P*A
'P (x)' <>

para todo x * E se, e somente se,

sup
P*A
'P' <>.

Demonstração. Veja [37, Theorem 2.6].

Em seguida apresentamos uma demonstração detalhada de [43, Theorem 3.11], resul-
tado este que generaliza para o caso polinomial o teorema linear [31, Theorem 2].

Teorema 5.3.20. Sejam E e F espaços de Banach e P * P(nE;F ) tais que P /*
PÉ(nE;F ). Suponha que P admita uma fatoração P = Q ç T através de um espaço
de Banach G com uma expansão incondicional de dimensão finita da identidade, onde
T * L(E,G) e Q * P(nG;F ). Então PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0 e, portanto,
PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ).

Demonstração. Para n = 1, veja [31, Theorem 2 and Remark (3)(a)]. Façamos o caso em
que n > 1. Como G tem expansão incondicional de dimensão finita da identidade, pelo

Teorema 5.3.18 existe uma sequência (Qi)
>
i=1 em PÉ(nE;F ) tal que

>∑
i=1

Qi é fracamente

incondicionalmente de Cauchy em PÉ(nE;F ) e Q(z) =
>∑
i=1

Qi(z) incondicionalmente para

todo z * G. Portanto,

P (x) = Q(T (x)) =
>∑

i=1

Qi(T (x)) =
>∑

i=1

(Qi ç T )(x)

incondicionalmente para todo x * E. Usando que a série
>∑
i=1

Qi é fracamente incondicio-

nalmente de Cauchy em PÉ(nE;F ), pela equivalência (a)ñó(e) do Teorema 5.3.8 existe
M > 0 tal que ∥∥∥∥∥

m∑

i=1

ÀiQi

∥∥∥∥∥ fM ·max{|Ài| : i = 1, . . . ,m}

para todos m * N e À1, . . . , Àm * K. Em particular, para qualquer subconjunto finito F
de N, se m = max{i : i * F} e considerando Ài = 0 para todo i /* F e Ài = 1 se i * F ,
para i = 1, . . . ,m, temos

∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

ÀiQi

∥∥∥∥∥ fM ·max{|Ài| : i = 1, . . . ,m} = M.
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Segue que

sup

{∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi

∥∥∥∥∥ : F ¦ N, F finito

}
fM,

e, portanto, para cada x * E,

sup

{∥∥∥∥∥

(
∑

i*F

Qi ç T

)
(x)

∥∥∥∥∥ : F ¦ N, F finito

}

f sup

{∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi ç T

∥∥∥∥∥·'x'
n : F ¦ N, F finito

}

= 'x'n · sup

{∥∥∥∥∥

(
∑

i*F

Qi

)
ç T

∥∥∥∥∥ : F ¦ N, F finito

}

= 'x'n · sup

{∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi

∥∥∥∥∥ · 'T'
n : F ¦ N, F finito

}

f 'x'n · 'T'n · sup

{∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi

∥∥∥∥∥ : F ¦ N, F finito

}

f 'x'n · 'T'n ·M <>.

Aplicando o Teorema 5.3.19 para o conjunto
{
∑

i*F

(Qi ç T ) : F ¦ N, F finito

}
¦ P(nE;F ),

tem-se

sup

{∥∥∥∥∥
∑

i*F

Qi ç T

∥∥∥∥∥ : F ¦ N, F finito

}
=: C f >.

Seja F ¦ N finito e considere a soma
∑

i*F ÀiQi ç T , onde Ài = ±1 para todo i * F .
Considerando os conjuntos

F+ = {i * F : Ài = 1} e F2 = {i * F : Ài = 21} ,

temos
∥∥∥∥∥
∑

i*F

ÀiQi ç T

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∑

i*F+

Qi ç T 2
∑

i*F2

Qi ç T

∥∥∥∥∥

f

∥∥∥∥∥
∑

i*F+

Qi ç T

∥∥∥∥∥+

∥∥∥∥∥
∑

i*F2

Qi ç T

∥∥∥∥∥

f C + C = 2C <>.

Aplicando a equivalência (a)ñó(f) do Teorema 5.3.8, obtemos que a série
>∑
i=1

Qi ç T

é fracamente incondicionalmente de Cauchy em PÉ(nE;F ). E aplicando a equivalência

(a)ñó(c) deste mesmo teorema, segue que
>∑
i=1

|È(QiçT )| <> para todo È * PÉ(nE;F )7.
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Provemos agora que a série
>∑
i=1

Qi ç T não é convergente em PÉ(nE;F ). Suponha que

seja convergente. Por um lado, como a convergência em norma de polinômios homogêneos
implica convergência pontual, temos

(
>∑

i=1

Qi ç T

)
(x) =

>∑

i=1

(Qi ç T )(x) = P (x)

para todo x * E. Por hipótese,

>∑

i=1

Qi ç T = P /* PÉ(nE;F ). (5.2)

Por outro lado, como Qi * PÉ(nE;F ) para todo i * N e PÉ é ideal de polinômios
(Proposição 2.3.24), temos Qi ç T * PÉ(nE;F ) para todo i * N. A mesma Proposição

2.3.24 garante que o ideal de polinômios PÉ é fechado, logo P =
>∑
i=1

Qi ç T * PÉ(nE;F ),

o que contradiz (5.2). Isso prova que a série
>∑
i=1

Qi ç T não é convergente em PÉ(nE;F ).

Dos dois últimos parágrafos sabemos que
>∑
i=1

|È(QiçT )| <> para todo È * PÉ(nE;F )7

e que
>∑
i=1

QiçT não é convergente em PÉ(nE;F ). Uma aplicação do Teorema 5.3.10 garante

que o espaço PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0 e, neste caso, o Teorema 5.3.15 implica
que PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ).

Conforme dissemos antes, normalmente é dif́ıcil mostrar que determinado subespaço
não é complementado. Do que fizemos até agora, está claro também que, mesmo sabendo
que determinado subespaço de operadores não é complementado, a extensão para que o
espaço correspondente de polinômios homogêneos também não é trivial, em geral. Por
exemplo, nos Teoremas 5.3.15 e 5.3.20 foi necessário recorrer a diversos resultados da
Análise Funcional e também da Teoria da Medida, tornando o processo bem complexo.
Terminaremos esta seção mostrando que, em certas situações, é fácil passar do caso linear
para o caso polinomial, ou seja, sabendo que determinado espaço de operadores não é
complementado, é fácil concluir que o espaço correspondente de polinômios também não
é complementado.

O resultado linear que estenderemos para o caso polinomial é o seguinte:

Teorema 5.3.21. Se E e F são espaços de Banach de dimensão infinita tais que K(E,F )
contém uma cópia de c0, então K(E,F ) não é complementado em L(E,F ).

Demonstração. Veja [31, Theorem 1].

Agora vejamos como, a partir do caso linear, podemos obter facilmente o caso polino-
mial.

Corolário 5.3.22. Sejam E e F espaços de Banach de dimensão infinita e n * N tais
que PK(nE;F ) contém uma cópia de c0. Então PK(nE;F ) não é complementado em
P(nE;F ).
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Demonstração. Pelos Teoremas 2.4.3 e 2.4.4(i) existe um isomorfismo de P(nE;F ) em
L
(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
que transforma PK(nE;F ) em K

(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
. Como PK(nE;F ) contém uma

cópia de c0 por hipótese, segue que K
(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
também contém uma cópia de c0. Pelo

Teorema 5.3.21 conclui-se que K
(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
não é complementado em L

(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
, onde

segue que PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ) pela Proposição 3.1.8.

5.4 Conclusões acerca da não complementabilidade

de PK(
nE;F ) e PÉ(

nE;F )

O resultado provado nesta seção, demonstrado originalmente em [43, Corollary 3.12],
pode ser visto como um consolidado sobre a complementabilidade dos espaços de po-
linômios compactos e dos espaços de polinômios fracamente cont́ınuos sobre limitados.
Mais ainda, mostra que, nas condições do teorema, esses duas não complementabilidades
são equivalentes.

Teorema 5.4.1. Sejam E e F espaços de Banach, com E de dimensão infinita e n > 1.
Se para cada P * P(nE;F ) tal que P /* PÉ(nE;F ) existe uma fatoração P = Q çT , onde
T * L(E,G), Q * P(nG;F ) e G é um espaço de Banach com expansão incondicional de
dimensão finita da identidade, então as seguintes afirmações são equivalentes:

(1) PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0.

(1’) PK(nE;F ) contém uma cópia de c0.

(2) PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ).

(2’) PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ).

(3) PÉ(nE;F ) ;= P(nE;F ).

(3’) PK(nE;F ) ;= P(nE;F ).

(4) P(nE;F ) contém uma cópia de c0.

(5) P(nE;F ) contém uma cópia de 3>.

Demonstração. (1)ó(2) É imediato pelo Teorema 5.3.15.

(2)ó(3) Como PÉ(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ), e dado que P(nE;F ) é
complementado em si mesmo, segue que PÉ(nE;F ) ;= P(nE;F ).

(3)ó(1) Por hipótese, existe P * P(nE;F ) tal que P /* PÉ(nE;F ). Todas as hipóteses
do Teorema 5.3.20 estão satisfeita, portanto PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0.

(1)ó(4) É imediato pois PÉ(nE;F ) ¦ P(nE;F ).

(4)ó(3) Suponha que P(nE;F ) contenha uma cópia de c0 e que PÉ(nE;F ) = P(nE;F ).
Então PÉ(nE;F ) contém uma cópia de c0, portanto PÉ(nE;F ) não é complementado em
PÉ(nE;F ) = P(nE;F ) pelo Teorema 5.3.15. Essa contradição garante que PÉ(nE;F ) ;=
P(nE;F ).
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(5)ó(4) Como c0 ¦ 3>, se P(nE;F ) contiver uma cópia de 3>, então P(nE;F ) também
conterá uma cópia de c0.

(1)ó(1’) Basta notar que PÉ(nE;F ) ¦ PK(nE;F ).

(1’)ó(2’) Essa implicação segue do Corolário 5.3.22.

(22) ó (32) Como PK(nE;F ) não é complementado em P(nE;F ), então PK(nE;F ) ;=
P(nE;F ).

(3’)ó(3) Como PÉ(nE;F ) ¦ PK(nE;F ) ¦ P(nE;F ) e PK(nE;F ) ;= P(nE;F ), segue que
PÉ(nE;F ) ;= P(nE;F ).

(4)ó(5) Uma vez que (4)ó (1’), PK(nE;F ) contém uma cópia de c0. Pelos Teoremas 2.4.3
e 2.4.4(i) existe um isomorfismo de P(nE;F ) em L

(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
que transforma PK(nE;F )

em K
(
¹̂

n,s
Ã E;F

)
. Portanto, K(¹̂

n,s
Ã E,F ) contém uma cópia de c0. Como E tem dimensão

infinita e ¹̂
n,s
Ã E contém uma cópia de E (Corolário 3.1.13), então ¹̂

n,s
Ã E também tem

dimensão infinita. Conforme mencionado em [31, Remark 3(e)(2)ó(3)], isso é suficiente
para aplicar o resultado [30, Theorem 6(ii)ó(iii)], em cuja demonstração encontramos que
se K(E,F ) contém uma cópia de c0 com E de dimensão infinita, então L(E,F ) contém
uma cópia de 3>. Isso garante que L

(
¹̂

n,s
Ã E,F

)
contém uma cópia de 3> e, portanto,

P(nE;F ) contém uma cópia de 3>.
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