Universidade Federal de Uberlandia
Faculdade de Matematica

Lucas Santos Borges

Valdair Bonfim

ALGUNS ASPECTOS SOBRE O DIVINO E O BELO NA MATEMATICA

Uberlandia
2021



UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE MATEMATICA

ALGUNS ASPECTOS SOBRE O
DIVINO E O BELO NA
MATEMATICA

LUCAS SANTOS BORGES

Monografia apresentada como requisito
parcial a obtengéo do grau de Licenciado
em Matematica na Universidade Federal
de Uberlandia.

Orientador: Prof. Valdair Bonfim

Uberlandia
2021



DEDICATORIA

Dedico este trabalho a Deus e aos meus Irméos.



“Uma equacao nao significa nada para mim
a Nao ser que expresse um pensamento de
Deus.”

(Srinivasa Ramanujan)



ALGUNS ASPECTOS SOBRE O DIVINO E O BELO NA
MATEMATICA

RESUMO

Este trabalho apresenta algumas relacdes entre a Matematica e a Teologia,
incluindo estudos sobre influéncias da segunda ciéncia na primeira. Uma das ver-
tentes estudadas foi a beleza da Matematica, abrangendo um questionamento meta-
fisico acerca da natureza da Matematica e ferramentas para o processo de ensino-
aprendizagem da disciplina. Como conteudo exemplar, é estudada a sequéncia de
Fibonacci e suas propriedades, além de generalizacdes e da razdo aurea.

Palavras-Chave: Deus e a Matematica, Beleza matematica, Sequéncia de Fibonacci,
Teologia.



SOME ASPECTS ABOUT THE DIVINE AND THE BEAUTIFUL IN
MATHEMATICS

ABSTRACT

This work presents some relations between Mathematics and Theology, in-
cluding studies about influences of the second science on the first. One of the as-
pects studied was the beauty in/of Mathematics, embracing a metaphysical question-
ing about the nature of Mathematics and tools to the process of teaching-learning of
the subject. As an exemplar content, it’s studied the Fibonacci Sequence and some of
her properties, as well as generalizations and golden ratio.

Keywords: God and Mathematics, Math Beauty, Fibonacci Sequence, Theology.
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1. INTRODUCAO

Ao longo da histéria da humanidade, a matemética como a conhecemos hoje foi sendo
(re)construida e (re)estruturada, desde os primitivos até os mais avancados métodos de conta-
gem, do cdlculo de dreas e de otimizacao de problemas. Desde a matemdtica maia até a babilo-
nica, dos indigenas ancestrais dos astecas aos indianos comerciantes de Bombaim, cada povo
desenvolveu ndo s6 sua matemdtica, mas também sua cultura, sociedade, religido e economia,

cada um com suas peculiaridades.

Mas, afinal, hd algo em comum entre a matemaética de povos tdo diversos? Nao existi-
ria Algo que uniria todas as matemdticas, uma Matemaética universal, ainda que incompreendida
pelos homens? Estaria Platdo totalmente equivocado ao afirmar que o conhecimento provém do
mundo das ideias? Nao haveria uma fonte ilimitada do conhecimento (e que, portanto, nunca o
homem acessaria por completo), que une todos os conhecimentos, uma unidade na variedade,

uma ordem no caos, um padrao no diverso, um absoluto no relativo?

Se vocé, caro(a) leitor(a), pensou em Deus, parabéns! Vocé acertou um dos focos
deste trabalho. Caso contrario, ndo desanime! Vamos todos juntos nesta viagem que busca rela-
cionar Deus e a Matemadtica. O objetivo principal deste trabalho €, pois, responder as perguntas:
Quais sdo as relacdes entre Deus e a Matematica? Como elas se dao? A Matematica € divina

e/ou humana?

Alguns objetivos especificos sdo:

* levantar estudos e pesquisas sobre a ligagcdo entre a Teologia e a Matematica, tendo como

fonte principal Kvasz (2007);

* estudar a beleza matematica, em especial na sequéncia de Fibonacci, no mundo natural e

como ferramenta na Educa¢do Matematica.

Conforme o filésofo-tedlogo Aurélio Agostinho de Hipona (Santo Agostinho, 354 -
430), hd uma ordem de perfeicdo, uma graduagdo dos seres para alcancar o conhecimento que
leva a uma vida plena e feliz: seres inanimados, vegetais, animais, ser humano, verdades obje-
tivas e, por fim, Deus. Tais verdades ndo dependem da subjetividade, ja que sdo universais, a
saber: as Matematicas, a Estética e a Moral. Estas, portanto, na visdo de Agostinho, sio criadas,
ordenadas e dadas a conhecer aos homens por Deus. Em outras palavras, Deus ilumina as ver-
dades j4 existentes em nosso espirito, o que possibilita que o ser humano (re)descubra teoremas,
padrdes e leis universais (Cabral, 2020). Denomina-se isso como Teoria da [lumina¢do Divina
(TID).

Desta forma, acredita-se que o assunto deste trabalho fora e € iluminado por Deus,

baseando-se na TID de Santo Agostinho. Ademais, € uma drea de interesse. Afinal, por qual
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motivo a faceta filos6fica da matemadtica € tdo pouco estudada? E, quando € considerada, por
que fica tdo restrita, de modo que poucos a conhecem, tanto no ambito escolar, quanto no
académico?

O contetdo deste trabalho estrutura-se em quatro capitulos, cada qual no seu papel de
contribuir para a elucidacdo das perguntas principais a serem respondidas, como supracitado.
Ap6s esta Introducido, o segundo capitulo explora a Sequéncia de Fibonacci, suas variacoes e,
por fim, suas (re)ocorréncias no mundo natural. No terceiro capitulo, buscamos encontrar e
fundamentar algumas respostas no que se refere a beleza da Matematica, incluindo sua relagao
com outra drea: a Educacdo Matematica. No quarto e dltimo capitulo, literalmente intitulado
“A Matematica e a Teologia”, almejamos uma visdao mais teoldgica da Matemdtica, havendo,
neste sentido, uma explanacao sobre a influéncia da Teologia monoteista no processo de mate-
matizagdo de alguns contetdos.

O desenvolvimento do trabalho ocorreu por meio de encontros virtuais entre orienta-
dor e orientando, tendo como fio-mestre as temadticas e perguntas elencadas. Ademais, a base

referencial foram as bibliografias citadas ao fim deste texto.
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2. SEQUENCIA DE FIBONACCI E VARIAGOES

A Sequéncia de Fibonacci aparece tanto na Educacao Bésica, relacionada a estudos
de sequéncias de nimeros naturais, quanto na Educacdo Superior, quando estudamos o tema
de forma aprofundada e com ferramentas mais elaboradas. Além disso, tal sequéncia destaca-
se com relacdo as outras por estar mais interligada ao belo do que o comum, seja em suas
ocorréncias no mundo natural, seja nas interessantes e diversas propriedades matematicas que

ela apresenta.

Primeiramente, definamos a Sequéncia de Fibonacci. Consideramos, neste trabalho,

que o conjunto dos nimeros naturais inicia-se no 1:

N={1,23, 4, ...

Definicao 1 (Sequéncia de Fibonacci). A Sequéncia de Fibonacci é formada pela
regra de que cada termo € a soma dos dois termos anteriores, sendo 0 e 1 0s dois

primeiros. Ou seja:

f:N - N (2.1)
1 » f(1)=f =1 (2.2)
2 » f(2)=f=1 (2.3)
n>3 ~ f(n)="fh="fiq+hos (2.4)

Note que esta sequéncia € crescente a partir do terceiro termo e ilimitada. Dada ela,

nos perguntamos: (f”f—;‘)n converge ou diverge? Se converge, para quanto?

Definamos uma nova sequéncia (gp)n, com qp := f’}—:‘ Chamamo-la de sequéncia das
razdes sucessivas da Sequéncia de Fibonacci. Note que o termo geral g, estd bem definido para

todo n, pois f, # 0.
fret fr1 _ fo + oy _

fn fn fn

1+ 221 < 2. Destas duas afirmacdes, deduzimos que 1 < g, < 2, ou seja, (qp)n € limitada.
n

Como f, < f,,1, entdo g, = > 1. Também temos que q, =

Os primeiros termos aproximados de (qy), sdo fornecidos na tabela seguinte.



Tabela 2.1: Termos de (q,)n

n fa an

1 1 1

2 1 2

3 2 1,5

4 3 1,6

5 5 1,6

6 8 1,625

7 13 1,615384
8 21 1,619047

9 34 1,617647058...
10 55 1,618

11 89 1,617977528...
12 144 1,61805
13 233 1,618025751...
14 377 1,618037135...
15 610 1,618032786...
16 987 1,618034447...

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Os primeiros termos parecem indicar que a subsequéncia (Qon1)n € mondtona cres-

cente e a (gon)n € mondtona decrescente. Veremos que isso de fato ocorre, conforme o seguinte

resultado:

Lema 2. Se g, é a sequéncia das razbes sucessivas da Sequéncia de Fibonacci, entao

as subsequéncias (Qzn:1)n € (Q2n)n S&0, respectivamente, crescente e decrescente.

Demonstracdo. Note que

fons2 _ fons1 + Fon _ 1

Qoni1 = 7
2n+1

L
q2n-
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Chamando g(x) =1+ )1—( com x >0, entdo Qoni1 = 5(Qg2n). Analogamente,

fons fon + o 1
qzn: 2n1: 2n 2n-1 -1+ :6(q2n—1)

fon fon Q2n-1

Logo,

Qenit = B(Q2n) = B(B(Qen-1)) = 52(Q2n-1 )s

onde 3? = 3 o 3 denota a composicao usual de funcoes.

Também temos que

Gen = B(Qen-1) = B(B(2n-2)) = 5°(Gen-2)-

Agora faremos alguns calculos para mostrar que 3?(x) € crescente no inter-

valo [0, ). Primeiramente, encontremos a lei de tal fungao.

B2(x) =1 + 1 P 1 1 . X _X+1+x 2x+2 1 1
B el T ket x+1 x+1 x0T x4+

Calculemos, neste momento, sua derivada.

1\ [0-(x+1)-1-1] 1
x+1)__

(52)’()():0_( (x+1)2 S (x+1)2

1 . » - o
Como m € positiva para todo x € R, entdo, pelo Teste da Primeira

Derivada, 52(x) € uma fungao crescente no intervalo [0, o). Ademais, se assumirmos

um valor ndo negativo do dominio, a imagem também o sera:

<2 = 52([0,00)) < [0,c0),

X+

X>0 = x+1>1 = 0« 1 <1 = 1<2-
X +1

Esta dltima propriedade permite calcularmos as iteradas de 32 em qualquer

x €[0,00). A préxima figura ilustra o grafico de 52, em verde.
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Figura 2.1: Gréfico de 52(x)

1

y = B2(x) =2—m

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por inspecao temos que g; < g3. Assumindo a Hip6tese de Inducao (HI)
Q2n-1 < Qonit, €N1AO B2(Qon_1) < 5%(Q2ni1), POIS, COMO ja observamos, 32 € uma fungao
crescente em [0, o). L0QO, @oni1 < Gons3 €, pelo Principio da Indugéo Finita, segue que

(Q2n+1)n € estritamente crescente.

Analogamente, sendo @» > g4 € assumindo a HI gz, > g2n.2, podemos concluir

que 52(Qzn) > (2(Gzns2), OU S€jA, Qons2 > Gansa, O QuUE coONlui @ prova do Lema. n
Estamos agora em condi¢des de provar a

Proposicao 3. A sequéncia das razbes sucessivas (qn)n, da Sequéncia de Fibonacci

+v5

. 1
é convergente e converge para ¢ = —

Demonstragdo. Ja provamos que (gon:1)n € mondtona crescente e limitada superior-
mente e, também, que (g2n), € monodtona decrescente e limitada inferiormente. Logo,
ambas sao convergentes, pelo Teorema da Convergéncia Mon6tona - que pode ser

encontrado em Cardoso Junior (2015).



Digamos que, quando n — oo, (Qoni1)n = L € (Qen)n > M, com L, M e R.

Vamos provar agora que L = M. Temos que

fonce _fonettlon o fn 1
fons1 fons fon+ Qon’

Qons1 =

Quando fazemos n — oo, ficamos com:

L =1+ M
De forma analoga, obtemos:

) = fons _ fon + fon-1 14 fon-1 1
" fon fon fon gon-1 '

Fazendo n - oo, obtemos:

1
M—1+Z.

Multiplicando (2.5) por M e (2.6) por L, temos que

L-M=M+1

M-L=L+1

17

Portanto, pela propriedade comutativa de R, M+1 =L+ 1, o que implica que

Logo, como as duas subsequéncias tendem para um mesmo valor L, ou seja,

dado ¢ > 0, existem ny, ny €N, tais que |qen — L| <€, VN2>, € |Qonit — L <€, YN > Ny

Tomando m = max{2ny, 2n, + 1}, temos que |q, - L| < ¢, Vn > m. Portanto, (gn), — L,

quando n — oco. A referéncia utilizada para essa prova foi Scott (2012).

+v5

Agora vamos concluir que L = 1T Sabemos que

frio = o1 + fo.



18

Tomando n > 1, temos que f, #+ 0. Dividindo ambos os membros por f,,

obtemos:

fn+2 fn+1 +1 = fn+2 . fn+1
fn fn fn+1 fn

=Qh+t1 = Qni1-Qn=qn+1.

Fazendo n — oo, obtemos a equacao do segundo grau

L-L=L+1 = L[?-L-1=0,

cujo discriminante vale A =1 +4 =5. Logo,

Como g, € uma sequéncia de termos positivos, a raiz negativa nao convém.

Portanto,
1+V5

L=—5

Definicao 4 (NUumero de ouro). O limite L da sequéncia das razées sucessivas (qn)n
€ denominado numero de ouro na literatura e indicado historicamente por ¢. Uma

aproximacao para tal é 1,6180339887.

A letra ¢ € a primeira do escultor grego Fidias (480 a.C. - 430 a.C.). Na Subsecao

3.2.3, veremos sua relagdo com tal ndmero.

2.1 Sequéncias de Fibonacci Generalizadas

A ideia desta subsec¢do € trabalhar com outras sequéncias, parecidas com a Sequéncia
de Fibonacci. Também estudaremos a convergéncia da sequéncia das razdes sucessivas, a qual
explicaremos ap6s a Defini¢do 5.

Para comecar, vamos considerar uma sequéncia cuja lei de formacao é uma variagao
da lei da Sequéncia de Fibonacci. Declaramos que seus trés primeiros termos sio iguais a 1 e

que cada termo, a partir do quarto, € a soma dos trés anteriores.
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Definicao 5. A sequéncia (f,), definida por fi = fob =f3 =1 € fpz = foo + fo1 +

f,, Y n>1, é denominada Sequéncia de Fibonacci de ordem 3.

Esta nova sequéncia ficaria, pois, da seguinte forma:

(1,1,1,3,5,9,17, 31, 57, 105, 193, 355, 653, 1201, ...).

Surgem, entdo, duas perguntas: serd que converge a sequéncia das razdes sucessivas

dos termos da Sequéncia de Fibonacci de ordem 3?7 Ou seja, a sequéncia de termo geral O,E,B) =

f, . o P

"f—”, para n > 1, converge? Se sim, quanto vale o limite de (Q,(,S)) quando n tende a infinito?
n n

Vamos verificar, inicialmente, que se trata de uma sequéncia limitada. Como f,,1 > f,,

Yn, entdao Q,(,S) > 1 e, portanto, a sequéncia € limitada inferiormente. Além disso, como QS,S) =
frs _ fo+ fot + Foo — 1 fao1 oo

= +
Essa sequéncia apresenta um comportamento estranho. Diferentemente do que ocorre

< 3, entdo (Q,SS)) € também limitada superiormente.
n

com a Sequéncia de Fibonacci cldssica (de ordem 2), aqui observamos que as subsequéncias

3 3 . . ~ . A
(Qén)_1) e (Qén)) evidenciam serem ndo monétonas. Para demonstrar a convergéncia de
n n

3 . . 1 . ~
(Q,(7 )) , usaremos dois teoremas importantes: um de Andlise Real, a respeito da convergén-
n
cia de sequéncias numéricas, e outro relativo ao nimero de raizes positivas de um polindmio,

conhecido como Regra dos Sinais de Descartes, os quais passamos a enunciar.

Teorema 6. Sejam (a,), uma sequéncia de numeros reais e o € R. Se para toda
subsequéncia (an, )k existir uma subsequéncia (a, ); tal que a,, — o« quando j - oo,
) )

entao a, - a quando n — oo.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que a, ndo convirja para «. Entdo, intuitiva-
mente, podemos construir uma subsequéncia a,, cujos termos estdo longe de «. Em
termos matematicos, existe ¢y > 0 tal que, para todo k € N, existe natural n, > k com
an, ¢ (—€o, a+ep).

Para a subsequéncia a,,, existe, por hipotese, subsequéncia an, tal que

an, — «a, quando j - oo. Assim, para todo ¢ > 0, existe jp ¢ N tal que j > jo =

kj

an, € (a-e€, a+e¢). Particulamente, an, esta neste intervalo para € = ¢g. Mas, se isso

k.
J)
fosse verdade, haveria termos de (a,, )x que perteceriam ao intervalo (a - €y, o + €p),

contradizendo a terceira frase desta prova.

Concluséo: a, —» a quando n — oo.



20

A seguir, enunciamos um Teorema conhecido por Regra dos Sinais de Descartes.

Uma demonstracao pode ser encontrada em Coutinho (2016).

Teorema 7 (Regra dos Sinais de Descartes). Seja P(x) = a@,x® + -+ + ax?2 + a;xb +
apx® um polinbmio com coeficientes reais ndo nulos e cujos expoentes satisfazem
b, > > by > by > by. Entdo, 0 numero de raizes positivas de P(x), contadas as suas
multiplicidades, € menor ou igual a quantidade de mudancgas de sinais na sequéncia de
coeficientes ay, -+, a», ai, aqs. Além disso, a diferenca entre a quantidade de mudancas

de sinais e a quantidade de raizes positivas de P(x) é um numero par.

Voltemos a sequéncia (Q,(,S)) , a qual ja sabemos ser limitada. Da lei de formagdo da
n

Sequéncia de Fibonacci de ordem 3, temos que
foz = fraa + fopg + fo, VN2 1.

Dividindo ambos os membros por f,, obtemos:

fn+3 _ fn+2 fn+1 " f_
fo o

Reescrevendo de forma que tenhamos termos sucessivos em fra¢des, ficamos com:

fn+3 fn+2 fn+1 fn+2 fn+1 fn+1
LA LA R L L A A 2.7
fn+2 fn+1 fn fn+1 fn fn ( )
Portanto,
QP Q%o = - + QY +1. (2.8)

Tomemos uma subsequéncia (Q,(,f))k. Como (Q,(,s)) é limitada, (Q,(f))k também o
n

€. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, esta subsequéncia admitird uma subsequéncia

Q(S) a qual convergird para um numero real o, quando /| — oo
ng ), q gira p »q Jj .

. A 3 .
Aplicando o Teorema 6 com a sequéncia (Q,(, )) e com o nimero real «, chegamos
n
a conclusdo de que a sequéncia das razdes sucessivas converge para . Mas qual € o valor de

a? E o que passaremos a estudar agora.

Como os termos de (Q,(f:.) ) também satisfazem a equagao (2.8), ao passarmos o limite
/]
fazendo j — oo, veremos que « satisfard a equagdo
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=’ +a+1,

ou seja, « serd raiz do polindmio Ps(x) = x3 - x2 - x -1,

O nimero de variagdes dos sinais na sequéncia dos coeficientes de P3(x) é 1, visto
que a dnica mudanga de sinal ocorre do mondmio x3 para o —x2. Logo, pela Regra dos Sinais
de Descartes (Teorema 7) o nimero m de raizes positivas desse polindmio satisfaz m< 1. Além
disso, m >0 e 1 — m é miiltiplo inteiro de 2. Logo, m = 1, de onde concluimos que P;(X) tem
exatamente uma raiz positiva. Desta forma, concluimos que « € essa tinica raiz positiva, a qual

denotaremos por ¢(3).

Um valor aproximado de ¢®) ¢ 1,83928. Ele e outros mencionados neste capitulo
podem ser obtidos a partir do Método da Bissec¢do, que € um método numérico de se obter
aproximacoes de uma raiz de determinada fun¢do. Vale dizer que tal artificio € baseado no
seguinte fato: se f : [a,b] — R € continua e f(a) - f(b) < 0, entdo existe € € (a, b) tal que
f(c) = 0. A seguir, apresentamos o grafico da fungdo polinomial Ps(X).

Figura 2.2: Grafico do polindmio Ps(x)
1.5

1

0.5

-3 -25 -2 15 -1 05 05 1 15)J2 25 3 35 4

-0.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisemos agora a Sequéncia de Fibonacci de ordem 4.

Definicao 8. A sequéncia (f,), definidapor fi =fh=fh=1f,=1 € fpa=Ffra+ o+l +

f,, V.n>1, é denominada Sequéncia de Fibonacci de ordem 4.
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Seus primeiros termos sao:
(1,1,1,1, 4, 7,13, 25, 49, 94, 181, 349, 673, 1297, 2500, ...).

Encontremos, agora, os primeiros termos da sequéncia das razdes sucessivas, a qual denotamos
4 4 fn+1
por (Q,(, )) , sendo que Q" := - vn>1:
n
n

fh 1 fz 1 fp 1 fs 4
(4) = —2 = — = 1 - (4) = —3 = — = 1 . (4) = —4 = — = 1 - (4) = —5 = — = 4
Q fi 1 e fr 1 G fz 1 » G fa 1

Os onze primeiros termos dessa sequéncia, arredondados com 4 casas decimais, sao:

(1; 1; 1; 4; 1,7500; 1,8571; 1,9231; 1,9600; 1,9184; 1,9255; 1,9282; ...).

Isto parece indicar que a sequéncia converge. Passemos a uma verificacao criteriosa. Analoga-

mente ao caso anterior, de

foia = oz + Frao + fooqg + 1y, YN 2 1,

segue que
fn+4 _ fn+3 n fn+2 n fn+1 n E — fn+4 . fn+3 . fn+2 . fn+1 _ fn+3 . fn+2 . fn+1 " fn+2 . fn+1 n fn+1 1
fn fn fn fn fn fn+3 fn+2 fn+1 fn fn+2 fn+1 fn fn+1 fn fn
Q.. .Q® .o =-Q%.Q® . Q"+ Q® .ol + QP +1. (2.9)
Ademais, temos que
4) _ frs1 _ fo+ fot + oo + fog — 1 foor foo2 fos <4 vn>4
Q, . 3 +fn+fn+fn_, >4,

Mas, para n =1, n =2 e n = 3, sabemos que Q,(,4) =1 < 4. Portanto, O,(,4) <4, Vn. Assim,
(Qﬁ“))n ¢ limitada.

Aplicando a argumentacdo andloga a feita no caso da Sequéncia de Fibonacci de
ordem 3, deduzimos que existe MTOL O,(n,4), o qual denotaremos por ¢*). Introduzindo o limite

com N — oo em (2.9), obtemos que

(¢<4>)4 _ (¢<4>)3 + (¢<4>)2 £ o™ 41,



23

donde, pela Regra dos Sinais de Descartes (Teorema 7), concluimos que ¢(*) € a tinica raiz

positiva de Py(x) := x* — x3 - x2 — x — 1, cujo gréfico é:

Figura 2.3: Grafico do polindmio P, (x)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Um valor aproximado de ¢*) ¢ 1,92756. Passemos a defini¢do da Sequéncia de

Fibonacci generalizada de ordem K.

Definicao 9 (Sequéncia de Fibonacci de ordem k). A sequéncia (f,), definida por
fi=..=Ff =1, comk >2, € frux = frik1 + frko + ... + fruy + f,, YN, € denominada

Sequéncia de Fibonacci de ordem k.

Se repetirmos a argumentacdo feita anteriormente, mais precisamente, se usarmos os

. A k k frit .
Teoremas 6 e 7, descobriremos que a sequéncia (Q,(, )) , com Qf, ) = ——, converge. Mais
n

fn
ainda, chamando ¢(¥) := ,lim Q' deduziremos que ¢(%) ¢ a tnica raiz positiva do polindmio
Pr(x) := xk - xk=1 - —x-1.
Observemos, agora, os graficos dos polindmios Ps(X), Ps(Xx) e P7(X), ou seja, os

esbogos dos polindmios associados quando k =5, k=6e k=7:
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Figura 2.4: Grafico do polindmio Ps(x)

0.5 1 1.5 2 2.5

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2.5: Grafico do polinémio Pg(x) Figura 2.6: Grafico do polinbmio P7(x)
4
: k- -=-
2
k=26
= /;M 05 1 15 D PY:
) -2
4
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-
=2
8
4
10
-6 12
= 14
16

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 2.7: Raizes positivas dos polindmios Ps(x), Ps(x) € Pz(x)

Verde: k= 5
Azul : k=6 ¢(5) ‘1?‘(6)
Vermelho : k=7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Estes graficos sugerem que, quando a ordem k da Sequéncia de Fibonacci generali-
zada tende a infinito, o valor da tUnica raiz positiva do polindmio associado Pk(X) tende a 2.

Isto realmente se concretiza e estd enunciado e demonstrado no Teorema a seguir.
Teorema 10. Considere a Sequéncia de Fibonacci de ordem k e sua sequéncia das
razées sucessivas (Qﬁ,")) . Entéo, existem os limites lim QW) = pk) e lim ¢® =2,
n — 00 —00
Ou, dito de outra forma,

iim [ lim @{] = 2.

Kk—oo LN—o00

Demonstragao. A prova de que existe ,!LTO QY = ¢ e de que o polinémio associado
Pi(x) = xk — xk=1— .. - x — 1 tem exatamente uma raiz positiva é anéloga a feita para o
caso k = 3 e é validada pela Regra dos Sinais de Descartes (Teorema 7). Provemos,
pois, que klm k) = 2 e que, portanto, ele existe. Se encontrarmos um intervalo [a, b] c
(0, ) tal que Px(a) - Px(b) < 0, entdo a continuidade de Px(x) garantira que a sua

Unica raiz positiva ¢(%) pertencera a esse intervalo.
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Alguns célculos mostram que Px(2) =1 > 0. De fato, 1+ x + x2 + ... + xk-1 é
a soma de k termos de uma progressao geométrica (PG) finita cujo primeiro termo é
1 e cuja razao é x. Utilizando a férmula para a soma dos termos de uma PG finita,

concluimos que

k _
Taxexeaxct = X1 (2.10)
X -1
2k — 1
Fazendo x = 2, obtemos que Px(2) = 2k - 57 1.
Também podemos constatar que Py (k2+k1 ) < 0. De fato, pela Equagéo 2.10,

xK—1  xket—2xk 4+ 1
P = xk- =
k(X) = x x -1 x-1

Como x-1>0paratodo 1< x < % bastara estudar o sinal do numerador
Ni(x) = xk1 -2xk+1 nesse intervalo, o qual faz sentido, pois a ordem k da Sequéncia
de Fibonacci generalizada é maior que 1. Como (Nk)'(x) = xk1.[(k + 1)x - 2k],
temos que (Nx)'(1) = -k + 1, que é negativo, uma vez que k > 1; por outro lado,
(Nk)' (%) = 0. Portanto, (Nk)'(x) < 0 para todo x ¢ (1 : %) 0 que implica que

N, é decrescente neste intervalo.

Em particular, Nk( 2k ) < Nk(1) = 0, de onde segue que Pk(k2f1) < 0.

k+1

Logo, a Unica raiz positiva ¢*) de Py(x) satisfaz PRI »k) < 2. Mas, pela Regra de
, : .2

LHospital, kllm e khm 7" 2. Pelo Teorema do Confronto, segue que ¢ — 2,

quando k — oo. |

Uma vez que ¢(® € a chamada razio durea, associada a Sequéncia de Fibonacci clds-
sica, é natural chamarmos ¢(%) de k-ésima razdo durea, ja que estd associada a Sequéncia de
Fibonacci de ordem k. Assim, o Teorema anterior prova que a K-ésima razao durea tem limite

igual a 2 quando kK — oo.

2.2 Variacao na Sequéncia de Fibonacci

Vimos que a sequéncia das razdes sucessivas da Sequéncia de Fibonacci converge

fn+1

fn

para a razdo aurea ¢ = . Ou seja, se g, := , entdo lim g, = ¢. Veremos, agora, que
n—oo

+
2
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essa propriedade continua valida se a "Sequéncia de Fibonacci" comecgar com termos positivos

genéricos. Denotemos os termos dessa nova sequéncia por F,.

Tabela 2.2: Termos de (f,), e de (Fp)n

n f, F,

1 1 a

2 1 b

3 2 a+b
4 3 a+2b
5 5 2a+3b
6 8 3a+5b
7 13 5a+8b
8 21 8a+13b
9 34 13a+21b

Fonte: Elaborado pelo autor.

Disso concluimos que Fp,o = f,-a+ f,.1 - b, para n > 1. Provemos essa afirmagao
pelo Principio da Inducao Finita (PIF).

Temos que para n = 1 ela é valida. De fato, F1,» = F3 = a+ b e, por outro lado,
fi-ra+fi.1-b=1-a+1-b = a+b.Portanto, Fi.o=fi-a+fi,1-b.

Suponha que a afirmacéo vale para todo n < k (HI). Provemos que vale paran = k+1,
ou seja, que

Fkityee = fxet - @+ fruitysr - b

Para isso, utilizaremos as leis de formagdo de (F,), e (f,)n, além da HI com n = k

para substituir Fx,o e com n =Kk —1 para substituir Fg,1. Veja:
Fikityse = Frez = Frio + Fipr = (k- @+ frog - b) + (kg -a+ fx - b) =

(fe+fe1)-@a+ (fpr+1)-b = fipr-a@+fuo-b = fest - @+ fnyer - b,

como queriamos demonstrar.

n+1

Passemos a sequéncia das razdes sucessivas de (F,), . Chamando Q) := 5
n

, tere-
mos:
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fn_1 -a+f,,-b

Qn: fn_2 * a+fn_1 ° b

(2.11)

Como os termos iniciais sdo positivos, temos que a-f, o+ b-f,_1 # 0 e, portanto,
Q) fica bem definido para todo n > 2.

Em (2.11), dividindo numerador e denominador por f,_1, obtemos:

ho

g -2t % b a+gi-b

" he.g.p L .a+b’
fn_1 Qn-2

Multiplicando numerador e denominador por g,_2 , ficamos ainda com:

Q ZQn—Z'a+qn—1'Qn—2'b
n a+ gna b }

Quando n — oo , como j4 sabemos que q, - ¢ , entdo:

p-a+¢>-b ola+¢-b)
T o b T are b O

Isto €, a sequéncia das razdes sucessivas de elementos de sequéncias em que se soma
dois termos anteriores para se obter o proximo converge para ¢ , independentemente de quais
sejam os dois primeiros termos & e b . Observe também que a deduc@o acima vale para quais-
quer &, b € R.

E se partissemos de reais a, b e ¢ quaisquer, montando uma sequéncia de Fibonacci
genérica de ordem 3? Afirmamos que encontrariamos um valor limite da sequéncia das razdes
sucessivas (Qﬁf”)n igual a, aproximadamente, 1,83928, como antes. Isso porque o processo
que utilizamos na Sec¢do 2.1 para chegar nesse valor ndo dependeu dos valores iniciais f; = fo =
f=1.

Analogamente, se construirmos uma Sequéncia de Fibonacci genérica de ordem 4, a
partir de valores &, b, ¢ e d quaisquer, encontrariamos ¢4 ~ 1,92756. Por fim, se tomarmos p
numeros reais valendo &, &, ... , 8p-1 € 8 € montarmos uma sequéncia de Fibonacci genérica
de ordem p, entdo, pelo Teorema 10, o limite de (Qf,p ))n quando N — oo existe e independe

destes p valores iniciais. Mais que isso: atestamos que ele vale 2.

2.3 Encontrando o n-ésimo termo

Nesta secdo, vamos perceber e demonstrar que existe uma relagdo entre o dobro de

um termo qualquer e seu posterior. Observe a Sequéncia de Fibonacci:
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(1,1,2,8,5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, ...).

Anotando as diferengas 2 f, 1 — f, , para n > 2 , obtemos uma "nova" sequéncia:

(1,0,1,1,2,3,5,8,13, 21, ...).

Formulamos, entdo, uma conjectura:
fn:2'fn_1_fn_3, vnzs- (2.12)

Note que, ao validarmos essa 1* Conjectura (o que sera feito no Teorema 11), temos,

além da lei de formacdo da Sequéncia de Fibonacci, outra informagao sobre f,_1:

foo1 = fr = foo
n-1 n n-2 ’ V>4
fn—1 =2 fn—2 - fn—4
Igualando as equagdes, temos uma 2° Conjectura:
fn = 3 . fn_2 - fn_4 y V n 2 4. (2.13)

Logo, nos perguntamos: existe uma terceira conjectura? Como seria?

Lembre que fy,1 = fx + fx_1, para todo natural kK > 2. A ideia é usar a 1* Conjectura
para fx_4 e a 2* para fi. Observe que para isso devemos ter: K—1>3 A k>4 = k+12>5.
Entao,

fxot = (Bfxo — fuoa) + (2fko — fxa) = Sfo — 2f4a.

Conseguimos, pois, a 3* Conjectura:

fn = 5'fn_3_2'fn_5, Vn26- (2.14)

Em outras palavras, conjecturamos que, ao relacionarmos um elemento da Sequéncia
de Fibonacci com dois anteriores, estes distantes 2 posi¢des entre si € 0 primeiro até 3 posi¢oes

do inicial, os elementos da prépria Sequéncia aparecem como fatores, de forma ordenada.

Contudo, essas Conjecturas sdo validas? Conseguimos construir outras? Existe uma

conjectura geral? Veremos que sim:
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Teorema 11. Seja (f,), a Sequéncia de Fibonacci. Entao, vale que
fo = fouo - ooy = - o2y, YVv21, Vn>v+3. (2.15)

Demonstragdo. Vamos mostrar pelo PIF sobre v.

Para v = 1, a sentenca de fato € verdadeira, visto que
floo - fooq = 1o - fn—(1+2) =f-fog - -fog =2 fhy—Frs.

Mas, pela lei de formagédo da Sequéncia de Fibonacci, f, 3 = f.1 —f2, V n > 4.

Substituindo e utilizando novamente essa lei, concluimos que
frog - fog = F - foiraay = 2 fog = oy + oo = oy + oo = f, YN24,

Observe que a condicao do Teorema esta satisfeita, umavezque n>v+3 < n>4,

para v =1.

Suponhamos por inducdo que a sentenca vale para todo v < k, sendo k € N,

ou seja, que as Conjecturas sédo verdadeiras até a k-ésima:
fo = fyio - fooy = fy - fo(vi2y, V1<v<k, Vn>v+3. (2.16)
Queremos mostrar que vale para v =k + 1, isto é, que
fo = fkety2 - Tookety = fest = Foqranys2y, VN> (K+1)+3. (2.17)

Para isso, partiremos da lei de formacao da Sequéncia de Fibonacci (hipdtese do
Teorema). Também utilizaremos, como HI, a k-ésima Conjectura para substituir f,_1 €

a (k - 1)-ésima para substituir f,_» e tornaremos a utilizar a lei. Observe:
fo = oy + o = (2.18)

(fev2 - fn-1)-k = fi - frn1y-(ks2)) + (f(k—1)+2 fin-2y-(k-1y = fk— - f(n—2)—((k—1)+2)) = (2.19)

frvz Fok1 = T - fokes + foot - Fooko1 = fot - Fookea = Fooket-(Foaz + fot) = Fookea-(Fe + fxoq) =
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fok—1 ez = foks oot = Foo(ket) - fiketye = Foe((ket)+2) - et -

Verifiquemos, agora, que as condi¢cdes sobre n séo satisfeitas. A equacgao
2.18 é validaparan>3.Jaa2.19,paran-1>k+3eparan-2>(k-1)+3. Dessas
trés condigdes, implica que n > k + 4, o que é equivalente a n > (k+1) + 3, como

gueriamos.

Portanto, a sentenca é vélida para todo v > 1, para todo n> v + 3, ou se€ja,

fn = fv+2 : fn—v - fv'fn—(v+2)a VV21; Yn>v+3.

Exemplo 12. Agora, se quisermos saber o centésimo termo da sequéncia de Fibo-
nacci, basta tomarmos um v que nos favoreca. Tomemos v = 49. Para tal, as condi-

cbes do Teorema 11 sgo satisfeitas: 49 >1 e 100 > v + 3 =52. Veja:

fioo = fs1-fs1—Fag Fag = (20365011 074)2—(7 778 742 049)2 = 354 224 848 179261915075,

Vale observar que esta é apenas uma das maneiras de calcular o n-ésimo
termo de (f,),. O interessante é que podemos tomar posicées com variadas distancias

an,jaquel<v<n-3.

2.4 O padrao das "somas dos algarismos"

A seguir, estudaremos outra propriedade vislumbrante da Sequéncia de Fibonacci.
Deus iluminou-nos (veja a TID no Capitulo 1) para intuirmos que a soma médulo 9 dos alga-

rismos dos elementos de (f,), segue um padrio.

Por exemplo, 55 — 10 — 1. Note que 1 é justamente o resultado da congruéncia
moédulo 9 de 55. De forma geral, o algarismo resultante desse processo de somar representa a
classe médulo 9 a que o nimero inicial pertence. Em particular, se o inteiro é¢ congruente a 0

modulo 9, ele € divisivel por 9.

Observe as classes médulo 9 dos termos da Sequéncia de Fibonacci, para0 < n < 48:

(1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6,2,8,1,0, 1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6,2,8,1,0)
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Conjecturamos, pois, que este padrao de 24 algarismos perpetua-se em toda a Sequén-
cia. Porém, antes de enunciarmos isso, consideremos uma defini¢do e dois resultados prelimi-
nares.

Definicao 13 (Sequéncia dos Restos). Considere a sequéncia (R,),: N - N formada
pela regra de que cada termo R, corresponde ao resto da divisdo euclidiana de f, por
9. Chamamos (Ry), de Sequéncia dos Restos.

A lei de formacdo da Sequéncia de Fibonacci estende-se a dos Restos? Mostraremos
que de certa forma sim:

Proposicao 14. Sejam (R,), a Sequéncia dos Restos e (f,), a Sequéncia de Fibo-

nacci. Entao,

R.=R,1+R,2(mod9), Yn>3.

Demonstracdo. Utilizando a Definicao da Sequéncia dos Restos, a lei da Sequéncia

de Fibonacci e aquela Definicdo novamente, chegamos ao que queremos:

Re "2 £,(mod 9) P2V 1, + fr0 PEY Ruy + Rua(mod9), ¥ n>3.

Note que também lancamos mao de uma propriedade de Teoria dos Nume-
ros: "a soma € congruente a soma das congruéncias". [ ]

Logo, encontramos outra forma de "gerar" a Sequéncia dos Restos, além de simples-
mente calcular as congruéncias médulo 9 de cada elemento da Sequéncia de Fibonacci.
Corolario 15. Sejam (f,), a Sequéncia de Fibonacci e (R,), a Sequéncia dos Restos.
Entao,

fn = Rn_‘l + Rn_z (mOd 9) .

Agora enunciaremos e demonstraremos a proposi¢ao da periodicidade da Sequéncia
dos Restos.
Proposicao 16. Seja (f,), a Sequéncia de Fibonacci. Entédo, os restos das divisées

dos elementos f, por 9 sequem o sequinte padrdo de 24 algarismos, a comegar por

n=1:

P={1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6, 2, 8,1, 0}. (2.20)
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Demonstracdo. Notemos que quando aparece um 0, o algarismo anterior repete duas

vezes e isto acontece duas vezes em P:

{1,1,2,3,5,8,4,3,7,1,8,0,8,8,7,6,4,1,5,6,2,8,1,0, 1,1, ...}

No inicio aparecem dois algarismos 1, os quais se repetem apds o ultimo
elemento de P, que € um 0. Logo, pela Proposicdao 14, segue que as repeticoes

ocorrem a cada 24 termos.

Note que agora podemos restringir o contradominio de (Rp), de N para P. A Propo-
sicdo 16 fornece-nos uma ferramenta a mais para descobrir restos da divisibilidade por 9, titil

quando os termos da Sequéncia de Fibonacci sdo muito grandes.

Exemplo 17. Calcule o resto médulo 9 do centésimo termo da sequéncia de Fibo-
nacci.

Observe que fio0 = f1(mod 24), pois 100 = 24.4 + 4. Logo, Rioo = R4 = 3. De
fato, do Exemplo 12,

354224848179261915075-3
9

=39358316464 362435 008.

Poderiamos questionar: os restos das divisdes dos elementos f, por 3 também produ-

zem uma periodicidade? E por outro niimero diferente de 9 e de 3? Veja a observacio seguinte:

Observacao 18. A periodicidade ocorre mesmo quando consideramos congruéncia
modulo p, com p € N diferente de 9. Porém, o comprimento da parte periodica pode
mudar. Vamos provar que isto também é verdade: os pares ordenados (Rp, Rn.1)
assumem p? valores, no maximo, pois ha p possibilidades para R, e p possibilidades
para R, (ha p restos possiveis quando fazemos a divisGdo de um numero por p).
Portanto, ao desenvolvermos a sequéncia {Ry, Ry, ..., Rk, Rk:1, ..., Rn, Rni1, ...}, havera
um momento em que o par (Rp, R,.1) coincidira com o par (Rx, Rks1). Em outras
palavras, se escrevermos os p? primeiros pares de restos sucessivos possiveis, caso
n&o tenha ocorrido repeticao de pares até entio, certamente ocorrera no (p?+1)-ésimo
par. Em particular, deduzimos que o comprimento da parte periédica é menor ou igual

ap?.
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Exemplo 19. Considerando (Ry), a sequéncia dos restos das divisées dos elementos

f, por 5, temos que seus elementos séo:

{1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0, 1, 1, ...},

sendo que o tamanho da parte periddica é igual a 20 (o qual, de fato, € menor ou igual
ab?=25).

25 Fracoes Fibonaccianas
Observe:
100
89 - 1,1235955056179775280898876404494...
% =1,0102030508132134559046368320032...

1000000

998999 - 1,0010020030050080130210340550891...

100000000

59989999 - 1,001000200030005000800130021003...

Note que os elementos da Sequéncia de Fibonacci aparecem em casas decimais dos

ndmeros acima e em maior quantidade nas dltimas fracdes. Ou seja, a partir de 89 ao acres-
centarmos dois zeros ao numerador e dois noves ao denominador, um a esquerda e outro a
direita de 89, (re)produzimos fragdes fibonaccianas. Mas como podemos escrever isso mate-
maticamente? E por que em algum momento os elementos cessam? E o que estudaremos nesta
secao.

Tome a seguinte fungdo:

(2.21)

-1-v5 -1+5
:R- - R
1

” xR (2.22)
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Também considere o seguinte resultado para séries geométricas, desde que |t| <1, t e R:
1 )
SRR N
T
Desde que |X + X2| < 1, substituimos ¢ por X + X2:

1 S 2\n
— = X+ X 2.23
e L) 2.29)
Ao desenvolver a somatodria, obtemos:
T+ (X +x2)+ (x+x2)2+ (x+ X33 + (x+x2)*+ ... =
1+ (x+x2)+(x2+2x- X2+ xM) + (X3 +3x2- X2 +3x-x* + x8) + (x*+4x3. x2 16 X2 x* +4x-xP+x8) +... =
1T+x+(X2+x2)+(2x3+x3) + (x* +3x* + x*) + (Bx° +4x° + x°) + ... =

=1+ x+2x2+3x3+5x* +8x° + ... (2.24)

O desenvolvimento parcial da série Y ;2o(X + X?)" sugere que ela é equivalente a
Yoo fmet - XM e € isso que nos propomos a provar agora. Para tal, vamos organizar os coe-
ficientes do desenvolvimento de (X + x2)" na linha n da tabela 2.3, tendo a preocupagdo de
colocar os coeficientes de X" na coluna m, visto que estes serdo somados, de modo a obtermos

o coeficiente desejado de x™.

Tabela 2.3: Desenvolvimento da série (coeficientes de x™ nas colunas vs. coeficientes
de (x + x2)" nas linhas)

x 1 x2 1 x3 | x4 | x5 | x8 | x7 | x8 | x9 | x10 | x11 | x12 | x13 | x14
(x+x2)" 1] 1

(x +x?)2 1121

(x +x?)3 113|331

(x +x2)4 1141641

(x +x2)° 1151010 | 5 | 1

(X + x2)8 116 [15]20| 15| 6 | 1

(x + x2)7 11711213 |3 |21 7 | 1
(x + x2)8 118 |28 |56 |70 |56 |28

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As entradas ndo nulas desta tabela formam o conhecido Tridngulo de Pascal - cuja
definicdo pode ser encontrada em Oliveira (2021) -, porém com as linhas deslocadas para a
direita. Note que os coeficientes de X, x2, x3, x4, x5, ... sdo obtidos somando-se os elementos

das "diagonais inversas" do referido Triangulo, conforme a ilustragdo seguinte:

Figura 2.8: Triangulo de Pascal e as "diagonais inversas"

Coeficiente de x
Coeficiente de x*2.

Coeficiente de x*3

Coeficiente de x4
Coeficiente de x5

6 4 A
g 10 10 5 4

=

Fonte: Elaborado pelo autor.

Mas, afinal, o que os termos da Sequéncia de Fibonacci tém a ver com os nimeros
do Triangulo de Pascal? O seguinte resultado diz que a soma dos elementos das "diagonais
inversas" supracitadas geram a Sequéncia de Fibonacci; vamos demonstrd-lo, tendo como refe-
réncia Silva (2017).

Figura 2.9: Tridngulo de Pascal e a Sequéncia de Fibonacci

11 2 3 5 8 13 21 34 55 66

i
1

1| 27

13

14

1[5 10[10] 57 1

1]615/20[15] 6 | 1

17 21]35]35]21] 7

1|8 28|56]70]56/28] 81

1| 9 |36|84|126]126/ 84| 36| 9 | 1

1 [ 10| 45 [120[210]252|210120] 45 [ 10| 1

Fonte: Silva (2022).
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Proposicao 20. A soma dos elementos da n-ésima "diagonal inversa" do Tridngulo

de Pascal é igual ao n-ésimo elemento da sequéncia de Fibonacci.

Demonstracdo. Seja F, a soma dos elementos da n-ésima "diagonal inversa" do Tri-

angulo de Pascal. Basta mostrarmos que F,,» = Fp,1 + Fp, paratodo n> 1.

Tabela 2.4: Tridngulo de Pascal na forma binomial

0 1 2 3 4 5 n
0
0
0
1 1
1
0 1
2 2 2
2
0 1 2
3 3 3 3
3
0 1 2 3)
4 4 4 4 4
4
0 1 2 (4)
n n n n n n n
n
0 1 2 3 4 5 n

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por definicdo, temos o seguinte:
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Entenda-se que as reticéncias das ultimas trés igualdades ndo signficam que a soma

€ infinita; ela continua até certo ponto, a saber:

(n2l | n—k
F,- z( )

k=0 k

Assim, adicionando F,,1 a F,, temos que

oG )

n+1 n+2 _ . i
Usando, agora, que ( ) =1= ( ) e a relacédo de Stifel para nu-
0 0

meros binomiais, isto é,
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com m > p, obtemos que

n+2 n+1 n n-1
Foi+ Fn= + + + +=Fpio,
0 1 2 3

0 que conclui a prova.

|
Isso prova, junto com a igualdade (2.23), que
r(x)=> fo1x". (2.25)
n=0

Aplicaremos, nas linhas que seguem, r(x) a 0,1. Note que este nimero estd no dominio da

fung¢do e que |0,1 + 0, 12| < 1. Logo,

r(0,1) =3 £,,4(0,1)" =
n=0

m i+ 5(0,1) + (0, 1)+ £5(0,1)° + £5(0, 1)* + (0, 1)5 + (0, 1)F... =
100 100
100-10-1 " 1+0,1+0,02+0,003+0,0005+... = 89 - 1,1235...

Podemos esclarecer isto dispondo a soma verticalmente:

1
0,1
0,02
0,003
0,0005
0,00008
0,000013

+

1,12359...

Com as outras fragdes ocorrerdo resultados semelhantes, ao aplicarmos r(x) a 0,01,
0,001 etc. Note que estes sdo poténcias de 0,1 = 10" e veremos, portanto, que as condi¢des
continuardo sendo satisfeitas. A diferenca € que, devido as poténcias maiores, os ndmeros de
Fibonacci aparecerdao mais espacados e demorard mais para ocorrer o erro ao se mudar de ordem

(dezena para centena, centena para unidade de milhar e assim por diante).
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Vamos verificar que a condigdo |x + x2| < 1 é vilida para toda poténcia de 10 com
expoente negativo. Chame h(x) = x2 + X e observe no gréfico a seguir que h é crescente para
x> 0.

Figura 2.10: Grafico de h(x)

h 1.2

1
0.8
0.6
0.4
0.2

-1.6 -1.2 0.8 -0.4 0.4 0.8 1.2
-0.2

-0.4

Fonte: Elaborado pelo autor.

~1+5

de ouro) e como 10" — 0" quando N — oo, todas as poténcias de 10 com expoente negativo

-1+v56 -1 +V5
2

, pois a primeira é 0,1 <

Mas, h(x) =1 < x =

. Considerando o valor positivo de X (o nimero

serdo menores que . Portanto, |h(x)| < 1 para

: . . -1+5
esse tipo de poténcias de 10. Como estas sao todas positivas € menores que — também

concluimos que pertencem ao dominio de r(x).

Aplicando a igualdade 2.25 a x = 0,01, obtemos a segunda fracdo fibonacciana:

r(0,01) = Z fn+1(0,01)" =
n=0

1 1 5 = fi+2(0,01)+55(0,01)%+£4(0,01)°+55(0,01)+£(0,01)°+£(0,01)°... =
756~ (700
19099 __ 4 0,01 +0,0002 + 0,000003 + 0,00000005 + 0, 0000000008 +
10000-100-1 ’ ’ ’ |

10000

0,000000000013 + ... = 9899

=1,010203050813...

Sendo assim, a propriedade de acrescentar dois zeros provém de elevar poténcias de
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0,1 ao quadrado. J4 a propriedade de agregar noves vem da subtracdo 102" - 10" -1, n>1,

obtida apds encontrarmos 0 minimo multiplo comum no denominador.

Por fim, obtenhamos a terceira fibonacciana:

r(0,001) = 3" £,,1(0,001)" =
n=0

1000000
1000000 - 1000 -1

0,000000000000008 +0,000000000000000013 +... =

1000000
998999

=1+0,001+0,000002 + 0,000000003 + 0,000000000005 +

=1,001002003005008013...

A seguir, apresentamos uma imagem contendo as trés primeiras fracdes fibonaccianas
na forma decimal, com 500 casas. Oberve que a terceira delas (re)produz os elementos da

Sequéncia de Fibonacci até o décimo quinto (610), que termina na 42° casa decimal.

Figura 2.11: As trés primeiras fracdes escritas na forma decimal, com 500 casas

Drgrts = 500;

746742095161127386604

598181634508535621 5

53702394181230427312 3989291 3 75 765733 4157995737147 5845 5200523350558642287099T07041 1 15264168097787
G35318719062531 56884533791 2920497019%0100010102¢

ovaly{ 1000000

Fonte: Elaborado pelo autor.

2.6 A razao aurea

Agora, definiremos o que Johannes Kepler chamou de "divina propor¢do". Neste

trabalho, utilizaremos a notagdo m(AB) para a medida de um segmento AB.

Definicdo 21. Seja um segmento AB de comprimento I, dividido em dois segmentos

por um ponto C. Tomemos m(AC) = a e m(CB) = b. Entdo:

. . / ~ g g . -5
(i) se C é tal que 3" g, entdo C é a divisao aurea (ou secdo aurea) de AB.
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.. . | a, - -—
(i) a razdo 2°5¢ chamada de razdo aurea de AB.
Neste momento, encontraremos uma forma de encontrar um nova divisao aurea, dada

uma jda existente. Veja:
Proposicao 22. Seja BD um segmento, como na figura a seguir, de modo que C é a

divisdo 4urea de AB.
Figura 2.12: Divisao aurea, com o segmento maior duplicado

[ =

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entdo, A é a divisdo durea de BD.

Demonstracdo. Por hipétese, C é a divisdo aurea de AB. Isto implica, pela Definicdo
21, que m(AB) _ m(AC) Logo
A€ hac) T mcc) %%
I-b=a? (2.26)

Queremos mostrar que A é divisao aura de BD, ou seja, que

m(BD) m(BA) I+a | > 5 >
m(BA) ~ m(AD) = — _a<=>/ =al+a® < a“=I(l-a),

0 que realmente ocorre, uma vez que / — a= b e vale a equacgao (2.26).

Chamemos
_2a+b a+b

r_a+b_a e
! a b 2" a+b a

Portanto, dados dois segmentos separados pela divisao durea do segmento total, ao do-

brarmos o segmento de comprimento maior a partir do ponto extremo, o ponto de "dobramento"

torna-se uma nova divisdo durea, agora referente ao segmento total novo.
Almejamos continuar. Tome E sobre a reta AB distando / de B (E # A). Pela Propo-

sicdo 22, B € a divisdo durea de DE.



43

Figura 2.13: Terceira divisdo aurea

Fonte: Elaborado pelo autor.

Entao,

m(DE) m(DB) a+2/ 2a+b a+2l a+l

p== = <~ =
m(DB) m(BE) 2a+b / a+l /

a+l+1 a+l I+(a+1) a+(/)
= <> =
a+l a+b a+(l) b+(a)

(2.27)

0 que chamamos de soma errada das duas primeiras razdes dureas, Iy € I>.

A seguir, estudaremos as razOes dureas seguintes e suas relagdes com as anteriores.

Note que a igualdade (2.27) € equivalente a

_3a+2b 2a+b
~ 2a+b a+b’

I3

Veja que aparecem os termos 3, 2 e 1 da Sequéncia de Fibonacci. Nosso intuito é

mostrar que os elementos dessa sequéncia continuardo aparecendo nas igualdades posteriores.

Construamos a quarta divisdo durea: tome F sobre a reta AB distando 2a + b de D,

mas com F # B. Pela Proposi¢do 22, D € a divisdo durea de EF. Entio,

roo 2a+b+23+b+a+b_ 2a+b+a+b
4 2a+b+a+b - 2a+b

Observe que ndo aparecem simultaneamente ry, I> € I3, mas 4 é a soma errada de I
e I3. Olhe:

. [8a+2b]+(2a+b) [2a+b]+(a+b)
" [2a+b]+(a+b)  [a+b]+(a)

A r3 esta delimitada por colchetes e a r», por paréntesis. Além disso,

_5a+3b 3a+2b
3a+2b 2a+b’

Ia
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3a+2b
Mas e se quisermos escrever (ry) em funcgéo de (r1)? Constate que r3 = oaih -
2a+b e r _2a+b_a+be e r _a+b a Logo
a+b 1T g p T g SN T T Ty R

53+3b_3a+2b_23+b_a+b_§
3a+2b 2a+b a+b a b’

isto é,
lnpa=r3="r==n.

Agora, veremos que a razao durea estd relacionada com ¢. Na figura 2.12, conside-
remos mM(CB) = 1. Encontraremos X tal que m(AC) = x.

Pela definicdo de divisdo durea (Defini¢cdo 21), temos que

X1 X L xe_x_1-0.
X 1
. L _ . 1+5 ) o
Ja vimos que a solucdo positiva dessa equagdo € x = 5 " 1,61803 = ¢. J4 a negativa é
1_
X = 2\/5 ~ —0,61803 := ¢, a qual ndo convém, nesse caso.

Agora, tome M(AC) = 1. Queremos encontrar X’ tal que m(CB) = x’. Observe que,

nesta situacdo,

— =4, (2.28)

Por definic¢ao,

1+x =l = x>+x-1=0,
1 X'
-1
cuja solugdo positiva é x’ = +T\/§ ~ 0,618083, ou seja, x’ = —¢’. Substituindo na equacio
(2.28), chegamos que
1 !
_¢’:¢ — ¢-¢ =-1, (2.29)

o que significa que ¢’ € o reciproco negativo de ¢. Além disso,

_—1+\/§_

¢—1:1+¢§—1 4.
2 2
Por outro lado, a equagdo (2.29) implica que
1
-
o
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Portanto, pelas duas ultimas equacdes, concluimos que

sendo o valor numérico dessa igualdade igual a aproximadamente 0,61803. De acordo com
Huntley (1985, p. 38), o nimero ¢ € o tinico com essa propriedade. Discordamos: o ¢’ também

a satisfaz. De fato, uma outra forma de encontrar esse igualdade € a partir da equagdo
2 1
X-x-1=0= x-1=—,
X

que s6 € satisfeita por ¢ e ¢'.
Retornando as razdes dureas, conjecturamos que a relacionada ao (k — 1)-ésimo

"dobramento", com Kk > 4, é

(rk) : [fk-a+ fk_1 b] + (fk_1 -a+ fk_g : b) _ [fk_1 -a+ fk_g b] + (fk_g -a+ fk_3'b)
[fk_1 -a+ fk_g . b] + (fk_g -a+ fk_3 . b) [fk_g -a+ fk_3 . b] + (fk_g -a+ fk_4 . b),

que € a soma errada entre a razdo durea rx_¢ - entre colchetes - e a razdo durea rx_» - entre

paréntesis.

De forma simplificada, ry fica assim:

3 fk+1-a+fk-b_ fk-a+fk_1-b
- fk-a+fk,1-b_fk,1-a+fk,2-b’

k> 2.

I

Ademais, questionamos: € possivel encontrar a divisdo durea de um segmento com

régua e compasso? Veremos uma forma para tal, conforme Huntley (1985, p. 38).

Proposicao 23. Facamos o procedimento a seguir a partir de um segmento AB:
1) Encontrar o ponto médio M de AB (a partir da mediatriz);

2) Tragar a circunferéncia com centro em B e raio m(MB) = , sendo N o outro

m(AB)
2

ponto de intersecdo com a reta AB;

3) Tragar, pelo ponto B, a perpendicular a reta AB (mediatriz de MN);

4) Unir A a D, sendo D um dos pontos de intersec¢do da mediatriz de MN com a
circunferéncia tracada no passo 2;

5) Tragar o arco com centro em D e raio m(DB), intersectando AD em E;

6) Tracar o arco de raio m(AE) e com centro em A, cortando AB em C.

Enté&o, este ponto C é a divisdo durea do segmento AB.



Figura 2.14: Construgao da divisdo aurea com régua e compasso

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstragdo. Vamos encontrar m(AE). Consideremos m(AB) = I.

Como o tridangulo ABD é retangulo, entao:

m(AD)? - (é) PYEIN m(AD)Z:Sle N m(AD)=§.

Mas,

(vV5-1)

_. VP

2

m(AE) = m(AD) - m(ED) = % -

N —

Isto implica, por construgéo, que

m(AC) = /(ﬁz—_” A m(CB)=I-

/(\/5_1) :1(3_\/5)
2 2

Como
m(AB) I 2 —2(\/§+1)—\/5+1—¢
m(AC) ;. 5D /51 5-1 2

2

m(AC)_I'(\/§—1)' 2  3/5-3+5-v5 V5+1
m(CB) 2 1(3-5) 9-5 2

m(AB) m(AC)
m(AC) m(CB)

o

entao e, pela Definicao 21, C é a divisdo aurea de AB.

46
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3. A BELEZA DA MATEMATICA

H4 uma ambiguidade no titulo deste capitulo. Ele pode
significar o prazer que deriva da atividade mental que o estudo
da matemadtica gera; ou pode significar a sensacdo estética
evocada, por exemplo, por um teorema matematico que, por

causa desta sensacdo, é considerado um objeto de beleza

(Huntley, 1985, p. 75).

Acrescentamos, ainda, um terceiro significado a expressdo. Adicionamos a beleza
de elementos da natureza, os quais, aparentemente, nao apresentam matematica alguma, mas
em que, ao debrucarmo-nos em estudo, pelo menos um pouco, podemos perceber padroes,

geometrias, sequéncias, simetrias e funcdes matematicas.

Quem nunca vislumbrou a beleza de um arco-iris? Ou de uma simétrica flor que
desabrocha? Ou nunca reparou a beleza dos ciclos da lua, da ordenada distribuicao das sementes

de um girassol ou de perfeitos favos de mel em formato hexagonal?

Bom, se alguém ndo parou para ver alguma dessas belezas, eis o convite!

Figura 3.1: Arco-iris

Fonte: Baldassin (2018).



48

Figura 3.2: Camélia-rosa

Fonte: Almeida (2025).

Figura 3.3: Fases da lua

Fonte: Soares (2024).
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Figura 3.4: Girassol

Fonte: Machado (2016).

Figura 3.5: Favo de mel
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Mas, alguns questionamentos atordoam mentes cientificas, em especial as dos mate-
maticos: a beleza € passivel de demonstracao? Pode a apreciagdo estética ter validade cientifica?
De que vale tanta beleza se € relativa a cada gosto, ndo podendo ser universal? Para que vale,
pois, enfatizar a beleza de um teorema antes de demonstra-lo? Essas perguntas serdo elucidadas

ao longo deste capitulo.

3.1 Matematica: inventada e/ou descoberta?

Um debate metafisico que se trava em relacdo a ci€éncia matematica € o seguinte: a
Matemitica e seus resultados como os conhecemos foram inventados pelos(as) matematicos(as)
ou foi descoberta por eles(as), de forma que ja existia? Nas palavras do Professor Rafael Pro-

copio (2015): "se os seres humanos nio existissem, serd que a Matemdtica existiria?"

H4 os que acreditam que a Matemadtica € uma linguagem criada pelos seres humanos
para "ler" a natureza, em seus fendmenos fisicos e quimicos. Afinal, é inegdvel que ela foi
sendo aprimorada ao longo dos séculos por homens e mulheres. Esses defensores sdo chamados
aristotélicos, ja que Aristoteles (384 a.C. - 322 a.C.) dizia que € a partir da observacdo e da
experiéncia que obtemos conhecimento, ou seja, a partir dos sentidos humanos é que poderia
ser desenvolvida a ciéncia matematica.

Por outro lado, existem pessoas que defendem a descoberta matematica, alegando que
a existéncia de tal ciéncia independe da vida humana. Evidéncias dessa afirmacdo podem ser
encontradas no mundo natural: curvas e simetrias dispostas na propria natureza, cuja existéncia
prescinde da acdo do ser humano. Esses individuos sao chamados de platonicos, pois Platio (c.
428 a.C. - 348 a.C.) defendia a existéncia do mundo das ideias - no qual estaria inclusa a Mate-
matica -, que ndo poderia ser acessado diretamente pelo ser humano, mas do qual poderiamos
nos aproximar, por meio de nossa racionalidade (Jaccoud, 2016).

Roger Penrose, fisico-matematico e filésofo da ciéncia inglés', apresenta uma defesa

do porqué a Matematica é descoberta:
Se vocé gosta de fatos matemadticos, como, por exemplo, de

tentar descobrir se hd um niimero primo maior, isso € algo
independente de nés, sempre foi verdade. O que ndo ocorre
é que, de alguma forma, tal fato tornou-se verdade assim que
alguém achou que parecia tdo dificil de provar (Truth, 2020,

traducdo adaptada).

'Penrose também é professor emérito da Catedra Rouse Ball de Matemética da Universidade de
Oxford, conforme Roger (2021).
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O cientista também fala sobre a existéncia de um mundo matemdtico e que parece
haver muita matemadtica sem ligacdo com o mundo fisico. De fato, esta € uma visdo platdnica

da Matematica.

Conforme Truth (2020), quando Penrose é perguntado sobre o seu proprio senso sobre
o que a Matemética é, ele responde achar que ha dois aspectos da ci€éncia em questdo: algumas
pessoas que estdo apenas explorando a Matematica e fazem isso porque acham estimulante e
realmente maravilhoso de fazer; e, por outro lado, a relagdo da Matematica com o mundo fisico,
ou seja, quando acertamos nas verdades matematicas, ela deveras espelha o comportamento da

realidade fisica, com extraordindria precisdo. Conclui que,

portanto, ha esses dois lados da Matematica: ela tem essa
realidade que vocé pode estudar independentemente de seu
papel na Fisica e, do outro lado, parece revelar como o mundo
real opera, isto €, em um certo sentido, o que o mundo é, tanto

quanto podemos entendé-lo (Truth, 2020, tradugdo adaptada).

Aliada a isso estd uma famosa frase de Galileu Galilei, que viveu de 1564 a 1642:
“A matematica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o universo.” Logo, o astronomo e fisico
defendia que Deus criou um alfabeto chamado "Matemdtica" e, por meio dele, formou todas as

outras coisas, com O que concordamos.

Diante de todos esses argumentos, defendemos que as alternativas ndo sdo mutua-
mente exclusivas, ou seja, a Matematica € uma descoberta e uma invenc¢ao, concomitantemente.
Concordamos com Huntley (1985, p. 32) ao dizer que, a semelhanca de seu Criador, o homem
nasceu para criar, para talhar a beleza. Em outras palavras, o fato de descobrirmos alguma
verdade matematica, ndo implica dizer que ndo estejamos inventando Matematica; na verdade,

(re)inventamos:

No momento da apreciac¢do, vivemos de novo o momento em
que o Criador viu e reteve a similitude oculta... Reeditamos o
ato criador e nés mesmos fazemos de novo a descoberta... O
grande poema e o teorema profundo sdo novos para cada leitor
e no entanto sdo as suas préprias experiéncias, porquanto ele
proprio as recria. Eles sdo as marcas da unidade na variedade,
e no instante em que a mente apreende isto para si, 0 coracio
falha uma batida (Bronowski apud Huntley, 1985, p.33,
adaptado).
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Isso explica o prazer de uma descoberta matemaética, ou mesmo de uma demonstragcao
concluida. Nao € mesmo fascinante quando, por exemplo, um estudante ou um graduado con-
segue provar um resultado matematico, mesmo que ji tenha sido provado vdrias outras vezes

na histéria da humanidade?

A seguir, apresentamos alguns estudos sobre a beleza matemdtica na Educacdo Ma-
temadtica. Nesse sentido, propomos intervengdes pedagdgicas, as quais podem ser motivadoras,

seja por meio do carater ludico, seja por meio do belo.

3.2 Ferramentas para o ensino-aprendizagem de Matematica

Considerar a resolu¢cdo de problemas como uma meta a ser alcancada consiste em
uma concepg¢ao antiga no ensino-aprendizagem da Matemadtica. Esse €, em nossa opinido, um
objetivo nobre; afinal, seria ruim se, apos anos de estudo, um discente nao tivesse a0 menos
um pouco de habilidade para resolver problemas. Nas palavras de Miguel (2005), "tomada
como habilidade bésica, a resolu¢do de problemas € compreendida como uma competéncia
minima para que o individuo possa inserir-se no mundo do conhecimento e do trabalho." De

fato, problemas ocorrem nas situacdes mais ordindrias da vida, tais como:

« E melhor abastecer um automével com gasolina ou com dlcool?

* Pago a vista com desconto ou de forma parcelada com juros?

* Devo comprar um carro ou ando de Uber e aplico as economias?

* Qual é a forma mais bela? E a mais util? Consigo alcangar as duas?

* Quais as frequéncias mais adequadas na composi¢cdo de uma musica?
* Qual € a trajetéria mais rdpida para ir de casa até o mercado?

« E melhor comprar um imével ou pagar aluguel e abrir uma empresa?
* Sera que o troco devolvido pela operadora de caixa estd correto?

* Qual porcentagem da energia gasta em determinado més proveio do chuveiro?

Apesar de sua importancia, a resolucao de problemas, por vezes, € tratada de forma
bastante desmotivadora nas escolas. Focam-se as energias em processos de memorizacdo des-
vinculados de situacdes praticas ou lddicas, de maneira que ndo hd uma aprendizagem sig-
nificativa. Nesse contexto o aluno busca memorizar para fazer a prova e, apds este momento

avaliativo, o contetido esvai-se. Podemos, pois, nos perguntar: dessa maneira, o que se aprende?
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Segundo Miguel (2005),

uma segunda concepcdo de resolucdo de problemas toma-a
como processo, isto é, centra o enfoque nos procedimentos
usados pelos alunos para chegar a resposta, enquanto esta
perde a sua importancia; trata-se de aplicar conhecimentos
previamente adquiridos a situacdes novas, amago do cldssico

problema da transferéncia.

Concordamos em parte com esta segunda concepcao de resolugdo de problemas: €
essencial considerar o processo para a resolu¢do de um problema. Porém, a resposta do pro-
blema ndo pode perder toda a sua importancia; apenas ndo deve ser nossa tnica preocupagao,
se almejamos educar por essa via. E como alcangar esse equilibrio? Defendemos que uma das
maneiras € criar atividades e meios que oportunizem o alcance de tais objetivos: situacdes ino-
vadoras, carregadas de significado, sejam elas pelo carater ludico, sejam pelo belo. Motivados

por esse desafio, daremos algumas contribuicoes.

3.2.1 Motivando por meio do ludico: "magica com numeros"

Na 66" edicao da Revista do Professor de Matemética, publicada pela Sociedade Bra-
sileira de Matemadtica, na secao "Em classe", Bonfim (2008) propde uma brincadeira, que, em
nossa opinido, colabora com as ideias defendidas sobre a resolucdo de problemas. Nas palavras

da prépria autora:

Neste artigo propomos uma interessante "brincadeira" cuja
aplicacdo em sala de aula instiga a curiosidade do aluno e,
possivelmente, propicia a abordagem de alguns temas da
teoria dos nimeros, propriedades da sequéncia de Fibonacci, e

algumas questdes de convergéncia.

Esses possiveis temas seriam de interessante abordagem para estudantes dos anos fi-
nais do Ensino Fundamental e do Ensino Médio, ainda que de forma superficial. Nao seria
possivel, por exemplo, falar formalmente sobre convergéncia na primeira etapa citada, entre-

tanto faria-se apropriado trabalhar com desigualdades de fracoes.

Partamos, entdo, para a atividade propriamente dita. Acompanhe os passos a seguir:
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1. Conceda aos(as) estudantes uma folha com doze linhas em branco, sendo enumeradas de

1 a 12; uma tabela também € uma boa opcao;

2. Solicite a cada um(a) que escolha dois nimeros inteiros, entre 1 e 20, por exemplo, e que

anote-os nas duas primeiras linhas;

3. Em seguida, peca que os(as) alunos(as) escrevam, da terceira linha até a décima, a soma

dos numeros registrados nas duas linhas anteriores;

4. Depois, diga para eles(as) somarem os nimeros que constam nas dez linhas e escreverem

o resultado na 11? linha;

5. Por fim, peca que os(as) estudantes facam a divisdo do décimo ndmero pelo nono e es-

crevam o resultado na 12? linha.

E possivel que o(a) docente "advinhe" duas coisas, o que pode motivar e instigar
os(as) estudantes. A primeira delas é a soma dos nimeros das dez linhas, desde que eles lhe
forne¢cam o elemento da 7* linha. Basta que o docente multiplique o valor fornecido por 11.
Vejamos por que isso € vélido para quaisquer dois inteiros iniciais X e y escolhidos. Ao realizar-
mos a soma dos nimeros de duas linhas para encontrar o elemento da pr6xima nos deparamos

com:

Tabela 3.1: "Magica com numeros" para os valores iniciais x e y

—

X

y

X+Yy

X +2y

2x +3y

3x +5y

5x + 8y

8x +13y
21x + 34y
34x + 55y

© ® N 0|k w N

—
©

Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando somamos as expressdes das dez linhas, obtemos 55x + 88y, que € igual a
11(5x + 8y), ou seja, a soma corresponde a onze vezes o valor da sétima linha, independente-

mente dos valores iniciais X e y escolhidos.
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Observamos que até aqui ja se pode aplicar a brincadeira, com proveito, para estudan-
tes do 6° ano, desenvolvendo conceitos de aritmética e modelagem matemaética via manipulagcao

algébrica de simbolos.

A segunda "adivinhacdo" seria a da razdo entre o elemento da linha 10 e o da linha
9, com duas casas decimais, sendo que, agora, ndo € mais necessirio que seja fornecido ne-
nhum elemento ao(a) docente. Esse quociente serd igual a 1,61, quaisquer quer sejam os dois
numeros iniciais.

Se a turma ja for do 8° ano, a explica¢do da divisao da linha 10 pela linha 9 exigiria
trabalhar conteidos um pouco mais complexos, tais como comparacdo de fracOes genéricas.

Em outras palavras, faria-se uso da seguinte propriedade:

Propriedade 24. Se a, b, ¢ e d sdo numeros reais positivos tais que

vale que §<a+c<£
We p<b:d d

< c entao
d’

ol

Demonstragdo. Da hipo6tese, temos que g < g Multiplicando ambos os membros
por bd > 0, segue que ad < bc. Somando cd em ambos 0os membros, ficamos com
ad +cd < bc + cd e, portanto, d(a+ c) < ¢(b+ d). Finalmente, dividindo ambos os

membros por d(b + d) > 0, obtemos a seguinte desigualdade:

a+c _c¢
b+d d
: . a a+c
De maneira completamente analoga, prova-se que 5 < bid |

Diferentes aspectos de fragdes foram trabalhados nesta demonstracio, desde as opera-
coes até o uso de certas propriedades, em um contexto no qual eles sdo justificados. Estudé-las
isoladamente nos parece nao fazer muito sentido; ademais, ja foi constatado que tal abordagem

ndo cativa a maior parte dos(as) estudantes. Conforme a Base Nacional Comum Curricular,

as técnicas de resolugdo de equacgdes e inequagdes, inclusive
no plano cartesiano, devem ser desenvolvidas como uma
maneira de representar e resolver determinados tipos de
problema, e ndo como objetos de estudo em si mesmos (Brasil,

2018, p. 271).

Voltando a atividade, temos que

21 34
13-1615384 ¢ - =1,679047
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€, portanto,

21 34 21x 34y
— < > <
13 21 13x 21y

Usando a Propriedade 24, concluimos que o resultado da divisao do elemento da

M esta entre 0s ndmeros ﬂ e % oS quais
13x + 21y 13 21" 4

independem dos valores iniciais X e y; seu valor, com duas casas decimais, é¢ 1,61.

linha 10 pelo da linha 9, isto é, a frag¢ao

Mas o que isso tem a ver com a sequéncia de Fibonacci? E o que veremos a seguir.

Note que, na brincadeira proposta, o processo de obtencdo da lista de ndmeros é
semelhante ao empregado na construcao da sequéncia de Fibonacci, diferindo-se pelo fato de
que seus dois primeiros elementos sdo nimeros aleatdrios e ndo necessariamente iguais a 1. De

fato, observe que os elementos de tal sequéncia aparecem como coeficientes de y e de X.

Caso queiramos impressionar ainda mais os(as) estudantes, podemos solicitar que
avancem na lista construida, até a 25* linha. A partir de operacdes corretas, obterdo o resultado
das expressdes 17711 x+28657y e 28657 x +46368y para as linhas 24 e 25, respectivamente.

Logo, usando a Propriedade 24, temos que

46368 46368y < 28657x + 46368y < 28657x 28657
28657 28657y 17711x+28657y 17711x 17711

Como

46368 28657
28657 1,61803398 e 17711

~1,61803399,

entdo o quociente de 28657 + 46368y por 17711x + 28657y, com sete casas decimais, é
igual a 1,6180339.

Desse modo, o(a) docente poderd "adivinhar" o quociente de dois elementos suces-
sivos da lista construida com um grau de precisdo melhor, sem o conhecimento de X e y ou
de qualquer outra informac@o. Poderd também ser entregue um envelope lacrado contendo a
aproximacdo antes de a brincadeira ser iniciada. Seria interessante se os(as) alunos(as), com
os proprios esforcos e com a mediacao do(a) professor(a), descobrissem que ndao hd nada de
adivinhac¢do nessa atividade. Isso pode ser feito partindo dos nimeros genéricos iniciais X € y,

como feito anteriormente neste trabalho.

Uma pergunta natural que surge € a seguinte: se continuarmos calculando cada vez
mais termos, de qual nimero os quocientes de termos sucessivos aproximarao-se? Ja vimos,
por meio de multiplicagdes e divisdes de termos na fracdo Q,, na Se¢do 2.2, que a resposta a

essa pergunta € o nimero de ouro. Mas h4 outra forma de verificar isto; vejamos.

Estamos lidando com frag¢des do tipo
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foet X + fpo.y

A =
T X+

fn+1 fn+2

que pela Propriedade 24 esta compreendida entre as fragoes 7 e -
n n+1

f, 1 5
I}H - ¢ = +2\/_, quando kK — oo. Portanto, conclui-
k

Além disso, ja provamos que

mos que

A, = ¢, quando N — oo.

3.2.2  Motivando por meio do ludico: o jogo de Wythoff

Outra atividade lddica que pode resultar em boas discussdes matematicas € o jogo
de Wythoff. Ele, da forma como estd disposto neste trabalho, é mais indicado para turmas do
nivel superior, embora as(os) docentes (de Matematica) da Educacdao Basica possam adapti-lo
para suas realidades e para os contextos de seus(suas) estudantes, de forma a variar o grau de
aprofundamento na Matematica por trds da brincadeira. De fato, o jogo é acessivel a qualquer

pessoa que saiba contar.

E em que consiste o jogo? Observe sua descricao: hé duas pilhas de fichas, digamos
pilha 1 e pilha 2; cada jogador (num total de dois), na sua vez de jogar, pode fazer uma, e

somente uma, das agdes a seguir:
* retirar qualquer quantidade positiva de fichas da pilha 1 (inclusive todas);
* retirar qualquer quantidade positiva de fichas da pilha 2 (inclusive todas);

* retirar a mesma quantidade positiva de fichas de ambas as pilhas.

O vencedor serd aquele que retirar as ultimas fichas, deixando vazias ambas as pilhas.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 25. Suponhamos que uma rodada do jogo inicia com 9 fichas na pilha 1 e 5

na 2. Visualize a representacdo a sequir:



58

Figura 3.6: Situacédo 1 de uma partida de Wythoff

1
1
1
[

Pilha 1 Pilha 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

O jogador A retira, suponhamos, 5 fichas da pilha 1, deixando para o jogador

B a situacéo sequinte:

Figura 3.7: Situagcédo 2 de uma partida de Wythoff

1

Pilha 1 Pilha 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na sequéncia, o jogador B retira 3 fichas de ambas as pilhas, deixando para

seu oponente a seguinte situagdo:

Figura 3.8: Situacdo 3 de uma partida de Wythoff

I
I I
Pilha 1 Pilha 2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nesta situagdo, ndo importa o que o jogador A faca, ele perdera. I1sso, é claro,
se o0 jogador B ndo esperdicar sua chance de vencer (afinal, vamos construir nossos

estudos seguintes tendo essa observacao como base).

De fato, as opg¢bes do primeiro sSgo:

* retirar a unica ficha da pilha 1 e neste caso o jogador B vencera retirando as

duas fichas restantes da pilha 2;

* retirar uma ficha da pilha 2 e, neste caso, o jogador B vencera retirando 1 ficha

de cada pilha;

* retirar as duas fichas da pilha 2, de onde o jogador B vencera retirando a ultima
ficha da pilha 1;

* finalmente, retirar uma ficha de ambas as pilhas e, entdo, o jogador B vencera

retirando a ultima ficha da pilha 2.

Vejamos formas alternativas de representar tal jogo.

* Representacdo usando coordenadas cartesianas, em que a abscissa e a orde-
nada do par (x,y) representam o numero de fichas na primeira e na segunda

pilhas, respectivamente.

Figura 3.9: Representagdo com coordenadas

| Pilha 1: 9fichas | | Pilha 1: 4 fichas
| Pilha 2: 5 fichas Pilha 2: 5 fichas
0.5 A B A B
W) ——={45)——=(1,2) ——= (1,1 0,0
{ } 1:-5,':'} [: ] ":'3.':" [ ) EGFI} [ ) ('1.'1] ( ]
Jogador A retra . Jogador B retira 3 fichas |
5 fichas da Pilha 1 de ambas as pilhas

Fonte: Elaborado pelo autor.
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* Representacdo usando o plano cartesiano; no caso da figura a seguir, a cor
roxa representa a situacao das pilhas na vez do jogador A e a verde, como o B

depara-se antes de jogar.

Figura 3.10: Representagéo no plano cartesiano

S =3 o0 O

&

e

o] — [ ] (%] = _h

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note, pelas regras do jogo, que os tinicos movimentos permitidos sao:

* M,: Horizontais para a esquerda (quando o jogador tira apenas ficha(s) da pilha 1);
* M,: Verticais para baixo (quando o jogador retira apenas ficha(s) da pilha 2);

* Mjs: Descidas ao longo das diagonais, apontando para a parte inferior esquerda do plano

(quando o jogador retira o mesmo nimero de fichas de ambas as pilhas).

O objetivo de um jogador é conduzir seu oponente, apds algumas retiradas, a posicéo (0,0),
considerada como uma posi¢cdo perdedora trivial. As definicdes de posi¢Oes vencedoras e de

posicdes perdedoras nao triviais sdo feitas de forma indutiva. Precisamente:

Definicao 26. Uma posicdo (m,n) € dita ser vencedora se existe uma jogada que

permita levar o oponente a uma posi¢cao perdedora.
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Defini¢ao 27. Uma posigao (m, n) é dita ser perdedora ndo-trivial se qualquer jogada

valida levar o oponente a posi¢cbes vencedoras.

Na tabela acima, como (0, 0) é perdedora, entdo:

* todas as posi¢des da forma (n,0) sdo vencedoras, pois o jogador, em sua vez de jogar,

poderd retirar n fichas da pilha 1, conduzindo o oponente a posi¢do perdedora trivial

(0,0);

* todas as posi¢des da forma (0, m) sdo vencedoras, pois o jogador, em sua vez de jogar,

podera retirar m fichas da pilha 2, conduzindo o oponente a posicao perdedora trivial

(0,0);

* todas as posi¢oes da forma (n, n), com n > 0, sdo vencedoras, pois o jogador, em sua

vez de jogar, poderad retirar n fichas de ambas as pilhas, conduzindo o oponente a posi¢ao

perdedora trivial (0, 0).

Na tabela abaixo, indicamos por P a tinica posi¢ao perdedora ainda identificada e por

V as posigdes vencedoras até o momento identificadas:

Figura 3.11: Primeiras posi¢coes vencedoras

Vv

"'ivl"

1'\":-

1'\":-

TV."

1\‘.."

= - -

Tv."

"ivi"

Lh

Tv."

Tv."

'1VZ"

"v."

"v."

1'\":-

=

= = b e

B

Vv

0

1

7 | T [
2 3 4 5

v
6

L
-

Fonte: Elaborado pelo autor.

> .
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As posigdes (1,2) e (2,1) sdo as nossas primeiras posi¢des perdedoras nao-triviais
identificadas. De fato, partindo destas posi¢des e fazendo qualquer movimento valido (isto &,
fazendo qualquer jogada que respeite as regras do jogo) o oponente serd conduzido a posicoes
vencedoras.

Marcando as posi¢des perdedoras (1,2) e (2,1) em nossa tabela, veremos que elas

gerardo outras posicdes vencedoras, a saber, as posi¢oes dos tipos:

(m1),com3<m<9;

(1,n),com3<n<9;

(m,2),com3<m<9;

(2,n),com3<n<9;
s (m+1,m),com3<mc<8;

* (n,n+1),com3<n<8,

conforme ilustrado na tabela seguinte. Note que N e m comegam a variar a partir de 3 porque

as posi¢des em que tais varidveis assumem os valores 1 e 2 ja foram consideradas.

Figura 3.12: Mais vencedoras e primeiras perdedoras nao-triviais

o| V|V |V Vv
sl v vy v vy
il o o e
6| v|v|v 0 (5 5
5 B V|V |v
V|V (v v iv|iv
3| M| v |V |V
2lvip |V (Vv |v|v|v|v|v
1| V[(V|P|V V|V |Vv|v|v|Vv
o|P|VIV|VI V|V|VIV|V|V
& i 2 3 2 S 6 738 9

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Continuando com este processo (factivel para tabelas finitas e relativamente peque-
nas), podemos completar a tabela acima, com todas as posi¢des bem caracterizadas quanto a

serem vencedoras ou perdedoras.

Figura 3.13: Tabela cheia

/

ol v|w|w va‘v"v' Vv
s v|v v |v|v/v]v|v|v|v
7 Bl Biilaes By
6l v|vivIiv v viv]v]v] v
sivvivy/e|v|viv|v|u
Hv|v]y|v|v|v|vlefv]v
3|V vAv V|V BtV v]v]vy
2| v [V v v v v]v]v
Y| vV vivv|v|v]y
olpgV|v|v|v|v|v|v|v]v
g 1 2 34 56 T 8B 9

Fonte: Elaborado pelo autor.

Queremos, entretanto, responder se as posi¢oes (345,987) e (1925,1437), por
exemplo, sdo perdedoras ou vencedoras, visto que almejamos uma generalizacdo. Claro que, se
tivermos paciéncia, poderemos continuar o processo acima descrito para construir tabelas tao
grandes quanto desejarmos, de modo a classificarmos as posi¢des como vencedoras ou perde-
doras. Porém, esta ndo seria uma solu¢do que os(as) matematicos(as) considerariam elegante.
O ideal seria uma férmula que fornecesse a resposta "perdedora” ou "vencedora" para qualquer
posi¢do (m, n) € N x N e € isso que nos propomos a fazer agora.

Vemos na tabela que as posi¢des perdedoras sdo em nimero bem menor que as po-
sicdes vencedoras e, assim, optaremos por classificar as primeiras por meio de uma férmula.
Claro que, classificando as perdedoras, estaremos também classificando as vencedoras. Seguem

algumas consideracdes iniciais:

1. Se (m, n) é uma posic¢do perdedora, entdo (n, M) também o é. De fato, ndo hd diferenca
essencial em um jogo onde a primeira pilha possui m fichas e a segunda pilha contém

n fichas, de outro jogo em que a primeira possui n e a segunda m. Ou seja, a tabela é
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simétrica com relacdo a sua diagonal principal. Sendo assim, optaremos por classificar
as posi¢coes perdedoras (m, n) em que M > nN. Se aumentarmos um pouco a tabela acima
e listarmos as primeiras posi¢des perdedoras, excetuando a trivial (0,0), obteremos, ao

continuarmos a constru¢do da tabela:

* (xi,y1)=(2,1)

* (X, )2) =(5,3)

* (X5, ¥3) =(7,4)

* (X4, ¥s) =(10,6)
* (Xs5,¥5) = (13,8)
* (X6, ¥6) = (15,9)
* (x7,y7) = (18,11)
* (Xs,¥8) = (20,12)

Também podemos organizar esta lista na forma seguinte:

Tabela 3.2: Oito posigbes perdedoras

Vo134 6|8 ]9 |11]12

Fonte: Elaborado pelo autor.

2. Observando a lista de pontos acima, parece ser verdade que cada niimero natural aparece

uma e somente uma vez, ou como ordenada ou como abscissa de algum desses pontos.

Além disso, note as diferencas a seguir:

*Xi-y1=1
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*Xe-)2=2
* X3—Y3=3
*Xs-Ya=4
* Xs—Y5=9
* X6~ Yo =6
* X7-yr=7
* Xg— Vs =8

0 que nos leva a conjecturar que X, — ¥, = N.

3. Outra observagado € que, se desenharmos os pontos correspondentes as posi¢oes perdedo-
ras, eles parecem estar proximos de uma reta que passa pela origem, conforme sugere a

Figura 3.13 acima. Ou seja, parecem existir nimeros reais « e (3 tais que

(Xn, ¥n) ~ (a-n, B-n)

Mais ainda, supondo X, — y, = n, entdo devemos ter que (o — 3) - n ~ n, de onde segue

que o — 3 ~ 1. Por esta razdo, iremos buscar uma solugdo em que
a-p=1,

isto é,
a=0+1.

Como tais nimeros « e  podem nio ser inteiros, talvez seja promissor conjecturarmos

que a solucdo tem o seguinte formato:
Xn=|a-nley,=18-n|,
em que | r| designa a parte inteira de um nimero real qualquer r.

Mas, agora perguntamos: quem deveriam ser os nimeros « e (3? Para responder

vamos explorar um pouco mais a segunda observacao feita anteriormente.

Sob quais condi¢des as sequéncias

S, : [aJ, [206J , ...,[n.aJ,
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geram o conjunto dos numeros naturais? Uma condicdo suficiente é dada por um classico

resultado da Teoria dos Niimeros, conhecido como “Sequéncia de Beatty”.

Teorema 28 (Sequéncia de Beatty). Sejam o e  numeros irracionais positivos tais
que

1+l=1.
a

Entdo, S,US;=NeS,NSs=2.

Ou seja, cada nlimero natural aparece exatamente uma vez em uma, € somente uma,
das sequéncias acima.

Demonstraggo. Provemos inicialmente que S, n Sg = @.

Suponha, por absurdo, que exista um inteiro n € S, n Sg. Ento, existirdo

numeros naturais k e r tais que |ka| = n=|rj3]. Logo,
n<ka<n+1 e n<rg<n+1.
Como « e § sao irracionais, podemos afirmar ainda que
n<ka<n+1 e n<rg<n+1.
Dividindo por k e r, respectivamente, obtemos:
n n+1

— <<

k k

n
e —<pKL .
I‘/B r

Invertendo estas desigualdades concluimos, entdo, que

:
n+1

k 1
<_
n+1 «

<

k
<— e <
n

S

| =

. 1 1 ,
Somando estas desigualdades e lembrando que - + — =1, deduzimos que

K+r K+r
<1<
n+1
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Estas desigualdades implicam que n< k+r < n+1, ou seja, k+r é um inteiro entre dois

inteiros consecutivos, o que & um absurdo. Isto conclui a prova de que S, n Sg = @.

Provemos agora que N = S, u Sg. Para isso, seja ne N.

k-1 1 Kk
< =< —.
a n

k-1 k . , -
Como R = | [— ﬁ)’ entdo existe um unico k ¢ Z tal que
KeZ
1 1 . "y .1
Note que, como — + 3 =1 e « e  sdo numeros positivos, entdo — < 1, de onde segue
« «

que - < 1 e, portanto, k —1 < n. Com esta desigualdade, podemos concluir que
k (k—1 k) .
e| ——,—|; veja:
n+1 n 'n
k-1 k
—< <~ (n+1)(k-1)<nk < nk-n+k-1<nk < k-1<n
n n+1
1 -1 k . .
Como — ¢ (T 5), entdo temos dois casos excludentes:
«
o k 1 kK
1°caso: <—<—.
n+1 «a n

Invertendo as desigualdades, obtemos:

n n+1
—<a<

k k

Ao multiplicarmos por k, concluimos que
n<ka<n+1.

Logo, n=|ka], ou seja, ne S,.

k-1 1 k
<—< )
a n+1

2°caso:

Multiplicando por -1, obtemos:

k 1 k-1
< <
n+1 o n

Quando somamos 1, deduzimos ainda que
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Lembrando que é + % =1, segue que

n-k+1 <1 n-k+1
n+1 I&; n

Dividamos, agora, por n— k + 1, 0 qual é positivo devido a condicao

<l<1:
«

1 < 1 <1
n+1 (n-k+1) n

Invertendo novamente, chegamos em n < (n- k+1)5 < n+ 1, de onde segue que

n=|(n-k+1)3], ouseja, ne Sg.

[ ]
. - N
Observe agora o seguite: como « = 3 + 1, entdo a condicdo — + E = 1 fornece-nos
«
que
1 1
+—==1
p+1 B
e, equivalentemente,
f2-5-1=0,
cuja raiz positiva €
1++5
B= ,

que € a razdo aurea.

E curioso o fato de a razdo 4urea "intrometer-se" assim, de maneira tdo inusitada,
nos contextos mais variados e aparentemente desconexos. Nada indicava, quando propusemos
o Jogo de Wythoff, qualquer vinculo com a razdo 4urea, de modo que esse desfecho € bastante

instigador.

Escrevendo de outra maneira, assumidas as condicdes da Sequéncia de Beatty, obte-

mos que

B ~1,61803

a~2,61808.

Nossa argumentagdo investigativa anterior ndo € (e nem pode ser considerada) uma
prova rigorosa, mas apenas uma trajetdria relativamente natural na busca de uma férmula que
fornega as posigdes perdedoras diretamente em termos de n. O leitor interessado podera ver a

demonstracdo do teorema que enunciamos em seguida em Severo ([s. d.]).
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Teorema 29. As posicdes perdedoras (x,, yn) do jogo de Wythoff, com y, < x,, sdo

dadas por
(Xns Yn) = ([(B+1)-n],[B-n]),

1+5 -
em que6=T é a razgo aurea.

Agora, partiremos de abordagens lidicas para duas cujos contetidos fazem um apelo
para apreciacdo estética e o belo na Matematica. Sdo eles: o retangulo dureo e a espiral logarit-

mica.

3.2.3  Motivando por meio do belo: o retangulo aureo

Nos ja estudamos a razdo durea e algumas de suas propriedades (veja a Secdo 2.6).
Agora veremos duas de suas diversas aplicacdes no mundo real, o que pode ser motivador em

uma sala de aula.

E razodvel afirmar que escultores e arquitetos gregos incorporavam essa razio em
suas obras. Fidias, um famoso escultor grego que viveu em Atenas, € um exemplo (Fidias,
2021), o que ¢ ilustrado pelas proporcdes do Partenon. Ele foi convidado para os principais
trabalhos do monumento por Péricles (495 a.C. - 429 a.C.), o vigente lider politico e militar de
Atenas, em um periodo entre guerras. O governante estimulou a literatura e as artes, de forma

que a cidade-Estado passou a ser o centro cultural da Grécia (Carvalho, 2021a).

Figura 3.14: Vista frontal e lateral do Partenon

Fonte: Péartenon ([s.d.]).



70

Figura 3.15: Desenho frontal do Paternon, enquadrado em um retangulo aureo

Fonte: Huntley (1985).

Esse tipo de revelagio é estimulante, de acordo com Huntley (1985, p. 67): "E o
descobrimento destas relagdes insuspeitadas, com suas pequenas surpresas e prazeres de reali-
zagdo menores, que constitui parte do fascinio da matematica". O mesmo autor, no capitulo V,
intitulado "A arte e o retangulo dureo", busca discernir os elementos que podem desvendar a
beleza latente na matemadtica elementar. Para tal, ele traz duas definicdes de beleza. A primeira,
do filésofo-te6logo Tomds de Aquino (Santo Tomds de Aquino, 1225 - 1274), é a seguinte:
"A beleza € aquilo que agrada a mera contemplag@o”. J4 a segunda, sem autor informado, é:

"Beleza é uma palavra de Deus."

Aos leitores que julguem a Matemdtica como um deserto estéril, desenvolvedor so-
mente de pobre material de apelo estético, ou que, por ndo procurar embaixo da beleza super-
ficial, s6 encontrem recompensas superficiais, Huntley (1985) sugere que s@o deles mesmos a
culpa. Partamos agora para o retangulo dureo, conforme a mesma obra (p. 67-68):

Definicao 30 (Retangulo aureo). Um retdngulo cuja medida da base dividida pela
medida da altura é igual a razdo aurea é chamado de retangulo aureo.

Mostremos, pois, uma maneira de se construir um retangulo dureo, utilizando régua e
compasso.

Proposicao 31. Se for realizado o processo a seguir, partindo de um segmento AB,

entéo o retdngulo AFGD é um retangulo aureo:
1. Trace um segmento AB qualquer;

2. Trace a mediatriz r e marque o ponto médio E, ambos referentes ao segmento

AB;
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3. Trace a perpendicular a reta AB passando por B;

4. Marque C na perpendicular, de modo que m(BC) = m(AB);

5. Trace o segmento AC: seja O sua intersecdo com a retar;

6. Trace a reta BO e marque sobre ela o ponto D, de maneira que m(BO) = m(OD);
7. Trace os segmentos DC e DA;

8. Construa a circunferéncia de centro E e raio m(EC); seja F sua intersegdo com
areta AB.

9. Trace a perpendicular a reta AF, passando por F;

10. Marque o ponto G, interse¢cdo dessa perpendicular com a reta DC.

Figura 3.16: Construcao do retangulo dureo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Demonstragdo. Seja AB = x. Logo, m(EB) = g e m(BC) = x, por construgdo. Apli-

cando o teorema de Pitagoras no triangulo retdngulo EBC, temos que

2
m(EC)Z:x2+(g) —. m(EC) - fx
Isso implica, também por construcao, que EF = g e, portanto,

\/_x x  (VB+1)x

AF = EF + AE = —— t5 = 5

Por outro lado, como o retangulo AFGD tem a mesma altura que o quadrado
ABCD, entao FG = x.

Concluimos, pois, que AFGD é um retangulo aureo. ]

Outra questao a ser explanada em relacdo ao retangulo dureo € que, subtraindo-se dele
um quadrado "bem encaixado" em uma de suas extremidades, obtemos outro retangulo dureo.

E 0 que enunciamos na proposi¢do a seguir.

Proposicao 32. Se for realizado o processo da proposi¢do 31, entdo BFGC é um

retangulo aureo.

Demonstracdo. Usando a mesma medida x para o segmento AB, temos, por constru-

cao, que m(FG) = x.

Agora,
VBx x  (VB-1)x
BF_EF_EB_T_E_T
Logo,
E—? oox 2 1+ V5 _
BF (/51)x V5-1 2 7
o que implica que BFGC é um retangulo aureo. |

Isso também mostra que, utilizando as mesmas notagdes, B é a divisdo durea de AF,

_AB . ~
2B~ BF = ¢, jd que m(FG) = m(AB).

conforme a Definicdo 21. Isso porque —
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Um dltimo comentdrio em relacdo ao retdngulo dureo € a preferéncia popular por
um tipo de retangulo parecido com o dele. O psicélogo alemdo Gustav Fechner realizou uma
pesquisa sobre o assunto, mensurando as razdes (medida da base pela medida da altura) de
retangulos que sdo conhecidos comumente, tais como "[...] cartas de baralho, janelas, blocos
de papel de carta, capas de livros [...]" (Huntley, 1985, p. 70). Em outras palavras, ele buscou
responder a pergunta: tomando diferentes formatos do poligono, qual deles € o preferido da

populacao?

Figura 3.17: Grafico de preferéncias com respeito ao formato do retangulo, a partir
dos dados de Fechner

Fonte: Huntley (1985).

A conclusdo foi a existéncia de um interesse estético especial pelo retangulo dureo.
Votaram em formatos aproximados a este 75,6% dos entrevistados. Podemos arriscar que Fidias

estaria incluso nessa porcentagem. Sigamos agora para a espiral logaritmica.

3.2.4  Motivando por meio do belo: a espiral logaritimca

Uma outra (re)ocorréncia natural da Sequéncia de Fibonacci que pode ser motivadora
em uma sala de aula € o ndutilo de camaras. Conhecido cientificamente por Nautilus pompilius,
¢ um animal do filo dos moluscos que vive na regido do Indo-Pacifico (Nautilus, 2018) e cuja
concha é composta de cdmaras, em formato de espiral logaritmica (veja as figuras 3.18 ¢ 3.19).

O corpo fica contido na dltima cAmara (a mais externa).
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Figura 3.18: Nautilo de camaras e Figura 3.19: Radiografia do nautilo de
o interior de sua concha camaras

Nautilus pompilius Linné, 1758
USNM 1218906

Fonte: Nautilus ([s.d.]). Fonte: Huntley (1985).

Mas o que a espiral logaritmica tem a ver com a Sequéncia de Fibonacci? E o que

VEremos a SCgUiI'.

A espiral logaritmica também é denominada espiral equiangular e foi chamada de
spira mirabilis por Jacob Bernoulli (1654 - 1705). Ele, de acordo com Carvalho (2021b), des-
cobriu muitas propriedades dessa curva e gostou tanto dela que solicitou que em seu timulo
fosse gravado um desenho de tal espiral, além da frase "Eadem mutata resurgo”, a qual signi-
fica "Embora mudada, ressurjo (a mesma)", parecendo fazer referéncia a uma propriedade que

veremos mais adiante. O gravador, entretanto, desenhou uma espiral arquimediana; veja:

Figura 3.20: Espiral arquimediana na lapide de Jacob Bernoulli

Fonte: Carvalho (2021b).
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Considere o retangulo dureo a seguir. Construiremos a espiral logaritmica a partir
de um ndmero indefinido de determinagdes de retangulos dureos. Lembre que esse tipo de
retangulo possui a caracteristica que, subtraindo-se um quadrado "bem encaixado" de sua ex-
tremidade, obtemos outro retingulo dureo. Mas podemos fazer a mesma coisa com este, de

modo a obter um novo; e assim sucessivamente.

Figura 3.21: Construcao da espiral logaritmica

Fonte: Carvalho (2021b).

Olhando agora para a figura acima, supomos inicialmente que E seja a divisao durea

de AB. Tracando o segmento EF, perpendicular a AB e com medida igual a m(BC), consegui-
AB

AE -~ "°BC

BCFE, também ¢é dureo (veja a Proposi¢do 32). Neste ponto, repetimos o processo: toma-

mos o quadrado AEFD, uma vez que = ¢. Ja vimos que o retdngulo resultante,
mos a divisio durea G de BC (e ndo de ﬁ) e tracamos GH, perpendicular a BC, de modo
que EBGH é um quadrado e GCFH é um novo retingulo dureo. Na terceira vez, tomamos a
divisdo durea J de CF e o segmento JI, perpendicular a CF. Repetimos essas etapas indefini-
damente, até chegarmos ao "retdngulo-limite" O, parecido com um ponto e denominado pélo
da espiral equiangular que passa pelas se¢des dureas D, E, G, J, ...

Note que sempre tomamos a divisdo durea oposta, pela diagonal de um quadrado,
a anterior. Consideremos algumas caracteristicas da figura 3.21, segundo Huntley (1985, p.
100-101):
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1. Nas diagonais AC e BF, esta contido um conjunto alternado de pontos da espiral retan-

gular ABCFH..., pulando-se as divisdes dureas.

Definicao 33. A espiral retangular relativa a espiral logaritmica da figura 3.21 é
a unigo dos segmentos AB, BC, CF, FH, ...

1
¢’

... Isso pode ser obtido utilizando-se as defini¢des de divisdo durea (Defini¢do 21),

Observe que os comprimentos desses segmentos medem, respectivamente, ¢, 1,

1
E’

de retangulo dureo (Defini¢do 30) e uma propriedade deste (conforme a Proposi¢cdo 32);
2. As diagonais AC e BF sio perpendiculares mutuamente;
3. S@o colineares os pontos E, O e J, além dos pontos G, O e D;

4. Os quatro angulos retos no ponto O tém as retas EJ e DG por bissetrizes, de forma que

estas sao mutuamente perpendiculares;

OA OB OC OF OH
OB OC_OF OH Ol

... sdo semelhantes dois a dois;

-+, pois os tridngulos AOB, BOC, COF, FOH, HOI,

6. Observe agora os quadrados sucessivos da Figura 3.21. Eles formam uma Sequéncia de

Fibonacci:

Se o menor quadrado mostrado da Figura [...] tem lado de
comprimento d, o quadrado adjacente tem também lado de
comprimento d; o quadrado seguinte tem lado de compri-
mento 2d, o seguinte 3d e assim por diante, resultando na

série 1d, 1d, 2d, 3d, 54, 84, ... (Huntley, 1985, p. 101);

7. A curva logaritmica pode crescer indefinidamente, para dentro ou para fora. Isso indica
um outro sentido para construi-la: acrescentando quadrados maiores, de forma adequada

(0 primeiro a ser adicionado na figura teria DC como lado).

Por fim, outra propriedade curiosa da espiral logaritmica é que dois segmentos da
curva, por mais diferentes que sejam em tamanho, possuem o mesmo formato. Isso quer dizer
que, se aplicdssemos um zoom nas convolugdes "proximas" ao pdlo, a cOpia poderia ser encai-
xada em partes "maiores" da espiral. Essa caracteristica também se aplica ao ndutilo: embora a

extensdo das camaras seja alterada, isso ndo ocorre com seus formatos.
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4. A MATEMATICA E A TEOLOGIA

Pode ser instigador o titulo deste capitulo, mas defendemos que a Matemdtica e a
Teologia possuem tantas ligacdes quantas ndo podemos imaginar. Afinal, as vezes, € preciso
crer para compreender, mas também compreender para crer melhor. Esta € uma férmula do
Sermiao 43 de Santo Agostinho, a qual "[...] consubstancia a fus@o entre a razdo grega e a
fé judaica — marca do cristianismo, uma das marcas essenciais da civilizagdo dita ocidental"
(Fonseca, 2010).

Nesse itinerdrio, tomamos Kvasz (2007) como fonte principal. A seguir, hd uma breve

biografia do autor.

41 Ladislav Kvasz

Ladislav Kvasz ¢ um matematico, filésofo e tedrico da ciéncia da Eslovaquia, o qual
nasceu em 1862. E formado na Faculdade de Matematica, Fisica e Informatica na Universidade
Comenius (Bratislava). Defendeu sua tese de douturado em 1995 na area da Filosofia e duas
habilitacdes no campo de Revolugdes Cientificas (Ladislav, 2024).

Em 2008, residindo em Praga (Republica Tcheca), publicou o livro Patterns of Change,
com o qual "[...] ganhou o Prémio Internacional Fernando Gil de Filosofia da Ciéncia" (Prof.,
2022). Dois anos depois, tornou-se professor de Educagdo Matemadtica na Universidade Char-

les.

Figura 4.1: Ladislav Kvasz

Fonte: Ladislav (2024).
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Estudemos, nas proximas linhas, seu artigo O Elo Invisivel entre a Matemdtica e a
Teologia. Com ele, poderemos compreender, a0 menos de relance, as conexdes existentes entre

as duas ciéncias.

4.2 O elo invisivel

Talvez a Teoria de Conjuntos seja o topico (dentre os muitos que encontramos na
Histéria da Matemdtica) mais famoso no que se refere a revelar uma conexao direta entre a
Matemadtica e a Teologia. "Outro assunto [...] é a Logica Matemdtica", de acordo com Kvasz
(2007).

O autor apresenta em seu trabalho cinco exemplos que eram considerados nao passi-
veis de descricdo matemadtica pelos antigos, mas que foram matematizados. Aqui € levada em
conta a Antiguidade tardia, que vigorou de cerca de 284 a 750 depois de Cristo (Antiguidade,
2021). A Matemadtica de tal época é comparada, a partir de cinco termos, com a Matematica
dos séculos XVI e XVIIL.

Na opinido de Kvasz, compartilhada por nds, os vérios aspectos sob os quais a Ma-
temadtica antiga difere da Matematica moderna foram influenciados pela Teologia monoteista.
Em outras palavras, a proposta é que "a Teologia monoteista [...] influenciou de forma indireta

o processo dessa matematizagao" (Kvasz, 2007, p. 120).

O primeiro exemplo trazido pelo autor € o infinito. Esta no¢@o possuia significado
bem mais amplo na Antiguidade: "apeiron", tudo que ndo possuisse fronteira (sem "peras"),
que fosse indefinido ou vago. J4 na Matemdtica moderna, "considera-se infinito [...] como
determinado e inequivoco, e por isso acessivel a investigacdo matematica" (Kvasz, 2007. p.
121).

Dessa maneira, a no¢cdo antiga de "apeiron" foi subdividida em duas na Matematica
moderna: o infinito, que possui lugar na Matemética, e a no¢@o de indefinido, ainda sem lugar

em tal ciéncia.

A nog¢do de acaso também possuia significado mais amplo na Antiguidade: "tyché",
que além de aleatoriedade abrangia a ideia de destino. Com o aparecimento de livros sobre
jogos e apostas, a partir do século XVI, e o desenvolvimento da Teoria das Probabilidades, no
século XVII, a aleatoriedade tornou-se objeto de estudo da Matemadtica, enquanto a nog¢ao de
destino nao.

Em terceiro lugar, € trazida a ideia de incégnito. A mudanca de interpretacdo desta
nocio esté relacionada ao nascimento da Algebra, do drabe "al-jabr", conforme Algebra (2021).
A civilizagdo arabe €, de fato, monoteista, o que refor¢a a tese da conex@o implicita entre a

Teologia monoteista e a Matemdtica moderna.

Para os antigos, a grandeza incdgnita "[...] ndo podia ser manipulada em operacdes
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aritméticas" (Kvasz, 2007, p. 122). Ja na Algebra, temos a ideia basica de representar uma
incégnita por uma letra e realizar com ela as mesmas operagdes matemdticas dos nimeros

ordinarios.

A quarta mudanga ocorreu no entendimento de espaco. Enquanto a nogdo antiga de
vazio (proxima a no¢do moderna de espaco) ndo era passivel de ser estudada, pela Matema-
tica ou por outra ciéncia, por estar onde nada existe, a no¢do matemdtica de espaco passou a
ser utilizada na ciéncia moderna, tendo ele as seguintes caracteristicas: tem trés dimensoes, €

orientavel e é continuo.

Por fim, a ultima diferenca exemplificada por Kvasz é a no¢do de movimento. Anti-
gamente, esta era mais ampla, englobando, além da variacao da posi¢ao no espaco, mudanga de
cor, crescimento e envelhecimento. O que parecia impossivel de ser matematizado foi subdi-
vidido em duas subdreas: a que inclui somente movimento local - Cinematica, introduzida por

Galileu Galilei - e outra mais ampla, incluindo o repouso.

421 Padrbes comuns

As matematizacdes das trés novas dreas da Matemética moderna (Algebra, Teoria da
Probabilidade e Cinematica) e das duas no¢des modernas (infinito e espaco) possuem "varios
aspectos em comum" (Kvasz, 2007, p. 124). Considera-se, aqui, as investigagdes matematicas

dos séculos XVI e XVII, sobre estes cinco novos objetos de estudo.

A primeira caracteristica comum € que todas as nogdes "apeiron”, "tyché", "kenén"
e "kinesis" eram bem mais amplas que as no¢des modernas de infinito, aleatoriedade, espago e
movimento. Distingue-se, atualmente, infinito de indeterminado, aleatoriedade de fato, espagco
de vazio e movimento de mudanga, de forma que "[...] foram separadas partes especificas e
delimitadas, e somente as no¢des mais delimitadas foram matematizadas" (Kvasz, 2007, p.
125).

Outro aspecto em comum € que nas no¢des modernas e restritas de infinito, proba-
bilidade, espago e movimento, ainda é encontrado um pouco de ambiguidade. Entretanto, a
diminuicdo da diversidade de significados ja contribuiu de forma fundamental para a descri-
cdo matemadtica, uma vez que era justamente a ambiguidade de tais no¢des que impedia essa

matematizacdo, ao ver dos matematicos gregos.

A terceira questdo em comum entre as cinco nocdes € a seguinte: no passo que os
matematicos antigos viam a noc¢ao de infinito, por exemplo, como algo obscuro, desorientador,
os medievais associaram o caminho ao infinito ao caminho a Deus. Essa associagdo a Teologia
tornou a nocao de infinito positiva, clara e precisa, ja que Deus € perfeito, apesar de infinito. Tal

ideia tornou-se, pois, ideal a investigagdo matemadtica.
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