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Sobre o curso

Algebra Linear é um ramo da Matematica que surgiu do estudo sistematico de sistemas de
equacoes lineares, tanto algébricas quanto diferenciais. A algebra linear trata de alguns conceitos
e objetos fundamentais da matematica tais como: matrizes, sistemas de equacgdes lineares,
vetores, espacgos vetoriais e transformacdes lineares. Tais conceitos sdo uteis em varias areas
da Matematica, seja explorando seus aspectos mais algébricos, ou levando em conta aspectos
geomeétricos e topoldgicos inseridos na teoria.

Estes assuntos comegaram tomar a forma que hoje os conhecemos em meados do século
XIX, quando muitas nogdes e métodos de séculos anteriores foram abstraidos e generalizados.
De fato, muitas das ferramentas basicas da algebra linear, em especial aquelas relacionadas
com a solugdo de sistemas de equacgdes lineares, datam da antiguidade, como o método de
Gauss (ou eliminagao gaussiana), citado pela primeira vez por volta do século Il d.c., porém tais
ferramentas nao haviam sido isoladas e consideradas separadamente até os séculos XVIl e XVIII.
Por exemplo, somente na virada do século XX, matrizes e tensores foram tratados como objetos
matematicos abstratos e assim estabelecidas suas propriedades de forma mais profunda. O uso
de tais objetos na estatistica, na mecanica quantica e na relatividade geral em muito contribuiu
para a disseminacdo da Algebra Linear para além da Matematica Pura.

A presente disciplina visa apresentar de forma introdutéria os principais elementos da algebra
linear a partir dos seguintes modulos:

e Matrizes;

Sistemas lineares;

Espacos vetoriais;

Transformacdes lineares;

Espagos com produto interno.

O texto basico da disciplina é contemplado com exercicios estrategicamente posicionados, de
tal forma que o conteudo previamente estudado fique bem assimilado em seus conceitos mais
basicos.

Quanto a metodologia, o curso seguira com a seguinte base: estudo da teoria do livro texto,
com o treino através dos exercicios nele contido, e atividades dentro do Ambiente Virtual de
Aprendizagem (AVA), que serao passados para os alunos dentro do periodo de vigéncia de cada
modulo, e que farao parte do processo de avaliagao, assim como as provas presenciais.

Quanto ao cronograma, descrito mais adiante, as 75 horas do curso sao distribuidas nos
modulos de acordo com o numero de semanas, considerando 4 horas de atividades de estudo
da teoria por semana, sendo necessario considerar para cada hora de estudo em teoria pelo
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menos uma hora de estudo através de exercicios. Esse esquema tem por finalidade assegurar
um treino minimo nos maédulos.

As listas de exercicios que serao disponibilizadas no AVA, nas datas citadas na tabela, deve-
rao ser entregues em datas que também serdo apresentadas no AVA para que os tutores possam
corrigir. Desejamos ao caro aluno um 6timo curso, e torcemos para que atinja com sucesso 0s
objetivos da disciplina.
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Modulo 1

Matrizes e Sistemas

Lineares

Ao final deste modulo o leitor estara familiarizado com os seguintes conceitos:

>

>

>

>

>

Matriz;

Matriz quadrada;

Matriz simétrica e antissimétrica;

Matriz inversa;

Sistema linear possivel determinado ou possivel indeterminado;

Sistema linear impossivel.

"

Leitura

Complementar

O leitor interessado em aperfeicoar e ampliar seus conhecimentos nos assuntos tratados neste

maodulo encontrara o suporte necessario nos seguintes textos: [1, 2, 6].

Algebra Linear
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Adicao de Matrizes

Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:
> Compreender o conceito de matriz.
> ldentificar se uma matriz € retangular, quadrada, linha, coluna, nula ou diagonal.

> Fazer a adicao e a subtracao de matrizes.

Nesta primeira seg¢do, veremos como representar uma matriz e como sao definidas certas
matrizes especiais.

Quando falamos em matrizes, o que lhe vem a mente? Certamente a resposta € um quadro, ou
tabela, formados por numeros. Bem, a definigdo de matriz passa por isso mesmo, como veremos
na definicdo a seguir.

Definigdo 1 (Matriz ). Chamamos de matriz de ordem m por n um quadro com m linhas e n colunas
cujos elementos, que podem ser ntmeros, fungoes, etc., estao dispostos em m linhas e n colunas,

como abaixo

a;i; Qa2 aiz ... Qip
ag1 QA22 A23 ... Q2n
a31 A3z 33 ... Qa3p
Am1 Am2 Qm3 ... Qm;p

Em geral, denotamos uma matriz por uma letra maiuscula, por exemplo A, M ou I. E escrevemos
“A € uma matriz m x n", para dizer que A tem ordem m por n, lembrando que m denota o numero
de linhas e n o numero de colunas da matriz. Para efeito de simplificacdo, usa-se também a
notagdo A, ) ou A,,«,, para dizer que A € uma matriz de ordem m por n.

Outra notacao importante € a representacdo dos elementos de uma matriz, que também sao
chamados de entradas. Se A é uma matriz m x n, denotam-se os elementos, ou entradas, de A
por a;;, onde o primeiro indice, 7, indica a linha, e o segundo indice, j, a coluna a que o elemento
a;; pertence. Usando esta notagéo, pode-se representar uma matriz por A = (a;;), ou ainda,
A =[a;;],onde i variade 1Tam (istoé,i=1,2,...,m),ejvariade1an(istoé, j=1,2,... n).

De agora em diante, representaremos uma matriz B por (b;;), uma X por (z;;) € assim por diante.

Denota-se o conjunto das matrizes A,,., com entradas reais por M,,,,(R). Ja o conjunto das
matrizes A,,x, cujas entradas sdo numeros inteiros, € denotado por M,,,.,(Z), etc.

16 Algebra Linear



Neste material, em geral, vamos trabalhar com matrizes em M,,,..,(R).
A seguir veremos como chamamos algumas matrizes com caracteristicas especiais.

Matriz coluna: Uma matriz de ordem m por 1 é chamada de matriz coluna.

Por exemplo, a matriz € uma matriz coluna.

Matriz linha: Uma matriz de ordem 1 por n € chamada de matriz linha.

A matriz ( 3 1 -2 ) € um exemplo de matriz linha.

Matriz retangular: E uma matriz de ordem m por n com m # n.

) 1 =1 0 cosf . )
A matriz € uma matriz retangular.

cos# 3 0 send
Matriz quadrada: E uma matriz na qual o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas, ou

seja, € uma matriz de ordem n por n.

1 0 1
Amatriz | 9 2 —2 | €uma matriz quadrada.

4 3 7

4

@

Observacao. Quando nos referirmos a ordem de uma matriz quadrada n x n, diremos

simplesmente que ela tem ordem n.

Algebra Linear 17



Duas definigbes importantes no estudo de matrizes relacionada a matrizes quadradas sao as
seguintes.

Definicdo 2. Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. Os elementos a;;, com i = j, ou
seja, ay, as, . . ., a,,, S80 chamados de elementos principais e constituem a diagonal principal
da matriz A.

-1 83 0
: i : 3 2 .
Por exemplo, a diagonal principal da matriz é formada por 1,3,0 e —7.
7 2 0 —4
0 2 1 =7

Definicdo 3. Seja A = (a;;) uma matriz quadrada de ordem n. O trago de A, denotado por tr(A),
€ a soma dos elementos da diagonal principal de A, ou seja,

-1 8 0
Por exemplo, o trago da matriz 4 3 2 | édadopor:tr(A)=—-1+3+1=3.

0 21

Matriz diagonal: Uma matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, € chamada de matriz diagonal se
os elementos a,; sdo iguais a zero se i # j.

10 0

Amatriz| 0 5 0 € um exemplo de matriz diagonal.

0 0 -1

Matriz triangular: Uma matriz quadrada A = (a;;), de ordem n, é chamada de matriz triangular
superior se os elementos a,; sdo iguais a zero se i > j. No caso em que os elementos a;; s80
iguais a zero se j > ¢, dizemos que a matriz quadrada A = (a;;) € uma matriz triangular inferior.

18 Algebra Linear



1 0 0 0
6 1 3
: - : . : 0 0 0 f_ . .
AmatrizA=| 0 —2 7 | étriangular superior. Jaa matriz B = e triangular
9 2 -3 0
0 0 8
10 0 8 2

inferior.

Matriz nula: Uma matriz A = (a;;) € chamada de matriz nula se todos os seus elementos a;; séo
iguais a zero. Em geral, denota-se uma matriz nula simplesmente por 0.

Um exemplo de matriz nula € a matriz

Além das matrizes que definimos até o momento, uma em particular € muito importante tanto
no estudo de matrizes quanto para todo o decorrer deste curso. A matriz a que estamos nos
referindo é a matriz identidade que € definida da seguinte maneira.

Matriz identidade: Uma matriz diagonal que possui todos os elementos de sua diagonal iguais
a 1 é chamada de matriz identidade. Se esta matriz tem ordem n a denotamos I,,. Ainda pode-se
denota-la por 1;, ou simplesmente por /.

1 000
, , . . 10 0100
Exemplos de matrizes identidade sao I, = el,=
0 1 0010
0001

TOME NOTA. Note que, para uma matriz ser uma matriz identidade ela antes tem que ser
uma matriz diagonal, que por sua vez tem que ser uma matriz quadrada. Portanto, uma

matriz identidade é antes de tudo uma matriz quadradal!

Uma observacao importante que nao pode ser deixada de lado € a seguinte.

Algebra Linear 19
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Observagao. Duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), ambas de ordem m por n, sado iguais

se a;; = b;;, para quaisquer ¢ e j.

, 72 0 -3 720 -3
Por exemplo, as matrizes A = e B
1 8 3 1 1 8 3 1

72 0 =3 72 0 -3

1 83 1 1 83 1

sao iguais, isto €,

E perfeitamente possivel definirmos operacdes que envolvam matrizes. Nesta secdo, vamos
definir a adicdo, e como consequéncia a subtragcdo, de matrizes. Na proxima secao veremos
como definir o produto de uma matriz por um escalar e o produto de duas matrizes.

Adigao e subtragdo de matrizes: Sejam A = (a;;) € B = (b;;) duas matrizes m x n. A soma de
A e B é uma matriz C' = (¢;;) de ordem m x n, tal que ¢;; = a;; + b;;, para quaisquer i e j. E a
diferenca A — B sera a matriz C = (¢;;) também m x n, tal que ¢;; = a;; — b;;, para quaisquer i e j.

TOME NOTA. Note que a adicao e a subtracao de duas matrizes s6 podem ser feitas se

ambas as matrizes possuem a mesma ordem.

A seguir, vemos alguns exemplos de adi¢cao e subtragao de matrizes.

Exemplo 1.
0 2 -2 1 04+(-2) 241 -2 3
1 -1 N 1 1 _ 1+1 —1+1 _ 2 0
3 0 -1 2 3+(-1) 0+2 2 2
-5 7 3 —4 —5+3 T+(—4) -2 3
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Exemplo 2.
1 -1 0 2 0 4 1-2 -1-0 0—-4 -1 -1 —4
3 6 2 -5 3 1 3—(-5) 6-3 2-1 8§ 3 1

Finalizamos esta sec¢do introduzindo propriedades fundamentais a respeito da adicao de matri-
zes.

Propriedades da adicdo de matrizes: Sejam A = (a;;), B = (b;;) € C = (¢;;) matrizes m x n
quaisquer, e 0 a matriz nula de ordem m x n. Entdo séo validas as seguintes propriedades:

1) A+ (B+C)=(A+ B) + C, ou seja, a adigdo de matrizes é associativa.

2) A+ B =B+ A, isto é, a adicdo de matrizes € comutativa.

3) A+ 0= A, amatriz nula 0 é o elemento neutro com respeito a adicao de matrizes.

4) —A+A=A—A=0,isto & amatriz —A é a matriz inversa da matriz A com respeito a adigao.
Utilizando as definicdes de adi¢cao a subtracdo de matrizes nao € dificil mostrar a veracidade das
quatro propriedades acima. Deixaremos a cargo do leitor, como exercicio, comprovar que tais

propriedades sao realmente validas.

Seguindo os exemplos feitos nesta sec¢ao, faga os exercicios a seguir para uma melhor fixagao
do conteudo estudado.

EXERcCIicCIOS

2 a-—1 2 3
1. Dadas as matrizes A = eB = , encontre a e b de modo que

-1 b +1 —1 10
as matrizes A e B sejam iguais.

3 8
. : _ r+1 9°

2. Sera que existem z e y de modo que as matrizes M = eN=1]110
1 0

11

sejam iguais? Justifique.

3. DadasasmatrizesA:(Q -1 ),B:<0 1)eC:(_2 0),calcuIeA+B,A+(B—
C)eB—(C—-A).

Algebra Linear 21



4. Faga o mesmo que no exercicio anterior para os casos em que A =

-1 -2 1 6

0 1 0 O
B = e(C =

1 7 -1 2

-3 4 8 5

22
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Produto de Matrizes

Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:
> Calcular o produto de uma matriz por um escalar.

> Calcular o produto de duas matrizes.

Comecaremos esta secao definindo o produto de uma matriz A por um numero real a. Na
linguagem de matrizes, como na de vetores que veremos mais a frente, o numero real o sera
chamado de escalar.

Produto de uma matriz por um escalar: Sejam a um escalar e A = (a;;) uma matriz m x n. O
produto de A por o € uma matriz B = (b;;) também m x n tal que b;; = ca;; para quaisquer i e j.

Costuma-se denotar por aA = (aa,;) a matriz que € o produto do escalar « pela matriz A.

Por exempilo,

2 -1 0 3 42 4.(-1) 40 4.3 8 —4 0 12
1 0 -2 1 4.1 4.0 4.(-2) 41 4 0 -8 4
O produto de uma matriz por um escalar satisfaz as seguintes propriedades.

Propriedades do produto de uma matriz por um escalar: Sejam o e 3 escalares, e A e B
matrizes m x n quaisquer. Entdo sdo validas as seguintes propriedades:

1) (aB)A = a(BA)

2) (a+ B)A=aA+ BA
3) a(A+ B) = oA+ 3B
4)1.A=A

Vamos mostrar somente a segunda propriedade. As demais podem ser mostradas de forma
analoga e serao deixadas como exercicio para o leitor.

Vejamos que dados dois escalares o e 5, e uma matriz A = (a;;), de ordem m x n, quaisquer,
entdo (o + 5)A = aA + SA.

De fato, (a + ) A é, por definigdo, uma matriz B = (b;;), onde b;; = (« + ()ay;.

Algebra Linear 23



Agora, (Oé + ﬁ)ai]’ = Qa4 + BCLZ']'. Assim, bz’j = 0 —+ BCLZ']'. Sendo oA = (OZCLZ']'> e 614 = (BCLZ']'),
entdo, por definicdo de soma de matrizes, segue que B = a A+ A. Portanto, (a+3)A = aA+[A.

Dadas duas matrizes A e B sera que sempre € possivel fazer o produto de A por B? Sera que o
produto de A por B € igual ao produto de B por A? A partir de agora vejamos como responder
estas e outras questdes relacionadas ao produto de matrizes cuja definicao é dada abaixo.

Produto de matrizes: Sejam A = (a;;) uma matriz m x n e B = (b;;) uma matriz r x s. De-
finimos o produto de A por B, e denotamos A.B, ou simplesmente AB, da seguinte maneira:
primeiramente, temos que ter n = r, esta condicdo € necessaria para se definir o produto de
duas matrizes; sendo n = r, o produto A.B sera a matriz C = (¢;;), de ordem m x s, tal que

Cij :aﬂblj—|—az‘2+b2j+ai3b3j+...+ambnj, com: = 1,2,...,mej = 1,2,...,8.
1 2 ) 1.5+ 2.6 17
Exemplo 3. : = =
3 4 6 3.54+4.6 39
1 1 -1
2 -1 0 5 2 0
Exemplo 4.
3 =2 4 1 3 —4 7
9 1 0

0.14+254+(-1).3409 01+22+(-1).(—4)+0.1 0.(-1)+2.0+(-1).7+0.0
314 (-2)5+43+19 31+ (-2)2+4.(-4)+1.1 3.(-1)+(-2).0+4.7+1.0

7T 8 =7
14 —-16 25

TOME NOTA. Note que em geral, nao temos a igualdade AB = BA. Primeiro que para
ambos os produtos existam é necessério, pela definicao de produto de matrizes, que A seja
uma matriz m X n e que B seja uma matriz n X m. Segundo, mesmo que isso ocorra,

podemos nao ter AB = BA, como veremos nos exemplos a seguir.
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1 0 =2

0 2 1
Exemplo 5. Sejam A = eB=| 0 -1 4 |.Entao,
3 0 -1
3 5 2
1 0 =2
0 2 1
AB = 1 0 -1 4
3 0 -1
3 5 2
0.1+20+1.3 0.0+2.(=1)+15 0.(—2) +24+1.2 3 3 8
31400+ (=1).3 3.0+0.(=1)+(=1).5 3.(-2)+04+ (—1).2 0 -5 —8

Agora, o produto BA nao existe, ja que B € uma matriz 3 x 3 e A € uma matriz 2 x 3.

1
Exemplo 6. SejamA=| 2 | eB= ( -3 0 5 ) Assim,

4
1 1.(=3) 1.0 1.5 -3 0 5
AB=1| 2 .(_3 0 5): 2.(-3) 20 25 | =] -6 0 10 [ queé uma matriz3 x 3.
4 4.(—3) 4.0 45 —12 0 20
1
BA:(_g 0 5). 2 :((—3),1+0.2+5.4>=(17)queéumamatrizl><1.

Note que tanto AB quanto BA existem, mas claramente AB é diferente de BA.

0 1 1 -1
Exemplo 7. Sejam A = eB= . Entéo,
1 -1 0 2

s [0 1 -1\ [ 01410  o(-D+12 | [0 2
M 1/ Vo 2 ) \iieeno 2] \1 -3
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s [1 1 0 1 1.0+ (=1).1 1.1+ (=1).(=1) 12
o 2 ) \1 -1 0.0+21  0.1+2.(-1) 2 -2

E temos mais um exemplo onde AB # BA.

Portanto, podemos dizer que a multiplicagdo de matrizes ndao € comutativa.

Mas existem matrizes A e B tais que AB = BA. Um exemplo 6bvio € quando B = A. Outro
exemplo € quando A é uma matriz quadrada de ordem n e B = I,,, neste caso tem-se Al, = I, A.
Além disso, usando a definicao de produto de matrizes, mostra-se que Al, = I,A = A.

-1 0 1
Considere as matrizes A = e B=
1 0 -1 3
. 3 —1 0 1 3.0+ (—=1).(-1) 3.1+ (-1).3 10
Entdo, AB = ) = =
1 0 -1 3 1.0+ 0.(—1) 1.140.3 01
0 1 3 —1 0.3+1.1 0.(—=1)+ 1.0 10
-1 3 1 0 (=1).34+3.1 (—=1).(=1)+3.0 01

Ou seja, temos que AB = BA = I».

Matriz inversa: Dada uma matriz quadrada de A de ordem n. A matriz B (quando existir) tal que
AB = BA = I,, € chamada de matriz inversa de A. Veremos que se uma matriz A possui inversa
esta sera Unica. Diante disso denotamos a inversa da matriz A por A~1.

Falaremos mais sobre matriz inversa nas aulas seguintes, onde veremos suas propriedades e
como encontra-la. Mas adiantamos que nem todas matrizes possuem uma inversa. Note na
definicdo acima que uma condi¢gdo necessaria para uma matriz A ter uma inversa é que A seja
uma matriz quadrada. Porém, veremos mais adiante que esta condi¢cao nao é suficiente, isto €,
existem matrizes quadradas que nao possuem inversa.

Apesar de ndo ser comutativo o produto de matrizes satisfaz algumas importantes propriedades
que vemos a seguir.

Propriedades do produto de matrizes:

1) Sejam A, B e C' matrizes de ordem m x n, n x p € p x r, respectivamente. Entao,
(AB)C = A(BC);
26 Algebra Linear




2) Sejam A, B e C' matrizes de ordem m x n, m x n € n x p, respectivamente. Entao,
(A+ B)C = AC + BC;,

3) Sejam A, B e C matrizes de ordem m x n, m X n € p x m, respectivamente. Entao,
C(A+B)=CA+(CB;

4) Se A € uma matrizes de ordem m x n, entdo I,,A = Al,, = A;

5) Sejam A e B matrizes de ordem m x n, n x p, respectivamente. Entao, para todo numero «
tem-se: (0 A)B = A(aB) = a(AB).

Novamente deixaremos a cargo do leitor a verificagdo das propriedades acima.

Seguindo os exemplos feitos nesta sec¢ao, faca os exercicios para uma melhor fixagao do produto
de matrizes.

EXERCICIOS

2 -1
_ -1 3 0 1 4

1. Sejam A = , B = ,C =
1 2 1 -2 7

5 0
2 4 |eD= 1 5 . Em cada
1

-1 0 3
um dos itens abaixo encontre o produto pedido ou diga, justificando, que ndo é possivel

fazé-lo.

c) A(C + D)
d) B(C + D)
e) (C+D)B
f) A(BC)

g) B(AC)
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2 —1 r z
2. Dadas as matrizes A = ( ) eB= ( ) . Determine os valores de z,y,z e w
0 2 Yy ow

para que AB = I>.

1
_ 0 25 o
3. Sejam A = ( ) B=1]2 |eC= ( 3 4 ) Verifique que A(BC) = (AB)C.
-1 10
3

4. Mostre as cinco propriedades do produto de matrizes dadas no final desta secéo.
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Matrizes Transposta, Simétrica e Ortogonal
Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:

> Encontrar a transposta de uma matriz.

> Compreender as propriedades da matriz transposta.

> ldentificar matrizes simétricas, antissimétricas e ortogonais.

Vamos comecar esta secao definindo a transposta de uma matriz.

Matriz transposta: Seja A = (a;;) uma matriz m x n. A matriz transposta de A, denotada por
AT ou A', € uma matriz n x m obtida, a partir de A, trocando as linhas pelas colunas de mesmo
indice. Ou seja, se A = (a;;), entdo a matriz transposta de A ¢ definida por A” = (a;;).

-1 9
. -1 2 0 3 . 2 17
Exemplo 8. a) Seja A = . Entdo, AT =
9 17 11 8 0 11
3 8

ai;; a2 a3
Q11 A21 Q31 QA4
ag1 A2z Q23 o
b) Se A = ,entdo AT = | ay ag ase asm
ag1 asz Aass
@13 Q23 A33 A43
g1 Q42 Q43

—_

c)Se B = ,entéoBT:(l 2 3 4).

I \V]

Temos algumas propriedades que podem ser uteis quando tratamos de matrizes transpostas.
Tais propriedades sao as seguintes.

Propriedades da matriz transposta:

1) (A+ B)T = AT + BT, onde A e B s&o matrizes m x n.
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2) (aA)T = a AT, sendo A uma matriz qualquer.

3) (AT)T = A, sendo A uma matriz qualquer.

4) (AB)T = BT AT, onde A € uma matriz m x n e B é uma matriz n x m.

Primeiramente, vejamos a validade de 1), isto é, (A + B)" = AT + B”. De fato, sejam A = (a;;)
e B = (b;;) matrizes m x n. Entdo, pela definicdo de soma de matrizes, A + B = C = (¢;;), onde
cij = a;; + by;, para quaisquer i e j. Agora, (A + B)T = CT = (¢;;), com ¢j; = aj; + bj;, OU seja,

CT = AT + BT. Logo, (A + B)' = AT + BT.

Agora, vejamos que (aA)" = a AT, onde A = (a;;) € uma matriz m x n. Pela definigdo de produto
de uma matriz por um escalar, temos oA = («a;;). Assim, segue que (aA)” = (aa;;) = aAT.

Deixaremos a verificacao das propriedades 3) e 4) como exercicio.

Matriz simétrica: Uma matriz quadrada A = (a;;) € uma matriz simétrica se A” = A, ou seja, se
a;j = a;; para quaisquer i e j.

1 3 1 3

Exemplo 9. a) A matriz A = é simétrica, ja que AT = = A.
3 1 31
2 —4 0 2 —4 0

b)AmatrizA=| —4 1 16 | ésimétrica,pois AT =| —4 1 16 | = A.
0 16 5 0 16 5

TOME NOTA. Uma propriedade interessante envolvendo uma matriz quadrada e sua trans-
posta é a seguinte: seja A uma matriz quadrada, entdo A.AT ¢ uma matriz simétrica, ou

seja, A.AT = C, onde C' é uma matriz simétrica.

De fato, suponha que A = (a;;) seja uma matriz quadrada de ordem n. Entdo, A" = (a;;) que
também é uma matriz quadrada de ordem n. Pela definicado de produto de matrizes, temos que
A.AT = C, com C = (¢;;) quadrada de ordem n € ¢;; = ajaj1 + Ginajo + aizajs + . . .+ Qinaj,. Assim,
vemos que c¢;; = ¢;;, € portanto C = CT. Logo, A.AT = C' é simétrica.
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0 2 1 0 3 4
Exemplo 10. SejaA=| 3 —1 5 |.Entdo, AT=1] 2 —1 0

4 0 8 1 5 8
Logo,
0.0+22+1.1 0.3+2.(-1)+15 0.4+20+18 5 3 8
AAT =1 30+ (-1)2+51 33+ (=1).(-1)+55 34+ (-1).0+58 | =| 3 35 52 |,
4.0+02+8.1 4.340.(—1)+85 4.4+0.0 +8.8 8 52 80

que é uma matriz simétrica.

Matriz antissimétrica: Dizemos que uma matriz quadrada A é antissimétrica se A = —A”.

0 3 0 -3
Exemplo 11. a) A matriz M = ¢ antissimétrica, ja que MT = = —M.
-3 0 3 0
0 1 =5 0 -1 5
b)AmatrizB=| —1 0 —7 | éantissimétrica, pois BT = 1 0 7 |=-B.
5 7 0 -5 =70

TOME NOTA. Note que se A = (a;;) ¢ uma matriz antissimétrica, entao ela é uma matriz
quadrada com os elementos da diagonal principal sendo todos nulos e os elementos dispostos

simetricamente em relacao a diagonal principal sendo opostos.

Matriz ortogonal: Uma matriz A é chamada de matriz ortogonal se A~! = AT, ou seja, se
AAT = AT A = 1,

) . cos) —senb . cosf senf
Exemplo 12. Considere a matriz G = . Entéo, GT = )

senl  cosf —senfl cos0
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cos —send cosf senb

Logo, G.GT = .
senfl  cosf —senfl cos@
cos? 0 + sen?6 cos Bsenl — senf cos 0 10
senf cos ) — cos Osend sen?d + cos® 0 0 1

Portanto, G é uma matriz ortogonal.

Seguindo os exemplos feitos nesta sec¢ao, faga os exercicios para uma melhor fixacao das defi-
nicoes e propriedades estudadas.

EXERCICIOS

1. Determine a matriz transposta de cada uma das matrizes abaixo.

1 8
a)A=1] -3 0
5 2
0 6
2 =7
b)M=1 2 1
4 1
5 D

001 -1 3 00
100 -1 -5 4 8

C) H=

P11 P12
d)P: D21 P22

P31 P32
0 1 3 2
2.SelamM=| 2 -1 |eN=| -3 0 |, calcule.
4 5 1 3
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a) (M + N)T

b) (2.M)7

c) (MN)T

. Diga quais das matrizes abaixo s&o simétricas ou antissimétricas.

o -1 -1 1

1 0 0 1
a) A=

1 0 0 -1

-1 -1 1 0

1 2
b)B=| 2 0

01

1 —4
c)C =

—4 0

0 9 1
d)D=]9 0 -2

1 -2 0

. Diga qual das matrizes abaixo é ortogonal. Jusifique.

a)C =

S s
sl S

I
—_
)

=~ o=
w

| =
AN
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)W =

cos 0
senb

0

—senf 0
cosf 0
0 1

34

Algebra Linear



Escalonamento de Matrizes

Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de escalonar uma matriz quadrada de ordem m x n.

Nesta segao vamos descrever um processo muito util no tratamento ndo s6 de matrizes,
que nos ajuda a calcular o determinante de uma matriz de ordem n, mas também a solugao
de sistemas lineares, como veremos mais adiante. Tal processo utiliza operagdes chamadas
elementares de matrizes e é chamado de escalonamento ou triangulacao de matrizes. Antes,
porém, vamos definir alguns conceitos importantes que justificam este processo.

Dependéncia e independéncia linear de linhas e colunas de uma matriz

Seja A = (a;;) uma matriz m x n. Vamos representar a linha : de A por:
Li=lan g ag ... ap ],

onde, paracadai=1,2,...,m, L; sera uma matriz 1 x n.

Uma combinacao linear de & linhas de A sera qualquer expressao do tipo
L= al-Lil + OZQ.LZ‘2 + ...+ ak~Lik

onde o; € R, paratodoi=1,2,...,k,ei; € {1,2,...,m},paracada j =1,2,...,k.

Note que se Ly =[000 ... 0] for uma matriz nula, entdo tomando «; = 0, para todo
1=1,2,...,k, temos que

i

Considerando a expressao Ly = ay.L;, + as.L;, + ... + ay.L;,, S€ a unica possibilidade de

()
obtermos esta igualdade for quando «; = 0, paratodoi = 1,2, ..., k, entdo dizemos que as linhas
L;,Li,,...,L; séo linearmente independentes. Agora, se a igualdade for valida para pelo
menos um «; diferente de zero, entdo dizemos que as linhas L;,, L ., L;, sao linearmente

dependentes.

119

1'27..

Z‘l,LZ'Q,...,LZ‘k Sao

TOME NOTA. Note que se uma das linhas L, for igual a Ly, entao L

linearmente dependentes.
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De fato, sem perda de generalidade, suponhamos que L;, = L. Assim,

LQ = Ozl.Lil + 0.Li2 + ...+ Ole = Oél.Lo + 0.Li2 + ...+ 0.L;

1k

onde «; pode assumir qualquer valor real.

Analogamente, podemos definir dependéncia e independéncia linear do ponto de vista das
colunas de uma matriz. Um fato importante é que o numero maximo de linhas linearmente inde-
pendentes em uma matriz A € igual ao numero maximo de colunas linearmente independentes
de A.

Algumas propriedades da dependéncia e independéncia linear sdo as seguintes:
1) A dependéncia ou independéncia linear das linhas de uma matriz ndo se altera se trocar-

mos a ordem dessas linhas.

2) Se L;,, Ly,, ..., L;, sao linearmente dependentes, entdo L; , L,, ..., L;,, L;, ., também sdo
linearmente dependentes. Ou seja, acrescentar uma linha em um conjunto linearmente depen-
dente mantém a dependéncia linear.

Q99 * 129 ¢ ()

3)Se L;,, Liy, . .., L;, séolinearmente dependentes (independentes), entéo L;,, Li,, ..., a.L;, . ..

também é linearmente dependente (independente) se a # 0. Ou seja, multiplicar uma das linhas
por um escalar ndo nulo mantém a dependéncia (independéncia) linear.

4) Se L;,Liy,..., L ,...,L;.,...,L; sa@o linearmente dependentes (independentes), entéo
Liy, Liyy ...y Ligy .. s Li, + Ly, , . .., Ly, também € linearmente dependente (independente). Ou seja,
somar uma das linhas a uma linha mantém a dependéncia (independéncia) linear.

(ZEN

5) As linhas de uma matriz triangular (superior ou inferior), com os elementos da diagonal
principal diferentes de zero, sao linearmente independentes.

Definigao 4. A caracteristica ou posto de uma matriz A € o nimero maximo de linhas de A que
sdo linearmente independentes.

Como o numero de linhas linearmente independentes é igual ao numero de colunas line-
armente independentes, podemos calcular o posto de uma matriz tanto por linhas como por
colunas.

Definicao 5. Dizemos que duas matrizes A e B sado equivalentes, indicamos A ~ B, se ambas
possuem a mesma ordem e tém 0 mesmo posto.

Observamos que, se A € uma matriz triangular, entdo o posto de A é igual ao numero de
elementos da diagonal principal que sao diferentes de zero.
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O processo de escalonamento de uma matriz A consiste obter, a partir de A, uma matriz B,
equivalente a A, na qual figure uma matriz triangular superior ou inferior da maior ordem possivel.
Este processo utiliza operagdes elementares, as quais veremos a seguir.

Ly
Ly . . . .
Suponha que A = _ ,onde Ly, L, ..., L, sao as linhas da matriz A de ordem n x m. Entao,

Ly,
chamaremos de operacoes elementares de A as seguintes:

1) Permutar duas linhas, ou seja, trocar as linhas L, e L;, com i # j, de lugar;
2) Multiplicar uma linha por um numero diferente de zero;

3) Substituir uma linha por uma linha formada pela soma da linha que esta sendo substituida
com uma outra linha da matriz previamente multiplicada por um numero diferente de zero, ou
seja, substituir L; por L; + k.L;, com k # 0.

Observamos que, de forma analoga, as operagdes elementares também sao definidas sobre
as colunas da matriz.

O processo de escalonamento possui varias etapas, onde, em cada uma delas, vamos anu-
lando as entradas abaixo (ou acima) da diagonal principal de uma submatriz quadrada de maior
ordem possivel, ou da diagonal principal da prépria matriz no caso de a matriz a ser escalonada
seja quadrada.

Vejamos como fazer o escalonamento de uma matriz ndo nula A = (a,;) de ordem m x n.

a1 12 N AT

. Qg1 A22 ... Q2qp
Seja A =

m1 Am2 ... Gmp

Suponhamos que a;; # 0. Se a;; = 0, basta trocar linhas ou colunas de forma a colocar
um elemento nao nulo na posicao de a;;. O primeiro passo é adicionar a primeira linha a todas
as outras restantes, multiplicada por fatores de forma que anulem todos os elementos seguintes
da primeira coluna que estao abaixo de a,;. Dessa forma, obtemos a matriz abaixo, que é
equivalente a matriz A,

apy a2 ... Qip

0 ax A2n
~ A

0 Am2 Qmn
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A seguir, procedemos com a,; em relagdo a segunda coluna, como procedemos com a;; em
relagao a primeira coluna. Dai, obtemos a matriz

aj; G2 a3 ... Qip
0 g2 Q23 ... QAgpn
0 0 ass ... Qpn ~ A
0 0 amsz ... Qmn

E assim, procedemos de modo analogo para os restantes a;; até que o escalonamento termine
ou porque nao ha mais linhas ou porque as linhas que existem sao todas formadas por zeros. A
matriz ao final do processo, dada abaixo, tera uma forma onde nela figure uma matriz ou uma
submatriz triangular da maior ordem possivel com elementos principais n&o nulos.

ai; a2 a1z ... Qg ... Qip
0 Q99 Q23 ... Q9 ... Q9n
0 0 ass ... agzr ... Q3p
~ A
0 0 0 ce. Q4 ... Q4p
o o0 0 ... ... 0

Ao final, podemos dividir cada linha i, onde a;; for ndo nulo, por a;;, de modo a ter 1 no lugar
destes ay;.

Vejamos como fazer o escalonamento através de exemplos.

2 4 -1
Exemplo13. SejaA=| 0 -3 2

1°) Temos que a;; = 2. Como a entrada a»;, logo abaixo de a4, é igual a zero, o primeiro passo
(ou etapa) é substituir a linha 3 pela linha 1 multiplicada por (—3) e somada pela linha 3. Vamos
representar esta operacao por: Ly — (—3).L; + Ls. Assim, obtemos a matriz

2 4 -1
0 -3 2
0 —-11 3

Por praticidade, escrevemos este procedimento como:
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2 4 -1 2 4 -1
A= 0O -3 2 L3 — —3.L1 + L3 ~ 0 -3 2

2°) Tendo a primeira coluna no modo desejado, o proximo passo € deixar o elemento as, igual a

. . . 11 . .
0. Para isso basta multiplicar a segunda linha por 3 e somar com a terceira. Assim, obtemos

2 4 -1 2 4 -1
11
0 -3 2 Ly — —?.LQ +Ls~ ] 0 =3 2
13
0 —-11 3 0 0 -

E o processo acaba, ja que chegamos a uma matriz na forma desejada. Caso quiséssemos
deixar os elementos principais iguais a 1, bastaria multiplicar a primeira linha por 5 a segunda

1 , 3 .
por —-ea terceira por - Assim, temos

2 4 -1 12_%
A~1 0 =3 2 ~01_§
0 0 13 00 1

3

De forma resumida escrevemos da seguinte maneira:

2 4 -1
A= 0 -3 2 L3 — —3L1 -+ L3

11
~ 0 -3 2 L3 — _E-LQ + Ls

0 —-11 3
2 4 -1 Ly — 5.1, 12 —3
13 \
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03 2 -1
Exemplo14. SejaA=| 2 8 0 4 |.Vamos escalonar a matriz A.

15 -1 2

1°) Note que a;; = 0 € que a3; = 1. Assim, vamos trocar as linhas 1 e 3 de posi¢éo. Poderia-

mos também trocar as linhas 1 e 2, ja que ay; = 2 # 0. Entéo, temos que:

03 2 -1 15 -1 2
28 0 4 ~128 0 4
15 -1 2 03 2 -1

2°) Agora, substituindo a linha 2 pela linha 1 multiplicada por —2 e somando com a linha 2

1 5 -1 2 1 5 -1 2
temos: 2 8 0 4 ~ 0 -2 2 0
03 2 -1 0 3 2 -1

Logo, a primeira coluna esta na forma desejada.

1 5 -1 2 15 -1 2

- . 1
3°) Multiplicando a linha 2 por —5 temos | 0 -2 2 0 ~1 01 -1 0
0o 3 2 -1 03 2 -1

4°) Substituindo a linha 3 pela linha 2 multiplicada por —3 e somada com a linha 3, temos
1 5 -1 2 1 5 -1 2
01 —1 0 ~1 01 -1 O
03 2 -1 00 5 -1

, . . 1
Finalmente, multiplicamos a linha 3 por o e obtemos
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2 1 4
1 1 0
Exemplo 15. Seja M = 0 2 3 |,escalone amatriz M.
-1 4 -5
3 2 6

Vejamos. Escrevendo resumidamente, temos:

2 1 4
1 1 0
Li— Ly
0 2 3
L2 — L1
-1 4 =5
3 2 6
1 1 0
2 1 4 Ly — —2.Ly + Ly
~ 0 2 3 Ly— Li+ Ly
—1 4 -5 L5 — —3L1 + L5
3 2 6
1 1 0
L2 — - 1L2
0 -1 4
Ly — 2.Lo+ Ls
~10 2 3
L4 — 5L2 + L4
0 5 =5
Ly — —1.Ly + Ls
0 -1 6
11 0
01 —4
1
~ Ly — —.L
0 0 11 3 11 ls
0 0 15
00 2
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11 0
01 —4
Ly — —15.L3+ Ly
~ 00 1
Ls — —2.Ls + Ls
0 0 15
00 2
11 0
01 —4
~1 00 1
00 O
00 O
Portanto,
1 1 0
01 —4
M~100 1
00 O
00 O

Seguindo os exemplos feitos nesta secao, faga os exercicios para uma melhor fixagdo do método
de escalonamento.

EXERCICIOS

1. Escalone cada uma das matrizes abaixo.

1 2 -1
aA=|0 1 2
3 -1 1
2 —1 4
0 0 1
b) B =
6 1 3
-1 1 2
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2 020
-2 2 21
1

c)C =

-1 4
2
1

1
10 -2 3
2 4 0

01
31
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-1 0 O

4 2

0 0 0 2 2
-2 0 6 2

—1
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Inversao de Matrizes

Ao final desta sec¢ao vocé devera ser capaz de encontrar a inversa de uma matriz quadrada.

Nesta secado apresentaremos um método para se obter a inversa de uma matriz. Antes porém,
vejamos importantes definicoes e propriedades relacionadas a matriz inversa.

Matriz Singular e Nao-Singular: Chamamos uma matriz quadrada A de singular se o determi-
nante de A for nulo, ou seja, se det(A) = 0. Caso contrario, dizemos que a matriz A € ndo-singular
(ou regular).

-1 3
Exemplo 16. A matriz A = € uma matriz singular.
-2 6
. . sy, .
Ja amatriz B = € nao-singular.

4

4

Observacao. Se A é uma matriz singular, entao ela nao possui inversa. Mas, se A é
nao-singular, entao ela possui inversa. Lembre que det(I) = 1 e que se A possui inversa,
entdao A At =1.

Propriedades da matriz inversa:
1) Se uma matriz A admite inversa, entao esta inversa € unica.

2) Se A é uma matriz ndo-singular, entdo sua inversa A~! também é nao-singular. Além disso, a
inversa de A~! é A, ou seja, (A71)~! = A.

3) A inversa da matriz identidade I é ela mesma, ou seja, I~ = I.
4) Se a matriz A é ndo-singular, entdo A” também é n&o-singular. Além disso, (A~!)” é ainversa

de AT,
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5) Se A e B sao matrizes ndo-singulares de mesma ordem, entdo o produto AB também é uma
matriz ndo-singular e (AB)~! = B~1A~L.

Demonstracdo. 1) Suponhamos que A admite inversa e que B e C' sao duas inversas de A.
Vejamos que B = C'. De fato, como B é inversa de A, entdo A.B = I. Multiplicando ambos os
lados desta igualdade pela matriz C, temos que C.(A.B) = C.I = (C.A)B=C = 1.B=C =
B = C. c.q.d. (como queriamos demonstrar)

2) Suponhamos que A é ndo-singular, ou seja, det(A) # 0. Como A.A™1 = I e det(I) = 1, segue
que det(A.A7Y) =1 = det(A).det(A™') = 1. Agora, det(A) # 0 e entdo temos que

det(A™!) = # 0. c.q.d.

det(A)

3) Segue diretamente do fato de que 1.1 = 1.
4) Sabemos que det(AT) = det(A). Logo, se A é ndo-singular, entéo é claro que A” também sera
nao-singular. Agora, vejamos que (A~1)” é a inversa de A”.
De fato, (A™1)T. AT = (A.A™")T = IT = I. Portanto (A~ 1)T = (AT)~!. c.q.d.
5) Suponhamos que A e B sao matrizes nao-singulares de mesma ordem.
Entdo, como det(AB) = det(A).det(B), segue que AB é nao-singular. Para mostrar que

(AB)™' = B~'A~!, basta observar que (B~'A~!).(AB) = I.
[ |

Um método para se inverter uma matriz quadrada A utilizando as operacgdes elementares, dadas
na sec¢ao onde estudamos escalonamento, é o seguinte:

1°) coloca-se a direita da matriz A a matriz I, separada por um trago vertical;

2°) transforma-se, por meio de operacdes elementares, a matriz A na matriz I, aplicando-se
simultaneamente a matriz I, as mesmas operagoes elementares.

3°) a matriz que estara a direita da matriz 7, ao final do processo, sera a inversa de A4, que € A~L.

As mesmas operagdes elementares que transformardo a matriz A na matriz identidade I, trans-
formardo I na matriz A=,

Vejamos como fazer este processo através de alguns exemplos.
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3 =2
2 -1

Exemplo 17. Vamos determinar a inversa de A =

Primeiramente, vamos colocar a matriz  a direita de A, separando-as com um traco.

3 =211 0
2 =10 1

Agora, vamos transfomar, utilizando operagdes elementares, a A na matriz 1.

3 =211 0 1
— I = =1
2 —1|0 1 3

1 —2|1L
= 33 —>L2—>2.L1—L2

2 =10 1

1 -2/ 0
= 33 — Ly — —3.Ls

0 112 —1

3|3

1 -2/ 3 0 2
= 3 3 —>L1—>—.L2+L1

0 1]-2 3 3

1 0]-1 2
=

0 1(-2 3

. . -1 2
Portanto, a inversa de A sera A~! =
-2 3
3 -2 —1 2 3.(=1) + (=2).(=2) 3.2+ (-2).3 1
Note que . = =
2 —1 -2 3 2.(=1) + (=1).(=2) 22+ (-1).3 0
-2 4 0
Exemplo 18. Determine a inversa da matriz M = 1 0 0
3 6 -1
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A primeira coisa a fazer é colocar a matriz I a direita de M, separando-as com um tracgo.

-2 4 01]1 00
1 0 01010
3 6 —-1]0 0 1

Utilizando as operacdes elementares teremos:

— Permutamos as linhas L, e L,

w —

[@)) )
=

—_

(@) (@)

o —

— )

1 0 0010
-2 4 0
3 6 —-1]0

0 —> Lo — 2.1+ Ly

—_
@]

1

e}

o O

—> Ly — =Ly

@)
e~
=}
—_
S N =

— — ~— Y
—_
o
(@]
o
—_
o
;/ \—/

=101 0|3 4 0 [—Ls—>3L—1Ls
36 -1]0 0 1
I 0 001 0
=10 1 0|3 4 0 [—Ls—>06La+Ls
0 -6 1|10 3 -1
1 0001 O
=]1010/% 1 0
00136 -1
01 0
Logo, temos que M~' = | 1 1
26 -1
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Faca os produtos M.M~!' e M~'.M e comprove que de fato eles resultam na matriz identidade.

Seguindo os exemplos feitos nesta sec¢ao, faga os exercicios para uma melhor fixagado do método
para encontrar matrizes inversas.

EXERCICIOS

1. Encontre a inversa, caso exista, de cada uma das matrizes abaixo. No caso em que a
matriz ndo possua inversa, justifique sua resposta.

1 2 -1
a)A=|2 1 2

3 -1 1

1 2 —1
b)A=1]10 0 1

1 2 0

1 2 -1

0o 1 2
c) A=

3 -1 1

2 5 7

01 —1 4

31 1 2
d) A=

10 —2 3

2.4 0 1

2 -1 0 3

4 1 -1 1
e) A=

1 0 -2 3

7 3 2 5
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Sistemas Lineares

Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:
> Resolver sistemas lineares utilizando o método de Gauss-Jordan.

> Resolver sistemas lineares utilizando o método da matriz inversa.

Nesta sec¢ao, vamos estudar sistemas de equacdes lineares, que constituem um tépico de muito
interesse pratico. Veremos como classifica-los e resolvé-los.

TOME NOTA. Dica de leitura: O artigo Sobre o ensino de sistemas lineares, de Elon

Lages Lima, é muito interessante e vale a pena ser lido.

Para comegar vamos ver como € definida uma equacao linear.

Uma equacao linear € uma equacao da forma: a x; + asxs + ...+ a,z, = b, naqual x,zs, ..., 1,
sdo chamados de variaveis (ou incognitas); ay, as, ..., a, sdo chamados coeficientes das varia-
veis; e b € chamado de termo independente.

Os valores das variaveis 1, x», ..., x, que satisfazem a equacdo sdo chamados de solugao da
equacao.

Um sistema de equacgdes lineares, ou simplesmente sistema linear, € um conjunto de equagdes
lineares. Representamos um sistema linear de m equagdes com n variaveis da seguinte maneira:

(
1121 + a1 + ... + a1, = by

2121 + Q22T + ... + AT, = b2

| @171 + oo + ... + Qi Tn = by,

Sistema possivel: Um sistema que admite solugdo é chamado de sistema possivel.
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Exemplo 19. O sistema
—r+2y=20
r—y=1

€ um sistema possivel, ja que x = 2 e y = 1 € uma solugéo.

Sistema determinado: Um sistema possivel € chamado de sistema determinado quando possui
uma unica solugao.

O exemplo anterior € um exemplo de um sistema determinado.

Sistema indeterminado: Um sistema possivel € chamado de sistema indeterminado quando
possui mais de uma solugao (no caso infinitas).

Exemplo 20. O sistema

r+2y=1
20 + 4y = 2
€ um sistema possivel e indeterminado, jdque x = —1 ey =2 éumasolugédo, r = 1ley =0

também é uma solugao, assim como todos os valores de = e y tais que =z = 1 — 2y.

Sistema impossivel: Um sistema linear € chamado de sistema impossivel quando nao possui
solucgao.

Exemplo 21. O sistema

r+2y=0

T+ 2y =2
€ um sistema impossivel, ja que a expressao 2x + y ndo pode ser simultaneamente igual a 0 e
igual a 2.

Sistema homogéneo: Quando os termos independentes de um sistema linear sdo todos nulos
o chamamos de sistema homogéneo.

Exemplo 22. O sistema
r+2y+32=0

20 -2y +2=0
—2x+5y—4z=0

€ um sistema homogéneo.
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TOME NOTA. Note que um sitema homogéneo sempre possui pelo menos uma solucao,

que é xr1 =19 = ... =x, = 0. Essa solucao ¢ chamada de solu¢ao trivial.

Sistemas equivalentes: Dizemos que dois, ou mais, sistemas de equacgdes lineares sao equi-
valentes quando eles possuem a mesma solugao.

Exemplo 23. Os sistemas

—r+2y=0
r—y=1
e
—2r4+4y =0
20 — 2y =2

sao equivalentes, pois possuem a mesma solugaor =2ey =1

Operacgoes elementares: Um sistema linear se transforma em um sistema equivalente quando
se efetuam as seguintes operagdes elementares:

1) Permutacao de duas equacgdes.

2) Multiplicacao de uma equacgao por um numero real diferente de zero.

3) Substituicdo de uma equacgao por sua soma com outra equacao previamente multiplicada por
um numero real diferente de zero.

&

Observacao. Observe que estas operacoes elementares sao analogas as dadas na secao
onde aprednemos a escalonar matrizes. O processo que seré feito para resolver um sistema

linear seré essencialmente o mesmo para escalonar uma matriz.
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Primeiramente, vejamos como encontrar a solu¢gédo de um sistema de n equagdes com n varia-
veis. Veremos dois métodos para esse proposito, o método de Gauss-Jordan e o método da
matriz inversa.

Solugado de um sistema de n equagdes com n variaveis: método de Gauss-Jordan

O método de Guass-Jordan consite em trabalhar com as operagdes elementares a fim de deixar
o sistema inicial equivalente a um sistema cujos termos independentes sejam a sua solugdo. O
método consiste no seguinte:

1°) coloca-se ao lado da matriz dos coeficientes a matriz coluna dos termos independentes,
separadas por um traco vertical (de maneira semelhante ao processo de inversao de matrizes);

2°) transforma-se, por meio de operagdes elementares, a matriz dos coefientes na matriz iden-
tidade, aplicando-se, simultanemente, a matriz coluna dos termos independentes, as mesmas
operacoes;

3°) transformada a matriz dos coeficientes na matriz identidade, a matriz dos termos indepen-
dentes ficara transformada, ao final, na solugdo do sistema.

A matriz, associada ao sistema, formada no primeiro passo, € chamada de matriz ampliada do
sistema. Cada uma de suas linhas é uma representacdo abreviada da equacdo correspondente
no sistema. O traco vertical é dispensavel, mas € colocado para facilitar a visualizagdo da matriz
dos coeficientes e da matriz coluna dos termos independentes. O exemplo a seguir ilustra a
aplicacdo do método de Guass-Jordan.

Exemplo 24. Vamos resolver o sistema

3r+2y —52=28
20 — 4y — 2z = —4

r—2y—3z=—-4

utilizando o método de Guass-Jordan.

O primeiro passo € colocar a matriz coluna dos termos independentes ao lado da matriz dos
coeficientes, separadas por um trago vertical. Ou seja, construir a matriz ampliada do sistema,
que é dada abaixo.
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2 -4 2|4
1 -2 3|4

Agora, analogamente ao processo feito para encontrar a inversa de uma matriz, vamos usar ope-
racoes elementares para transformar a matriz dos coefientes na matriz identidade, aplicando-se,

simultanemente, a matriz coluna dos termos independentes, as mesmas operagdes. Vejamos.

3
2

2 =5 8
1
-4 -2 -4 — Ly — ng
-2 -3|—-4
2 5| 8
L3 =513

1 -2 —3|—4
2 5 8
L5 —3] 3

1 2 _s| s
3 3 3 3
16 4 28 _
8 4 20
0 -3 —3]-%
2 5 8
L3 =35 3 .
=10 1 —i g —>L3—>L3+§L2
8 4 20
0 -3 —3|-%
2 5 8
13 3] 3 )
=101 —i % —>L1—>L1—§L2
00 —2|-2
3 3
L0 =53 )
7 __
=101 -1 1 — L3 — 2L3
00 —2|-2
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1o 33 3
=1 0 1 —i g —>L1—>L1+§L3

00 1|1

10 03

1

=101 —-1|1 —>L2—>L2+ZL3

00 1|1

1 0 0|3

\
o O
S =
_— O
L )

3r+2y —Hz =38

Portanto, os sistemas ¢ 2z — 4y — 22 = —4

r—2y—3z2=—-4
r+0y+0z=3

e Or+y+0z=2 s&oequivalentes.

Oz +0y+2=1

E do ultimo sistemavem que asolugédo éx =3, y=2¢€e z = 1.

Solugao de um sistema de n equagdes com n variaveis: método de matriz inversa

Consideremos o sistema de n equagdes com n variaveis

(

a11ry + ajpxrg + ...

2121 + Q22T + . . .

L QAp1T1 + Ap2T9 —+ ...

+ a1,y = bl

+ aopxy = b2

+ App Ty = bn

11 a2 Qi3 A1n X by

21 Q22 Q23 ag X2 by
Tomando A = L x = e B=

An1 Ap2 ap3 Ann Ty, bn
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o sistema pode ser representado na forma matricial A.X = B. Se a matriz A possui inversa,
tem-se A~1.A.X = A~1.B. Logo, X = A~'.B e temos a solugdo do sistema.

Portanto, se A possui inversa, a solugao do sistema A.X = B € obtida de uma forma muito
simples, bastando multiplicar A~! pela matriz B. Vejamos como fazer isso usando o exemplo
anterior.

Exemplo 25. Resolva o sistema
3r+2y —52=38
20 —4y — 2z = -4
r—2y—3z=—-4

usando o método da matriz inversa.

3 2 =5
O primeiro passo € encontrar, se existir, ainversadamatrizA=| 2 —4 -2
1 -2 -3

Fazendo o procedimento dado na secédo onde estudamos a inversao de matrizes encontramos

11 =3
4 2 4
Al = i 1 _1
8 8 8
1 1
0 1 —2

1 1 —3

i — 1 1 1 _
Assim,temos | y | = T —: —% 4 | =1 2
1 1

Portanto, a solugdo do sistemaéz =3,y =2e z=1.

Solugao de um sistema de m equagdes com n variaveis (m # n)

O método para resolver um sistema de m equagdes com n variaveis (m # n) € semelhante
ao método de Guass-Jordan. Neste caso, como m # n, a matriz dos coeficientes ndo pode
ser transformada na matriz identidade, pois ndo € quadrada. Entretanto, o procedimento sera o
mesmo: transformar os elementos a;; em 1 e em zeros os demais elementos das colunas em
que se situam estes a;;. Feito isso se consegue encontrar a solugao do sistema. Vejamos como
fazemos isso através de alguns exemplos.

Exemplo 26. Resolva o sistema
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20+ 3y =1
r—2y=-—1
4o + 6y = 2

Note que o sistema acima possui 3 equagdes com 2 variaveis.

Vejamos como resolvé-lo.

2 3|1 13!
1
I =2]-1 —>L1—>§.L1 = 1 =2 -1 | — Ly — Ly — 4L,
4 6 | 2 4 6 | 2
A R
= 1 -2|-1 — Ly —> Ly — L1 = 0 _% _% — Ly — —=1Ls
0 010 0 0|0
3|1 1
=0 1|2 —>L1—>L1—§L2 = 01| ¢
0 0[0 0 0|0
I—I—O.y:—% 2r 4+ 3y =1

Essa matriz corresponde ao sistema 0x+y= % que € equivalente ao sistema { 7 — 2y = —1

0.z +0.y = 4o + 6y = 2

Note que a terceira equagao 0.z + 0.y = 0 ndo estabelece nenhuma condi¢cao para x € y, pois

ela é satisfeita para quaisquer valores de = e y. Portanto, a solugdo do sistema sera dada pelas
3

o - . ~ ~ 1
duas primeiras equagdes: = + 0.y = —1 e 0.z + y = 2, cujas solugdes sdo = = —-ey==.

Exemplo 27. Resolva o sistema

r—3y+4z—w=2
20 —y+ 32 —2w=19

Note que o sistema acima possui 2 equagdes com 4 variaveis.

Resolucao.
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1 -3 4 —1|2 1 -3 4 -—-1|2 1
—>L2—)L2—2L1 = —)L2—>—L2
2 —1 3 —2/19 0 5 -5 0|15 5
1 =3 4 —-112 10 1 -—-1|11
= — L1 > L1+ 3Ly, =
0 1 -1 013 01 -1 03
) 10 1 -—-1]11 , r=11—z4w ] )
A matriz corresponde ao sistema , que é equivalente
01 -1 03 y=3+z

ao sistema dado.
Assim, o sistema é possivel e indeterminado, pois admite infinitas solugdes. Os valores de = e y

sao obtidos atribuindo valores arbitrarios a z e w. Por exemplo,se z=1ew =1,temosz =11 €
y = 4. Portanto, x =11,y =4, z = 1 e w = 1 € uma solugéo do sistema.

Exemplo 28. Resolva o sistema

20 — 6y = —4

r+3y=1

dor + 12y = 2

Resolucao.
2 —6|—4 1 -3|-2
1

1 3 1 —>L1—>§L1 = 1 3 1 —> Ly — Ly — Iy
4 12| 2 4 12| 2

1
0 o 3 —)L3—>L3—4L1 = 0 6 3 —>L2—)6L2

]
[\
g
—_
]
(a]
[\"}
i~
[a—
]

1 -3|-2 1 0|—3
=10 1|1 — Ly — Ly +3L, = 0 1 — Ly — L3 — 24L,
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z+0y=—3
A matriz acima corresponde ao sistema 0rx+y= % , que € equivalente ao sistema dado.

0.x4+0.y=-2

Mas nao existem valores de z e y que satisfagam a equagao 0.z + 0.y = —2. Portanto, o sistema
€ incompativel.

Seguindo os exemplos feitos nesta secao, faca os exercicios para uma melhor fixagao do con-
teudo estudado.

EXERcCIicIOS

1. Resolva os sistemas lineares a seguir.

(

20 =6y +2=0
a)y —z+3y+22=0
\ dr — 12y — 2 =0

rT—y+2z2=2
b) ¢ —22+2y—4z=—4

3 —3y+6z2=6

dr —y+22=5
C)y —x+2y—3z=-1

3r—y+2=2

(

—2r—-y+32=6
d) r+2y—2=2

r+y—2z=-4

oxr—y—22=17
e){ 3z +2y+4z =10

r—y—06z=-2
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Sistemas Lineares e suas Matrizes Ampliadas

Ao final desta secao vocé devera ser capaz de classificar um sistema linear utilizando sua matriz
ampliada.

Nesta se¢cao vamos estudar como a matriz ampliada de um sistema linear pode nos ajudar a
classifica-lo como possivel, determinado ou indeterminado, ou impossivel.

Matriz escada: No método de Guass-Jordan para solugao de sistemas lineares de n equacgdes
com n variaveis € no método semelhante para a solugcdo de sistemas lineares de m equacodes
com n variaveis (m # n), transformamos a matriz ampliada do sistema em uma matriz cujas
entradas a;; se transformam em 1 e os demais elementos da coluna em que se situam esses a;;
se transformam em zeros. Chamaremos essa matriz de matriz escada do sistema.

Denotaremos a matriz ampliada do sistema de S e a sua matriz escada por E.

Nos trés exemplos que finalizaram a aula anterior, obtivemos as seguintes matrizes escadas:

1 0|1
o 1] 2 do Exemplo 26.
0 0] O

{10 1 -1]11
ii) do Exemplo 27

i) | o 1 % do Exemplo 28
0 0|—-2

Observe o modo como estao dispostos os numeros 1 em cada uma das matrizes acima. Esta
disposicao é que da origem ao nome matriz escada.

Denotaremos por Ar a matriz dos coeficientes das variaveis na matriz escada. Assim, em i)

1 0
o 10 1 -1
Ag=1 0 1 |.Jaemii)temos A =
01 -1 0
0 0

Caracteristica da matriz ampliada S: O nimero de linhas com elementos ndo todos nulos de
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E (matriz escada do sistema) € chamado de caracteristica de S (a matriz ampliada do sistema).
Esse numero sera denotado por pg.

Em i) e em ii) temos que ps = 2. Ja emiii), temos ps = 3

Caracteristica da matriz Az: O numero de linhas com elementos ndo todos nulos de Ay é
chamado de caracteristica de Ax. Denotaremos esse numero por p 4.

Tanto em i) como em ii) e em iii) dados acima, temos p, = 2.

TOME NOTA. Observe que ps > pa. Isto se deve ao fato de que a matriz Ag esta dentro
da matriz E. Assim, as linhas de Ar com elementos nao todos nulos estao contidas em

mesmas linhas de E' com elementos nao todos nulos, implicando termos no minimo p4 = pg.

Através dos numeros ps € p4 podemos classificar um sistema linear de m equagdes com n
variaveis da seguinte maneira:

e p4 # pg, €ntdo o sistema é impossivel.

e ps = ps = n, entdo o sistema é possivel e determinado.

e ps = ps < n, entdo o sistema é possivel e indeterminado.
Uma analise geométrica de sistemas lineares

Consideremos o sistema linear

anx + appy = by

a1 T + agy = by

Cada solucédo (zy,y,) deste sistema pode ser vista como um ponto P no plano cartesiano,
cujas coordenadas sdo P = (xg,y). Sob este ponto de vista, cada uma das equacgdes do
sistema é a equacao de uma reta nesse plano e cada uma das solugdes do sistema € um ponto de
intersecao destas retas. Ou seja, se r; e 1, sao as retas definidas pelas equagdes a1 x+ a2y = by
€ a1 + any = by, respectivamente, entéo as solugdes do sistema séo os pontos P = (zy, yo) que
pertencem a intersegao r, N rs.

Assim, teremos que as retas r; € r, S&o:
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e concorrentes se o sistema possui uma unica solugao.
e paralelas se o sistema nao possui solugao.

e coincidentes se o sistema possui infinitas solugdes.

Exemplo 29. Sejam r, e r, retas definidas pelas equagodes: 7 : x + 2y = 3 e ry : 20 + 2y = 4.
Sera que r; e r, S0 concorrentes, paralelas ou coincidentes?

Da equacao das retas obtemos o seguinte sistema linear:

T+2y=3
20 +2y =4

Resolvendo este sistema, vemos que ele possui uma unica solugdo dada porz =1e y = 1.
Portanto, as retas r, e r, sdo concorrentes, sendo P = (1, 1) o ponto de interse¢ao entre elas.

Exemplo 30. Sejam r, e r, retas definidas pelas equagdes: r; : 2x — 2y =4 e ry : x = y. Sera
que r, e r, sdo concorrentes, paralelas ou coincidentes?

Da equacao das retas obtemos o seguinte sistema linear:
20 — 2y =14
r—y=20

Resolvendo este sistema, vemos que ele nao possui solugdo. Portanto, as retas r, e r, sdo
paralelas.

Exemplo 31. Sejam r, e r, retas definidas pelas equagodes: r, : 22z — 3y = —1 e ry : —4x + 6y = 2.
Sera que r; e r, sdo concorrentes, paralelas ou coincidentes?

Da equacao das retas obtemos o seguinte sistema linear:

20 — 3y = —1
—4x 4 6y = 2

Resolvendo este sistema, vemos que ele possui infinitas solu¢des. Portanto, as retas r; e r,
sao coincidentes.

Do mesmo ponto de vista, podemos olhar cada solugéo (zg, yo, z) do sistema

a1 + a2y + 132 = bl
a1 + Ay + azzz = by

az1 T + a3y + azzz = by
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como sendo um ponto P no espaco tridimensional, cujas coordenadas cartesianas sao

P = (z0,y0, 20). Analogamente ao caso bidimensional, podemos ver cada equagao do sistema
acima como sendo equacgdes de planos no espaco tridimensional, e cada uma das solugdes
como sendo pontos comuns aos planos.

Exemplo 32. Suponhamos que A;, A, e A3 sdo planos cujas equagoes sao dadas por:
Az —2y+z2=1
Atz —2y+2=0
Atz —2y+2=-1
A partir destas equacgodes, obtemos o seguinte sistema linear:

rT—=2y+z=0
r—2y+z=1
r—=2y+z=-1

Claramente, vemos que este sistema linear ndo possui solugdes. Assim, temos que
AN Ay N A =10.

Exemplo 33. Agora, suponha que A;, A, e A3 sao planos cujas equagdes sao dadas por:
Airx+y—2=0
A 2x+y+2=3
Asix —2y+2=2
Com estas equagdes, obtemos o sistema linear:

r+y—z2=0
2r+y+z2=3
rT—2y+z=2

O qual possui uma unica solugéo: z =1,y =0e z = 1. Assim, Ay N A, N A3 ={P = (1,0,1)}.

Seguindo os exemplos feitos nesta secao, faga os exercicios para uma melhor fixagdo do método
de escalonamento.

EXERCICIOS

1. Resolva os sistemas lineares a seguir utilizando o método da matriz ampliada.

20 —6y+2=0
a)y —x+3y+22=0
dr — 12y — 2 =0
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rT—y+2z2=2
b) ¢ —22+2y—4z=—4
3r —3y+6z2=6

dr —y+22=5
C)y —x+2y—3z=—1
3r—y+2=2

—2r—-y+32=6
d) r+2y—2=2

r+y—2z=-4

or—y—22=17
e){ 3z +2y+4z =10

r—y—06z=-2
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Modulo 2

Espacos Vetoriais

Ao final deste mddulo o leitor estara familiarizado com os seguintes conceitos:
> Espacos e subespacos vetoriais;

> Subespacos vetoriais gerados;

> Conjuntos linearmente dependentes e linearmente independentes;

> Base e dimensao de um espaco vetorial.

=

Leitura
Complementar

O leitor interessado em aperfeigoar e ampliar seus conhecimentos nos assuntos tratados neste
maodulo encontrara o suporte necessario nos seguintes textos: [1, 2, 6]. Aos interessados em
aprofundar nestes conteudos indicamos: [3, 4].
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Espacos e subespacos vetoriais

Definicédo 6 (Espagos vetoriais ). Dado um conjunto V', nao vazio, sobre o qual estao definidas as

operagoes de adigao e produto por escalar, isto é:

Vu,o eV, u+veV

Vae R,Vu e V,au e V.

O conjunto V' com estas duas operagoes é chamado espaco vetorial se forem verificadas as seguintes

propriedades:
A) Em relacao a adigao:

A) (u+v)+w=u+ (v+w),Yu,v,weV

As
Ay) YueV,3(—u) e Viu+ (—u) =0

)

Ay) u+v=v+uVu,veV
) eVVueV,u+0=u
)

M) Em relagdo a multiplicagao por escalar:

M) (af)u = oBu)

M) (a+ B)u = au+ Pu

M;) a(u+v) =au+av

My) lu =u,Yu,v € VeVa,B €R

Os elementos u, v, w, ... de um espacgo vetorial V sdo chamados vetores.

Vejamos, agora, alguns exemplos de conjuntos e operagdes que se enquadram na estrutura
de espacos vetoriais.

Exemplo 34. O conjunto V = R? = {(z,y);z,y € R} ¢ um espaco vetorial com as operagoes de

adicao e multiplicagao por um namero real assim definidas:
(@1,91) + (22, 92) = (21 + 22,51 + y2)

a(z,y) = (azx, ay).

Essas operacoes sao denominadas operacoes usuais.

Para verificar os oito axiomas de espago vetorial, sejam u = (x1,y1), v = (T2,¥2) e w = (x3,Yys3).
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A1) (utv)+w = ((z1,01) + (22,92)) + (3, 93)
(z1 + @2, 41 + y2) + (73,Y3)
((z1 + 22) + @3, (Y1 + ¥2) + y3)
(21 + (72 + 23), 91 + (y2 + y3))
(z1,91) + (22 + 23, Y2 + ¥3)
(w1, 91) + (22, 92) + (z3,93))
= u+(v+w)

Na primeira igualdade, simplesmente substituimos os vetores u, v e w. Na segunda, aplicamos
a definicao de soma dentro do paréntese. Na terceira, aplicamos a definicao com o vetor fora do
paréntese. Na quarta, aplicamos a associatividade de ntmeros reais. Na quinta, voltamos a usar
a definicdo de soma (agora no sentido contrario da segunda igualdade). Na sexta, novamente a

definicao de soma dentro do paréntese. Por fim, voltamos com u, v e w.

Os axiomas seguintes sao estabelecidos de maneira analoga ao primeiro. Um excelente exercicio

para o leitor é explicar, por escrito, cada uma das igualdades como foi feito acima.

A)) u+v = (z1,01) + (22,92
T1+ To, Y1 + Y2

( )
( )
(z2 4+ 21,92 + 1)
( )

$2>?/2) (:El)yl

= v+tu

A3z) Seja 0= (0,0) € R% Vu = (x1,9;1) € R?,

u+0 = (x1,y1)+(0,0)
= ('r1+07y1+0)
= xl,yl)

= U

Ay) Yu = (z1,y1) € R?, consideremos (—u) = (—z1, —y;) € R?,

u+t(—u) = (z1,1)+ (=21, —11)
= (1 — 21,91 — 1)
= (0,0
=0
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M) (af)u = (aB)(@1,41)
= ((aB)z1, (aB)y1)
= (a(Bz1),a(By1))
= (B, Byr)
= a(B(z1,y1))
= a(Bu)

M) (a+pBu = (a+B)(z1,1)

axy + Bz, ayr + Byr)
azy, ayr) + (B, Byr)
= afxy,y1) + Bz, y1)

= au+ Pu

(

= ((a+ Bz, (o + By)
(
(

M) alu+v) = a((x,y1)+ (z2,92))

= a(zy +x2,91 + ¥2)
(a1 + 22), alyr + y2))
= (ax + oz, ay; + ays)
(axy, ayr) + (azg, ays)

= oz, y) + a(x2,40)

= au-+ ov

My) 1lu = 1(x1,51)
= (1.T171y1)
= (71,91)

= Uu

Exemplo 35. Da geometria analitica se sabe que um par ordenado (z1,xs) de ntimeros reais repre-
senta um ponto ou um vetor do plano R?, assim como uma terna (21, x9, x3) representa um ponto
ou um vetor no R?. Em geral, uma quadrupla (x1, z2, 23, 74) ¢ um ponto ou um vetor de R* e uma
n-upla (z1,x2, ..., ,) ¢ um ponto ou um vetor de R".

Procedendo como no Exemplo 34, verifica-se que os conjuntos R?, R*,.... R" sdo também espacos

vetoriais com as operacoes usuais de adi¢ao e multiplicacao por escalar.
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Exemplo 36. O conjunto R, em relacao as operacoes usuais de adi¢ao e de multiplicagao por escalar,
é um espaco vetorial. De fato, sabe-se que a adicao de nimeros reais satisfaz os axiomas Aq, A, A3

e A, e que, na multiplicacdo, se verificam os axiomas My, My, M3 e My.

Exemplo 37. O conjunto R? = {(a,b);a,b € R} nao ¢ um espaco vetorial em relagio as operagoes
assim definidas:

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
ala,b) = (aa,b), aeR.

Como a adigao aqui definida é a usual, verificam-se os axiomas A;, Ay, A3 e Ay de espago vetorial
conforme se viu no Exemplo 34. Logo, ndo devem se verificar alguns (ou algum) dos axiomas relativos
a multiplicagao.

Sejam u = (x1,y1), v = (x2,y2) € a, € R.

M) (aB)u = (af)(z1,11)
= ((af)z1,y1)

(a(Bz1), 1)
= a(Bz1,y1)
= a(f(z,m))
— a(

u)

)
g
(Este axioma se verifica)
M) (a+Bu = (a4 B)(x1,41)
= ((a+ Bz, m)
= (azy + o1, p1)
# oz, 1) + Bz, y)
= (@1, y1) + (Br1,41)

= (axy + Py, 2y1).
Como se vé, (a+ B)u # au+ Pu e, portanto, nao se verifica, no minimo, o axioma M,. Assim, o

conjunto de que trata este exemplo nao ¢ um espaco vetorial.

Exemplo 38. O conjunto R? com as operacoes
(T1,91) + (22, 92) = (21 + 222, y1 + 2y2)

a(zy,y1) = (g, ayr)

nao é um espagco vetorial, pois, pelo menos, o axioma A; nao é satisfeito.

De fato, sejam u = (z1,y1),v = (2,y2) e w = (x3,Yy3),
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(ut+v)+w = ((v1,91) + (72,92) + (3, 3)

Ty + 229, Y1 + 2y2) + (23, Y3)

(x1 + 222) + 223, (Y1 + 2y2) + 2y3)

Ty + 223 + 4x3, Y1 + 292 + 4y3)
x1 + 2(72 + 223), 41 + 2(y2 + 243))

(

(

(

(214 222 + 223, Y1 + 292 + 2y3)
(

(

(z1,91) + (T2 + 223, Y2 + 2y3)

(

z1, 1) + ((72,92) + (3, 93))
= u+ (v+w).

Propriedades dos espagos vetoriais: E possivel mostrar que, da definicdo de espaco vetorial
V', decorrem as seguintes propriedades:

1) Existe um unico vetor nulo em V' (elemento neutro da adi¢éo).

2) Cada vetor v € V admite apenas um simétrico (—u) € V.

3) Para quaisquer u,v,w € V, se u +w = v + w, entdo u = v (lei do cancelamento).
4) Qualquer que sejav € V, tem-se —(—v) = v, isto é, o oposto de —v é v.

5) Quaisquer que sejam u,v € V, existe um e somente um w, tal que u + w = v.

6) Qualquer que seja v € V, 0v = 0. O primeiro 0 € o numero real zero e o segundo € o vetor
Zero.

7) Qualquer que seja aR, a0 = 0.
8) av =0, implicaa =0o0ou v =0.
9) Qualquer que sejav €V, (—1)v = —v.

10) Quaisquer que sejamv € Ve a € R, (—a)v = a(—v) = —(aw).
Subespacos

Certos subconjuntos de um espacgo vetorial possuem a propriedade de que a soma de dois de
seus elementos € um elemento do proprio subconjunto, bem como, ao multiplicar um elemento
do subconjunto por um real (escalar), o resultado continua pertencendo a este subconjunto. Em
outras palavras, dizemos que tais subconjuntos sao fechados para a soma e produto por es-
calar. Tais subconjuntos jogam um papel fundamental dentro da teoria da algebra linear e sado
conhecidos como subespacos vetoriais. De forma mais precisa:
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Definicdo 7 (Subespacos vetoriais). Dado um espaco vetorial V' e um subconjunto nao vazio S C V,

dizemos que S é um subespago vetorial de V' se sao satisfeitas as condigoes:
S1) Sew,v € S, entdo u+v € S.

Sy) Seue SeacR, entdo au € S.

4

@

Observacao. E importante salientar que todo subespaco vetorial S de um espaco vetorial

V' é ele proprio um espaco vetorial. De fato, as propriedades Ay, Ay, My, My, M3 e M, sao
herdadas do proprio espago vetorial V. O elemento neutro da adigdo (A3) ¢ um elemento
de S por S,) e pela propriedade 6) acima, pois dado u € S, Ou = 0 € S. Finalmente (A,),
se u € S, entdo —u = (—1)u € S pela propriedade 9) acima e por Sy).

A seguir veremos alguns exemplos de subconjuntos que sao subespacos vetoriais e outros
que nao sao.

Exemplo 39. Os subconjuntos {0} e V' sao subespagos vetoriais do espago vetorial V' e sao conhecidos

como subespacos vetoriais triviais.

Exemplo 40. Sejam V =R? e S = {(z,y) € R* y =5z} = {(z,5x);z € R}.
Note que S # 0, pois (0,0) € S. Sejam u = (x1,5x1), v = (z2,5x9) € S e @ € R, entao:

i)u+v = (x1,521) + (22, 512)
= (l‘l + 9, 5[L‘1 + 5.1’2)

= (.Tl + Zo, 5(1’1 + 1’2)) € S,
pois a segunda componente de u + v é cinco vezes a primeira.

i) aou = oz, 5bxy)
= (axy, a(bxy))

= (axy,5(azy)) € 5,
pois a segunda componente de au é o quintuplo da primeira.

Logo, S ¢ um subespaco vetorial de R?. Geometricamente, o subespaco S representa uma reta do

plano R? passando pela origem.
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Observe que, ao escolher dois vetores u € v da reta y = 5x, o vetor u + v pertence areta e, se
multiplicar um vetor « da reta por «, o vetor acu também estara na reta. Note ainda que, se uma
reta dada ndo passa pela origem, entéo ela ndo sera um subespaco vetorial do R? (pense numa
justificativa para este fato).

Note que se S € um subespaco vetorial de um espaco vetorial V, entdo o elemento neutro 0
de V pertence a S. Com efeito, dado v € S pela propriedade S;) temos que O0v = 0 € S. Desta
observacgao conclui-se o seguinte teste:

TOME NOTA. Teste do 0: Se um subconjunto S de um espaco vetorial V nao contiver o

elemento neutro 0 de V, entdao S nao é um subespaco vetorial de V.

—2x — 3y
4

—2r, — 3 —2x9 — 3
Note que S # ), pois (0,0,0) € S. Dados u = ($1,y1, %), v = ($2>?/27 %) €S

Exemplo 41. Sejam V =R%e S = {(z,y,2) € R} 2x + 3y + 42 =0} = {(:c,y,

e a € R, entao:

) —2x1 — 3 —2%9 — 3
i)u+v = (56’17191, L yl) + <$2ay27+y2)
—2x1 — 3 —2%9 — 3
= <$1+$2,yl+?/27 14 y1+ 24 yQ)
—2(x1 + 22) — 3(y1 +

= ($1+$2,yl+?/27 (1 2)4 7 yz))ES-
3 ( —2!701—391)
i) ou =« x,Y1,

< —2x1—3y1)
= axl,ayl,af

—2ax, — 3o
4

Portanto, S é um subespaco vetorial de R3.

€s.

= ary, Yy,

Da geometria analitica sabe-se que a equacgao que define o subespaco S no exemplo anterior,
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€ a equacgao de um plano em R? que passa pela origem. Utilizando o Teste do 0, conclui-se que,
se um plano néo passa pela origem, entdo ele ndo é um subespaco vetorial do R3.

Exemplo 42. Sejam V = R? e S o conjunto solucao do sistema linear homogéneo:
p J J

3r+4y —22=0
20 +y—2=0
r—y+3y=20

Note que S # 0, pois (0,0,0) € S. Sejam u = (x1,y1,21), v = (2, Ya, 22) € S e @ € R, entdo:
i) u+v€S. De fato, u +v = (z1 + T2, y1 + Yo, 21 + 22) €

3(r1 +22) +4(y1 +y2) — 2(21 + 20) = 3wy + 3wy + 4y +4ys — 221 — 229
= (3z1+4y1 — 221) + (3xg + 4ys — 229)
= 0+0=0.
2@+ xo) + (1 +1y2) — (21 +2) = 200+ 20ty Yo — 21— 2
= (2o +y1 —21) + (222 + Y2 — 22)
= 0+0=0.
(1 +22) = (Y1 +y2) +3(21+22) = T1+Ta—y1 — Y2+ 321 + 32
= (1 -y +321) + (v2 — y2 + 322)
= 0+0=0.

i1) au € S. De fato, au = (axy, ayy, az) e
3(axy) + 4(ayr) — 2(az1) = 3ax; + day; — 2az
= a3z +4y; — 22)
= al=0.
2(ary) + (ay1) — (az1) = 20w + oy — az
= a2z +y1 - 21)
= a0 =0.
(az1) = (ay1) +3(az1) = azy—ay +3az
= a(xy —y +321)
= a0 =0.

Exemplo 43. Aplicando novamente o Teste do 0, pode-se concluir que, se um sistema linear for

nao-homogéneo, entao o seu conjunto solugao nao serd um subespaco vetorial.

E preciso tomar cuidado ao usar o Teste do 0, pois ele sé afirma que S ndo é subespaco
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vetorial quando n&o possuir o elemento neutro 0 da soma. Porém, ele nada afirma quando 0 € S.
De fato, no proximo exemplo se exibe um subconjunto contendo o 0 que nao é subespaco vetorial.

Exemplo 44. Seja V = R2. O subconjunto S = {(z,y);z > 0} de V nao é subespaco vetorial, pois
nao satisfaz a condigao Ss) da Definigao 7.

EXERCICIOS

1. Considere os seguintes conjuntos munidos com as operagdes de adigao e multiplicagdo por
escalar neles definidas. Verifique quais sdo espacos vetoriais. Quando nao for um espaco
vetorial, indique todas as propriedades que falham.

(a) R?, com as seguintes operagdes (x1,y1,21) + (T2, Y2, 22) = (T1 + T2, 41 + Y2, 21 + 22) €
a(z,y, z) = (0,ay, az). Resposta: Nao.
(b) {(z,2z,3x);x € R} com as operagdes usuais. Resposta: Sim.
(c) R2, com as operagdes
(a,) + (c,d) = (a,b)
ala,b) = (aa, ab)
Resposta: Nao.

(d) R?, com as operagdes

(w1, 91) + (72,92) = (¥1 + T2, Y1 + ¥2)

z, a’y)

a(z,y) = (a
Resposta: N&o.

(e) R2, com as operagoes
(z1,91) + (22, 92) = (21 + T2, Y1 + Y2)

a(r,y) = (az,0)
Resposta: Nao

(f) A={(z,y) € R*y =5z}, com as operagdes usuais. Resposta: Sim.

2. Verifique quais dos seguintes subconjuntos de R? sdo subespacos vetoriais relativos as
operacdes de adicdo e multiplicagao por escalar usuais. Para os que sao subespacos,
mostre que as duas condi¢des estao satifeitas. Caso contrario, cite um contraexemplo.

(@) S={(z,y);y = —x} Resposta: Sim.
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(b) S = {(z,2?);z € R} Resposta: Nao.

= {
(d) S ={
(e) S=A{(z,y);y =z + 1} Resposta: Nao.

z,y); z + 3y = 0} Resposta: Sim.
y.y):y € R} Resposta: Sim.
Yy

(
(
(
(

3. Verifique quais dos seguintes subconjuntos de R? sdo seus subespagos em relagdo as
operacdes de adicdo e multiplicagao por escalar usuais. Para os que sdo subespacos,
mostre que as duas condi¢des estao satifeitas. Caso contrario, cite um contraexemplo.

(@ S=A{(z,y,2);y =0e z =Tz} Resposta: Sim.
(b) S={(z,y,2
) S =A{(z,y,2

(z,y, 2)
( );x = 2z — y} Resposta: Sim.
( );y = 2%} Resposta: Nao.
(d) S={(z,y,2);z=y—1e z=0} Resposta: Nao.
(e) S=A{(t,t,t);t € R} Resposta: Sim.
(f) S={(r,0,r);r € R} Resposta: Sim.
(@) S=A{(z,y,2);yz =0} Resposta: Nao.
(h) S ={(z,—3x,4z);z € R} Resposta: Sim.
(
(
(
(

(i) S={(x,y,2);z=0ey = |z|} Resposta: Nao.

(4) S ={(x,y,2);y > 0} Resposta: Nao.

(k) S={(x,y,2);ax + by + cz = 0,0onde «a, b, ¢ séo constantes reais} Resposta: Sim.
() S ={(5t,7t,—11t);t € R} Resposta: Sim.
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Combinacao Linear

Nesta sec¢ao introduziremos o conceito de combinacao linear de vetores com o intuito de definir
subespacos gerados por um conjunto, bem como, espaco vetorial finitamente gerado.

Definigao 8 (Combinacao Linear). Dados vetores vy, v, . .., v, de um espaco vetorial V e escalares
ai,as,...,a,. Um vetor v € V escrito da forma:
V= a101 + agug + - - - + apvy,

é uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., U,.

Notaremos nos exemplos abaixo que o fato de um vetor ser ou ndo uma combinacao linear de
outros vetores dados esta ligado ao fato de um certo sistema linear ser possivel ou impossivel.

Exemplo 45. Dados os vetores v; = (—1,2,3) e v, = (7,—2,1) de R?, escreva o vetor

v = (17,—10,—7) como combinagao linear de v; e vs.

O objetivo é encontrar escalares a; e as tais que v = ajv; + agvg, ou seja,
(17,-10,-7) = a1(—1,2,3) + as(7,—-2,1)
= (—ay,2a1,3a1) + (Tas, —2as, as)
= (—ay + Tag, 2a; — 2as,3a; + as).

Pela condigao de igualdade de vetores, segue a igualdade das respectivas coordenadas e portanto

obtemos o sistema:

—a; + Tay = 17
2&1 - 2&2 = —10 (21)
3&1 + a9 = -7

cuja solucao é a1 = —3 e ay = 2.

Exemplo 46. No espago vetorial R?, o vetor v = (5,2,7) é uma combinagao linear dos vetores v; e

vy do Exemplo 45, pois v = 2v; + ve. (Verifique!)

No proximo exemplo apresentamos um vetor que ndo € combinacéo linear dos vetores v, € v,
dados no Exemplo 45.
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Exemplo 47. Mostre que o vetor v = (13, —2,4) de R3 nao é combinagao linear dos vetores v; e vy
do Exemplo 45.

A idéia agora é mostrar que nao existem escalares a; e ay tais que v = a,v; + asv. Procedendo como
no Exemplo 45, temos
(13,-2,4) = a1(—1,2,3) + as(7,—-2,1),

o que resultard num sistema parecido com (2.1), mudando somente os termos independentes, isto é,

—aj + Tay =13
2(1,1 — 2(12 = -2
3(1,1 + a9 = 4

Como este sistema é impossivel, segue que v nao pode ser escrito como combinacao linear de v; e vs.

Exemplo 48. Determine o valor de m para que o vetor u = (13, —2,m) seja combinagao linear de

v1 e vy do Exemplo 45.

Pelo Exemplo 47, o objetivo é obter m tal que o seguinte sistema seja possivel:

—a; + 7(12 =13
2a1 —2ay = -2

3a1+ay=m

donde resulta que m =5, a1 =1 e ay = 2.

Exemplo 49. Verifique de quantas maneiras diferentes o vetor w = (5,2) € R? pode ser escrito como

combinagao linear dos vetores w; = (1,0),wy = (0,1) e ws = (2,4).
Buscamos escalares aq, as e a3 tais que

(5,2) = ajw; + aswy + azws
= a1(1,0) + a2(0,1) + a3(2,4)
= (a1,0) 4 (0,a2) + (2as, 4as)
= (a1 + 2as,ay + 4as),

que equivale ao sistema

CL1+26L3:5 a1:5—2a3
ou
a2+4a3:2 a2:2—4a3
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Assim, para cada valor atribuido a a3 obtemos valores para a; e as. Portanto, w pode ser escrito de

infinitas maneiras como combinagao linear de wy, wy € ws.

Subespaco vetorial gerado por um conjunto

Sejam V um espaco vetorial e A = {vy, vs,...,v,} um conjunto ndo vazio de V.

Afirmacgao: O conjunto S de todos os vetores de VV que sdo combinagdes lineares dos vetores
de A é um subespaco vetorial de V.

Demonstracao: Se u = ajv; + asvy + - - - + a,v, € v = bjvy + by + - - - + b,v, s80 dois vetores
quaisquer de S, entao podemos escrever:
) utv = (a1v1+agva+-+-+a,v,)+(b1v1 +bovo+---+byv,) = (a1+b1)v1+(ag+b2)ve+--+(an+by,) vy
1) au = alajvy + agvy + -« - - + apvy,) = (ag)vy + (az)vy + - - + (aay)v,

isto &, u + v,au € S, uma vez que sdo combinagdes lineares de vy, vs,...,v,. Logo, S é um
subespaco vetorial de V.

Chamamos o subespaco S de subespaco gerado pelos vetores vy, vs,...,v,, OU, subes-
paco gerado pelo conjunto A, e o denotamos por S = [vy,vs,...,v,], ou, S = [A]. Os vetores
vy, V9, . .., VU, SA0 chamados geradores do subespago S e A € um conjunto gerador de S.

Formalmente, podemos escrever

S =lv,va,...,0,] ={veViv=av1+ -+ a0, ERi=1,... ,n}.

Todo subconjunto A de V' gera um subespaco vetorial [A] de V. Quando A € um conjunto
gerador de V' teremos que [A] = V. Isto nos motiva introduzir a seguinte definigéo.

Definigao 9 (Finitamente gerado). Dizemos que um espago vetorial V' é finitamente gerado se existir
um subconjunto A de V' tal que V' = [A4].

Nos exemplos a seguir ficara claro que R™ é um espacgo vetorial finitamente gerado para
qualquer numero natural n.

Exemplo 50. Os vetores e; = (1,0) e e; = (0,1) geram o espaco vetorial V' = R?, pois qualquer par

(z,y) € R? é combinagao linear de e; e ey. De fato,

(z,y) = (z,0) + (0,y) = z(1,0) + y(0,1) = we; + yes.
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Assim, [eg, €] = R2.

Exemplo 51. Os vetores e; = (0,1,0) e e3 = (0,0,1) do R? geram o subespaco
S ={(0,y,2) € R%y,z € R}, pois

(ana Z) = (ana 0) + (07 07 Z) = Yyeéy + zE€3,

isto é, S = [es, e3]. S ¢ um subespago proprio do R? e representa geometricamente o plano yOz.

Exemplo 52. Os vetores e; = (1,0,...,0), e = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1) geram o espaco
vetorial V' = R", pois dado um vetor v = (z1, s, ...,2,) € R" qualquer, ele pode ser escrito como
combinacgao linear de ey, es,...,e,. De fato, basta tomar as coordenadas de v como os escalares da

combinagao linear:

x1€1 + woey + - - cwpe, = x1(1,0,...,0) +22(0,1,...,0)+- - -+ 2,(0,0,...,1)

= (%1,.272, c. ,.I‘n).

Um espaco vetorial finitamente gerado V' pode ser gerado por subconjuntos diferentes. Este
fato é evidenciado nos proximos exemplos.

Exemplo 53. O conjunto A = {u = (1,2),v = (3,5)} gera o R% De fato, para que o conjunto A
gere o R? ¢ necessério que qualquer vetor w = (z,y) € R? seja combinagao linear de u e v, isto ¢,

devem existir nimeros reais « e 3, tais que:

w = au-+ pu
(z,y) = o(1,2)+5(3,5)
(z,y) = (a,2a)+(35,50)
(z,y) = (a+38,2a+50).
Dessa igualdade resulta o sistema:
a+38==x
20+ 56 =y

que, resolvido em funcao de x e y, fornece:
a=-br+3y e [=2r—y,

isto ¢, R? = [u, v].
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No préximo exemplo veremos que o R? pode ser gerado por um conjunto formado por mais
de dois elementos.

Exemplo 54. Os vetores e; = (1,0), eo = (0,1) e u = (7,4) geram R?. De fato, para que os vetores
e1, ez e u gerem o R? & necessario mostrar que para qualquer vetor w = (z,y) € R?, existem ntimeros
reais a, b e c tais que

w = aej+ bey + cu
(x,y) = a(1,0)+b(0,1)+ ¢(7,4)
(z,y) = (a,0)+(0,b)+ (7c,4c)
(x,y) = (a+Tc, b+ 4c).

Dessa igualdade resulta o sistema

a+Tc==x a=1x—"Tc
ou

b+4c=y b=y —4c
Tomando, por exemplo, ¢ = 2 temos
a=x—14 b=y—28

e, portanto,
(z,y) = (x — 14)es + (y — 8)ea + 2u,

isto ¢, [eq, e, u] = R2.

EXERCICIOS

1. Considere os vetores u = (5,—2,1) e v = (3,1, —4) do R3,

(a) Escreva o vetor w; = (0,11, —23) como combinacéo linear de u e v.

(b) Encontre m para que wy, = (=9, m, —7) seja combinagdo linear de u € v.

Resposta: (a) w1 = —3u+5v  (b) L2

2. Sejam v; = (1,2,3),v5 = (—1,0,1) e v3 = (0,1,1) vetores de R3. Obtenha u; = (—1,1,4) e
us = (1, 3,0) como combinagdo linear de vy, vy € vs.

Resposta: u; = v1 + 209 — v3 € us = —v1 — 209 + Hus
3. Determine o subespaco [A] nos seguintes casos:

(a) A= {Ul - (27373)7U2 = (_17 170)} C R?)
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(b) A={(5,2),(2,—8)} C R

O que [4] representa geometricamente?

Resposta: (a) [A] = {(2a — b,3a + b,3a);a,b € R}
(b) [A] = {(5* + 2b,2a — 8b); a,b € R}

4. Sera que os vetores v; = (1,0,1),v2 = (1,1,2) e v3 = (0,1, 1) geram o R3?
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Dependéncia e Independéncia Linear

Vimos no Exemplo 50 que o conjunto {e; = (1,0),e5 = (0,1)} gera o R%2. Com um pouco de
reflexdo € possivel concluir que os conjuntos {ej, e, v1} € {ey, €2, vy, 02} também geram o R?,
para quaisquer vy, v, € R2. Ou seja, o espaco vetorial R? pode ser gerado por dois vetores, ou
também por trés, ou quatro, etc. Porém em nossos estudos estamos interessados em conjuntos
geradores que tenham o menor nimero possivel de vetores. De fato, vimos que para gerar o R?
sdo necessarios somente dois vetores. Assim, outros vetores que eventualmente aparecem no
conjunto gerador sdo desnecessarios.

A nocgao de dependéncia e independéncia linear sera muito util para a determinagao do menor
conjunto gerador de um espacgo vetorial.

Sejam V um espaco vetorial € vy, ...,v, € V. Considere a equacao

vy + - -+ apu, = 0. (2.2)

Note que ela possui pelo menos uma solugao que € a trivial:
o =g =---=aqa, =0.
Isto nos motiva a proxima definigao.
Defini¢do 10 (LI e LD). Dizemos que o conjunto {vy, ..., v,} é linearmente independente, ou simples-
mente que os vetores vy, ..., v, sao LI, se a equacao (2.2) admitir somente a solucao trivial. Se existir

solu¢do com algum «a; # 0, dizemos que {vy,...,v,} é linearmente dependente, ou simplesmente que

os vetores vy, ..., v, sao LD.
Vejamos alguns exemplos de conjuntos com estas caracterizacoes.

Exemplo 55. O conjunto {e; = (1,0), e = (0,1)} do espago vetorial R? ¢ LI. Com efeito,

(0,0) = ager + agey
Ozl(l, 0) + OZQ(O, 1)
(@1,0) + (0,0&2)

= (o1, )

o que implica a; =0 e ay = 0.
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Exemplo 56. Procedendo de maneira analoga ao exemplo anterior, podemos concluir que os vetores
e1 = (1,0,0), eo = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) do espago vetorial R? sao LI.

Exemplo 57. Os vetores v; = (6,4) e vo = (15,10) do R?, sao LD. De fato,

(0,0) = aju; + aguy
= 1(6,4) + as(15, 10)
= (6ay,40) + (1509, 10ay)
= (6ay + 15an,40q + 10a).

Donde resulta o sistema
60(1 —+ 150&2 =0

4oy + 100 = 0

=5

5 Q. Assim, fazendo as = 2, temos o = —5 e a equagao

o qual admite a solugao a; =
—5v; + 2v2 = 0, ou seja, —5(6,4) + 2(15,10) = (0,0)

se verifica e, portanto, (6,4) e (15,10) sao LD.

Note que, no exemplo anterior, o fato de (6,4) e (15, 10) serem LD implica que um dos vetores
€ multiplo do outro. De fato, podemos escrever

(6,4) = £(15.10).

Por outro lado, se dois vetores sdo multiplos entre si, isto €, v; = [fv,, para algum 5 € R, é
facil concluir que eles serao LD, pois a equacao a;v; + axvy = 0 admite solugdo nao trivial, a
saber, a1 =1#0e ay = —0.

Esta propriedade € generalizada para mais que dois vetores no seguinte resultado.

Proposigcao 1. Dado um espago vetorial V', o conjunto {vy,...,v,} CV é LD se, e somente se, um

destes vetores ¢ uma combinacao linear dos demais.

Demonstragcao. Primeiro mostraremos que se vy, ..., v, sao LD, entao um destes vetores é a combi-

nacao linear dos demais. Da definicao de conjunto LD, existe algum «; # 0 satisfazendo

agvy + -+t apu, = 0.

Assim, isolando o vetor v; obtemos v; = — %y — - .. — XLy — Gy L — L — Gngy
) o o ; + ; ’
pois «; # 0. Logo, v; é a combinagao linear dos vetores vy, ..., 0,1, Vi1, -, Un.
Assumimos agora que algum v; € {vy,...,v,} é a combinacdo linear dos outros vetores do con-
) 1 y Un

junto, ou seja,

U = Q101 + -0+ Q1 Vi—1 + Qi1 Vi1 0+ A Up,
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donde temos

—aU1 F = Q- 1Vi1 F U Qi1 Vi — 0 — AUy = 0,

Como nesta equagao o coeficiente de v; é 1 # 0, concluimos que {vq,...,v,} é LD. [ |

Nos exemplos seguintes usaremos a proposi¢cao anterior para concluir que um determinado
conjunto € LD.

Exemplo 58. O conjunto {e; = (1,0),es = (0,1),v = (a,b)} de vetores de R?, onde (a, b) ¢ qualquer

vetor de R?, ¢ LD. Com efeito, podemos escrever v como combinacao linear de e; e e,
v =(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + b(0, 1) = ae; + bey,

e portanto, pela Proposicao 1, o conjunto é LD.

Exemplo 59. Os vetores v; = (1,1,1),v5 = (=2,0,2) e v3 = (2,3,4) do R? sdo LD. De fato,

V3 = a1v1 + ag¥2
(2,3,4) = ai(1,1,1) + ax(—2,0,2)
- (alaalual) + (—2012,0,2012)

= (a1 — 2a9,a1,a1 + 2ay).

Equivale ao sistema linear:
a1 — 2a9 = 2
a; =3
a1 + 2a, =4

que tem como solucao a; = 3 e ay = % Logo, v3 = 3v; + %’Ug e, portanto, o conjunto {vq, vy, v3} €

LD.

Exemplo 60. Os vetores v; = (2,1,2,1), v, = (1,2,1,0) e v3 = (=3,0,5,0) do espaco vetorial R?

sao LI. Com efeito

0 = aqv + avy + azvs
= 1(2,1,2,1) + as(1,2,1,0) + as(—3,0,5,0)
= (21, 1,209, 1) + (g, 2an, @, 0) + (—3as, 0, 5as, 0)
= (201 + ay — 3as, ay + 209, 201 + ag + Has, aq).
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que equivale ao sistema linear

(2041 + ay —3a3 =10
a1+ 209 =0

200 + ag + 5a3 =0

&1:0
\

o qual admite somente a solugao trivial, ou seja, a; = aps = az = 0. Portanto, vy, vy e v3 sao LI.

EXERCICIOS

1. Assinale como verdadeira ou falsa as seguintes afirmagdes. Justifique sua resposta pro-
vando a afirmacgéao se for verdadeira e dando um contra-exemplo caso for falsa:

Seja B um subconjunto de A C R™. Se B é LD entdo A também é LD.

()
( ) Seja B um subconjunto de A C R”. Se A € LI entdao B também & LI.
( ) Se v € R™ é um vetor ndo nulo, entao o conjunto {v} é LI.

()

Se v € R, entédo o conjunto {v} é LI.

Resposta: V-V -V -F

2. Verifique se sdo LD ou LlI:

(@) {(10,40),(5,6)}
(b) {(7,9),(-1.3)}
c) {(-5,1,3),(1,2,1),(0,3,1)}
(d) {(3,2,1),(1,2,3),(5,0,-5)}
() {(1,5,-3,1),(0,3,1,2),(2,5,0,5)}
f) {(1,5,3,-2),(~5,~7,2,-1), (13,11, -12,7)}

Resposta: (a) LD (b)LI (c)LI (d)LD (e) LI (f)LD

3. Considere dois vetores (a,b) e (c,d) no plano. Se ad — bc = 0, mostre que eles sédo LD.
ad — be # 0, mostre que eles sao LI.
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Base e Dimensao

Dado um espaco vetorial V' estamos interessados em encontrar um subconjunto de V' que o gere
e ao mesmo tempo que seja 0 menor possivel, isto €, se subtrairmos deste conjunto algum vetor,
ele ndo gera mais todo V. Um conjunto com tais propriedades é chamado base de V. Vejamos
a definicao precisa de base.

Definicdo 11 (Base). Um conjunto de vetores {vy,...,v,} C V é uma base de V' se for LI e gerar
V.

Vejamos alguns exemplos de conjuntos que s&o bases dos espacos vetoriais R?, R?, ... R".

Exemplo 61. O conjunto C' = {e; = (1,0),e3 = (0,1)} ¢ base de R?, conhecida como base canénica
de R?. De fato, vimos no Exemplo 50 que C' gera R? e no Exemplo 55 que C' é LI.

Exemplo 62. O conjunto B = {(1,1),(0,1)} também é uma base de R?. Com efeito, se
(0,0) =a(1,1)+b(0,1) = (a,a + b),
temos a = b = 0, ou seja, B ¢ LI. Além disto, dado (z,y) € R? qualquer, podemos escrever

isto é, todo vetor de R? é uma combinagao linear de (1,1) e (0,1), provando que B gera R2.

No entanto, nem todo conjunto com dois elementos forma uma base de R?. Vejamos um
exemplo disto.

Exemplo 63. O conjunto {(—1,0), (5,0)} nao é base de R?, pois (5,0) = —5(—1,0), isto &, o conjunto
é LD.

No préximo exemplo veremos um conjunto de R? que é LI, porém n&o é base de R3.

Exemplo 64. O conjunto {e; = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} ndo é base de R?. Apesar de LI ele nao gera
todo o R3, ou seja, [eg, e3] # R3. De fato, notemos que todo elemento de R? da forma (a,0,0),a €

R\ {0}, ndo pertence ao espago [ea, e3].

Exemplo 65. Os vetores e; = (1,0,0), e = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1) formam uma base de R, chamada

base canonica de R3.
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Exemplo 66. Mais geralmente, nao é dificil ver que os vetores ey, ..., e, € R" onde e; = (1,0,...,0),
es =(0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1), formam uma base de R", conhecida como base candnica de
R™.

Do préximo resultado concluiremos que duas bases quaisquer de um espaco vetorial finita-
mente gerado tém o mesmo numero de vetores.

Teorema 1. Se B = {vy,v9,...,v,} é uma base de um espaco vetorial V', entdo todo conjunto com

mais de n vetores ¢ linearmente dependente.

Demonstragdo. Seja B’ = {w;, ws, ..., w,} um conjunto qualquer de m vetores de V', com m > n.
Devemos mostrar que B’ é LD. Para isto, basta mostrarmos que existem escalares aq, as, . . ., a,, nao

todos nulos, tais que

awy + asws + - -+ + apw,, = 0. (2.3)

Como B é uma base de V, cada vetor w; de B’ é uma combinacao linear dos vetores de B, isto

é, existem nameros aq;, Qg - . . , Oy, tais que

W, = 11V + Q91U + - - -+ a1y,

Wy = 19V + Qa9Us + - -+ + QupaUy, (24)

Wy, = Q1pU1 + QU + - - - + Qi Up.

Substituindo as relagoes (2.3) em (2.4), obtemos:
ar(aq1v1 + a1 Vg + - - F Q1) - A A (U1 F QU2 + - F A ty) = 0
ou, ordenando os termos convenientemente,
(araq1 + - -+ apmagm)vr + - -+ (a1 + - - F Q) v, = 0.
Como {vy,...,v,} sdo LI, os coeficientes dessa combinagao linear sdo nulos, ou seja,

a1y + -+ @y, =0

a1 Q1 + -+ A Oy, = 0

Esse sistema linear homogéneo possui m variaveis aj, aso, ..., a, € n equagoes. Como m > n, tal
sistema admite solugoes nao-triviais, isto é, a; # 0 para algum i € {1,...,m}.
! A
Logo, B’ = {wy,ws, ..., wy,} é LD. [ |
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Corolario 1. Duas bases quaisquer de um espaco vetorial finitamente gerado tém o mesmo nimero

de vetores.

Demonstragdo. Considere B = {uy,...,u,} ¢ B' = {v1,...,v,} duas bases de um espago vetorial
V. Como B ¢é base e B’ ¢ LI, pelo Teorema 1, m < n. Da mesma forma, como B’ é base ¢ B é LI,

temos n < m. Logo, m = n. [ |

O corolario anterior nos motiva a definicdo que segue.

Definigdo 12 (Dimensao). Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Se V' # {0} definimos a
dimensao de V', e a denotamos por dim V', como sendo o niimero de elementos de uma base qualquer
de V. Se V = {0} definimos a dimensao de V' como sendo 0.

Agora, se V é um espaco vetorial nao é finitamente gerado dizemos que V' possui dimensao infinita
(dimV = o).

Com esta definicdo podemos enunciar o Teorema 1 da seguinte maneira:

Se V' é um espaco vetorial de dimensao n, entdo qualquer subconjunto de V. com mais de n
elementos é linearmente dependente.

No préximo exemplo discutimos a dimensdo dos espagos vetoriais R?, R?, ..., R".

Exemplo 67. A dimensao do espaco vetorial R? é 2, pois a base canodnica, e portanto qualquer base

de R?, tem 2 elementos. Da mesma forma, dim R? = 3. Mais geralmente, dim R" = n.

ﬁ' OME NOTA. Na Definicao 11 vimos que um conjunto B ¢é base de um espaco vetorial V
se for LI e gerar V. No entanto, se soubermos que dim V = n, bastara verificar uma as

duas condigoes, ou seja,

(a) Sedim V =ne B={vy,...,v,} ¢ LI, entdo B ¢é base de V.

\(b) Sedim V =neB={v,...,v,} gera V, entdo B ¢é base de V. /

Exemplo 68. O conjunto B = {(1,2),(—1,—1)} é base de R?, pois sabemos que dim R?> =2 e B ¢
LI, uma vez que (1,2) ndo é multiplo de (-1, —1).
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@

Observacao. Sejam V um espago vetorial com dim V = n e S um subespaco de V. Entao

dim S < n. No caso em que dim S =n, tem-se S = V.

Com o auxilio da observagao acima, apresentamos a seguir uma interpretacdo geométrica
para os subespacos vetoriais de R3.

Exemplo 69. Consideremos o espaco tridimensional R3. A dimensao de qualquer subespaco S C R3

s6 poderé ser 0,1,2 ou 3. Assim,
(a) se dimS = 0, entdo S = {0} ¢é a origem.
(b) se dimS =1, entdo S é uma reta que passa pela origem.
(c) se dimS = 2, entdo S é um plano que passa pela origem.

(d) se dimS = 3, entao S = R3.

4

@

Observacao. Seja V um espaco vetorial de dimensao n. Se os vetores vy, ..., v, sao LI
em V, com r < n, entdo existem v,41, ..., v, tais que {vy,..., 0, Vp11,...,0,} ¢ uma base
de V.

Exemplo 70. Encontre uma base de R* que contenha o vetor (2,1,1).

Como dim R?® = 3, precisamos encontrar dois vetores v;,v2 € R® que juntos com (2,1,1)
formam um conjunto LI. Tomando v; um vetor que nado seja miltiplo de (2,1,1) ja teremos que
{(2,1,1),v1} é LI. Assim, consideremos v; = (1,0,0). Para completar, escolhemos v, que nao seja
combinagao linear de (2,1,1)e(1,0,0). Dentre os infinitos existentes, tomemos vy = (0, 1,0). Logo,
{(2,1,1),(1,0,0),(0,1,0)} ¢ LI e portanto ¢ uma base de R3.

Exemplo 71. Consideremos o seguinte subespaco de R*:

S={(z,y,z,w);x —2y =0e z = 3w}.
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Determinar uma base de S e sua dimensao.

Um vetor (z,y,z,w) € S se v = 2y e z = 3w. As variaveis livres sdo y e w. Logo, dimS =2 e
qualquer subconjunto de S com dois vetores LI forma uma base desse espaco. Facamos y =1, w =0
ey = 0,w = 1 para obter os vetores v; = (2,1,0,0) e vo = (0,0, 3, 1), respectivamente. O conjunto

{v1,v2} é uma base de S.

EXERCICIOS

1. Verifiqgue quais dos conjuntos de vetores a seguir constituem uma base do R?:
(@) {(-=1,-1),(1,2)}
(b) {(3,-6). (=3, )}

c) {(0,0),(2,3)}
(d) {(5,1),(=2,4);

Resposta: Os vetores dos itens (a) e (d) formam uma base de R?
2. Verifique quais dos conjuntos de vetores a seguir constituem uma base do R?:

(@ {(1,1,-1),(2,-1,0),(3,2,0)}
(b) {(3,0,3),(0,-1,2),(—1,%,-2)}

)90

( )

( (

c) {(2,1,-1),(-3,0,3),(0,0,2)}
(d) {(1,3,4), (1,1, 1)}

Resposta: Os vetores dos itens (a) e (c) formam uma base de R?

3. Encontre valores de m para que o conjunto {(—2,—m), (m, 3)} seja uma base do R2.

Resposta: m # +/6

4. O conjunto B = {(2,—1),(—3,2)} é uma base do R%. Escrever qualquer vetor de R?> como
combinacao linear de B

Resposta: (z,y) = (22 +3y)(2,1) + (z + 2y)(—3,2)

5. Mostrar que o conjunto
{(1,2,0,0),(0,0,2,1),(1,0,0,6),(0,0,0,4)}

forma uma base do R*.

6. Determinar uma base do subespaco de R* gerado pelo conjunto
{(1,-1,0,0),(=1,1,2,1),(0,0,4,2),(—-2,2,2,1)}.
Resposta: Uma base é {{(1,—1,0,0),(-2,2,2,1)}
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7. Seja V = R? e o conjunto
B=1{(0,1,1),(1,1,0),(1,2,1)} C R®.

(a) B € uma base de R3?

(b) Determine uma base do R? que possua dois elementos do conjunto 5.

Resposta: (b) Uma base é {(0,1,1),(1,1,0),(0,0,1)}
8. Determinar a dimensao e uma base para cada um dos seguintes espacos vetoriais:

@) {(z,y,2) e R%y = —a}

(b) {(z,y,2) e R% 2 =8z ey=0}
c) {(x,y)} € R* 3z + 2y =0}
(d) {(z,y,2) e R%x =2y e » = -3y}
e) {(x,y,2) € R®%x —2y+ 52 =0}

f) {(z,y,2) € R%y =0}

Resposta: (a) dim =2 (b)dim=1 (c)dim=1 (d)dim=1 (e)dim=2 (f)dim =2

T, Y, %2
T, Y, %2

9. Encontre uma base e a dimensao do espacgo solugao dos seguintes sistemas lineares:

(

r+2y—22—t=0
(@ 2z +4y+2+t=0
r+2y+32+2t=0
\

(

rT+2y—2+3t=0
(b) S22 —y+2—-t=0
\4x+3y—z+5t:0

;

r—2y—z=0
(€) $22+y+32=0
\x+3y+4z:0

20+ 2y —32=0
d) Sz—y—2=0
\3x+2y+z:0

r+y—22+t=0
(e)
204+ 2y —424+2t =0

Resposta: (a) dim = 2 e uma base é {(1,0,3,-5),(0,1,6,—10)}
(b) dim = 2 e uma base é {(0,—-2,—1,1),(1,—3,-5,0)}
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(c)dim =1eumabase é {(1,1,—-1)}
(d) dim = 0 e nao existe base

(e) dim = 3 e uma base é {(-1,0,0,1),(-1,1,0,0),(2,0,1,0)}
10. Para os seguintes subespacgos de R*
Si={(z,y,z,w);z+y+z=0}e S ={(z,y,z,w);xr—2y =0€ z = 3w}

obter:

(a) uma base de S; e sua dimensao.

(b) uma base de S; e sua dimensao.

Resposta: (a) dim S; = 3 e uma base é {(1,0,—1,0),(0,1,—1,0),(0,0,0,1)}
(b) dimSs = 2 e uma base é {(2,1,0,0),(0,0,3,1)}

92 Algebra Linear



Coordenadas e matriz mudanca de base

Teorema 2. Seja B = {v;, s, ...,v,} uma base de um espago vetorial V. Entao, todo vetorv € V
se escreve de maneira Unica como combinagao linear dos vetores de B.

Demonstragcdo. Dado um vetor v € V, pela definicdo de base, sabemos que v pode ser expresso
como combinacgao linear dos vetores da base B. Suponha que existam duas tais combinacdes
lineares:

V= QU1 + QoUs + -+ -+ Uy,
v = P11 + Pava + - - + Bpup.

Assim,
a1V + aUg + - - -+ v, = Bivr + Bavg 4 - - - 4 B,

ou seja,
(a1 = Br)vr + (ag — Bo)vg + -+ - + (i — Bn)vn = 0.

Como os vetores da base sao LI, segue que
ap—Bi=ay—[fr=--=a,— B, =0,
isto é,
o; = fB;, paratodoi=1,...,n
0 que prova o resultado. [ |
Sejam V um espaco vetorial e B = {vy,...,v,} uma base de V. Pelo Teorema 2 um elemento
v € V qualquer se escreve de maneira unica como

V=V + -+ o,

Os numeros ay, ..., a, sao chamados coordenadas de v com relacdo a base B e se representa
por

v = (a1, ..., ap)
ou em notacao matricial

€51

Exemplo 72. Considere a base B = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} do R3. Encontre as coordenadas do

vetor (3,2,1) com relagdo a B.
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Devemos obter a, b e ¢ tais que
(3,2,1) = a(1,0,0) +5b(1,1,0) +¢(1,1,1)

= (a+b+cb+c0)
0 que equivale ao sistema linear:

at+b+c=3
b+c=2
CcC =

donde a =1,b=1e c=1. Assim,

(3,2,1)p = (1,1,1).

Exemplo 73. Encontre o vetor v € R?® cujas coordenadas na base B = {(1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)} &
B = (1, 2, 3)

Pela definicao de coordenadas com relagao a uma base, basta fazer:

v=1(1,0,0)+2(1,1,0) + 3(1,1,1) = (6,5, 3).

Matriz mudanca de base

Dadas duas bases ordenadas By = {uy,...,u,} € By = {vy,...,v,} de um mesmo espaco vetorial
V', um vetor v € V pode ser escrito como

UV =aqu; + -+ oy,

(2.5)
U:B1U1+"'+ann

Nosso objetivo agora, é relacionar as coordenadas vp, = {ay,...,«®,} de v em relagdo a base
B, com as coordenadas vg, = (1, ..., 5,) de v em relacao a base B;.

Uma vez que {uy,...,u,} € uma base de V, cada vetor v; € B, pode ser escrito como combi-
nagao linear dos u;, ou seja,

V1 = a11U] + a9 ug + - - -+ ApUy

V9 = Q12U + A2Ug + « + - + Ap2Uy,

(2.6)

Up = Q11 + QoplUs + -+« + Gpp Uy
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Substituindo (2.6) em (2.5) vem

v = Blvl_'_"'_'_ﬁnvn

= [ilanur + anug + - - -+ anuy) + - - -+ Bulanur + - - -Brun)

= (anfi+ -+ awmbo)ur + -+ (@11 + - -+ ) Un.

Como v = ajuy + - - - + au,, € as coordenadas em relagdo a uma base sao unicas, temos

a seguinte relacédo entre as coordenadas (ay, ...

(b1, ..., B,) do mesmo vetor na base Bs:

oy = anpi+-

an = a'n151+'

que em forma matricial se escreve

aq ailr a2
%) a1 Q22
(079 An1  Ap2

,az) de v na base B; com as coordenadas

. + alnﬁn

-+ ann/Bna
Q1n 51
Q2n, 52
ann Bn

Denotando a matriz dos coeficientes a;; acima por [I];}> podemos escrever:

[l = ]

[U] By

Chamamos [I]gf de matriz mudanca da base B, para a base B;,. Esta matriz contribui para
alcangar nosso obijetivo, pois ela transforma as coordenadas de um vetor v na base B, em coor-

denadas do mesmo vetor v na base B;.
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Observagdo. (Dica para o célculo da matriz [I]}?)

A i-ésima coluna de [I] gf coincide as coordenadas do vetor v; em relacao a base B;.

Exemplo 74. Calcule a matriz mudanga da base By = {(2, —1), (1, 3)} para a base B; = {(1,0), (1,1)}.

Sabendo que vg, = (5, 3), calcule vp, .

Basta obter as coordenadas dos vetores de By em relacao a By e dispd-las em colunas:

(2,—1) = (111(1,0)+CL21(1,1)
= 3(1,0) — 1(1,1)
= (2,-1)g =(3,-1)

(1,3) = CL12<1,0)+CL22(1,1)
= —2(1,0)+3(1,1)
= (1,3)p, =(-2,3)

Assim,

Sendo vg, = (5,3) temos

Isto &, vg, = (9,4).

Inversa da matriz mudanca de base

Se ao contrario, escrevermos coordenadas dos vetores u; de B, em relagao aos vetores v; da
base B,, obtemos a matriz [/ ]g; mudanca da base B, para a B,.
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TOME NOTA. Um fato importante é que as matrizes [/ ]gf e[l ]g; sao invertiveis e

(%) =[5

Exemplo 75. Calcule a matriz mudanca da base canonica C' = {(1,0), (0,1)} para a base
B ={(-1,2),(4,3)}. Obtenha as coordenadas do vetor (5,8) em relagdo a B.

Note que ¢ mais fécil obter a matriz [I]5 mudanga da base B para C, pois os vetores da base B

j& estao em coordenadas na base candnica, ou seja,

(=1,2) = —1(1,0) + 2(0,1) e (4,3) = 4(1,0) + 3(0, 1).

4 -1 3 -4 2 4
15 = (1) = =
11
—2 1 121 1_11
Logo,
-3 4 5 17
el = 15lle=| 1 L
2 L1 8 18
1 1r 11
ou seja, vp = (12, 18).

Exemplo 76. Seja B = {(1,1,0), (0,2,0), (0,0,5)} uma base do R? e denote por C' sua base canénica.

Calcule a matriz mudanca da base canonica para a base B.

(1, O, 0) = an(l, 1, O) + 0121((), 2, O) -+ Clgl(o, 0, 5)

(0,1,0) = a12(1,1,0) + a(0,2,0) + a32(0,0,5)

(0, O, 1) = &13(1, 1, O) + &23(0, 2, O) -+ a33(0, 0, 5)

O que nos da
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a11:1 a12:O CL13:0

an +2a3 =0 a1z +2a =1 a13 + 2az3 = 0
daz; =0 Bass =0 Sass =1
isto é,
app =1 ayp =0 a3z =0
a21:%1 ) a22—% ) azz =0
ag =0 agz =0 ass = 3
Logo,
1 00
=15 4 0
0 0 %

Exemplo 77. Considere as bases By = {u1, us, u3} e By = {v1,v2, v3} do R? relacionadas da seguinte
forma:
Uy = U1 + U3

Uy = 201 + Vg + U3
U3:U1+2U2—|—U3

Determinar a matriz de mudanca de By para B; e de By para Bs.

Por definicao temos que

1 21
=101 2
111

¢ a matriz mudanca de B; para Bs.
Para obter a matriz [/ ]gf mudanga de By para Bj, basta calcular a inversa de [/ ]g;, pois

B B;\~! . . . - ,
[1]52 = ([I]3)) . Deixamos como exercicio o calculo desta matriz inversa que é:

EXERCICIOS

1. Determinar o vetor coordenada de v = (6,2) em relagéo as seguintes bases

Bl = {(370)7(072)}7 BQ - {(170)7(071)}
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By = {(17 2>7 (27 1>}7 e B,= {(07 1>7 (170)}'
Resposta: vp, = (2,1), vg, = (6,2), vp, = (5, ), vp, = (2,6)

. No espaco vetorial R?, consideremos a seguinte base,
B =1{(1,0,0),(0,1,0), (1,-1,1)}.

Determinar o vetor coordenada de v € R? em relagdo a base B se:

@) v=(2,-3,4).
(b) v = (3,5,6).
(©) v=(1,—-1,1).

Resposta: (a) vg = (—2,1,4) (b) vg =(-3,11,6) (c)vp =(0,0,1)
. Sejam os vetores v; = (1,0, —1), v, = (1,2,1) e v3 = (0, —1,0) do R?.

(@) Mostrar que B = {v1,v2,v3} € base do R?

(b) Escrever e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) como combinagéo linear dos vetores
da base B.

ReSpOSta: (b) e = %Ul + %Ug + v3, €9 = —V3, €3 = _711)1 + %1)2 + v3
. Considere as seguintes bases de R?:
A= {(27_1)7(_171)}7 B = {(170)7(271)}7
C={(1,1),(1,-1)} e D={(-1,-3),(3,5)}.
Calcular:

(a) Calcular v sabendo que v4 = (4, 3)
(b) Calcular v, sabendo que vp = (7,—1)

(c) Calcular vp sabendo que ve = (2, 3)
Resposta: (a) vg = (7,—1) (b)va = (4,3) (c)vp = (7,4)

. Sabendo que B = {(1,3), (2, —4)} é base do R? e que a matriz M de mudanca de base de

B para C é:
-7 6
M = ,
{ —11 8}

determinar a base C.

Resposta: C = {(3,-2),(—2,1)}
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6. Considere as bases B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e C = {(1,0,-1),(0,1,—-1),(—1,1,1)}
do R3.
(a) Determinar a matriz M de mudancga de base de B para C.
(b) Calcular v- sabendo que v = (1,2, 3).

(c) Calcular vg sabendo que ve = (7, —4,6).

2 1 1
Resposta: (@) M = | —1 0 -1
1 1 1

(b) Vo = (77 _47 6) (C) UB = (17 27 3)

7. Sabendo que v = (5, —2, 3), calcular vz, sendo

1 11
M=|110
1 01

a matriz de mudancga de base de B para C.

Resposta: vg = (—4,2,7)

8. Considere as bases By = {uq, us, us} € By = {v1,v5,v3} de R? assim relacionadas:
b b ) )

V1 = U] — Uz — U3
U2:2U2—|—U3

v3 = 2uy + us

(a) Determinar as matrizes de mudanga de B; para B; € de B, para B;.

(b) Se um vetor u de R? apresenta coordenadas 1,1 e 1, em relagdo a B;, quais as coor-
denadas de u relativamente a By?

1/2 1/2 1/2 1 0 2
Resposta: (a) (/|5 = | 1/4 3/4 —1/2 |el]2=| -1 2 0
1/4 —1/4 1/2 111

(b) Uup, = (07 %7 %)
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Modulo 3

Transformacoes

Lineares

Ao final deste modulo o leitor estara familiarizado com os seguintes conceitos:
> Transformacao linear;

> Nucleo e imagem de uma transformacao linear;

> Representacdo matricial de uma transformacao linear;

> Operadores lineares no plano.

=

Leitura
Complementar

O leitor interessado em aperfeicoar e ampliar seus conhecimentos nos assuntos tratados neste
modulo encontrara o suporte necessario nos seguintes textos: [1, 2, 6]. Aos interessados em
aprofundar nestes conteudos indicamos: [3, 4].
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Transformacao Linear

As transformacoes lineares sao fungdes especiais por dois motivos: o primeiro € que sao fungdes
definidas entre espacos vetoriais € 0 segundo motivo € porque séo fungdes que respeitam as
operacoes destes espacos vetoriais

Definicao 13 (Transformacao Linear). Dados dois espacos vetoriais U e V, uma transformacao
linear de U em V' é uma funcao T : U — V, que satisfaz as seguintes condigoes:

TL 1) T(u+v) =T(u)+T(v),Vu,v € U.

TL 2) T(au) = oT'(u),YVa e Reu e U.

4

@

Observacao. Uma transformagao linear de U em U ¢ chamada de operador linear.

Vejamos alguns exemplos de fungdes que sao transformagdes lineares.

Exemplo 78. A transformacio T : R?* — R3, definida por T'(z,y) = (2x + y, z — v, 3y) ¢ linear.

De fato, dados v = (z1,y1) e v = (2, y2) vetores quaisquer de R? e a € R temos:
TLY) T(u+v) = T((x1,51) + (22, 92))
= T(x1+x2,91 +¥y2)
(2(z1 + 22) + (Y1 +y2), (21 + 22) — (Y1 +42), 3(11 + ¥2))
= (221 + 222 + Y1 + Yo, 11 + T2 — Y1 — Y2, 3Y1 + 312)
(2z1 + Y1, 210 — Y1, 3y1) + (222 + Y2, T2 — ¥2, 3y2)
= T(u)+T(v).
TL2) T(au) = T(a(z1,y1))
= T(azy,0y;)
= (2axy + ayr, axy — ayr, 3ay,)
= (a(2z1 + 1), alzr — 1), a(3y1))
= a2z +y1, 71 — Y1, 301)
= aT'(u).
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Exemplo 79. Seja T': R — R, dada por T'(x) = kx, onde k € R — {0}, é uma transformagao linear.
Com efeito, sejam z,y, o € R, temos:
TL1) T(x+y) =k(r+y) =ke +ky=T(x) +T(y).
TL 2) T(ax) = k(ax) = akz = oT'(z).

Note que toda transformacéo linear de R em R s6 pode ser da forma apresentada no exemplo
anterior.

De fato, T'(z) = T(x - 1) e, sendo T linear e x um escalar, podemos escrever T'(z - 1) = zT'(1).
Denotando T'(1) = k, temos T'(x) = kx.

Exemplo 80. A aplicagao identidade I : U — U, dada por I(u) = u, é um operador linear.
De fato,
TL1) I(u4+v)=u+v=1(u)+1(v),YVu,v e U.
TL 2) I(ou) = au = al(u),YVu € U e a € R.

Exemplo 81. A transformacao nula 7': U — V, dada por T'(u) = 0,Vu € U, é linear, pois:
TL1) T(u+v)=0=04+0=T(u) +7T(v),Vu,v e U.
TL2) T(au) =0=a-0=aT(u),Yu e U eacR.

Exemplo 82. Uma matriz A de ordem 3 x 2 determina uma transformacao da seguinte maneira:

T, : R? —» R3
u = Ty(u) = Au.
Além disso, T4 ¢ linear. De fato, sejam u,v € R? e o € R temos
TL 1) Th(u+v) =Alu+v) = Au+ Av = T(u) + T'(v),
TL 2) Ta(au) = A(au) = aAu = aT'(u).

Vejamos um caso particular de uma transformacao linear definida como acima.

5 0
x
Considerando Azxo = | 2 —1 | e u= (z,y) como um vetor coluna, usyx; = , temos
Y
1 3
5 0 S5x
x
Au=1| 2 -1 =| 2z —y
Y
1 3 T+ 3y
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Logo, Ta(z,y) = (52,2z — y,x + 3y).
Isto significa que a matriz A3y, determina a transformagao do vetor u = (z,y) € R? no vetor

v = (bx,2x — y,x + 3y) e tal transformagao ¢é linear.

A ideia apresentada no exemplo anterior pode ser generalizada para qualquer matriz de or-
dem m x n. como segue.

Exemplo 83. Em geral, dada uma matriz A de ordem m X n, fica determinada a transformacao
linear Ty : R™ x R™ cuja imagem T'4(u) do vetor u € R™ é dada pelo produto da matriz A,,, com

o vetor coluna ,x1 :
TA(“) = Amxn cUpx1 = (Au)mxl-

Mais adiante veremos que o contrario também acontece, ou seja, toda transformacgao linear
T : R" — R™ pode ser representada por uma matriz de ordem m x n.

No proximo exemplo veremos uma transformagéo que nao é linear.

Exemplo 84. A transformacao T : R? — R? dada por T(z,y) = (22, 2y) nao ¢ linear.
De fato, dados v = (z1, 1), v = (z2,y2) € R? temos

T(u+wv) =T + w291 +y2) = (21 +72)%, 2051 + 4)) = (2] + 2122 + 25, 251 + 2po)

porém

T(u) +T(v) = (27, 2y1) + (23, 22) = (21 + 23, 2(y1 + 1))

o que implica
T(u+wv) # T(u)+T(v),

sempre que xj € T sao nao nulos.

A préxima observacao nos da uma maneira de detectar algumas transformacgdes que nao sao

lineares.

@

Observacao. Se T : U — V é uma transformacao linear, entao 7' leva o vetor nulo de U
no vetor nulo de V. De fato, T(0) = T(0 - u) = 0T (u) = 0.
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Mas cuidado, para uma transformacao 7' ser linear, nao é suficiente que 7'(0) = 0, como pode
ser visto no Exemplo 84.

Se T : U — V é uma transformacao linear, entdo a imagem de uma combinagéao linear
ajuy + anus em U é uma combinagéo linear das imagens 7'(u;) € T'(uz) em V com 0S mesmos
coeficientes a; € ay. Ou seja,

T(a1u1 -+ OéQUQ) = T(Ozlul) + T(O@Uz) = ole(ul) —+ OégT(Ug).
E claro que isto vale para uma combinag3o linear qualquer em U, isto &,
T(oqui + - -+ apuy) = aqT(ug) + - - - + @, T (uy).

Isto nos revela que, caso U seja um espaco vetorial finitamente gerado, a transformacao linear T’
fica completamente determinada se conhecermos seus valores nos elementos de uma base de
U. De fato, seja B = {uy, ..., u,,} uma base de U tal que sdo conhecidos os vetores

T(ul) = V1, ,T(un) = Up de V.

Dado u € U qualquer, sabemos que existem escalares oy, ..., a,, € R tais que u = aju; +-- -+
a,uy,. Assim, obtemos T'(u) por:

Tuw) = T(oagur+ -+ ayuy)
= oT(u)+ -+ a,T(uy)

= oV + -+ QpUy.

Exemplo 85. Seja T : R? — R? um operador linear e B = {(1, 1), (1, —1)} uma base do R?. Supondo
que T(1,1) = (2,6) e T'(1,—1) = (—2,2), determine 7'(5,3) e T'(z,y).

Expressando o vetor (5,3) como combinagao linear dos vetores de B, temos:
(5,3) =a(1,1) +b(1,—-1) = (a + b,a — b)

ou
a+b=5
a—b=3

cuja solucao é a =4 e b= 1. Assim,

~
—~
‘o
@
N—

I

T(4(1,1) + 1(1, —1))

AT(1,1) + 17(1, -1)

= 4(2,6) +1(-2,2)

— (6,26).
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Procedemos da mesma forma com o vetor genérico (x,y):

(x,y) =a(1,1) 4+ 0b(1,—1)

ou
a+b==x
a—b=y
x x —
que tem solugao a = % eb= 5 y. Assim,

T(r,y) = T(3(11)+ 541, -1)
= ZHT(1,1) + ZHT(1, -1)
= IH(2,6) + 5¥(-2,2)
= (x+y,3x+3y)+ (—z+y,x—vy)
= (2y,4z + 2y)

Se calculassemos primeiro T'(x,y) = (2y, 4z + 2y) poderiamos calcular o vetor T'(5, 3) por

T(5,3)=(2-3,4-5+2-3) = (6,20).

Exemplo 86. Seja T : R?* — R? uma transformacao linear ¢ B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} uma
base de R3. Sendo T'(1,1,1) = (—2,1), T(1,1,0) = (4,0) e T(1,0,0) = (1,3), determine T'(z,y, 2).

Expressando (z,y, z) como combinagao linear dos elementos em B, temos

(x,y,2) =a(l,1,1) + b(1,1,0) + ¢(1,0,0)

ou
a+b+c==x
a+b=y
a=z

cuja solugao éa =2, b=y —zec=x —y. Assim,

T(x,y,z) = T(2(1,1,1)+ (y — 2)(1,1,0) + (z — y)(1,0,0))
= ZT(1,1,1)+ (y — 2)T(1,1,0) + (z — y)T(1,0,0)
= 2(=2,1)+(y—2)(4,0) + (z —y)(1,3)
= (=2z+4y—4z+4+2x—y,z+3x—3y)
= (z+3y—62,3z—3y+2).
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No proximo exemplo 0 que queremos é encontrar um vetor cuja imagem por uma transforma-

¢ao linear é conhecida.

Exemplo 87. Dado o operador linear no R3:
T(z,y,2) = (x+2y+ 22,2+ 2y — z,—x +y + 4z).

Determine o vetor v € R? tal que T'(u) = (—1,8, —11).
Fazendo u = (z,y, z) temos que T(u) = T'(z,y,2) = (—1,8,—11) ou seja,

(x4+2y+2z,0+2y—2z,—x+y+4z) = (—1,8,—11)
ou
T4+ 2y+2z=-1
r+2y—2=28
—r4+y+4z=-11

cuja solugao é x =1, y =2 e z = —3. Logo, u = (1,2,-3).

EXERCICIOS

1. Entre as seguintes transformacgdes, verique quais sao lineares.

(@) T:R? - R?, T(x,

xr — 3y, 4x + 2y)
(b) T:R? - R?, T(x,

(d) T:R? —» R?, T(x,

(z,y) = (
(z,y) = (
) T:R2 =R T(x,y) = (z,y — 1)
(z,y) = (0,4y + 37)
() T:R> = R2, T(x,y) = (
) T:R2 >R, T(z,y) = zy
(@ T:R>=R3 T(x,y) = (y+ 2z, —3z,0)
(h) T:R3 = RS, T(x,y,2) = (x+ 22—y, —3)
(i) T:R—R2 T(z)= (2,2 — 2)
G) T:
(K) T:R2 =R, T(z,y) =y
() T

R3 - R, T(z,y,2) = 2x — by + 3z

:R?2 - R, T(z,y) = (—y,x,y, —2z)

Resposta: As transformacoes dos itens (a), (d), (g), (h), (j), (k) e (l) sédo lineares.
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2. Considere uma transformagao linear 7' : R* — R3 tal que T'(—1,1) = (3,2,1) e
7(0,1) = (1,1,0). Determine:
(@) T7'(2,3)
(b) T(x,y)
(c) v e R*tal que T'(v) = (—2,1,—-3).
ReSpOSta: (a) T(27 3) = (_17 17 _2) (b) T(I‘, y) = (_2:(; Ty, —r+y, —.ﬁL’) (C) U= (374)

3. Dada a transformagao linear T : R* — R? definida por 7'(1,1,1) = (1,2), T(1,1,0) = (2,3) e
7(1,0,0) = (3,4). Determine:

(@) T(z,y,2)
(b) v; € R tal que T'(vy) = (=3, —2)
(c) v, € R3 tal que T'(v5) = (0,0)

Resposta: (a) T'(x,y,2) = Bz —y —z,4e —y—2) (b)v; = (1,6 —2,2) (C)ve =(0,—2,2)
4. Seja T : V — W uma fungado, mostre que:

(a) Se T é uma transformacao linear, entao 7'(0) = 0
(b) Se T'(0) # 0, entdo T ndo é uma transformacao linear.
5. (a) Ache a transformagao linear 7' : R? — R? tal que 7'(1,0,0) = (2,0), 7(0,1,0) = (1,1) e
7(0,0,1) = (0, —1).
(b) Encontre v de R? tal que T'(v) = (3,2).
Resposta: (a) T'(z,y,2) = 2z +y,y — 2) (b)v= (2,3 —2x,1 — 22)
6. (a) Qual é a transformagao linear 7 : R? — R3 tal que T'(1,1) = (3,2,1) e
T(0,—-2) = (0,1,0)?
(b) Ache T'(1,0) e T(0, 1).

(c) Qual é a transformagéo linear S : R* — R? tal que S(3,2,1) = (1,1), S(0,1,0) = (0, —2)
e 5(0,0,1) = (0,0)?

(a) Ache a transformacéo linear P : R? — R%2talque P = SoT.

Resposta: (a) T'(z,y) = (32, %% ) (b) T(1,0) = (3,2,1) e T(0,1) = (0, 3, 0)

B )9 ) 9

(C) S(l’,y,Z) = (éﬂ?, gx - 2y) (d) P(l’,y) = ('Tvy)
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Nucleo e Imagem de uma Transformacgao Linear

Nesta unidade introduzimos e estabelecemos propriedades de nucleo e imagem de uma transfor-
macao linear. Veremos que estes objetos tém estrutura de subespacos vetorias e sdo usados no
estudo das tranformacgdes lineares. Apresentamos, por exemplo, o teorema da dimenséo, o qual
relaciona a dimensao do nucleo e da imagem com a dimensao do dominio de uma transforma-
cao linear. Este resultado € muito util no estudo da injetividade e/ou da sobrejetividade de uma
transformacéo linerar. Por fim, introduzimos o conceito de isomorfismos entre espacgos vetoriais.

Iniciemos com a definicdo de nucleo de uma transformacao linear.

Definigdo 14 (Nucleo). Dada uma transformacao linear T : U — V, chamamos de nicleo de T o
conjunto de todos os vetores u € U tais que T'(u) = 0. Tal conjunto denotaremos por N(7T') ou

Ker(T). Assim, podemos escrever

N(T) ={u e U;T(u) = 0}.

Note que N(T') # (), pois, uma vez que T'(0) = 0, o vetor nulo de U sempre pertence a N (7).

Agora, consideremos algumas transformacgoes lineares e determinemos seus nucleos.

Exemplo 88. Seja T : R? — R definida por T'(z,y) = x — y. Neste caso,
N(T) ={(z,y) e R*z—y =0},
ou seja, N(T) é a reta y = x. Podemos ainda escrever

N(T) = {(z,z);z € R}
= {z(1,1);x € R}
- [(171)]'

Exemplo 89. O ntcleo da transformagao linear T : R? — R?, dada por T(z,y) = (z + y,2x — y) é

o conjunto
N(T) = {(z,y) € R% (z +y,2x —y) = (0,0)},
isto é, a solucao geral do sistema
r4+y=0
20 —y =10

aqual é x =y =0.

Logo, N(T') = {(0,0)}.
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Exemplo 90. A transformagao linear T : R® — R? dada por T(z,y,2) = (x —y — 2,27 + y + 22),

apresenta como nicleo o conjunto
N(T) = {(z,y,2) € R%;(z —y — 2,20 +y +22) = (0,0)},
ou seja, (z,y,z) € N(T) se, e somente se,

r—y—2z=0

20 +y+22=0

sistema que admite como solugao z = 4 e z

Il
N
=

Logo,
N(T)

Il
—
ke
=
=4,
<
:_/
<
m
S
—

A seguir veremos que o conceito de imagem de uma transformacéao linear coincide com o
conceito de imagem de uma fungao qualquer.

Definigao 15 (Imagem). Seja T : U — V uma transformagao linear. Chamamos imagem de T o
conjuntos dos vetores v € V' tais que existe um vetor u € U satisfazendo T'(u) = v. Denotaremos tal

conjunto por Im(7T) ou T'(V'). Assim,
Im(T)={v e V,;T(u) =v para algum u € U}.

A seguinte figura ilustra todas as componentes relacionadas a uma transformacgao linear
T:U—=>YV.

FIGURA 3.1

Note que Im(T') é sempre ndo vazia, pois como 7'(0) = 0 temos que 0 € Im(T).

Vejamos alguns exemplos de transformacdes lineares e suas respectivas imagens.
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Exemplo 91. Seja T': R?* — R3, definida por T'(x,y, 2) = (0,y, 2), isto é, T ¢ a projecdo ortogonal
de R? no plano yOz. A imagem de T é o préprio plano yOz. De fato,

Im(T) = {(0,y,2);y,z € R}
= {y(0,1,0) + 2(0,0,1);y,z € R}
= [(0,1,0),(0,0,1)].

Ja o nticleo de T' é o eixo dos z, pois T'(z,0,0) = (0,0,0),Vx € R e entao

N(T) = {(x,0,0);2 € R}
= {z(1,0,0);z € R}
= [(1,0,0)].

Exemplo 92. A transformacaonula 7 : U — V, T'(u) = 0,Vu € U, tem Im(T) = {0}, enquanto que

o nucleo é todo U.

Exemplo 93. A transformagao identidade I : U — U, I(u) = u,Vu € R, tem N(T) = {0}, enquanto

que a imagem ¢é todo o U.

O proximo resultado nos diz que os conjuntos nucleo e imagem de uma transformacao linear
T :U — V sao subespacos de U e V, respectivamente.

Proposicao 2. Seja T : U — V uma transformacao linear. Entao,
(1) O nucleo de T', N(T'), € um subespaco vetorial de U.
(2) A imagem de T', Im(T), é um subespaco vetorial de V.
Demonstragdo. (1) Como visto, 0 € N(T), logo N(T') # 0. Dados uy,us € N(T') e a € R temos

SV 1) T(uy +ug) =T (ur) +T(ug) =0+ 0 =0, ou seja, u; + uy € N(T).
SV 2) T(auy) = oT'(u;) = a0 =0, ou seja, auy € N(T).

Portanto, N(7T') é um subespago vetorial de U.

(2) Como 0 € Im(T), segue que Im(T) # (. Dados vy,v3 € Im(T) e a € R, existem uy,us € U

tais que T'(uy) = vy e T'(ug) = vo. Assim,

SV 1) T(uy +ug) = T(uy) + T(uz) = vy + vg, isto &, vy + vy € Im(T).
SV 2) T(auy) = oT'(uy) = auy, isto é, avy € Im(T).

Portanto, Im(7') é um subespago vetorial de V.
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Os conceitos de injetividade, sobrejetividade e bijetividade ja sdo bem conhecidos quando se
trata de fungbes. O que veremos a seguir € que estes conceitos também s&o introduzidos ao
estudo de transformacgdes lineares.

Definigao 16 (Injetividade, sobrejetiva e bijetividade). Seja T': U — V uma transformacao linear.

1. Dizemos que T' é injetora se para todos uy,us € U, uy # ug implica T'(uy) # T(ug). Equiva-

lentemente, T'(uy) = T'(uy) implica uy = ug, Vuy, us € U.

2. Dizemos que T é sobrejetora se Im(T) = V', ou seja, para todo v € V existe pelo menos um
u € U tal que T'(u) = v.

3. Dizemos que T ¢é bijetora se ela for injetora e sobrejetora.

Note que os conceitos de injetividade e sobrejetividade de uma transformagao linear coinci-
dem com os mesmos conceitos para uma fungao qualquer.

O proximo resultado nos auxilia na verificagao de uma transformagao linear ser ou nao inje-
tora.

Proposicao 3. Uma transformagao linear T': U — V' ¢ injetora se, e somente se, N(7') = {0}.

Demonstragdo. Primeiramente suponhamos que 7' é injetora. Sabemos que 7'(0) = 0 e, como T é
injetora, dado u € N(T') temos que T'(u) =0 = T'(0) implica que u = 0. Logo, N(T') = {0}.

Por fim, suponhamos que N(7') = {0}. Dados uj,us € U tais que T(uy) = T'(u2), temos que
T(uy) — T'(ug) =0, o que implica T'(u; — ug) = 0, isto &, u; —ug € N(T'). Como N(T') = {0}, segue

que u; = us e portanto 1" é injetora. [

Teorema 3 (do nucleo e imagem). Seja T : U — V uma transformacao linear, onde U tem dimensao
finita. Entao,

dim N(T)+ dim Im(T) =dim U.

Demonstragdo. Tome uma base {vy, ...,v,} de N(T'). Como N(T') é um subespago de U, podemos

completar este conjunto de modo a obter uma base de U. Seja {vq, ..., Uy, U1, ..., U, } uma tal base de
V.

Mostraremos que {T'(uq), ..., T'(um,)} € uma base de Im(T), ou seja,
(i) Im(T) = [T(uy), ..., T(uy)]
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e com isto teremos que dim N(7') + dim Im(T) =n+m = dim U.

Provemos o item (i). Dado v € Im(T), existe u € U tal que T(u) = v. Assim, existem

A1y eeey Qs By vy By € R tals que
U= QU1 + .. + @0, + Brur + .o+ Brliy,.
Além disto,

v = T(u) = T(ogvy + ... + apu, + frug + ... + Bitim)
= aT(v1) + ... + @, T(vn) + 81T (ur) + ... + BT ().

Mas T'(v;) = 0, pois v; € N(T'), Vi = 1, ...,n. Logo,
v=LF0T(u)+ ... + BT (up),

provando que Im(T) = [T(u1), ..., T (t,)].

Provemos agora o item 4i). Considerando a combinagao linear

devemos mostrar que v; = 0,Vi =1, ..., m.

Sendo T linear temos T'(yiu; + - -+ + YmUm) = 0, ou seja, yuy + - -+ + Yty € N(T), isto é,

existem 91, ..., 0,, € R satisfazendo:
/ylu1+"'+’Ymum:51v1+"'+5nvn

ou

"71U1+""|‘/7mum_51v1_"'_5nvn:O-

Como {vy, ..., Up, U1, ..., U, } € uma base de V', em particular é LI, concluimos que

V== =0, = =4, = 0.

Vejamos alguns exemplo de como aplicar o teorema acima.
Exemplo 94. Verifique nos exemplos anteriores as dim N(T"), dim I'm(7") e dim U.

Exemplo 95. Determine o niicleo e a imagem do operador linear T : R?* — R?, dado por
T(.T,y,Z) = ($+2y+227y - 56,43/ —I'+2Z),

bem como suas dimensoes.
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Temos que
N(T) = {(z,y,2) € R T(x,y,2) = 0},
ou seja,
(x,y,2) e N(T) & (v+2y+2z,y—x,4y—2x+22)=(0,0,0)
T+2y+22=0
- —x+y=0
—x+2y+2z=0

cuja solucao geral ¢ (z,z, —3z), x € R. Portanto,

N(T) = {(r,2, o)z € BY = [(1,1, )]

Como {(1,1,2)} é LI, segue que dim N(T) = 1.

'
Agora,
Im(T) = {(a,b,c) € R*; T(z,y,2) = (a,b,¢)},

para algum (z,y,z) € R3. Ou seja, (a,b,c) € Im(T) se existe (z,y,2) € R? tal que
(x 42y +2z,—x+y,—x+ 4y +22) = (a,b, c)
0 que equivale ao seguinte sistema possuir solugao

r+2y+2z=a
—r+y=>
—r+4dy+2z2=c

Escalonando a matriz ampliada deste sistema concluimos que ele s6 admite solucao se
—a —2b+c=0. Assim,

Im(T) = {(a,b,c) € R} —a—2b+c=0}
= {(=2b+¢,b,¢);b,c € R?}
= {b(—2,1,0) +¢(1,0,1);b,c € R}
= [(—2,1,0),(1,0,1)].
Note que dim Im(T) = dimR?® — dim N(T) = 3 — 1 = 2. Desta forma, podemos concluir que o
conjunto {(—2,1,0),(1,0,1)} é uma base de Im(T).

Exemplo 96. Seja T : R?* — R? a transformagao linear tal que T'(1,0,0) = (—1,1), T(0,1,0) = (3,2)
e T(0,0,1) = (1,0).

(a) Use o teorema da dimensao para concluir que 7" nao é injetora.

(b) Determine N(T) e uma de suas bases.
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(c) Determine I'm(T') e uma de suas bases. T' é sobrejetora?

(a) Como dim I'm(T') é no méaximo 2, pois Im(T) C R?, temos de

dim N(T) + dim Im(T) = dimR* = 3
e entdo dim N(7") ¢ no minimo 1. Logo, N(T') # {0} e T & nao injetora.

(b) Inicialmente vamos obter a expressao que define 7T'. Para isto escrevemos
(x,y,2) =2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)
e, em seguida, aplicamos T nesta igualdade:

T(x,y,z) = T(x(1,0,0)+y(0,1,0)+ 2(0,0,1))
— 2T(1,0,0) +yT(0,1,0) + 27(0,0, 1)
= z(-1,1)+y(3,2) + 2(1,0)
= (= +3y+z2+2).

Agora,
(z,y,2) e N(T) < T(z,y,2)=(0,0)
& (—z+3y+z,x+22)=(0,0)
—x+3y+2=0
=
r+22=0
cuja solugao geral é (—2z,—z,z2),z € R. Logo, N(T) = {(—2z,—2,2);z € R} = [(-2,—-1,1)] e
portanto dim N(7') = 1.

(c) Como dim Im(T) =3—dim N(T) = 3—1 = 2, segue que Im(T) = R? e entao qualquer base de
R? ¢ base de I'm(T), por exemplo, a base canonica {(1,0), (0,1)}. Além disto, T' é sobrejetora.

Exemplo 97. Determine uma transformacao linear 7' : R* — R? cujo nicleo seja gerado por
(1,0,0,1) e (0, —1,0, 1).
Sendo dimR* = 4 e dim N(7T') = dim[(1, 0,0, 1), (0,—1,0,1)] = 2, temos que

dim Im(T) =4 -2 = 2.

O primeiro passo ¢ completar o conjunto {(1,0,0,1), (0, —1,0,1)} a uma base de R%. Para isso basta

acrescentar os vetores (0,0,1,0) e (0,0,0, 1), pois
«(1,0,0,1) + (0, -1,0,1) +~(0,0,1,0) 4+ 6(0,0,0,1) = 0

se, e somente se, « = =y = § = 0. Agora, basta tomar o cuidado das imagens de (0,0,1,0) e
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(0,0,0,1) pela T serem LI. Para isto, definimos 7' : R* — R? tal que
7(0,0,1,0) = (0,1,0), T(0,0,0,1) = (0,0,1), T(1,0,0,1) = (0,0,0) e T(0,—1,0,1) = (0,0, 0).
Dado (z,y, z,w) € R* reescrevemos
(r,y,z,w) = (w+y—2)(0,0,0,1) + 2(0,0,1,0) + z(1,0,0,1) — y(0,—1,0,1).
Assim,

T(x,y,z,w) = T((w+y—2)(0,0,0,1)+ 2(0,0,1,0) + 2(1,0,0,1) — y(0,—1,0,1))
(w+y—2)7(0,0,0,1) 4+ 27(0,0,1,0) + 0+ 0

= (w+y—x)(0,0,1)+ 2(0,1,0)

(0,z,w+y — ),

a qual é uma transformacao linear cujo nucleo é gerado por (1,0,0,1) e (0,—1,0,1).

Vejamos agora uma consequéncia do Teorema 3.

Corolario 2. Se U e V sao espacos vetoriais de dimensoes finitas, dimU =dimV ese T : U — V ¢é

uma transformacao linear, entao sao equivalentes as seguintes condigoes:
(a) T é sobrejetora.
(b) T é injetora.
(c) T é bijetora.

Demonstracdo. (a) = (b) Se T' & sobrejetora, entao Im(7T) =V e, como pelo Teorema 3

dimU = dim N(T') 4+ dim V', segue que dim N(7') = 0, pois dimU = dim V. Logo, N(T') = {0}
e, pela Proposicao 3, T' é injetora.

(b) = (c) Se T é injetora, entdo dim N(7') = 0. Deste fato e do Teorema 3 segue que

dimU = dim Im(7T) = dim V. Como Im(T') é um subespago de V' com mesma dimensao de V/,
segue que Im(T) =V, ou seja, T' é sobrejetora e portanto bijetora.

(¢) = (a) Imediato. [

Definigdo 17 (Isomorfismo). Chamamos de isomorfismo do espago vetorial U em V a uma trans-

formacao linear T': U — V que é bijetora. Neste caso os espagos U e V sao ditos isomorfos.

Sob o ponto de vista da algebra linear, dois espagos vetoriais isomorfos sdo equivalentes. Isto
€, para um algebrista estes espagos sao "iguais".
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Note que, pelo Corolario 2,se T': U — V é uma transformacéo linear e dim U = dim V/, entao,
para verificar que 7' € isomorfismo, basta provar que 7T ¢ injetora (N (7') = {0}) ou é sobrejetora.

EXERCICIOS

1. Seja T : R?* — W a projegao ortogonal do R? sobre o plano yOz, indicado por W.

(a) Determinar a lei que define T'.

(b) Calcular T'(3,—4,5).

Resposta: (a) T'(x,y, z) = (0,y, 2); (b) T'(3, —4,5) = (0, —4, 5).

2. Uma transformagao linear 7' : R? — R3 é tal que T(—1,1) = (3,2,1) e T(0,1) = (1,1,0).
Determinar:

(@) T(2,3)

(b) T'(z,y)

(c) v e R? tal que T'(v) = (=2, 1, -3).

Resposta: (a) T(2,3) = (—1,1,-2), (b) T'(z,y) = (—2z+y,—z+y,—x) e v = (3,4)

3. Seja T';R* — R? a transformacéo linear definida por 7'(1,1,1) = (1,2), 7(1,1,0) = (2,3) e
T(1,0,0) = (3,4). Determinar:

(@) T'(z,y,z)
(b) v, € R3 tal que T'(vy)

(_37 _2)
(c) vy € R3 tal que T'(v2) = (0,0)

Resposta: (a) T'(x,y,z) = Bz —y — z,4z —y — 2); (b) v1 = (1,6 — 2, 2); (C) vp = (0, —2z, 2)

4. Dado o operador linear T : R? — R?, T'(z,y) = (2z +y, 4 + 2y), decidir quais dos seguintes
vetores pertencem a N(7T):

@ v = (17 _2)
(b) Vg = (27 _3>
(C) V3 = (-3, 6)

Resposta: v; e vs.
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5. Considerando o mesmo operador linear do exercicio anterior, verificar quais dos seguintes
vetores pertencem a Im(T):

(@) v = (2,4)
(b) vy = (5, -1)
() vs = (—1,3).

6. Para cada transformacao linear abaixo, determinar:

(i) O nucleo, uma base desse subespaco e sua dimensao.

(i) A imagem, uma base desse subespaco e sua dimenséo.

Verificar ainda a propriedade do Teorema 3.

(@) T:R? - R? T(x,y

(b) T:R?> - R T(z,y) = (v +y,z,2y)

(c) T:R* = R? T(x,y

(d) T:R? = R?, T(x,y

Resposta: (a) N(T) = {(z,3z);z € R}, Byry = {(1,3)} e dimN(T) = 1, Im(T) =
{(=y,v);y € R}, By = {(-1,1)} e dimIm(T) = 1.

(b) N(T) = {(0,0)}, N(T) ndo possui base e dimN(T) = 0; Im(T) = {(z,y,2) € R3 2z —
2y — z = 0}, Bimry = {(1,0,2),(0,1,—2)} € dim ) = 2.

(c) N(T {(0,0)}, N(T) ndo possui base e dimN(T) = 0; Im(T) = R? Bpur) =
{(1,0), ( ,1)}edim[m(T) = 2.

) =
0
ﬂl@(&U}e@mhﬂTy_z

7. SejaT : V — W uma fungdo. Mostre que:

(a) Se T' é uma transformacao linear, entao 7°(0) = 0

(b) Se T'(0) # 0, entdo T ndo é uma transformacao linear.

8. (a) Encontrar a transformacéo linear T : R? — R? tal que 7'(1,0,0) = (2,0),
T(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0, —1).
(b) Encontrar v de R? tal que T'(v) = (3,2).
Resposta: (a) T'(z,y,2) = 2z + y,y — 2) e (b) v = (2,3 — 2x,1 — 22)
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. Considere a transformagao linear 7' : R* — R? dada por T'(z,y, 2) = (2,7 — y, —2).

(a) Determine uma base do nucleo de T
(b) Dé a dimensao da imagem de T’

(c) T é sobrejetora? Justifique.
Resposta: (a) N(T') = [(1,1,0)]. Uma base N(T) = {(1,1,0)}
(b) dim Im(T) =3 —dim N(T') = 2
(c) Nao. dim Im(T) = 2.
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Representacao Matricial de uma Transformacgao Linear

Nesta unidade, veremos que o estudo das transformacgdes lineares esta fortemente ligado ao
estudo das matrizes. De fato, vimos no Exemplo 83 que a qualquer matriz m x n podemos
associar uma transformacao linear 7' : R™ — R™. No que segue, vamos estabelecer o contrario,
ou seja, veremos que, fixadas bases do R” e R™, a toda transformacéo linear 7' : R* — R™ esta
associada uma unica matriz.

Dadas uma transformacgao linear 7': V. — W, A uma base de VV e B uma base IW. Buscamos
uma matriz que represente 7' nestas bases. Para isto, sem perda de generalidade, considere o
caso particular dimV = 3 e dim W = 2. Considere A = {vy,v5,v3} € B = {wy,wy}. Dado v € V,
podemos expressa-lo por:

vV = U1 + aavy + agvg OU vy = (aq, (e, a3),

e sua imagem T'(v) por:
T(v) = frw + Bawy (3.1)

ouT'(v)g = (b1, B2)-

Por outro lado,
T(v) = T(onvy + agvy + agvs) = a1 T(v1) + T (vg) + asT(v3). (3.2)

Sendo T'(vy),T(v,) € T'(v3) vetores de W podemos escrevé-los como combinagéo linear dos
vetores de B, ou seja,

T(v1) = ajpw; + ag we
T'(vg) = a1pw; + agws (3.3)
T(’Ug) = a13W1 + ao3W3.

Substituindo (3.3) em (3.2), obtemos

T(v) = ai(anwr + anws) + ag(aswy + anws) + as(aiswy + agsws)

= (a11a1 + a1 + CL130(3)U)1 -+ (a21a1 “+ agoiy + CL23O(3)UJ2.
Comparando a ultima igualdade com (3.1), concluimos que:

B1 = a1 + a1 + a3
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B2 = asion + agaas + asszors

que em forma matricial se escreve:

_ o -
Io a;x G2 13
= Qs
B2 21 Q22 A23
Qa3

Denotando por [T]4, a matriz (a;;)2x3 acima, podemos escrever:
[7(v)]5 = [T]5[v]a-

A matriz [T € chamada matriz de T em relagéo as bases A e B.

TOME NOTA. Uma observagao importante para se obter [T]4 é que suas colunas sdo as
componentes das imagens dos vetores da base A em relacao a base B, o que é compravado

pelas igualdades em (3.3):

T(v)g T(va)g T(vs)s

{ 1 1
a1 a12 @13
a1 a22 ag3

Em geral, dada uma transformacgéo linear 7: V. — W, com dimV =n e dim W = m,

A={vy,...,v,} € B={wy,..,w,} bases de V e W, respectivamente, [T]# sera uma matriz
m x n, cuja coluna j € formada pelas componentes da imagem de v; € A em relagdo a base B,
ou seja:
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T(v1)g T(v2)pg T T(vn)B

@11 12 ce Q1n
21 5] T A2n,
Am1 Am2 T Qmn

Sendo assim, como a matriz [T]4 depende das bases A e B, uma mesma transformagéo
linear pode ser representada por infinitas matrizes, bastando mudar as bases. Porém, uma vez
fixadas A e B, a matriz sera unica.

A seguir, veremos alguns exemplos deste processo de obter a matriz de uma transformacao
linear relacionada a bases dadas.

Exemplo 98. Seja T : R? — R? a transformacao linear
T(z,y) = (x — 2y, 5z + 3y, y — 4x).

Considere as bases A = {v; = (=1, —1),v3 = (1,2)} do R? e B = {w; = (1,0,0),ws = (1,1,0), w3 =
(1,1,1)} do R3.

(a) Determine [T

(b) Dado v = (5,4) (coordenadas em relagao a base canonica do R?), usando [T]4 calcule T'(v)p.

(a) Temos que

3 3
aii a2
ag1 a22 )
as1 a32
onde
T(v)=T(-1,-1)=(1,-8,3) = a11(1,0,0) + a2 (1,1,0) + az (1,1, 1),
ou seja,
an +ag +az =1 ay =9
as1 + az; = —8 = S ayn = —11
az; =3 az; =3
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T(’Ug) = T(]_, 2) = (—3, ]_1, —2) = 0,12(]_, 0, O) + 0,22(]_, 1, O) + 0,32(]_, 1, ].),

isto é,
Q1o + G99 + azp = —3 app = —14
Qoo + azs = 11 = 4 ap = 13
agy = —2 agy = —2
Assim,
9 -—14
[T)5=1| —-11 13
3 =2

(b) Vamos usar a relagao
[T (v)]s = [T]5[v]a.

Para isto, devemos expresar v = (5,4) como coordenadas na base A,

v=(54) =a(-1,—-1) + b(1,2)

isto é,
—a+b=5 a=—6
=
—a+2b=14 b=—1
ou seja, vq = (—6,—1).
Logo,
9 -—-14 —40
Tws=| 11 13 || C|=]| 5
3 o | L7 16

Exemplo 99. Considere a mesma transformacao linear do exemplo anterior e a mesma base A do

R?. Seja C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} a base candnica do R3.
(a) Determine [T]A.
(b) Calcule [T(v)]e, utizando [T sendo v = (5,4).

(a)
T(v) =T(~1,-1) = (1, -8,3) = 1(1,0,0) — 8(0,1,0) + 3(0,0, 1)

T(vy) = T(1,2) = (=3,11, —2) = —3(1,0,0) + 11(0,1,0) — 2(0,0, 1).
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Assim,

1 -3

Te=| -8 11

3 =2

(b) Como vy = (—6,—1), obtemos:

1 =3 -3

—6
[TWe=] -8 11 N
3 =2 —16

Note que, sendo C' a base canénica do R3, T'(v)c = T'(v) também poderia ser obtido diretamente

da lei que define T,

T(w)=T(5,4)=(5-2-4,5-54+3-4,- —4-5) = (=3,37,-16).

Exemplo 100. Considere a mesma transformagao linear e sejam C’ = {(1,0),(0,1)} e
C ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} as bases canonicas do R* e do R?, respectivamente.

(a) Determine [T]S .

(b) Se v = (5,4) calcule T'(v)¢ utizando [T]4 .

(a)
T(1,0) = (1,5, —4) = 1(1,0,0) + 5(0, 1,0) — 4(0,0, 1)

T(0,1) = (=2,3,1) = —2(1,0,0) + 3(0,1,0) + 1(0,0, 1).

Assim,

-4 1

(b) Note que T'(v)c nao depende da base do dominio, mas sim do vetor v e da base C' e como

tais objetos s@o idénticos aos do exemplo anterior teremos novamente 7'(v)e = (—3,37, —16).

Definigdo 18. No caso de A e B serem bases candnicas, representa-se [T']4 simplesmeste por [T] a

qual é chamada matriz canonica de T. Neste caso, tem-se [T'(v)] = [T][v].

Observe que calcular T'(v) pela matriz [T] € o mesmo que fazé-lo pela expressao de 7', como
pode ser observado no ultimo exemplo: 7'(5,4) = (-3, 37, —16).
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Os exemplos anteriores ilustram que dada uma transformacao linear 7', a cada dupla de bases
A e B corresponde uma matriz [T]A. Por outro lado, no proximo exemplo veremos que dadas uma
matriz e um par de bases A e B, pode-se obter a expressao de T'.

Exemplo 101. Dadas A = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} base do R* e B = {(1,0),(1,1)} base do R?

determine a transformacao linear 7' : R? — R? tal que

Sabe-se que o significado de cada coluna de [T]4 é:

TO L= | | e Lols=| | e 10,0, =
2 —1 -1

Assim,

T(1,1,1) =1(1,0) +2(1,1) = (3,2)

7(1,1,0) =0(1,0) — 1(1,1) = (-1,-1)

T(1,0,0) =1(1,0) — 1(1,1) = (0, —1).

Conhecidas as imagens dos vetores numa base A do dominio R3 de T, expressando o vetor genérico

(7,9, 2) € R? como combinagao linear dos elementos desta base A, obteremos T'(z,y, 2):

(r,y,2) = o(1,1,1) + 5(1,1,0) +~(1,0,0)

at+B+y=ua a=z
= qa+pB=y = 0=y—2z
a=z y=x—Y

Ou seja,
(x,y,2) =2(1,1,1) + (y — 2)(1,1,0) + (= — y)(1,0,0).

Pela linearidade de T temos

T(z,y,z) = 2T(1,1,1)+ (y—2)T(1,1,0) + (x — y)T'(1,0,0)
= 23,2+ (- 2)(=1,-1)+(z -y)(0,-1)
= Bz—y+2z2z—y+z—z+y)
= (4z—y,3z— ).

Dado um espaco vetorial VV, lembre-se que um operador linear T sobre VV nada mais € do que
uma transformacao linear 7' : V' — V. Neste caso, para tomar uma representacdo matricial de T,
€ comum considerar a mesma base no dominio e no contradominio, isto é, fazer A = B. A matriz
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resultante, denotada simplesmente por [T]4, € chamada matriz de 7" em relacao a base A. Por
exemplo, o leitor pode verificar que a matriz do operador 7' : R?* — R?, T'(z,y) = (2 +y,z — 3y)
em relacdo a base A = {(—1,-1),(0,1)} é

[T]a =
5 —4

Operacoes com Transformacoes Lineares:

Soma:

Dadas 7T: : V — W e T, : V — W transformacdes lineares. Definimos a soma de 7; com T,
porT) + T :V — W, onde (11 + 1T3)(v) = Ti(v) + Tz(v), Vv € V, note que esta é a definigdo usual
de soma de fungoes.

Produto por escalar:

Definimos o produto de 7 pelo escalar & € R como sendo o177 : V — W, onde (aT})(v) =
aTi(v), Vv € V, observe novamente que isto € a definicdo usual de produto de uma fungao por
um escalar.

Um exercicio facil, porém interessante, € mostrar que tanto 7 + 75 quanto o717 sao transfor-
macdes lineares. Este exercicio, a principio um tanto ingénuo, mostra que o conjunto de todas
as transformacgodes lineares de V em W com as operagoes definidas acima € na realidade um
espaco vetorial, geralmente denotado por

L(V,W)={T:V - W; T éuma transformacao linear}.

Além disso, nao é dificil mostrar que se V e W tém dimensoes finitas, A € base de V e B é
base de IV, entéo

[Ty + To)p = [T + [T

(0] = o135
(O leitor é fortemente incentivado a verificar tais afirmacoes).

Composicao:
Considere agora duas transformacgoes lineares 77 : V. — W e T, : W — U. A composta de T}
com 15, denotada por T, o T : V — U é dada por

(Ty 0 T7)(v) = To(Th(v)), Vv € V.

Verifique que T, o T7 é uma transformagao linear. Pode-se mostrar que, se A, B e C sao bases
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de V, W e U, respectivamente, entao:
[Ty 0 Th]g = [T2]G - [Th] 5

Vejamos alguns exemplos que envolvem estas operacgoes.

Exemplo 102. Dadas as transformacoes lineares T} : R? — R? e T} : R3 — R? definidas por
Ti(x,y,2) = Bx —2y+ 2,2z —4x) e Tr(x,y,2) = 2z +y,3y — 2).
Determine:
(a) Th + Ty
(b) 5Ty — 3T%

(c) Verifique a seguinte igualdade matricial, [57) — 37| = 5[T1] — 3[T3].

(a)

(Ty + T)(z,y,2) = Ti(z,y,2)+ Tz, y,2)
= Br—2y+zz2z—42)+ 2r+y,3y—=2) -
= (bx—y+ 2z 3y —4x)

(b)
(57 — 31s)(z,y,2) = bBx—2y+2,2—4z) — 32z +y,3y — 2)

= (152 — 10y + 52,5z — 20z) + (=62 — 3y, —9y + 3z) -
= (92 — 13y + 52,82 — 20z — 9y).

9 -—13 5
-20 -9 8

5T, — 373]

3 -2 1 3210
-4 0 1 0 3 -1

— 57y - 3[Ty).

Exemplo 103. Dados os operadores lineares no R* T'(z,y) = (2z,—y) e S(x,y) = (x + y,x — y).
Determine: (a)SoT ()T oS (c)T?=ToT (d)S?=S505.

=512z, —y) =2z —y,2z+y).
=T(x+y,z—y)=Q2x+y),—(r—y) =2z +2y,y—2).

) =T 2z, —y) = (4,y).

d) S*(z,y) = S(S(z,y) + S(x+tyz—y)=(r+tyta—yr+y—(z—y) = (22,2y).
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Observe que

2 -1 11 2 0
[SoT] = = = [5]-[T].
2 1 1 -1]]0 -1

Além disto, note que SoT # T o S, ou seja, em geral a composigdo nao é comutativa; recorde

que o mesmo ocorre com o produto matricial.

EXERcCIicIOS

1. Consideremos a transformacao linear 7' : R® — R? definida por T'(x,y, 2) = (2z+y—2, +2y)
e as bases B = {(1,0,0),(2,-1,0),(0,1,1)}doR* e C = {(—1,1),(0,1)} do R% Determinar
a matriz [T5.
-2 =30
3 3 2

Resposta:

2. Seja a transformacédo linear T : R* — R3, T(z,y) = (22 — y,z + 3y, —2y) e as bases
A= {(-1,1),(2,1)} e B = {(0,0,1),(0,1,—1),(1,1,0)}. Determinar [T];A. Qual a matriz
[T)4, onde C é a base candnica do R*?

3 0 -3 3
Resposta: [T]4= |5 2 |e[TjA=|2 5
-3 3 -2 =2

3. Sabendo que a matriz de uma transformagao linear 7' : R> — R? nas bases B = {(—1,1), (1,0)}
doR?e C = {(1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)} e do R? é:

3 1
Té=12 5
1 -1

encontrar a expressao de T'(z,y) e a matriz [T].

8 18
Resposta: T'(z,y) = (82 + 18y,6x + 11y, 2z —4y)e [T]= | 6 11
-2 —4
4. Seja
1 —2
T)=12 o0
-1 3
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a matriz candnica de uma transformagao linear 7' : R? — R3. Se T'(v) = (2,4, —2), calcular

V.

Resposta: v = (2,0)

5. Seja T : R? — R?® uma transformacao linear com matriz

-2 3

onde C é a base canénica do R?* e B = {(1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)}, base do R3. Qual a
imagem do vetor (2, —3) pela T'?
Resposta: (11,—-13,2)
6. Seja T : R? — R? tal que
1 0 —1
(715, =
-1 1 1

sendo B; = {(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1)} € By = {(—1,0),(0,—1)} bases do R? e do R?, res-
pectivamente.

(a) Encontrar a expressao de T'(z,y, ).
(b) Determinar ImT e uma base para esse subespaco.
(c) Determinar N(T') e uma base para esse subespaco.

(d) T éinjetora? T é sobrejetora? Justificar.

Resposta: (a) T'(z,y,2) = (—2y + z,—z + y), (b) Im(T) = R?, B,y = {(1,0),(0,1)}, (c)
N(T) = {(z,z,2x);xz € R}, By = {(1,1,2)} e (d) T ndo & injetora e T' & sobrejetora.

7. Consideremos o operador linear

T: R? — R?
e as bases A = {(—1,1),(1,0)}, B={(2,-1),(—1,1)} e C a base candnica de R?.
Determinar [T 4, [T]5, [T]c-
-2 1 3 —1 1 2
Resposta: [T]4 = RARES e[le=[T]=
-1 2 6 —3 1 -1

8. A matrizde T : R? — R? relativa a base B = {v;, v}, sendo vy = (1,1) e v, = (3,2), é:

2 1
-1 -3
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(a) Determinar T'(v1)p € T'(v2)B-
(b) Determinar T'(v,) € T'(vg).

(c) Calcular T'(z,y).

Resposta: (a) T'(v1)s = (2, 1), T(v2)p = (1, =3)  (0) T'(v1) = (=1,0), T(v) = (=8, =5),
T(z,y) = (—6x + by, —5x + by)

9. Mostrar que a matriz do operador linear identidade

I: R* —- R"

v o= v,

em uma base qualquer, € a matriz identidade n x n.

1 3
m! }
-1 5

Determinar os vetores u, v € w tais que:

10. Seja T : R? — R? definida por:

(@) T(u)=u
(b) T(v)=2v
(c) T(w)=(4,4)

Resposta: (a) (0,0) (b) y(3,1) (c)(1,1)

11. Sejam as transformacgoes lineares

T - R? — R? 15 - R? — R?
e .
(z,y) = (v—y,22+y,—2x) (z,y) = (2z—y,z—3y,y)

Determinar as seguintes transformacgdes lineares de R? em R3:
(@ T, —1T;
(b) 3T, — 2T5.
Resposta: (a) Ti(x,y) = (—x,x + 4y, 2z —y) (b) Tx(z,y) = (—z — y, 4z + 9y, —6x — 2y)
12. Consideremos as transformacgodes lineares S e T' de R? em R? definidas por
S(z,y,z) = 2x—y,3x—2y+z2)eT(x,y,z) = (x+y—z,y—2z).

(a) Determinar o nucleo da transformacéo linear S + T'.

(b) Encontrar a matriz canénica de 3S — 4T.
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13.

14.

Resposta: (a) {(x,0,3z);x € R} (b)

2 =7 4
9 —-10 11

Sejam S e T operadores lineares de R? definidos por S(z,y) = (x — 2y,y) €

T(x,y) = (2z, —y). Determinar:

(a) S+ T (d) SoT
(b) T — S (e)ToS
(c) 25 4+ 4T (f)SosS

Resposta: (a) (S + T')(z,y) = (3z —2y,0) (b)(T — S)(z,y) = (x + 2y, —2y)
() (28 +4T)(x,y) = (102 — 4y, —2y) (d) (SoT)(x,y) = (2v + 2y, —y)
() (T'o S)(w,y) = 2z —4y,—y) (f) (SoS)(z,y) = (z —4y,y)

Sejam as transformacoes lineares:

S: R3 — R* T: R? — R3
e
(l’,y,Z) = (x—i_yvzvx_yay_'_z)' (Jf,y) = (21""3/737—3/737—3@

(a) Calcular (SoT)(z,y).
(b) Determinar a matriz candnica de SoT e mostrar que ela é o produto da matriz canénica
de S pela matriz candnica de T'.
Resposta: (a) (S oT)(x,y) = 3z, — 3y, x + 2y, 2x — 4y)
3 0

(b) SoT =
1 2

2 -4

15. As transformagdes S : R* — R?* e T : R®* — R? séo tais que S(z,y) = (v, — y,2x + 2y) €

T(x,y,z) = (x,y).
(@) Sendo B = {(1,0,—1),(1,1,1),(1,0,0)} uma base do R?, determinar a matriz [S o T3.

(b) Determinar [T' o S]p € [T o S|, sendo B’ = {(1,1),(0,—1)} e B"” a base candnica.

-1 —4 -1
Resposta: (a) | 1 0 1
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16. Sendo S e T operadores lineares do R? definidos por S(x,vy, z) = (z,2y,z —y) €
T(z,y,z) = (x — z,y, z), determinar:
(@) [SoT]
(b) [T o S].

1 0 —1
Resposta: (a) [ 0 2 0

1 -1 -1
01 0
®l1o2 o
1 -1 0

17. Sejam R, S e T trés transformacgdes lineares de R* em R3. Se

10 1 -2 1 -1
Rl=121 1 e [S]=1]3 1 2 :
0 -1 1 1 -2 0

determinar 7' talque R = SoT.

18. Sejam B = {(1,-1),(0,2)} e C = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de R? e R? respectiva-
mente e
10

[Tle=1]11
0 -1
(a) Determinar 7.

(b) Se S(z,y) = (2y,z — y, z), determinar [S]&.

10
(c) Determinar uma base A de R? tal que [T]5 = | 0 0
01
Resposta: (a) T(z,y) = <x ; yr ; Y owt y)
1 2 1 2 _
19. Se [T] = el[S] = , determinar 7' o S.
-1 3 -1 3

20. Se T'(x,y) = 2z,x —y,y) e S(x,y,2) = (y — 2,2 — x), determinar:

(a) [Tos]
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(b) [S o T).

0 2 =2
Resposta: (a) [ToS]=|1 1 -2 | e
-1 01
1 —2
-2 1
, -1 =2 . .
. SejaT : R? — R?tal que [T] = ] . Determinar os vetores u, v tais que
0 1
@ T'(u) =u
(b) T(v) = —v

Resposta: (a) v = (x,—x) e (b) v = (z,0)
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Operadores Lineares do Plano

Nesta unidade apresentaremos alguns exemplos especiais de transformacdes lineares. Mais es-
pecificamente, vamos trabalhar com certos operadores lineares do plano, ou seja, certas trans-
formacgdes lineares do plano no plano, sob um ponto de vista geométrico. Em especial, veremos
que reflexdes, expansdes, contracdes, rotagdes e certas deformagdes podem ser descritas por
transformacodes lineares. Mostrar que tais aplicagdes sao lineares nao é tarefa dificil e por isto
sera confiada aos leitores nos exercicios.

1) Reflexdes
(i) Reflexdo em relagao ao eixo z:
Leva cada vetor (z,y) € R? para o vetor (z, —y) simétrico em relagéo ao eixo z:

T: R?2 — R?

(@,y) — (z,—y)

Yy

-y

FIGURA 3.2: Reflexdo em relagdo ao eixo x

Note que sua matriz candnica é: [T] =

(i) Reflexao em relacao ao eixo y:

Leva cada vetor (z,y) € R? para o vetor (—z,y) simétrico em relagdo ao eixo y. Portanto é a
transformacao linear T : R* — R? definida por T'(z,y) = (—x,y).

(iii) Reflexdo em relagao a origem:
Considere a transformacéo linear T : R? — R?, dada por T'(z,y) = (—z, —).

(iv) Reflexao em relacdo aretay = x:
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E a transformacéo linear T : R?> — R?, dada por T'(z,y) = (y, ).
(v) Reflexdo emrelagdo aretay = —uz:

Basta considerar a transformagao linear 7' : R> — R?, dada por T'(z,y) = (—y, —x).

2) Expansoes e contragdes

(i) Nadirecao do vetor:

,aeR
(z,y) = alz,y)
Matricialmente,
T x a 0 T
— o =
Yy Yy Q Yy
Note que,
e se |a| > 1, T expande o vetor;
e se |a| < 1, T contrai o vetor;
e sea =1, T é aidentidade;
e se a < 0, T inverte o sentido do vetor.
(i) Nadiregao do eixo z:
T: R2 — R?
,a > 0.

(z,y) — (az,y)

Esta transformacao é também conhecida como expansao ou contragao horizontal.

(iv) Nadirecao do eixo y:

T: R? — R?
ya > 0.
(,y) = (z,0y)
Tal transformacao € também conhecida por expansao ou contragao vertical.
Observe que se nos itens (ii) e (iii) acima fizéssemos a = 0, teriamos m(z,y) = (0,y) e
m(x,y) = (x,0), respectivamente. Estas sdo conhecidas como as projegdes ortogonais do R?
sobre 0 eixo y e x, respectivamente.
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FIGURA 3.3: Rotagéo de um angulo 6 no sentido anti-horario

3) Rotacgdes

Dado um vetor v = (x,y) € R? considere Ty(z,y) = (a,b) 0 vetor obtido rotacionando-se (z,y)
de um angulo 6 no sentido anti-horario (ver Figura 3.3).

Seja r > 0 o comprimento do vetor v = (z,y), ou seja, r = \/x2 + 2.

Note que = = rcos ¢ € y = rsen ¢. Além disto, as coordenadas do vetor rotacionado

To(z,y) = (a,b) tem mesmo comprimento r do vetor v. Pela Figura 3.3 temos:

a=rcos(¢+0)=rcospcost —rsenpsent = xcost — ysend

b=rsen(¢+0)=rcospsend + rsen¢pcost = rsenf + ycosb.

Logo,
To(z,y) = (xcos® —ysend, xsend + ycosh).

Sua matriz canénica é dada por:

cos@ —senf
) = (3.4)

senf cosf
De fato, as imagens de ¢; = (1,0) e e; = (0, 1) sao:
To(e1) = (cosB,sen) e Ty(es) = (—senb, cosh).

Ou seja,
Ty(e1) = cosbe; +senfes € Ty(ey) = —senbey + cosbes.

Logo, a matriz canbnica de T, é a descrita em 3.4. Tal matriz € conhecida por matriz de rotacao
(anti-horaria) de um angulo 4, 0 < 0 < 2.
Por exemplo, a imagem do vetor v = (1,2) pela rotagéo ¢ = 7 & obtida por

Tr/2(1,2) = (Lcosm/2 — 2sen7/2, 1senn/2 4+ 2cosm/2) = (=2, 1).
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4) Cisalhamentos

(i) Na direcao do eixo = ou horizontal:

T: R? — R?

(z,y) = (v+ay,y)

Esta transformacdo também é conhecida como cisalhamento horizontal de fator a. Na
Figura 3.4, pode-se ver que este cisalhamento transforma o retdngulo OM PN no parale-
logramo OM P’'N’ de mesma base e altura. Note que, ao aplicar este cisalhamento, cada
ponto (z,y), com y # 0, é deslocado paralelamente ao eixo = até chegar em (z + ay,y). Ja
os pontos do eixo x permanecem fixos, pois neste caso y = 0. Isto explica porque as bases
do reténgulo OM PN e o paralelogramo DM P’ N’ coincidem.

FIGURA 3.4: Cisalhamento horizontal

(i) Na direcao do eixo y ou vertical:

T: R? — R?

(z,y) = (r,ar+y)

Exemplo 104. Determine a expressiao da transformacao linear T : R? — R? que representa um

cisalhamento vertical de fator % seguida de uma reflexao em relagdo ao eixo x. Obter a matriz

canonica desta transformacao.

Note que o cisalhamento vertical de fator 1 ¢ a transformacdo linear 7} : R?> — R? dada por

2
T1<$U,y) = (.T, g =+ y)
J& a reflexdo, em relagio ao eixo z é dada por Ty : R? — R? com Th(z,y) = (z, —y).
Assim, T' é obtida pelas expressoes de T e T5 da seguinte forma:

Algebra Linear 137




T(x,y) = (TaoT)(x,y)
= T(Ti(z,y))
= Th(x, % +¥)
= (@5 —y)
Este exercicio poderia ser resolvido matricialmente da seguinte forma:
10

[T] = [Ib] - [Ih] = =
0 —1

—_
o
—_
o

N[

Exemplo 105. Sobre o plano efetua-se uma rotacao anti-horaria de angulo 6, em seguida realiza-se
uma contragao de fator i na direcao Oy e, finalmente, uma reflexao em torno da reta y = —x.
Determine a transformacao linear que realiza o efeito do conjunto das trés transformacoes citadas.
A rotagao é dada por: Ty(x,y) = (xcosf — ysen b, zsend + ycosh).
A contragao ¢ dada por: T'(z,y) = (, 1y).
Por fim, a reflexdo em torno da reta y = —x é: Ty(x,y) = (—y, —x).
Logo, a transformagao T' é obtida pela composicao
T(x,y) = (TyoT)oTy)(x,y)
= L(Ti(Ty(z,y)))
= Ty(Ti(xcosf —ysen b, zsend + ycosh))
= Ty(zcosf — ysend, srsend + 1y cosb)

= (—ixsenﬁ — inOSa —xcost +ysent)

Exemplo 106. Determine o vértice C' do triangulo equilatero A = (2,—1), B = (6,1) e C = (z,vy),
utilizando uma rotacao.

Como o triangulo é equilatero seus angulos internos, bem como suas arestas, sao todos iguais.
Assim, temos que o vetor 1@ tem comprimento igual ao do vetor 1@ e pode ser obtido deste, por

uma rotacao de 60° ou —60°, (faca uma figura para se convencer disto). No caso da rotacio de

60° = /3 temos:
AC = T= (4B),

onde AB = (6 — 2,1 — (—1)) = (4,2), AC = (x — 2,y + 1)

1 1
Tz (z,y) = (ZL‘COS% - yseng,xseng +ycosg = (51‘ — ?y, ?w + éy)
Assim,
(x—2,y+1) = AC = T=(4,2) = (2 — V3,2V3 + 1)
ou,z=4—3ey=2V3 Isto ¢, C = (4—+/3,2V/3).
O caso da rotagao de —60° = —7/3 ¢ andlogo e, portanto, deixado como exercicio.
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EXERcCIicIOS

-_

. Mostre que todas as aplicacdes tratadas acima sao lineares.

N

. Faca figuras descrevendo o comportamento (geométrico) de um vetor qualquer do plano ao
aplicar as transformacoes lineares dos itens: 1) (ii)-(v) e 2) (i)-(iii). No item 2) (i), faca uma
figura para cada possibilidade de «.

3. Obtenha a matriz canénica das transformacgdes lineares dos itens: 1) (ii)-(v), 2) (ii)-(iii) e 4)
(i)-(ii).

4. Faga uma figura descrevendo o comportamento do retangulo OM PN (da Figura 3.4) ao
aplicar um cisalhamento vertical.

($)]

. Faca uma figura descrevendo o comportamento do retangulo OM PN (da Figura 3.4) ao
aplicar uma dilatagao horizontal. Compare este comportamento com o comportamento do
cisalhamento horizontal.

(o}

. Dado o operador linear T : R? — R? que produz uma rotagédo do plano de um angulo 6,
calcular T'(—2,4) e T(z,y) nos casos de:

(@ 0=mx
(b) 06=7
(c) =23

Resposta: (a) T'(—2,4) = (2, —4) e T(z,y) = (—z, —y)
(b) T(~2,4) = (=3v2,v2) e T(a,y) = F(x — y,x+)
(C) T(_274> = (_1 - 2\/37 2 - \/g) e T(:C,y) = %(SE - \/gyv \/gx + y)

7. Determinar a transformacao linear em R? que representa a sequéncia de transformagdes
dadas a segquir:

(a) Reflexao em relagao ao eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 na diregao
horizontal.

(b) Rotagao de 30° no sentido horario, seguida de uma duplicagdo dos moédulos e inversao
dos sentidos.

(c) Rotacao anti-horaria de 60°, seguida de uma reflexao em relagao ao eixo dos y.
(d) Reflexao em relagéo a reta y = —z, seguida de uma dilatagao de fator 2 na diregao Ox
e, finalmente, de um cisalhamento de fator 3 na direcao vertical.
Resposta: (a) T'(x,y) = (=2 + 5y,1), (b) T(x,y) = (—V3z — y,x — V/3y),

(c) T(x,y) = 5(—=2 + V3y,V3z +y), (d) T(z,y) = (=2y, —z — 6y).
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10.

11.

No plano, uma rotacéo anti-horaria de 45° é seguida por uma dilatacdo de /2. Ache a
aplicacao T que representa esta transformacao.

Resposta: T'(z,y) = (z —y,z + y)
Qual é a aplicacado T que representa uma contragao de % seguida por uma rotagao horaria
de 45°7?

Resposta: T'(z,y) = (45¥, %5%)

Os pontos A = (2,—1) e B = (—1,4) sao vértices consecutivos de um quadrado ABCD.
Determinar os vértices C' e D, utilizando rotagao no plano.

Resposta: C = (4,7)e D = (7,2)ouC = (—6,1) e D = (=3, —4)
Em um tridngulo ABC, os angulos B e C' medem 75° cada um. Sendo A = (1,1) e

B = (—1,5), calcular as coordenadas do vértice C.

Resposta: C' = (=1 —/3,2v3) ou C = (3 — /3,2 + 2V/3)
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Modulo 4

Espacos com produto

interno

Ao final deste moédulo o leitor estara familiarizado com os seguintes conceitos:
> Produto interno;
> Norma;

> Base ortonormal.

"

Leitura
Complementar

O leitor interessado em aperfeigoar e ampliar seus conhecimentos nos assuntos tratados neste

modulo encontrara o suporte necessario nos seguintes textos: [1, 3, 5, 6].
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Produto Interno

Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:
> Avaliar se uma determinada funcido € um produto interno.
> Determinar a norma de um vetor.

> Compreender as propriedades que dizem respeito ao produto interno.

O conceito de produto interno, que estudaremos a partir de agora, enriquece a estrutura de
espaco vetorial. De certa maneira, vamos formalizar conceitos geométricos, como o de compri-
mento de um vetor e angulos entre dois vetores. Isso dara uma melhor compreensao de certos
conceitos estudados anteriormente, como os de base ortogonal e ortonormal. Além dessa lin-
guagem mais geométrica, podemos, de certa forma, ver um espag¢o com produto interno como
uma generalizagao natural do espago euclidiano R3, que é um espago que estamos mais acos-
tumados a estudar.

Lembramos que, quando falamos em espaco vetorial, estamos nos referindo a espacgos veto-
rias sobre R.

Definigdo 19 (Produto interno). Seja V' um espaco vetorial. Um produto interno sobre V' é uma
fungao de V' x V em R, denotada por (,), que associa a cada par de vetores u,v € V um niamero
real (u,v) e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) (u,u) >0, se u #0.

ii) (u,v) = (v,u), para quaisquer u,v € V.

iii) (u + v, w) = (u,w) + (v, w), para quaisquer u,v,w € V.

iv) (Au,v) = A.(u,v), para quaisquer u,v € V e X € R.

O numero real (u,v) € chamado de produto interno de u por w.

Observacao. Seja VV um espaco vetorial.

1) Note que (0, u) = 0, para todo u € V. De fato, (0, u) = (040, u) = (0, u)+ (0, u) = (0,u) = 0.

2) (u,u) = 0 se, e somente se, u = 0. De fato, de i) da definicdo de espaco vetorial, sabemos
que (u,u) > 0, se u # 0. Logo, como (u,u) = 0, segue que u = 0. Por outro lado, por 1) acima, é
claro que se u = 0, entédo (u, u) = 0.

3) Dado u € V, se (u,v) = 0, para todo v € V. Entdo, u = 0. (Deixamos esta verificagdo a
cargo do leitor, ela sera cobrada na se¢ao de exercicios.)

4) Sejam u,w € V tais que (u,v) = (w,v), para todo v € V. Entdo, v = w. (Deixamos esta
verificagao a cargo do leitor, ela sera cobrada na segéo de exercicios.)
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Exemplo 107. Para cada u = (uy,...,u,) € v = (vy,...,v,) em R", defina

n
(u,v) = Z ;. 0;.
i=1

Esta fungdo é um produto interno sobre R", chamado de produto interno canénico. Vejamos
se as quatro propriedades da definicdo de produto interno sdo de fato satisfeitas.

i) Seja u = (u1,...,uy) # (0,0,...,0) em R". Logo, (u,u) = » w.u; = Y _u;. Como,
i=1 i=1

(ug,...,u,) # (0,0,...,0), entdo u; # 0 para pelo menos um i € {1,2,...,n}. Dai, Zuf > 0, ou
i=1
seja, (u,u) > 0.

i) Dados v = (uy,...,u,) € v = (vy,...,v,) em R", temos que

n n
(u,v) = Zuzvz = ZvluZ = (v, u).
i=1 i=1

i) Dados u = (uq,...,uy), v = (v1,...,0,) € w = (wy,...,w,) em R", temos que

n n

(u+v,w) = Z(ul +v;)w; = Z(uzwl + viw;) = z:ulwZ + Zvi.wi = (u,w) + (v, w).
i=1 i=1

=1 =1
iv) Dados u = (uy,...,u,) € v = (vy,...,v,) emR", e A € R, temos que

n n

(Au,v) = Z()\m)zjZ = Z A (up;) = )\Zui.vi = \Nu,v).

i=1 i=1 =1

Exemplo 108. Seja f uma fungdo de R? x R? em R, dedinida, para cada u = (u;,us) € v = (v1, v)
em R?, por

flu,v) = 2uqvy + ugvs.

Sera que a fungdo f € um produto interno sobre R2?

Para responder esta pergunta devemos verificar se as quatro propriedades da definicdo de
produto interno sao satisfeitas.

i) Seja u = (u1,us) € R?, com (uy,us) # (0,0). Entdo, f(u,u) = 2uju; + usus = 2u? + ui > 0,
pois (u1,us) # (0,0). Logo, i) é satisfeita.

i) Sejam u = (uy, us) € v = (vy, v9) em R2. Entéo, f(u,v) = 2uyv;+usve = 2011 +v9us = f(u,v).
Dai, ii) também é satisfeita.

iii) Sejam u = (u1,ug), v = (vy,v2) € w = (wy,wy) em R% Entdo, f(u + v, w) = 2(u; + v1)w; +
(us + vo)wy = 2ugwy + 201wy + Uswy + Vows = 2uwy + Ugws + 201w + Vows = f(u,w) + f(v,w).
Assim, iii) também é satisfeita.

iv) Sejam u = (uy,uz) € v = (vy,v5) emR? e X € R.
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Entdo, f(Au,v) = 2(Aug)vy + (Aug)va = A2uqv1 + Augvg = A(2uqvy + ugve) = Af(u,v). E iv)
também é satisfeita.

Portanto, f € um produto interno.

Definigado 20 (Norma). Seja V' um espago vetorial com um produto interno (,). Para cada v € V,

o numero real ||v]| = /(v,v) é chamado de norma, ou comprimento, do vetor v.

A seguir, veremos algumas propriedades elementares relacionadas a norma de um vetor.

Seja V' um espaco vetorial com pruduto interno (, ). Entdo, das definicbes de produto interno
e de norma, temos que:

e ||v|| = 0 se, e somente se, v = 0.
e ||lv|| >0, paratodo v € V.
o |[\.v]| = |A|.||v]|, para quaisquer v € V e X € R.

Defini¢éo 21 (Vetor unitario). Se ||v|| = 1, dizemos que v é um vetor unitario.

TOME NOTA. Observe que se v ¢ um vetor nao nulo qualquer em V', entao o vetor u =

é um vetor unitario. Verifique!

Exemplo 109. Considere o espaco vetorial R? com o produto interno candénico. Entéo, para cada
v = (v1,v7) € R?, tem-se que ||v|| = /v? + v3. Assim, o vetor v = (1,0) tem norma 1.

Exemplo 110. Agora, considere o espacgo vetorial R? com o produto interno dado no Exemplo
108. Logo, para cada v = (vi,v2) € R?, tem-se que ||v|| = \/2v? + vZ. Dai, com respeito a esta
norma, o vetor v = (1,0) tem norma igual a v/2.
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Observagéo. E interessante observar que se V é um espaco com produto interno (,),

entao, para quaisquer u,v € V', tem-se que

Ju+v)* = (u+v,u+v) = (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,0) = |[u]|* + 2(u,v) + |Jv]*.

O teorema que veremos a seguir apresenta uma desigualdade, conhecida por Desigualdade
de Schwarz, que é muito Util no estudo da Algebra Linear, além de outros ramos da Matematica.

Teorema 4. (Desigualdade de Schwarz) Seja V. um espaco vetorial com produto interno. Entao,
[(u, 0} < [ull-|vll , Vu, v € V.

Demonstragdo. Sejam VV um espago com produto interno e u,v € V. Considere a fungao real
f(z) = |lu—z.v| = (u—z.v,u — z.v), para todo = € R. Observe que f(x) > 0, para todo z. Além
disso, pelas propriedades do produto interno, segue que

lu— 20| = (u— 20,0 —2.0) = ||ul|* — 2(u,v).2 + ||v|*.2* > 0.

Agora, como f € uma funcdo quadratica, da forma ax? 4 bx + ¢, ndo negativa, segue que o
discriminante A = b? — 4ac < 0, ou seja, (—2(u, v))? — 4[Jul|*||v]]* < 0.
Portanto, 4({u, v))* — 4[ul?[lv]|* < 0 = [(u, v)| < [|u]|.]|v].

Exercicio: Seja IV um espaco vetorial com produto interno. Mostre que
[u+ol < flull + [lo] , Vu,v e V.
Esta desigualdade é conhecida com Desigualdade Triangular.

Seguindo os exemplos feitos nesta segao, faga os exercicios para uma melhor fixagédo do con-
teudo abordado nesta sec¢ao.

EXERCICIOS

1. Verifique se cada uma das fungdes abaixo € um produto interno. No caso de a funcao ser
um produto interno, determine a norma dos vetores u e v dados e compare com a normas
obtidas a partir dos produtos internos canénicos.

a) (,):R* x R* —» R dada por {(z,y), (z,w)) = 3zz + 2yw.
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u=(1,0)ev=(-1,1).

b) (,) : R? x R* — R dada por ((z,y), (z,w)) = zy + zw.
u=(1,0)ev=(-1,1).

C) < ,> ‘R3 x R3 — R dada por <<.§L’1,y1, Zl), (SL’Q, Yo, ZQ)) =T1%2 + Y1Y2 + 22122.
w=(1,0,1)e v =(-1,1,0).

d) (,) :R* x R* — Rdada por ((x1,y1,21), (€2, Y2, 22)) = T1 + T2 + Y1 + Y2 + 21 + 2.
u=(1,0,1)ev =(-1,1,0).

2. Use a desigualdade de Schwarz em R? para mostrar que para a, b, c € R, todos positivos,
tem-se que

11
b 4+ ) >0
(a+ +@(a+b+ )_
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Ortogonalidade
Ao final desta se¢ao vocé devera ser capaz de:
> Avaliar se dois vetores sao ortogonais.

> Determinar uma base ortonormal de um espaco vetorial de dimensao finita.
Definigao 22. Seja VV um espago com produto interno (, ). Dizemos que u,v € V sdo ortogonais,
indicamos u_Lv, se (u,v) = 0.

Observe que o vetor nulo 0 é ortogonal a todos elementos de um espacgo vetorial IV com
produto interno, ja que (0,v) =0, Vv € V.

Exemplo 111. Considere o espago R? com o produto interno canénico. Ent&o, os vetores
u=(2,—1) ev=(2,4) sdo ortogonais, ja que (u,v) =22+ (—1).4 =0.

Definigao 23. Um subconjunto W de V' é chamado de ortogonal se (u,v) = 0, Yu,v € W, com
u # v. Se em um conjunto ortogonal W tem-se ||u|| = 1, Yu € W, dizemos que W é ortonormal.

Exemplo 112. Considere R? com o produto interno candnico. Seja A = {(—1,2), (6,3)}. Entao,
A é um conjunto ortogonal, pois ((—1,2),(6,3)) = (=1).6 +2.3 = -6+ 6 = 0. Mas, A ndo é
ortonormal, ja que ||(—1,2)|| = /(=1)2 + 22 = /5 # 1.

Exemplo 113. Considere R? com o produto interno candnico. Seja A = < (

272 2
. . 2 V2

Entdo, A é um conjunto ortonormal, pois ((£ g 0), (\g_ \é_ 0)) =0, ||(§,§,0)|| =1le

V2 3

= 2 0)|| = 1.
15 =50l

Um resultado interessante a respeito de subconjuntos ortogonais é o seguinte.

Proposicao 4. Sejam V um espacgo vetorial com produto interno e W = {wy, ws,...,w,} um

subconjunto ortogonal de V', com w; # 0, paratodoi=1,2,...,n
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a) Se v € um elemento do subespacgo gerado por W, entao

n

<vvwi>
R R LD
Jwil[*

i=1

b) O conjunto IV é linearmente independente.

Demonstracdo. a) Seja v um elemento do subespaco gerado por . Logo, v = Z a;w;, com
=1
a; € R, paratodoi = 1,2,...,n. Como W = {wy,ws,...,w,} & ortogonal, para cada k =

1,2,...,n, temos que

n

(v, wy) = (Z a;w;, W) = Zai<wi,wk) = ap (W, wg,).

i=1

Como wy, # 0, para todo k, e (wy, wy,) = ||w||?, segue que a;, = <||U,Ui|k2>
Wk
Portanto, v = Z _<HU’ “’Tz) )
w;

=1
b) Sejam a, a-, ..., a, € R tais que a,w; + asws + ... +w, = 0.
Dai, paracada k =1,2,...,n, temos que

n n

0=(0,wg) = <Z a;w;, Wy = Zai(wi,wk> = ap (Wi, Wg,).

=1 i=1

Como (wy,wy) # 0, para todo k, pois wy # 0, entdo a, = 0, para todo k, e segue que W &
linearmente independente. |

Definicao 24 (Base ortonormal). Uma base B de um espaco vetorial V' é chamada de base orto-

normal, se B for ortonormal.

Exemplo 114. Considere R™ com o produto interno candnico. Entéo, a base canbnica {e;, es, ..., ¢e,}
de R™ é um conjunto ortonormal, ja que (e;,e;) =0, se i # j, € (e;,e;) = 1 = ||e;|| = 1, para todo
1=1,2,...,n. Assim, a base canbnica € um exemplo de base ortonormal de R".

Observacao. Da Proposicao 4, segue que se B = {w;, ws,...,w,} € uma base ortonormal de
um espaco vetorial V' com produto interno, entéo, para todo v € V, tem-se

n

v = Z(v,wi)wi.

i=1
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Sera que todo espaco vetorial de dimensao finita com produto interno possui uma base orto-
normal?

A resposta € sim. Veremos que, se V' € um espacgo de dimensao finita com produto interno, é
possivel, a partir de uma base qualquer de V/, construir uma base ortonormal de V. Este processo
é chamado de processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt e consiste no seguinte.

Dada uma base B = {vy,vs,...,v,} do espaco V, primeiramente obteremos uma base orto-
gonal B’ = {wy,ws,...,w,} de V. A seguir, obtemos a base ortonormal B” = {u,us,...,u,},

2

onde, paracadai:=1,2,...,n, u; = W
w;

Processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt

Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita n com produto interno. Seja B = {v,vo,...,v,}
uma base de V.

1) defina w; = v,

<w17 U2>
<w17 w1> .
E importante observar que w, # 0 , ja que {v1,v2} € linearmente independente.

2) defina W9 = Vg — w1

3) definidos wy, ws, . .., wy, com 1 < k < n, podemos definir w;,; como sendo

k
_ (wy, V1)

Wht1 = Vg1 — E — W
i—1 <wi7 wl>

. . , w;
Assim, temos que B’ = {wy, ws, ..., w,} € uma base ortogonal de V. Dai, tomando u; = ”—Z”
%

paracadai=1,2,...,n, segue que B” = {uy,us,...,u,} € uma base ortonormal de V.

De fato, para n = 1 o resultado é claramente valido.

Suponhamos que para um inteiro n > 1 arbitrario o algoritmo € valido, ou seja, o processo
produz uma base ortonormal B” = {uy, u,, ..., u,} para qualquer espago V' de dimenséao n.

Agora, sejam V um espaco com produto interno de dimensdon+1e B = {vy,va, ..., U, Uns1}
uma base de V. Pela hipotese de indugao, é possivel, a partir de {vy, v, ..., v,}, obter uma base
ortogonal {uy,...,u,} para o espago V' gerado por {vy, vs,...,v,}. Definindo o vetor w, ., por

n

Wn+1 = Un41 — E <Uz', Un+1>-ui )

=1
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temos que w,, € ortogonal a cada um dos u;, 1 < j <n, ja que
n n
(Wn1,15) = (Ung1 — Z<uiavn+1>~uiauj> = (Unt1,U5) — <Z<uiavn+1>-uiauj>

i=1 i=1

= (Uny1, Uj) — (Uny1, Uj) (g, 15) = (Vngr, u5) — (Vngr, ug) = 0.

Dai, tomando u,,.; = , segue que {uq, ..., u,, u,+1} € um conjunto ortonormal.

I n+1|!
Para mostrar que {u,...,u,,u,+1} € uma base de V, note que cada u; é uma combinacédo

linear dos vetores {vy,...,v,+1}. Logo, temos n + 1 vetores linearmente independentes em um
espaco V' de dimensdo n + 1, e assim temos que {us, ..., u,,u,.1} € de fato uma base de V..

Portanto, por inducido matematica, provamos que o processo de ortonormalizagao de Gram-
Schmidt é valido.

Exemplo 115. Considere o espago R? com o produto interno usual. Utilizando o processo de
ortonormalizagdo de Gram-Schmidt, vamos construir uma base ortonormal de R? a partir da
base B = {(2,0),(—1,1)}, a qual claramente ndo é ortonormal.

Sejam v; = (2,0) e vy = (—1,1).
]') wy = (270)

2) wy = (—1,1) — <§? 03’)(( );>.(2,0) =(-1,1) — %.(2,0) =(-1,1) — (-1,0) = (0,1)

(2,0) _ (2,0)
12,00 2
que {uy,us} € uma base ortonormal de R?.

Finalmente, tomando u; =

= (1,0) e us = wy = (0,1), ja que |Jws|| = 1, temos

Exemplo 116. Considere o espago R? com o produto interno usual. Encontre uma base ortonor-
mal para R? a partir da base {(1,1,1),(0,2,1),(0,0,1)}.

Sejam v; = (0,0,1), v, = (1,1,1) e v5 = (0,2, 1).

1) w; = (0,0, 1)
_ (0.0.1.(1L11) L
2 ws =LY = i oo ¢ & D= L1 - 70,01 = (1,1,0)
_ ((0,0,1),(0,2,1)) ((1,1,0),(0,2,1))
3) W3 = (0,2,1) — <(0 0. 1)’(0 0 1)> (0 0,1) — <(1’1’0)’(1’1’0».(1,1,0)
= (0,2, 1) — (0,0, 1) (1, 1,0) ( 1, 1,0)
Assim, temos que:
W e =00
Cw (LLO) 11
o B R VAV N
wy  (-1,1,0) , 1 1
S IV, A NV AV 1)
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Logo, a base ortonormal procurada sera {(0, 0,1),(

Seguindo os exemplos feitos nesta sec¢ao, faga os exercicios para uma melhor fixagdo do pro-
cesso de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.

EXERCICIOS

1. Com o produto interno usual do R?, verifique se u e v dados a seguir sdo ortogonais.

a)u=(1,—-1,2)ev=(2,0,-1)
b) u = (3,2,0) e v = (0,—1,3)
c)u=(4,-2,5)ev=(1,2,0)

d)u=(-3,-1,5 ev=(242)

2. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Para quaisquer vetores u,v € V, prove que
|ul|.v + ||v||.u e ||ul|.v — ||v]||.u s&o ortogonais.

3. Use o processo de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonomal
de R? a partir de cada uma das bases B dadas a seguir.

a) B=1{(3,0,0),(-1,3,0),(2,-5,1)}
b) B ={(-1,1,0),(5,0,0),(2,-2,3)}

c) B={(1,1,1),(1,-1,1),(1,-1,-1)}
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