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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo estudar os conceitos de sistemas formais, formalizar o sistema
numérico dos numeros naturais e inteiros, baseando-se no conceito de sistemas matematicos e
na linguagem de primeira ordem. A formalizagdo desses sistemas permitirda compreender o
processo de formalizagdo de outros sistemas numéricos. O presente trabalho foi desenvolvido
em um projeto de iniciagdo cientifica, apds a necessidade de se fazer uma iniciagdo cientifica
dentro do Programa de Educacdo Tutorial (PET). A pesquisa teve carater bibliografico tendo
como base a referéncia MOREIRA (2020). Os resultados obtidos foram a formalizagdo do
sistema numérico dos nimeros naturais e inteiros € o desenvolvimento dos conceitos que sao
abordados em Algebra e Logica Matematica. A pesquisa contribuird para a formagio da

graduanda, leitores e futuros pesquisadores em Matematica.

Palavras-chave: Sistema numérico. Sistemas matematicos. Numeros naturais. Numeros

inteiros. Formalizagao.
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[ Prova.
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INTRODUCAO

Durante muito tempo, a matematica foi desenvolvida de forma intuitiva e informal e a
eficacia das teorias era verificada na construcao de objetos em atividades do cotidiano. A
principal consequéncia da falta de formalismo na matematica foi o aparecimento de paradoxos
nas teorias; isto ¢, duas afirmacdes decorrentes da teoria que s3o comprovadamente
contraditdrias. O ponto alto dessa discussado foi durante a crise dos fundamentos da matematica.
Ao ser confrontado pelos paradoxos, David Hilbert propde uma nova abordagem na revisao dos
fundamentos da matematica. O programa de Hilbert tinha como objetivo formalizar todas as
teorias matematicas e demonstrar a consisténcia das mesmas. O programa ficou conhecido por
Programa de Hilbert.

Em resposta ao programa de David Hilbert, os teoremas do matematico Kurt Godel,
conhecidos como Teoremas de Incompletude de Godel, mostrou que todos os sistemas formais
da matematica sdo incompletos, ou seja, podemos construir uma proposi¢ao que seja indefinivel
em relagdo ao seu valor 16gico. Em outras palavras, o teorema de Gédel mostra que um sistema
formal ndo pode ser consistente e completo ao mesmo tempo. No segundo teorema, mostrou
que um sistema formal ndo poderia provar a sua propria consisténcia. Os teoremas de Godel
ndo aniquilaram de vez o programa formalista de Hilbert, mas lhe mostraram os seus limites.
Entretanto, a ideia de Hilbert possibilitou um desenvolvimento significativo nas teorias da
matematica. (LANNES, 2009; MOREIRA, 2007).

Embora o objetivo de Hilbert ndo pdde ser atingido, apresentamos neste trabalho uma
proposta de formalizagdo baseando-se em um conceito chamado de sistemas matematicos e na
linguagem de primeira ordem. A importancia de se estudar a formalizacdo de um sistema
numérico estd no aprofundamento da compreensdo do processo de sua construgdo e
desenvolvimento. Para a formalizagdo do sistema numérico dos niimeros naturais e inteiros
utilizamos a logica de primeira ordem.

A logica de primeira ordem pode ser dividida em trés aspectos: simbolos, axiomas e
semantica. Os simbolos € os axiomas constituem o que chamamos de sintaxe da logica de
primeira ordem. A semdntica € o estudo dos significados das expressdes logicas. (FAJARDO,
2017).

Neste trabalho foram estudados os conceitos de sistemas algébricos, o sistema formal para

o sistema matematico dos nimeros naturais e inteiros e logica de primeira ordem para



formalizar os sistemas numéricos. Dessa forma, com esta pesquisa foi possivel aprofundar os
estudos de Algebra e Logica Matematica vistos na graduagio.

Quanto aos procedimentos de estudo, a pesquisa tem o carater bibliografico'. Os capitulos
1, 2 e 3 deste trabalho foram elaborados com base na referéncia MOREIRA (2020).

O presente trabalho foi desenvolvido em um projeto de iniciagdo cientifica, apds a
necessidade de se fazer uma iniciacdo cientifica dentro do Programa de Educacdo Tutorial
(PET).

Os resultados obtidos foram a formalizagao do sistema numérico dos niumeros naturais ¢
inteiros e o desenvolvimento dos conceitos que sdo abordados em Algebra e Lobgica
Matematica. A pesquisa estd contribuindo para uma formagdo ampla e diversificada da
graduanda e espera-se que este trabalho sirva de base para novas pesquisas e contribua para o
conhecimento de futuros pesquisadores em Matematica.

Objetivo

O objetivo principal deste trabalho ¢ apresentar uma proposta de formalizacdo baseando-
se no conceito de sistemas matematicos e na linguagem de primeira ordem e usd-la para
formalizar o sistema numérico dos nlimeros naturais e inteiros.

Estruturas dos Topicos Apresentados:

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e O capitulo 1, é composto por quatro secdes. A primeira secdo ¢ destinada a
apresentacdo dos objetos matematicos que definem o conceito de sistemas
matematicos. No final da se¢do ¢ exibido o sistema matematico dos nimeros naturais
e inteiros. Na segunda secdo, sdo apresentados os conceitos relacionados aos sistemas
algébricos. Na terceira e na quarta se¢do ¢ apresentado o sistema logico do conjunto
dos numeros naturais e inteiros, respectivamente.

e No capitulo 2, sdo realizados estudos referentes as propriedades e operagdes dos
numeros naturais. Este capitulo ¢ composto por trés secdes. A primeira se¢do €

destinada aos axiomas de Peano. Na segunda secdo sdo apresentadas as operacdes de

! Para Severino, “A pesquisa bibliografica é aquela que se realiza a partir do registro disponivel, decorrente de
pesquisas anteriores, em documentos impressos, como livros, artigos, teses etc.” SEVERINO, J. A. Metodologia
do Trabalho Cientifico. 23. ed. rev. e atual. Sdo Paulo: Cortez, 2007.
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adi¢do, multiplicacdo e suas propriedades, respectivamente. Por fim, na terceira se¢ao
definimos a relacdo de menor e menor ou igual e apresentamos algumas de suas
propriedades.

e No capitulo 3, sdo realizados estudos referentes as propriedades e operagdes dos
numeros inteiros. Este capitulo sera composto por duas segdes. A primeira secao €
destinada a constru¢do dos numeros inteiros. Na segunda secdo sdo apresentadas as

operagdes de adigcdo, multiplicagdo bem como suas propriedades.



CAPITULO 1

SISTEMAS MATEMATICOS E FORMAIS

1.1 O Sistema Matematico dos Numeros Naturais e Inteiros

Definicao 1. Sejam A e B conjuntos quaisquer. O produto cartesiano, denotado por A X B, dos

conjuntos A e B é o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) talque x € Aey € B.

Definicao 2. Seja E um conjunto qualquer. Uma relagdo w-dria sobre E, onde w € um numero

cardinal, é qualquer subconjunto do produto cartesiano E®.

Definicdo 3. Seja E um conjunto qualquer. Uma operagdo w-aria sobre E ¢ uma funcao do

produto cartesiano E“ sobre o conjunto E.

Definicdo 4. Estrutura matemdtica ¢ um objeto matematico que unifica conceitos da
matematica e € utilizado como ponto de partida para o desenvolvimento de uma teoria. Nessa

teoria, esses conceitos podem ser considerados como primitivos.



Definicao 5. Um sistema matematico, denotado por S = (E, R, 0, A), ¢ uma classe de estrutura
matematica composta de um conjunto ndo vazio E, uma familia R = (7;) j¢; de relagdes (w;)-
aria sobre E, uma familia O = (Oy)yex de operagdes (wy)-aria sobre E e uma familia A =

(Ap)er, de axiomas.

O conjunto E de um sistema matematico S = (E,R,0,A) ¢ chamado de sistema,
conjunto universo ou conjunto fundamental, e os seus objetos de elementos de S. Os objetos E,

R, O e A sao chamados de pressupostos primitivos de S.

O sistema matematico dos numeros naturais € dos inteiros baseiam-se nos axiomas de
Peano e em um sistema formal. Portanto, S; = (N,{<,=},{+,"},Apeano) € 0 sistema
matematico dos nimeros naturais € S, = (Z, {<, =}, {+,"}, Apeano) € 0 sistema matematico dos
inteiros. A partir daqui, denotaremos S; € S, como sendo o sistema dos numeros naturais e dos

inteiros, respectivamente.
1.2 Sistemas Algébricos

Defini¢do 6. Um sistema matematico S = (E,R,0,A), onde A = @, é chamado de sistema

algébrico ou estrutura algébrica e sera denotado por S = (E, R, 0).

Os sistemas algébricos S = (N, {<,=},{+,}) ¢ S = (Z {<,=},{+,}) sdo conhecidos

como os sistemas algébricos dos nimeros naturais e inteiros, respectivamente.

Defini¢do 7. Um sistema algébrico S = (E, R, @, D), ¢ chamado de sistema relacional e sera

denotado por S = (E,R).

Os sistemas relacionais dos nimeros naturais e inteiros sio S = (N,{<,=}) ¢ § =

(Z,{<,=}), respectivamente.

Defini¢io 8. Um sistema algébrico S = (E,®,0,0), é chamado de dlgebra universal ou

simplesmente dlgebra e denotaremos por S = (E, 0).
Os sistemas S = (N, {+,-}) ¢ S = (Z, {+, }) sdo exemplos de algebra.

Defini¢do 9. Uma algebra S = (E, {¢p,y}) é chamada de sistema numérico se:



i) @ e sdo operagdes bindrias associativas;
ii) @ e sdo operacdes bindrias comutativas; e
iii) Uma das operagdes ¢ distributiva com relagdo a outra.

A algebra S = (N, {+,"}) é conhecida como o sistema numérico dos naturais, bem como

0S = (Z,{+,}) dos nimeros inteiros.
1.3 O Sistema Formal para S,

Defini¢ao 10. Um sistema formal ou logico para um sistema matematico S = (E, R, 0, A),
consiste em um sistema de pensamento abstrato bem definido em S, composto de uma

linguagem, denotada por L(S), bem como o seu estudo sintatico e semantico.

As regras de sintaxe de um sistema logico possibilitam a correta obtengdo das expressoes
da linguagem. O real significado das expressdes da linguagem L(S), a semantica, vai depender
do sistema matematico S = (E,R,0,A) a ser estudado. Portanto, podemos ter expressdes

formais com a mesma sintaxe, mas semantica diferente.

Exemplo 1. A formula (3x)(x + 1 = 0) nao existe solu¢do em S;, porém, em S, a formula é
verdadeira, ou seja, em ambos os sistemas matematicos a formula tem a mesma sintaxe, mas

semantica diferente.

Defini¢do 11. Um sistema logico de primeira ordem para S; = (N, {<, =}, {+,"}, Apeano) € um
sistema 16gico, composto de uma linguagem de primeira ordem, denotada por L' (S;), e regras

de sintaxe.

A especificagdo de uma linguagem L(S) em um sistema matematico S, ocorre quando
determinamos sua assinatura; isto ¢, um conjunto »,(S) de simbolos. Os trés itens abaixo,

determinam o que chamamos de assinatura da linguagem L*(S;).

1. Simbolos constantes: {1, 2,3, ...} representam cada elemento de N;
2. Relagdes: € (simbolo de relagdo unaria chamada de incidéncia ou pertinéncia), &
(simbolo de negagdo da relagdo unaria chamada de incidéncia ou pertinéncia), =

(simbolo de relacdo binaria chamada de igualdade), # (simbolo de nega¢do de relagdo
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binaria chamada de igualdade), < (simbolo de relagdo de ordem) e < (simbolo de
relacdo de ordem)
3. Operagdes: + (simbolo da operagdo de adicdo) e - (simbolo da operacdo de

multiplicagdo);

Outros simbolos de L*(S;):

4. Variaveis: sdo expressas por letras mintsculas dos alfabetos grego «, S, ..., w e latino
a,b,...,z, com ou sem indices e representam, de forma abstrata, um elemento do
sistema N

5. Quantificadores lo6gicos: sdo expressos por V (universal — “para todo’), 3 (existencial
— “existe”) e 3! (existencial — “existe um Gnico”);

6. Conectivos 16gicos: sdo expressos por A (conjungdo — “e”), V (disjun¢ao inclusiva —
“ou”), V (disjungdo exclusiva — “ou”), — (condicional — “se ... entdo”) e <
(bicondicional — “se, € somente se”);

7. Operador descrigdo t, que significa “um objeto tal que...”;

8. Parénteses: (), funciona como uma “pontuacdo’ na separagao entre termos e formulas;

9. O simbolo ©: que pode significar que “o lado esquerdo ¢ uma notagdo para o lado

direito” ou, em alguns casos, o operador bicondicional.

Definicao 12. Uma sequéncia de simbolos da assinatura, denotado por a,a, ...a, ¢ chamada
de expressdo da linguagem L(S;). Para a formagcdo das expressdes da L*(S;), sdo necessarios
um conjunto de regras de sintaxe. Do ponto de vista semantico, uma expressdao podera ser uma
variavel, um termo ou uma féormula. O nimero n de ocorréncias de simbolos na expressao
a,a, ...a, ¢ chamado de comprimento da expressdo e geralmente é denotado por |a;a; ... a,|.

Por convengdo, uma expressao sem simbolos terd comprimento zero.

Exemplo 2. A expressao “Existe um conjunto vazio”, pode ser expressa em linguagem formal

pela formula (3x)(Vy)(y € x). O comprimento dessa expressao ¢ 13.

Definicdo 13. Um termo de L!(S;) é uma expressio usada para denotar os objetos de S;. Os
termos elementares de uma linguagem sdo suas constantes (c;);¢., que denotam os elementos

do sistema N.



Exemplo 3. As expressoes 1,x + 1 e 1 + 1 sdo termos de uma linguagem.

Uma regra de sintaxe importante do sistema logico de primeira ordem € que Oy (X4, ..., X,)
¢ um termo e se ty, ..., t,, sdo termos entdo O (t4, ..., t,,) também serd um termo, onde (Oy) ek

¢ uma familia de simbolos 0}, de operacdes ny-aria de L1(S;).

Defini¢io 14. Uma férmula atémica de L'(S;) é uma expressio do tipo 7;jt; ... t,, denotada por
1;(t4, ..., ty), onde r; € uma relacdo (incluindo as relagdes € e =) e ty, ..., t, sdo termos da
linguagem. O agrupamento de duas ou mais férmulas atdomicas, obtidas através dos operadores

logicos e regras de sintaxe, determinam as formulas moleculares.

Exemplo 4. As formulas x € y ¢ x = z sdo férmulas atdbmicas. A formula (Vx)((x Ey) >

(x = Z)) ¢ uma formula molecular.

Defini¢ao 15. Uma regra de derivacdo (ou de inferéncia) € a condigdo necessaria para que uma
formula, chamada de conclusdo (tese), possa ser derivada (ou inferida) através de um sistema

logico, de certas outras férmulas, chamadas de premissas (ou hipoteses).

Na derivacdo de formulas moleculares devemos obedecer as seguintes regras de

derivacao:
1. Se x e y sdo variaveis, entdo (x € y) e (x = y) sdo féormulas;

2. Se P e Q sdo formulas, entdo (P < Q), (P = Q), (PAQ), (PVQ), (PVQ)e

(—P) sdo formulas;

3. Se P ¢ formula e x é uma variavel, entdo (Vx) (P (x)) e (Ix) (P (x)) sdo formulas,

(ix)(P(x)) e a variavel x sao termos (objetos).
1.4 O Sistema Formal para §,

Defini¢io 16. Um sistema ldgico de primeira ordem para S, = (Z,{<,=},{+,}, Apeano) € um
sistema 16gico, composto de uma linguagem de primeira ordem, denotada por L(S,), e regras

de sintaxe.



A especificagdo de uma linguagem L(S) em um sistema matematico S, ocorre quando
determinamos sua assinatura; isto ¢, um conjunto ),(S) de simbolos. Os trés itens abaixo,

determinam o que chamamos de assinatura da linguagem L!(S,).
Os trés itens abaixo, determinam o que chamamos de assinatura da linguagem L1(S,).

1. Simbolos constantes: {...,—3,—2,—1,0,1, 2,3, .... } representam cada elemento de Z;

2. Relagodes: € (simbolo de relacdo unaria chamada de incidéncia ou pertinéncia), =
(simbolo de relacdo binaria chamada de igualdade), # (simbolo de negagdo de relacao
binaria chamada de igualdade), < (simbolo de relacdo de ordem) e < (simbolo de
relacdo de ordem);

3. Operagdes: + (simbolo da operagdo de adigcdo), - (simbolo da operacdo de

multiplicagdo) e - (simbolo da operagdo de subtragio);

Outros simbolos de L1(S,):

4. Varidveis: sdo expressas por letras minusculas dos alfabetos grego a, S, ..., w e latino
a,b,...,z, com ou sem indices e representam, de forma abstrata, um elemento do
sistema 7Z;

5. Quantificadores 16gicos: sdo expressos por V (universal — “para todo”), 3 (existencial
— “existe”) e 3! (existencial — “existe um Unico”);

6. Conectivos logicos: sdo expressos por A (conjuncao — “e”), V (disjungao inclusiva —
“ou”), V (disjuncdo exclusiva — “ou”), = (negacao — “ndo”), = (condicional — “se ...
entdo”) e < (bicondicional — “se, e somente se”);

7. Operador descri¢do t, que significa “um objeto tal que...”;

8. Parénteses: (), funciona como uma “pontuacdo’ na separagao entre termos e formulas;

9. O simbolo ©: que pode significar que “o lado esquerdo ¢ uma notag¢do para o lado

direito” ou, em alguns casos, o operador bicondicional.

Defini¢ao 17. Uma sequéncia de simbolos da assinatura, denotado por a,a, ...a, ¢ chamada
de expressdo da linguagem L(S,). Para a formagio das expressdes da L1(S,), sdo necessarios
um conjunto de regras de sintaxe. Do ponto de vista semantico, uma expressao podera ser uma

variavel, um termo ou uma féormula. O nimero n de ocorréncias de simbolos na expressao



a,a, ...a, ¢ chamado de comprimento da expressdo e geralmente ¢ denotado por |a,a; ... a,|.

Por convengao, uma expressao sem simbolos tera comprimento zero.

Exemplo 5. A expressdo “Existe um tnico conjunto vazio”, pode ser expressa em linguagem

formal pela formula (3! x)(Vy)(y € x). O comprimento dessa expressdo ¢ 14.

Defini¢iio 18. Um termo de L!(S,) é uma expressdo usada para denotar os objetos de S,. Os
termos elementares de uma linguagem sdo suas constantes (¢;);¢r, que denotam os elementos

do sistema Z.
Exemplo 6. As expressoes —1,x — 1 e —1 — 1 sdo termos de uma linguagem.

Uma regra de sintaxe importante do sistema logico de primeira ordem € que Oy (x4, ..., Xy,)
¢ um termo e se tq, ..., t, sdo termos entdo Oy (t4, ..., t,,) também serd um termo, onde (Oy ) xex

¢ uma familia de simbolos 0, de operagdes ny-aria de L1(S,).

Defini¢io 19. Uma férmula atémica de L' (S,) é uma expressio do tipo 7;t; ... t,, denotada por
1;(t4, ..., ty), onde r; € uma relacdo (incluindo as relagdes €e =) e ty, ..., t, sdo termos da
linguagem. O agrupamento de duas ou mais formulas atomicas, obtidas através dos operadores

logicos e regras de sintaxe, determinam as formulas moleculares.

Defini¢ao 20. Uma regra de derivacdo (ou de inferéncia) € a condi¢do necessaria para que uma
formula, chamada de conclusdo (tese), possa ser derivada (ou inferida) através de um sistema

logico, de certas outras formulas, chamadas de premissas (ou hipdteses).

Na derivacdo de formulas moleculares devemos obedecer as seguintes regras de

derivagao:
4. Se x e y sdo variaveis, entdo (x € y) e (x = y) sdo formulas;

5. Se P e Q sdo formulas, entdo (P < Q), (P> Q), (PAQ), (PVQ),(PVQ)e

(—P) sdo formulas;

6. Se P ¢éformula e x é uma variavel, entdo (Vx) (P (x)) e (3x) (P (x)) sdo formulas,

(ix)(P(x)) e a variavel x sao termos (objetos).
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CAPITULO 2

O SISTEMA NUMERICO DOS NUMEROS NATURAIS

Neste capitulo, definiremos a operacao de adigdo e multiplicagdo dos niimeros naturais por

meio de axiomas e, depois, mostraremos que S; = (N, {+,-}) é um sistema numérico.

2.1 Construciao dos Numeros Naturais

A formalizagdo que apresentaremos foi devida ao matematico Giuseppe Peano. De acordo
com o mesmo, a definicdo de nimero natural ¢ estabelecida a partir de conceitos primitivos e
dos seguintes axiomas, como segue:
A;.(31(1 eN)
Ay (Vx)(A!xY)
As. (VX)(x* = 1)
A (VO (7)) ((x # y) > (2 # y))
As. No (Ly)(Vx)((x =DA(xEy->x"€E y))

Desses axiomas, segue que

11



(311 eN)
A1 eN)AT # 1)
A e MA@ = DA #19))
Podemos observar que cada elemento novo ¢ diferente dos elementos anteriores. Esse

processo continua; e, portanto,

N={1,(1%,19% ..}
Os elementos desse conjunto 1, (1), (1*)*, ..., usualmente denotados por 1, 2, 3, ...,

sdo chamados de nimeros naturais.
2.2 Aritmética dos Numeros Naturais

2.2.1 Operacao de Adic¢ao

Defini¢ao 21. Uma lei de composigdo sobre E é uma aplicagdo ¢ : A X E = E,onde A e E sdo
conjuntos. Se A = E, dizemos que ¢ ¢ uma lei de composic¢do interna, caso contrario ¢ sera
uma lei de composicao externa. Uma operagdo binaria sobre E ¢ uma lei de composi¢do interna

sobre E.
Defini¢iio 22. Uma operacdo binaria sobre N ¢ uma aplicacdo ¢ : N X N - N,

Definicao 23. A operacdo de adi¢dao sobre N ¢ uma operacdo binaria sobre N, denotada por + :
N x N - N, que a cada par ordenado (x, y) de numeros naturais associa o nimero natural x +
y definido por

VWY (x+1=x )V +y =G +y)"))

D23
Exemplo 7.2+ 1 = 2" = 3;

D23 D23
Exemplo8.2+2 =2+1* = (24+1)" = (3)" = 4.

Vamos agora formalizar a ideia intuitiva de sucessor utilizando o quinto axioma de Peano,

para mostrar que n + m estd bem definido para todos n,m € N.

Proposicio 1. A soma esta bem definida para todo par de nimeros naturais.

-

N e (w)(vm)((m e w) & (Vn)(n € N)(n+m € N))

12



D23
(1Ew)<—>(Vn)(n€N)<n+1 = n*EN)
(Vm)((m eEw)->(m"e W)) o (Vm)(vn)(neN)(n+meN->n+m* €N)
D23
(Vn)(n € N) <n +m* = (n+m)" € N)

Defini¢ao 24. Dados x4, x;, ..., X, € N, n € N, definimos a sua soma, recursivamente por
n
() (V) (V) =+ (V) (1> 3) = Y 1= (G + )+ 4 ) + 20
j=1

Lema 1. (Vx)(x* # x)
|_

Ne w)x)((xew) o (x* #x))
/(1EW) <1*¢1>

\ Ho (Vx)(x #* X)

A4—
<(x* €ew) < (Vx) (((x*)* =x) > =x) - A))

(Vx)((x Ew) o (x" #+ x))

\l
:

Proposicio 2. (Transitiva). (Vx)(Vy)(Vz) (((x =y)A(y = Z)) - (x= Z))

|_
N & @)Wy (6 ew) o 0D (=0 =2) > x=2))
(1€ w) o (Vx)(Vz) (((x —DA(l=2) - (x= z))

A, L, H

(Vx)(‘v’z)((x;tz)ﬁ(x*;tz*)—>(x¢x*¢z*¢z=1)—>(x¢1)—>A>

vy ew) » (¥ ew))

13



' ew) o (VO (((x=yIAG" =)~ (x=2))
A, L, H
Vx)(Vz)| (x #2) - (x* iz*)—><x¢x* * 2z qtz=y*> S (x#y")-=A

£ (N2 (k= A =2) > (x =2)
[ ]
Proposicio 3. (4Associativa). (Vx)(Vy) (Vz)((x +y)+z=x+ Uy + Z))

-

N & (w)(v2) ((z € w) & (VON(@+y) +z=x+ (v +2)))
1ew)
7

D23 D23 D23
(Vx)(‘v’y)((x+y)+1=(x+y)*=x+y*=x+(y+1)>

A
Hoe (V)W) ((x+y)+z=x+(y+2))

)

(z*ew)
)
(Vx)(Vy)

| D,, H Dy Dy |
k (x+y)+z*=((x+y)+z)*=(x+(y+z))*= x+(y+2)'=x+@y+z) J

4,

(Vx)(Vy)((x +y)+z=x+ @+ Z))
n
Lema2. (Vy)(1+y=y+1)
|_

N & (LW)(Vy)((y Ew)o (1l+y=y+ 1))

14




D23 D23
(1eW)<—><1+1=1* = 1+1>\

A I
He (1+y=y+1) /

3

D23 D23 H D23
reweoly'+1=@W+D+1=@G+1D)=0QA+y)  =1+y"

4,

~(vy)A+y=y+1)
]

Proposicio 4.1 (Lei do Cancelamento). (Vx)(Vy) (Vc)((x =y)eo(x+c=y+ c))

|_

N & (w)(¥e) ((c €w) & (W)WM (@ =y © (e =y +0))

F1

(V)WY ((x=y) > (x+c=y+0))

4,
{ (Vx)(Vy) <(x =y)-o>x+1l=y+ 1))

|
|
N
kH & (V)W((x=y) > (x+c=y+0))

( (x+c-y+c)
(c* € w) & (VO)(V) | L oa
k((xm =+
L Dy

(x+c"=y+c)

|
|
(x—y) \;
|

15




||
F2

VO ((x+c=y+c) - (x=1y))

D23 A4
((Vx)(vy) ((x +1l=y+1) > x=y)->(x= y))\
I

N
k H&o (Vx)(Vy)((x +c=y+c)-(x= 3’))
l

x+c"=y+c)

l Dy \
| (k0 =0+ |
(c* ew) & (Vx)(Vy) | L4, |

(x+c-y+c) /'

(x—y)

2 (VO V((x=y) o (x+c=y+0))
||

Proposicio 4.2 (Lei do Cancelamento). (Vx)(Vy) (Vc)((x =y)o(c+x=c+ y))

-

N < (w)(Vc) ((c EW) & (Vx)(Vy)((x =y)o(c+x=c+ y)))
|_
L; © (Vx)(x*=1+x)

D23 LZ PZ
(Vx)(x*=x+1)/\(Vx)<x+1=1+x> - (Vx)(x*=14+x)

n
Fq

VO)W((x=y) > (c+x=c+y))
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F2

P4.1

—

(c* ew) & (Vx)(Vy)

L,

(Vx)(Vy)((xzy)%(x+1=y+1)—>(1+x=1+y)

A

He vV)W)((x=y)> (c+x=c+y))

\)

(x=y)
l H
(c+x=c+y)
l 4,
((c+x)"=(c+»")
l Dy
(c+x"=c+y)
l D,
(c+(x+D)=c+@+1)
I P,
((c+x)+1=(c+y)+1)
l L,
(1+(c+x)=1+(c+y))
l P,
(A+0)+x=0+c)+y)
oL
(c*+x=c"+y)

VO ((c+x=c+y) > (x=y))

17
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= (V)W) (VO((x =y) & (c+x =c+Y))

| (

(c* ew) & (Vx)(Vy)

LZ P4.1

A
He (Vo)) ((c+x=c+y) > (x =)
l

(c"+x=c"+y)
VoL,

(I+0)+x=10+0)+y)

l p,

1+ @c+x)=1+(c+y)

VoL,
((c+x)"=(c+y))
l a4,
(c+x=c+y)
l H
x=y)

Proposi¢io 5. (Comutativa). Vx)(Vy)(x +y =y + x)

|_

N < (w)(Vx) ((x Ew)o (Vy)x+y=y+ x))

-

Lye(W)E+Q+y)=x+@+1)

o

LZ
1+y=y+1

)

P4.2

- (x+(1+y)=x+(y+1))

18

(1+x=1+y)—>(x+1=y+1)—>(x=y)>\
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A\

LZ
((1€w}<—>(vy)(1+y=1+y)
\ He (Vy)(x+y=y+x)

W) x+y=C+D+y=x+0+y)

N
D23 D23 H P3
W y+x'=@+x)"=0+x0)+1=@Cx+y)+1=x+ @y +1) |
AZ
L, 4 P,

VY +y=y+x")

S (VR +y =y + )

2.2.2 Operacao de Multiplicacao

Definicao 25. A operagdo de multiplicagdo em N ¢ uma aplicagdo bindria-: N X N - N, que

a cada par ordenado (x,y) de numeros naturais associa 0 numero natural x - y, definido por

VOV (G 1=V (e y" =x-y +x))

DZS

Exemplo 9.2 -1 = 2;

D25

Exemplo10.2-2 = 2-1+2=2+2=4.

Proposi¢ao 6. O produto estd bem definido para todo par de nimeros naturais.
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N & (w)(vm)((m € w) & (Vn)(n € N)(n-m € N))

(1 6w)<—>(Vn)(neN)<n-1D=25neN>

(vm)((m e w) » (m* € w)) & (vm)(¥n)(n e N)(n-m € N > n-m* € N)
(Vn)(neN)<(n-meN A nEN)i n-m+nEN>

Definicao 26. Dados x4, x5, ..., X, € N, n € N, definimos o seu produto, recursivamente por:
n
Im(V)(vx,) - (V) (> ) = | 3= (G x2) -+ 00) -0
j=1

Proposicao 7. (Vx)(Vy)(Vz)(Vw) (((x =y)A(z= W)) > x+z=y+ W))

|_
Pyq Py,
x=y)>x+z=y+2) INfEC=w)>(y+z=y+wW)
(Vx) (Vy) (Vz) (Vw)
l p,
x+z=y+w)
£ (VDWW (k=) Az =w)) > (x+2 =y +w))

[ |

Proposicao 8. (Existéncia do elemento neutro). (Vx)(31)(x-1=x=1-x)
-
N < (lw)(Vx)((x Ew)eo (@AD" 1=x=1- x))
-
Lo (V)(x+1=x-1+1)

D25 P4.1
(Vx) <x-1 =x>—> (x-14+1=x+1)

20




x*ew) e

( D25 D25 \
| CIE\M)«»(l-l =1= 1-1)

AN
\ He (3Dkxk-1=x=1-x) )
)

DZS DZS
(x*-l = x" =x+1>
A
LS D25
<x+1=(x-1)+1 = (x-1)*>

A

H DZS DZS
x-D)'=0Qx)=1x+1=1-x"

(Unicidade do elemento neutro). (Vx)(3'n)(x - n=x =n-x)

|_

x=1'

Vo) (x-1=x=1x) > 1'-1=1=1-1")

x=1

V) (x1'"=x=1"x) » 1-1'"=1=1"-1)

( () 1 €y

1=1-f=1“1=f)e(1:10

Proposi¢do 9.1 (Distributiva). (Vx)(Vy)(V2)((x +y) - z=x-z+7y " z)

|_

N < (iw)(Vz) ((z EWwW) & (Vx)(‘v’y)((x +y)-z=x-z+y- z))

|_

Le ® (Vx))(Vy)(x+y=x-14+y-1)

21
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DZS D25 P7
(Vx)(Vy) <x=x-1>/\<y=y-1> S>x+y=x-1+y-1)

|_

Ly o (VO)W)((x+y) z+x+y)=xz+y-z+(x+))

/ He (v)W)((x+y) z=x-z+y-z) \
I pr, |
k(Vx)(Vy)((x+y)-z+(x+y)=x-z+y-z+(x+y))/

[ ]
|_
Lgeo (Vx)(VY)(x-z+x+y-z+y=x-z"+y-z%)

DZS D25
(x-z+x = x-z*>A<y-z+y = y-z*)

l P,
xz+x+y z+y=x-z"+y-z")

(vx)(Vy)

—
\____/

22



(zrew) o

VAN
H@(Vx)(‘v’y)((x+y) z=xz+y- Z)
!

DZS
_/(1Ew)<—>(\7’x)(‘v’y)<(x+y) 1—x+y—x 1+y- 1)\
|

D25
(Vx)(Vy) ((x +y)z2=(x+y)z+(x+ y))

A

Ly
(Vx)(Vy)<(x+y)-z+(x+y)=x-z+y-z+(x+y)>
A

P3
(Vx)(Vy)(x-z+y-z+(x+y)=x-z+(y-z+x)+y>

A\

PS
(Vx)(Vy)(x-z+(y-z+x)+y=x-z+x+y-z+y>

A\

L8
(Vx)(Vy)(x-z+x+y-z+y=x-z*+y-z*>

l p,

(Vx)(Vy)((x +y)zt=x-z"+y- z*)

L (V)WV)((x+y) z=x"z+y"2)

Proposicio 9.2 (Distributiva). Vx)(Vy)(V2)(x - (y+2) =x-y+x-2)

-

N e (lw)(Vx)((x Ew)o Vy) Vo) (x-(y+z)=x"y+x- z))

-

Ly (VyY)(V2)(1-y+1-z=y+2z2)
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P8 P8 P7
(Vy)(Vz) (1-y=y>/\<1-z=z> >1-y+1l-z=y+2)

[ ]
|_
Lioe (VY)V)x-(y+2)+1-(y+x)=x-z+y-z+ (y + 2))

PS
(H@(Vy)(VZ)(x-(y+Z) =x-z+y-z)/\(\7’y)(\7’z)<1-(y+z)=y+z>>

l P

VyY)V)x-y+2)+1-(y+x)=x-z+y-z+y+2)

[
|_
L, (Vy)(Vo)(x-y+y+x-z+z=(x+1)-y+(x+1)2)

P9.1 P9.1
((Vy)(x-y+y=(x+1)-y>/\(Vz)<x-z+z=(x+1)-z>>

l p

VYV2)(x-y+y+x-z+z=x+1) y+(x+1)2)

le(:)(Vy)(Vz)((x+1)-y+(x+1)-z=x*-y+x*-z)

D, D3
<(Vy)<(x+1)-y = x" -y>A(Vz)<(x+1)-z = x" Z>>

l P

(Vy)(Vz)((x+1)-y+(x+1)-z=x*-y+x*-z)

24




P8 L9
l/(lEW)H(Vy)(Vz)<1-(y+Z) =y+z= 1-y+1-z>\

A\
\ He (VWWVz))x-(y+z)=xz+y-z)
\J
(x* ew)
7

D25
(Vy)(vz) <x +2)=x+D -+ Z))

A

P9.1
(Vy)(VZ)<(x+1)'(y+Z)=X'(y+Z)+1'(y+Z)>

A

L10
(Vy)(vZ)<x-(y+z)+1-(y+z) =x-y+x-z+(y+z)>
AN

P3
(Vy)(Vz)(x-y+x-z+(y+z)=x-y+(x-z+y)+z>
AN

PS
(Vy)(Vz)(x-y+(x-z+y)+z=x-y+(y+x-z)+z>
AN
P3
(Vy)(Vz)(x-y+(y+x-z)+z=(x-y+y)+x-z+z>
AN
Lll
WVyY)V2) | xy+y)+xz+z=(x+1)y+(x+1) -z

A
L12
(Vy)(Vz)((x+1)-y+(x+1)-z=x*-y+x*-z>

l b,
VY (Vo)(x* - (y+2z)=x"y+x"2)

25




L (V)VYVD)(x-(y+2) =x-y+x-2)
| |

Proposicio 10. (Associativa). (Vx)(Vy) (Vz)((x y)z=x-(y- Z))
-
N e w)(¥2) ((zew) o (V)@ y)-z=x-(y-2))
-
Liz & (VOWN((x-y)-z+ x+y) =x- -2+ (x +))
/ He (Vo) y)((x-y) z=x(y2) \

i l p, |
\(w)(vw((x-y) 2+ =x-(y D)+ <x+y))/
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l p,

A

3

D25

A
Ly3

A\

(zFew) o Py,

A
Dys

l b,

2 (VO V2 ((x-y) z=x (v 2))

Proposicio 11. (Comutativa). (vVx)(Vy)(x-y =y - x)

-

N e ) (v)((xew) o (v)(x-y=y-x))
|_

L, VWy)x-y+1l-y=y-x+y)

27

/ D25
(1Ew)<—>(vx)(vy)| <<x-(y-1)=x-y>/\<(x-y).1_x,y

(x-y)1=(x-y)-1

He (v)Wy)((x y)-z=x-(y-2))

(Vx)(Vy)<(x-y)-Z*=(x-y)-2+(x+y)
(Vx)(vy)<(x-y)-z+(x+y) =x-yz2)+x+y)

(Vx)(vy)<x-(y-2)+(x-y)= x-((y-2)+y)

(Vx)(Vy) (x (y-2)+y)=x-(y-z)

VO ((x-y) -z =x-(y-29)



l P
vVy)x-y+1ly=y-x+y)

— —

P8
((Vy)(x-y =y x) A(Vy) <1 -yy)))

_/(1EW)<—>(Vy)<1-y E yD=25y-1>\

A |
He (vy)(x-y=y-x) /
l

D25
(Vy)<x*-y = (x+1)-y>
A
P9.1
M|+ y=xy+1-y
(x* ew) & A ,
(Vy)<x-y+1-y =y-x+y>
A
DZS
(Vy)<y-x+y = y-x*)

l p,
V) y=y-x*)

S (VDY) y =y )
||

Proposi¢do 12. (Lei do Cancelamento). (Vx)(Vy)(Vo)((x =y) & (x-c =y - ¢))
|_
N & (w)(ve) ((cew) o (vO)@(=y) & (x-c=y-0)))
F1

VO@N((x=y) > (x-c=y-0))

28



|_
Lis ® (v)(y)x=y) > (x-1=y-1)

D25 PZ
H e (vo)(vy)(y = x) A (VX)<X =x- 1>\‘ = (V) (V) (y =x-1)) (1)

(1) Dys P,
(vx)(Vy) (x-l =y>/\<y = y'1> - (V)(Vy)(x-1=y-1)

|_

Lige V)W) ((x-c=y-c)» @x-c+x=y-c+y))

l/(H e (V)VY)x=y)AV)(VY)(x-c=y- C))\l
l P,
\ VO (x c+x=y-c+y) /

LIS
(V) (Vy) ((x =y) > (x-1=y- 1))

A\
He ()((x=y) - x-c=y-0)
3

/ / (x =i y)H

e )
)

(c" ew) & (Vx)(Vy) | VoL

||
F2
V)(Vy)((x-c=y-c) > (x=Y))
=
Ly (VvO)Wy)x-1=y-1)> (x=y)
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Dys P,

((Vx) (x =x- 1> AH & (V)(Vy)(x-1=y" 1)) (VO =y-1) (2

(2) Dys P,
(Vx)(Vy) (x =y 1) A <y 1= y) - (V) (Vy)(x =y)

|
|_
Lig © (VO ((x-c+x=y-c+y) > (x =)

P4.2
(He (v c=y o)AV ct+x=y c+y)=> V)WY (x =)

A\
He (V)W) ((x-c=y-c) > (x=y))

I/ < - ) \
| (OO 1=y D> =y) I
| I
I I
\ J

\J

/ (x-c'=y-c") \‘
l Dy
(c*ew) & (Vx)(Vy)I(x-c+x=y-c+y)l

L Ly
x=y)

= (VO)WYV((xr=y) o (xc=y-0))

2.2.1 Relacdo de ordem em N

Definicio 27. Dizemos que x ¢ menor que Yy se existir um z tal que y ¢ a soma de x e z.
x<y)e @2)(y=x+2).
30



Exemplo 11.3 <7 & (34)(7 = 3 + 4).
Defini¢ao 28. Uma relacio < € N X N ¢ chamada de ordem em N se satisfaz as seguintes
propriedades:
i) Va)(a<a) & (a,a) €,
i) (Va)(‘v’b)((a <b)A(b < a)) - (a = b);
iii) YVa)(Yb)(Ve)((a< b)A (b <)) - (a = o).
Definimos a relagdo de ordem < como sendo
<% {(a,b)eNXN,(a<b)V(a=Db)}
Mostremos que a relagdo < é uma relacdo de ordem em N.
Proposi¢io 13. (Reflexiva). (Va)(a < a)
-

(Va) ((a =a)—> ((a =a)V(a< a)) - (a < a))

& (Va)(a<a)

Proposicao 14. (Antissimétrica). (Va)(Vb) (((a <b)A (b < a)) - (a= b))

Fq
PZ
(Va)(Vb)| (a=b)A(b=a) - (a=Db)
| ]
F2
(Va)(vh)((a = b) A (b < a))
)
(Va)(Vb)((a=Db)A@AQ(a=b+ Q)
l
(b=b+q
l
(b<b)

l

A
||
F3

31



(Va)(Vb)((a < b) A (b = a))
)
Vo) (YD)(E)Db =a+q) A (b = a))
l
(a=a+q)
l
(a<a)
l
A

(Va)(Vb)((a < b)A (b < a))
(va)(vb) ((3q)(b=a +Iq1) A@Eg,)(a=b+q,))
(3(q, +q,) EN) (lb =b+(q, +3,))
(b i b)

\)
A

» (va)(wb) (((@ < DA (D < @) > (a = b))
[ ]
Proposicio 15. (Transitiva). (Va)(Vb)(Vc) (((a <b)A( < c)) - (a < c))

1

PZ
(Va)(Vb)(Vc¢) <((a =b)A(b= c)) - (a= c))
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k

(Va)(Vh)(Ve)((a=b) A (b < ©))
I
(Va)(Vb)(Vc)((a = b) A(@q)(c = b +q))
l
(c=a+q)
l
(a<o)

(Va)(Vh)(Ve)((a < b) A (b = 0©))

I
(Va)(YH)(Vo)(Aq) b =a+q) A (b= 0))
l
(c=a+q)

l
(a<o)

(Va)(Vb)(Vc)((a <b)A(D < c))
)

(Va)(Vb)(3q1)(b = a + q1) A (Vh)(Vc)(3qz)(c = b + q2)

)
(A(q1 +q2) € N)(C =a+(q+ QZ))
)
(a <o)

33
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CAPITULO 3

O SISTEMA NUMERICO DOS NUMEROS INTEIROS

Assim como no capitulo anterior, definiremos a operagao de adi¢do e multiplicacdo de nimeros
inteiros por meio de axiomas e, depois, mostraremos que S, = (Z,{+,7}) é um sistema

numeérico.

3.1 Construciao dos Numeros Inteiros

A construcdo axiomatica do conjunto dos numeros naturais, apresentada pelo
matematico Giuseppe Peano, em 1889, possibilitou a construgdo formal de outros conjuntos
numéricos importantes da matematica.

O conjunto dos numeros inteiros pode ser construido da seguinte forma:

Definicdo 29. Uma relagdo binaria R no conjunto N ¢ qualquer subconjunto do produto

cartesiano N X N, istoé, R € N x N.

Definicao 30. Seja N o conjunto dos numeros naturais. Uma relagdo R em N ¢ chamada de
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relacdo de equivaléncia se possuir as seguintes propriedades:
i) (reflexiva). (Va)(aRa);

ii) (simétrica). (Va)(Vb)(aRb — bRa);

iii) (transitiva). (Va)(¥b)(¥c)((aRb) A (bRc) - (aRc)).

Definicdo 31. Sejam (x,y), (w,z) E NXN & {(x,y): (x € N) A (y € N)}. Dizemos que

(x,y) esta relacionado com (w, z) quando x + z = y + w, isto &,
(xx,y)Rw,z) ® x+z=y+w.

Proposi¢ao 16. A relacio R € N X N sobre N ¢ de equivaléncia sobre N.
i) (V(a,b))((a,b)R(a, b))

|_
PS D31
(V(a b)) - (a +b=b+ a) - ((a,b)R(a, b))

- (v(a,0))((@,b)R(a, b))

|
ii) (V(a,0)) (¥(c, ) (((&. b)R(c,d)) = ((c, d)R(a, b))

|_

(V(a, b))(v(c, d))((a, b)R(c, d))

by
(a+d=b+c)

l P
(d+a=c+b)

l
(c+b=d+a)

L by

((c, d)R(a, b))

& (V(a, b)) (v(e,d) (@ b)R(c, D)) - ((c,d)R(a, b))

iii) (¥(a, 1)) (¥(c, ) (v(e, ) ((((a BIR(c, d)) A ((c,d)R(e, 1)) = ((a, bR (e, )))
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((v(a b)) (v(c, d)(¥(e, /))((a, DR, D) A ((c, d)R(e, )
l Dy
((c+f=d+e)/\(a+d=b+c))
P4—.1 J’ P4.2
((a+c+f=a+d+e)/\(a+d+e=b+c+e))
l b,
(a+c+f=b+c+e)
P5 J’ P4—.1
(a+f=b+e)
LoDy

((ab)R(e, )

= (V(@,b)(¥(e. D) (Ve ) ((((@ bIR(e,d)) A ((c, )R(e, 1)) = (@ bR(e, )))
[ ]
Defini¢ao 32. Seja R uma relacdo de equivaléncia em N X N. Se (z,w) € N X N, a classe de
equivaléncia do par ordenado (z, w), denotada por (z, w), consiste de todos os elementos de

N X N que sdo equivalentes a (z, w), isto &,

(z,w) & {(x,y): (x,y)R(z,w)}, onde (z,w) € N X N.

Defini¢ao 33. O conjunto quociente de N X N por R, constituido pelas classes de equivaléncia
(z,w), se denota por Z e sera chamado de conjunto dos niimeros inteiros.
Assim,
Z = (N x N)/R & {(z,w): (z,w) € N x N}.

Se adotarmos o sistema de numeracao hindu-ardbico para denotarmos as classes de

equivaléncia
vn)meN)((-n e Tn+D)A(0 e TLD)A(ne m+1,D))
entdo o conjunto dos niumeros inteiros sera
Z=4{.,-2,-1,0,1,2,..},

como conhecemos.
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3.2 Aritmética dos Numeros Inteiros

Ao longo desta se¢do definiremos as operagdes do conjunto Z e, posteriormente,

formalizaremos as operagdes de adi¢do e multiplicagdo.

3.2.1 Operacao de Adicao

Definicdo 27. Uma operagao binaria sobre Z ¢ uma aplicacao ¢:Z X Z — Z.

Definicao 34. A operagdo de adigdo sobre Z ¢ uma operagao binaria sobre Z, denotada por + :
Z X 7 — 7, que a cada par ordenado (x, y) de nimeros naturais associa o nimero natural x + y
definido por

{x=(a,b),(a,b)ENxNey=(c,d),(c,d)ENxN
x+y=(a+cb+d)

Exemplo12.7+5=(8, 1D+ (6,1) =8+ 61+1) = (14,2) = (13,1) = 12;

Exemplo 13. -7+ 6 =(1,8)+(7,1) =(1+7,84+1) =(8,9) =(1,2) = —1;

Exemplo14.7+ (—6)=(8,1)+(1,7) =8+ 1,1+7)=(9,8) =(2,1) = 1;

Exemplo 15.7+ (-7) =(8,1)+(1,8) =(8+1,14+8)=(9,9) = 0.
Vamos mostrar que a soma esta bem definida em Z.

Proposicao 17.

A

((c,d) = (c¢',d"))

/ ((a,b) = (@, b))
|
|

(V(a,b))(v(a, b)) (V(c, d)(v(c',d))

\I
|
l
((a,b) + (c,d) = (a',b") + (c’,d’)))
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((a,b) = (a’,b) A(c,d) = (c’,d")

D31 I D32
(((a, bR, b)) A ((c, dR(C', d')))
I D3y
((a+b'=ad"+b)A(c+d =c"+4d))
1 p
(v(a,b))(v(a', b)) (v(c,))(¥(c",d)) | [ ((a+b) + (c+d") = (@ +b) + (c' +d))
P, | P
(a+)+@ +d)=0B+d)+ (@ +c))
D31 “L D32
((@+cb+d)=(a +c,b +d))
LoDy
((a,b) + (c,d) = (a’,b") + (c',d"))

<((a b) =(d,b) ))
« (@) (v(@ 1)) (v D) (v(€,2)) (Ca=(<.d))
l

(m +(c,d) = (a, b’) + (¢, d))

Agora, vamos mostrar as propriedades dos nimeros inteiros.

Proposi¢do 18. (Comutativa). (¥(a, b))(V(c,d))((a, b) + (c,d) = (c,d) + (a, b))

|_
D3y Py D3y
((a,b) +(c,d)=(a+c,b+d) = (c+ad+b)=(cd)+ (a,b))
P17
~ (v(a,b))(v(c,d))((a,b) + (c,d) = (c,d) + (a, b))
[ |

Proposicao 19. (4dssociativa).

(va,5)) (Ve D) (¥(e, /) (((@ ) + (. D) + (e, ) = @, b) + ((c; D) + (e, 1))
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D34
(v(a, b)) (¥(c,d)(V(e ) (((a, b)+(c,d)+(e,f)=(a+cb+d)+ (e,f))
N

D34
(v(a b)) (V(c,d)(V(e ))) ((a +eob+d)+(efH=(a+c)+e(b+d)+ f))

A

P3
(v(a, b)) (¥(c,d)(V(e ) <((a +o)+e(b+d)+f)=(a+(c+e)b+(d+ f)))

P13

A

D34
(v(a, b)) (¥(c,d)(V(e ) ((a +(c+e)b+d+f)=(ab)+(c+ed+ f))

A

D34
(v(a, b)) (¥(c,d)(V(e ) ((a, b+ (c+ed+f)=(ab)+((c,d)+ (e f)))

I P 16. (iii)

(v@,5))(¥(e, ) (v(e, N) ((@h) + e, d) + &, f) = @,b) + (. d) + (&, 1))

« (V@ B)(¥(e, D) (ve, ) (((@ D) + (. D) + (e. /) = (@ b) + ((c.d) + (e./)))

|
Proposicao 20. (Elemento neutro). (V(a, b))(EI(l, 1))((a, b)+ (1,1) = (a, b))
|_
Dj, Py D, Py
((a,b) +(1,1)=(a+1,b+1)= (a,b)) © ((a+ D+b=0b+1) +a>
PS D32 PS
» (v(a,0))3@, D)((ab) + (1,1 = (a,b))
]

Proposicao 21. (Lei do cancelamento).

(V(a b)) (v, ))(V(e, H)((ab) + (e, f) = (c,d) + (e, f) = (a,b) = (c,d))
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((a,b) + (e, f) = (c,d) + (e, f))
\ D3y
((a+eb+f)=(c+ed+f))

D31 J’ D32
(a+e)+@+H)=B+f)+(c+e)
(V(a b)) (v(e,d))(V(e f)) P, L P
(a+d)+e+f=bB+c)+e+f)

l P,
(a+d=b+0)
\ D3y

((a,b) = (c,d))

« (V(a,0)(v(c, ) (V(e, N)((ab) + (e, /) = (c,d) + (e, f) = (a,b) = (c,d))

Proposicio 22. (Elemento oposto). (V(a,b))(3! (c,d))((a,b) + (c,d) = (1,1))

F1

(V(a,b) )(3(c,d) )((a,b) + (c,d) = (1,1))

((a,b) + (b,a) = (1, 1))

l D,

((a+b,b+a)=(1,1))
(c,d) =) - Dy 1 Dy

a+b+1=b+a+1
PS

» (V@@ b) )3 d))((@ab) +(d)=1,1)

F2

(v(a,b))(3! (c,d))((a,b) + (c,d) = (1, 1))
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D34

(3 d))@AC,d)| (c,d) #(c",d) © (c+d #d+") (1)

D34—
(@b)+(cd)=1Q1)~->((a+cb+d) =(1,1))

VAN
D34—
(ab)+(c,d)=0QD->(a+c,b+d)=(11)

D31 ‘l’ D32

|/(a+c+1=b+d+1)\|

A

\(a+c’+1=b+d’+1)/

p, L P,
(a+c+1+b+d +1=b+d+1+a+c" +1)
P, L P
(c+d"+a+b+1+1=d+c'"+a+b+1+1)

J’ P4—.1
(c+d' =d+¢c")
D31 l D32
((c,d) = (c',d")

EY
A

= (V@)@ D) (@b + (6 d) = (1,D)

3.2.2 Operacio de Multiplicacao

Definicao 35. A operagdo de multiplicagdo sobre Z ¢ uma aplicagdo bindria em Z, denotada por
1 Z X Z - 7, que associa cada par ordenado (x,y) de nimeros inteiros associa 0 nimero

inteiro x - y, definido por
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{(x = (a,b),(a,b) e N)A(y = (c,d),(c,d) EN)
xy=(a-c+b-da-d+b-c)

Mostremos que a multiplicagdo estd bem definida em Z.

Proposicao 23.

I[(((a, b) = (@', b)) A ((c,d) = (c’,d’)))\I

(V(a, b)) (V(c,d))(v(a’, b)) (V(c',d) l |
((@b) - (c,d) = @, b) - (c,d)) /

((a,b) = (a',b") )
D31 J' D32
(a+b'=b+a")
P9.1 l P12

/(ac +b'c =bc+ a’c)\
7AN
(ad +b'd =bd +a'd)

(v(a,b))(v(a', b))

P, 1 P,
(ac+b'c+bd+a'd=bc+a'c+ad+b'd)
P, | P
(ac+bd+a'd+b'c=ad+bc+a'c+b'd)
D31 l' D32
((ac + bd,ad + bc) = (a’c + b'd,a’d + b'c))

L Dy

((a,b)(c,d) =(a’,b)(c,d)) (1)
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(¢c,d) = (c',d")
l Dy
(c+d =d+c')
P12 l P9.2

/(a’c +a'd =add+ a’c’)\
I A I

\(b’c +b'd =b'd+ b’c’)/

(v(a,b))(v(c',d)

P, 1 P,

(@c+a'd +b'd+b'c’"=ad+ac"+bc+b'd)
P, 1 P

(@c+b'd+a'd +b'c’"=a'd+b'c+a'c"+b'd)
D31 J' D32

((a’c+b'd,a’'d+b'c) = (a'c’ + b'd',a’d" + b'c"))
I Dy

(@, b)-(c,d)=(a’,b)-(c,d)) ()

(@ &2 - )
(a,b) - (c,d) = (a’,b") - (c,d)

A

(v(a,b))(v(a',b))(v(a@, b)) (v(c’,d)) ( () )

(a',b") - (c,d) = (a’,b") - (c',d")

\ Py (iir)
((a,b) - (c,d) = (a’,b") - (c',d"))

(@) =@ ) A (6 d = (c',d')))>
((a,b) - (c,d) = (a’,b") - (c",d"))

~ (v(ab)(v(c d))(v(a’,b’))(v(c’,d’))< l

|
Exemplo 16. (—4)-(—4)=(1,5)-(1,5)=(1-1+5-51-5+5-1) =(1+25,5+5) =
(26,10) = (17,1) = 16;
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Exemplo 17. (-4)-4=(1,5)-G5,1)=A-5+5-1,1-1+5-5) =(5+5,1+25) =
(10,26) = (1,17) = —16.

Mostremos as propriedades da multiplicacdo dos niimeros inteiros.

Proposi¢do 24. (Comutativa). (V(a,b))(V(c,d))((a,b) - (c,d) = (c,d) - (a, b))

|_
D35 P1 D35
((a, b) - (c,d) = (ac + bd,ad + bc) = (ca + db,da + cb) = (c,d) - (a, b))
P17
~ (v(a,b))(v(c,d))((a,b) - (c,d) = (c,d) - (a, b))
(]

Proposicao 25. (4Associativa).

(V(a, b))(V(C, d))(V(e,f)) (((a' b) : (C' d)) : (e' f) = (a, b) : ((C, d) ’ (e' f)))

(v(a,b) )(v(c, ) (v(e.f))

D3
((a, b) - (c, d)) (e, f) =5(ac + bd,ad + bc) - (e, f)

A

Das
(ac + bd,ad + bc) - (e, ) = ((ac + bd)e + (ad + bo)f, (ac + bd)f + (ad + bc)e)

A

P9.1
((ac + bd)e + (ad + bc)f, (ac + bd) f + (ad + bc)e) = (ace + bde + adf + bcf,acf + bdf + ade + bce)

A

D35
(a,b) - ((c,d) - (e,f)) = (a,b) - (ce + df, cf + de)

A
D3

(a,b) - (ce +df,cf +de) = (a(ce +df) + b(cf +de),alcf + de) + b(ce + df))

A

P9.2
(alce + df) + b(cf + de),a(cf + de) + b(ce + df)) = (ace + bde + adf + bcf, acf + bdf + ade + bce)

l p,
((ab)-(c,d)-(e,f) =(a,b)-((c,d) - (e, )
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o (V(a, b))(V(C, d)) (V(e,f)) (((a, b) : (C, d)) ' (el f) = (a, b) ' ((C, d) ' (e’f)))

Proposicao 26. (Elemento neutro).

(V(a,)@m+1,1n))((ab) - (n+1,n)=m+1n)(ab) = (ab))

-
(@b -+ Lm)=(a-m+D+b-na-n+b-(n+1)=(ab))
(a-(n+1)+b-nD-Ii1b%al?3rzl+b-(n+1)+a)
( . )
| a-n+a+b-n+bp=5a-n+b-n+b+a |
~(v@b)@Am+ L) (@b) - (n+1L,n) =+ 1,n)-(ab) = (@Db))
=

Proposicao 27. (Distributiva).
(V@@ b)) (Ve d)(v(e, N)((@b) ((c,d) + (e, ) = (@b) - (c,d) + (a,b) - (e, /)

(V(a, b)) (V(c, d)) (V(e, f))

45



D34
(a,b) ((c,d)+(e,f) =(ab) - (c+ed+])

A
D,

(a,b)-(c+ed+f) =q(a(c +e)+bd+f),ald+f)+blc+ e))

A

P9.2

(a(c+e)+b(d + 1), a(d +f)+b(c+e)) = (ac + ae + bd + bf,ad + af + bc + be)
A
Py

(ac + ae + bd + bf,ad + af + bc + be)=(ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be)
PS

A

D34
(ac + bd + ae + bf,ad + bc + af + be) = (ac + bd, ad + bc) + (ae + bf,af + be)

A
Dss

(ac + bd,ad + bc) + (ae + bf,af + be) = (a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, f)

l P,

(@b)-(c,d)+ (e, ) =(a,b)- (c,d) + (a,b)- (e, )

« (V(a b)) (v, d)(vie, N)((@b) ((c,d) + (e, ) = (a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, /)
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CONSIDERACOES

A formalizagao de uma teoria pode ser vista como uma poderosa metodologia de ensino,
uma vez que ela nos remete aos seus pressupostos primitivos e a ordenagao de todo o seu
desenvolvimento. Desse modo, a pesquisa contribuiu, principalmente, para a formagdo da
graduanda por permitir aprofundar nos contetidos que sdo vistos na graduagdo. Assim, este
trabalho permitiu a autora compreender o processo de formalizacao do sistema numérico dos
numeros naturais e inteiros baseando-se no conceito chamado de sistema matematico, tendo
como pressupostos primitivos, o conceito de sucessor de um numero natural, os axiomas de
Peano e um sistema formal. O sistema matematico aqui apresentado abre diversas
possibilidades para o desenvolvimento de trabalhos futuros, como por exemplo, aprofundar os

estudos na formalizac¢do da teoria dos nimeros naturais e inteiros.
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