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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver um equacionamento para
o calculo do potencial elétrico em solos heterogéneos. O equacionamento desenvolvido é
aplicado no estudo de sistemas de aterramento para problemas de conduc¢ao de correntes
de curto-circuito a frequéncia industrial. Inicialmente se propoe um modelo para siste-
mas de aterramento em solo homogéneo, calculando-se potencial elétrico, campo elétrico e
resisténcia de aterramento, adota-se entao a condigao de equipotencialidade para os eletro-
dos e determina-se a distribuicao de correntes no sistema. O modelo de solo homogéneo é
utilizado como base de calculo para o solo heterogéneo. Para o modelo proposto, aplicam-
se as condicoes de contorno na interface entre materiais distintos e assume-se o potencial
elétrico nulo a uma distancia infinita da fonte. Para o calculo da funcao potencial no
solo heterogéneo ¢é necesséario a solugao de uma integral envolvendo polinomios de Bessel.
Para tal, duas solugoes sao propostas. A primeira solu¢ao proposta é feita para um ponto
genérico e é baseada em uma férmula de quadratura de integragao para fungoes altamente
oscilatorias envolvendo polindmios de Bessel. A segunda solugao proposta é limitada a
pontos na superficie do solo e é baseada na identidade de Lipschitz, onde expandem-se as
fungoes caracteristicas do solo heterogéneo em séries de Chebyshev para aplicacao dessa
identidade matematica. Todo o equacionamento desenvolvido é inicialmente feito para
uma fonte pontual de corrente e em seguida é generalizado para uma trajetéria linear no
espaco tridimensional. A representacao das coordenadas de cada condutor no espago é
feita propositalmente da mesma forma que nos aplicativos de desenho (CAD) disponiveis,
assim permitindo a leitura de arquivos de CAD para a simulacdo de configuracoes de
sistemas de aterramento genéricas. Os resultados de resisténcia e distribuicao de poten-
ciais na superficie para diversas configuragoes sao comparados com valores de referéncia,

experimentais, analiticos e numéricos, disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Aterramento Elétrico. Solo heterogéneo. Integra¢do numérica. Fun-

¢oes de Bessel. Polinémios de Chebyshev. Simulagao computacional.



Abstract

The main aim of this work is to develop an equation for the calculation of elec-
tric potential in heterogeneous soils. The proposed equation is applied in the study of
grounding systems for short-circuit current conduction problems at industrial frequency.
Initially, a model for grounding systems in homogeneous soil is proposed, calculating elec-
tric potential, electric field and grounding resistance. The equipotentiality condition for
the electrodes is then adopted and the system current distribution is determined. The
homogeneous soil model is used as the calculation basis for the heterogeneous soil. For
the proposed heterogeneous soil model, it is applied the boundary conditions at the in-
terface among different materials and the electric potential is assumed to be zero at an
infinite distance from the source. As for the calculation of the potential function in the
heterogeneous soil it is necessary the solution of an integral involving Bessel polynomi-
als. For so, two solutions are proposed. The first one is made for a generic point and
is rooted on an integration quadrature formula for highly oscillatory functions involving
Bessel polynomials. The second solution proposed is limited to points located on the soil
surface and is based on the Lipschitz identity, where the characteristic heterogeneous soil
functions are expanded into Chebyshev series, for the application of such mathematical
identity. All the equation developed is initially made for a point current source and then
generalized for a linear trajectory in the three-dimensional space. The representation of
the coordinates for each conductor in the space is purposely made the same way as in the
drawing software (CAD) available, thus allowing the reading of CAD files for the simula-
tion of generic grounding system configuration. The results of resistance and distribution
of potentials on the surface for various configurations are compared with experimental,

analytical and numerical reference values available in the literature.

Keywords: Electric grounding. Heterogeneous soil. Numerical integration. Bessel func-

tions. Chebyshev polynomials. Computational simulation.
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CAPITULO

Introducao

1.1 Introducao

O estudo de aterramentos elétricos é essencial em engenharia elétrica, sua im-
portancia engloba servir como referéncia para o sistema elétrico de poténcia e sistemas
eletronicos, garantir a seguranca de animais e seres humanos, além de prevenir danos as

instalacoes elétricas.

O sistema de aterramento atua em condigoes de falta como na falta de isolagao
entre parte do enrolamento e a carcaca de maquinas elétricas e também na conducao
de correntes de sequéncia zero em situagoes de curto-circuito monofasico. Pode-se dizer
que sistemas de aterramento também atuam permanentemente em sistemas elétricos de
poténcia, ndo apenas em sistemas de eletrificacdo rural, onde o aterramento atua como
o condutor neutro de um sistema monofésico, mas também em sistemas trifasicos, em
especial sistemas de distribuicao de energia, visto a frequéncia da ocorréncia de desequi-
librios de carga. Essas situagoes sao denominadas de aterramento elétrico em “regime

permanente” em relagao a variacao temporal da corrente de surto.

Sistemas de aterramento também sdo responsaveis por dissipar correntes transito-
rias provenientes de descargas atmosféricas e manobras de chaveamento. Situagoes desse
tipo sao denominadas de aterramento elétrico em “regime transitorio” no que se refere a

variacao temporal da corrente de surto.

Uma etapa fundamental para o projeto de sistemas de aterramento é conhecer o
comportamento eletromagnético do solo onde tal sistema sera instalado. Para tal, se faz
necessario a realizacao de ensaios de campo, em especial o de prospeccao geoelétrica de
Wenner. A interpretacdo dos ensaios de campo fornece ao projetista as caracteristicas do
solo, sendo necessario para tal o uso de métodos de otimizacao. A devida interpretacao das
leituras do solo é uma etapa de fundamental importancia, a qual ndo sendo devidamente

realizada gera erros que se refletem diretamente no projeto do sistema de aterramento.



Capitulo 1. Introdugdo 24

1.2 Conceitos de aterramentos elétricos

Um sistema de aterramento tem o objetivo de conduzir e dissipar correntes elétricas
para o solo, sob condi¢oes normais ou de falta, de tal forma que a passagem dessas
correntes nao excedam os limites de operacao de equipamentos elétricos e a continuidade
do servigo de concessionarias de energia, tal como garantir a seguranca de pessoas na

vizinhanca de instalag¢oes com o intuito de evitar choques elétricos (ROCA, 2018).

Dentre os trabalhos publicados a respeito dos efeitos da passagem de uma corrente
elétrica no corpo humano, dentre métodos experimentais e simulacoes computacionais, os
seguintes sao notaveis (Dalziel, 1946; Dalziel, 1953; Dalziel; Lee, 1969; Dalziel, 1972;
Dawalibi; Southey; Baishiki, 1990; Freschi; Mitolo, 2017). De acordo com Roca (2018),
as principais causas de morte devido a passagem de uma corrente elétrica no corpo hu-
mano sao a fibrilacao ventricular, parada respiratoria ou asfixia. Atualmente, as normas
internacionais IEC TS 60479-1 (2016) e IEC TS 60479-2 (2017) sdo um guia a respeito

dos efeitos dos choques elétricos.

Figura 1 — Situacoes tipicas de choque elétrico em subestagoes.

Tensao de malha

Tensdo de passo Tenséo de toque E,,
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N
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Terra remoto

Fonte: adaptado de Roca (2018).

Durante uma condicao de curto-circuito, duas situagoes principais de choque elé-
trico envolvendo uma pessoa e instalagoes de aterramento podem acontecer, o choque
devido a tensao de passo e a tensao de toque. A Figura 1 ilustra as situacoes onde uma
pessoa estaria sujeita a esses choques elétricos. A tensao de passo de acordo com a norma
ABNT NBR 15751 ¢ a diferenca de potencial entre dois pontos na superficie do solo se-
parados pela distancia de 1m, a qual se considera o passo de uma pessoa. A norma IEEE

80 ainda complementa essa definicao afirmando que nao ha contato dos pés desta pessoa
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com nenhum objeto aterrado. Ja a tensao de toque, de acordo com a norma ABNT NBR
15751, é a diferenca de potencial entre um objeto metalico aterrado ou nao e um ponto da
superficie do solo separado por uma distancia horizontal equivalente ao alcance normal
do brago de uma pessoa, que é convencionada em um metro. Ja a norma IEEE 80 define
a tensao de toque como a diferenca de potencial entre um ponto onde uma pessoa esta ao
mesmo tempo em que ha contato dessa pessoa com uma estrutura aterrada. Note que a
norma IEEE, a despeito da norma ABNT, nao impde a distancia de um metro separando
os pés de uma pessoa e o local de contato com a estrutura aterrada. Pode-se afirmar
entao que a norma NBR é mais conservadora que a norma IEEE nesse aspecto. A tensao
entre a maxima elevacdo de potencial em um sistema de aterramento e um ponto infini-
tamente distante (terra remoto) é chamado de GPR, (Ground Potential Rise ou Aumento
de Potencial de Terra), sendo a maxima diferenga estre um potencial no nivel do solo e o
GPR chamada de tensao de malha. O choque elétrico ao qual a pessoa estaria submetida
depende da tensao a qual esta estd submetida, a resisténcia elétrica do seu proprio corpo e
a resisténcia de contato. A resisténcia de contato é funcao dos equipamentos de protecao,
como luvas e botas, como do material de revestimento superficial do solo. Os valores
maximos de tensao admissiveis por um ser humano sao calculados em normas como a
IEEE Std 80 e a ABNT NBR 15751 (norma brasileira), sendo um sistema de aterramento
projetado para operar abaixo dos valores maximos das tensoes de passo e de toque, e

assim garantir a seguranca das pessoas proximas a esse sistema de aterramento.

Uma pessoa estd submetida a tensoes de passo em subestacoes, onde esta se man-
tém entre niveis controlados, estando os operadores da subestacao devidamente equipados
com botas isolantes, além do revestimento de pedra britada normalmente utilizada nesses
locais. Todavia, os locais onde realmente a tensao de passo pode ser bastante elevada
sao areas rurais. Por exemplo, um condutor energizado que esta em contato com o solo
conduzindo uma corrente de curto circuito provoca gradientes de potencial elevados no
solo, bastante nocivo a uma pessoa ou animal que se encontra préximo ao local da falta,
em especial por estes nao utilizarem nenhum equipamento de seguranca. Vale ressaltar
que a frequéncia da corrente de curto-circuito da rede elétrica é muito nociva, mesmo
com uma baixa intensidade, devido a seus efeitos no coracdo. Um raio ao atingir uma
arvore também gera gradientes de potencial nas proximidades do local de incidéncia que
sao muito perigosos, em especial a seguranca de animais no pasto. Note que para um
raio causar fatalidades no campo este nao precisa necessariamente atingir de forma direta
uma pessoa ou animal, apenas a corrente que circula no solo ja causa uma diferenca de

potencial bastante nociva a vida.

Adicionalmente, ndo é imprudéncia afirmar que a tensao de toque é muito mais
perigosa que a tensao de passo, visto que a pessoa estd em contato direto com uma
estrutura aterrada. Estando a pessoa sujeita a tensao de toque em uma regiao protegida

por uma malha de aterramento, essa tensao é atenuada devido a equalizacao de potencial
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na superficie do solo gerada pela malha de aterramento, i.e., a diferenca de potencial
entre o potencial no nivel do sistema de aterramento e na superficie do solo nao é tao
significativa. Todavia, quando a pessoa nao estd sobre o sistema de aterramento, hé
uma diferenca de potencial muito consideravel entre os pés da pessoa e o potencial no
sistema de aterramento. Vale ressaltar o caso extremo onde a pessoa esta em um local
remoto, bem distante do sistema de aterramento, e estd em contato com uma estrutura
aterrada, assim a diferenga de potencial se torna igual ao potencial da malha. O nome
dessa situacao é tensao transferida, a qual é extremamente perigosa. A tensao de toque
também pode estar presente na zona rural. Por exemplo, caso um condutor energizado
ou um raio incida em uma cerca de arame, a cerca atua como um condutor que transfere
a tensao perigosa por uma longa extensao. Caso alguma pessoa ou animal encoste-se a
cerca, esse estd sujeito a uma tensao transferida. Vale ressaltar entao a importancia do

devido aterramento de cercas em zonas rurais.

A resisténcia de aterramento é definida como a relagao entre a diferenca de po-
tencial no sistema de aterramento e um ponto infinitamente distante e a corrente elétrica
injetada no sistema de aterramento. Em outras palavras, a resisténcia de aterramento é
a resisténcia vista pela corrente elétrica em seu percurso pelo solo. Para Tagg (1964) a
resisténcia de aterramento é composta de trés parcelas: A resisténcia do condutor que
conecta o sistema de aterramento ao sistema de poténcia; A resisténcia de contato en-
tre a superficie do sistema de aterramento e o solo e a resisténcia da superficie do solo
circunvizinha ao aterramento, a qual estd em contato direto com o aterramento. A resis-
téncia do condutor é calculada pela resisténcia elétrica de um condutor convencional, que
¢é desprezivel quando comparada a resisténcia de aterramento. A resisténcia de contato
entre a haste e o solo também pode ser desprezada para solos com uma compactacao
adequada. Portanto, a parcela da resisténcia que caracteriza a resisténcia aterramento
¢é basicamente a resisténcia do solo circunvizinho ao sistema de aterramento, esta é fun-
¢do do comportamento da resistividade elétrica do solo e da geometria do sistema de

aterramento.

De acordo com He, Zeng e Zhang (2013) se a corrente de curto circuito esta na
frequéncia industrial, se tem uma resisténcia de aterramento a frequéncia industrial. Se
a corrente de curto circuito é impulsiva, como a corrente proveniente de uma descarga
atmosférica, se tem uma impedancia de aterramento impulsiva, que é variante no tempo.
A impedancia impulsiva de aterramento é definida como a razao entre a tensao de pico
e o valor de pico da corrente de surto no ponto onde a corrente impulsiva ¢ injetada no
sistema aterramento. O valor da impedancia de surto difere da resisténcia de aterramento
principalmente devido ao efeito da indutancia dos condutores que formam o sistema de
aterramento. Todavia, dependendo da magnitude dos efeitos do campo elétrico no solo,
esse se torna nao linear em relagdo a sua resistividade elétrica, efeito que também altera

a impedancia de surto.
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1.3 Motivacao

Projetistas geralmente utilizam para o dimensionamento de sistemas de aterra-
mento normas, em nivel nacional e internacional, que impoem (ou sugerem) critérios de
projetos para os sistemas de aterramento; como é o caso da norma IEEE Std 80 (2000)
e da norma brasileira NBR 15751 (2013). Este tipo de dimensionamento é realizado
baseando-se no equacionamento apresentado nas normas ja citadas, onde se pode obser-
var uma grande variedade de equacoes para diversos tipos de sistemas de aterramento.
Essas equagoes apresentam certas restrigoes, como serem modeladas apenas para solos
homogéneos, apresentarem apenas formulagoes voltadas a geometrias simples e adotarem
fatores de correcao para a determinacao dos potencias existentes na subestacao. A uti-
lizacao deste tipo de equacionamento para a realizacao de projetos pode levar a erros
grosseiros entre os valores obtidos de resisténcia de aterramento e potencias de superficie

e os valores existentes.

Uma forma alternativa e mais precisa para o dimensionamento de sistemas de
aterramento ¢ a utilizacao de métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos
(MEF), possibilitando a utilizacao de geometrias genéricas e solos heterogéneos. Todavia,
um problema associado ao MEF para aterramentos elétricos é o fato de se trabalhar com
um meio semi-infinito, o solo, em contraste com condutores de espessura muito pequena,
i.e., ha um contraste de dimensoes que dificulta a geragao da malha de elementos finitos.
Geometrias contendo contrastes de dimensdes podem ser corrigidas com a utilizacao de
elementos unidimensionais, desprezando-se assim a espessura dos condutores, todavia,
¢é necessaria a utilizacao de muitos elementos na discretizacdo do dominio da solucao.
Em relagdo ao solo, que é semi-infinito, ha técnicas de mapeamento do dominio que
minimizam o erro devido ao truncamento do mesmo, porém, se faz necessario o calculo de
potenciais em um volume de solo que nao interessa para a resposta final (e.g., interessa-se

basicamente nos valores de potencial na superficie do solo).

1.4 Objetivos

Esta tese tem como objetivo desenvolver um sistema computacional para simulagao
e projetos sistemas de aterramento em solos heterogéneos de forma eficiente do ponto de
vista computacional e com a maxima precisao na obtencao dos resultados. Para isso é
proposto um equacionamento para sistemas de aterramento em solos heterogéneos. Como
resultado do equacionamento desenvolvido é possivel calcular a resisténcia de aterramento,
potenciais de superficie e tensoes de passo e de toque em solos heterogéneos. Com o intuito
de facilitar o desenho de sistemas de aterramento complexos, esta tese também fez todo
o equacionamento parametrizando os condutores de forma que as coordenadas possam

ser lidas diretamente de um arquivo gerados por aplicativos de desenho. O aplicativo
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desenvolvido nesta tese faz a interpretacao de arquivos de desenho, facilitando assim o
modelo de sistemas com geometrias genéricas. Com a metodologia proposta neste trabalho
¢é possivel calcular o potencial elétrico apenas em uma regiao de interesse do problema,
reduzindo assim o tempo de processamento necessario para a obten¢ao da solugao final.
Este trabalho também apresenta um equacionamento bastante eficiente para a obtencao
dos parametros do solo heterogéneo através de medicao, sendo esses parametros utilizados
na simulacao de sistemas de aterramento mais realistas. Para esta tese se desenvolveu
um aplicativo préprio, somente com linguagens nao comerciais, ndo necessitando assim a
aquisicao de licencas para o seu funcionamento, utilizou-se também técnicas avancadas
de programacao como computacao paralela, junto com bibliotecas de calculo numérico

extremamente eficientes.

1.5 Organizacao do trabalho

O Capitulo 1 desta tese introduz sistemas de aterramento, tal como conceitos de

aterramentos necessarios para os demais capitulos desta tese.

O Capitulo 2 apresenta o estado da arte para simulacoes de sistemas de aterra-

mento e também para a estratificacdo do solo em camadas horizontais.

O Capitulo 3 apresenta a deducao de um equacionamento para aterramentos em
solo homogéneo. O equacionamento deduzido neste capitulo é genérico, o que possibilita a
solucao de cabos e hastes em uma posicao qualquer do solo. O capitulo também apresenta
o calculo da resisténcia de aterramento propria e mitua entre condutores, utilizado para

a associacao de condutores de aterramento como em malhas de aterramento.

O Capitulo 4 apresenta o modelo para uma fonte pontual de corrente imersa em um
solo com multiplas camadas. A fonte de corrente pode estar em qualquer camada do solo
e o ponto de calculo também pode estar em qualquer regiao do espago. Sao apresentadas
duas solugoes para o potencial elétrico, uma para um ponto qualquer do solo e outra mais

eficiente do ponto de vista computacional que é restrita a superficie do solo.

O Capitulo 5 introduz o equacionamento desenvolvido no Capitulo 4 para o modelo
de sistemas de aterramento apresentado no Capitulo 3. Faz-se uma modelagem especifica
para condutores horizontais, que nao atravessam as camadas do solo, e para condutores

verticais, que atravessam as camadas do solo.

O Capitulo 6 apresenta o modelo do solo em multiplas camadas horizontais para
pontos restritos a superficie do solo. O capitulo apresenta a solucao da fungao caracteris-
tica do solo heterogéneo, que é feita através da série de Chebyshev. O capitulo também
apresenta a formulacdo do problema inverso para a obtencao dos parametros do solo

através de ensaios de campo.
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O Capitulo 7 apresenta alguns estudos de caso com exemplos de aplicacdo do
aplicativo desenvolvido nesta tese. Foram analisados diversos problemas extraidos na
literatura como forma de validagdo da metodologia proposta, tal como medig¢oes de de-

sempenho do aplicativo desenvolvido.

O Capitulo 8 faz um resumo do que se fez nesta tese e também apresenta as

conclusoes obtidas.

O Anexo A explica como decompor uma funcao através dos polinémios de Chebyshev.
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CAPITULO

Estado da Arte

2.1 Simulacao de sistemas de aterramento

O estudo de sistemas de aterramento tem como base os trabalhos classicos de
Sunde (1968) e Tagg (1964). O trabalho de Tagg engloba sistemas de aterramento em
solo homogéneo, tal como a associagdo de condutores utilizando fatores de associagao e
tabelas, e aterramentos em duas camadas para casos simples. O trabalho de Sunde, cuja
primeira edicao é ainda mais antiga que o trabalho de Tagg, desenvolve férmulas analiticas
para aterramentos em solos homogéneos, apresenta o equacionamento para o potencial
elétrico gerado por uma fonte pontual para um solo de multiplas camadas horizontais,
tal como o estudo de transitorios em aterramentos elétricos através de um modelo de
linhas de transmissao. Os trabalhos de Sunde e Tagg sao sem sombra de duvidas as
maiores referéncias em aterramentos elétricos, sendo a base para as normas internacionais
vigentes (IEEE Std 80, 2000; IEEE Std 81, 2012) e também para as normas brasileiras
(NBR 15749, 2009; NBR 7117, 2012; NBR 15751, 2013).

Inicialmente, os trabalhos sobre aterramentos elétricos estavam mais focados em
métodos analiticos para o calculo da resisténcia de aterramento de diversos arranjos de
sistemas de aterramento em solo uniforme, como é o trabalho de Dwight (1936). Apds
esse trabalho outros foram propostos para o calculo de resisténcias de aterramento, como
é o de Schwarz (1954), que propde férmulas analiticas para o célculo da resisténcia de
uma malha de aterramento em solos uniformes. Outros artigos foram publicados para
encontrar um equacionamento para malhas de aterramento, como o de Sverak (1984),
porém, sempre tratavam-se de aperfeicoamentos das equagoes analiticas simplificadas por
fatores de ajuste semi-empiricos. O trabalho de Nahman e Salamon (1988) em seguida
possibilitou o calculo da resistencia de malhas de aterramento em solos de duas camadas,
modelo que foi baseado no proposto inicialmente por Dawalibi e Mukhedkar (1977) para

solos uniformes.



Capitulo 2. Estado da Arte 31

A outra grande preocupacao dos engenheiros foi o estudo da seguranca de sistemas
de aterramento, como o trabalho de Sverak et al. (1981), onde se realizou o desenvolvi-
mento de equagoes para estabelecer os limites de seguranga admissiveis para as tensoes de
passo e de toque baseados em estudos experimentais. Os trabalhos citados para o calculo
da resisténcia de malhas de aterramento e para critérios de seguranga serviram como base

para a elaboracao da norma IEE Std. 80 para projetos de sistemas de aterramento.

No entanto, as féormulas analiticas e empiricas mencionadas sao inadequadas para
projetar sistemas de aterramento reais e enterrados em solos de multicamadas. Um traba-
lho que foi um grande marco para a simulagdo computacional foi o de Heppe (1979), o qual
na contramao dos artigos publicados apresentou um método de simulagao computacional
para sistemas de aterramento fundamentado na equipotencializagdo dos condutores em
regime estacionario. O método de Heppe apresenta equagoes analiticas para o calculo da
resisténcia muitua entre condutores considerando-os paralelos ou perpendiculares entre si,
assim sendo possivel calcular a resisténcia de aterramento, e também uma férmula para
o cédlculo das tensoes de passo e de toque. Devido as limitacoes de processamento da
época do artigo esse nao utiliza integracao numérica, mas sim opta por diversas equacoes
analiticas bastante extensas. O livro de Meliopoulis (1988) apresenta o equacionamento
de Heppe aplicado a projetos de sistemas de aterramento, nao se limitando apenas ao

equacionamento simplificado apresentado nas normas.

Nos anos 90 programas de computador mais avancados para a analise de siste-
mas de aterramento apareceram (Dawalibi; Donoso, 1993; Melipoulos et al., 1993). Estes
programas permitiram que se calculasse nao somente a resisténcia de aterramento e dis-
tribui¢oes de correntes, mas também as tensdes de passo e de toque, distribui¢oes de
potenciais em perfis bidimensionais do solo e as tensoes de superficie, que podiam ser plo-
tados em duas ou trés dimensoes. As metodologias utilizadas por esses programas foram
aplicaveis a sistemas de aterramento simples ou complexos, enterrados em solos uniformes

ou de duas camadas.

Também na década de 90, pesquisadores comecaram a estudar e desenvolver novas
técnicas baseadas em métodos numeéricos, tais abordagens baseiam-se principalmente em
técnicas como o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno e
adaptacoes do Método das Matrizes de Heppe. Um grande avanco para a simulagdo de
sistemas de aterramento foi o aplicativo GROUND-3D de Cardoso (1993), inicialmente
apresentado em Cardoso e Oliveira (1992). O referido aplicativo possibilita a simulagao
de malhas genéricas em solos heterogéneos através do método dos elementos finitos, esse
foi um dos primeiros trabalhos que aplica o MEF & problemas de aterramentos elétricos,
tal como o trabalho de Trlep, Hamler e Hribernik (1998). Com relagdo ao Método dos
Elementos de Contorno se tem como referéncia o trabalho de Ezponda (1995). O trabalho

de Pereira Filho (1999) faz simulagoes de sistemas de aterramento genéricos, que sao
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realizadas utilizando um método de equipotencialidade similar ao de Heppe, tal como
o de Vujevi¢ e Kurtovié¢ (), contudo, o autor apresenta um equacionamento mais claro
e o estende a solos heterogéneos através do método das imagens complexas. Avangos
em abordagens como o Método dos Elementos Finitos (SILVA, 2006; Silva et al., 2011;
Martinho; Silva, 2015) e o Método dos Elementos de Contorno (Colominas; Navarrina;
Casteleiro, 2007; COLOMINAS et al., 2013; ROCA, 2018) para aterramentos elétricos

estao em avanco até nos dias atuais.

2.2 Estratificacao do solo em camadas horizontais

Até este ponto ja se falou sobre a simulacao de sistemas de aterramento, todavia,
para um projeto de sistemas de aterramento adequado também ¢é necessaria a determi-
nacao dos parametros do solo através de ensaios, que é o problema da estratificagdo do
solo. Diversos métodos ja foram apresentados para a estratificacao do solo, inicialmente
Dawalibi e Blattner (1984) utilizaram o método do gradiente descendente para o ajuste
automatico dos parametros do solo em um modelo de duas camadas horizontais. O artigo
citado também introduziu um equacionamento para o calculo analitico do gradiente da
funcdo de resistividade aparente do solo. O artigo de Takahashi e Kawase (1990) apre-
senta uma metodologia para a obtencao dos parametros do solo para uma quantidade
qualquer de camadas ajustando curvas padroes, uma metodologia que tem como base o
uso de pontos de inflexdo da curva de resistividade do solo. O trabalho de Alamo (1993)
faz um estudo comparativo entre diversos métodos de otimizacao para o modelo de duas

camadas, apresentando indicadores de performance para cada algoritmo.

O artigo de Yang, Yuan e Zong (2001) ajusta os pardmetros de um solo de trés
camadas utilizando otimizagao nao linear, todavia, para o modelo da funcao caracteristica
do solo os autores truncam a integral impropria da fungao caracteristica do solo a um valor
pré-determinado, o que pode gerar falsos positivos no algoritmo de otimizagao devido ao
modelo do solo simplificado, falsos positivos ocorrem quando o algoritmo de otimizacao
trata uma solucao que é imprecisa devido a um erro teérico como uma boa solugao para

o problema.

O trabalho de Zhang et al. (2005) aplica o método das imagens complexas de Chow,
Yang e Srivastava (1992) para a estratificacdo multicamadas. Esse método decompde o
Kernel da integral na funcao caracteristica do solo por uma série exponencial, sendo
assim possivel solucionar a integral impropria. Ademais, os autores desse artigo também
apresentam um equacionamento para o gradiente da fungao caracteristica do solo baseado
na decomposicao realizada, o qual é aplicado no algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-
Shanno (BFGS) para a obtencao dos parametros do solo. O artigo também apresenta um

método empirico para a obten¢ao da estimativa inicial para a solucao, que é necessaria
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para o algoritmo BFGS.

O artigo de Gonos e Stathopulos (2005) aplica Algoritmos Genéticos (AG), uma
meta-heuristica de otimizacao, para a determinacao dos parametros do solo de miltiplas
camadas. O trabalho de Calixto et al. (2010) também utiliza AG, porém, também otimiza
a quantidade de camadas do modelo. Esse trabalho utiliza um polinémio de grau 40 para
decompor a funcao caracteristica do solo heterogéneo em uma série de poténcias, assim
solucionando a integral imprépria. Os autores Pereira, Soares e Neto (2016) utilizam
uma abordagem similar & de Calixto et al. (2010) para a solugdo da fungéo de resistivi-
dade aparente teérica, porém utilizam a Evolugao Diferencial (ED) para o algoritmo de

otimizacao.



34

CAPITULO

Aterramento em solo homogéneo

3.1 Introducao

Este capitulo propoe um equacionamento para calculos de aterramentos em solo
homogéneo. O equacionamento que se apresentard considera um modelo de condutor
que forma um segmento de reta, sendo qualquer geometria composta pela associagao
de segmentos de reta. Encontrar-se-a a distribuicao da corrente que sai dos condutores
através da solugao de um sistema linear, o “Método das Matrizes”, conforme sugerido por
Heppe (1979), onde considera-se os efeitos dos acoplamentos resistivos entre condutores. O
potencial elétrico sera calculado pela superposi¢ao do potencial gerado por cada condutor

individual, respeitando-se a parcela de corrente encontrada pela solugao do sistema linear.

3.2 Regime eletrocinético

Os sistemas de aterramento em “regime permanente” (e.g., cdlculo de curto cir-
cuito, desequilibrio de carga) respeitam o regime eletrocinético, entdo para se iniciar o

estudo de sistemas de aterramento, fala-se inicialmente sobre a eletrocinética.

A eletrostatica é o estudo do campo elétrico em uma situacao muito especifica ja
que todas as grandezas envolvidas sao invariantes no tempo. Todavia, ha um estudo do
campo elétrico chamado eletro quase estatica, onde se assume o problema com grandezas
varidveis no tempo como eletrostatico. Para Cardoso (2010) a aproximagdo quase esté-
tica pode ser utilizada somente quando a intensidade da corrente elétrica for tal que as
forcas produzidas pelo campo magnético sejam bem menores que as forcas eletrostaticas

calculadas pela lei de Coulomb.

Pode se considerar a eletrocinética como um estudo semelhante ao eletrostatico,
porém, enquanto a eletrostatica estuda os efeitos do campo elétrico nos dielétricos, a
eletrocinética estuda seus efeitos nos condutores. A diferenca essencial reside no fato de

que a presenca do campo elétrico em meios condutores estd associada a um movimento
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de cargas elétricas, i.e., a presenca da corrente elétrica.

O fenémeno da eletrocinética, de acordo com Cardoso (2010), para um contorno
fechado C, é governado pela primeira equacao de Maxwell, sendo E o vetor campo elétrico

e dl um elemento diferencial de comprimento

VxE=0 ou 7§E-dl=o, (3.1)
C

e, para um contorno fechado 3, pela equacao da continuidade, sendo J o vetor densidade

de corrente e dS um elemento diferencial de area

V-J=0 ou fJ-dszo. (3.2)
b

A defini¢ao de potencial elétrico V| para um contorno C', é extraida da primeira equacao
de Maxwell
E=-VV  ou V:—/E-dl, (3.3)
c

e a relacao construtiva denominada Lei de Ohm, para um meio de condutividade elétrica
o, € dada por
J=0FE. (3.4)

Utilizar-se-ao as equagoes apresentadas para a formulacao do equacionamento que des-

creve sistemas de aterramento.

3.3 Equacionamento

Um solo dito homogéneo é na verdade um meio heterogéneo, sendo os meios com-
postos respectivamente por ar e solo. Para a solugdo do problema no meio heterogéneo
inicia-se o estudo para um meio homogéneo, infinito em todas as diregoes, e calcula-se o

potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de corrente.

Tome o regime eletrocinético, assuma fonte pontual de corrente I na origem de
um meio infinito de condutividade elétrica o, adotando a simetria esférica, obtém-se com

a aplicagao da equacao da continuidade

¢=2m (0=

fJ-dS—I:O = I=1J " R2sing dode = J 4nR?, (3.5)
>

=0 Jo=0

onde J ¢é o vetor densidade de corrente, dS um diferencial de area e R o raio centrado
na fonte pontual que liga o ponto de calculo. Ao se aplicar a lei de Ohm para o campo
elétrico E, junto a defini¢ao de potencial elétrico, representado por V', chega-se a seguinte

equagao para o potencial elétrico

R I
J = oE, vz—/ E-dR - V (3.6)

o0 T AnoR
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Ao se descolar a fonte de corrente da origem do sistema de coordenadas e aplicar a notagao
vetorial para a posicao pode-se escrever a equacao do potencial como
1 I

" dro v — 7o

Vi(r) (3.7)

onde 7 representa um ponto qualquer de cédlculo e ry a posicao da fonte de corrente

deslocada da origem, i.e., 0s vetores sao respectivamente r = (z.,y, 2} e ro = (¥o, Yo, 20)-

3.3.1 Meétodo das imagens para a interface de meios condutivos

O método das imagens ¢ utilizado em estudos de cargas eletrostaticas na proximi-
dade de uma superficie aterrada. Nesta secao o método das imagens serd formulado para
a interface entre dois meios condutores através do modelo eletrocinético para a corrente
elétrica. O problema consiste em descobrir qual a relacao entre uma fonte imagem e a
fonte original, sendo possivel formular a resposta para um meio heterogéneo cf. Fig. 2.
Figura 2 — Fonte de corrente / a distancia d de uma interface entre dois meios condutivos

semi-infinitos. A fonte estd imersa em um meio de condutividade o, sendo o
meio oposto a interface com condutividade o,.

J\I'

01

Fonte: adaptado de Jackson (1999).

Para ilustrar o método das imagens considere um fonte pontual I em um meio
semi-infinito de condutividade o; a uma distancia d da interface que separa esse meio
de um meio semi-infinito de condutividade o,. Para Lacava (2016) o potencial no semi-
espaco z > 0 é calculado assumindo todo o espaco com condutividade o7 e adicionado
uma fonte imagem [’ posicionada no eixo z a uma distancia —d. Ja para o potencial no
semi-espaco de condutividade oo uma fonte imagem I” é posicionada em z = d, também

considerando uma meio homogéneo de condutividade os.
Para z > 0 temos entao a solucao obtida através da equacao de Poisson, com a
solucdo para a fonte I sendo a solucao particular e para a fonte imagem I’ a solucdo da

equacao homogénea, que ¢ a equagao de Laplace.
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Figura 3 — Correntes imagem para uma fonte pontual de corrente I em frente a um plano
separando dois meios condutores. (a) Para o campo no semiespaco z > 0 a
corrente imagem I’ é localizada em z = —d no espago do condutor oy; (b)
para o campo em 2z < 0 somente uma corrente imagem I” em z = d no espaco
condutor o».

AT

(a) (b)
Fonte: adaptado de Lacava (2016).

Tlustra-se o método de calculo da fungao potencial nos meios 1 e 2 através da Fig,.
3, onde a Fig. 3a representa a solucao para o meio 1 e a Fig. 3b a solucao para o meio 2.
O potencial elétrico em um ponto P no meio 1 é dado por

1 I I
Vi = 1oy (E -+ E) , z>0 (3.8)

com R, e R, dados por

Ri=[(z = d)? + 7] 2 Ry = [(z+d)* + rQ]m : (3.9)

A componente do campo elétrico em z no meio 1 é

oV 1 I(z—d) I (z2+4d)
EM L 3.10
* 0z  4rnoy R} * R3 (3.10)
e a componente do campo elétrico em r no meio 1 é
o1% 1 Ir  I'r
E®_ 'L - 2] 3.11
" or  4moy | R} * R3 (3:11)

Ja o potencial elétrico em um ponto P no meio 2 é calculado conforme a Fig. 3b. De acordo
com Jackson (1999), como nao hé fontes nesse regiao o potencial elétrico é calculado pela
equacao de Laplace, sendo a regiao 2 submetida & influéncia de uma fonte equivalente 1”
na posicao da fonte real.

1 I.ﬂ'
Vy = P (@) , z<0 (3.12)

com R3 dado por
1/2

Rs=[(z—d)? +r?] " (3.13)



Capitulo 3. Aterramento em solo homogéneo 38

A componente do campo elétrico em z no meio 2 é

v, 1 I'"(z:—d)

E® — _ — 3.14
z 0z  4moy RS (3:.14)
e a componente do campo elétrico em r no meio 2 é
A% 1 I'r
E® = 22— m— 3.15
" or  4moy R3 (3.15)

De acordo com Cardoso (2010), ao se decompor o vetor densidade de corrente J
em componentes normais e tangenciais a superficie da interface, como nao ha acumulo
superficial de cargas na fronteira entre os meios 1 e 2, a condi¢do de contorno para a

interface entre os dois meios é

dp, J(l) (2)
TP —JP =T D= g® e = (3.16)

sendo J, a componente normal e J; a componente tangencial do vetor densidade de
corrente. Para o problema exposto, a componente normal estd na dire¢ao z e a componente

tangencial em r. Aplicando J = o E, as condic¢oes de interface equivalem a

o EW =0, B e EV = E®, (3.17)

z

Na interface temos que R; = Ry = R3 = R e que z = 0. A partir das equagoes
3.10 e 3.14 é possivel obtermos

I—1=1 (3.18)

01

1 [—Id+I'd 1 [—1"d
R3 - R3

4oy Aoy

e a partir das equagoes 3.11 e 3.15

1 (Ir+T (1 I+1 I
<T+ T) ( T) LA (3.19)

4oy R3 4oy \ R3 o1 o9

Da solucao do sistema linear envolvendo as equacoes 3.18 e 3.19 é possivel obter as imagens
I’ e I"”, assim sendo possivel calcular o potencial elétrico e o campo elétrico nos meios 1
e 2 pela simples substituicao das fontes imagem em suas respectivas equacoes.

_ 2
1’=—<02 Ul)] e I”:( 72 )I (3.20)

0'2—1-01 (71—|-02

3.3.2 Aplicagcao do método das imagens ao solo

Para o caso do solo homogéneo temos um meio semi-infinito, onde ha uma interface
entre o ar e o solo em z = 0. Considerando-se o ar como um isolante perfeito, podemos
encontrar o potencial elétrico no solo ao corrigir essa heterogeneidade pelo método das

imagens.
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Considerando o ar como o meio 2 e a fonte de corrente imersa no meio 1 da Fig.

2 temos que o3 = 0 para um dado o, finito. Os valores das fontes imagem sdo dados por
I'=1 I"=0, (3.21)

assim o potencial no solo, que ¢ o meio 1, e no ar, que ¢ o meio 2, sao dados por

1 1 1 1
_ Ly Vye 3.2
! 4o (Rl + Rg) ' 2 2mo1R3 ( )

Note que na regiao delimitada pelo ar ha potencial nao nulo. Para o regime eletrocinético,
desprezando as correntes de deslocamento, podemos fazer uma analogia com os terminais
de uma tomada, ha uma diferenca de potencial entre eles, porém o ar possui uma resis-
tividade elétrica tamanha que nao ha corrente de condugiao pelo ar. (Nao rompendo o

limite de isolagao do ar, onde o mesmo se torna condutor)

Figura 4 — Aplicacao da Eq. 3.22 no plano rz. O solo é representado pelo meio oy e 0 ar
é representado pelo meio o5 = 0, 0 eixo z tem orientagao para baixo. A figura
ilustra as linhas equipotenciais geradas pela fonte I imersa no solo a uma dada
profundidade.

09

01

Fonte: elaboracao propria.

Com a analise da Fig. 4 é possivel analisar o comportamento do potencial elétrico
gerado pela fonte I na regiao que representa o solo, de resistividade o1, e na regiao que
representa o ar, de condutividade o9 nula. Note que as linhas equipotenciais se fecham
no ar. Utilizar-se-a4 neste capitulo somente a solugao para o solo, nao para a regiao que
representa o ar. Em suma, para eliminar o efeito da heterogeneidade gerada pelo dominio

de ar, basta utilizar a Eq. 3.22 no dominio 1, onde a fonte esta imersa.

vm=ﬁ( L 1 ) (3.23)

Ar \|r —7ro|  |r — 7f|

com
!

r={(x,y,2), ro = (X0, Yo, 20, T = (%0, Yo, —20)- (3.24)
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Figura 5 — Representacao da fonte de corrente e de sua imagem no espaco. Note que a
superficie do solo atua tal qual um espelho para a fonte de corrente, gerando
uma fonte imagem.

II
Ty A

Fonte: elaboragdio propria.

Note que rg representa a coordenada de rg espelhada, proveniente da aplica¢ao do método

das imagens.

A forma de célculo de uma fonte pontual em solo homogéneo, onde temos uma
meio semi-infinito delimitado pelo solo e outro também semi-infinito delimitado pelo ar é

ilustrado ¢f. Fig. 5.

3.4 Modelo de um condutor

Para o modelo de um condutor imerso em um solo uniforme, precisa-se inicialmente
localiza-lo no espaco. Para tal, esse trabalho se baseia nas coordenadas das extremida-
des do condutor no sistema cartesiano, toma-se (x1,y, z;) como o inicio do condutor e
(72, Y2, 22) como o fim do condutor. Por conseguinte, tomando a superficie do solo no
plano xy em z = 0, aplica-se o método das imagens ja deduzido e pode-se calcular o

potencial em qualquer ponto do solo.

Para a deducao da func¢ao potencial de um condutor utiliza-se o conceito de integral
de linha para um campo escalar do cdlculo vetorial, a fungdo a ser integrada ¢ funcao
potencial gerada por uma fonte pontual e a trajetoria adotada ¢ um segmento de reta

representando o condutor.

Para calcular-se o efeito de uma distribuicao de corrente em uma trajetéria, utilizam-
se conceitos do calculo vetorial, em particular a integral de linha (LEITHOLD, 1994). A
integral de linha de um campo escalar f, funcdo de um vetor r, para uma trajetéria

parametrizada em « que varia entre uy e uy, ¢ definida por

] F(r) dr = f f f(r(u)) ‘%r(u} dr. (3.25)
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Figura 6 — Representacao da fonte de corrente e de sua imagem no espaco. Note que a
superficie do solo atua tal qual um espelho para a fonte de corrente, gerando
uma fonte imagem.

u=0

Fonte: elaboracao propria.

O potencial elétrico gerado pela distribuicao de corrente de um condutor é entao calculado

pela aplicacao da integral de linha para a fonte de corrente na trajetéria do condutor.

() = 2 U ! ! L U
V() Lm(__/ I(u) (||r-ro(u)|| & ||r—ra(u-)||) ”du"”( )

De acordo com Sunde (1968) adota-se a corrente como uniformemente distribuida

du (3.26)

por unidade de comprimento do condutor, i.e., I(u) = I /L. Parametrizando a posigao da
fonte de corrente em ry(u) e variando u por toda a extensdo de um segmento de reta, i.e.,

para u € [0, 1].

ro(u) =((l—uw)ry+uwxyy, (I1—w)yr+uys, (1—u)zi4uzs) (3.27)
o valor da derivada de ro(u) é
d
P (T2a—a1, Yo—y1, 22—21) , (3.28)
cujo moédulo resulta em
d 2 2 2 :
aurol = \/(3’2 — 1)+ (2 —p1)? + (22 — 21)? = L. (3.29)

Temos que a solugao da seguinte integral indefinida é

1

/ du B
VaZ+bu+c +a

In [2au + b + 2\/0,(?;:2 +bu + ¢)| + constante. (3.30)
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Demonstragio. A referéncia Leithold (1994) apresenta a seguinte férmula

ds
———— =Inl|s+ Vs2+ a?| + constante, 3.31
| e = e ViR 331
portanto a integral da Eq. 3.30 é solucionada ao “completar o quadrado” no radiciando

e realizando a mudanca de variavel s = 2au + b .. ds = 2a du.

2\/a du Vva

/\/m /\/2au+b + (4ac — b?) va

2au + b + 2\/a(au2 +bu+c)

1
= —1In + constante

va

Portanto a solugao da Eq. 3.30 para a varidvel da integragao u € [0, 1] é dada por

2a +b+2y/a(a+b+c)

In

| v~ v - Zh+ v

1 2a +b+2\/a(a+b+c)
=—1In (3.32)
Va b+ 2/ ac
Definindo a constante a e as fungdes b(x,y, z) e ¢(x,y, z) do condutor real como
a = (m-—n)+ -+ (—2n)P=L
b(z,y,2) = 2(z1—2)(22 — 21) +2(1 — Y)(v2 — 1) + 2(x1 — 2) (22 — 71)
c(r,y,2) = (x—2)’+@y—u)’+(z+2) (3.33)

e definindo a constante a’ e as fungoes V' (x,y, z) e d(x,y, z) do condutor imagem como

a = (@—21)’+(@—n)’+ (21— ) =L"
Vir,y,2) = 2(=z1—2)(z1 — 22) + 2 — y)(y2 — v1) + 2(x1 — x) (22 — 21)
dz,y,2) = (@—21)*+@W—y)*+(z—2)% (3.34)

Finalmente, escreve-se através da Eq. 3.35 a funcao potencial de um condutor genérico
imerso em um solo homogéneo em qualquer ponto r no solo como
Vi 2a 4+ b+ 2 /ala+b+c 2a' +V +2\/d/(a +V +
Vir) = 4’) - (m ( U ( ) (3.35)
s

b+2\/a_c b/_|_2,/alcl
A Fig. 7 ilustra a aplicagdo da Eq. 3.35 considerando um condutor posicionado

em coordenadas genéricas do solo. Note que o posicionamento do condutor nao precisa

ser simétrico a origem do sistema de coordenadas.
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Figura 7 — Linhas equipotenciais geradas por um condutor posicionado por uma reta entre
os pontos (x1,y1,21) = (—0.75,0,0.5) e (x2,y2,22) = (0.35,0,2.5). A figura
estd posicionada em y = 0 e ilustra uma se¢ao transversal no plano xz. Observe
o efeito do condutor imagem nas linhas equipotenciais.

0.0

0.5 (:Elayl?zl)

95 (35'2, Y2, ZQ)

3.0
—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
X [m]

Fonte: elaboracao propria.

3.5 Resisténcia de aterramento e acoplamento

resistivo entre condutores

Nomeando o segmento de reta que liga os pontos (x1,y1, 21) a (r2, Yo, 22) como A
e o segmento de reta que liga os pontos (x3,ys, 23) a (4,Ys, 24) como B, pode-se entao
determinar a resisténcia mutua entre os segmentos pela elevacao de potencial gerada por
um condutor a outro condutor. Sendo A o condutor ativo, que esta gerando a elevacao
de potencial no condutor passivo B. A elevacao de potencial em B gerada por A é

determinada pelo valor médio da elevacao de potencial em B.

1o VAR 1 v(ra(s)) .
V;ne.d f= ;/ L( ) ds u RAB — IA 1 =T ]U JTA ds (336)

Define-se entao a resisténcia mnitua entre os condutores A e B como

B /‘ |
RAB—4TFL 4 (Il

+In

2a + b(s +2\/aa+b) e(s))
b(s) + 2\/ac s) (3.37)
2a' +/(s) +2\/a(a +b’s)+f()))dq
b(s) +2y/a’c(s) h
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O vetor r ¢é o local onde o potencial do condutor ¢ calculado, parametrizado para

s, se escreve esse potencial como

r(s)=(1—s)zg+szy, (L=8)ys+sys, (1 —s)z3+5s 24) (3.38)

Figura 8 — Acoplamento resistivo. A figura ilustra a elevacao de potencial gerada por um
condutor parametrizado em u a outro condutor parametrizado em s. O con-
dutor parametrizado por s representa a parametrizacao dos pontos de calculo
do potencial gerado por um condutor.

Fonte: elaboracao propria.

A resisténcia mitua, ou acoplamento resistivo, é definido pela Eq. 3.37. Ja a
resisténcia prépria do condutor é definida pela mesma equacao, porém a trajetoria do
segmento B é paralela a A, distante do raio do condutor. A utilizacao do segmento B
com as mesmas coordenadas do segmento A provocara divisoes por zero. Escreve-se entao

as coordenadas do segmento B na superficie externa do condutor como

Yo — U Ya —
T3 =x1 +7r.— Ty =Ty +Te—F
3 1 7 4 2 7
Z9 — 21 Zo — 2
Yz = Yy + re—m—" Ys = 1 re——— 3.39
Ys =11 +re 7 Yg = Y2+ e 7 ( )
£La — Iy Ta — Ty
33=Z1+TCT Z4=22+?”CT*

observe que o deslocamento de B em relagao a A com esse modelo proposto ¢é

N2 N2 T — T 2
\/(T.CygLyl) +(?__CZ2 ; 1) +(?"c L2L~L]) =7, (340)

que ¢é o raio do condutor, i.e, a trajetoria B esta deslocada da trajetdria A pelo raio do

condutor.
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3.5.1 Comparativo para a resisténcia de aterramento de um

condutor vertical com a formula de Sunde

A resisténcia de um condutor é dada pela Eq. 3.37 onde B é uma trajetoria paralela
a A a uma distancia igual ao raio do condutor. Como comparativo da precisiao da equacao
proposta, ilustra-se o caso simples de uma haste vertical posicionada entre as coordenadas

(0,0,0) e (0,0,3), assim sendo possivel aplicar a formula de Sunde (1968), onde o condutor

necessita estar posicionado na superficie do solo. A férmula de Sunde é dada pela Eq.
3.41.
14 2L ( Te )2 Te ( Te )2
R=——|In|— |1 1 — — —4/1 —_— 3.41
o \ M UV e )| ez o (3:41)

Supondo o caso ilustrativo de uma haste de 3 m de comprimento e %” (19,05 mm) de
diametro imersa em um solo uniforme de 100 2.m. A resisténcia de aterramento calculada
pela Eq. 3.41 resulta em 32,5755 €2, ja a resisténcia de aterramento calculada pela férmula
proposta difere da férmula de Sunde por apenas 1072 Q. Todavia, a férmula proposta
¢ aplicavel a qualquer condutor linear, tanto vertical como horizontal ou inclinado, e

também a uma profundidade qualquer da superficie do solo.

Figura 9 — Ilustracao da metodologia de calculo para as resisténcias proprias e mutuas.
Tomando de forma consecutiva cada condutor do sistema como ativo, calcula-
se a sua resisténcia propria e a resisténcia mitua nos demais condutores.

/..--“'-——' P .___.“‘-
~ ~
Ry _ M - N
Va ~., — R]_ N,
[ ~ 3 \*
e Ria ™\
1 2 3
Condutor Condutor Condutor
ativo passivo passivo

Fonte: elaboracio propria.

3.5.2 Sistemas com miultiplos condutores

Quando ha mais de um condutor no sistema o potencial elétrico é calculado pela
superposicao do potencial de cada condutor isolado. Todavia, a corrente elétrica que
sai do condutor nao é dividida igualmente entre os condutores, mas sim encontrada pela
solugao de um sistema de equagoes lineares. Tome o exemplo da associacao de hastes da
Fig. 9, suponha o calculo do do acoplamento entre condutores. O condutor 1 da figura

sendo ativo provoca uma elevagao de potencial por unidade de corrente nele mesmo, que
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caracteriza a resisténcia propria do condutor Ry;. O condutor 1 também causara uma
elevacao de potencial por unidade de corrente nos condutores 2 e 3, caracterizando nas

resisténcias mutuas Rz e Ris.

Ao tomar o condutor 2 como condutor ativo, esse também tera sua resisténcia
propria Rgs e resisténcias mutuas entre os condutores Rs; e Raz, e assim por diante.
Com base nesse raciocionio é possivel obter a parcela da corrente injetada I.. em cada
condutor através da solucao de um sistema linear, o chamado “Método das Matrizes”
de Heppe (1979). Sendo os condutores interligados, esses possuem o mesmo potencial
elétrico Vy, assim utilizando a notagao matricial expandida apresentada em Pereira Filho

(1999), escreve-se o sistema linear como

Ry1 Rz Ris —1 I
Ry Roy Ras —1 I
-1 -1 -1 - 0] |W] | — 1|

Com a resisténcia de aterramento equivalente do sistema calculada simplesmente como

Rey=—. (3.43)

Lee
Como forma de ilustracao considere o sistema de aterramento composto por trés
condutores verticais de 3 m de comprimento e %” de didmetro imerso em um solo uniforme
de resistividade elétrica 100 2.m, cuja separacao entre as hastes é de 2 m. A matriz de
resisténcia expendida é entao calculada aplicando a Eq. 3.37 para as resisténcias préprias

e mutuas entre os condutores.

32,58 5,82 3,50 —1] [1, 0
5,82 32,58 582 —1| |L| | 0
3.50 5,8 3258 —1| || | 0
1 -1 -1 o W |-L

para uma corrente injetada de 1A, a resposta obtida para esse sistema linear é

I 0, 3433
I|  ]0,3134
Ii|  |0,3433
Vo 14, 2089

Note que a haste 2, que esta no centro, sofre um maior efeito das outras hastes devido a
sua disposi¢ao geométrica, assim possuindo uma maior resisténcia e por conseguinte uma

menor parcela corrente fluindo dela para o solo. A resisténcia de aterramento para esse
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sistema ¢ de 14,21 Q, um valor maior do que 10,86 €2, que seria a associacdo em paralelo

das trés resisténcias de aterramento individuais de cada haste.

O acréscimo do valor da resisténcia em comparacao a uma associacao simples de
hastes em paralelo ¢ devido as resisténcias mutuas entre as hastes, esse valor ¢ minimizado
ao se aumentar a distancia entre as hastes e tende ao paralelismo simples para distancias
suficientemente grandes. O potencial elétrico do sistema é calculado pela superposicao da

Eq. 3.35 para a distribuicao de corrente calculada e é mostrado na Fig. 10.

Figura 10 — Potencial elétrico gerado por uma associacao de hastes alinhadas de 3 m de
comprimento, %” de didmetro e espacadas de 2 m. A corrente [, injetada é
de 1 A e a resistividade elétrica do solo é de 100 Q.m.
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Fonte: elaboracao propria.

A referéncia Tagg (1964) apresenta familias de curvas para diversas associagoes de
hastes de diversos diametros, onde a resisténcia de aterramento equivalente é calculada
por um fator de reducao entre a resisténcia propria de uma haste e a associacao de
hastes. E de se surpreender que estas curvas ainda sejam tao utilizadas em projetos de
engenharia atualmente, mais de 50 anos apés a publicacdo do livro de Tagg, visto que

recursos computacionais podem ser utilizados para evitar tais aproximacgoes.

3.6 Segmentos de arco

E muito comum em sistemas de aterramento a utilizacao de cantos arredondados
ou cabos que formam circulos. Para o calculo do potencial elétrico gerado por um condutor

nesse formato se faz necessario reformular o equacionamento deduzido para uma ftraje-
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toria circular, tal como a resisténcia mitua entre condutores que formam segmentos de

reta e arcos e vice-versa. Embora nao seja complicada a deducgao desse equacionamento,

optou-se por discretizar arcos em segmentos de reta, assim possibilitando aproveitar o

equacionamento ja deduzido.

Figura 11 — Aproximacao de um arco por segmento de retas interligados. O arco é parte
de uma circunferéncia de raio R, com origem no ponto (z.,¥y.) ¢ delimitado

por ¢, e #. Assume-se o segmento de reta no plano xy para um dado z
predeterminado.

62

Fonte: elaboracdao propria.

A Fig. 11 ilustra a aproximacao de um arco por segmentos de reta, a quantidade
de segmentos adotada ¢é genérica, sendo a discretizacao mais precisa com o aumento dos
segmentos de reta que descrevem o arco. Define-se o arco pela localizacao do centro da
circunferéncia localizada no ponto (z.,y.), de raio R e delimitada entre os angulos 0; e
0y, essa aproximacgao serve somente para o condutor no plano zy, visto que no ponto de

vista pratico ¢ demasiadamente suficiente.

Para abordar a aplicacao da abordagem proposta, a Fig. 12 ilustra um exemplo
de aterramento em anel usado em torres de telefonia, postes de distribuicao de energia. O
aterramento ilustrado é composto por um condutor em anel com 3 m de diametro a uma
profundidade de 0,5 m da superficie do solo. O aterramento também possui 8 hastes de
aterramento de 3 m, também a uma profundidade de 0,5 m, espalhadas uniformemente
em torno do didmetro do anel. Considerando um solo uniforme de resistividade 100 Q2.m
e uma corrente injetada de 1 A, obtém-se uma resisténcia de aterramento de 7,64 €2. O
calculo realizado para os arcos que formam o anel é realizado considerando-os associagoes
de segmentos de reta. No exemplo ilustrado cada arco é decomposto em 10 segmentos de
reta, note que o resultado da discretizacao realizada é imperceptivel.

Ao se trabalhar com solos heterogéneos, é importante ressaltar que a abordagem

até aqui apresentada possui grandes vantagens em relacdo a de Heppe (1979), também

adotada em Meliopoulis (1988), pois possui um equacionamento mais simples, possibilita



Capitulo 3. Aterramento em solo homogéneo 49

a inclusao de hastes de aterramento e também segmentos de arco, o que ¢ impraticavel

nestes trabalhos.

Figura 12 — Aterramento em anel. As hastes de aterramento sao representadas por pontos
pretos e o cabo pela linha preta espessa. O potencial calculado esta na
superficie do solo e ¢é ilustrado junto a linhas equipotenciais. Os cabos que
formam arcos sao discretizados em segmentos de reta, note que a discretizagao
dos arcos ¢ imperceptivel.
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o
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=
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Fonte: elaboracao propria.

3.7 Calculo do campo elétrico

Aborda-se nesta secdo o calculo do campo elétrico em qualquer lugar do espaco
gerado por um condutor linear, tal como o calculo do campo elétrico para uma configura-
¢do de multiplos condutores. Uma forma de se obter este resultado é através da integral
de linha na trajetoria do condutor do campo elétrico gerado por uma fonte pontual. To-
davia, ja se deduziu o potencial elétrico gerado pelo condutor, sendo o campo elétrico

entao calculado a partir do potencial elétrico gerado pelo condutor.

A equacdo que descreve o potencial elétrico, ja deduzida previamente, é dada por

20+b+ +bite 2a' + b +\Jd'(a +V +
V:_’(i In ¢ m + In ‘ @(a ) ;
dm L b+ 2/ ac Y+ 2Vald

sabendo-se que a definicao de campo elétrico é

E=-VYV,
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inicia-se a deducao tomando as fungoes ¥ e ¥’ de x,y, z como
U=20+b+ Jala+b+c) e W =2+ 4+ \Ja(@+V+¢),  (344)
e as fungoes ® e ¢’ de x,y, z como
d=b+2v/ac e ¥ =V +2/ac, (3.45)

calcula-se seus respectivos gradientes por

b !/ b/ / /
o v 4 YbraVe gy gy 4 VP EAVE (3.46)
ala+b+c) ala +V+¢)
tal como - —
VO =Vbh + = | VP =V + L C (3.47)

A fungao b de z,y, 2 ja foi previamente definida cf. Eq. 3.33. Sendo a,,a, e a, vetores

unitarios nas diregoes x,y e z respectivamente, o gradiente da funcao b é entao
Vb =21 —22) ay + 2(y1 —42) @y + 2(21 — 22) @, , (3.48)
tal como a funcao O’ de z,y, z ja foi previamente definida cf. Eq. 3.34 e seu gradiente é
Vb =2(z1 — x3) az + 2(y1 —y2) @y + 2(—21+ 29) @ . (3.49)

De forma andloga, a funcao ¢ de z,y, 2z ja foi previamente definida ¢f. Eq. 3.33 e seu
gradiente é
Ve=2x—z1) a, + 2(y—w) ay + 2(2—21) a. (3.50)

tal como a funcao ¢ de z,y, z ja foi previamente definida cf. Eq. 3.34 e seu gradiente é
Ve =2(x—x1) az + 2(y—wy1) ay + 2(z+21) a, . (3.51)

Defini-se pois o campo elétrico gerado por um condutor linear como

I b+2 VU & — ¥ VP
E=-vv=-_" T 2vac i +
ATL \ 20+ b+ \Ja(a + b+ c) @ 3.5
W+ 2ad VU P — VP '
2a/ +b0 +yJd'(a +V + ) P2

sendo o modulo do gradiente definido em fun¢ao de suas componentes em x,y e z, res-

|E||=\/E2+ E2+ EZ . (3.53)

pectivamente
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Figura 13 — Campo elétrico E (ou E) e seu modulo na superficie do solo. O sistema de
aterramento esta localizado a meio metro da superficie do solo, sendo injetada
uma corrente de 14, e possui um lado com cantos arredondados. Note que o
efeito do arredondamento dos condutores suaviza o campo elétrico na regiao
externa a malha.

1.0

0.8
B B
= =
~ 0.6 =
S s
- 0.4 =

0.2

eixo X [m] — - E [Y]

Fonte: elaboracao propria.

3.7.1 Campo elétrico gerado por uma associacao de condutores

O campo elétrico gerado por uma associacao de condutores é calculado pela soma
vetorial do campo elétrico gerado por cada condutor individual, respeitando a corrente
calculada fluindo de cada condutor pela equacao matricial. Obtém-se a Fig. 13 para um
sistema de aterramento hipotético pela soma vetorial do campo elétrico de cada condutor.
O sistema de aterramento da figura é gerado por um reticulado de condutores com 3 m
de quadricula, possuindo trés quadriculas em ambas as dire¢oes, vertical e horizontal. A
malha de aterramento esta a uma profundidade de meio metro da superficie do solo, sendo

injetada uma corrente de 1 A em um solo uniforme de resistividade 100 Q.m.

Vale ressaltar que a componente E. do campo elétrico E na superficie do solo é
nula, ndo poderia ser diferente pois na dedugao do método das imagens que se fez na se¢ao
3.3.1 essa ¢ uma das condigoes de contorno. Note que a inclusao de cantos arredondados
para o calculo nao é um fator limitante visto que o equacionamento que se desenvolveu é

genérico.
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3.8 Tensoes de toque e de passo

Esta secao aborda o calculo das tensoes de toque e de passo sobre um ponto de
vista computacional, sendo assim possivel mapear essas grandezas em toda a superficie
do solo. Com o mapeamento das tensoes de toque e de passo em todos os pontos da
superficie do solo é possivel readequar o projeto do sistema de aterramento localmente,
corrigindo locais com valores de tensao perigosos em uma determinada area, tal como
realizar medidas paliativas como isolar determinada area da circulacao de pessoas.
Figura 14 — Tensao de toque na superficie do solo. O mapa de cores utilizado na figura

esta ajustado assumindo uma tensao de toque limite (e.g., 1000 V). Note que
para essa tensao limite ha uma regiao protegida pela malha, sendo as regioes
onde essa tensao esta acima do limite representada pela cor branca.
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Fonte: elaboracao propria.

Para o célculo da tensao de toque é necessario saber o potencial que a malha esta
submetida quando percorrida por uma corrente elétrica. A maxima elevacao de potencial
no sistema de aterramento é calculada pelo produto da resisténcia de aterramento e a
corrente injetada no sistema, cf. Eq. 14. Na literatura é comum se referenciar a essa ele-
vagao de potencial como GPR (do inglés Ground Potential Rise ou Aumento de Potencial
de Terra) também chamada de potencial de malha. A tensdo de toque é definida como a
diferenca de potencial a um metro de distancia entre o potencial no nivel da malha e o de
um ponto na superficie do solo, que para todos os pontos da superficie do solo calcula-se
por

GPR. =y Lo, Eioque = GPR — V(x,y,0). (3.54)
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Vale ressaltar que do ponto de vista pratico, a tensao de toque ocorre quando ha
contato com alguma carcaca aterrada e uma pessoa no instante da falta ou circulacio de

corrente de sequéncia zero no sistema de poténcia.

Tome como exemplo um sistema de aterramento composto por uma malha com 3
m de quadricula, possuindo seis quadriculas na posi¢ao horizontal e trés quadriculas na
direcao vertical, somado de uma sub-malha com duas quadriculas nas posicoes vertical e
horizontal, assim formando uma malha em “L”. O calculo das tensoes de superficie entao
se faz para essa malha de exemplo para um solo homogéneo de resistividade elétrica 100
Q.m e uma corrente elétrica de 1000 A injetada no sistema.
Figura 15 — Tensao de passo. A tensao de passo ¢é calculada pela Eq. 3.55. Note que

a tensao de passo na periferia da malha é maior, principalmente em pontos
afastados do centro da malha.
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Fonte: elaboracao propria.

A Fig. 14 ilustra a tensao de toque do sistema de aterramento tomado como
exemplo, é considerado uma tensao limite de 1000 V para exemplificar a drea protegida
pela malha de aterramento. Note que para esse exemplo hipotético a malha protege sua
regiao interna e uma pequena parte de sua regiao externa. Ademais, regides distantes do
centro da malha de aterramento estao vulnerdveis, pois a diferenca de potencial entre o
potencial na malha e um ponto distante de seu centro é muito grande, esse tipo de contato
¢ chamado de tensao de transferéncia. Nao é possivel proteger de forma efetiva uma regiao
distante da malha da tensio de toque, a forma mais eficaz é evitando o contato da pessoa
com algo aterrado.
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A tensao de passo é definida como a diferenca de potencial entre dois pontos na
superficie do solo a uma distancia de um metro. Para mapear a tensao de passo na

superficie do solo, de acordo com Heppe (1979), se tem

v\’ [V’
Epasso - J (&C) + (ay> z=10 (355)

Note que desde que a componente em z do campo elétrico na superficie do solo é nula

a tensao de passo é numericamente igual ao médulo do campo elétrico na superficie do

solo.

A Fig. 15 ilustra a tensao de passo gerada por uma malha de aterramento na
superficie do solo em todos os pontos da superficie do solo. A malha em forma de “L”
estd enterrada a meio metro da superficie de um solo homogéneo de 100 §2.m, sendo
injetada uma corrente de 1000 A no sistema de aterramento. Note que na periferia da
malha, em especial em pontos distantes do centro da malha, a tensao de passo é mais

intensa.

3.9 Calculo de potenciais em uma trajetoria

especifica

A abordagem apresentada nesta tese possibilita o calculo do potencial elétrico
somente nas coordenadas desejadas. Métodos numéricos como o método dos elementos
finitos necessitam calcular o potencial elétrico em uma regiao fechada, no caso de simula-
¢oOes de sistemas de aterramento o espaco tridimensional, para se determinar a solucao do
problema. Em estudos de sistemas de aterramento geralmente a regiao de interesse é a
superficie do solo aos arredores da malha. Com o método abordado neste trabalho, uma
vez determinada a distribuicao de correntes nos eletrodos de aterramento, a solu¢ao em
coordenadas especificas é possivel, um exemplo disso é o calculo do potencial elétrico na
diagonal da malha. Muitos métodos numéricos necessitariam calcular o potencial elétrico
em todo o volume que delimita o solo para depois apresentar a solucao do potencial na
diagonal da malha de aterramento. Uma vez que o solo é um meio semi-infinito também
se deve adotar alguma forma de reduzir o erro devido ao truncamento da solucdo, o que
nao ocorre na abordagem desta tese uma vez que as equagoes para o potencial elétrico ja

sao feitas para esse meio semi-infinito.

A Fig. 16 é resultado do estudo de caso de Brenna et al. (2018) feito com o
aplicativo desenvolvido nesta tese. KEssa figura mostra a distribuicdo de potencial na
superficie do solo calculado ao longo da semi-diagonal de uma malha de aterramento para
trés diferentes espacamentos de quadriculas. As malhas estudadas possuem o mesmo

tamanho em todos os casos, que é de 50m x 50m e estao enterradas a um metro da
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superficie do solo. Todavia, hd um espagamento diferente para as suas quadriculas, que
saio bm x5 m, 25 m x 25 m e 25 m x 25 m. A corrente injetada é de 10 A e o solo é
uniforme com resistividade de 500 Q.m. E possivel notar que quadriculas menos espagadas
resultam em um potencial de superficie mais uniforme, que por consequéncia reduzem as

tensoes de passo e de toque no sistema de aterramento estudado.

Figura 16 — Tensao de passo. A tensao de passo ¢ calculada pela Eq. 3.55. Note que
a tensao de passo na periferia da malha é maior, principalmente em pontos
afastados do centro da malha.
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Fonte: adaptado de Brenna et al. (2018)

A variacao de parametros como o tamanho da quadricula da malha de aterramento,
que € um dos critérios de projeto a serem sugeridos € interessante uma vez que ¢ possivel
escolher as dimensbes da malha de forma a atender as especificacoes de seguranca e até
mesmo economia de recursos financeiros. Por exemplo, em areas urbanas poder escolher
uma area minima, que atenda os requisitos de seguranca, para uma subestacao € essencial
devido ao custo do metro quadrado dos terrenos, sem contar o custo com material elétrico
que pode ser reduzido e a facilidade de execucao do projeto que se pode obter com

geometrias mais simples.

3.10 Consideragoes sobre desenho do sistema de

aterramento

Este capitulo apresentou diversas ilustracoes de simulacoes de sistemas de aterra-

mento. Note que a complexidade dos desenhos aumenta no decorrer do capitulo, tornando
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ardua a tarefa de digitar manualmente as coordenadas (x1, 41, 21) € (2, Y2, 22) que locali-
zam cada condutor no espago. Para o desenho dos sistemas de aterramento, que abrangem
geometrias que incluem quadriculas desiguais, arcos e associacoes de cabos e hastes de
aterramento, o autor desta tese desenvolveu um programa para interpretar arquivos de
CAD (Desenho Assistido por Computador). Os desenhos sao lidos no formato de cédigo
aberto DXF. Estes desenhos foram gerados através do programa também livre LibreCAD,
todavia, demais programas de CAD como o autoCAD também exportam essa extensao.
Assim é possivel interpretar geometrias de aterramento genéricas e de alta complexidade,
tornando a abordagem apresentada nesse capitulo aplicavel a problemas reais de enge-

nharia elétrica.
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CAPITULO

Fonte pontual de corrente em solo

heterogéneo

4.1 Introducao

Inicia-se o estudo de aterramentos em solos heterogéneos a partir do calculo da
funcao potencial de uma fonte pontual de corrente. De forma andloga a feita para o solo
homogéneo, adaptar-se-a essa fungdo para as configuragdes de aterramentos reais, como
cabos e hastes. Esse capitulo soluciona a funcao potencial em solos heterogéneos para
a fonte pontual de corrente, para tal é necessario a solu¢ao de um sistema de equagoes
para a obtencao das fungoes caracteristicas do solo heterogéneo, utiliza-se um método de
quadratura para a integragdo numérica em profundidades genéricas e a série de Chebyshev
para a solucdo da fungao potencial na superficie do solo. Note que o procedimento para
a solucao da integral impropria para a superficie do solo é andloga a realizada para a
estratificacao do solo, contudo resolve-se um sistema de equagoes ao invés de uma tnica
equagao para o modelo do solo. A funcao potencial varia de camada para camada, todavia

essa respeita as condi¢oes de contorno impostas para o modelo do meio heterogéneo.

4.2 Equacionamento generalizado

Calcula-se a fungao potencial elétrico para o solo heterogéneo a partir da solucao
da equacao de Poisson. Para todos os pontos, exceto o referente a localizacao da fonte de
corrente, a solucao é obtida pela equacao de Laplace. Para a camada onde a fonte esta
localizada a func¢ao potencial da fonte pontual também deve ser levada em consideracao,

ja para as camadas onde nao hé fonte de corrente resolve-se apenas a equacao de Laplace.
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4.2.1 Parcela da fonte de corrente

Usa-se a simetria cilindrica para o solo estratificado em camadas horizontais visto
que o potencial elétrico vaira apenas com a distidncia radial 2z e a profundidade z. A
parcela do potencial elétrico proveniente da contribuicdo da fonte de corrente, para uma
fonte de corrente / imersa cm solo de resistividade clétrica p, ja foi deduzida no estudo de
solos homogéneos. A fonte de corrente estd localizada nas coordenadas {29, 20}, situada na
camada ¢ do solo heterogéneo. A parcela da fonte para a equacio de Poisson é calculada
para a camada onde a fonte estd localizada através da Eq. 4.1. Nota-se que para o calculo
da parccla da fonte considera-se o solo como uniforme ¢ infinito em todas as diregoes, essa
parcela ¢ usada para a funcio potencial na regido dentro da camada onde a fonte de
corrente esta imersa.
pid 1
1T (2= 20)2 1 (2 — 2)?

Viz, z) = (4.1)

4.2.2 Solucao genérica da equacido de Laplace

Para todos os poutos da solucdo, cxceto onde a fonte de corrente estd localizada, o
potencial elétrico é calculado pela equacao de Laplace. Pelo fato da simetria axial optou-
se trabalhar com a simetria cilindrica. A Eq. 4.2 é a equagdo de Laplace em coordenadas
cilindricas com a simetria axial.

PV, z) 10V(rz) 8*V(zz2)
2 + 2
dz 2 Or Oz

=0 (4.2)

A solucao dessa equagao é obtida pelo método da separacio de variaveis, onde se agsume
que o potencial elétrico é dado pela multiplicacio de uma funcio somente de 4 e outra

fungdo somente de z.
Viz, z) = f(2) g(z) (4.3)
Substituindo a Eq. 4.3 na Eq. 4.2 chega-se & Eq. 4.4.

L &fle) L dfly) 1 dglz)
flz) da? af(2) dz glz) dz?

=0 (1.4)

Através de wma constante de proporcionalidade A ¢ possivel solucionar a Eq. 4.4 pelo

sistema de equacdes composto pelas equagoes 4.5 e 4.6.

L ), 1 df)

= -\ 4K
flz) da? af(z2) da =—A (4.5}
1 dQQ(;;) dQQ(Z) ‘
- = }\2 - - _ )\2 2} = n
g(z) d2 . dz2 glz) =0 (4.6)

A Eq. 4.5 é uma equacao diferencial ordinaria cuja solucido é obtida através das raizes

do polindémio caracteristico. A solugdo da Eq. 4.5 é dada pela Eq. 4.7, sendo ¢; e ¢
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congtantes numéricas para cada valor de A, i.e., pode-se pensar em fungées de A para

umna solucao mais geral.
g(z) = c1(N) e Fep(A) et (4.7)

De acordo com Bassalo e Cattani (2011), a Eq. 4.5 é a equacdo diferencial de Bessel, cuja
solucdo é dada pela Eq. 4.8 para duas constantes numéricas ¢3 e ¢5. Devido a simetria
axial da solucao, as fung¢des de Bessel de primeiro ¢ segundo tipo sao de ordem zero.
Os valores de ¢3 e ¢4 dependem da ordem das funcoes de Bessel, por conseguinte sio

constantes numéricas visto que a ordem das funcdes de Bessel é fixa para esse caso.
f(2) = csJo(A2) + caYo(A2) (4.8)

Substitui-se as equagdes 4.7 e 4.8 na Eq. 4.3, otendo-se uma solugao para o potencial
elétrico.

Vin,z2) = (cl(/\) e 4 p(N) BW) (cgjo()w) +eaYo(rn) ) (1.9)

De acordo com Sunde {1968}, o potencial elétrico no modelo do solo deve perma-
necer finito para 2 = 0, exceto na localizacio de uma fonte de corrente. Como a funcao
de Bessel do segundo tipo Y,(A2) apresenta uma singularidade em 2 = 0. a mesma nao é
aplicavel a cste problema. Visto que essa fungio ndo ¢ compativel com a solugao fisica,

entdo o valor de c4 deve ser nulo.

Como cada valor de A representa uma solucio para a equagdo de Laplace em
umn intervalo continuo, pelo principio da superposicdo, a soma de cada solucio tamhbém
satisfaz a cquacdo. Tomando F(A) = ¢1(A) ¢3 ¢ G(A) = ca(A) ¢, a solucdo gendrica para

o potencial elétrico é entdo ohtida pela Eq. 4.10 a seguir.
o
Virz) = / (FOe ™ +g(net™ ) Jo(A2) dA (4.10)
Jo

Essa cquacgao representa a solugao global, ou scja, a solugao final serd dessa forma. Note
que ainda nao foram aplicadas as condicoes de contorno para o solo heterogéneo e nem a
influéncia da fonte pontual de corrente. Utilizar-se-a essas condigoes para a obtengio de

F(A) e G(A), que sdo as fungdes caracteristicas do solo.

4.2.3 Aplicacao no solo heterogéneo

Com o intuito de facilitar a aplicagdo das condicoes de contorno, reescreve-se a Eq.
4,10 de forma que em todas as camadas do solo as fungoes caracteristicas tenham a mesma,
forma. Cada camada do solo possui suas préprias fungdes caracteristicas F(A) e G(A),
para a camada onde a fonte estd localizada também se faz necessario somar a parcela
da foute na fungao potencial clétrico. Nesta scgao realiza-se um tratamento matemético
com o intuito de tornar a funcgédo potencial em cada camada no mesmo formato, mudando

apenas o nucleo de integracdo, assim simplificando a aplicagio das condigées de contorno.
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Utilizar-se-a doravante a notacao V;;, tal que ¢ é o indice da camada onde a fonte
pontual de corrente esta localizada e j é o indice da camada onde o potencial elétrico é
calculado (¢f. Fig. 17) . Note que pode ocorrer da camada i ser igual a camada j caso a

camada de calculo da funcao potencial seja a mesma da fonte.

Para simplificar a notacao, tanto para camadas que nao possuem fonte de corrente
para a camada da fonte, isolou-se a constante p;//(47) que aparece na parcela da fonte e
aplicou-se a funcao de todas as camadas. Como ja mencionado o intuito dessa operacao
¢ generalizar a equacgao para camadas com e sem fonte de corrente. Ao realizar-se esse

artificio mudam-se apenas os valores calculados para as fungoes caracteristicas do solo.

Figura 17 — Fonte de corrente [ imersa em uma camada de um solo horizontalmente
estratificado. A fonte estd imersa em um meio de resistividade elétrica p;, que
faz fronteira com meios de resistividade elétrica p;_; e pj4;. A profundidade
de uma cada camada j qualquer é representada por H;.

2

-

7 lCmnad'&L 1 H,\

.

Camada j JP (%0 ,%) Hj\r

Camada j+1

. HN_w
Camada N lOO

Fonte: Elaboracgdo propria.

Para generalizar a localizacao da fonte de corrente, muda-se a referéncia do eixo
2 para 2 — %2, uma mudanca de variavel simples a qual nao requer nenhum tratamento
especial para a func¢ao original, visto que apenas um deslocamento da referéncia do sistema
de coordenadas. Com essa mudanca de referéncia adapta-se a Eq. 4.10 para tornar todas
as funcoes potenciais das camadas equivalentes com exce¢ao do nicleo do integrando,
inclusive a camada onde a fonte de corrente estd imersa.

Caso a camada j nao contenha a fonte de corrente, o potencial elétrico é dado
pela solucao da equacao de Laplace mostrada na Eq. 4.11. Reitera-se que a constante
multiplicativa foi extraida das funcgoes caracteristicas com o intuito de uniformizar a
representacao da funcao potencial.

T 2
Vi, = *:_] {fﬁ e 4 Gy e | Jo( A2 — 20) ) dN (4.11)
m Jo

Caso a camada j contenha a fonte de corrente, o potencial elétrico é dado pela

solugao da equacao de Poisson, i.e., ha a superposicao do efeito da fonte de corrente na
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camada da fonte. O calculo do potencial elétrico entdo se da por

pil 1 pid ]’O‘” { “a +A }
b= Fii €+ G e | oy Ma—2g) ) dA,
Yo Ar \/(,L_ 2)? + (2 — 202 AT o Y S ol A( a) )

(1.12)
que pode ser reescrita na Eq. 6.4 aplicando a integral de Lipschitz em sua forma inversa
e agrupando os termos.

T
V:"Zj = Z—ﬂ_[ |:E’._A|Z_ZU| + -Fij Ei_/\z + g;.J €f+)\z:| J(J( )\(/l - /7’0) ) dA (413)
0

Note que com os artificios matematicos aplicados, tanto a Eq. 4.11 e a Eq. 6.4
diferem somente no nicleo do integrando, i.e., o termo que multiplica a funcao de Bessel
no integrando. Para as aplica¢ocs das condigoes de contorno, onde ha comparagoes entre
os potencias clétricos em camadas adjacentes, basta entdo comparar os diferentes nicleos

do integrando e nao a expressao inteira.

Como ha funcoes caracteristicas diversas para cada camada do solo, faz-se neces-
sario montar um sistema de cquacdes lineares para cuncontrar valores que satisfagam as
condigoes de contorno. Existem condigbes de contorno para representar a interface entre
o ar ¢ o solo, o potencial infinitamente distante ¢ as condictes de interface entre camadas
adjacentes. Vale ressaltar que para o solo heterogéneo a condicdo de contorno é suficiente
para representar a interface entre o ar e o solo, ou seja. nao é necessario aplicar o método
das imagens para a solugdo do problema, opta-se por fazer a representacao da interface

cntre o ar ¢ o solo através de uma condigio de contorno de Neumman homogténea.

4.3 Condicoes de contorno

De acordo com Sunde (1968), as condicbes de contorno para o problema do solo

estratificado em regime eletrocinético podem ser resumidas em:

A Condicio de contorno 1. Componente normal do vetor densidade de corrente nulo

na superficie do solo;
Vi
0z

=0 (4.14)

z=(0
A Condigdo de contorno 2. Continuidade do potencial clétrico na transicio da camada
j para a camada j 4+ 1 com ¢ sendo a camada da fonte de corrente;
— =4
Vi = Vig+1) (4.15)
z=H; z=H;
A Condicio de contorno §. Continuidade da componente normal do vetor densidade
de corrente na transicio de camadas;
1 9vy _ 1 Vigay
pi 0z | _ wy Pit 0z

(4.16)

z2=H;
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d Condicao de contorno 4. Potencial elétrico nulo a uma profundidade que tende ao
infinito.

lim Viy =0 (4.17)

4.3.1 Aplicagao da Condigao de Contorno 1

Para cada camada do solo ha duas fungoes caracteristicas, portanto necessita-se
de criar um sistema de ordem 2NN, onde N é a quantidade de camadas do solo, para obter

de forma univoca todas essas funcoes caracteristicas.

Inicia-se esse equacionamento ao aplicar-se a primeira condicao de contorno, que

é dada pela Eq. 4.14, aqui repetida por conveniéncia.
Vo
0z

Caso a fonte esteja na primeira camada obtém-se uma resposta diferente desta em outra

=0
2=0

camada do solo. Portanto, aplica-se a condi¢ao de contorno para todos os casos possiveis.

(1 Fonte na primeira camada, i.e., 1 = 1.

Para a fonte na primeira camada, manipulando apenas as func¢bes de z, chega-se a

equagao
& e—)\\z—zo\ + ]:116—)\2 + g116+)\z =0, (418)
z=0
a qual aplicando a derivada parcial em z, obtém-se
—\(z — zy) e Nzl
(2 = 2) —Ae M+ AeMGy| =0, (4.19)
|z — 20| 0

Substitui-se agora a variavel z para seu ponto de calculo, o qual representa a super-
ficie do solo, obtendo-se
_)\(_ZO> e~ A=zl
| — 2|

divide-se entdao a equacao por A, chegando-se a Eq. 4.21, visto que zy é um valor

- )\.FH + )\gn - O, (420)

positivo.

—Fu+Gu=e" (4.21)

1 Demais casos, i.e., i # 1.

Como nao ha a parcela da fonte a equacgao para este caso, a solugao obtida é similar

¢é da Eq. 4.21, todavia, sem a parcela da fonte.

’ —Fu+0n = 0‘ (4.22)

Observe que a influéncia da fonte de corrente sé altera o lado direito da equacao,
pode-se entao separar as equagoes pela parte proveniente do sistema e da excitagdao, que

sao o lado esquerdo e o lado direito da igualdade consecutivamente.
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4.3.2 Aplicacao da Condicao de Contorno 2

A segunda condigao de contorno se refere a continuidade de potencial elétrico na

transicao de camadas. A Eq. 4.15 é aqui repetida por conveniéncia.
Vij = Vig+1) para z = H; (4.23)

Para o modo como as equacoes foram organizadas a tnica parte que difere entre as
equagoes sao as fungoes de z do nicleo da integral. Note que a organizacao das equacgoes

facilita e muito a aplicacao das condig¢oes de contorno.

Para a segunda condicao de contorno hé trés possiveis casos: o primeiro quando
a fonte estd localizada na camada superior a interface; a segunda quando a fonte estd
na camada inferior a interface; a terceira quando nao ha fontes de corrente em nenhuma
camada da interface. Faz-se necessario a aplicacao da condicao para cada caso especifico.
Note que caso a fonte esteja acima ou abaixo da interface a equacao obtida pela aplicagao

da condicao de contorno sera distinta.

(1 Fonte de corrente na camada j, que ¢ a camada mais rasa da transigao, i.e., 1 = J.

6—)\\z—zo| +E] 6_/\Z+gij e-i—)\z — ‘Fi(j+1) e—/\z_‘_gi(j+1) €+/\z (424)

Z:H]‘ ZZHj
substituindo o ponto de cédlculo, que é a coordenada de z referente a transicao das

camadas, tem-se
e ==l Fy e ™M 4+ Gy M = Fiiny e M5 4+ Gy M1, (4.25)

organizando os termos obtém-se entao a Eq. 4.26.

(1 Fonte de corrente na camada j + 1, que é a camada mais profunda da transicao,

t.e., =7+ 1.

«Fij e—)\z +gZ] €+>\z ) _ e—>\|z—Zo| +«Fi(j+1) e—/\z_‘_gi(j+1) €+>\z ; (427)
Z=1; Z=I14

A qual organizando-se os temos obtém-se a Eq. 4.28.

1 Nao ha fonte de corrente na camada j ou j + 1, ou seja, ¢ # j et # j + 1.

Para este caso nao ha um termo referente a fonte, visto que nao ha uma fonte na

camada superior ou inferior a transicao de camadas. Obtém-se entdao a Eq. 4.29.

,/_‘;;j 6_>\Hj + gi]’ €>\Hj — .;Ei(j+1) 6_/\Hj — gi(jﬂ) 6/\Hj = O (429)
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4.3.3 Aplicacao da Condicao de Contorno 3

A terceira condicao de contorno é a continuidade da componente do vetor densi-
dade de corrente normal a interface entre as camadas. A Eq. 4.16 é aqui repetida por
conveniéncia.

1 9V _ 1 9Vigyy

Py 0z 2=H; Pj+1 0z 2=H,
Dependendo da existéncia da fonte de corrente em uma das camadas da interface
H;, camada acima ou abaixo da interface, ha diferencas na equagao obtida pela condicao
de contorno. Portanto, faz-se necessario avaliar cada caso em particular, que sdo: fonte
na camada acima da interface, fonte na camada abaixo da interface e nenhuma fonte nas

camadas adjacentes a interface.

O equacionamento desenvolvido é realizado considerando-se apenas uma fonte de
corrente, sistemas com mais de uma fonte de corrente sao avaliados aplicando o teorema
da superposicao para o calculo do potencial elétrico. Para o caso de sistemas com mais
de uma fonte de corrente, calcula-se o efeito de cada fonte isolada e soma-se o potencial

elétrico de cada solucao independente para a obtencao da solugao global.

(1 Fonte de corrente na camada j, que ¢ a camada mais rasa da transigao, i.e., © = J.

A aplicagdo da Eq. 4.16 quando a fonte de corrente esta localizada na camada j

resulta na equacgao

— Az — zg) e Nzl

|Z—Zo|

— )\eisz‘ij + )\GAZQZ‘]‘

“l%( — e Figgan+
2=H, Pj+1

Y

A6A294j+1>)

Z:Hj

(4.30)

apos a dividir por A e substituir o ponto de calculo das derivadas obtém-se

“\H; NH; Pj Hj—2z0 . —\H;

piv1 \  |Hj — =l . (4.31)

+eMi G )

onde apods algumas manipulacoes algébricas chega-se a Eq. 4.32.

—e MiF 4 MG+ ﬁe—/\HJ‘}“ij _ P MG, = Me—/\\h@—ml (4.32)
Pj+1 Pji+1 |Hj — 2o

(1 Fonte de corrente na camada j + 1, que é a camada mais profunda da transicao,

Qe i=j+1.
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A aplicacao da Eq. 4.16 quando a fonte de corrente esta localizada na camada j + 1

resulta na equacgao

—)\e_AZ./—"ij + A@Azgij

pj [ =Mz — z) e M=l w
= ( =A™ Figja)

ZZHj B p]+1 |Z - ZO| (433)

A Gigji) > .

z=Hj

apos a dividir por A e substituir o ponto de calculo das derivadas obtém-se

. e—AHjEj + e)\ngij _ IOJ (_ H] — 20 e—/\|Hj—zo\ . e_Aij'i(]#»l)
pir1 \ |Hj — =l o (4.34)
+eMi G4 >
onde apds algumas manipulacgoes algébricas chega-se a Eq. 4.35.
_ ef,\Hj]_-ij 4 e,\ngij 4 Pj efoj]_-i(jH) P 6’\ng¢(]'+1)
Pj+1 Pj+1 (4.35)
_ i Hi—zo aw—a '
pi+1 |Hj — 2ol

(1 Nao ha fonte de corrente na camada j ou j + 1, ou seja,  # j e i # 7 + 1.

Quando nao ha fonte de corrente na interface entre as camada j e j + 1 nao havera
uma parcela referente a fonte, o que resulta na Eq. 4.36 para todas as situagoes

onde nao hé fonte de corrente na interface entre as camadas.

—67)\Hj]:'l'j + 6/\ng2‘]‘ -+ Pi eiAHjJT';'j — Pi GAngij =0 (436)
Pj+1 Pj+1

4.3.4 Aplicacao da Condicao de Contorno 4

A quarta condi¢ao de contorno é a nulidade do potencial elétrico para profundi-

dades que tendem ao infinito. A Eq. 4.17 é aqui repetida por conveniéncia.
Jign Vi =0

(1 Fonte de corrente na camada N, i.e., o indice 1 = N.

A aplicacao da condicdo de contorno quando a fonte de corrente esta na ultima

camada,
lim (e_Alz_ZOI + ,/—"NN €_>\z + QNN €+/\Z> = 0, (437)

Z—00

resulta na Eq. 4.38 apresentada a seguir.

(4.38)
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1 Nao ha fonte de corrente na camada N, i.e., o indice i # N.

A aplicagao da condi¢ao de contorno quando a fonte de corrente nao esta na tltima
camada,
ZlLI& (EN G_AZ + giN 6+)\Z) = O, (439)

resulta na Eq. 4.40, que é similar a equacao do caso anterior.

(4.40)

4.4 Obtencao das fungoes caracteristicas F;; e G;;

As fungdes caracteristicas Fj; e G;; sdo obtidas de forma simultanea com a insergao
de todas as condigoes de contorno na forma de um sistema de equagoes lineares. Define-se
a matriz que contém o lado esquerdo das equagoes que formam as condi¢oes de contorno
como A, o vetor que representa o lado direito das equagdes é definido como S e o vetor

que contém as fungoes caracteristicas como x.

A Eq. 4.41, onde as posig¢oes vazias sao todas iguais a zero, define a matriz A, que
corresponde ao lado esquerdo das equagoes obtidas nas condig¢oes de contorno. A matriz
¢é formada por blocos matriciais, sendo uma matriz quadrada de ordem 2N, sendo N a

quantidade de camadas do solo estratificado.

Ao
Ay
Ay
A= A, (4.41)
AN—g
An_1
Ay
sendo os blocos A; para 0 < j < N definidos como
oM AH;  _,—AH; _ M
A =
J _67)\Hj e/\H]’ Pj G*AHJ‘ _ P 6)\H]' )
Pj+1 Pj+1

e os blocos Ay e Ay definidos como

Ao=[-1 100 e Ay=[oo0 0 1]

Os blocos que formam a matriz A sao Ag, A; e Ay. O bloco Ay representa a

aplicacao da primeira condi¢ao de contorno na interface entre o ar e o solo. Ja o bloco
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do tipo A; representa a aplicacao da segunda e terceira condigoes de contorno, note que
esse bloco tem duas linhas, uma para cada condicao de contorno. O bloco do tipo Ay
representa a aplicagdo da quarta condi¢ao de contorno, que é feita na ultima camada do

solo.

Com exce¢ao das transicoes de Ay para A; e da transicao de Ay_; para Ay, que
sao inseridas sob colunas coincidentes, todas as demais transi¢oes sao inseridas com um
deslocamento de duas colunas em relacao a anterior. Note que independente da loca-
lizacdo da fonte de corrente a matriz A permanece inalterada. Ademais, é importante
ressaltar que para cada valor distinto de A o sistema linear para a obtencao das funcoes
caracteristicas do solo deve ser solucionado novamente. A funcao potencial elétrico con-
tém uma integragao nessa variavel em intervalo semi-infinito, necessitando assim de um
tratamento apropriado para sua solucao, e que necessite do minimo de solugoes do sistema

de equagoes lineares possivel.

O vetor de fungoes caracteristicas X, que representa a solucao do sistema linear, e
o vetor que representa a contribuicao da fonte de corrente & sao mostrados a seguir na

Eq. 4.42. A forma de S depende da localizagdo da fonte de corrente.

Fi i : 1
Gi1
6*/\\ij20\
_ P Hi=20 - NHj—z|
F.. pi+1 |[Hj—zol
7 = _ . —
<= |7 o Sli=i+1) _ —e N Hjp1—20l , (4.42)
Gij Hjyi=20 X Hj1—z0
[Hj+1—z0]
Fin
0
gin ) i

Note que a fungao S ilustrada aqui corresponde a fonte imersa em uma camada interme-
didria, que nao é a primeira ou a ultima. A construcao de S é funcao direta da posicao

da fonte de corrente e tem que ser analisada para cada caso especifico.

Obtém-se as fungoes caracteristicas pela solugao do sistema de equagoes lineares
da Eq. 4.43, que varia para cada valor de \ e cada valor de z;. Para cada mudanca no
valor de A ou zp esse sistema deve ser solucionado novamente com os novos valores para

as variaveis.

A-x=S8 (4.43)

Neste trabalho optou-se por nao buscar uma solugdo analitica para este sistema
de equacoes lineares, e sim por soluciona-lo para cada valor distinto de A ou z5. Uma des-
vantagem da abordagem escolhida é que nao é possivel calcular a fun¢ao potencial de uma
camada especifica de forma isolada, ou seja, sem a obtencao das fungoes caracteristicas

das demais camadas do solo. Todavia, a obtencao de uma solucao analitica para o referido
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sistema é um pouco complexa, mesmo usando um programa de algebra computacional,
visto que o numero de camadas ¢é variavel e a localizacao da fonte de corrente também ¢é

variavel.

Utilizou-se uma biblioteca para a solucao de sistemas lineares bastante eficiente!,
tal que mesmo solucionando o sistema diversas vezes o esforco computacional para essa
etapa do programa é infimo, ndo justificando assim a busca por uma solugdao analitica
para esse sistema de equagdes. Uma solucao analitica resultante teria tantos termos em
sua composicao que o numero de operagoes que a maquina faria provavelmente nao seria
muito menor que a solucao do sistema de equacoes lineares, além da simplicidade de se
programar computacionalmente um sistema de equacoes genérico em comparagdo a uma

extensa solugao analitica.

Como resultado da solugao de 4.43, as fungoes caracteristicas do solo para todas
as camadas sao obtidas, todavia se utilize apenas um par dessas solugdes por camada
de calculo do potencial. Por exemplo, no caso da superficie do solo, que é sempre a
primeira camada, o calculo do potencial elétrico necessitara apenas dos dois primeiros
termos da solucao do sistema, sendo S funcao da localizacdo da fonte de corrente. Em
casos de aplicacao pratica de engenharia elétrica, dificilmente é necessario a utilizacao de
um solo com mais de cinco camadas, uma vez que para a obtencao da estratificagdo do
solo nao sao utilizados grandes espacamentos entre os eletrodos para as leituras do perfil
de resistividade aparente em funcao da profundidade. A quantidade reduzida de camadas
em aplicacoes praticas implica que o sistema linear a ser solucionado para a obtencao das
fungoes caracteristicas do solo, que tem ordem igual ao dobro da quantidade de camadas,
nao tera uma ordem elevada e como consequéncia nao terda uma solu¢ao computacional

dispendiosa.

Com o intuito de melhorar a compreensao do equacionamento que se deduziu
nesta tese para o solo heterogéneo, mostra-se dois exemplos de montagem do sistema
linear, para o caso de trés camadas na secao 4.4.1 e de cinco camadas na secao 4.4.2.
Mostra-se também a montagem do vetor S nesses exemplos para todas as possibilidades
de localizacao para a fonte de corrente. Note que a montagem desse sistema linear pode ser
facilmente automatizada por um algoritmo computacional para uma quantidade genérica

de camadas.

L Gnu Scientific Library.



4.4.1 FExemplo: modelo de trés camadas
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4.4.2 FExemplo: modelo de cinco camadas
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4.4.3 Representacao grafica das fungoes caracteristicas

A quantidade de fungoes caracteristicas depende da quantidade de camadas do
solo, sendo igual ao dobro de sua quantidade de camadas. Sobre o comportamento das
fungoes caracteristicas, esse depende da localizacao da fonte de corrente, como ilustrado na
Fig. 18 para um solo hipotético de trés camadas. Lembre-se que as funcoes caracteristicas
sao utilizadas para representar o solo heterogéneo na fungao potencial como parte de seu
integrando. E vélido reiterar que para cada valor de A distinto é necessério solucionar um
novo sistema de equagoes lineares para a obtencao das funcoes caracteristicas, da mesma
forma que cada valor de z; também requer uma nova solucao do referido sistema. Observe
que o intervalo de A é infinito e a Fig. 18 apenas mostra um intervalo truncado com o

intuito de ilustrar o problema.

Figura 18 — Funcoes caracteristicas para diferentes valores de z0. O limite horizontal do
grafico estd truncado para A, visto que esse varia de zero a infinito. Os valores
de z0 para o grafico na ordem cima-baixo sao respectivamente 0,25; 0,75 e
1,25. O solo analisado ¢ de trés camadas com p; = 300 Q.m , ps = 500 Q.m
e p3 = 200 Q.m. As espessuras das camadas sdo d; = 0,5 m e dy = 0,5 m.
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g // — gl
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Fonte: elaboracgdio propria.

Observe que o valor de Gsn é sempre nulo, independente da quantidade de ca-
madas e da localizacao da fonte de corrente, isso devido a quarta condi¢ao de contorno
aplicada (c¢f. secao 4.3.4). Ademais, observe que ha um comportamento divergente em
algumas fungoes caracteristicas (em especial F3 na figura). Comportamentos divergentes
de fungoes caracteristicas sao provenientes de fontes de corrente na camada da funcao
caracteristica ou em camadas adjacentes, sempre acontecendo em funcoes do tipo F para

essa situacao.
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4.5 Solucao da integral na funcao potencial

Inicialmente, repete-se aqui por conveniéncia a equacao para o calculo da funcao
potencial. A funcao potencial em um ponto qualquer do solo ¢ calculada pela seguinte

equacao quando o ponto de célculo ¢é diferente da camada da fonte de corrente

'if oo ™ -
V(n,2) = P £ [}-ij e 4 G, 8+A~] Jo( M2 — 29) ) dA,

4
ou igual a equacao seguinte para o caso onde a camada de calculo 7 ¢ igual a camada ¢

onde a fonte de corrente estd imersa
N .!0-"1r o —Alz—zo| L —Az +Az
Vira) =7 | le + Fij e 4 Gy €] Jo( M2 — 20) ) dA.

Com o intuito de generalizar a equacao, utilizar-se-a a fungao delta de Kronecker, onde
i ¢ a camada onde a fonte de corrente esta imersa e j ¢ a camada onde o potencial esta
sendo calculado. A Eq. 4.44 a seguir define a funcao delta de Kronecker.

5 = 0 se 3#3 (4.44)

1 se i=7

A Eq. 4.45 representa entao o potencial elétrico em qualquer camada do solo e com a
fonte de corrente também em uma camada genérica do solo. O ponto de calculo é (2, z)
na camada j do solo, a fonte de corrente estd localizada em (2, zp) na camada ¢ do solo,
as fungoes F e G representam a aplicagao das condigoes de contorno para a representacao

do solo heterogéneo.

’i‘:‘{ o —Alz—2z —AZ z
V(2 2) = Z_T]U [0 el 4 Fy e 4 Gy e | (A2 —20) ) dA - (4.45)

4.5.1 Foérmula de quadratura para integrais envolvendo poliné-

mios de Bessel

Para Lucas e Stone (1995), integrais na forma I = [5° f(z).Jo(x)dz possuem solu-
¢ao numérica através do método de dividir uma integral oscilante em seus zeros, formando
uma sequéncia de somas parciais, junto de técnicas de extrapolacao para acelerar a con-
vergéncia da série (integrais desse tipo nao podem ser solucionadas através de métodos
elementares de integracao numérica). Esse faz um comparativo entre diversas técnicas de
extrapolacao, buscando a convergéncia da série para uma quantidade minima de termos.
O trabalho de Ogata (2005) propde uma férmula para uma convergéncia exponencial da
somatoria com uma grande acuracia para o resultado da integral. A formulagao proposta
no referido trabalho foi adaptada pelo autor dessa tese para a solucao da fungao potencial

e obtiveram-se resultados bastante satisfatorios.

O trabalho de Ogata (2005) propoe uma férmula de quadratura dupla exponen-

cial para integrais do tipo transformada de Hankel [j* f(z)J,(x)dz, onde v é a ordem
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da funcao de Bessel. A motivacao desse trabalho foi devido a dificuldade de integrar
fungoes oscilatorias em um intervalo infinito. O autor citado se baseou no trabalho de
Ooura e Mori (1999), o qual desenvolveu uma férmula de quadratura para integrais do
tipo transformada de Fourier [;° f(x)sin(z)dz, onde uma fungao f(x) é transformada de
tal maneira que os nds da quadratura se aproximem rapidamente dos zeros de sin(x),

possibilitando assim a integral ser avaliada com um ntmero reduzido de iteracoes.
0o > T T
|7 f@ @y w Y w £ (F000)) b (F0h6)) k&) (4.4
k=1

O valor de wy é o k-ésimo peso associado, Y, é o polindmio de Bessel de segundo tipo e
ordem zero, ja J; € o polinémio de Bessel de primeiro tipo e ordem um. O passo h é um

parametro a ser escolhido para garantir a convergéncia da série.

_ Yo(mw&)
Ji (7€)

O valor & representa o k-ésimo zero da funcao Jy(mx) em ordem crescente, tal que 0 < & <

wy (4.47)

& < & < --- Esses zeros sao previamente calculados e armazenados como constantes.
A Tab. 1 ilustra as dez primeiras raizes de Jo(mz) com uma precisdo limitada a quatro

casas decimais, note que a diferenca entre raizes consecutivas tende a um.

Tabela 1 — Dez primeiras raizes de Jy(7x)

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

& 0,7655 1,7571 2,7546 3,7534 4,7527 57522 6,7519 77,7516 88,7514 19,7513

Ja a funcdo auxiliar ¢ (t) é definida por
¥(t) = ttanh (;T sinh t) ; (4.48)

portanto, calcula-se sua derivada ’(t) conforme Eq. 4.49.

mt cosh(t) + sinh ( 7wsinh(t) )

wl<t> = 1 + COSh( WSinh(t) )

(4.49)

A avaliagdo da somatéria na Eq. 4.46 é realizada até que um novo termo de série
seja maior que uma dada tolerancia pré-especificada, assim é possivel truncar a série e
garantir uma precisao desejada para o valor calculado da integral. Os valores para as
raizes &, tém uma variagdo grande no comego e tendem a um. Portanto, em termos
computacionais, ap6s alguns termos ¢é possivel calcular com uma boa precisao todas as

raizes apenas somando uma unidade ao termo anterior.
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4.5.2 Solucao da funcgiao potencial pela férmula de quadratura

Nesta se¢ho soluciona-se a Fq. 4.45 utilizando o método de quadratura de Ogata
(2005), para isso pode-se aplicar a integral de Lipschitz [j° e* Jy(bz) = 1/va® + b? para
o termo fonte com o intuito de simplificar o integrando, conforme a Eq. 4.50 a seguir.

_pd Sij B S oAz _
Vo) = e +.[O [Fige ™ + Gye™ | (A2 = 20))dr | (450)

Lembre-se que a integral de Lipschitz é definida apenas para exponenciais nega-
tivas, todavia, a exponencial referente & fonte é sempre negativa. Note que a integral
remanescente nao estd no mesmo formato da Eq. 4.46, sendo necessario realizar uma
mudanga de varidvel w = A(2 — 25} ¢ por conscguinte du = (2 — 24)dA para assim sc obter
a forma padrao.

N 1
| 7o e gy e ) (4.51)

Portanto, adota-se a fungao f do integrando de acordo com a Eq. 4.52 para se
obter a forma padrao.
1
flu) = —— [fij e H ) | g o zf(’”'ﬂ] (4.52)
72— 2
O potencial é entdo obtido através da Eq. 4.53, que é a equagao para o potencial
elétrico com a parcela da fonte solucionada analiticamente e a parcela do solo heterogéneo
resolvido através da quadratura de Ogata (2005).
5ij

— 'O'iI - y E fy E I i :
V) = G [ e (7)o (feteen ) voso] 49

A Fig. 19 ilustra a avaliagao da fungao potencial, linhas equipotenciais, em um
solo de quatro camadas para diferentes localizacoes da fonte de corrente. Avaliou-se a Eq.
4.53 para cada ponto da figura, ou seja, é necessario resolver uma integracio numeérica
para cada ponto. Nio obstante a etapa de integracdo, € necessario avaliar um sistema
de equagdes lincarcs para cada valor de A (no caso v da mudanca de varidvel) para a

obtencao das funcocs caracteristicas e cada ponto.

A utilizacdo da linguagem C. que é bastante eficiente, junto de bibliotecas otimni-
zadas para a solucio de sistemas lineares viabilizou a solucio da funcio potencial, embora
scja pensado que a solugdo apresente um custo computacional elevado devido & naturcza
do problema. Para fins de demonstracio, o tempo de processamento para avaliar 10*
pontos no solo da Fig. 19, utilizados para a geracdo de uma superficie de potencial, leva
em torno de 1,422 s de processamento sem a utilizacao de processamento paralelo. O valor
do passo h adotado para a convergéncia da solucdo foi de 1077, esse valor foi ajustado
por mcio de testes ¢ mostrou-se adequado para diferentes tipos de solo. O valor de A no
artigo original ¢ na ordem de 1072, isso porque as fungdes avaliadas nesse cram distintas

da utilizada neste artigo.
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Figura 19 — Linhas equipotenciais para diferentes valores de 20. Os valores de z0 para as
figuras na ordem cima-baixo e esquerda-direita sao respectivamente 0,5; 1,5;
2,5 e 3,0 metros. O solo analisado é de quatro camadas com p; = 100 Q.m,
p2 = 500 .m, p3 = 200 Q.m e py = 50 Q.m. As espessuras das camadas sao
di=1m,dy=1med; =1m. Devido a simetria axial, o potencial em
trés dimensoes ¢ apenas a revolugao em torno do eixo da fonte pontual das
superficies calculadas.

-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 —2 -1 0 1 2 3
X [m] X [m]

Fonte: elaboracao propria.

Para o solo da Fig. 19 e com o passo utilizado, buscando uma tolerancia de 1079,
foram realizadas em média 36 iteragoes para o truncamento da somatoria. Note que,
para diferentes tipos de solo, a quantidade de iteracoes necessaria para o truncamento da
somatoria varia, da mesma forma varia também o tempo de processamento. Por exemplo,
a mesma equacao em um solo uniforme necessita de 0,717 s de processamento para a

mesma quantidade de pontos, com o mesmo passo e a mesma tolerancia, necessitando
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em média de 31 iteragoes para a tolerdncia especificada. Pode-se resumir o tempo de
processamento para esse problema como funcio do esforco computacional para a solucao
do sistema linear e a quantidade de iteracoes necessarias para a integracao. Outro fator
que atrapalha a convergéncia da somatoéria é a diferenca entre a distincia radial do ponto

de célculo 2 e o deslocamento da fonte 2y em relacao ao eixo z.

Figura 20 — Potencial de superficie para diferentes valores de z0. O solo analisado é de
quatro camadas com p; = 100Q2.m , ps = 500Q0.m, p3 = 200Q.m e p; =
50Q.m. As espessuras das camadas sao d; = 1lm, do = 1lm e d3 = 1m.
Devido a simetria axial, o potencial em duas dimensoes ¢ apenas a revolucao
em torno do eixo da fonte pontual das curvas apresentadas.

40

] [ (]
(&3] [an] <
L I 1

Potencial elétrico [V]
[
=

151
101
5-
0 T T T T T
-3 -2 —1 0 1 2 3
X [m]

Fonte: elaboracao propria.

O calculo do potencial elétrico para uma profundidade genérica ¢ importante para,
além de problemas envolvendo dutos metalicos enterrados, se determinarem a elevagao
de potencial em um condutor gerada por outro condutor, usada no calculo da resisténcia
mutua entre condutores. Todavia, ¢ muito comum o calculo do potencial elétrico na
superficie do solo, que é usado para se determinar as tensoes de passo e de toque. As
curvas da Fig. 20 ilustram o potencial elétrico na superficie do solo para diferentes

profundidades da fonte de corrente.

Note que a quantidade de pontos utilizada para a Fig. 20 é bem menor do que
a utilizada na Fig. 19, o que reduz drasticamente o tempo de processamento. Ademais,
para o potencial na superficie do solo nao ha termos de exponenciais positivas, o que
possibilita a aplicacdo da integral de Lipschitz caso as fungoes caracteristicas do solo
possam ser decompostas em uma combinacao linear de exponenciais, o que se apresentara

a seguir nesta tese.
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4.6 Calculo do potencial elétrico através da série de

Chebyshev

Apo6s uma descricao da teoria dos polinémios de Chebyshev que se encontra no
Anexo A desta tese, junto com sua aplicagao na representacao de funcoes, retoma-se o
problema do calculo do potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de corrente em

um solo heterogéneo.

A formulagio de Ogata (2005), mesmo com uma convergéncia acelerada, exige um
esforco computacional superior a solucao a ser proposta nesta secao. Isso porque a funcao
potencial é avaliada diversas vezes em problemas de aterramento elétrico, por isso propoe-
se a decomposicao das fungoes caracteristicas em uma série de Chebyshev, possibilitando
assim a obtencao dos coeficientes da decomposicao que podem ser reaproveitados em
calculos subsequentes. Aproveitam-se os coeficientes da série sempre que a profundidade
da fonte de corrente nao varia, o que reduz bastante o esforco computacional visto que
o calculo do potencial elétrico reutiliza coeficientes ja calculados previamente ao invés de

realizar uma integracao numérica independente para cada ponto.

Todavia, como a integral de Lipschitz s6 é valida para exponenciais negativas,
a solucao baseada na série de Chebyshev ¢ restrita ao calculo do potencial elétrico na
superficie do solo, contudo a fonte de corrente pode estar localizada em qualquer camada
do solo. Visto que uma etapa bastante dispendiosa é a representacao grafica do potencial

de superficie, essa solucao é bastante util para aumentar a eficiéncia do programa.

4.6.1 Mudanca de variavel para intervalo fechado

Na secao 4.5.2 o termo referente a fonte de corrente foi removido do integrando.
Tomando-se um caso particular da Eq. 4.50 para a superficie do solo apenas, chega-se a

Eq. 4.54 a seguir.

oy il 03y ® A . .
V(2,0) =22 Y T |1 Fa+Ga 1 Jo( A2 = 20) ) A (4.54)

Para a solucao da integral da Eq. 4.54 através da série de Chebyshev inicialmente
¢ necessario mapear a variavel A em um intervalo coerente para a série, como feito previ-
amente nesta tese para a estratificacao do solo. Propde-se entao a mudanca de variavel

mostrada na Eq. 4.55 com o intuito de trabalhar com um dominio fechado para a solugao.

E=e¢? 0<E<1 (4.55)

Com a solucdo agora definida no intervalo fechado (0, 1] é necessario mudar sistema

de equagoes A X = § para essa nova variavel. Essa mudanca de varidavel torna possivel
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mapear as fungoes caracteristicas do solo em séries de Chebyshev deslocadas. Note que
com essa mudanca de variavel, quando A tende ao infinito o valor de F se aproxima de
zero e por isso esse valor nao faz parte da solucao para a variavel £. Quando a variavel F
é igual a um o valor de A é zero, assim fazendo parte da solugdo. Como mostrado na Eq.
4.56, o sistema de equacoes utilizado para encontrar as fungdes caracteristicas do solo é

entao reescrito para a nova variavel

Ao
Ay

Ay

; , (4.56)

An_s

An-a
Ay

sendo os blocos A; em funcao de E para 0 < j < N definidos como

EHi  p~Hi  _pH —EH;
Aj = _EH] E—Hj Pj EH] __Pj E—H]' ’
Pji+1 Pj+1

ja os blocos Ay e Ay permanecem inalterados, também definidos para E como
Ao=[-1 100 e Ay=[oo0 0 1]

O vetor de fungoes caracteristicas x, que representa a solucao do sistema linear, e o vetor

que representa a contribuicao da fonte de corrente S sao mostrados a seguir.

Fi r . )
o '
i EIHj—zo0
_pi Hi—=20 E\ijzol
7. pi+1 |Hj—zol
i j— a4 . —
<= |7 o 5G(i=i+1) _ _ ElHj+1—20] _ (4.57)
Gij Hiv1=20  p|Hjy1—z0]
. [Hj41—z0]
7,
0
gin ) i

Note que a funcao S ilustrada aqui corresponde a fonte imersa em uma camada interme-
diaria, que nao é a primeira ou a ultima. A construcao de S é funcao direta da posicao da
fonte de corrente e tem que ser analisada para cada caso especifico. O equacionamento

apresentado aqui é funcao de E ao invés de A, todavia tem o mesmo significado fisico.

5 (aso especifico para ilustracdo, esses valores dependem da localizacdo da fonte de corrente.
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A Fig. 21 ilustra as fungoes caracteristicas para um solo hipotético de trés ca-
madas, variando-se a localizacao da fonte de corrente. Note que a figura, comparando-se
com a Fig. 18, apresenta um intervalo finito para o eixo horizontal devido a mudanca
de variavel realizada. O grafico para a mudanca de varidvel representa a mesma funcao,

todavia escalonada em um intervalo finito e invertida em relacao ao eixo horizontal.

Figura 21 — Funcoes caracteristicas para diferentes valores de z; em um solo especifico.
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T
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Fungoes caracteristicas

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: elaboracao propria.

Como a mudanca de variavel realizada para as funcoes caracteristicas basicamente
faz um escalonamento da fun¢ao em um intervalo finito, algumas funcoes caracteristicas
do tipo F continuam a apresentar um comportamento divergente, mas agora para F iguais
a zero que representa valores de A tendendo ao infinito. Esse comportamento é indesejado
para a decomposicao dessas fung¢oes em séries de Chebyshev, todavia para a superficie do

solo (F;1) ndo haverd esse problema devido a natureza das condigoes de contorno.

Com as fungbes caracteristicas escalonadas para esse intervalo fechado é possivel
entao aplicar uma decomposicao em série de Chebyshev para cada funcao caracteristica.
Utiliza-se a série de Chebyshev deslocada visto que as fungoes caracteristicas nao estao

no intervalo canonico para a série.

Como ja mencionado, a integracao numeérica de funcoes envolvendo funcoes osci-
latérias em intervalos infinitos requer o uso de técnicas nao elementares para sua solucao.
A decomposicao em série de Chebyshev tem o intuito de possibilitar o uso de um artificio
matemadtico para a solucao analitica de integrais envolvendo polindmios de Bessel, assim
reduzindo bastante o esforco computacional para a integracao. Note que mesmo obtendo-
se todas as fungoes caracteristicas através da solugao do sistema linear, utiliza-se apenas

as funcoes F;1 e G;; para o calculo do potencial elétrico na superficie do solo, visto que
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um ponto em z = 0 sempre estd na primeira camada do solo. Ademais, observe pela Fig.

21 que as fungoes F;; e G;1 sao suaves independente da localizacao da fonte de corrente.

4.6.2 Decomposicao em série de Chebyshev

A decomposic¢ao de uma fungao W(E) qualquer em um intervalo fechado 0 < £ < 1
pela série de Chebyshev deslocada resume-se nas equagoes que se seguem. Apresenta-se
novamente o equacionamento necessario para essa série com o intuito de o resumi-lo e
contextualiza-lo para essa segao da tese. A expansao de uma fungao V(E) qualquer em
uma série de Chebyshev deslocada de grau n ¢ dada pela Eq. 4.58 a seguir, onde o

apostrofo na somatoéria significa que o primeiro termo da soma deve ser dividido por dois.

n

V(E)~ Y ¢ Ti(x) (4.58)

k=0

Onde os coeficientes da série sao calculados como

p k+1/2
;==Y W(&) cos <j7r+/> , (4.59)
ni= n
e as raizes & para o grau n calculadas por
1 k+1/2 1
& = 5 o8 <7r+n/> + 5 (4.60)

Ja o polinémio de Chebyshev deslocado T;,, onde n é o grau do polinémio, é calculado

através da sua definicdo recursiva
T.(z) = (4E —2) T, 1(E) — T,, _o(E) n > 1, (4.61)

com o valor de To(E) =1 e o valor de T (F) = 2E — 1. O valor de T,,(F) também pode
ser calculado através de sua definicao trigonométrica, todavia para o equacionamento
proposto nesta tese utiliza-se para a solucao da integral improépria os termos da série de

poténcias equivalente a expansao realizada.

Observe que com esse equacionamento é possivel aproximar uma funcao através de
uma amostragem em pontos ja definidos através das raizes do polinémio para um intervalo
continuo. Com isso as fungoes caracteristicas do solo heterogéneo, que necessitam da
solugdo de um sistema linear para cada novo valor de F, podem ser representadas em
um intervalo continuo com um pequeno nimero de amostras calculadas nas raizes do
polinémio de Chebyshev. Dessa maneira a solucao de um sistema de equacoes lineares

para cada valor de F nao representa uma etapa dispendiosa em termos computacionais.

As funcgoes caracteristicas mapeadas em um intervalo continuo ainda nao tornam
possivel a solucao da integral imprépria da funcao potencial elétrico. Todavia, pode-se

aproveitar a caracteristica de série de poténcias dos polinémios de Chebyshev T, para a
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aplicacdo da identidade de Lipshitz. Note que as fungoes caracteristicas do solo sao agora

representadas através de cocficientes da expansio realizada para um determinado grau.
A expansao de uma funcdo em série de Chebyshev pode ser representada como

uma série de poténcias através da Eq. 4.62, onde Ay; € o k-ésimo coeficiente do polindémio

de Chebyshev T quando representado em termos de uma série de poténcias.

n k
k=0 =0

Esses coeficientes A; independem da funcao e podem ser armazenados na memdria do
computador como constantes numeéricas, i.e., sdo previamente calculados ja que dependem
apenas do grau da expansao realizada.

Aplica-se agora a Eq. 4.62 para a expansao das fungoes caracteristicas do solo.
Inicialmente, uma funcao caracteristica do tipo J para um ponto de calculo na superficie

do solo é entéo representada como
2 o on—1 g4 1/2
=3 ST Fa(g,) cos (k’rj / ZAk[Ei (4.63)
n k= q=0
Simplifica-se esse equacionamento através do termo A4,;, dado pela seguinte defini¢do.
n o n-1
g+ 1/2
Z > Fulg) cos (kfr] / ) A (4.64)
7’1 k=0 g={

Pode-se entdo representar a Eq. 4.63 em funcao do termo A; da Eq. 4.64 como
E) =Y AE'. (4.65)
Analogamente, decompde-se uma fungao caracteristica do tipo G por
n -1
qg+1/2
Gn(E Z Z Gin(&,) cos (kﬁj / ) ZA JEL (4.66}
.k 0 g=0
Simplifica-se esse equacionamento através do termo [5;, dado pela seguinte definicio.
o on—1
1/2
2SS Gule,) cos (qu 1 ) A . (4.67)

nkoq_

Pode-se entao representar a Eq. 4.66 em funcao do termo B; da Eq. 4.67 como

Gi(E Z BE'. (4.68)

Aplicando agora a decomposicio realizada para as funcdes F;; e G, reescreve-se
a Eq. 4.54 em fungao da série de Chebyshev conforme a Eq. 4.69 a seguir.

K

pid

Vino) =" (\/(}L_¢—+fo°[z,4¢5 +ZB; (440))@)

(4.69)
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que pode ser simplificada como

V{(2.0) = fl:: \/(a_i—+/°°[§¢41+61 ] o Az —20) VA . (4.70)

Muda-se entdo a variavel E para A, onde E = e *, e obtém-se

pil di
dn

Vi(2,0) = +fw[i(Ag+Bg)e_Al]Jg( Ma—29) ) dA). (4.71)

(2= 20)?
Uma vez que a exponencial no integrando é sempre negativa, aplica-se a identidade de
Lipschitz [37 e™* Jy(bz) dx = 1/va® + b e chega-se finalmente a Eq. 4.72, que repre-
senta o potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de corrente a uma profundidade

qualguer. calculada na superficic do selo. Adotou-se C; = A; ara facilitar a notacao.
malquer, calculada na superficie do solo. Adotou-se C; = A; + B para facilitar a notagio

V{2, 0) = p ’I

J 1/4—/7,0)2-5—40 o\/(¢—¢0)2+£2

Note que a cquacdo tem parcelas bem definidas para a representacdo da fonte ¢

(4.72)

o solo heterogéneo. Ademais, cada parcela da solugio obtida tem a mesma forma, o que

facilitarda uma integragio analitica para geometrias diferentes de pontos.

Para uma dada profundidade zy da fonte de corrente, uma vez calculados os termos
da séric ¢ possivel obter o potencial clétrico e qualquer ponto na superficic do sole para
0s mesmos coelicientes, caracteristica bem interessante para aterramentos elétricos ja que
os condutores horizontais tém a mesma profundidade e, por conseguinte, compartilham

dos mesmos termos da série de Chebyshev.

Tabela 2 — Tempo em segundos para diferentes quantidades N de pontos.

N 102 108 10 10°
Exq.
4.53 0,030 0,255 2,725 24,89
4.72 0.003 0,008 0,054 0,602

A Tab. 2 ilustra a performance das duas formulagoes para o caso ilustrativo onde
os dados sao segundo a Fig. 20, a fonte de corrente estd em zg = (0,5 m e o grau adotado
para o polinémio de Chebyshev foi igual a vinte para esse exemplo. Note que a Eq. 4.72,
apesar de ser mais eficiente que a Eq. 4.53, pode ser usada somente para o caleulo do
potencial clétrico na superficic do solo. Como a ctapa mais dispendiosa de umna simulacio
de sistemas de aterramento ¢ o caleulo do potencial elétrico na superficic do solo, devido
a (uantidade de pontos necessiria para a formacio de figuras, a Eq. 4.72 é de grande
utilidade para a reducao do custo computacional da simulacio, uma vez que o calculo da

funcdo potencial é realizado repetidas vezes para a simulacao de sistemas de aterramento.



33

CAPITULO

Aterramentos em solo heterogéneo

5.1 Potencial elétrico gerado por um condutor de

aterramento

Deduziu-se no Capitulo 4 mina cquagao para o potencial clétrico gerado por numa
fonte pontual situada em uma camada ¢ sobre um ponto situado em uma camada 7 de
um solo heterogéneo, que é a Equacio 4.53, agui repetida por conveniéncia.

p-iI 5?J,
3 3
A »\/(/L— 20)? 4 (2 — 2p)?

onde a funcdo f{u) foi calculada como

Vin z) = + WZ wif ( " hfk)) To (%-z;‘;(h.gk)) @"(h@] ,

1
2 —

f('u,) = -FL (_77“ “/()?’ /7'0) + g tL g/ )I, ’Zo)

Essa é a forma genérica da equagio, que nio se limita a superficie do solo para
o ponto de calculo. As fungées Fi; e G;;, provenientes da aplicagio das condigoes de
contorno para o solo heterogéneo, ao se adotar uma parametrizacdo para o condutor de
aterramento dependem das coordenadas do sistema cartesiano, visto que hid uma mudancga
no sistema de coordenadas de cilindricas para cartesianas. No sistema de coordenadas
cartesianas a variavel de posicio de cdlculo 2 agora é uma funcao de x e y, a varidvel de

localizacao da fonte %y se torna funcdo de zg e yp. O valor de %2 — 2 é entdo substituido

por \/ (x — 26} + (y — 10)? com a mudanga realizada no sistema de coordenadas.

Tomando-se um ponto localizado a wma distancia (xy, yo, 20} da origem de um sis-
tema de coordenadas cartesianas, a representacao de um condutor retilineo pode ser feita
ao se parametrizar pontos entre a origem {1, ¥, 21) e o final (z2, Yo, 22) desse condutor.
Para cada valor de um pardmetro ¢, onde 0 < ¢ < 1 representa a localizacao no condutor
(c¢f a Eq. 5.1).

xo = (1 — )y + g yp = (1 — yy + tie zo={1—t)zy + tz (5.1)
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Ha um problema a ser resolvido para o equacionamento do condutor retilineo.
Visto que as fun¢oes caracteristicas do solo heterogéneo F;; e G;; se limitam a uma fonte
situada em uma unica camada e as funcoes caracteristicas do solo também dependem
da profundidade do ponto, é necessario fixar a profundidade do condutor (profundidade
inicial igual a profundidade final), que sera o modelo para cabos de aterramento. A Fig.
22 ilustra um condutor retilineo situado entre os pontos (x1, 41, 21) € (2, Yo, 22), criado por
uma distribuicao de pontos parametrizada na variavel ¢, essa parametrizacao ¢ necessaria
para se utilizar como base o equacionamento do potencial gerado por uma fonte pontual

no calculo do potencial gerado por uma distribuicao linear dessas fontes.
Figura 22 - Parametrizacao de um condutor retilineo em solo heterogéneo.

YN |
ZlCa.m::-Lda 1 Hl'l’

17y11

posicao parametrizada em t
Camada ] \g\ H iy

Cdmddd j+1 o)

Hy 1y
Camada N lOO

Fonte: elaboracao propria.

5.2 Condutor horizontal - Ponto qualquer do solo

O modelo do condutor horizontal representa os cabos utilizados na construcao de
sistemas de aterramento (e.g., malhas de aterramento, anéis de aterramento, cabos con-
trapeso de linhas de transmissao). O potencial gerado por um condutor horizontal pode
ser calculado com uma distribuicao de infinitas fontes de corrente pontuais ao longo de
uma trajetoria retilinea. Como ja feito para o solo homogéneo, para se calcular o efeito de
uma distribuicao de corrente em uma trajetéria, utilizam-se conceitos do calculo vetorial,
em particular a integral de linha. A trajetéria que representa o cabo é parametrizada na
variavel ¢ ao longo das coordenadas (xy1,y1,20) € (22, Y2, 29). Para o calculo do potencial
gerado por um condutor horizontal a variavel zp nao é funcao do parametro ¢, visto que

essa ¢ invariante.
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A integral de linha de um campo escalar v qualquer, funcao de um vetor r, para

uma trajetoria parametrizada em ¢ que varia entre ¢y e ty, ¢ definida por
. tr d
/ b(r) dr = f vr®) || d. (5.2)
to
[

Para o equacionamento do potencial elétrico do condutor horizontal, inicialmente
se reescreve a funcao ¢(¢) do potencial elétrico gerado pela fonte pontual de corrente em

termos da distribuicao de fontes pontuais parametrizadas no parametro ¢. Substitui-se o

termo 2 pela expressao \/ (x — x0)? + (y — yo)? para a mudanga do sistema de coordena-
das. Essa mudanca ¢ realizada visto que nao ha mais simetria cilindrica, assim reescreve-se
a funcao em termos das variaveis xo e yp, que em notacao vetorial é representada pela
variavel ro(t) = (xo(t), yo(t), 20). Ja as coordenadas do ponto de cdlculo sdo representa-
das por r = (z,y, z) em notagao vetorial. O potencial elétrico proveniente da distribuigao

linear de fontes e calculado para um ponto r especifico do espago é dado por

Jvirro) dro= [ Ve ) H%TO(QH n (5.3)

onde
ro(t) = (1= Ozs+Las (1= Ly +1m 20 ). (5.4)

Para o valor de 7ro(t) parametrizado, o valor da sua derivada em relagao ao para-

metro t é entao calculada como

d
E"‘O = ( ro — 1y, Y2—Y1s 0 } ; (5-5)

isso implica que o médulo da derivada é igual ao comprimento do segmento linear.

d

0| = /(w2 — 1)+ (2 — ) = L (5.6)

Sabendo-se que o termo \/(T —x0(t))? + (y — yo(t))? + (2 — 20)? da funcdo potencial elé-
trico pode ser escrito de forma simplificada na notagao vetorial como ||r — ro(¢)||, a funcao
potencial aplicada na integral de linha é

[tpd(t) ( 0y

d
i = ) T \Tr=me®

dt

|| +H(t))

'ro(t)H dt, (5.7)

que ao substituir o médulo da derivada de ro(¢) da integral de linha se torna

V(r) = /U 1 *"f‘;(;)‘[‘ ( % +H(t)) dt. (5.8)

[ —ro(t)l

Note que o integrando foi dividido em duas parcelas distintas. A primeira parcela

¢ proveniente da fonte pontual de corrente, ou parcela do solo homogéneo, que s6 existe se
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a camada de calculo é igual a camada da fonte. A segunda parcela é referente ao solo he-
terogéneo, essa foi denominado como fungao H(t), proveniente da férmula de quadratura

de integracao.
H() =7 3w (1 Fu00) 5 (Fos)) v (5.9

A funcado f(t,u) da funcdo H(t) é reescrita em termos do pardmetro t, que foram postos

na forma de um polindmio quadratico como

]:ij (t, u)efu z/Vat?+bt+c + gij(t7 u)eu z/Vat?+bt+c

tu) = , 5.10
f(t,u) AT (5.10)
para os valores de a e das fungoes b(x,y) e c¢(x,y, z) definidos como
a = (IQ — SL’1>2 + (y2 - y1)2 =12
blx,y) = 2((n—y)y2—n)+ (@ —2)(z2 —31) )
c(,y,2) = (wr—2)+ -y + (20— 2)" (5.11)

Ja as funcoes F;;(t,u) e G;;(t,u) sdo provenientes do modelo proposto para o solo hetero-

géneo, que respeitam as condi¢oes de contorno para o modelo fisico do solo.

Visto que a integral do termo referente a parcela da fonte para o integrando ja foi

previamente deduzida na Eq. 3.30, temos que

In |2at + b+ 2\/a(at2 + bt +¢)| + constante, (5.12)

dt 1
/\/at2+bt+c_\/5

O que implica que a solugao da integral definida no parametro t é

/1 dt 2a +b+2\/a(a+b+c)
0 \/atz—l-bt—i—c_\/an b+ 2/ ac

Como b e ¢ na férmula na verdade sao fungoes do ponto de calculo do potencial elétrico,

1

(5.13)

denomina-se entao a funcao ®(x,y, z) como

O(s,y,2) = 1 " 2a + b(x,y) + 2\/a(a +b(x,y) + c(x,y, 2)) | |

va b+ 2i/a c(x,y, 2)

Essa funcao é o resultado da integral realizada para a funcao potencial da fonte de corrente.

(5.14)

A fungao f(t,u) da férmula de quadratura, apés a integragao de H (t) se torna a equagao

F(u) que se segue

F(u) B /1 fij (t, u)e—u z/Vat2+bt+c + gij (t, u)eu z/Vat2+bt+c
0 vat? + bt +c

Essa equacao é resolvida numericamente, visto que o célculo das funcoes Fi; (¢, u) e G;; (¢, u)

dt. (5.15)

¢é obtido através da resolugao de um sistema de equacoes lineares, nao sendo deduzidos de
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forma analitica nesta tese. A solugdo numérica da referida equacao é resolvida de maneira

simples através da quadratura de Gauss-Legendre para o intervalo nao canonico [0,1].

A solugdo numérica se resume a avaliar a funcdo nas raizes de um polinémio e
realizar a combinacao linear desses valores com pesos associados, os pontos e 0s pesos
associados sao tabelados e nao precisam ser recalculados a cada iteragao. O célculo dessa
quadratura em cinco pontos se mostrou satisfatorio, caso se precise de uma precisao maior
para essa integral também se pode optar por algum algoritmo de quadratura adaptativa

como o de Gauss-Kronrod. Os algoritmos utilizados para integracao foram os da biblioteca
GNU Scientific Library (GSL).

Assumindo a distribuicdo de corrente como uniformemente distribuida ao longo
do segmento e com valor igual a I/L, ou seja, uniformemente distribuida por unidade
de comprimento, se chega a Eq. 5.16. Essa equacao calcula o potencial elétrico em
uma camada j gerado por um condutor horizontal imerso em uma camada ¢ de um solo

heterogéneo.
V(o) = 5 [0(e,.2) 65+ 7 Y o (Tothen) ) o (Fines) w’m)] (5.16)
k=1

A Figura 23 ilustra as linhas equipotenciais geradas por um condutor horizontal
em um solo de quatro camadas variando sua profundidade. Cada imagem representa o
condutor em uma camada distinta do solo. Note que a solucao apresentada, como no
caso da fonte pontual, respeita o modelo fisico das condi¢oes de contorno impostas para
as transicoes de camadas. A primeira camada do solo possui linhas tal como espelhadas
devido ao efeito da interface entre o ar e o solo. Nao ha descontinuidades nas linhas
equipotenciais na transicao de camadas, somente mudancas na inclinacao devido ao efeito
das diferentes resistividades. O potencial elétrico na tltima camada do solo decai em
funcao da distancia entre o ponto calculado e o condutor, ilustrando o efeito da condicao

de contorno imposta.

A equagao desenvolvida nesta secao calcula o potencial elétrico em qualquer ponto
do solo, todavia em determinadas situacoes somente o potencial na superficie do solo é
necessario. O potencial elétrico calculado para um ponto fora da superficie do solo é
importante na determinagdo do potencial elétrico gerado em um condutor proveniente
de outro condutor, também para se calcular o potencial elétrico em um duto metalico
gerado por um sistema de aterramento préoximo. O potencial elétrico em um ponto na
superficie do solo é importante para o mapeamento do potencial e calculo das tensoes de
passo e de toque a qual uma pessoa estaria submetida na circulagao de corrente elétrica
no sistema de aterramento. Ja foi apresentado previamente nesta tese o equacionamento
para o potencial elétrico gerado por uma fonte de corrente em uma camada qualquer do
solo, porém com pontos de calculo somente na superficie do solo, para tal foram utilizados

os polinémios de Chebyshev nas fungoes caracteristicas do solo heterogéneo.
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Figura 23 — Linhas equipotenciais para diferentes profundidades de um condutor horizon-

tal. As profundidades para as figuras na ordem cima-baixo e esquerda-direita
sao respectivamente 0.5; 1,5; 2.5 e 3,5 metros. O solo analisado é de quatro
camadas com p; = 100€2.m, py = 500Q2.m, p3 = 200Q22.m e py = 50Q2.m. As
espessuras das camadas sao d; = 1m, do = Im e d3 = 1m. Devido a simetria
axial, o potencial em trés dimensoes é apenas a revolucao em torno do eixo
da fonte pontual das superficies calculadas.

-1 0 1 2 3 3 -2 -1 0 1 2 3
X [m] X [m]

Fonte: elaboracao propria.
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5.3 Condutor horizontal - Potencial de superficie

Jéa se deduziu nesta tese a equacao para a funcao potencial elétrico de uma fonte
de corrente em uma camada qualquer de um solo heterogéneo com ponto de calculo na su-
perficie do solo. Essa equacao ¢ aplicavel para o calculo do potencial elétrico na superficie
do solo e grandezas como a tensao de passo e a tensao de toque. O motivo da utilizagao
dessa equacao ao invés da equacgao genérica ¢ o fato desta possuir um esforco computa-
cional menor para o calculo. Visto que a geracao de imagens é uma etapa onde se exige
uma grande quantidade de iteracoes, ha uma grande reducao no tempo de processamento

ao se utilizar uma equacao otimizada para o cilculo do potencial de superficie.

A equacao para o calculo do potencial de superficie, que foi previamente deduzida

nesta tese como a Eq. 4.72 ¢ aqui reapresentada por conveniéncia.

,OE'I 6”, s C{
V(z,0) = +>
A \/(/z — 20?2+ 22 10 \/(/z, —29)2+ 12

Ao se aplicar nessa equacao o conceito de integral de linha para o potencial gerado
por um segmento linear, também assumindo a corrente como uniformemente distribuida
no condutor por unidade de comprimento e ja substituindo o médulo da derivada, temos

que

. ¢ n
pl(t) (6 G Do) dt.  (5.17)

Vir,rq) = +
(r.70) o Am \|r — 7ol g \/(4_ no(1)2 412 ) || dt

As constantes C; representam a decomposicao das fungoes caracteristicas do solo hetero-
géneo F; e G;; em uma série de Chebyshev. Como a profundidade de todos os condutores
horizontais em um sistema de aterramento ¢ constante, ja que os valores de C; dependem
somente das caracteristicas do solo e da profundidade de fonte pontual, a decomposicao
em série de Chebyshev s6 precisa ser feita uma tunica vez para todos os condutores ho-
rizontais do sistema de aterramento. O potencial de superficie para o segmento linear é

entao calculado pela equacao

, pil fl dij - G :
Vir,re) = —— — 4 dt, 5.18
7o) =4z |7 —7ol| § V(2= 29(1))% + 12 (5.18)

visto que C; independe do parametro t e a primeira parcela do integrando é a parcela de

solo homogéneo ja previamente deduzida, se obtém entao a equacao

; 1

P:'I ) n . 1

V(z,y,z) =~— [ ®(z,5.0) 6;; + ng dt |, (5.19)
4 ! g LS a0+ 2

cuja integral remanescente (parcela do solo heterogéneo) é do mesmo tipo da integral da

parcela do solo homogéneo. Se adapta entao a funcao ®(x,y, z) para o novo integrando,
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assim obtendo-se a funcdo ®'(z,y, z). Com esse generalizacao é possivel obter a Eq. 5.20,
que é uma equacao de baixo custo computacional para o calculo do potencial elétrico de

superficie gerado por um condutor horizontal.

il -
V(z,y,0) = Z (@(x,y,O) dij + ZCZ @'(l,x,y)) , (5.20)
d 1=0
onde
1 2a + b(x,y) + 24/ala + b(x,y) + d(l, z,
B(La.y) — |2 HEY) yala + be.y) +d(L.y))| 5.21)
Va b+ 2¢/a d(l,z,y)
e a variavel e funcoes auxiliares sao
a = (.732 — LL’1)2 + (yz - y1)2 =r?
b(z,y) = 2((n—y)(ye—vy1)+ (21 —2)(x2 — 71) )
dl,z,y) = (11—2)*+ (@ —y)* + 1% (5.22)

5.4 Potencial elétrico de condutor que atravessa ca-

madas

Para um condutor que nao atravessa as camadas do solo heterogéneo se utilizou
uma distribuicdo uniforme para a corrente que flui do condutor para o solo. Isso foi
utilizado para o modelo dos condutores horizontais. J& para o modelo das hastes de ater-
ramento essa distribuicao uniforme nao pode ser adotada, visto que ha uma discrepancia
entre a distribuicao da corrente ao longo das camadas que é proporcional a resistividade e
espessuras das camadas. Todavia, ha um fato que é de suma importancia para se desen-
volver o modelo de um condutor que atravessa as camadas, o potencial elétrico em toda

a extensao do condutor é uniforme.

5.4.1 Corrente uniforme dentro de uma camada do solo

Esta secao do capitulo ird introduzir um modelo de hastes de aterramento, um
condutor que quase sempre atravessa as camadas do solo. Devido a mudanga na resis-
tividade do solo que circunda a haste, ndo é mais possivel assumir que a corrente flui
para o solo de maneira uniforme por todo o comprimento da haste. Todavia, é uma
consideracao razoavel assumir que a densidade de corrente é inversamente proporcional a
resistividade das camadas do solo, i.e. a distribuicao da corrente em cada camada é uni-
forme. Tagg (1964) introduziu esse modelo para duas camadas, sendo esse generalizado
por Takahashi e Kawase (1991). Esta tese ird aplicar o modelo adotado pelos referidos

autores considerando elementos de comprimento efetivos [,, em cada camada ao invés
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da propria espessura da camada e o comprimento da haste no equacionamento, a altera-

¢ao no modelo foi feita porque o autor desta tese acredita que isso torna mais simples a

representacao computacional.

Figura 24 — Modelo para calculo da densidade de corrente em uma haste. Para este
caso da imagem, temos que [, = 0 visto que nao ha comprimento efetivo
da haste na primeira camada do solo, [y tem um comprimento efetivo menor
que a espessura da segunda camada, l3 tem o comprimento efetivo igual a

espessura ds e [4 ¢ igual ao comprimento da haste menos a soma dos demais
comprimentos efetivos.

P L d,
P2 T 6 d

P3 I3 ds

Py I

Fonte: elaboracao propria.

Sendo [ a corrente injetada na haste, i,, a densidade de corrente, [,,, 0 comprimento
efetivo de uma haste em uma camada e p,, a resistividade de uma camada, todos para

uma camada, genérica m do solo, é possivel obter o seguinte sistema de equacoes.

i1p1 = dapa =+ = P = - INPN (5.23)
tily +iolo + oo+ il + - inly =1 (5.24)

Escreve-se todas as correntes em funcao de i, na Eq. 5.23 e a substitui na Eq. 5.24,

. M PO . (5.25)
P1 P2 PN
im 2P 4 i Py il i Py = 1 (5.26)
P1 P2 PN
N Ek
impm 3 2 =1 (5.27)
fe=1 Pk

Assim é possivel obter uma equacao para calcular a densidade de corrente 7, em uma

camada m qualquer do solo, que ¢é apresentada pela Equacao 5.28.

?:m—

(5.28)

M=~

2k

Pm

k=1

A Figura 24 ilustra como o comprimento efetivo da haste em cada camada ¢ calculado,

quando a haste nao pertence a uma determinada camada esse comprimento efetivo é
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nulo. O autor desta tese optou por trabalhar com o comprimento efetivo da haste em
uma determinada camada, assim nao é necessario representar a espessura das camadas e

o comprimento da haste no equacionamento.

Note que para o modelo representado pela Figura 24 a corrente que flui da haste
para o solo ¢ uniforme em cada camada, na se¢ao seguinte apresentar-se-4 uma modelagem
assumindo essa corrente como uma fung¢ao nao uniforme, em seguida comparar-se-ao os

dois modelos.

5.4.2 Corrente nao uniforme

O modelo apresentado em Martins Neto (1998) nao considera a corrente como
uniforme dentro da camada, mas sim como func¢ao da profundidade. Para isso, esse
modelo utiliza um sistema de equagoes lineares, considerando a haste de aterramento
como um conjunto de pontos distribuidos na superficie da haste. A Figura 25 apresenta o
modelo para o calculo da distribuicao de correntes, a haste ¢ segmentada e cada segmento
da mesma ¢ representado por uma fonte pontual de corrente na superficie da haste (i.e,
distante de um raio r do centro da haste). Como a haste, mesmo em um solo heterogéneo,
esta equipotencializada, ou seja, todos os pontos possuem o mesmo potencial elétrico, ¢
possivel entao resolver um sistema de equacoes lineares para encontrar a corrente de cada

fonte pontual que satisfaz essa condicao.

Figura 25 — Segundo modelo para calculo da densidade de corrente em uma haste. Toma-
se uma haste como segmentos, representadas por fontes de corrente na super-
ficie da haste, resolve-se entdo um sistema de equacoes lineares pela interfe-
réncia de cada ponto 7 em um ponto j. O resultado do sistema linear, que
admite a condi¢ao de equipotencialidade, fornece a distribuicao de corrente
para o solo ao longo da haste.

Fonte: elaboracao propria.
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Esta tese aplicara o equacionamento que se desenvolveu para o solo heterogéneo
no modelo de Martins Neto (1998) para se encontrar a distribuigdo de correntes em uma
haste de aterramento, para tal representar-se-4 a haste como uma distribuicdo de fontes
pontuais de corrente. Cada fonte que compoe a haste tem sua posicao e corrente definidas,
assim o potencial da haste de aterramento sera simplesmente a soma da contribuicao de
cada fonte pontual. Para o sistema de equagoes lineares utilizou-se a notagao apresentada
por Pereira Filho (1999) para se incluir a corrente do condutor diretamente no sistema.
Tomando como R;; a relagao entre a tensao e a corrente proveniente de uma fonte pontual
i em outra fonte pontual j, é possivel montar um sistema de equagoes lineares (vide Eq.
5.29 ), onde se injeta uma corrente I, € se calcula a corrente em cada fonte pontual iy,

tal como o potencial V; da haste de aterramento.

Ry Riy Ru -1 [a] ]

Ry Ry Rog —1 19

R31 Rss Rss -1 |i3]| = 0 (5.29)
_—1 -1 -1 --- 0 ] _%_ __Ihaste_

A notagao de Pereira Filho (1999) foi originalmente desenvolvida para se encontrar
a distribuicao de correntes em uma associagao de condutores em um sistema de aterra-
mento, mas é perfeitamente aplicavel a associagao de fontes pontuais para a representacao
da haste, basta substituir a equagdao do condutor pela equagao da fonte pontual e a cor-
rente do sistema pela corrente injetada no condutor. A solucao da Eq. 5.29 nos fornece
como a corrente .40 € dividida, tal que a soma das correntes das fontes pontuais é igual
a corrente injetada na haste. Também se pode calcular a resisténcia de aterramento da

haste pela relagao entre o potencial Vj da haste e a corrente Iy, injetada.

5.4.3 Comparativo entre os modelos

Nesta se¢ao do capitulo um comparativo entre os dois métodos para a obtencao
da distribuicao de correntes na haste é realizada com o intuito de se mostrar o método

mais adequado a ser adotado no modelo final da haste de aterramento.

Inicialmente, toma-se como exemplo um sistema de aterramento composto por
uma haste de 3 m de profundidade, enterrada entre a superficie do solo e uma distancia
de 3 m, com didmetro (adotado para o método nao uniforme) de 3/4”. Injeta-se uma
corrente total igual a 1 A na haste. O solo adotado neste primeiro exemplo é heterogéneo,
de duas camadas, com resistividades de p; = 100 Q2.m, py = 150 2.m, e a espessura da

primeira camada de dy=1 m.
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Tabela 3 — Modelo da corrente uniforme dentro da camada. Solo heterogéneo utilizado
para o calculo: p; = 100 Q.m, p = 150 Q.m, dy=1 m. Haste localizada entre
0 e 3 m de profundidade.

m Im :“:m. Im
1 1,00 0,428571 0,428571
2,00 0,285714 0,571429

Fonte: elaboracao propria.

O resultado da aplicagao do método da corrente uniforme dentro da camada é
mostrado na Tabela 3, onde, para uma camada m, o comprimento 1til da haste na camada
¢ l,,, a densidade linear de corrente na camada ¢ i,, e [,,, ¢ a corrente total no comprimento
util da haste dentro da camada. Note que a soma das correntes [/, ¢ igual a corrente

injetada na haste.

Figura 26 — Densidade de corrente i(t) parametrizada em t. O modelo nao uniforme foi
segmentado em cinquenta pontos.

0.028 1
—— Modelo nao uniforme

0.026 1 —— Modelo uniforme

0.024 -
= 0.022-

0.020 -

0.018 -

0.016 - /

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Fonte: elaboracao propria.

Para o método da corrente nao uniforme, a corrente nao pode ser mais representada
por um tnico valor dentro de uma camada, mas sim como uma funcao da profundidade.
Para tal, soluciona-se um sistema de equacoes lineares onde uma condicao equipotencial
¢ imposta. A Figura 26 ilustra de forma grafica a distribuicao de correntes em uma
haste de aterramento, parametrizada em ¢, onde a soma das correntes 7 ¢ igual a corrente
total na haste. Para o modelo da figura, a haste foi segmentada em 50 fontes de corrente,
sendo o perfil equipotencial obtido para as duas camadas do solo. E possivel observar uma

discrepancia nos valores da corrente antes e depois da transicao das camadas. A Figura 26
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também mostra um comparativo com o método uniforme, nesse caso adotou-se que todas
as fontes de correntes que representam a haste possuem uma corrente uniformemente

distribuida dentro da camada (i.e., I, dividido pela quantidade de segmentos).

Ao se analisar a Figura 26 ¢ possivel observar que o modelo uniforme toma um
Unico valor para representar a corrente dentro da camada, tal como um valor médio, ja o
modelo nao uniforme trata a distribuicao de correntes de forma mais precisa. A soma das
correntes de todas as fontes pontuais para o modelo nao uniforme é de 0,408429 A para
a primeira camada e de 0,59157 A para a segunda camada. Em contrapartida, o modelo
uniforme trata essas correntes como 0,428571 A para a primeira camada e 0,571429 A para
a segunda camada. E possivel concluir que mesmo nao representando de forma precisa
as caracteristicas da distribuicao de correntes, principalmente no inicio e final da haste,
os dois modelos possuem valores totais proximos para as correntes na haste dentro da

mesma camada.

Figura 27 — Densidade de corrente i(t) parametrizada em . O modelo nao uniforme foi
segmentado em cinquenta pontos.

0.05 1 —— Modelo nao uniforme
—— Modelo uniforme
0.04 1
g 0.03 1
\
0.02 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fonte: elaboragio propria.

Agora se toma como exemplo um solo heterogéneo mais complexo, composto por
quatro camadas horizontais de resistividades p; = 100 Q.m, py = 150 Q.m, p3 = 200
Q.m e pg = 500 2.m, e com espessuras d;=0,25 m, d=0,5 m e ds3=1 m. Para o modelo
uniforme cada fonte de corrente tem o mesmo valor para a corrente dentro da mesma
camada, se utilizou entao para a comparacao a corrente total dividida pela quantidade

de pontos.
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Tabela 4 — Modelo da corrente uniforme dentro da camada. Solo heterogéneo utilizado
para o calculo: p; = 100 Q.m, po = 150 Q.m, p3 = 200 Q.m, py = 500 Q.m,
dy = 0,25 m, dy = 0,5 m, d3 = 1 m. Haste localizada entre 0 e 3 m de

profundidade.
1 0,25 0,750 0,1875
2 0,50 0,500 0,2500
3 1,00 0,375 0,3750
4 1,25 0,150 0,1875

Fonte: elaboracao propria.

Também se utilizou o mesmo sistema de aterramento, composto por uma haste
de 3 m de profundidade, enterrada entre a superficie do solo e uma distancia de 3 m,
com didmetro de 3/4”, com uma corrente total injetada igual a 1 A. O resultado da
aplicagdo do método da corrente uniforme dentro da camada é mostrado na Tabela 4. Da
mesma forma que no exemplo anterior, a soma das correntes em uma mesma camada é
igual a corrente injetada na haste. A Figura 27 ilustra de forma gréafica a distribuicao
de correntes em uma haste de aterramento para o método da distribuicdo nao uniforme.
Para o modelo da figura, a haste também foi segmentada em 50 fontes de corrente, sendo
o perfil equipotencial obtido para as quatro camadas do solo. Como no exemplo anterior,
¢é possivel observar uma discrepancia nos valores da corrente antes e depois da transicao

das camadas.

A Figura 27 também mostra um comparativo com o método uniforme, tal como
no exemplo anterior. A soma das correntes de todas as fontes pontuais para o modelo nao
uniforme é de 0,210652 A para a primeira camada, 0,226445 A para a segunda camada,
0,351746 A para a terceira camada e de 0,211157 A para a quarta camada. Em contra-
partida, o modelo uniforme trata essas correntes como 0,1875 A para a primeira camada,
0,25 A para a segunda camada, 0,375 A para a terceira camada e 0,1875 A para a quarta
camada. E possivel concluir que o modelo uniforme nao consegue representar de forma
precisa as caracteristicas da distribuicdo de correntes, principalmente no inicio e final da
haste, os dois modelos possuem discrepancias consideraveis para as correntes totais em

cada camada.

A Figura 28 ilustra o erro percentual entre o potencial elétrico gerado por uma
haste de 3 m, enterrada a uma distancia de 0,5 m da superficie de um solo heterogéneo
de quatro camadas com p; = 100€2.m, py = 5002.m, ps = 200Q2.m e py = 50Q2.m e com
espessuras das camadas d; =1 m, do =1 m e d3 = 1 m. Optou-se por ilustrar um mapa
de corres para o erro visto que o comparativo entre o potencial gerado pelos dois métodos
nao é tao discrepante, todavia com a analise do erro é possivel observar onde a diferenca

entre os dois métodos é mais discrepante, que é no entorno da haste, o potencial para os
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dois métodos ¢ equivalente para pontos de calculo distantes das imediacoes da haste. Uma
vez que a resisténcia de aterramento da haste é calculada a partir da integral do potencial
elétrico nas imediacoes da haste, essa grandeza apresenta certa discrepancia entre os dois
modelos para a representacao da distribuicao de correntes. Para esse exemplo o modelo
nao uniforme apresenta uma resisténcia de aterramento de 35,0380 €2 e o modelo uniforme
um valor de 38,3488 €, note que essa diferenca é explicada devido as discrepancias entre

o potencial elétrico nas imediagoes da haste nos dois modelos. Conclui-se entdo que o

potencial elétrico nos dois modelos é bem representado quando nao se esta nas imediagoes

da haste, porém para pontos proximos da haste e para o préoprio calculo da resisténcia de
aterramento havera um erro se o modelo adotado for o da corrente uniforme dentro da
camada.

Figura 28 - Mapa de cores para o erro entre o potencial elétrico do método uniforme em
comparacao com o método nao uniforme para a distribuicao de correntes. As
profundidades do topo da haste de 3 m, segmentado em 50 fontes pontuais de
corrente, enterrada a 0,5 m da superficie do solo. O solo analisado é de quatro
camadas com p; = 100 Q.m, py = 500 Q.m, p3 = 200 Q.m e py = 50 Q.m.
As espessuras das camadas sao dy =1m, dy =1meds; =1 m.

eixo x [m]

Fonte: elaboracdio prépria.

O modelo de Takahashi e Kawase (1991) apresentou bons resultados quando tes-
tado com modelos simples do solo, porém as caracteristicas da distribuicdo de corrente
para solos mais complexos necessitou de uma funcao para a distribuicao de corrente e nao
apenas valores unicos para cada camada. Uma funcao para a distribuicao de correntes
pode ser obtida com o modelo de Martins Neto (1998), onde uma distribui¢ao de fontes
pontuais é utilizada para representar uma haste de aterramento. Essa diferenca se reflete

na funcao potencial da haste nas imediac¢oes do condutor e no calculo de sua resisténcia
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de aterramento. Com o intuito de se representar os potenciais gerados pela haste de ater-
ramento da forma mais precisa possivel, em especial na primeira camada do solo, onde a
distribuicao de correntes na haste em nada se assemelha com uma distribuicio uniforme,
adotar-se-4 de agora em diante o modelo ndo uniforme para a representagao das hastes

de aterramento.

5.4.4 Condutor vertical - Funcao potencial

O potencial clétrico gerado por uma fonte de pontual de corrente em solo heterogé-

uco ja foi previamente deduzida nesta tese na Eq. 4.53 ¢ ¢ aqui repetida por conveniéncia.

opd di - ‘ T o o
Vinz) - 2 ¥ e e PN (h @.(hgk)) Jo (h @-(hfk)) W (hey)

Uma vez que a haste de aterramento é modelada como uma associacdo de fontes de

correntes, onde a haste ¢ segmentada cm M clementos ¢ cada valor das correntes das fontes
¢ calculadas através de wn sistemna de cquagoces linearces para umna condicao equipotencial,
o potencial de uma haste de aterramento em uma coordenada r no espago é entdo dado
pela seguinte equacao,

M
- pimIm 51’j

= +
m=1 4w \/(’L - )?’0)2 + (Z - 3(}771)2 (r

5.30})
+ Wi Wi frm (%w(hfk)) Jo (%ﬁ’)(hfk)) W' (Ré)

onde pg, ¢ a resistividade da camada i, {,, ¢ o valor da corrente, 2y, ¢ a profundidade
¢ fm a fungdo caracteristica do solo heterogénceo, todos relacionados & m-ésima fonte
pontual de corrente. Uma vez solucionado o sistema de equacoes lineares da Eq. 5.29,
onde é calculada a influéncia de cada fonte de corrente que compdem o condutor, ou
resisténeias mntuas, a funcdo potencial da haste é calculada de forma simples como a

soma do potencial clétrico de varias fontes de correntes.

A Figura 29 ilustra as linhas equipotenciais geradas por um condutor vertical
em um solo de quatro camadas variando sua profundidade. Cada imagem representa o
condutor cm uma camada distinta do solo. Note que a solugdo apresentada, como no
caso da fonte pontual, respeita o modelo fisico das condigoes de contorno impostas para
as transicoes de camadas. A primeira camada do solo possui linhas tal como espelhadas
devido ao efeito da interface entre o ar e o solo. Tal como no modelo proposto para o
condutor horizontal, nao ha descontinuidades nas linhas equipotenciais na transicao de
camagas, somente mudancas na inclinagio devido ao cfcito das diferentes resistividades.
O potencial clétrico na iltima camada do solo decai em fungio da distancia entre o ponto

calculado e o condutor, ilustrando o efeito da condi¢do de contorno imposta.
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Figura 29 — Linhas equipotenciais para diferentes profundidades de um condutor verti-

cal. As profundidades do topo da haste de 2 m, segmentado em 50 fontes
pontuais de corrente, para as figuras na ordem cima-baixo e esquerda-direita
sao respectivamente 0; 1,5; 2.5 e 3,5 metros. O solo analisado é de quatro
camadas com p; = 100 Q.m, ps = 500 Q.m, p3 = 200 Q.m e pg = 50 Q.m.
As espessuras das camadas sao dy = 1 m, dy = 1 m e d3 = 1 m. Devido a
simetria axial, o potencial em trés dimensoes é apenas a revolucao em torno
do eixo da haste das superficies calculadas.

Fonte: elaboracao propria.
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Note que a discretizagao realizada para a representacao do condutor vertical é
imperceptivel dependendo da quantidade de fontes de corrente utilizadas para a repre-
sentacao do condutor vertical. A adocao do modelo nao uniforme para o cilculo da
distribuicao de correntes na haste também ¢é de fundamental importancia para a precisao
dos resultados, visto que o modelo uniforme faz uma simplificacao que usa apenas um
valor para a magnitude do fluxo corrente na haste por camada do solo heterogéneo, o
que nao ¢ verdade, principalmente para a primeira e ultima camada onde a haste estd
imersa. De acordo com as Figuras 26 e 27 ¢ possivel observar o comportamento peculiar
da distribuicao de correntes para a primeira e ultima camadas onde a haste esta imersa,

o que nem mesmo se assemelha a uma distribuicao homogénea.

O calculo do potencial elétrico gerado por uma haste de aterramento para pro-
fundidades diferentes da superficie do solo é importante para se determinar a influéncia
entre condutores em um sistema de aterramento. Todavia, a Eq. 5.30 pode ser simplifi-
cada para se calcular o potencial gerado pela haste na superficie de um solo heterogéneo,

reduzindo assim o esforco computacional necessario para essa tarefa.

5.4.5 Condutor vertical - Potencial de superficie

Ja se deduziu nesta tese a equacao para a funcao potencial elétrico de uma fonte
de corrente em uma camada qualquer de um solo heterogéneo com ponto de célculo na
superficie do solo. Como no condutor horizontal, o motivo da utilizacao dessa equacao
ao invés da equacao genérica é o fato desta possuir um esforco computacional menor
para o calculo. Visto que a geracao de imagens é uma etapa onde se exige uma grande
quantidade de iteragoes, ha uma grande reducao no tempo de processamento ao se utilizar

uma equacao otimizada para o calculo do potencial de superficie.

A equacao para o calculo do potencial de superficie ja previamente deduzida é aqui

reapresentada por conveniéncia.

V(r,0) = 22

i - C
Ll J _|_Z !
4 (2= 20)2 4 28 1Z0/(2—20)2 + 2

As constantes C; representam a decomposicao das fungoes caracteristicas do solo
heterogéneo F;; e G;; em uma série de Chebyshev. Como C; é fungao da profundidade
zp da fonte pontual, é necessario realizar uma decomposicao em série de Chebyshev para
cada segmento m da haste, tendo-se assim uma matriz de coeficientes C,,; para a série.
Uma vez que, geralmente, em um sistema de aterramento todas as hastes possuem o

mesmo comprimento e profundidade, os coeficientes C,,,; necessitam ser calculados apenas
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uma vez e podem ser reutilizados para todas as hastes.

M Yy n
Pim I m ()z' 7

1[/(/2’.. U) — Z + Cmﬁ

m=1 4?1- \/(a’ - 40)2 + ng =0 ()7’ - )?’0)2 + 32

Visto que o condutor vertical é representado como uma associagao de fonte de

(5.31)

correntes, soma-se o efeito de cada fonte de corrente no célculo do potencial elétrico, tal
que a Eq. 5.31 fornece o potencial elétrico na superficie do solo gerado por um condutor

vertical enterrado a qualquer profundidade de um solo heterogéneo.

5.5 Resisténcia de aterramento e acoplamento

resistivo entre condutores

A resisténcia de aterramento ¢é calculada da mesma maneira que na secao 3.5. A
distribuicao de correntes nos eletrodos gera uma elevacao de potencial no solo e também
interage com os demais eletrodos do sistema. A razao entre a elevagao de potencial gerada
em um eletrodo pela passagem de corrente no proprio eletrodo é chamada de resisténcia
propria do condutor. Quando a passagem de corrente em um eletrodo gera uma elevacao
de potencial em um eletrodo na sua vizinhanca, a razao entre essa elevagao de potencial e
a corrente injetada é denominada resisténcia mutua entre condutores. A forma de calculo
da resisténcia mutua entre condutores é feita da mesma maneira que na subsecao 3.5.2. A
diferenca entre a forma de cdlculo da resisténcia de aterramento entre condutores imersos
em solo heterogéneo e o solo homogéneo é que a funcao potencial é calculada de forma
distinta. A funcao potencial utilizada no solo homogéneo ¢é a Eq. 3.35 para cabos e hastes.

Ja para o solo heterogénco, utiliza-se a Eq. 5.30 para hastes e a Eq. 5.16 para os cabos.

Ao tomar o condutor ¢ como condutor ativo e um condutor j como passivo é
possivel construir um sistema de equacoes lineares para a interacao entre condutores, no
caso de 1 = j tem-se a resisténcia propria do condutor e nos demais casos a resisténcia
mutua entre condutores. Cada eletrodo ird possuir uma parcela da corrente injetada que
flui do sistema de aterramento para o solo. Como todos os eletrodos possuem o mesmo
potencial, uma vez que estao interligados, é possivel encontrar a parcela de corrente que
flui por cada eletrodo através da Eq. 3.42, aqui repetida por conveniéncia.

Riy Riz Ris -1 I
Ry Ry Ros -1 I
R31 Rz Ras =1 - |I3] =

1 -1 —1 - 0] |Vo] |~Le]
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No solo homogéneo ha uma simetria para a interacao entre condutores, tal que
R; = Rj, o que nao acontece no solo heterogéneo se os condutores nao pertencerem a
mesma camada do solo. Para o programa desenvolvido nesta tese, monta-se a matriz
primeiramente pelos cabos e em seguida as hastes, isso vem da forma de obtencao das

coordenadas no arquivo do desenho da malha.

R

m

Hastes-Cabos

R Simétrico
R m
Hastes
Rlll @ &
Cabos-Hastes %i
Cs

Simétrico

] (5.32)

A parcela da Eq. 3.42 em um sistema composto para cabos e hastes imersos em
um solo heterogéneo ¢é ilustrado conforme Eq. 5.32, onde R, ¢ a resisténcia propria do
condutor e R, ¢ a resisténcia mitua entre condutores. Uma vez que geralmente todos os
cabos que formam o sistema de aterramento estdo na mesma profundidade (até mesmo por
questoes praticas de execugao do projeto), haverd uma simetria para a resisténcia miatua
entre os cabos do sistema. Considerando-se também todas as hastes de aterramento de
mesmo comprimento, o que é bastante comum em projetos de sistemas de aterramento
uma vez que se trabalha com hastes de tamanho e didmetro comerciais, ¢ possivel afirmar
que a resisténcia mutua entre hastes é simétrica e também que a resisténcia de aterramento
propria é a mesma para todas as hastes do sistema. Em termos computacionais, calcula-se
metade da interagao entre cabos e se espelha o resultado, calcula-se também metade da
interacao entre hastes e se espelha o resultado. Ademais, para as hastes calcula-se apenas
a resisténcia de aterramento de uma tnica haste e se replica o resultado na diagonal da
matriz. A interacao entre cabos e hastes nao é simétrica, sendo necessario o calculo de

todos os elementos da matriz nessa regiao.

A interagao entre cabos e hastes nao é simétrica, sendo necessario o calculo de todos
os elementos da matriz nessa regiao. O uso da simetria nao é obrigatério, mas reduz o
tempo total da solucao, devido a calculos desnecessarios. Como cada elemento da matriz
¢ obtido por uma integracao numérica a utilizacao da simetria é importante quando se
tem sistemas de aterramento composto por uma grande quantidade de condutores, como
¢ o caso das malhas de aterramento de subestacoes. Caso a simetria nao seja utilizada,
obtém-se regides simétricas, ou quase simétricas, dependendo da precisao da integracao

numérica utilizada. O software desenvolvido nesta tese utiliza um método mais preciso
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para o calculo da resisténcia propria de cada condutor, devido a relevancia destes no
resultado final, uma vez que estdo na diagonal principal da matriz, que é a quadratura
adaptativa de Gauss-Kronrod. Para o calculo da resisténcia mitua entre condutores
utiliza-se o método de quadratura de Gauss-Legendre com apenas cinco raizes, que é
um calculo bem rapido, porém menos preciso que o de Gauss-Kronrod e que se mostrou

suficiente para representar o acoplamento resistivo entre os condutores.

Figura 30 — Potencial elétrico de um sistema de aterramento composto por trés hastes
interligadas, imerso em um solo heterogéneo de quatro camadas.

-6

potencial elétrico [ V']

eixo x [m]

Fonte: elaboracao propria.

Como exemplo demonstrativo, tome o sistema de aterramento da Fig. 30, que é
composto por trés hastes de 3 m de comprimento e 3/4” de didmetro, separados por uma
distancia de 2 m e enterrados a 0,5 m da superficie de um solo de quatro camadas com
p1 = 100 Q.m, po = 500 Q.m, p3 = 200 Q.m e py = 50 2.m e espessuras das camadas
iguais a d; = 1 m, dy = 1lm e d3 = 1 m. Essas hastes sao ligadas por um cabo horizontal,
de diametro igual ao das hastes, o cabo ¢ segmentado em dois e a matriz de resisténcias

resultante sem a aplicacao da simetria é

54,04 13,25 8,58 8,67 4,01 —1| [
13,25 54,04 8,67 4,03 8,58 —1| |L
8,78 8,59 35,04 4,06 4,03 —1| |I 0
8,50 3,66 4,03 3504 2,20 —1| |I
3,68 8,78 4,06 2,21 3504 —1| |I;
< = <4 =f ==f B| |% =
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para uma corrente injetada de 1 A, a resposta obtida para esse sistema linear é

] [o0,1032]
L 0,1032
I| |0,2425
L| |0,2760
I 0,2751
Vo] 12,5199

Note que ¢é possivel observar blocos simétricos na matriz de resisténcias e que
algum elemento nao simétrico em algum desses blocos é devido a algum erro na precisao da
integragdo numérica utilizada. Como a corrente injetada no sistema é de 1 A, a resisténcia
de aterramento ¢ igual ao potencial nos condutores do sistema obtido no vetor solucao
do sistema linear. A ordem dos condutores no desenho depende da sequéncia que foram
desenhados no software de CAD, nesse caso foram obtidos através de um arquivo DXF
gerado no software livre LibreCAD. Primeiro se obtém todos os cabos na ordem em que
foram desenhados e em seguida todas as hastes na ordem em que foram desenhadas. Para
a matriz de resisténcias do exemplo apresentado, primeiro se desenhou a haste central,
logo apods a da esquerda e depois a da direita. Por isso que a corrente I3 é menor que I

e I5, pois representa a haste central, cuja corrente menor.

5.6 Calculo do campo elétrico

Com o intuito de reduzir o esfor¢co computacional, uma vez que a o potencial
elétrico para o solo heterogéneo nao é calculado de maneira tao simples como no caso
do solo homogéneo, calcula-se o campo elétrico a partir da matriz de potencial elétrico
usando o Método das Diferencas Finitas. O Método das Diferencas Finitas é um método
numérico para a solucao de equacoes diferenciais onde, aplicando o conceito da definicao de
derivadas por limite, podemos aproximar qualquer equacao diferencial por sua respectiva
equagao de diferengas (SADIKU, 2009).

A equagao que define o campo elétrico (com componente a, nula) é

_|_

%" oy (5.33)

E=-VV=-— (av avay>

Representando as derivadas parciais do potencial elétrico como equagoes de diferengas

oV Vi — Vi oV Vig+n = Vi1 (5.34)
ox 2AT dy 2Ay ' '
O campo elétrico representado por diferencas finitas é
Viienrs — Viio1)s Viiint) — Viiie
E — _ (+1)7J ( 1)7] a/x _ 7(]+1) 7(.7 1) ay , (535)

2Ax 2Ay
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e sua magnitude ¢ entao calculada como

Viernss — Vs, (Vagen —Vign \°
|2 = ( eV }) +( oty 1)) | (5.36)

Uma vez que ja se obteve a matriz de potencial V' previamente, a matriz de campo
elétrico ¢ obtida através dos elementos da linha i e coluna j dessa matriz. A Eq. 5.35
foi obtida a partir das diferencas finitas centrais, para o calculo do campo elétrico nas
extremidades da solucao basta adaptar a formula para uma equacao de diferencas finitas

progressivas ou regressivas, ou até mesmo nao incluir esses pontos na solugao.

Note que a solugao para o campo elétrico é baseada na solugao final para o poten-
cial, que representa a superposicao do potencial de todos os condutores do sistema. Nao
¢ necessario realizar a soma vetorial do campo elétrico de cada condutor no sistema, pois
se faz uma anédlise apenas da matriz de potencial em sua forma final para essa solucao.

Figura 31 — Magnitude do campo elétrico ||E| em uma malha de aterramento em solo
heterogéneo.

1.088 =

=
©
=t
[e]
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-(0.680

eixo vy [m]
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0.408

0.272

Magnitude do campo elétrico [V /n

0.136

5 T T T T T 0.000
—6 -4 -2 0 2 4 6
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Fonte: elaboracao propria.

A Figura 31 mostra o resultado do calculo do médulo do campo elétrico em uma
malha de aterramento de 9 x 9 m, composta por quadriculas de 1 x 1 m de lado. A malha
esta enterrada a 0,5 m da superficie do solo e esta imersa em um solo de quatro camadas
com p; = 100 2.m, po = 500 Q.m, ps = 200 Qom e py = 50 Q.m. As espessuras das
camadas sdo d; = 1 m, dy = 1 m e d3 = 1 m. Note que o moédulo do campo elétrico
foi obtido a partir da matriz de potencial, utilizando o método das diferencas finitas. A
resisténcia de aterramento para esse sistema ¢ de 5,77655 €2. O calculo da magnitude
do campo elétrico ¢ importante uma vez que esta é numericamente igual ao potencial de

passo na superficie da malha.
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5.7 Consideracoes sobre aterramentos em solo hete-
rogéneo

Como é possivel observar, o estudo de aterramentos elétricos em solo heterogéneo
¢ bastante parecido com o caso de solo homogéneos. A forma de cilculo da resisténcia de
aterramento e a distribuicao de correntes nos eletrodos diferem apenas na fun¢ao potencial
utilizada. Grandezas utilizadas em projetos de sistemas de aterramento como a tensao
de toque e a tensdao de passo também sdo idénticas, dadas pelas Equacgoes 3.54 e 3.55

respectivamente.

Apesar das semelhancas que se tem entre o solo heterogéneo e o solo homogéneo,
ambos diferem e muito nos resultados. Uma pratica bastante errada é a associacao de
camadas para se obter um “solo homogéneo equivalente”. Uma forma bem grosseira de
se obter uma equivaléncia desse tipo é dizer que o solo homogéneo equivalente é obtido
através do valor médio da resistividade das camadas. Tomemos como exemplo a malha de
aterramento da Fig. 31, a resisténcia de aterramento obtida através do “solo homogéneo
equivalente” seria de 10,3394 Q em contrapartida com os 5,77655 € calculados através do

modelo de solo heterogéneo, que representa um erro de aproximadamente 79%.

Figura 32 — Comparativo entre solo heterogéneo ¢ homogéneo.
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Fonte: elaboracao propria.

Mesmo que se deduza um métododo mais sofisticado para a obtencao de um solo
homogéneo equivalente, que obtenha o mesmo valor de resisténcia de aterramento, havera
um erro implicito, visto que os potenciais de superficie nao podem ser ajustados de forma

linear. Tome agora o exemplo da Fig. 32, onde se apresenta o potencial elétrico na
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diagonal da malha do sistema de aterramento da Fig. 31. Apresenta-se nessa figura a
tensao ao longo da diagonal de forma normalizada (dividida pelo seu valor méximo), tanto
para o solo heterogéneo como para o solo “homogéneo equivalente”. Nota-se que mesmo
que ambos possuissem o mesmo valor de resisténcia elétrica, os potenciais de superficie
seriam distintos, o que geraria um erro no cédlculo das tensoes de passo e de toque. Esse
tipo de erro é o mesmo que ocorre para o posicionamento da sonda de potencial em um
ensaio de resisténcia de aterramento. E pratica comum posicionar a sonda de potencial
a uma posicao igual a 61,8% da distancia entre o sistema de aterramento ensaiado e o
sistema de retorno de corrente, mesmo sem encontrar um patamar de tensao previamente.
Essa distancia de 61,8% s6 é valida para o solo homogéneo, que na prética dificilmente é

encontrado, e é erroneamente utilizada em solos heterogéneos.

Como apresentado nesta secao do capitulo, o modelo de solo heterogéneo é de
fato necessario, o que leva a se questionar qualquer procedimento de calculo baseado em
formulas semi-empiricas ou baseadas em solos homogéneos. Uma anélise mais precisa se
faz necessario para estudos de sistemas de aterramento no caso de solos heterogéneos, o

que geralmente empregara recursos computacionais para este fim.
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CAPITULO

Modelagem elétrica do solo

6.1 Introducao

Um projeto de um sistema de aterramento elétrico depende, em parte, do mo-
delo que representa o comportamento elétrico do solo a ser utilizado. E pratica comum
utilizar a modelagem que estratifica o solo em camadas homogéneas, onde, geralmente,
cada uma ¢é também uniforme quanto sua resistividade elétrica (¢f. Fig. 33). Métodos
experimentais como o de Wenner e Schlumberger procuram estabelecer uma relagao entre
tensoes e correntes medidas na superficie do solo com a referida modelagem. Desta forma
sao determinados, por exemplo, no caso de camadas horizontais, suas resistividades e

espessuras.

Evidentemente, considerar o solo como formado por camadas horizontais e homo-
géneas ¢ apenas uma aproximacao do solo real, sendo importante o conhecimento do erro
envolvido na aproximacgao realizada. Ademais, existe uma parcela de erro que pode ser
considerado de cunho tedrico, proveniente de todo o tratamento matematico necessario
para transformar as tensoes e correntes medidas experimentalmente na superficie do solo

nos valores de resistividade e espessura de cada camada.

Figura 33 — Modelo do solo em camadas horizontais. O solo real é composto de camadas
irregulares, ja o modelo adotado utiliza camadas de resistividade p homoge-
neas para cada espessura d.

dy P dq P1
S N : :
T ——— & . .
o0 l Pn o0 * Pn
(a) Tlustracao do solo real. (b) Modelo do solo em camadas horizontais.

Fonte: elaboracao propria.
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Desta forma, separa-se em duas parcelas o erro total que se comete ao estratificar
o solo em camadas: a primeira parcela provém do tratamento mateméatico que se da ao
longo de todo o processo; a segunda parcela, considerada com erro pratico, se traduz
no quanto o modelo do solo em camadas homogéneas e horizontais se aproxima do solo
real. Este trabalho tem como objetivo minimizar o erro que se realiza nesse tratamento

matematico.

6.2 Calculo da funcao potencial

A solucao da equacao de Laplace em coordenadas cilindricas representa a funcao
Potencial elétrico para o solo heterogéneo, que ¢ utilizada para a obtencao dos parametros

do solo através de ensaios de campo. Esta é dada pela Eq. 6.1.
vw¢):/“[ﬂxp4Z+ngMthﬂdA (6.1)
0

O resultado dessa equagao pode ser obtido pela Eq. 4.72, porém Sunde (1968) desenvolveu
um algoritmo para este caso especifico de fonte de corrente e ponto da calculo na superficie
do solo, chamado de algoritmo de Sunde, que sera utilizado nesta se¢do da tese por ter
uma solugdo mais simples e eficiente do ponto de vista computacional. A obtencao das
fungoes caracteristicas f(A) e g(\) da Eq. 6.1 é realizada conforme Sunde (1968). As
condigoes de contorno necessarias para o modelo do solo heterogéneo sao mostradas na
Eq. 6.2. Essas equagoes descrevem as condigdes de contorno para o solo, onde se soma

também a contribuicao da fonte de corrente para a obtencao da solugao final.

‘/i = ‘/i+1
1 . .
LOG| 1 Vi 62)
19V,
- =0
pi 0z =0
25V =0

onde H; é definido como a profundidade da interface de uma camada com a outra, i.e.,
j=1

A funcao Potencial elétrico de uma fonte pontual localizada na origem do sistema

de coordenadas cilindricas é definida por

[ roo
Vi) =24 / ke (\) Jo(Ar) dX (6.4)
21 Jo
onde k;(\) representa a funcao caracteristica do solo heterogéneo, esta, para uma quan-

tidade arbitraria de camadas, foi deduzida por indugdo em Sunde (1968) e é definida
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como
k _ 1 — py_qe” 2N " _ PN-1 = PN
Nt fN e 2AdN -1 N PN-1+ PN
1= e _pi— Pivikin
P T o —and Mi = —F————F—— (6.5)
1+ pe==A% Pi + pit1kiv
1= peh _p1— paka
L L e M o paks’
que pode ser escrita de forma compacta como
1 — e i — Pit1ki .
]{Z.ZLM m:w 1<i<N. (6.6)
1+ pze=A% pi + pivikita

E bastante recorrente na literatura o uso da notacio de Takahashi e Kawase (1990)
para a funcdo caracteristica do solo heterogéneo. E valido mencionar que ambas as no-
tagdes geram o mesmo resultado, todavia, o autor deste trabalho optou utilizar a funcao

caracteristica como apresentada em Sunde (1968) por sua notacao simples e direta.

6.2.1 Aplicagao da fungcao potencial ao método de Wenner

O método de Wenner ¢ um método de prospeccao geoelétrica bastante utilizado na
engenharia elétrica. Este método é utilizado para a obtencao do perfil de resistividade do
solo. Utiliza-se os dados obtidos pelo ensaio de Wenner para determinar a resistividade

aparente p, para cada espacamento a do arranjo de eletrodos, conforme ilustra a Fig. 34.

Para o arranjo de eletrodos 1 a 4 da Fig. 34 uma corrente elétrica de magnitude
I é imposta entre eletrodos 1 e 4, o que acarreta em uma diferenca de potencial entre
os eletrodos 2 e 3 do arranjo. A razao entre a diferenca de potencial Va3 e a corrente
injetada ¢ utilizada para a determinacao da resistividade aparente em um determinado

espacamento a entre os eletrodos.

Com o conhecimento do procedimento adotado neste ensaio é possivel equacionar o
valor da diferenca de potencial lida no ensaio. O equacionamento da Eq. 6.7 corresponde

a aplicacao da Eq. 6.4 ao ensaio de Wenner.

Va(a) = ’;f /OOO k(\) Jo(Aa) dA — '021; /OOO k1(\) Jo(20a) dA
Vi(a) = p;; OOO k1(\) Jo(20a) d — pzlﬂf /O () Jo(Aa) dA (6.7)

= IOII

Via(a) = Va(a) = Va(a) = "= [T k() [h(ra) ~ Jo(2ha)] A
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Figura 34 — Método de Wenner. O método consistem em mapear o solo variando o espa-
camento a entre as hastes auxiliares. Impoe-se uma corrente em um circuito
fechado formado entre as hastes externas (1,4) e 1é-se o a diferenca de poten-
cial entre as duas hastes centrais (2,3).

Fonte: elaboracao propria.

Contudo, busca-se com este ensaio o valor da resistividade aparente. Para tanto,
aplica-se a relacao entre a diferenca de potencial Vi3 e a corrente injetada dada pela

Equagao 6.8 (SUNDE, 1968).

Pa = 2?1’&1% (6.8)
Aplicando a Eq. 6.7 & Eq. 6.8 obtém-se
pala) = 2pra /é k() [Jo(ha) — Jo(2Aa)] dA (6.9)

que é a funcao de resistividade aparente do solo em func¢ao do espacamento entre os
eletrodos para o ensaio de Wenner.

Com a anédlise da Figura 35 é possivel observar que a fungao ki(\) tende a 1 a
medida que A cresce, isto ¢ verdade independente dos parametros do solo, i.e., resistividade

das camadas, espessura das camadas. Devido a este comportamento da funcao, adotou-se
utilizar a fungao K (), tal que

K(\) = ki(A) — 1. (6.10)

Esta funcao tende a zero a medida que o valor de A cresce. A Eq. 6.9 pode ser reescrita

em relagiao a K (A) como

po = 2p1a /0 T4 KO [Jo(Aa) — Jo(22a)] dA. (6.11)

Uma identidade matematica essencial para o estudo de aterramentos elétrico é a

integral de Lipschitz, esta ¢ definida como

o —Aa ay 1
A UN) = s a> 0. (6.12)

De acordo com Bowman (1958), para o« — 0 e > 0, tem-se

o0 . _l
fo JoA9) = 5. (6.13)
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Figura 35 — Analise de k;(A). Os valores dos parametros do solo sao p; = 300 Q.m, py =
500 Q.m, ps = 200 Q.m, dy = 0.5m, dy = 1.5m. Note que ki(A) tende a 1. E
valido mencionar que apenas um trecho do grafico esta sendo ilustrado, este
estende-se em A\ ad infinitum.
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Fonte: elaboracao propria.

Note que é possivel aplicar a Eq. 6.13 a Eq. 6.11, o que resulta em

1 1 00
pa = 2pra {— - +/ KO\ [Jo(ha) — .10(2Aa)]} , (6.14)
a 2a 0
que apos algumas manipulacoes algébricas torna-se
pal@) = p1 {1 +20 [T KO [h(Aa) — J(2\a)] d)\} a£0.  (6.15)
Jo

6.2.2 Mudanca de variavel para A

A mudanca de varidvel ¢ um método extremamente poderoso para a solucao de
integrais nao so analiticamente, mas também numericamente. Uma mudanca de variavel
pode melhorar consideravelmente a precisao da integracao de passo fixo para funcoes
com variacoes rapidas em regioes especificas do dominio de integracao. Ademais, esta
técnica permite avaliar integrais que, de outra forma, seriam impossiveis, como funcgoes

com singularidades no dominio de integracao ou sobre dominios infinitos (ARIAS, 2004).
Este trabalho ira adotar a seguinte mudanca de variavel
E = e 2 (6.16)

na funcao k;(A) da Eq. 6.5. Esta mudanca de variavel foi proposta por Martins Neto
(1998). Note que E € [0, 1], para a variavel A € [0,00). Este intervalo finito sera de suma

importancia para a solugao da Eq. 6.15 proposta adiante neste trabalho.
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Pode-se generalizar a Eq. 6.16 de acordo com a Equagao 6.17.

Eai — 6—2,\03%-_ (617)

Figura 36 — Funcao k;(E) para E € [0, 1]. Os parametros do solo utilizados para o grafico
sao os mesmos da Fig. 35. Observe que foi possivel mapear uma funcao de
dominio aberto a fechado. Note que, para os dados parametros, a funcao é
suave e gera os mesmos resultados do dominio aberto.
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Fonte: elaboracao propria.

Ao aplicar a Eq. 6.17 na Eq. 6.5, chega-se a Eq. 6.18.

k o 1 — )({-J\r_lEaN_] " o PN—-1 — PN
‘N—-1 — - N—-1—
1+ piy g BN pPN-1+ PN
b = 1 — B = pi — Piy1kip
R SRR Y pit piiki
1 - EN — pok
1+ g BN p1+ paks
que, novamente, pode ser escrita na forma compacta como
1 — pE% i — Pip1ki
.= L& 1 = Pi — Pit1Rit1 1<i<N. (6.19)
L+ p B pi + pivikizy

Analogamente, a funcao K definida na se¢ao anterior é representada por

K(E)=1—k(E). (6.20)
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Utilizar-se-4 a funcdo K (F) a posteriori neste capitulo, c¢f. Segao 6.3.1 desta tese.

O intervalo fechado para a funcdo k; é mais conveniente para a implementacao
computacional. A andlise da Fig. 36 ilustra de forma clara o resultado do mapeamento
de A a F da funcao k;.

6.3 Solucao da Equacao 6.15 pela série de Chebyshev

A Secdo 6.2.1 deste capitulo equaciona a funcao que define a resistividade aparente
do solo para o ensaio de Wenner (c¢f. Eq. 6.15). Todavia, esta equacdo possui uma
solugdo complexa por integracdo numérica, visto que além de ser imprépria, esta possui
um comportamento altamente oscilatorio. Como forma de contornar este problema, o
autor deste trabalho fara uso de integral de Lipschitz (c¢f. Eq. 6.12) para a solucao desta

equagao.

6.3.1 Equacionamento

Chega-se a solucao da funcao de resistividade aparente para solos heterogéneos

seguindo as seguintes etapas. Inicialmente, patindo da Eq. 6.15
pala@) = p1 {1 +20 [T KO [h(ha) - h(2\a)] d)\} (6.21)
0

utiliza-se da mudanca de variavel A para E, conforme a Eq. 6.17, possibilitando assim o
uso da funcao caracteristica da Eq. 6.18. Aplica-se a série de Chebyshev deslocada para

K(FE) (visto que E € [0,1] ) truncando-a em um determinado grau n.

K(E) ~ ﬁ:’ T (E) (6.22)
k=0

Da segao A.2 é sabido de T*(E) pode ser escrito como a seguinte série de poténcias
TH(E) = Y A B, (6.23)
=0

onde os termos A; sao obtidos, e.g.,

E)=1
E)=—-1+2E
E)=1-8E +8E?

= —1+18E — 48E° 4 32F3 (6.24)

= 1—32E + 160FE? — 256 2 + 128 E*
= —1450E — 400E% + 1120F® — 1280E* + 512E°
=1—T72E + 840F? — 3584F> + 6912F* — 6144F° + 2048 ES.

I R T T
~~ I~ N N
S
~— N~ Y ~— S ~— ~—
|
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Vale ressaltar que os valores desses coeficientes sdo constantes, i.e., independem da funcao
a ser decomposta. Em termos computacionais, armazenam-se esses valores na memoaria,

economizando recursos de processamento.
Da série de Chebyshev escreve-se a decomposigao da fungao K (FE), onde a notagao
com o simbolo ' na somatéria significa que o termo k = 0 é dividido por dois, como

n

K(E)~ Y ¢ zijkjEi, (6.25)

k=0  j=0

mudando a variavel, agora de E para A, obtém-se a seguinte decomposi¢ao

n k
KO~ Y oY Agye i, (6.26)
k=0  j=0
para
2 nl 1/2
= — K(&;) cos (k‘w k+1/ ) . (6.27)
n = n

Substituindo a Eq. 6.26 na Eq. 6.21,

pala) = p1 {1 +2a /OOO En:, ek Y Agie M [ Jy(Aa) — Jo(2)a)] d)\} : (6.28)
k=0 =0

e apo6s algumas manipulagoes algébricas simples,

pala) = py {1 + 2a 2":, Ck Zk:Akj /OOO eI [Jo(ha) — Jo(2)a)] d)\} : (6.29)

¢é possivel aplicar a integral de Lipschitz, solucionando a integral impropria

(6.30)

k=0  j=0

n k
pala) = p1 {1+2azlck2Aka‘

1 1
Ja2 4+ (2dy §)? (J4a? + (24 j)2] }

A Eq. 6.30 pode ser reorganizada como

n k /d2j2—|—a2—1 /4d2j2+a2
pa(a) = pP1 {1 + 2a ZI Cr ZAkj ! 2 ! s (631)

k=0 =0 \/d% J% + a? \/4d% J* +a?
ou ainda,
n k
a; — B;/2
pa(a) =p1 {1+ 2a ZI kY A 5= 0/2 , (6.32)
k=0  j=0 o B
sendo

@j:\/d% j2—|—a2 Bj:\/4d% j2+a2.
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6.3.2 Escolha do grau 6timo para o polinémio

O grau n mais adequado para a solugao da Eq. 6.32 é fun¢ao direta dos parametros
do solo. A partir de um grau adequado, os coeficientes ¢, da série de Chebyshev decaem
exponencialmente com o acréscimo de termos sobressalentes a série. Em contrapartida,

os valores de T (F) do polinémio de Chebyshev deslocado crescem em magnitude.

Para a escolha do grau mais adequado para o polinémio, o autor deste trabalho
utiliza como base para o calculo o erro no truncamento da série. De acordo com Amparo,
Segura e Temme (2007), visto que os coeficientes ¢, decaem exponencialmente em mag-
nitude a uma taxa rapida o suficiente, o erro cometido ao expandir uma funcao em série

de Chebyshev apds n termos, i.e.,

o0

en(E)= ). aTi(E), (6.33)
k=n-+1
¢é aproximadamente dado por
0 (B) % cnii Topy (B), (6.34)

sendo ¢, dado pela Eq. A.12 e T,,41(F) um polinémio descrito por uma série de poténcias

segundo a Eq. A.10. Calcula-se entao o erro total dado pelo truncamento da série em um

grau n por
1
fron A /O ot T2y (B) dE, (6.35)
cuja solucao é
2 E+1/2\ L A
5t0t~7ZK§k Cos<k7r +{ ) iz%i—l—kl' (6.36)

Teoricamente a adi¢ao de termos a série tenderia a somente reduzir o erro na
aproximacao da funcao, todavia, isto nao ocorre devido a precisdo finita que temos para
representar as variaveis no computador. Como se desenvolveu da Eq. 6.36 para uma
queda exponencial dos coeficientes, se pode aplicar a equagdo somente a partir de certo
grau na série, i.e., aplica-se a equagao somente quando seu valor possui pequenas varia-
¢oOes entre termos consecutivos da série. A escolha do grau pode ser feita por um critério
de tolerancia, diminuindo-se a quantidade de termos da série ou por um critério de con-
vergéncia, escolhendo-se o grau méximo onde nao ocorra instabilidade numérica (cf. Fig.
37). Para o critério de tolerdncia, se observa o valor do erro em funcao do grau, escolhe-se
o valor de n minimo para um &, estabilizado entre termos consecutivos da série. Ja para
o critério de convergéncia, se observa o valor do erro em funcao do grau, escolhe-se o valor
de n maximo para um &, estabilizado entre termos consecutivos da série e antes que
ocorra instabilidade numérica. Note que existe uma faixa de valores n aptos, escolhe-se o

menor grau estavel para minimizar a quantidade de termos da série ou escolhe-se o maior
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grau estavel para melhorar a precisao do calculo. Para o exemplo da Fig. 37, qualquer

valor entre 19 e 25 é apto, de acordo com a abordagem aqui proposta. Nao obstante, po-

dem existir fungoes cuja expansao em série de Chebyshev apresenta um decremento muito

lento no erro em funcao do acréscimo de termos, nao possibilitando que se representem

com a precisao computacional que se possui atualmente.

Figura 37 — Escolha adequada de n. Os parametros do solo sao de acordo com os da Fig.
35. Observe que, para esses parametros do solo, da transicao do grau 25 para
0 26 h&a uma instabilidade numérica. Por conseguinte, nao se escolhe entao
graus acima de 25 para a expansao dessa funcao.
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Fonte: elaboracao propria.

6.3.3 Consideracoes

O problema da estratificacao do solo é de fato recorrente na literatura. Todavia é
muito usual o uso de séries de poténcia com muitos termos e nao otimamente espacados, o
que pode ocasionar em instabilidade numérica para alguns tipos de solo devido a sistemas
mal condicionados. Outro aspecto que se pode levar em consideracao é a utilizacao de
recursos computacionais. Os trabalhos de Calixto (2012) e Martins Neto (1998) utilizam
um polinémio de grau 40 para o calculo da resistividade teérica, sendo esse um parametro
heuristico. Os coeficientes deste polindmio sao encontrados com a solucao de um sistema
de equacoes lineares. Ja o trabalho de Pereira (2016) utiliza-se de um sistema de equa-
¢oes sobredeterminado para a obtencao dos coeficientes, também para o grau 40, porém,

testando a fungdo com o intuito de conferir a estabilidade da decomposicao realizada.

Outra abordagem bastante utilizada para a solucdo da Eq. 6.15 é o Método das
Imagens Complexas (MIC) de Chow, Yang e Srivastava (1992). Este método consiste em
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decompor a funcao caracteristica do solo como uma combinacao linear de exponenciais.
O trabalho de Zhang et al. (2005) utiliza esse método. Uma desvantagem do MIC é
que este nao realiza o mapeamento do dominio infinito a finito, necessitando truncar
o dominio infinito a um valor especificado. Pode-se também afirmar que o MIC nao
¢ tao eficiente quanto o método aqui proposto pelo fato deste necessitar de algoritmos
dispendiosos (e.g., Minimos Quadrados Linear Complexo, Calculo de raizes Complexas)
a medida que o método proposto utiliza apenas operagoes aritméticas, pois ha termos
constantes previamente calculados e armazenados na memoria.

Figura 38 — Andlise de p,(a). Os parametros do solo sdo de acordo com os da Fig. 35.

Note que o valor do grau do polinémio n é variado, porém, o resultado final
de p,(a) é semelhante, i.e., economia de termos na série de poténcias.
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Fonte: elaboracao propria.

A abordagem aqui apresentada nao necessita da solugao de dispendiosos sistemas
lineares, além de possuir pontos otimamente espacados para a decomposicao da funcao
caracteristica do solo. Observe a Fig. 38, note que a abordagem mostrada neste capitulo
consegue representar a funcao de resistividade aparente com poucos termos. A econo-
mia na série de poténcias nao s6 aumenta estabilidade da solucao obtida, como diminui
drasticamente o esfor¢co computacional necessario para seu cilculo. Observe que a solu-
¢ao encontrada na figura mesmo com poucos termos ja ¢é satisfatoria, em contrapartida a

escolha de um grau muito alto causa instabilidade numérica (c¢f. Fig. 37).
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6.4 Problema inverso

O equacionamento descrito até este ponto parte do pressuposto que se conhecem
os parametros de resistividade e espessura das camadas. Porém, em problemas reais
de medicao da resistividade elétrica do solo precisa-se obter a resistividade e espessura
das camadas a partir de valores medidos de tensao e corrente (dos quais indiretamente
obtém-se a resistividade aparente). De acordo com Calixto (2012) chama-se a etapa
referente a obter a resistividade elétrica a partir dos parametros do solo de problema
direto. Ademais, chama-se a etapa referente a obter os parametros do solo a partir de

valores de resistividade aparente de problema inverso.

Tomando um vetor B contendo os parametros do solo a serem ajustados

52[/71,P2,"',pN,"'ydl,dm"',dN—l], (6-37)

busca-se obter

mﬁin |par — paT“z = $ Z |pap(ai) — par(as, /6)|2 (6.38)
=1

O valor de B que minimiza essa equacao é definido como erro minimo quadratico e mi-
nimiza a norma euclidiana entre os pontos ensaiados e a fungao ajustada. A solucao da
Eq. 6.38 pode ser obtida a partir de métodos de otimizagao, amplamente discutidos na
literatura. Inicialmente, pode-se citar o trabalho de Martins Neto (1998), que utiliza o
método grafico Yokogawa com refinamentos por tentativa e erro. Ja o trabalho de Zhang
et al. (2005) utiliza o método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) para reali-
zar o processo de otimizacdo. O trabalho de Calixto (2012) utiliza Algoritmos Genéticos
(AG) para esse fim. Ja o trabalho de Coelho (2015) utiliza Otimizagdo por enxame de
particulas (PSO) como algoritmo de otimizagao. Finalmente, o trabalho de Pereira (2016)

utiliza a Evolucao Diferencial (ED) para o processo de otimizagao.

Vale ressaltar que a solu¢ao do problema aqui mencionado estd em constante
progresso, inspirada pelos avancos nos algoritmos de otimizacao, em especial as meta-
heuristicas. Todavia, uma abordagem testada e aprovada pelo autor deste trabalho é a

Evolucao Diferencial.

6.4.1 Estratificacao do solo

A estratificacdo do solo consiste na solu¢ao do problema inverso para os dados
do ensaio de Wenner, i.e., resistividade aparente para cada espagamento entre eletrodos
ensaiado. Considere um exemplo ilustrativo, tome os dados de medi¢ao conforme as duas
primeiras colunas da Tab. 5, os dados lidos no ensaio de Wenner correspondem aos valores

de resistividade p,p para cada espacamento entre eletrodos ag, logo a estratificacdo do
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solo é obtida com a minimizacdo do erro entre esses valores e os calculados com a ajuste

dos parametros do solo pela Eq. 6.32.

Observe que a Tab. 5 apresenta os valores de resistividade aparente tedrica p,r
variando a quantidade de camadas N, logo tém-se os resultados da otimizagao variando o
modelo de uma a quatro camadas. Note que o erro entre a resistividade aparente medida

e a calculada decresce com o incremento da quantidade de camadas do modelo.

Tabela 5 — Dados experimentais e erro absoluto para varias estratificagoes.

ensaio N =1 N =2 N=3 N =14

ag PaE PaT erro PaT erro PaT erro PaT erro

(m) (Q.m)  (Q.m) (%) (Q.m) (%) (Q.m) (%) (Q2.m) (%)

0.5 3094 3356.43 8.48 417299 34.87 312359 0.96 3150.30 1.82
1 3713 3357.43 9.60 4171.49 12.35 3628.36 2.28  3563.86 4.02
2 4360  3358.43 23.02 4159.79 459  4491.21 3.01 4504.45 3.31
4 5152 335943 34.85 4075.88 20.89 499391 3.07 5066.31 1.66
8 4021  3360.43 16.53 3615.07 10.10 4163.94 3.55  4112.18 2.27
16 2211 336143 51.81 2296.41 3.86 2098.49 5.09 218493 1.18
32 944  3362.43 255.55 1017.76 7.81 99991 592 940.72  0.35

Fonte: elaboracao propria.

Apresentam-se os resultados da estratificacdo para os diversos modelos adotados
conforme a Tab. 6, onde ajustaram-se esses parametros no algoritmo de otimizagdo. O
autor deste trabalho utiliza a Evolugao Diferencial (ED) como algoritmo de otimizacao. A
ED ¢é um algoritmo de busca estocéstica originada nos mecanismos de selecao natural, esse
algoritmo foi apresentado por Storn e Price (1995) e tem cada vez mais se destacando por
sua velocidade e acuracia. Esse algoritmo apresenta uma boa capacidade de escapar de
otimos locais, visto que trabalha com uma populagao de parametros, que simultaneamente

buscam a solucao em diversas regioes do espaco de busca.

Tabela 6 — Modelo do solo estratificado para varias estratificagoes.

N=1 N =2 N =3 N =4
indice Pi d; Pi d; Pi d; Pi d;
1 3356.43 00 4173.21  10.67  2962.87 0.76 3048.33 1.02
2 655.42 00 6043.18 6.21 8172.40 2.09
3 829.35 00 3509.47 7.13
4 657.11 00

Fonte: elaboracao propria.

O algoritmo ED possui as seguintes caracteristicas: é bastante efetivo para soluci-

onar problemas com uma fun¢ao objetivo onde ha descontinuidades, ja que nao necessita
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de informacao a respeito das derivadas da funcao; o algoritmo também realiza otimizacao
local, visto que uma populacao convergente gera diferenciais que se tornam infinitesi-
mais; a ED também nao necessita de grandes populagoes para a convergéncia da solugao,
aumentando a performance do algoritmo em relagao a outras meta-heuristicas como Algo-
ritmos Genéticos. Uma explanagao mais detalhada sobre a ED esta fora do escopo deste
trabalho®.

Ao avaliarmos os valores da Tab. 6 para diversos valores de espacamento entre
eletrodos a, tal qual um espagamento continuo, chega-se ao resultado da Fig. 39. Observa-
se que a medida que se aumenta a quantidade de camadas N, a curva de resistividade
aparente possui mais liberdade para ajustar-se aos valores experimentais p,g(ag), logo

busca-se um grau suficiente para um erro toleravel.

Figura 39 — Resultado da estratificacao para diversos valores de V.
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Fonte: elaboracgdio propria.

E de suma importancia enfatizar que estratificacoes cujas medidas mais superfi-
ciais possuem alto erro nao sao admissiveis. De fato, consideram-se mais importantes as
medidas superficiais, pois influenciam diretamente nos valores das camadas onde o sistema

de aterramento estd em contato direto.

1O leitor pode buscar mais informagcdes cf. Pereira (2016)
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CAPITULO

Aplicacoes e Resultados

7.1 Introducao

Neste capitulo apresenta-se a aplicagdo do método proposto a sistemas de ater-
ramento para os quais se conhece a solugao, seja analitica, seja experimental, ou como
forma de comparacao com outros aplicativos propostos na literatura, a fim de confrontar
os resultados. Muitos exemplos simulam sistemas de aterramento reais, onde o projeto foi
utilizado como entrada para o aplicativo desenvolvido. O aplicativo da tese foi totalmente

desenvolvido através de ferramentas de dominio publico.

Todas as simulacoes foram realizadas em um computador Intel® Core™ i7-
3610QM CPU @ 2.30GHz x8 com 16 GB de memédria RAM. O aplicativo desenvolvido
nesta tese foi escrito em linguagem C e utiliza processamento paralelo para o méaximo
de aproveitamento dos recursos computacionais. Para o processamento paralelo utilizou-
se a biblioteca OpenMP. Para os algoritmos de solucao de sistemas de equacoes linea-
res através da fatoracao LU?, integracdo numérica de Gauss-Legendre e Gauss-Kronrod
utilizou-se a biblioteca Gnu Scientific Library (GSL). O algoritmo de integragdo numérica
de quadratura para polinomios de Bessel foi escrito pelo autor desta tese, uma vez que
por ser muito especifico, ndo se encontra em bibliotecas numéricas. O algoritmo para a
decomposicao de fungoes em série de Chebyshev, tal como a otimizacao de uma funcao
objetivo através da Evolucao Diferencial, também foram escritos pelo préprio autor, uma
vez que estes foram aperfeicoados para o problema em questao quando comparado com
algoritmos generalistas disponiveis em bibliotecas numéricas. Para a geracdo de graficos
utilizou-se a biblioteca Matplotlib da linguagem Python com o intuito de gerar figuras de
melhor qualidade, embora o aplicativo desenvolvido gere figuras utilizando o GNU plot.
Desenvolveu-se os desenhos CAD na extensao DXF a partir do aplicativo LibreCAD, os

desenhos nesta extensao sao interpretados pelo aplicativo proposto para assim localizar

L Optou-se por fatoracdo LU pois o método de Cholesky, embora mais eficiente, s6 poderia ser aplicado

ao solo homogéneo, isso por questoes da simetria da matriz.
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os eletrodos que compoe o sistema de aterramento.

Para a extracao de dados de trabalhos de terceiros, tal como graficos e desenhos
de malhas de aterramento utilizou-se o aplicativo imageJ, uma ferramenta em Java para
a medicao de distancias, localizacao de pontos, calculo de areas, entre outras aplicagoes,
em imagens. Essa ferramenta é a mesma utilizada em aplicacoes biomédicas como a
medicao de parametros de imagens obtidas por microscopios em laboratorios. Utilizou-se
este recurso para comparar os resultados obtidos nesta tese com resultados publicados

por outros pesquisadores, com o maximo de precisao na extracao desses resultados.

7.2 Influéncia do revestimento superficial

Nesta se¢ao do capitulo se propoe uma andlise do efeito do material de revestimento
superficial em uma malha de aterramento. Como o aplicativo desenvolvido é genérico,
diversas simulagoes e estudos podem ser realizados ao utiliza-lo, um caso especifico é
analisar o comportamento do potencial de superficie (em relagio ao um ponto distante),
tensao de toque e de passo na superficie do solo sem um revestimento superficial e com

diferentes espessuras de revestimento superficial.

Figura 40 — Influéncia de uma camada de brita no sistema de aterramento.
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Fonte: elaboracao propria.

O sistema simulado é uma malha com 3 x 3 m de quadricula, composta por 3 x 3
quadriculas, imersa em um solo homogéneo de 100 €2.m a qual é injetada uma corrente de
1 kA. Para esse mesmo sistema de aterramento adciona-se uma camada de revestimento
superficial de brita, com resistividade ps = 10 k€. e espessura variando para os valores
de 10, 15 e 20 cm. A resistividade da brita depende da umidade e varia de 3000 a
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7 x 10° Q.m (IEEE Std 80, 2000), escolheu-se um valor intermedidrio como forma de
ilustracao do problema, os valores que seriam obtidos para o solo estudado, mesmo com

a brita iimida, seriam equivalentes devido ao contraste das resistividades das camadas.

O objetivo deste estudo é mostrar a influéncia da brita na resisténcia de aterra-
mento e nos potenciais de superficie (como consequéncia na tensao de toque) e tensao
de passo. Inicialmente analisa-se a influéncia da brita na resisténcia de aterramento. A
resisténcia de aterramento calculada para o solo sem a camada de brita é de 4,86559 2,
para o solo adicionado de uma cada de 10 cm de brita é 4,86489 §2; ja para o solo adicio-
nado de uma cada de 15 cm de brita é 4,86454 €); finalmente, para o solo adicionado de
uma cada de 20 cm de brita é 4,8642 ). Conclui-se entao que a brita nao influencia na

resisténcia de aterramento do sistema.

Como se pode observar pela analise da Fig. 40, a adi¢do da camada de brita tem
influéncia nos potenciais de superficie, nao apenas no seu valor, mas em sua forma, ou
seja, a adicdo da brita tem um efeito de uniformizacao no potencial de superficie. A
reducdo do potencial de superficie maximo, em comparacio ao solo se brita, foi de 4,15%
para a camada de 10 cm, 4,88% para a camada de 15 cm e 5.59% para a camada de 20 cm.
A redugao da tensao de toque é a mesma que a reducao do potencial de superficie, note
que houve apenas uma pequena reducgao para essas grandezas quando comparados com o
solo sem brita. J4 a tensdo de passo méxima, que é funcao do gradiente de potencial na
superficie do solo, tem o seu valor bastante reduzido com a insercao da camada de brita.
Em comparacao ao solo se brita, houve uma reducao de 21,83% para a camada de 10 cm
de brita, uma reducao de 25,07% para a camada de 15 cm e de 28,10% para a camada de

20 cm em comparacao ao solo sem brita.

Sabe-se que uma camada de revestimento superficial de alta resistividade aumenta
a resisténcia de contato entre o solo e os pés de uma pessoa, diminuindo a corrente de
choque e assim aumentando as tensoes de toque e de passo admissiveis. Todavia, com o
estudo aqui apresentado é possivel observar outra caracteristica da adi¢ao dessa camada
superficial, que é a uniformizagdo do potencial de superficie, o que reduz as tensoes de
passo na regiao da malha. Vale ressaltar que o estudo realizado seria bastante dificil
de realizar utilizando um método numérico como o Método das Diferencas Finitas ou o
Método dos Elementos Finitos devido ao contraste de dimensoes entre o solo semi-infinito
e uma camada de pequena espessura como a brita, o que resultaria em um desenho com
muitos nés para a obtencao da solucao. Ademais, o aplicativo proposto calculou a solu¢ao
apenas nos pontos de interesse, que representam uma linha de medicao na diagonal da

malha, o que também nao é possivel com grande parte dos métodos numéricos.
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7.3 Modelo de Takahashi e Kawase

O trabalho de Tagg (1964) desenvolveu modelo de cédlculo para hastes de ater-
ramento em um solo duas camadas, estudo feito adotando a corrente no segmento da
haste como uniforme dentro de uma camada. Com o intuito de aprimorar esse modelo,
Takahashi e Kawase (1991) generalizaram esse modelo para um solo multicamadas e reali-
zaram um estudo paramétrico de hastes profundas em solos com uma grande discrepancia
entre a resistividade das camadas, obtendo assim uma familia de curvas padroes para as
hastes. Esse artigo valida seu equacionamento ao comparar o calculo da resisténcia de
uma haste em um solo de duas camadas com a equacao de Tagg (1964), que é um caso

especifico do solo multicamadas.

Jé o trabalho de Mitani e Takahashi (2000) aplica o equacionamento desenvolvido
no artigo original para a obtencdo do potencial de superficie de uma haste em um solo de
duas camadas, este artigo também ilustra um exemplo do efeito de uma resistividade alta
em cada camada de um solo de duas camadas. Nesta se¢ao do capitulo é feito um estudo
paramétrico da de resisténcia de aterramento de uma haste ao variar a sua profundidade,
tal como realizado em Mitani e Takahashi (2000), comparando assim a solu¢ao obtida

nesta tese com o modelo de Takahashi e Kawase (1991).

Figura 41 — Analise paramétrica da resisténcia de aterramento de uma haste em solos de
duas camadas.
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Uma haste de 1,5 m de comprimento e 7 mm de raio é enterrada em um solo de
duas camadas. Dois estudos sao realizados e os resultados sao apresentados conforme
a Fig. 41. A primeira figura de cima para baixo mostra a resisténcia de aterramento

ao se variar a profundidade do topo da haste da superficie do solo até a profundidade
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de 3,5 m. O solo estudado nesse primeiro caso tem a resistividade da primeira camada
igual a 100 ©2.m, com profundidade de 2 m, e a resistividade da segunda camada ¢ igual a
300 Q.m. J& o solo no segundo caso (segunda figura de cima para baixo) tem a resistividade
da primeira camada igual a 10 k€2.m, com profundidade de 0,5 m, e a resistividade da
segunda camada ¢ igual a 100 ©2.m. Os resultados obtidos com o aplicativo desenvolvido
nesta tese, conforme apresentados na Fig. 41, foram obtidos com os dois modelos para a
distribuicao da corrente que flui da haste para o solo apresentados na Secao 5.4 desta tese,
o uniforme e o nao uniforme. Os resultados de Mitani e Takahashi (2000), que utiliza o
modelo uniforme para a distribuicdo da corrente, sdo comparado com a solugao obtida
nesta tese. A Fig. 42 é a replicagao do resultado obtido em Mitani e Takahashi (2000)
com o aplicativo proposto nesta tese, o perfil de potencial é gerado por uma haste de 1,5
m e 7 mm de raio, a uma profundidade de 0,75 m no solo do segundo estudo de caso
(camada superior de alta resistividade), sendo injetado 1 A no sistema de aterramento.

Os resultados obtidos condizem com os do artigo analisado, como esperado.

Figura 42 — Potencial elétrico em um perfil do solo gerado por uma haste de aterramento.
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Fonte: adaptado de Mitani e Takahashi (2000).

A maior discrepancia entre os resultados obtidos nesta tese e os de Mitani e Ta-
kahashi (2000), utilizando o modelo de corrente uniforme, foram em torno de 8% para
o primeiro estudo de caso e de 5% para o segundo estudo de caso. Algumas considera-
coes podem ser realizadas sobre os resultados obtidos. Em primeiro lugar o modelo nao
uniforme, que ¢ mais preciso, apresentou uma leve discrepancia em relacao ao modelo uni-
forme, em especial para o primeiro estudo de caso. O artigo analisado utiliza um método
analitico para a integracao, que além de se limitar a uma haste iinica em um solo de duas

camadas, apresenta uma grande quantidade de termos a serem avaliados. O aplicativo
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desenvolvido nesta tese, além de calcular a resisténcia de uma haste em um solo de multi-
plas camadas, utiliza um método de integracao numérica adaptativo, que faz subdivisoes
recursivas do dominio de integragao conforme a necessidade, sendo a precisao da integra-
¢ao no dominio avaliada por uma métrica de erro, o método da quadratura adaptativa de
Gauss-Kronrod, uma maneira extremamente eficiente e precisa de se realizar integracoes

numeéricas.

7.4 Simulador do LRC (Lightning Research Center)

Esta secao do capitulo compara os resultados obtidos com o aplicativo desenvolvido
nesta tese e alguns resultados do aplicativo de simulacao de sistemas de aterramento do
laboratorio LRC da UFMG. Para tal, utiliza-se os resultados apresentados em Raggi
(2009) para solos de trés camadas hipotéticos. Um dos objetivos de Raggi (2009) com
as simulac¢oes desenvolvidas foi encontrar um modelo de duas camadas equivalente para
solos de trés camadas. Utiliza-se aqui para comparacao apenas os resultados obtidos por

essa autora para o solo de trés camadas.

Tabela 7 — Comparativo entre o valores de Raggi (2009) e os calculados para a resisténcia
de aterramento de uma malha em um solo de trés camadas.

Caso P1 P2 P3 d; ds Ricp Reate AR
[Lm]  [Qm]  [Qm] [m] [m] €] €] (7]
1 500 2500 1000 2.5 5) 37,92 37,92 -0,01
2 500 2500 7500 2,5 ) 66,39 65,50 -1,35
3 500 100 250 2,5 ) 13,53 13,53 -0,03
4 500 100 50 2,5 5) 11,37 11,46 0,80
5) 500 2500 100 2.5 5} 29,01 29,14 0,44
6 500 100 2500 2.5 5) 19,33 18,97 -1,90
7 500 2500 1000 5) 10 32,32 32,36 0,12
8 500 2500 7500 ) 10 47,55 46,57 -2,11
9 500 100 250 5 10 16,10 16,07 -0,16
10 500 100 50 ) 10 14,97 14,96 -0,03
11 500 2500 100 5) 10 27,62 27,75 0,45
12 500 100 2500 5) 10 19,30 18,87 -2,30

Fonte: adaptado de Raggi (2009).

O trabalho de Raggi (2009) utiliza o método das imagens complexas, baseado no
trabalho de Pereira Filho (1999), para o célculo da fungao potencial de um eletrodo de
aterramento. Em contrapartida, esta tese apresenta um método de integracao numérica
para a obtencao da funcao potencial, nao expandindo a funcao caracteristica do solo em
uma somatoéria de exponenciais. A comparacao dos resultados obtidos através de varios
parametros do solo é apresentada na Tab. 7, onde calcula-se a resisténcia de aterramento

de uma malha quadrada com 10 m de lado, composta por quadriculas de 2 m x 2 m,
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condutores de 5 mm de raio e enterrada a uma distancia de 0,4 m da superficie do solo.
Os valores da autora citada sdo ilustrados na coluna R;., (Imagens Complexas) e a coluna

R..1c apresenta os valores obtidos no aplicativo desenvolvido nesta tese.

Sobre os resultados obtidos nesta tese em comparacao com o trabalho original,
nota-se que os valores sao praticamente coincidentes. A diferenca percentual entre os
valores obtidos nesta tese em comparac¢ao com Raggi (2009) sdo mostrados na coluna AR
da Tab. 7. Os casos que obtiveram o maior desvio nos resultados foram na ordem de 2%,
o que é um desvio minimo. Todavia, os casos onde o desvio foi maior foram justamente
onde houve uma maior discrepancia no valor da resistividade de camadas adjacentes. A
autora nao especificou a quantidade de imagens complexas utilizadas para modelar cada
solo estudado, nem se foi um parametro fixo ou variavel. Ao longo do desenvolvimento
desta tese, em especial em Coelho, Pereira e Neto (2018), apresentou-se um estudo sobre
a escolha da quantidade de termos na representacao da funcao caracteristica do solo em
uma somatoria de exponenciais. A escolha subdimensionada da quantidade de termos
resulta em um resultado impreciso para o potencial, ja a escolha superdimensionada da
quantidade de termos pode causar instabilidade numérica devido a precisao finita das
variaveis no computador. A decomposi¢ao da funcao caracteristica do solo em uma série
de exponenciais nesta tese foi utilizada somente para o calculo de potenciais na superficie
do solo (o que contempla a estratificagao do solo), para as demais profundidades, como
no calculo da resisténcia de aterramento, utilizou-se um método de integracao numérica
baseado nas raizes do polinomio de Bessel, o qual tem um critério de parada, necessitando

de menos iteracoes para modelos de solos simples e mais iteragoes para modelos complexos.
Figura 43 — Potencial elétrico na diagonal de uma malha de aterramento.
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Fonte: adaptado de Raggi (2009).

Também se realizou uma simulacao para os potenciais de superficie da malha simu-
lada, conforme a Fig. 43, que ilustra o estudo de caso 1 da Tab. 7. O trabalho de Raggi
(2009) apresenta o calculo do potencial elétrico na diagonal da malha de aterramento,

sendo que os resultados obtidos com o aplicativo desta tese e do trabalho em questao
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muito similares, o que era esperado devido a proximidade dos resultados obtidos no cal-
culo da resisténcia (a equagao utilizada para o cdlculo do potencial é utilizada no calculo
da resisténcia). Todavia, os resultados de simulacao apresentados por Raggi (2009) para
esse primeiro estudo de caso tém uma leve assimetria, o que nao era esperado para uma

malha de aterramento totalmente simétrica.

7.5 Meétodo dos Elementos Finitos

Esta sec¢ao do capitulo analisa os resultados obtidos em Silva (2006), que utiliza
o Método dos Elementos Finitos (MEF) para a solucao de problemas de aterramentos
elétricos. A aplicagao do MEF necessita da discretizagdo do dominio de estudo em sub-
dominios, respeitando as interfaces entre regides a materiais distintos. Quando o dominio
ou parte dele apresenta contrastes muito grandes entre uma dimensao e as demais, a
quantidade de elementos e, portanto, a ordem do sistema de equagoes pode inviabilizar o
custo computacional da solucao. Esse contraste de dimensoes é o caso dos aterramentos
elétricos. Para contornar este problema, Cardoso (1993) propos a representagao dos ele-
trodos como segmentos de reta, cuja area se degeneraria em um né da malha de elementos
finitos, viabilizando assim a soluc¢ao de problemas de aterramentos elétricos através do
MEF, essa é a abordagem utilizada por Silva (2006) em seu trabalho, cujos resultados

serao comparados com a abordagem proposta nesta tese.

Como ja apresentado pelo autor desta tese em Coelho e Pontes (2014), o MEF
apresenta bons resultados quando comparados com férmulas analiticas, em especial para
estudos de arranjos de hastes de aterramento. Com o intuito de se realizar um comparativo
do aplicativo desenvolvido com os resultados de uma simulacao utilizando o MEF, toma-
se como exemplo um estudo de caso extraido de Silva (2006), com os dados experimentais
de Bourg, Sacepe e Debu (1995). Considera-se um sistema de aterramento composto
por uma haste profunda de 32 m de comprimento e 4 mm de raio, imersa em um solo
homogéneo de 450 {2.m. A Tab. 8 mostra os resultados obtidos para a resisténcia elétrica
dessa haste profunda. A diferenca entre a resposta obtida pelo aplicativo desenvolvido,
utilizando o equacionamento para a solugao genérica de solos heterogéneos, tanto para o
calculo do potencial, como para o calculo da resisténcia de aterramento, foi na ordem de

107 %, o que é uma solucdo exata para os padroes de engenharia.

Tabela 8 — Comparativo entre o valores da simulagao usando o MEF de Silva (2006),
com os dados experimentais de Bourg, Sacepe e Debu (1995) e a abordagem

proposta.
Analitico MEF Proposto Experimental
20,98 (2 21,42 Q) 20,98 21 Q2

Fonte: adaptado de Silva (2006).
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Como segundo estudo de caso, toma-se agora um estudo de malhas de aterramento
enterradas em um solo de duas camadas, tal como ilustra a Fig. 44b. Os proximos
exemplos analisados correspondem a malhas quadradas de 16 m x 16 m, enterradas a 0,6
m de profundidade em um solo estratificado em duas camadas: a primeira com 4 m de
profundidade e p; = 200 2.m e a segunda de py = 800 Q2.m. As malhas sao compostas de
eletrodos de cobre de didametro 0,1 m formando um reticulado. Uma corrente de 100 A é
injetada na malha. Os exemplos foram extraidos de Silva (2006), com dados experimentais
de Dawalibi e Mukhedkar (1975) para a elevagio de potencial na superficie do solo nessas

configuragoes estudadas.

Figura 44 — As malhas de aterramento simuladas tém de 16 x 16 m, sendo o potencial
tragado ao longo de uma linha de medigao ilustrada junto aos desenhos. (a)
Malha formada por quadriculas de 4 x 4 quadriculas. (b) Iustracao de uma
malha de aterramento utilizada nos estudos de caso. (¢) Malha formada por
quadriculas de 36 x 36 quadriculas.

100 A

(am] p1 = 2000-m

(a) (c)
Fonte: adaptado de Silva (2006).

As Figuras 44a e 44c ilustram o desenho das configuracoes simuladas, a linha de
medicao do potencial de superficie ¢ destacada. Esses desenhos sao parametros de entrada
do aplicativo desenvolvido, sendo desenhados em um aplicativo de CAD e exportados na
extensao DXF, o sistema de aterramento e a linha de medic¢ao sao desenhados em camadas
distintas, assim que o aplicativo faz a distin¢ao entre os eletrodos de aterramento e a linha

de medicao do potencial de superficie.

Os resultados de simulagao para as duas configuracoes de aterramento estudadas
sao apresentadas na Figura 45 para o sistema da Fig. 44a e Figura 46 para o sistema da
Fig. 44c. E feita uma comparacio entre os resultados do aplicativo proposto, a solucio
utilizando o MEF de Silva (2006) e os resultados experimentais de Dawalibi e Mukhedkar
(1975). Note que todos os resultados analisados estao de acordo, o que mais uma vez
destaca a precisao dos resultados obtidos com o aplicativo proposto, agora tomando como
referéncia o pacote de simulagcao LMAGLIB da USP, que é baseado no solucionador para

elementos finitos GetDP ¢ Gmesh para a discretizacao do dominio.
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Figura 45 — Potencial elétrico na linha de medi¢ao, como apresentado na Fig. 44a.
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Figura 46 - Potencial elétrico na linha de medicao, como apresentado na Fig. 44c.
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Algumas consideragoes podem ser realizadas a respeito dos resultados obtidos, a
resisténcia de aterramento calculada para a malha da Fig. 44a foi de 10,6836 2 e para a
Fig. 44c foi de 10,2822 €, os dados de resisténcia de aterramento em ambos os trabalhos
utilizados como referéncia nao foram divulgados. Os estudos de caso foram simulados
assumindo um tnico valor para a corrente em cada eletrodo horizontal, o que pode ter
afetado a precisao para o caso da Fig. 44a, onde o espacamento entre os eletrodos é muito
grande, o que nao aconteceu para o caso da Fig. 44c, uma vez que o espagamento entre

os eletrodos ¢ mais condizente com malhas de aterramentos utilizadas na préatica.

O MEF é de grande utilidade para a solucdo de problemas genéricos e com geo-
metrias complexas. Todavia, a simulacao de sistemas de aterramentos utilizando o MEF,
mesmo quando feita tomando elementos unidimensionais na representacao dos eletrodos,
necessita de uma quantidade muito grande de elementos para a discretizacao do dominio,
e como consequéncia a solucao de um dispendioso sistema de equagoes lineares. Para o es-
tudo realizado, Silva (2006) calculou o potencial elétrico em diversos pontos de um espago
tridimensional, mesmo necessitando somente do potencial ao longo de uma trajetéria es-
pecifica na superficie do solo. O aplicativo desenvolvido, que é especifico para problemas
de aterramentos elétricos, independe de uma discretizacao do dominio para sua solugao, o
que permite o calculo do potencial elétrico somente nos pontos desejados, reduzindo assim
calculos desnecessarios. Outra vantagem de se utilizar o aplicativo proposto em relagao
ao MEF é que nao se faz necessario um truncamento do dominio semi-infinito (solo), que
pode ser feito aplicando condigoes especificas com o intuito de se diminuir esse erro de
truncamento. O aplicativo proposto foi baseado em equagoes analiticas, que ja tomam o

solo como um meio semi-infinito sem a necessidade de trunca-lo para a solucao.

Outra dificuldade que se tem ao utilizar o MEF para problemas de aterramentos
elétricos é a modelagem do solo em camadas. Embora esse método permita o desenho de
camadas genéricas, nao necessariamente verticais ou horizontais, quando a espessura de
uma camada é muito fina em comparacao com as demais, essa necessita de um acréscimo
muito grande de elementos na discretizacao da regiao. Note que na Fig. 44b, a primeira
camada do solo é de 4 m, o que ndo é um problema para o MEF. Agora, tome os exemplos
de estratificacdo apresentados no Capitulo 6 desta tese, em muitos casos encontramos
camadas intermediarias com menos de meio metro de espessura, e isso ¢ algo comum na
pratica, sem contar a camada de revestimento superficial de alguns centimetros que pode
ser adicionada (lembre-se que a tltima camada do solo estratificado é sempre infinita, ou
seja, haverd um contraste de dimensoes). O aplicativo proposto permite a inser¢ao de
camadas horizontais com contrastes de espessuras para o modelo do solo heterogéneo, o
que é uma grande vantagem para se modelar sistemas de aterramentos com dados reais
de estratificagoes do solo e até mesmo levar em consideracao os efeitos da camada de

revestimento superficial.
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7.6 Eletrodo de Vujevi¢ e Kurtovié

O trabalho de Vujevi¢ e Kurtovié¢ () propoe um método para a simulagio de
sistemas de aterramento onde cada funcao caracteristica do solo heterogéneo é aproxi-
mada pela combinacao linear de 15 exponenciais. Tomando como base a notagao para o
equacionamento desta tese, o trabalho citado faz com que F;;(\) =~ Z;-li] a;exp(—AgG;) e
Gij(A\) =~ S5, yiexp(—A6;), onde a, B, v e § sdo obtidos por minimos quadrados através
de uma amostragem das funcoes caracteristicas do solo heterogéneo. Vujevi¢ e Kurtovié
() garantem que os expoentes 3; e §; sdo sempre positivos (caso contrario a integral de

Lipschitz nao poderia ser utilizada).

J& o trabalho de Pereira Filho e Cardoso (2001), que é uma extensdo de Pereira
Filho (1999), utiliza como forma de solu¢ao da fungao potencial o método das imagens
complexas. O método também consiste em aproximar as fungoes caracteristicas do solo
heterogéneo em uma combinacao linear de exponenciais, agora chamados de polos e re-
siduos, porém os coeficientes agora obtidos estdo no universo dos ntimeros complexos. O
trabalho citado utiliza um algoritmo decomposi¢ao baseado em autovalores e autovetores
de tal forma que se determina uma quantidade adequada de imagens complexas para o

calculo da funcao potencial.

Figura 47 — Potencial de superficie para o eletrodo de Vujevic e Kurtovic
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Fonte: adaptado de Pereira Filho e Cardoso (2001).
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Toma-se agora um estudo de caso de um sistema de aterramento em trés dimensoes
proposto por Vujevi¢ e Kurtovié¢ () em um solo estratificado de trés camadas horizontais.
Esse sistema de aterramento é uma malha quadrada de 10 m de lado com uma haste

profunda de 20 m em cada vértice, a profundidade do cabo esquerdo é de 0,5 m e a do
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cabo direito ¢ de 1,5 m (note que a malha estd inclinada), o didmetro do cabo e da haste
sao de 11 mm, sendo injetada uma corrente de 1 kA no sistema de aterramento. O solo
¢ estratificado em trés camadas, sendo a primeira camada com resistividade 10 Q.m e
espessura 2 m, a segunda camada com resistividade 100 €2.m e espessura 10 m e a terceira

camada ¢ infinita com resistividade igual a 500 Q.m.

A Figura 47 é uma replicagao da simulagio de Pereira Filho e Cardoso (2001) para
o potencial de superficie, todavia utiliza-se o aplicativo proposto nesta tese. Os resultados
estao em excelente concordancia, o que fica evidente quando se utiliza os pontos em uma
linha de medigao tal como Vujevi¢ e Kurtovi¢ () e Pereira Filho e Cardoso (2001) fizeram,
apresentando esses valores em tabelas. A Figura 48 evidencia a plena concordancia entre
os valores obtidos pelo aplicativo proposto, os de Pereira Filho e Cardoso (2001) e os
de Vujevi¢ e Kurtovié (), todos obtidos com técnicas distintas para a calculo da funcao

potencial de um solo multicamadas.

Figura 48 — Potencial ao longo de uma linha de medi¢ao do ponto central da malha até
uma distancia afastada de 20 m para o eletrodo de Vujevi¢ e Kurtovi¢ ().
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Fonte: elaboragio propria.

Vujevi¢ e Kurtovié¢ () também apresentam o resultado obtido para a distribuicao
da corrente que flui das hastes profundas para o solo, sendo o resultado obtido concordante
com o modelo nao uniforme para a distribuicao da corrente utilizado nesta tese, onde pode
se observar uma concentracao maior desse fluxo de corrente na extremidade da haste. O
modelo nao uniforme utilizado nesta tese assume que a corrente nao é constante ao longo
da haste e nem ao longo dos segmentos da haste em cada camada do solo heterogéneo,

como proposto por Tagg (1964) e Takahashi e Kawase (1991).
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7.7 Sistemas de aterramento de larga escala

A tese de doutorado de Ezponda (1995), a qual foi premiada pelo grupo ENDESA
por sua inovagao no projeto de subestacoes, foi a base para o desenvolvimento do apli-
cativo TOTBEM do Grupo de Métodos Numéricos em Engenharia da Universidade da
Coruna, Espanha. O trabalho citado propde uma formulagao para o problema de aterra-
mentos elétricos a frequéncia industrial utilizando o Método dos elementos de Contorno
(BEM), a qual é baseada na aplicacao do teorema de Green e no método das imagens
para a fonte pontual em um meio de duas camadas. Da mesma forma do procedimento
apresentado nesta tese, a formulacao utilizando o BEM possibilita o calculo do potencial
elétrico somente em uma regiao de interesse, que geralmente é a superficie do solo, nao
necessitando a determinacao do potencial elétrico em todo o dominio da solucao. Esta
secao do capitulo é dedicada a estudos de caso de sistemas de aterramento de subestacoes
reais e de larga escala, onde os resultados obtidos pelo aplicativo TOTBEM, extraidos de
diversas publicagoes, serao comparados com os obtidos através do aplicativo desenvolvido

nesta tese.

Simulagoes de sistemas de aterramento em larga escala envolvem uma quantidade
muito grande de eletrodos, os quais se devem determinar a corrente, mesmo adotando um
eletrodo como um segmento de reta de corrente uniforme ao invés de pontos discretos ao
longo de uma reta. Esse calculo é realizado através de um sistema de equagoes lineares,
onde se assume a condicao de equipotencialidade. Como mostra a Se¢ao 3.5.2 desta tese,
para a obtencao da distribuicao de correntes nos eletrodos é necessario a solucao de um
sistema de equagoes lineares onde cada termo da matriz de resisténcias é composto do
resultado de uma integragao numérica que, mesmo ao se adotar a simetria em parte da
matriz de resisténcias, a sua determinacao se torna uma etapa dispendiosa. A solucao do
sistema de equacgoes lineares também ¢é dificultada devido a ordem do sistema, todavia a
montagem da matriz de resisténcias é mais dificil do que a prépria solugdo do sistema.
Para sistemas de larga escala a etapa de obtencdo das correntes nos eletrodos é mais
dispendiosa que a obtencao da distribuicdo bidimensional do potencial elétrico no solo,

que é a etapa que toma mais tempo para o caso de um sistema com poucos eletrodos.

Como primeiro estudo de caso apresenta-se o aterramento da subestacao Barbera,
que se localiza préximo da cidade de Barcelona na Espanha. O sistema de aterramento
é composto por 408 eletrodos horizontais de 12,85 mm de didametro, enterrados a uma
profundidade de 0,8 m, cobrindo uma 4rea de 6500 m?. A primeira camada do solo tem
resistividade 200 €2.m e espessura 1,2 m, a segunda camada do solo tem resistividade 60

Q.m. A corrente injetada no sistema é de 25,88 kA.

Este estudo de caso? foi extraido de Colominas et al. (1998), sendo os valores

2 A mesma subestagio também se encontra em Colominas, Navarrina e Casteleiro (2007).
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do potencial de superficie bidimensionais comparados com Colominas et al. (2012). A
resisténcia de aterramento calculada com o aplicativo desenvolvido nesta tese foi de 0,395
€, ja o resultado obtido por Colominas et al. (1998) foi de 0,386 €2. O tempo de simulagao
para esse sistema de aterramento foi de 4* 24" utilizando a modelagem de solo heterogéneo
para uma quantidade arbitraria de camadas, o que poderia ser drasticamente reduzido
ao se utilizar o equacionamento para o potencial elétrico especifico para o solo de duas

camadas, que tem solucao simples e bastante difundida na literatura (SUNDE, 1968).

Figura 49 — Subestacao Barbera: Potencial de superficie.
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Fonte: adaptado de Colominas et al. (2012).

A Figura 49 ilustra o potencial elétrico na superficie do solo para este primeiro
estudo de caso. Para a geracao da figura foram calculados 400 pontos igualmente espa-
cados, sendo os pontos intermediarios interpolados na geracao da imagem pela biblioteca

grafica utilizada (Matplotlib da linguagem Python). A figura mostra o potencial elétrico
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em escala de cores junto com linhas equipotenciais tracadas em preto. Em Colominas et
al. (2012) também ¢é apresentada uma figura equivalente, os resultados para o potencial
elétrico calculado e também para o comportamento das linhas equipotenciais estao em

plena concordancia.

O segundo estudo de caso, também extraido de Colominas et al. (1998), é o do
sistema de aterramento da subestacao Balaidos 11, localizada préximo da cidade de Vigo
na Espanha. Este sistema de aterramento é composto por 107 eletrodos horizontais e 67
hastes de aterramento de 2,5 m de comprimento e 7 mm de raio, ambos enterrados a 0,8
m da superficie do solo, cobrindo uma area de 4800 m?. A primeira camada do solo tem
resistividade 200 €2.m e espessura 1,2 m, a segunda camada do solo tem resistividade 60

Q).m. A corrente injetada no sistema é de 21,14 kA.

Figura 50 — Subestagao Balaidos II: Potencial de superficie.

4.72

432,

kV

+F3.92

eixo y [m]
w
o
[ o]

2.72

(%]

ok

o]
potencial elétrico

2.32

1.92

0
-20 0 20 40 60 80 100
eixo X [m]
Fonte: adaptado de Colominas et al. (1998).

1.52

A resisténcia de aterramento calculada com o aplicativo desenvolvido nesta tese
para cada haste dividida em 10 segmentos foi de 0,477 €2, ja o resultado obtido por Colo-
minas et al. (1998) foi de 0,473 €. O tempo de simulacdo para esse sistema de aterramento
foi de 2" 5”7 utilizando a modelagem de solo heterogéneo para uma quantidade arbitra-
ria de camadas. A Figura 50 ilustra o potencial de superficie ¢ as linhas equipotenciais,
também para 400 pontos na superficie do solo, nesse sistema de aterramento. O trabalho
original calcula apenas o potencial em uma linha de medicao, todavia os valores estao em

concordancia com os da figura.
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Como terceiro estudo de caso® foi extraido de Colominas, Navarrina e Casteleiro
(2002) simula-se a subestacdo Santiago II, localizada préxima a cidade de Santiago de
Compostela na Espanha. Este sistema de aterramento é composto por 532 eletrodos
horizontais e 24 hastes de aterramento de 4 m de comprimento e 7,5 mm de raio, ambos
enterrados a 0,75 m da superficie do solo, cobrindo uma area de 44.850 m?. A primeira
camada do solo tem resistividade 200 Q.m e espessura 1,2 m, a segunda camada do solo

tem resistividade 60 Q.m. A corrente injetada no sistema é de 5,61 kA.

Figura 51 — Subestagao Santiago II: Potencial de superficie.
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Fonte: adaptado de Colominas, Navarrina e Casteleiro (2002).

A resisténcia de aterramento calculada com o aplicativo desenvolvido nesta tese
para cada haste dividida em 10 segmentos foi de 0,176 €2, ji o resultado obtido por
Colominas, Navarrina e Casteleiro (2002) foi de 0,178 ©. O tempo de simulagao para
esse sistema de aterramento foi de 13’ 227 utilizando a modelagem de solo heterogéneo
para uma quantidade arbitraria de camadas. A Figura 51 ilustra o potencial de superficie
e as linhas equipotenciais, também para 400 pontos na superficie do solo, nesse sistema
de aterramento. Em Colominas, Navarrina e Casteleiro (2002) também ¢é apresentada
uma figura equivalente, os resultados para o potencial elétrico calculado e também para o
comportamento das linhas equipotenciais estao em plena concordancia. Para este estudo
de caso ilustra-se também a tensdo de toque (¢f. Fig. 52) e a tensdo de passo (¢f. Fig.
53) calculadas com o aplicativo proposto, note que é possivel mapear essas grandezas em

toda a superficie do solo, localizando o local exato de uma provavel readequacao.
3

Esta subestacio também se encontra em Colominas, Navarrina e Casteleiro (2005).
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Figura 52 — Subestacao Santiago II: tensao de toque.
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Figura 53 — Subestacao Santiago II: tensao de passo.
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Através dessa secao do capitulo é possivel concluir que o aplicativo desenvolvido
nesta tese também é capaz de simular sistemas de aterramento de grande porte em um
tempo bastante razoavel. Pelo tamanho dos sistemas de aterramento simulados, em espe-
cial o terceiro estudo de caso, uma simulac¢ao utilizando o Método dos Elementos Finitos
ou o Método das Diferencas finitas, que necessitam o calculo do potencial em todos os
pontos do dominio, necessitaria de um esfor¢o computacional extremamente maior do que
os obtidos com o aplicativo proposto, provavelmente na escala de horas de simulacao ao
invés de minutos. Em comparacgao ao aplicativo TOTBEM, que utiliza o Método dos
Elementos de Contorno, o aplicativo proposto tem uma vantagem muito grande que ¢ a
possibilidade de se trabalhar com mais de duas camadas para o solo heterogéneo. Note
também que a interpretacdo de arquivos de CAD tornou possivel a simulacao de pro-
jetos reais de sistemas de aterramento, com geometrias bastante complexas, que seriam

inviaveis de ser desenhadas coordenada por coordenada.

A adequacao da funcao potencial para o caso especifico de duas camadas também
reduziria drasticamente o tempo de simulacao, todavia optou-se por apresentar o tempo
de simulagao para o modelo genérico, que se pode tomar como base para o esforco compu-
tacional necessario na simulacao de grandes sistemas de aterramento em solos com mais

de duas camadas.

Os resultados obtidos para as tensoes de passo e de toque em todos os pontos da
superficie do solo permitem ao projetista realizar uma readequacao do projeto somente no
local onde uma grandeza exceder os limites de seguranca. Por exemplo, um local dentro
da subestacao com circulagdo de pessoas que possui tensao de passo ou tensao de toque
além do limite toleravel pode ser asfaltada ou coberta de brita, aumentando-se assim
o valor limite admissivel naquele local especifico. Com o aplicativo proposto é possivel
calcular os efeitos da camada de revestimento superficial, mesmo que esta seja muito fina,

o que é impraticavel ao se utilizar a grande maioria das solugoes propostas na literatura.
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CAPITULO

Conclusao

Neste trabalho se desenvolveu inicialmente um modelo de sistemas de aterramento
em solos homogéneos, para tal, se partiu do modelo fisico para uma fonte pontual de
corrente em um meio infinito. A interface entre o ar e o solo foi removida através da
aplicagao do método das imagens, onde o potencial em qualquer ponto do solo homogéneo
é calculado pela superposi¢ao dos efeitos de uma fonte real e uma fonte imagem. Apds se
determinar uma equagao para uma fonte pontual, aplica-se o conceito de integral de linha
para se determinar o potencial elétrico gerado por uma distribuicao linear de comprimento
finito de fontes de correntes ao longo de uma trajetéria com densidade de corrente uniforme

por unidade de comprimento.

A resisténcia de aterramento é definida como a relagao entre a elevagao de potencial
em um eletrodo e a corrente elétrica injetada nesse eletrodo. Quando o eletrodo onde a
elevacao de potencial é calculada for o proprio eletrodo que gerou esse potencial, se tem a
resisténcia propria do eletrodo, caso a elevacao de potencial seja calculada em um condutor
vizinho, tem-se a resisténcia mutua de aterramento. O calculo das resisténcias proprias e
mutuas ¢ utilizado para a determinacao da distribuicao de correntes no sistema, onde um
sistema de equacoes ¢é solucionado adotando-se uma condicao equipotencial para o sistema
de aterramento. Uma vez apresentada a forma de calculo da resisténcia de aterramento,
confrontou-se o resultado obtido com a féormula analitica de Sunde, obtendo-se um valor
exato para a resisténcia de aterramento de um condutor, sendo esse localizado no espago
pelas coordenadas cartesianas do inicio e fim do segmento que representa o condutor.
Uma vez determinada a distribuicdo de correntes em cada eletrodo é possivel calcular
o potencial elétrico em qualquer ponto do solo pela superposicao do potencial elétrico

gerado por cada elemento do sistema de aterramento individualmente.

Mostrou-se que utilizando a féormula do potencial elétrico desenvolvida para seg-
mentos lineares, ¢ possivel discretizar qualquer trajetéria curvilinea em segmentos de
reta, assim utiliza-se a mesma equacao para condutores retilineos e segmentos de arco.

Apresentou-se também o procedimento de calculo das tensdes de passo e de toque em
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qualquer ponto da superficie do solo. Em seguida desenvolveu-se uma equacao para o
calculo do campo elétrico gerado por um condutor isolado e também por todo o sistema
de aterramento. Todo o equacionamento desenvolvido nesta tese leva em consideracao
a forma padrao de interpretacao das coordenadas de segmentos de reta em arquivos de
CAD, possibilitando assim a leitura de arquivos com geometrias complexas de aterramen-
tos sem a necessidade de escrever a localizacao de cada segmento manualmente por suas

coordenadas.

Desenvolveu-se em seguida um equacionamento para uma fonte pontual de corrente
imersa em um solo heterogéneo, onde se leva em consideracao as condigoes de interface
entre meios diferentes e a condi¢ao de potencial nulo a uma distancia infinita da fonte,
que sao as condigoes de contorno do problema. As fungoes caracteristica do solo sao
obtidas através de um sistema de equacoes lineares, estas sao utilizadas para o calculo do
potencial elétrico de uma fonte pontual situada em qualquer camada de um solo hetero-
géneo e sendo o ponto de calculo localizado também em uma camada genérica. Uma vez
obtidas as fungoes caracteristicas do solo é necessario solucionar uma integral imprépria
altamente oscilatéria envolvendo polindmios de Bessel. Apresenta-se entdo uma férmula
de quadratura para a solucao dessa integral, adaptada para a equagao em questao, e se
propoe uma forma de calculo baseada em polinémios de Chebyshev para o potencial na
superficie do solo, que tem um menor custo computacional que a férmula de quadratura

de integracao.

Apos a determinagdao do potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de cor-
rente, aplica-se 0 mesmo conceito utilizado para aterramentos em solo homogéneo, onde
se determina o potencial elétrico gerado por uma distribuicao linear de correntes em um
comprimento finito do condutor e com densidade de corrente uniforme, esse foi o modelo
utilizado para o condutor horizontal, que nao atravessa as camadas do solo. O potencial
elétrico gerado por esse condutor é calculado para a formula de quadratura de integracao,
que é aplicada para um ponto de calculo qualquer do solo, e para a férmula baseada em
polinémios de Chebyshev, que é restrita a um ponto de calculo na superficie do solo. Em
seguida se fez um modelo de um condutor que atravessa camadas, como uma haste de
aterramento. Para a haste de aterramento se apresentou dois modelos possiveis para a
obtencao da distribui¢do de correntes ao longo do eletrodo, a uniforme dentro da camada
do solo e a nao uniforme. Fez-se um comparativo entre os dois modelos e optou-se por
utilizar o modelo nao uniforme, uma vez que é um modelo mais preciso para se representar

a haste de aterramento.

A haste de aterramento é modelada como uma distribuicao de fontes pontuais ao
longo de uma trajetoria, que representam os segmentos de uma haste, cada segmento tem
um valor de corrente especifico e gera um potencial que é funcao da profundidade do

segmento e das camadas do solo. O potencial elétrico gerado pela haste é entao calculado



Capitulo 8. Conclusdo 143

pela superposicao dos potenciais gerados por cada segmento. Apresentou-se também uma
solucao baseada em polindomios de Chebyshev para a haste, onde se fez a decomposicao
das fungoes caracteristicas de cada segmento da haste, o calculo do potencial para essa
solugao é restrito a pontos na superficie do solo. A resisténcia de aterramento para o
modelo de solo heterogéneo é analoga a do solo homogéneo, alterando apenas a funcao
utilizada para a determinacao do potencial elétrico do condutor em questao. Para o
modelo de solo heterogéneo optou-se por calcular o campo elétrico a partir da solugao ja
calculada para o potencial de superficie, que é uma solucao por diferencas finitas, onde

os gradientes sao representados por equacoes de diferencgas.

Apresentou-se em seguida o procedimento para a obtencao do modelo do solo
estratificado em camadas horizontais. Esta é uma etapa importante quando se pretende
simular sistemas de aterramentos reais, uma vez que é necessaria a determinacao dos
parametros do solo onde o sistema de aterramento serd instalado. A equacao utilizada
para o potencial elétrico na a estratificacdo do solo poderia ser a mesma desenvolvida para
a fonte pontual de corrente em solo heterogéneo, todavia utilizou-se o algoritmo de Sunde,
que representa a solugdo do sistema linear proposto nesta tese para o caso especifico da

fonte de corrente na superficie do solo e o ponto de calculo também na superficie do solo.

A funcao potencial obtida pelo algoritmo de Sunde é aplicada no método de Wen-
ner, onde quatro sondas sao utilizadas com o intuito de se fazer uma leitura da resistivi-
dade aparente do solo a uma profundidade igual ao espacamento das sondas. Obtém-se
assim uma fungao de resistividade aparente tedrica. Aplicou-se em seguida uma mudanca
de variavel na funcao caracteristica do solo, o que permitiu a expansao dessa funcao em
uma série de Chebyshev. Uma vez que a fung¢ao caracteristica do solo é decomposta em
uma combinagao linear de exponenciais, se aplicar a identidade de Lipschitz para a solu-
¢ao da integral da funcao resistividade aparente tedrica. O grau do polinémio é escolhido
de maneira 6tima, ja que este varia em funcao dos parametros do solo, com o intuito de
se obter a melhor precisao possivel na representacao da curva de resistividade aparente
tedrica, nao gerando assim erros na estratificagdo do solo devido a um modelo matema-
tico impreciso. Mostra-se brevemente como aplicar o equacionamento para a resistividade

aparente tedrica na estratificacdo do solo através de um método de otimizacao.

A estratificacdo do solo é obtida quando o erro entre os valores de resistivida-
des aparentes experimentais e calculados é minimo, esta tese utilizou para este fim um
algoritmo de Evolucao Diferencial desenvolvido pelo proprio autor. Finalmente, alguns
resultados de estratificacao do solo sao apresentados para se mostrar a eficiéncia estratifi-
cagao realizada utilizando a funcao de resistividade aparente tedrica proposta nesta tese,
que é determinada a partir da expansao da funcao caracteristica do solo heterogéneo em

uma série de Chebyshev.

Como exemplo de aplicacao do software desenvolvido nesta tese diversos estudos
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de caso sao apresentados. Inicialmente se fez um estudo da influéncia da camada de
revestimento superficial no comportamento do potencial elétrico na superficie do solo.
Notou-se com esse estudo que além de aumentar a resisténcia de contato entre a superficie
do solo e os pés de uma pessoa, a camada de revestimento superficial diminui um pouco o
potencial elétrico na superficie do solo e também suaviza essa curva, o que tem um efeito
consideravel na reducao da tensao de passo. Em seguida se faz um estudo de caso para o
modelo de hastes imersas em solos de multiplas camadas de Takahashi e Kawase, o qual
utiliza o modelo uniforme para a distribuicdo de correntes no eletrodo vertical dentro de

cada camada do solo estratificado em multiplas camadas.

Notou-se que houve uma discreta variacao dos resultados quando se adota o mo-
delo uniforme e nao uniforme para a haste de aterramento, todavia os resultados foram
bastante proximos. Como proximo estudo de caso se analisou um modelo baseado em ima-
gens complexas em solos de trés camadas, onde a maioria dos resultados apresentaram
erros minimos, que se tornaram mais significativos conforme o solo apresentou uma dis-
crepancia maior entre os valores da resistividade de camadas adjacentes. Como proximo
estudo de caso, o software proposto nesta tese foi validado com um modelo de elementos
finitos para duas configuragoes distintas de malhas de aterramentos em solos heterogé-
neos, esses resultados também foram confrontados com dados experimentais encontrados
na literatura. Em seguida analisou-se uma configuracao complexa de um sistema de ater-
ramento que possui hastes profundas e uma quadricula tnica e inclinada em relacao a

superficie do solo.

O resultado obtido para o potencial elétrico na superficie do solo nesse sistema
de aterramento estudado é confrontado com os valores apresentados no trabalho origi-
nal e também com um terceiro autor que utiliza um software de simulagdo de sistemas
de aterramento bastante consolidado, que é baseado no método das imagens complexas.
Finalmente, analisaram-se sistemas de aterramentos de subestagoes reais em solos hetero-
géneos, onde para cada estudo de caso foi apresentado além dos resultados de simulagao,
o tempo total de simulacao. O software proposto nesta tese permitiu a simulagao de sis-

temas de aterramento de larga escala em um tempo de processamento bastante razoavel.

E possivel concluir que, para estudos de sistemas de aterramento a solugao através
do software proposto é bastante eficiente, principalmente ao se comparar com métodos
numéricos como o MEF e o MDF, que necessitam do célculo da funcao potencial em todos
os pontos do dominio. Como em problemas de sistemas de aterramento geralmente se esta
interessado na solugao para pontos na superficie do solo, o software proposto se sobres-
sai, pois torna possivel a determinacao dos potenciais elétricos somente em uma regiao
especifica da solucao. O software proposto nao apresenta problemas devido ao contraste
de dimensoes entre os elementos do sistema de aterramento como o raio dos eletrodos na

ordem de milimetros e o solo semi-infinito. Por nao necessitar de uma discretizacao de
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todo o dominio da solug¢ao, o software proposto também é capaz de simular sistemas de
aterramento a partir de resultados reais de estratificacdes do solo, onde se pode ter um
contraste muito grande entre as espessuras das camadas, que necessitariam de uma discre-
tizacao do solo com muitos elementos, tornando assim a solugao bastante dispendiosa. A
solugdo com o software proposto também nao necessita do truncamento do dominio para a
solugao, uma vez que as condi¢oes de contorno impostas para a determinagao do potencial
elétrico da fonte pontual de corrente ja adotam o solo como um meio semi-infinito. Uma
vez que a quantidade de pontos a serem calculados é drasticamente reduzida, o tempo
total de simulagao também ¢é drasticamente reduzido quando comparado a uma solucao
através de métodos como o MEF, isso porque o método proposto nao necessita de uma

malha para a discretizagao da solucgao.

Ao se comparar o software proposto com outros disponiveis na literatura, é pos-
sivel observar que a grande maioria das solugoes propostas para aterramentos elétricos
¢é feita para solos uniformes ou estratificados em duas camadas. O software proposto,
além de ser desenvolvido para uma quantidade genérica de camadas, também busca uma
precisao maxima para os resultados obtidos. Recursos de programacao como computacao
paralela e bibliotecas numéricas de alto desempenho sao utilizados. Ademais, o software
desenvolvido utiliza um método de quadratura adaptativa para o calculo da resisténcia
de aterramento, além de utilizar uma quadratura de integracao baseada em polinémios
de Bessel na determinagao da funcao potencial em um ponto qualquer e em polinémios
de Chebyshev (com grau étimo) para potenciais na superficie do solo, tudo isso buscando
o maximo de precisdo e com o minimo esforco computacional possivel. Além de todas
as vantagens supracitadas, o software proposto permite a leitura da configuracao a ser
simulada através de um arquivo de CAD e faz o modelo do solo estratificado baseado nas

medicoes de campo, assim tornando a simulagdo do sistema de aterramento bem realista.

Publicou-se o seguinte artigo com os resultados do Capitulo 6 desta tese:

Coelho, R. R. A.; Pereira, A. E. C.; Neto, L. M. A high-performance multilayer
earth parameter estimation rooted in chebyshev polynomials. IEEE Transactions on
Power Delivery, v. 33, n. 3, p. 1054-1061, June 2018. ISSN 0885-8977.
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ANEXO

Polindomios de Chebyshev

Este anexo da tese dedica-se a uma breve explicagao ao leitor sobre os polindomios
de Chebyshev. A série de Chebyshev é utilizada no restante da tese para uma forma de

calculo eficiente dos potenciais de superficie.

Os Polindmios de Chebyshev formam uma classe especial de polindmios destina-
dos a aproximar outras fungoes, sendo amplamente utilizados em muitas areas da analise
numérica (PRESS et al., 2007). A interpolacao de Chebyshev pode ser interpretada como
uma aproximacao da série de Chebyshev. A incorporacao de termos sobressalentes a sé-
rie ocasiona um decaimento abrupto no erro da aproximacao de uma funcao, sendo assim
necessarios poucos termos para uma discretizacao bastante precisa. A velocidade de decai-
mento do erro em funcao dos seus coeficientes depende das propriedades de continuidade
e diferenciabilidade da funcao a ser expandida. Quanto mais regular a funcao, menos
termos sobressalentes serdao necessarios para uma boa aproximacao. O gréafico da Fig. 54
ilustra a fungdo' sinc(z) e o comparativo da sua interpolacio utilizando polindmios de

Chebyshev (pontos otimamente amostrados) e Lagrange (pontos igualmente amostrados).

Com o mesmo grau n para uma expansao polinomial, atingimos uma melhor preci-
sao ao utilizarmos a série de Chebyshev quando comparada a outra técnica de decomposi-
¢ao polinomial, com a vantagem de nao precisarmos escolher os pontos onde a fungao sera
avaliada, esses sao fornecidos por uma expressao matematica. Seus coeficientes também
sao calculados por uma expressao analitica, nao sendo necessaria a resolucao de dispen-
diosos sistemas lineares. Além de todas as vantagens ja mencionadas, a implementacao

computacional da expansao por polinémios de Chebyshev é bastante simples.

Um problema na interpolagdo polinomial ¢ a utilizacdo de um polinémio de grau
elevado. Para Heath (2002), os coeficientes do polinémio podem ser deficientemente de-
terminados devido a um mal condicionamento de um sistema linear a ser resolvido. Além

dessas propriedades computacionais indesejadas o uso de uma ordem elevada também

L sinc(z) = sin(x) /x
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causa inconsisténcias de cunho tedrico, causando oscilagoes que podem tornar bastante
discrepantes a diferenca entre a curva interpolada dos dados mapeados. O fenémeno de
Runge, que é observado na funcao mostrada na Figura 54, é um exemplo incontestavel
de que a utilizacao de polindmios de grau elevado, especialmente para pontos igualmente
amostrados, nao conseguem interpolar de forma genérica todas as fun¢oes matematicas.
A funcao mostrada nessa figura quando interpolada com pontos igualmente amostrados
gera uma instabilidade no polindomio interpolante, com oscilagoes bastante bruscas que

aumentam proporciona.lmente colIn seu grau.

Figura 54 — Aproximacao da funcao sinc(z) através de um polinémio de Chebyshev de
grau 20. A interpolacao desta funcao se torna instavel através de métodos
convencionais de interpolagio (e.g., Polindmios de Lagrange). O erro para
esta interpolacao ainda diminui com o incremento do grau utilizado.
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Fonte: elaboracao propria.

Como a amostragem uniforme de pontos para a interpolac¢ao polinomial resulta em
resultados insatisfatorios, uma forma elegante de realizar essa interpolacao ¢ utilizando
os pontos, ou raizes, de Chebyshev no intervalo [—1, 1] ou através de uma transformagao
de dominio para um intervalo arbitrario. A utilizacao desses pontos distribui o erro da
interpolacao de maneira mais uniforme. Além da utilizacao dos pontos de Chebyshev, a
utilizacao de sua série para a interpolacao polinomial é bastante conveniente, necessitando-
se de poucos termos da série para uma boa aproximacgao e minimizando a instabilidade
numérica. Para Amparo, Segura e Temme (2007) a utiliza¢io da série de Chebyshev para
interpolagao proporciona uma melhor aproximagao para a série truncada (com a mesma
quantidade de termos) em relacao a outras técnicas, ou seja, uma “economia na série de

poténcias”.
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A.1 Equacionamento para o Polindmio de Chebyshev

O Polinémio de Chebyshev canonico é descrito para um dado grau n, sendo deno-
minado T, (z) e é dado pela Eq. A.1,

T, (z) = cos(n arccos x), (A.1)

ou ainda,

T, (cos8) = cos(nb). (A.2)

Ao aplicarmos de forma sucessiva as seguintes identidades trigonometricas a Eq. A.1.

cos(a + b) = cosacosb F sinasinb (A.3)
sin(a + b) = sina cosb F cosasinb (A.4)
sin(a) = 1 — cos?(a) (A.5)

Obtém-se a forma explicita? de T, (x), que é dada pela Eq. A.6. Note que o polinémio de

Chebyshev é determinado de forma recursiva, i.e., obedecendo uma férmula de recursao.

To(z) =1

Ti(x)=x

Ty(z) =22% — 1

Ts(z) = 42° — 32

Ty(z) = 8x* — 82 + 1

Ts(z) = 162° — 202% + 52

Ts(x) = 3205 — 482" + 1827 — 1

Toi1(x) =22 T(x) — Thiq () n>1 (A.6)

O polinémio T, possui n zeros no intervalo [—1, 1], estes sao localizados nos pontos
dados pela Eq.A.7.

k+1/2
k—cos(w /> k=0,1,---,n—1 (A.7)
n

2 Obtencdo de T, (z) na sua forma explicita.

cos06 =1 To(z) =1

cos 160 = cos 16 Ti(z) =2

cos20 = 2cosh — 1 To(z) =222 — 1

cos 30 = 4cos® 0 — 3 cos b Ts(x) = 42° — 3z

Observe que ao se adotar x = cosf é possivel obter o polinémio 7, como uma série de poténcias,
também chamado de forma explicita de T,.
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Por sua defini¢ao e pela relagao de ortogonalidade discreta, se f(z) é uma fungao
arbitraria no intervalo [—1, 1], sendo n a quantidade de coeficientes de ¢;, os coeficientes

da série entao sao determinados pela Eq. A.8.

6 =23 16 T,(&) j=0.n—1 (A8)
k=0
=2 5 foos (w 2] s (1 E12)
n k=0 n n

A aproximagao desta fungdo por uma série de Chebyshev é dada pela Eq. A.9 e é exata

para os valores de x iguais aos n zeros de T),(x).
Co

f(z) =~ l zi: cxTy(x) 1 -3 (A.9)

A generalizacao da Eq. A.8 pode ser feita para um intervalo genérico ao invés
através de mudancas de variavel. Dessa forma, aplicam-se os polindémios de Chebyshev

para aproximar uma fun¢do em qualquer intervalo.

A.2 Polinébmio de Chebyshev deslocado

O polinémio de Chebyshev deslocado ( em inglés shifted Chebyshev polynomial ) é
uma variagao do polinémio de Chebyshev para o intervalo [0, 1]. Esta mudanca é obtida
substituindo a variavel x da Eq. A.6 por 2z — 1. O leitor pode observar que x varia de
[—1,1], de forma andloga a expressdao 2x — 1 no intervalo [0, 1] também varia de [—1,1].

O polinémio de Chebyshev deslocado dar-se-a por

203 — 4822 + 18z — 1
2814 — 25623 + 16022 — 322 + 1

To(e) =2 Qe —1) T5(x) =T y(z)  n=1, (A.10)
sendo as suas raizes calculadas por

1 k+1/2 1
£k:cos<7r i />—i— k=0,1,--- ,n—1, (A.11)
2 n 2

e sendo os seus coeficientes para esta mudanca de variavel

Cj = - nilf(fk) cos (j?rk+1/2> Jj=0,---n—1 (A12)
—0

n k n




