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Resumo

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver um equacionamento para

o cálculo do potencial elétrico em solos heterogêneos. O equacionamento desenvolvido é

aplicado no estudo de sistemas de aterramento para problemas de condução de correntes

de curto-circuito à frequência industrial. Inicialmente se propõe um modelo para siste-

mas de aterramento em solo homogêneo, calculando-se potencial elétrico, campo elétrico e

resistência de aterramento, adota-se então a condição de equipotencialidade para os eletro-

dos e determina-se a distribuição de correntes no sistema. O modelo de solo homogêneo é

utilizado como base de cálculo para o solo heterogêneo. Para o modelo proposto, aplicam-

se as condições de contorno na interface entre materiais distintos e assume-se o potencial

elétrico nulo a uma distância inĄnita da fonte. Para o cálculo da função potencial no

solo heterogêneo é necessário a solução de uma integral envolvendo polinômios de Bessel.

Para tal, duas soluções são propostas. A primeira solução proposta é feita para um ponto

genérico e é baseada em uma fórmula de quadratura de integração para funções altamente

oscilatórias envolvendo polinômios de Bessel. A segunda solução proposta é limitada a

pontos na superfície do solo e é baseada na identidade de Lipschitz, onde expandem-se as

funções características do solo heterogêneo em séries de Chebyshev para aplicação dessa

identidade matemática. Todo o equacionamento desenvolvido é inicialmente feito para

uma fonte pontual de corrente e em seguida é generalizado para uma trajetória linear no

espaço tridimensional. A representação das coordenadas de cada condutor no espaço é

feita propositalmente da mesma forma que nos aplicativos de desenho (CAD) disponíveis,

assim permitindo a leitura de arquivos de CAD para a simulação de conĄgurações de

sistemas de aterramento genéricas. Os resultados de resistência e distribuição de poten-

ciais na superfície para diversas conĄgurações são comparados com valores de referência,

experimentais, analíticos e numéricos, disponíveis na literatura.

Palavras-chave: Aterramento Elétrico. Solo heterogêneo. Integração numérica. Fun-

ções de Bessel. Polinômios de Chebyshev. Simulação computacional.



Abstract

The main aim of this work is to develop an equation for the calculation of elec-

tric potential in heterogeneous soils. The proposed equation is applied in the study of

grounding systems for short-circuit current conduction problems at industrial frequency.

Initially, a model for grounding systems in homogeneous soil is proposed, calculating elec-

tric potential, electric Ąeld and grounding resistance. The equipotentiality condition for

the electrodes is then adopted and the system current distribution is determined. The

homogeneous soil model is used as the calculation basis for the heterogeneous soil. For

the proposed heterogeneous soil model, it is applied the boundary conditions at the in-

terface among different materials and the electric potential is assumed to be zero at an

inĄnite distance from the source. As for the calculation of the potential function in the

heterogeneous soil it is necessary the solution of an integral involving Bessel polynomi-

als. For so, two solutions are proposed. The Ąrst one is made for a generic point and

is rooted on an integration quadrature formula for highly oscillatory functions involving

Bessel polynomials. The second solution proposed is limited to points located on the soil

surface and is based on the Lipschitz identity, where the characteristic heterogeneous soil

functions are expanded into Chebyshev series, for the application of such mathematical

identity. All the equation developed is initially made for a point current source and then

generalized for a linear trajectory in the three-dimensional space. The representation of

the coordinates for each conductor in the space is purposely made the same way as in the

drawing software (CAD) available, thus allowing the reading of CAD Ąles for the simula-

tion of generic grounding system conĄguration. The results of resistance and distribution

of potentials on the surface for various conĄgurations are compared with experimental,

analytical and numerical reference values available in the literature.

Keywords: Electric grounding. Heterogeneous soil. Numerical integration. Bessel func-

tions. Chebyshev polynomials. Computational simulation.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

O estudo de aterramentos elétricos é essencial em engenharia elétrica, sua im-

portância engloba servir como referência para o sistema elétrico de potência e sistemas

eletrônicos, garantir a segurança de animais e seres humanos, além de prevenir danos as

instalações elétricas.

O sistema de aterramento atua em condições de falta como na falta de isolação

entre parte do enrolamento e a carcaça de máquinas elétricas e também na condução

de correntes de sequência zero em situações de curto-circuito monofásico. Pode-se dizer

que sistemas de aterramento também atuam permanentemente em sistemas elétricos de

potência, não apenas em sistemas de eletriĄcação rural, onde o aterramento atua como

o condutor neutro de um sistema monofásico, mas também em sistemas trifásicos, em

especial sistemas de distribuição de energia, visto à frequência da ocorrência de desequi-

líbrios de carga. Essas situações são denominadas de aterramento elétrico em Şregime

permanenteŤ em relação a variação temporal da corrente de surto.

Sistemas de aterramento também são responsáveis por dissipar correntes transitó-

rias provenientes de descargas atmosféricas e manobras de chaveamento. Situações desse

tipo são denominadas de aterramento elétrico em Şregime transitórioŤ no que se refere a

variação temporal da corrente de surto.

Uma etapa fundamental para o projeto de sistemas de aterramento é conhecer o

comportamento eletromagnético do solo onde tal sistema será instalado. Para tal, se faz

necessário a realização de ensaios de campo, em especial o de prospecção geoelétrica de

Wenner. A interpretação dos ensaios de campo fornece ao projetista as características do

solo, sendo necessário para tal o uso de métodos de otimização. A devida interpretação das

leituras do solo é uma etapa de fundamental importância, a qual não sendo devidamente

realizada gera erros que se reĆetem diretamente no projeto do sistema de aterramento.
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com nenhum objeto aterrado. Já a tensão de toque, de acordo com a norma ABNT NBR

15751, é a diferença de potencial entre um objeto metálico aterrado ou não e um ponto da

superfície do solo separado por uma distância horizontal equivalente ao alcance normal

do braço de uma pessoa, que é convencionada em um metro. Já a norma IEEE 80 deĄne

a tensão de toque como a diferença de potencial entre um ponto onde uma pessoa está ao

mesmo tempo em que há contato dessa pessoa com uma estrutura aterrada. Note que a

norma IEEE, a despeito da norma ABNT, não impõe a distância de um metro separando

os pés de uma pessoa e o local de contato com a estrutura aterrada. Pode-se aĄrmar

então que a norma NBR é mais conservadora que a norma IEEE nesse aspecto. A tensão

entre a máxima elevação de potencial em um sistema de aterramento e um ponto inĄni-

tamente distante (terra remoto) é chamado de GPR (Ground Potential Rise ou Aumento

de Potencial de Terra), sendo a máxima diferença estre um potencial no nível do solo e o

GPR chamada de tensão de malha. O choque elétrico ao qual a pessoa estaria submetida

depende da tensão a qual esta está submetida, a resistência elétrica do seu próprio corpo e

a resistência de contato. A resistência de contato é função dos equipamentos de proteção,

como luvas e botas, como do material de revestimento superĄcial do solo. Os valores

máximos de tensão admissíveis por um ser humano são calculados em normas como a

IEEE Std 80 e a ABNT NBR 15751 (norma brasileira), sendo um sistema de aterramento

projetado para operar abaixo dos valores máximos das tensões de passo e de toque, e

assim garantir a segurança das pessoas próximas a esse sistema de aterramento.

Uma pessoa está submetida a tensões de passo em subestações, onde esta se man-

tém entre níveis controlados, estando os operadores da subestação devidamente equipados

com botas isolantes, além do revestimento de pedra britada normalmente utilizada nesses

locais. Todavia, os locais onde realmente a tensão de passo pode ser bastante elevada

são áreas rurais. Por exemplo, um condutor energizado que está em contato com o solo

conduzindo uma corrente de curto circuito provoca gradientes de potencial elevados no

solo, bastante nocivo a uma pessoa ou animal que se encontra próximo ao local da falta,

em especial por estes não utilizarem nenhum equipamento de segurança. Vale ressaltar

que a frequência da corrente de curto-circuito da rede elétrica é muito nociva, mesmo

com uma baixa intensidade, devido a seus efeitos no coração. Um raio ao atingir uma

árvore também gera gradientes de potencial nas proximidades do local de incidência que

são muito perigosos, em especial a segurança de animais no pasto. Note que para um

raio causar fatalidades no campo este não precisa necessariamente atingir de forma direta

uma pessoa ou animal, apenas a corrente que circula no solo já causa uma diferença de

potencial bastante nociva à vida.

Adicionalmente, não é imprudência aĄrmar que a tensão de toque é muito mais

perigosa que a tensão de passo, visto que a pessoa está em contato direto com uma

estrutura aterrada. Estando a pessoa sujeita a tensão de toque em uma região protegida

por uma malha de aterramento, essa tensão é atenuada devido à equalização de potencial
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na superfície do solo gerada pela malha de aterramento, i.e., a diferença de potencial

entre o potencial no nível do sistema de aterramento e na superfície do solo não é tão

signiĄcativa. Todavia, quando a pessoa não está sobre o sistema de aterramento, há

uma diferença de potencial muito considerável entre os pés da pessoa e o potencial no

sistema de aterramento. Vale ressaltar o caso extremo onde a pessoa está em um local

remoto, bem distante do sistema de aterramento, e está em contato com uma estrutura

aterrada, assim a diferença de potencial se torna igual ao potencial da malha. O nome

dessa situação é tensão transferida, a qual é extremamente perigosa. A tensão de toque

também pode estar presente na zona rural. Por exemplo, caso um condutor energizado

ou um raio incida em uma cerca de arame, a cerca atua como um condutor que transfere

a tensão perigosa por uma longa extensão. Caso alguma pessoa ou animal encoste-se à

cerca, esse está sujeito a uma tensão transferida. Vale ressaltar então a importância do

devido aterramento de cercas em zonas rurais.

A resistência de aterramento é deĄnida como a relação entre a diferença de po-

tencial no sistema de aterramento e um ponto inĄnitamente distante e a corrente elétrica

injetada no sistema de aterramento. Em outras palavras, a resistência de aterramento é

a resistência vista pela corrente elétrica em seu percurso pelo solo. Para Tagg (1964) a

resistência de aterramento é composta de três parcelas: A resistência do condutor que

conecta o sistema de aterramento ao sistema de potência; A resistência de contato en-

tre a superfície do sistema de aterramento e o solo e a resistência da superfície do solo

circunvizinha ao aterramento, a qual está em contato direto com o aterramento. A resis-

tência do condutor é calculada pela resistência elétrica de um condutor convencional, que

é desprezível quando comparada à resistência de aterramento. A resistência de contato

entre a haste e o solo também pode ser desprezada para solos com uma compactação

adequada. Portanto, a parcela da resistência que caracteriza a resistência aterramento

é basicamente a resistência do solo circunvizinho ao sistema de aterramento, esta é fun-

ção do comportamento da resistividade elétrica do solo e da geometria do sistema de

aterramento.

De acordo com He, Zeng e Zhang (2013) se a corrente de curto circuito está na

frequência industrial, se tem uma resistência de aterramento à frequência industrial. Se

a corrente de curto circuito é impulsiva, como a corrente proveniente de uma descarga

atmosférica, se tem uma impedância de aterramento impulsiva, que é variante no tempo.

A impedância impulsiva de aterramento é deĄnida como a razão entre a tensão de pico

e o valor de pico da corrente de surto no ponto onde a corrente impulsiva é injetada no

sistema aterramento. O valor da impedância de surto difere da resistência de aterramento

principalmente devido ao efeito da indutância dos condutores que formam o sistema de

aterramento. Todavia, dependendo da magnitude dos efeitos do campo elétrico no solo,

esse se torna não linear em relação a sua resistividade elétrica, efeito que também altera

a impedância de surto.
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1.3 Motivação

Projetistas geralmente utilizam para o dimensionamento de sistemas de aterra-

mento normas, em nível nacional e internacional, que impõem (ou sugerem) critérios de

projetos para os sistemas de aterramento; como é o caso da norma IEEE Std 80 (2000)

e da norma brasileira NBR 15751 (2013). Este tipo de dimensionamento é realizado

baseando-se no equacionamento apresentado nas normas já citadas, onde se pode obser-

var uma grande variedade de equações para diversos tipos de sistemas de aterramento.

Essas equações apresentam certas restrições, como serem modeladas apenas para solos

homogêneos, apresentarem apenas formulações voltadas a geometrias simples e adotarem

fatores de correção para a determinação dos potencias existentes na subestação. A uti-

lização deste tipo de equacionamento para a realização de projetos pode levar a erros

grosseiros entre os valores obtidos de resistência de aterramento e potencias de superfície

e os valores existentes.

Uma forma alternativa e mais precisa para o dimensionamento de sistemas de

aterramento é a utilização de métodos numéricos como o Método dos Elementos Finitos

(MEF), possibilitando a utilização de geometrias genéricas e solos heterogêneos. Todavia,

um problema associado ao MEF para aterramentos elétricos é o fato de se trabalhar com

um meio semi-inĄnito, o solo, em contraste com condutores de espessura muito pequena,

i.e., há um contraste de dimensões que diĄculta a geração da malha de elementos Ąnitos.

Geometrias contendo contrastes de dimensões podem ser corrigidas com a utilização de

elementos unidimensionais, desprezando-se assim a espessura dos condutores, todavia,

é necessária a utilização de muitos elementos na discretização do domínio da solução.

Em relação ao solo, que é semi-inĄnito, há técnicas de mapeamento do domínio que

minimizam o erro devido ao truncamento do mesmo, porém, se faz necessário o cálculo de

potenciais em um volume de solo que não interessa para a resposta Ąnal (e.g., interessa-se

basicamente nos valores de potencial na superfície do solo).

1.4 Objetivos

Esta tese tem como objetivo desenvolver um sistema computacional para simulação

e projetos sistemas de aterramento em solos heterogêneos de forma eĄciente do ponto de

vista computacional e com a máxima precisão na obtenção dos resultados. Para isso é

proposto um equacionamento para sistemas de aterramento em solos heterogêneos. Como

resultado do equacionamento desenvolvido é possível calcular a resistência de aterramento,

potenciais de superfície e tensões de passo e de toque em solos heterogêneos. Com o intuito

de facilitar o desenho de sistemas de aterramento complexos, esta tese também fez todo

o equacionamento parametrizando os condutores de forma que as coordenadas possam

ser lidas diretamente de um arquivo gerados por aplicativos de desenho. O aplicativo
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desenvolvido nesta tese faz a interpretação de arquivos de desenho, facilitando assim o

modelo de sistemas com geometrias genéricas. Com a metodologia proposta neste trabalho

é possível calcular o potencial elétrico apenas em uma região de interesse do problema,

reduzindo assim o tempo de processamento necessário para a obtenção da solução Ąnal.

Este trabalho também apresenta um equacionamento bastante eĄciente para a obtenção

dos parâmetros do solo heterogêneo através de medição, sendo esses parâmetros utilizados

na simulação de sistemas de aterramento mais realistas. Para esta tese se desenvolveu

um aplicativo próprio, somente com linguagens não comerciais, não necessitando assim a

aquisição de licenças para o seu funcionamento, utilizou-se também técnicas avançadas

de programação como computação paralela, junto com bibliotecas de cálculo numérico

extremamente eĄcientes.

1.5 Organização do trabalho

O Capítulo 1 desta tese introduz sistemas de aterramento, tal como conceitos de

aterramentos necessários para os demais capítulos desta tese.

O Capítulo 2 apresenta o estado da arte para simulações de sistemas de aterra-

mento e também para a estratiĄcação do solo em camadas horizontais.

O Capítulo 3 apresenta a dedução de um equacionamento para aterramentos em

solo homogêneo. O equacionamento deduzido neste capítulo é genérico, o que possibilita a

solução de cabos e hastes em uma posição qualquer do solo. O capítulo também apresenta

o cálculo da resistência de aterramento própria e mútua entre condutores, utilizado para

a associação de condutores de aterramento como em malhas de aterramento.

O Capítulo 4 apresenta o modelo para uma fonte pontual de corrente imersa em um

solo com múltiplas camadas. A fonte de corrente pode estar em qualquer camada do solo

e o ponto de cálculo também pode estar em qualquer região do espaço. São apresentadas

duas soluções para o potencial elétrico, uma para um ponto qualquer do solo e outra mais

eĄciente do ponto de vista computacional que é restrita à superfície do solo.

O Capítulo 5 introduz o equacionamento desenvolvido no Capítulo 4 para o modelo

de sistemas de aterramento apresentado no Capítulo 3. Faz-se uma modelagem especíĄca

para condutores horizontais, que não atravessam as camadas do solo, e para condutores

verticais, que atravessam as camadas do solo.

O Capítulo 6 apresenta o modelo do solo em multiplas camadas horizontais para

pontos restritos à superfície do solo. O capítulo apresenta a solução da função caracterís-

tica do solo heterogêneo, que é feita através da série de Chebyshev. O capítulo também

apresenta a formulação do problema inverso para a obtenção dos parâmetros do solo

através de ensaios de campo.
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O Capítulo 7 apresenta alguns estudos de caso com exemplos de aplicação do

aplicativo desenvolvido nesta tese. Foram analisados diversos problemas extraídos na

literatura como forma de validação da metodologia proposta, tal como medições de de-

sempenho do aplicativo desenvolvido.

O Capítulo 8 faz um resumo do que se fez nesta tese e também apresenta as

conclusões obtidas.

O Anexo A explica como decompor uma função através dos polinômios de Chebyshev.
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Capítulo 2

Estado da Arte

2.1 Simulação de sistemas de aterramento

O estudo de sistemas de aterramento tem como base os trabalhos clássicos de

Sunde (1968) e Tagg (1964). O trabalho de Tagg engloba sistemas de aterramento em

solo homogêneo, tal como a associação de condutores utilizando fatores de associação e

tabelas, e aterramentos em duas camadas para casos simples. O trabalho de Sunde, cuja

primeira edição é ainda mais antiga que o trabalho de Tagg, desenvolve fórmulas analíticas

para aterramentos em solos homogêneos, apresenta o equacionamento para o potencial

elétrico gerado por uma fonte pontual para um solo de múltiplas camadas horizontais,

tal como o estudo de transitórios em aterramentos elétricos através de um modelo de

linhas de transmissão. Os trabalhos de Sunde e Tagg são sem sombra de dúvidas as

maiores referências em aterramentos elétricos, sendo a base para as normas internacionais

vigentes (IEEE Std 80, 2000; IEEE Std 81, 2012) e também para as normas brasileiras

(NBR 15749, 2009; NBR 7117, 2012; NBR 15751, 2013).

Inicialmente, os trabalhos sobre aterramentos elétricos estavam mais focados em

métodos analíticos para o cálculo da resistência de aterramento de diversos arranjos de

sistemas de aterramento em solo uniforme, como é o trabalho de Dwight (1936). Após

esse trabalho outros foram propostos para o cálculo de resistências de aterramento, como

é o de Schwarz (1954), que propõe fórmulas analíticas para o cálculo da resistência de

uma malha de aterramento em solos uniformes. Outros artigos foram publicados para

encontrar um equacionamento para malhas de aterramento, como o de Sverak (1984),

porém, sempre tratavam-se de aperfeiçoamentos das equações analíticas simpliĄcadas por

fatores de ajuste semi-empíricos. O trabalho de Nahman e Salamon (1988) em seguida

possibilitou o cálculo da resistencia de malhas de aterramento em solos de duas camadas,

modelo que foi baseado no proposto inicialmente por Dawalibi e Mukhedkar (1977) para

solos uniformes.
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A outra grande preocupação dos engenheiros foi o estudo da segurança de sistemas

de aterramento, como o trabalho de Sverak et al. (1981), onde se realizou o desenvolvi-

mento de equações para estabelecer os limites de segurança admissíveis para as tensões de

passo e de toque baseados em estudos experimentais. Os trabalhos citados para o cálculo

da resistência de malhas de aterramento e para critérios de segurança serviram como base

para a elaboração da norma IEE Std. 80 para projetos de sistemas de aterramento.

No entanto, as fórmulas analíticas e empíricas mencionadas são inadequadas para

projetar sistemas de aterramento reais e enterrados em solos de multicamadas. Um traba-

lho que foi um grande marco para a simulação computacional foi o de Heppe (1979), o qual

na contramão dos artigos publicados apresentou um método de simulação computacional

para sistemas de aterramento fundamentado na equipotencialização dos condutores em

regime estacionário. O método de Heppe apresenta equações analíticas para o cálculo da

resistência mútua entre condutores considerando-os paralelos ou perpendiculares entre si,

assim sendo possível calcular a resistência de aterramento, e também uma fórmula para

o cálculo das tensões de passo e de toque. Devido às limitações de processamento da

época do artigo esse não utiliza integração numérica, mas sim opta por diversas equações

analíticas bastante extensas. O livro de Meliopoulis (1988) apresenta o equacionamento

de Heppe aplicado a projetos de sistemas de aterramento, não se limitando apenas ao

equacionamento simpliĄcado apresentado nas normas.

Nos anos 90 programas de computador mais avançados para a análise de siste-

mas de aterramento apareceram (Dawalibi; Donoso, 1993; Melipoulos et al., 1993). Estes

programas permitiram que se calculasse não somente a resistência de aterramento e dis-

tribuições de correntes, mas também as tensões de passo e de toque, distribuições de

potenciais em perĄs bidimensionais do solo e as tensões de superfície, que podiam ser plo-

tados em duas ou três dimensões. As metodologias utilizadas por esses programas foram

aplicáveis a sistemas de aterramento simples ou complexos, enterrados em solos uniformes

ou de duas camadas.

Também na década de 90, pesquisadores começaram a estudar e desenvolver novas

técnicas baseadas em métodos numéricos, tais abordagens baseiam-se principalmente em

técnicas como o Método dos Elementos Finitos, o Método dos Elementos de Contorno e

adaptações do Método das Matrizes de Heppe. Um grande avanço para a simulação de

sistemas de aterramento foi o aplicativo GROUND-3D de Cardoso (1993), inicialmente

apresentado em Cardoso e Oliveira (1992). O referido aplicativo possibilita a simulação

de malhas genéricas em solos heterogêneos através do método dos elementos Ąnitos, esse

foi um dos primeiros trabalhos que aplica o MEF à problemas de aterramentos elétricos,

tal como o trabalho de Trlep, Hamler e Hribernik (1998). Com relação ao Método dos

Elementos de Contorno se tem como referência o trabalho de Ezponda (1995). O trabalho

de Pereira Filho (1999) faz simulações de sistemas de aterramento genéricos, que são
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realizadas utilizando um método de equipotencialidade similar ao de Heppe, tal como

o de Vujević e Kurtović (), contudo, o autor apresenta um equacionamento mais claro

e o estende à solos heterogêneos através do método das imagens complexas. Avanços

em abordagens como o Método dos Elementos Finitos (SILVA, 2006; Silva et al., 2011;

Martinho; Silva, 2015) e o Método dos Elementos de Contorno (Colominas; Navarrina;

Casteleiro, 2007; COLOMINAS et al., 2013; ROCA, 2018) para aterramentos elétricos

estão em avanço até nos dias atuais.

2.2 EstratiĄcação do solo em camadas horizontais

Até este ponto já se falou sobre a simulação de sistemas de aterramento, todavia,

para um projeto de sistemas de aterramento adequado também é necessária a determi-

nação dos parâmetros do solo através de ensaios, que é o problema da estratiĄcação do

solo. Diversos métodos já foram apresentados para a estratiĄcação do solo, inicialmente

Dawalibi e Blattner (1984) utilizaram o método do gradiente descendente para o ajuste

automático dos parâmetros do solo em um modelo de duas camadas horizontais. O artigo

citado também introduziu um equacionamento para o cálculo analítico do gradiente da

função de resistividade aparente do solo. O artigo de Takahashi e Kawase (1990) apre-

senta uma metodologia para a obtenção dos parâmetros do solo para uma quantidade

qualquer de camadas ajustando curvas padrões, uma metodologia que tem como base o

uso de pontos de inĆexão da curva de resistividade do solo. O trabalho de Alamo (1993)

faz um estudo comparativo entre diversos métodos de otimização para o modelo de duas

camadas, apresentando indicadores de performance para cada algoritmo.

O artigo de Yang, Yuan e Zong (2001) ajusta os parâmetros de um solo de três

camadas utilizando otimização não linear, todavia, para o modelo da função característica

do solo os autores truncam a integral imprópria da função característica do solo a um valor

pré-determinado, o que pode gerar falsos positivos no algoritmo de otimização devido ao

modelo do solo simpliĄcado, falsos positivos ocorrem quando o algoritmo de otimização

trata uma solução que é imprecisa devido a um erro teórico como uma boa solução para

o problema.

O trabalho de Zhang et al. (2005) aplica o método das imagens complexas de Chow,

Yang e Srivastava (1992) para a estratiĄcação multicamadas. Esse método decompõe o

Kernel da integral na função característica do solo por uma série exponencial, sendo

assim possível solucionar a integral imprópria. Ademais, os autores desse artigo também

apresentam um equacionamento para o gradiente da função característica do solo baseado

na decomposição realizada, o qual é aplicado no algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno (BFGS) para a obtenção dos parâmetros do solo. O artigo também apresenta um

método empírico para a obtenção da estimativa inicial para a solução, que é necessária
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para o algoritmo BFGS.

O artigo de Gonos e Stathopulos (2005) aplica Algoritmos Genéticos (AG), uma

meta-heurística de otimização, para a determinação dos parâmetros do solo de múltiplas

camadas. O trabalho de Calixto et al. (2010) também utiliza AG, porém, também otimiza

a quantidade de camadas do modelo. Esse trabalho utiliza um polinômio de grau 40 para

decompor a função característica do solo heterogêneo em uma série de potências, assim

solucionando a integral imprópria. Os autores Pereira, Soares e Neto (2016) utilizam

uma abordagem similar à de Calixto et al. (2010) para a solução da função de resistivi-

dade aparente teórica, porém utilizam a Evolução Diferencial (ED) para o algoritmo de

otimização.
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Capítulo 3

Aterramento em solo homogêneo

3.1 Introdução

Este capítulo propõe um equacionamento para cálculos de aterramentos em solo

homogêneo. O equacionamento que se apresentará considera um modelo de condutor

que forma um segmento de reta, sendo qualquer geometria composta pela associação

de segmentos de reta. Encontrar-se-á a distribuição da corrente que sai dos condutores

através da solução de um sistema linear, o ŞMétodo das MatrizesŤ, conforme sugerido por

Heppe (1979), onde considera-se os efeitos dos acoplamentos resistivos entre condutores. O

potencial elétrico será calculado pela superposição do potencial gerado por cada condutor

individual, respeitando-se a parcela de corrente encontrada pela solução do sistema linear.

3.2 Regime eletrocinético

Os sistemas de aterramento em Şregime permanenteŤ (e.g., cálculo de curto cir-

cuito, desequilíbrio de carga) respeitam o regime eletrocinético, então para se iniciar o

estudo de sistemas de aterramento, fala-se inicialmente sobre a eletrocinética.

A eletrostática é o estudo do campo elétrico em uma situação muito especíĄca já

que todas as grandezas envolvidas são invariantes no tempo. Todavia, há um estudo do

campo elétrico chamado eletro quase estática, onde se assume o problema com grandezas

variáveis no tempo como eletrostático. Para Cardoso (2010) a aproximação quase está-

tica pode ser utilizada somente quando a intensidade da corrente elétrica for tal que as

forças produzidas pelo campo magnético sejam bem menores que as forças eletrostáticas

calculadas pela lei de Coulomb.

Pode se considerar a eletrocinética como um estudo semelhante ao eletrostático,

porém, enquanto a eletrostática estuda os efeitos do campo elétrico nos dielétricos, a

eletrocinética estuda seus efeitos nos condutores. A diferença essencial reside no fato de

que a presença do campo elétrico em meios condutores está associada a um movimento
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de cargas elétricas, i.e., à presença da corrente elétrica.

O fenômeno da eletrocinética, de acordo com Cardoso (2010), para um contorno

fechado 𝐶, é governado pela primeira equação de Maxwell, sendo E o vetor campo elétrico

e 𝑑l um elemento diferencial de comprimento

∇ × E = 0 ou
⌊︁

C

E ≤ 𝑑l = 0, (3.1)

e, para um contorno fechado Σ, pela equação da continuidade, sendo J o vetor densidade

de corrente e 𝑑S um elemento diferencial de área

∇ ≤ J = 0 ou
⌊︁

Σ

J ≤ 𝑑S = 0. (3.2)

A deĄnição de potencial elétrico 𝑉 , para um contorno 𝐶, é extraída da primeira equação

de Maxwell

E = ⊗∇𝑉 ou 𝑉 = ⊗
∫︁

C

E ≤ 𝑑l, (3.3)

e a relação construtiva denominada Lei de Ohm, para um meio de condutividade elétrica

à, é dada por

J = àE. (3.4)

Utilizar-se-ão as equações apresentadas para a formulação do equacionamento que des-

creve sistemas de aterramento.

3.3 Equacionamento

Um solo dito homogêneo é na verdade um meio heterogêneo, sendo os meios com-

postos respectivamente por ar e solo. Para a solução do problema no meio heterogêneo

inicia-se o estudo para um meio homogêneo, inĄnito em todas as direções, e calcula-se o

potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de corrente.

Tome o regime eletrocinético, assuma fonte pontual de corrente 𝐼 na origem de

um meio inĄnito de condutividade elétrica à, adotando a simetria esférica, obtém-se com

a aplicação da equação da continuidade
⌊︁

Σ

J ≤ dS ⊗ 𝐼 = 0 ⇒ 𝐼 = 𝐽
∫︁ φ=2π

φ=0

∫︁ θ=π

θ=0
ℛ2 sin 𝜃 𝑑𝜃𝑑ã = 𝐽 4Þℛ2, (3.5)

onde J é o vetor densidade de corrente, 𝑑S um diferencial de área e ℛ o raio centrado

na fonte pontual que liga o ponto de cálculo. Ao se aplicar a lei de Ohm para o campo

elétrico E, junto a deĄnição de potencial elétrico, representado por 𝑉 , chega-se à seguinte

equação para o potencial elétrico

J = àE, 𝑉 = ⊗
∫︁ ℛ

∞
E ≤ 𝑑R ∴ 𝑉 =

𝐼

4Þàℛ . (3.6)
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A componente do campo elétrico em 𝑧 no meio 2 é

E(2)
z = ⊗𝜕𝑉2

𝜕𝑧
=

1
4Þà2

𝐼 ′′ (𝑧 ⊗ 𝑑)
ℛ3

3

(3.14)

e a componente do campo elétrico em 𝑟 no meio 2 é

E(2)
r = ⊗𝜕𝑉2

𝜕𝑟
=

1
4Þà2

𝐼 ′′𝑟

ℛ3
3

. (3.15)

De acordo com Cardoso (2010), ao se decompor o vetor densidade de corrente J

em componentes normais e tangenciais à superfície da interface, como não há acumulo

superĄcial de cargas na fronteira entre os meios 1 e 2, a condição de contorno para a

interface entre os dois meios é

J (1)
n ⊗ J (2)

n = ⊗𝑑𝜌s

𝑑𝑡
∴ J (1)

n = J (2)
n e

J
(1)
t

à1

=
J

(2)
t

à2

, (3.16)

sendo Jn a componente normal e Jt a componente tangencial do vetor densidade de

corrente. Para o problema exposto, a componente normal está na direção 𝑧 e a componente

tangencial em 𝑟. Aplicando J = àE, as condições de interface equivalem a

à1𝐸
(1)
z = à2𝐸

(2)
z e 𝐸(1)

r = 𝐸(2)
r . (3.17)

Na interface temos que ℛ1 = ℛ2 = ℛ3 = ℛ e que 𝑧 = 0. A partir das equações

3.10 e 3.14 é possível obtermos

à1
1

4Þà1

⎟

⊗𝐼𝑑+ 𝐼 ′𝑑

ℛ3

⟨

= à2
1

4Þà2

⎟

⊗𝐼 ′′𝑑

ℛ3

⟨

∴ 𝐼 ⊗ 𝐼 ′ = 𝐼 ′′ (3.18)

e a partir das equações 3.11 e 3.15

1
4Þà1

(︃

𝐼𝑟 + 𝐼 ′𝑟

ℛ3

⎜

=
1

4Þà2

(︃

𝐼 ′′𝑟

ℛ3

⎜

∴
𝐼 + 𝐼 ′

à1

=
𝐼 ′′

à2

(3.19)

Da solução do sistema linear envolvendo as equações 3.18 e 3.19 é possível obter as imagens

𝐼 ′ e 𝐼 ′′, assim sendo possível calcular o potencial elétrico e o campo elétrico nos meios 1

e 2 pela simples substituição das fontes imagem em suas respectivas equações.

𝐼 ′ = ⊗
(︂

à2 ⊗ à1

à2 + à1

)︂

𝐼 e 𝐼 ′′ =
(︂ 2à2

à1 + à2

)︂

𝐼 (3.20)

3.3.2 Aplicação do método das imagens ao solo

Para o caso do solo homogêneo temos um meio semi-inĄnito, onde há uma interface

entre o ar e o solo em 𝑧 = 0. Considerando-se o ar como um isolante perfeito, podemos

encontrar o potencial elétrico no solo ao corrigir essa heterogeneidade pelo método das

imagens.
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Demonstração. A referência Leithold (1994) apresenta a seguinte fórmula

∫︁ 𝑑𝑠√
𝑠2 + Ð2

= ln ♣𝑠+
√
𝑠2 + Ð2♣ + constante, (3.31)

portanto a integral da Eq. 3.30 é solucionada ao Şcompletar o quadradoŤ no radiciando

e realizando a mudança de variável 𝑠 = 2𝑎𝑢+ 𝑏 ∴ 𝑑𝑠 = 2𝑎 𝑑𝑢.

∫︁ 𝑑𝑢√
𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢+ 𝑐

=
∫︁ 2

√
𝑎 𝑑𝑢

√︁

(2𝑎𝑢+ 𝑏)2 + (4𝑎𝑐⊗ 𝑏2)

√
𝑎√
𝑎

=
1√
𝑎

ln
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎𝑢+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢+ 𝑐)
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

+ constante

�

Portanto a solução da Eq. 3.30 para a variável da integração 𝑢 ∈ [0, 1] é dada por

∫︁ 1

0

𝑑𝑢√
𝑎𝑢2 + 𝑏𝑢+ 𝑐

=
1√
𝑎

ln
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⊗ 1√
𝑎

ln
⧹︃

⧹︃

⧹︃𝑏+ 2
√
𝑎𝑐
⧹︃

⧹︃

⧹︃

=
1√
𝑎

ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)

𝑏+ 2
√
𝑎𝑐

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

(3.32)

DeĄnindo a constante 𝑎 e as funções 𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧) e 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) do condutor real como

𝑎 = (𝑥2 ⊗ 𝑥1)2 + (𝑦2 ⊗ 𝑦1)2 + (𝑧2 ⊗ 𝑧1)2 = 𝐿2

𝑏(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(𝑧1 ⊗ 𝑧)(𝑧2 ⊗ 𝑧1) + 2(𝑦1 ⊗ 𝑦)(𝑦2 ⊗ 𝑦1) + 2(𝑥1 ⊗ 𝑥)(𝑥2 ⊗ 𝑥1)

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥⊗ 𝑥1)2 + (𝑦 ⊗ 𝑦1)2 + (𝑧 + 𝑧1)2. (3.33)

e deĄnindo a constante 𝑎′ e as funções 𝑏′(𝑥, 𝑦, 𝑧) e 𝑐′(𝑥, 𝑦, 𝑧) do condutor imagem como

𝑎′ = (𝑥2 ⊗ 𝑥1)2 + (𝑦2 ⊗ 𝑦1)2 + (𝑧1 ⊗ 𝑧2)2 = 𝐿2

𝑏′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2(⊗𝑧1 ⊗ 𝑧)(𝑧1 ⊗ 𝑧2) + 2(𝑦1 ⊗ 𝑦)(𝑦2 ⊗ 𝑦1) + 2(𝑥1 ⊗ 𝑥)(𝑥2 ⊗ 𝑥1)

𝑐′(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥⊗ 𝑥1)2 + (𝑦 ⊗ 𝑦1)2 + (𝑧 ⊗ 𝑧1)2. (3.34)

Finalmente, escreve-se através da Eq. 3.35 a função potencial de um condutor genérico

imerso em um solo homogêneo em qualquer ponto r no solo como

𝑉 (r) =
𝜌𝐼

4Þ𝐿

∏︀

∐︁ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)

𝑏+ 2
√
𝑎𝑐

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

+ ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎′ + 𝑏′ + 2
√︁

𝑎′(𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′)

𝑏′ + 2
√
𝑎′𝑐′

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⎞

̂︀ (3.35)

A Fig. 7 ilustra a aplicação da Eq. 3.35 considerando um condutor posicionado

em coordenadas genéricas do solo. Note que o posicionamento do condutor não precisa

ser simétrico à origem do sistema de coordenadas.
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caracteriza a resistência própria do condutor 𝑅11. O condutor 1 também causará uma

elevação de potencial por unidade de corrente nos condutores 2 e 3, caracterizando nas

resistências mútuas 𝑅12 e 𝑅13.

Ao tomar o condutor 2 como condutor ativo, esse também terá sua resistência

própria 𝑅22 e resistências mútuas entre os condutores 𝑅21 e 𝑅23, e assim por diante.

Com base nesse raciocíonio é possível obter a parcela da corrente injetada 𝐼cc em cada

condutor através da solução de um sistema linear, o chamado ŞMétodo das MatrizesŤ

de Heppe (1979). Sendo os condutores interligados, esses possuem o mesmo potencial

elétrico 𝑉0, assim utilizando a notação matricial expandida apresentada em Pereira Filho

(1999), escreve-se o sistema linear como

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑅11 𝑅12 𝑅13 ⊗1

𝑅21 𝑅22 𝑅23 ⊗1

𝑅31 𝑅32 𝑅33 ⊗1
. . .

...

⊗1 ⊗1 ⊗1 ≤ ≤ ≤ 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

≤

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐼1

𝐼2

𝐼3

...

𝑉0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0
...

⊗𝐼cc

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (3.42)

Com a resistência de aterramento equivalente do sistema calculada simplesmente como

𝑅eq =
𝑉0

𝐼cc

. (3.43)

Como forma de ilustração considere o sistema de aterramento composto por três

condutores verticais de 3 m de comprimento e 3
4

′′ de diâmetro imerso em um solo uniforme

de resistividade elétrica 100 Ω.𝑚, cuja separação entre as hastes é de 2 m. A matriz de

resistência expendida é então calculada aplicando a Eq. 3.37 para as resistências próprias

e mútuas entre os condutores.
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

32, 58 5, 82 3, 50 ⊗1

5, 82 32, 58 5, 82 ⊗1

3, 50 5, 82 32, 58 ⊗1

⊗1 ⊗1 ⊗1 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

≤

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐼1

𝐼2

𝐼3

𝑉0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0

⊗𝐼cc

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

para uma corrente injetada de 1A, a resposta obtida para esse sistema linear é
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐼1

𝐼2

𝐼3

𝑉0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0, 3433

0, 3134

0, 3433

14, 2089

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

.

Note que a haste 2, que está no centro, sofre um maior efeito das outras hastes devido a

sua disposição geométrica, assim possuindo uma maior resistência e por conseguinte uma

menor parcela corrente Ćuindo dela para o solo. A resistência de aterramento para esse
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inicia-se a dedução tomando as funções Ψ e Ψ′ de 𝑥, 𝑦, 𝑧 como

Ψ = 2𝑎+ 𝑏+
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐) e Ψ′ = 2𝑎′ + 𝑏′ +
√︁

𝑎′(𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′), (3.44)

e as funções Φ e Φ′ de 𝑥, 𝑦, 𝑧 como

Φ = 𝑏+ 2
√
𝑎𝑐 e Φ′ = 𝑏′ + 2

√
𝑎′𝑐′, (3.45)

calcula-se seus respectivos gradientes por

∇Ψ = ∇𝑏 +
𝑎∇𝑏+ 𝑎∇𝑐
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)
, ∇Ψ′ = ∇𝑏′ +

𝑎′∇𝑏′ + 𝑎′∇𝑐′
√︁

𝑎′(𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′)
, (3.46)

tal como

∇Φ = ∇𝑏 +
𝑎∇𝑐√
𝑎𝑐

, ∇Φ′ = ∇𝑏′ +
𝑎′∇𝑐′
√
𝑎′𝑐′ . (3.47)

A função 𝑏 de 𝑥, 𝑦, 𝑧 já foi previamente deĄnida cf. Eq. 3.33. Sendo ax,ay e az vetores

unitários nas direções 𝑥, 𝑦 e 𝑧 respectivamente, o gradiente da função 𝑏 é então

∇𝑏 = 2(𝑥1 ⊗ 𝑥2) ax + 2(𝑦1 ⊗ 𝑦2) ay + 2(𝑧1 ⊗ 𝑧2) az , (3.48)

tal como a função 𝑏′ de 𝑥, 𝑦, 𝑧 já foi previamente deĄnida cf. Eq. 3.34 e seu gradiente é

∇𝑏′ = 2(𝑥1 ⊗ 𝑥2) ax + 2(𝑦1 ⊗ 𝑦2) ay + 2(⊗𝑧1 + 𝑧2) az . (3.49)

De forma análoga, a função 𝑐 de 𝑥, 𝑦, 𝑧 já foi previamente deĄnida cf. Eq. 3.33 e seu

gradiente é

∇𝑐 = 2(𝑥⊗ 𝑥1) ax + 2(𝑦 ⊗ 𝑦1) ay + 2(𝑧 ⊗ 𝑧1) az , (3.50)

tal como a função 𝑐′ de 𝑥, 𝑦, 𝑧 já foi previamente deĄnida cf. Eq. 3.34 e seu gradiente é

∇𝑐′ = 2(𝑥⊗ 𝑥1) ax + 2(𝑦 ⊗ 𝑦1) ay + 2(𝑧 + 𝑧1) az . (3.51)

DeĄni-se pois o campo elétrico gerado por um condutor linear como

E = ⊗∇𝑉 = ⊗ 𝜌𝐼

4Þ𝐿

∏︀

∐︁

𝑏+ 2
√
𝑎𝑐

2𝑎+ 𝑏+
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)

∇Ψ Φ ⊗ Ψ ∇Φ
Φ2

+

𝑏′ + 2
√
𝑎′𝑐′

2𝑎′ + 𝑏′ +
√︁

𝑎′(𝑎′ + 𝑏′ + 𝑐′)

∇Ψ′ Φ′ ⊗ Ψ′ ∇Φ′

Φ′2

⎞

̂︀

, (3.52)

sendo o módulo do gradiente deĄnido em função de suas componentes em 𝑥, 𝑦 e 𝑧, res-

pectivamente

‖E‖ =
√︁

𝐸2
x + 𝐸2

y + 𝐸2
z . (3.53)
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A tensão de passo é deĄnida como a diferença de potencial entre dois pontos na

superfície do solo a uma distância de um metro. Para mapear a tensão de passo na

superfície do solo, de acordo com Heppe (1979), se tem

𝐸passo =

⎯

⎸

⎸

⎷

(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑥

⎜2

+

(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑦

⎜2

𝑧 = 0 (3.55)

Note que desde que a componente em 𝑧 do campo elétrico na superfície do solo é nula

a tensão de passo é numericamente igual ao módulo do campo elétrico na superfície do

solo.

A Fig. 15 ilustra a tensão de passo gerada por uma malha de aterramento na

superfície do solo em todos os pontos da superfície do solo. A malha em forma de ŞLŤ

está enterrada a meio metro da superfície de um solo homogêneo de 100 Ω.𝑚, sendo

injetada uma corrente de 1000 A no sistema de aterramento. Note que na periferia da

malha, em especial em pontos distantes do centro da malha, a tensão de passo é mais

intensa.

3.9 Cálculo de potenciais em uma trajetória

especíĄca

A abordagem apresentada nesta tese possibilita o cálculo do potencial elétrico

somente nas coordenadas desejadas. Métodos numéricos como o método dos elementos

Ąnitos necessitam calcular o potencial elétrico em uma região fechada, no caso de simula-

ções de sistemas de aterramento o espaço tridimensional, para se determinar a solução do

problema. Em estudos de sistemas de aterramento geralmente a região de interesse é a

superfície do solo aos arredores da malha. Com o método abordado neste trabalho, uma

vez determinada a distribuição de correntes nos eletrodos de aterramento, a solução em

coordenadas especíĄcas é possível, um exemplo disso é o cálculo do potencial elétrico na

diagonal da malha. Muitos métodos numéricos necessitariam calcular o potencial elétrico

em todo o volume que delimita o solo para depois apresentar a solução do potencial na

diagonal da malha de aterramento. Uma vez que o solo é um meio semi-inĄnito também

se deve adotar alguma forma de reduzir o erro devido ao truncamento da solução, o que

não ocorre na abordagem desta tese uma vez que as equações para o potencial elétrico já

são feitas para esse meio semi-inĄnito.

A Fig. 16 é resultado do estudo de caso de Brenna et al. (2018) feito com o

aplicativo desenvolvido nesta tese. Essa Ągura mostra a distribuição de potencial na

superfície do solo calculado ao longo da semi-diagonal de uma malha de aterramento para

três diferentes espaçamentos de quadrículas. As malhas estudadas possuem o mesmo

tamanho em todos os casos, que é de 50m x 50m e estão enterradas a um metro da
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árdua a tarefa de digitar manualmente as coordenadas (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) e (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) que locali-

zam cada condutor no espaço. Para o desenho dos sistemas de aterramento, que abrangem

geometrias que incluem quadrículas desiguais, arcos e associações de cabos e hastes de

aterramento, o autor desta tese desenvolveu um programa para interpretar arquivos de

CAD (Desenho Assistido por Computador). Os desenhos são lidos no formato de código

aberto DXF. Estes desenhos foram gerados através do programa também livre LibreCAD,

todavia, demais programas de CAD como o autoCAD também exportam essa extensão.

Assim é possível interpretar geometrias de aterramento genéricas e de alta complexidade,

tornando a abordagem apresentada nesse capítulo aplicável a problemas reais de enge-

nharia elétrica.
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Capítulo 4

Fonte pontual de corrente em solo

heterogêneo

4.1 Introdução

Inicia-se o estudo de aterramentos em solos heterogêneos a partir do cálculo da

função potencial de uma fonte pontual de corrente. De forma análoga à feita para o solo

homogêneo, adaptar-se-á essa função para as conĄgurações de aterramentos reais, como

cabos e hastes. Esse capítulo soluciona a função potencial em solos heterogêneos para

a fonte pontual de corrente, para tal é necessário a solução de um sistema de equações

para a obtenção das funções características do solo heterogêneo, utiliza-se um método de

quadratura para a integração numérica em profundidades genéricas e a série de Chebyshev

para a solução da função potencial na superfície do solo. Note que o procedimento para

a solução da integral imprópria para a superfície do solo é análoga à realizada para a

estratiĄcação do solo, contudo resolve-se um sistema de equações ao invés de uma única

equação para o modelo do solo. A função potencial varia de camada para camada, todavia

essa respeita as condições de contorno impostas para o modelo do meio heterogêneo.

4.2 Equacionamento generalizado

Calcula-se a função potencial elétrico para o solo heterogêneo a partir da solução

da equação de Poisson. Para todos os pontos, exceto o referente à localização da fonte de

corrente, a solução é obtida pela equação de Laplace. Para a camada onde a fonte está

localizada a função potencial da fonte pontual também deve ser levada em consideração,

já para as camadas onde não há fonte de corrente resolve-se apenas a equação de Laplace.
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o Condição de contorno 4. Potencial elétrico nulo a uma profundidade que tende ao

inĄnito.

lim
z⊃∞

𝑉iN = 0 (4.17)

4.3.1 Aplicação da Condição de Contorno 1

Para cada camada do solo há duas funções características, portanto necessita-se

de criar um sistema de ordem 2𝑁 , onde 𝑁 é a quantidade de camadas do solo, para obter

de forma unívoca todas essas funções características.

Inicia-se esse equacionamento ao aplicar-se a primeira condição de contorno, que

é dada pela Eq. 4.14, aqui repetida por conveniência.

𝜕𝑉i1

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=0

= 0

Caso a fonte esteja na primeira camada obtém-se uma resposta diferente desta em outra

camada do solo. Portanto, aplica-se a condição de contorno para todos os casos possíveis.

o Fonte na primeira camada, i.e., 𝑖 = 1.

Para a fonte na primeira camada, manipulando apenas as funções de 𝑧, chega-se a

equação
𝜕

𝜕𝑧

[︂

𝑒⊗λ♣z⊗z0♣ + ℱ11𝑒
⊗λz + 𝒢11𝑒

+λz
]︂

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=0

= 0, (4.18)

a qual aplicando a derivada parcial em 𝑧, obtém-se

⊗Ú(𝑧 ⊗ 𝑧0) 𝑒⊗λ♣z⊗z0♣

♣𝑧 ⊗ 𝑧0♣
⊗ Ú𝑒⊗λzℱ11 + Ú𝑒λz𝒢11

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=0

= 0. (4.19)

Substitui-se agora a variável 𝑧 para seu ponto de cálculo, o qual representa a super-

fície do solo, obtendo-se

⊗Ú(⊗𝑧0) 𝑒⊗λ♣⊗z0♣

♣ ⊗ 𝑧0♣
⊗ Úℱ11 + Ú𝒢11 = 0, (4.20)

divide-se então a equação por Ú, chegando-se à Eq. 4.21, visto que 𝑧0 é um valor

positivo.

⊗ℱ11 + 𝒢11 = 𝑒⊗λz0 (4.21)

o Demais casos, i.e., 𝑖 ̸= 1.

Como não há a parcela da fonte a equação para este caso, a solução obtida é similar

é da Eq. 4.21, todavia, sem a parcela da fonte.

⊗ℱ11 + 𝒢11 = 0 (4.22)

Observe que a inĆuência da fonte de corrente só altera o lado direito da equação,

pode-se então separar as equações pela parte proveniente do sistema e da excitação, que

são o lado esquerdo e o lado direito da igualdade consecutivamente.
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4.3.2 Aplicação da Condição de Contorno 2

A segunda condição de contorno se refere a continuidade de potencial elétrico na

transição de camadas. A Eq. 4.15 é aqui repetida por conveniência.

𝑉ij = 𝑉i(j+1) para 𝑧 = 𝐻j (4.23)

Para o modo como as equações foram organizadas a única parte que difere entre as

equações são as funções de 𝑧 do núcleo da integral. Note que a organização das equações

facilita e muito a aplicação das condições de contorno.

Para a segunda condição de contorno há três possíveis casos: o primeiro quando

a fonte está localizada na camada superior à interface; a segunda quando a fonte está

na camada inferior à interface; a terceira quando não há fontes de corrente em nenhuma

camada da interface. Faz-se necessário a aplicação da condição para cada caso especíĄco.

Note que caso a fonte esteja acima ou abaixo da interface a equação obtida pela aplicação

da condição de contorno será distinta.

o Fonte de corrente na camada 𝑗, que é a camada mais rasa da transição, i.e., 𝑖 = 𝑗.

𝑒⊗λ♣z⊗z0♣ + ℱij 𝑒
⊗λz + 𝒢ij 𝑒

+λz

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

= ℱi(j+1) 𝑒
⊗λz + 𝒢i(j+1) 𝑒

+λz

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

(4.24)

substituindo o ponto de cálculo, que é a coordenada de 𝑧 referente à transição das

camadas, tem-se

𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ + ℱij 𝑒
⊗λHj + 𝒢ij 𝑒

λHj = ℱi(j+1) 𝑒
⊗λHj + 𝒢i(j+1) 𝑒

λHj , (4.25)

organizando os termos obtém-se então a Eq. 4.26.

ℱij 𝑒
⊗λHj + 𝒢ij 𝑒

λHj ⊗ ℱi(j+1) 𝑒
⊗λHj ⊗ 𝒢i(j+1) 𝑒

λHj = ⊗𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ (4.26)

o Fonte de corrente na camada 𝑗 + 1, que é a camada mais profunda da transição,

i.e., 𝑖 = 𝑗 + 1.

ℱij 𝑒
⊗λz + 𝒢ij 𝑒

+λz

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

= 𝑒⊗λ♣z⊗z0♣ + ℱi(j+1) 𝑒
⊗λz + 𝒢i(j+1) 𝑒

+λz

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

(4.27)

A qual organizando-se os temos obtém-se a Eq. 4.28.

ℱij 𝑒
⊗λHj + 𝒢ij 𝑒

λHj ⊗ ℱi(j+1) 𝑒
⊗λHj ⊗ 𝒢i(j+1) 𝑒

λHj = 𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ (4.28)

o Não há fonte de corrente na camada 𝑗 ou 𝑗 + 1, ou seja, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝑖 ̸= 𝑗 + 1.

Para este caso não há um termo referente à fonte, visto que não há uma fonte na

camada superior ou inferior à transição de camadas. Obtém-se então a Eq. 4.29.

ℱij 𝑒
⊗λHj + 𝒢ij 𝑒

λHj ⊗ ℱi(j+1) 𝑒
⊗λHj ⊗ 𝒢i(j+1) 𝑒

λHj = 0 (4.29)
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4.3.3 Aplicação da Condição de Contorno 3

A terceira condição de contorno é a continuidade da componente do vetor densi-

dade de corrente normal à interface entre as camadas. A Eq. 4.16 é aqui repetida por

conveniência.
1
𝜌j

𝜕𝑉ij

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

=
1

𝜌j+1

𝜕𝑉i(j+1)

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

Dependendo da existência da fonte de corrente em uma das camadas da interface

𝐻j, camada acima ou abaixo da interface, há diferenças na equação obtida pela condição

de contorno. Portanto, faz-se necessário avaliar cada caso em particular, que são: fonte

na camada acima da interface, fonte na camada abaixo da interface e nenhuma fonte nas

camadas adjacentes à interface.

O equacionamento desenvolvido é realizado considerando-se apenas uma fonte de

corrente, sistemas com mais de uma fonte de corrente são avaliados aplicando o teorema

da superposição para o cálculo do potencial elétrico. Para o caso de sistemas com mais

de uma fonte de corrente, calcula-se o efeito de cada fonte isolada e soma-se o potencial

elétrico de cada solução independente para a obtenção da solução global.

o Fonte de corrente na camada 𝑗, que é a camada mais rasa da transição, i.e., 𝑖 = 𝑗.

A aplicação da Eq. 4.16 quando a fonte de corrente está localizada na camada 𝑗

resulta na equação

⊗Ú(𝑧 ⊗ 𝑧0) 𝑒⊗λ♣z⊗z0♣

♣𝑧 ⊗ 𝑧0♣
⊗ Ú𝑒⊗λzℱij + Ú𝑒λz𝒢ij

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

=
𝜌j

𝜌j+1

(︂

⊗ Ú𝑒⊗λzℱi(j+1)+

Ú𝑒λz𝒢i(j+1)

)︂⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

,

(4.30)

após a dividir por Ú e substituir o ponto de cálculo das derivadas obtém-se

⊗𝑒⊗λHj ℱij + 𝑒λHj 𝒢ij =
𝜌j

𝜌j+1

(︃

⊗ 𝐻j ⊗ 𝑧0

♣𝐻j ⊗ 𝑧0♣
𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ ⊗ 𝑒⊗λHj ℱi(j+1)

+𝑒λHj 𝒢i(j+1)

)︂

, (4.31)

onde após algumas manipulações algébricas chega-se à Eq. 4.32.

⊗𝑒⊗λHj ℱij + 𝑒λHj 𝒢ij +
𝜌j

𝜌j+1

𝑒⊗λHj ℱij ⊗ 𝜌j

𝜌j+1

𝑒λHj 𝒢ij =
𝐻j ⊗ 𝑧0

♣𝐻j ⊗ 𝑧0♣
𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ (4.32)

o Fonte de corrente na camada 𝑗 + 1, que é a camada mais profunda da transição,

i.e., 𝑖 = 𝑗 + 1.
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A aplicação da Eq. 4.16 quando a fonte de corrente está localizada na camada 𝑗+ 1

resulta na equação

⊗Ú𝑒⊗λzℱij + Ú𝑒λz𝒢ij

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

=
𝜌j

𝜌j+1

(︃

⊗Ú(𝑧 ⊗ 𝑧0) 𝑒⊗λ♣z⊗z0♣

♣𝑧 ⊗ 𝑧0♣
⊗ Ú𝑒⊗λzℱi(j+1)

+Ú𝑒λz𝒢i(j+1)

)︂⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hj

, (4.33)

após a dividir por Ú e substituir o ponto de cálculo das derivadas obtém-se

⊗ 𝑒⊗λHj ℱij + 𝑒λHj 𝒢ij =
𝜌j

𝜌j+1

(︃

⊗ 𝐻j ⊗ 𝑧0

♣𝐻j ⊗ 𝑧0♣
𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣ ⊗ 𝑒⊗λHj ℱi(j+1)

+𝑒λHj 𝒢i(j+1)

)︂

, (4.34)

onde após algumas manipulações algébricas chega-se à Eq. 4.35.

⊗ 𝑒⊗λHj ℱij + 𝑒λHj 𝒢ij +
𝜌j

𝜌j+1

𝑒⊗λHj ℱi(j+1) ⊗ 𝜌j

𝜌j+1

𝑒λHj 𝒢i(j+1)

= ⊗ 𝜌j

𝜌j+1

𝐻j ⊗ 𝑧0

♣𝐻j ⊗ 𝑧0♣
𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣

(4.35)

o Não há fonte de corrente na camada 𝑗 ou 𝑗 + 1, ou seja, 𝑖 ̸= 𝑗 e 𝑖 ̸= 𝑗 + 1.

Quando não há fonte de corrente na interface entre as camada 𝑗 e 𝑗 + 1 não haverá

uma parcela referente à fonte, o que resulta na Eq. 4.36 para todas as situações

onde não há fonte de corrente na interface entre as camadas.

⊗𝑒⊗λHj ℱij + 𝑒λHj 𝒢ij +
𝜌j

𝜌j+1

𝑒⊗λHj ℱij ⊗ 𝜌j

𝜌j+1

𝑒λHj 𝒢ij = 0 (4.36)

4.3.4 Aplicação da Condição de Contorno 4

A quarta condição de contorno é a nulidade do potencial elétrico para profundi-

dades que tendem ao inĄnito. A Eq. 4.17 é aqui repetida por conveniência.

lim
z⊃∞

𝑉iN = 0

o Fonte de corrente na camada 𝑁 , i.e., o índice 𝑖 = 𝑁 .

A aplicação da condição de contorno quando a fonte de corrente está na última

camada,

lim
z⊃∞

(︁

𝑒⊗λ♣z⊗z0♣ + ℱNN 𝑒⊗λz + 𝒢NN 𝑒+λz
)︁

= 0, (4.37)

resulta na Eq. 4.38 apresentada a seguir.

𝒢NN = 0 (4.38)
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o Não há fonte de corrente na camada 𝑁 , i.e., o índice 𝑖 ̸= 𝑁 .

A aplicação da condição de contorno quando a fonte de corrente não está na última

camada,

lim
z⊃∞

(︁

ℱiN 𝑒⊗λz + 𝒢iN 𝑒+λz
)︁

= 0, (4.39)

resulta na Eq. 4.40, que é similar à equação do caso anterior.

𝒢iN = 0 (4.40)

4.4 Obtenção das funções características ℱ𝑖𝑗 e 𝒢𝑖𝑗
As funções características 𝐹ij e 𝐺ij são obtidas de forma simultânea com a inserção

de todas as condições de contorno na forma de um sistema de equações lineares. DeĄne-se

a matriz que contém o lado esquerdo das equações que formam as condições de contorno

como Λ, o vetor que representa o lado direito das equações é deĄnido como 𝒮 e o vetor

que contém as funções características como x.

A Eq. 4.41, onde as posições vazias são todas iguais a zero, deĄne a matriz Λ, que

corresponde ao lado esquerdo das equações obtidas nas condições de contorno. A matriz

é formada por blocos matriciais, sendo uma matriz quadrada de ordem 2𝑁 , sendo 𝑁 a

quantidade de camadas do solo estratiĄcado.

Λ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

Λ0

Λ1

Λ2

. . .

Λj

. . .

ΛN⊗2

ΛN⊗1

ΛN

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(4.41)

sendo os blocos Λj para 0 < 𝑗 < 𝑁 deĄnidos como

Λj =

⋃︀

⨄︀

𝑒⊗λHj 𝑒λHj ⊗𝑒⊗λHj ⊗𝑒λHj

⊗𝑒⊗λHj 𝑒λHj
ρj

ρj+1
𝑒⊗λHj ⊗ ρj

ρj+1
𝑒λHj

⋂︀

⋀︀ ,

e os blocos Λ0 e ΛN deĄnidos como

Λ0 =
[︁

⊗1 1 0 0
]︁

e ΛN =
[︁

0 0 0 1
]︁

.

Os blocos que formam a matriz Λ são Λ0, Λj e ΛN . O bloco Λ0 representa a

aplicação da primeira condição de contorno na interface entre o ar e o solo. Já o bloco
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do tipo Λj representa a aplicação da segunda e terceira condições de contorno, note que

esse bloco tem duas linhas, uma para cada condição de contorno. O bloco do tipo ΛN

representa a aplicação da quarta condição de contorno, que é feita na última camada do

solo.

Com exceção das transições de Λ0 para Λ1 e da transição de ΛN⊗1 para ΛN , que

são inseridas sob colunas coincidentes, todas as demais transições são inseridas com um

deslocamento de duas colunas em relação à anterior. Note que independente da loca-

lização da fonte de corrente a matriz Λ permanece inalterada. Ademais, é importante

ressaltar que para cada valor distinto de Ú o sistema linear para a obtenção das funções

características do solo deve ser solucionado novamente. A função potencial elétrico con-

tém uma integração nessa variável em intervalo semi-inĄnito, necessitando assim de um

tratamento apropriado para sua solução, e que necessite do mínimo de soluções do sistema

de equações lineares possível.

O vetor de funções características x, que representa a solução do sistema linear, e

o vetor que representa a contribuição da fonte de corrente 𝒮 são mostrados a seguir na

Eq. 4.42. A forma de 𝒮 depende da localização da fonte de corrente.

x =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

ℱi1

𝒢i1

...

ℱij

𝒢ij

...

ℱiN

𝒢iN

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

e 𝒮(i=j+1) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

...

𝑒⊗λ♣Hj⊗z0♣

⊗ ρj

ρj+1

Hj⊗z0

♣Hj⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣Hj⊗z0♣

⊗𝑒⊗λ♣Hj+1⊗z0♣

Hj+1⊗z0

♣Hj+1⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣Hj+1⊗z0♣

...

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (4.42)

Note que a função 𝒮 ilustrada aqui corresponde à fonte imersa em uma camada interme-

diária, que não é a primeira ou a última. A construção de 𝒮 é função direta da posição

da fonte de corrente e tem que ser analisada para cada caso especíĄco.

Obtém-se as funções características pela solução do sistema de equações lineares

da Eq. 4.43, que varia para cada valor de Ú e cada valor de 𝑧0. Para cada mudança no

valor de Ú ou 𝑧0 esse sistema deve ser solucionado novamente com os novos valores para

as variáveis.

Λ ≤ x = 𝒮 (4.43)

Neste trabalho optou-se por não buscar uma solução analítica para este sistema

de equações lineares, e sim por solucioná-lo para cada valor distinto de Ú ou 𝑧0. Uma des-

vantagem da abordagem escolhida é que não é possível calcular a função potencial de uma

camada especíĄca de forma isolada, ou seja, sem a obtenção das funções características

das demais camadas do solo. Todavia, a obtenção de uma solução analítica para o referido
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sistema é um pouco complexa, mesmo usando um programa de álgebra computacional,

visto que o número de camadas é variável e a localização da fonte de corrente também é

variável.

Utilizou-se uma biblioteca para a solução de sistemas lineares bastante eĄciente1,

tal que mesmo solucionando o sistema diversas vezes o esforço computacional para essa

etapa do programa é ínĄmo, não justiĄcando assim a busca por uma solução analítica

para esse sistema de equações. Uma solução analítica resultante teria tantos termos em

sua composição que o número de operações que a máquina faria provavelmente não seria

muito menor que a solução do sistema de equações lineares, além da simplicidade de se

programar computacionalmente um sistema de equações genérico em comparação a uma

extensa solução analítica.

Como resultado da solução de 4.43, as funções características do solo para todas

as camadas são obtidas, todavia se utilize apenas um par dessas soluções por camada

de cálculo do potencial. Por exemplo, no caso da superfície do solo, que é sempre a

primeira camada, o cálculo do potencial elétrico necessitará apenas dos dois primeiros

termos da solução do sistema, sendo 𝒮 função da localização da fonte de corrente. Em

casos de aplicação prática de engenharia elétrica, diĄcilmente é necessário a utilização de

um solo com mais de cinco camadas, uma vez que para a obtenção da estratiĄcação do

solo não são utilizados grandes espaçamentos entre os eletrodos para as leituras do perĄl

de resistividade aparente em função da profundidade. A quantidade reduzida de camadas

em aplicações práticas implica que o sistema linear a ser solucionado para a obtenção das

funções características do solo, que tem ordem igual ao dobro da quantidade de camadas,

não terá uma ordem elevada e como consequência não terá uma solução computacional

dispendiosa.

Com o intuito de melhorar a compreensão do equacionamento que se deduziu

nesta tese para o solo heterogêneo, mostra-se dois exemplos de montagem do sistema

linear, para o caso de três camadas na seção 4.4.1 e de cinco camadas na seção 4.4.2.

Mostra-se também a montagem do vetor 𝒮 nesses exemplos para todas as possibilidades

de localização para a fonte de corrente. Note que a montagem desse sistema linear pode ser

facilmente automatizada por um algoritmo computacional para uma quantidade genérica

de camadas.

1 Gnu ScientiĄc Library.
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4.4.1 Exemplo: modelo de três camadas

2Λ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

⊗1 1

𝑒⊗λH1 𝑒λH1 ⊗𝑒⊗λH1 ⊗𝑒λH1

⊗𝑒⊗λH1 𝑒λH1 ρ1

ρ2
𝑒⊗λH1 ⊗ρ1

ρ2
𝑒λH1

𝑒⊗λH2 𝑒λH2 ⊗𝑒⊗λH2 ⊗𝑒λH2

⊗𝑒⊗λH2 𝑒λH2 ρ2

ρ3
𝑒⊗λH2 ⊗ρ2

ρ3
𝑒λH2

1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮(i=1) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑒⊗λz0

⊗𝑒⊗λ♣H1⊗z0♣

H1⊗z0

♣H1⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣H1⊗z0♣

0

0

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮(i=2) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

𝑒⊗λ♣H1⊗z0♣

⊗ρ1

ρ2

H1⊗z0

♣H1⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣H1⊗z0♣

⊗𝑒⊗λ♣H2⊗z0♣

H2⊗z0

♣H2⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣H2⊗z0♣

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮(i=3) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0

𝑒⊗λ♣H2⊗z0♣

⊗ρ2

ρ3

H2⊗z0

♣H2⊗z0♣ 𝑒
⊗λ♣H2⊗z0♣

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

x =
(︁

ℱi1 𝒢i1 ℱi2 𝒢i2 ℱi3 𝒢i3

)︁T

2 As posições vazias em Λ são zeros.
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4.4.2 Exemplo: modelo de cinco camadas

3Λ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

⊗1 1

𝑒⊗λH1 𝑒λH1 ⊗𝑒⊗λH1 ⊗𝑒λH1

⊗𝑒⊗λH1 𝑒λH1 ρ1

ρ2
𝑒⊗λH1 ⊗ρ1

ρ2
𝑒λH1

𝑒⊗λH2 𝑒λH2 ⊗𝑒⊗λH2 ⊗𝑒λH2

⊗𝑒⊗λH2 𝑒λH2 ρ2

ρ3
𝑒⊗λH2 ⊗ρ2

ρ3
𝑒λH2

𝑒⊗λH3 𝑒λH3 ⊗𝑒⊗λH3 ⊗𝑒λH3

⊗𝑒⊗λH3 𝑒λH3 ρ3

ρ4
𝑒⊗λH3 ⊗ρ3

ρ4
𝑒λH3

𝑒⊗λH4 𝑒λH4 ⊗𝑒⊗λH4 ⊗𝑒λH4

⊗𝑒⊗λH4 𝑒λH4 ρ4

ρ5
𝑒⊗λH4 ⊗ρ4

ρ5
𝑒λH4

1

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

4𝒮1 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

e−λz0

⊗e−λ|H1−z0|

H1−z0

|H1−z0|
e−λ|H1−z0|

0

0

0

0

0

0

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮2 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

e−λ|H1−z0|

⊗ ρ1

ρ2

H1−z0

|H1−z0|
e−λ|H1−z0|

⊗e−λ|H2−z0|

H2−z0

|H2−z0|
e−λ|H2−z0|

0

0

0

0

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮3 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0

e−λ|H2−z0|

⊗ ρ2

ρ3

H2−z0

|H2−z0|
e−λ|H2−z0|

⊗e−λ|H3−z0|

H3−z0

|H3−z0|
e−λ|H3−z0|

0

0

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮4 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0

0

0

e−λ|H3−z0|

⊗ ρ3

ρ4

H3−z0

|H3−z0|
e−λ|H3−z0|

⊗e−λ|H4−z0|

H4−z0

|H4−z0|
e−λ|H4−z0|

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

𝒮5 =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0

0

0

0

0

e−λ|H4−z0|

⊗ ρ4

ρ5

H4−z0

|H4−z0|
e−λ|H4−z0|

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

x =
[︁

ℱi1 𝒢i1 ℱi2 𝒢i2 ℱi3 𝒢i3 ℱi4 𝒢i4 ℱi5 𝒢i5

]︁T

3 As posições vazias em Λ são zeros.
4 𝑆i vetor de soluções para a fonte na 𝑖-ésima camada.
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da função de Bessel. A motivação desse trabalho foi devido à diĄculdade de integrar

funções oscilatórias em um intervalo inĄnito. O autor citado se baseou no trabalho de

Ooura e Mori (1999), o qual desenvolveu uma fórmula de quadratura para integrais do

tipo transformada de Fourier
∫︀∞

0 𝑓(𝑥) sin(𝑥)𝑑𝑥, onde uma função 𝑓(𝑥) é transformada de

tal maneira que os nós da quadratura se aproximem rapidamente dos zeros de sin(𝑥),

possibilitando assim a integral ser avaliada com um número reduzido de iterações.

∫︁ ∞

0
𝑓(𝑥)𝐽0(𝑥)𝑑𝑥 ≡ Þ

∞
∑︁

k=1

𝑤k 𝑓
(︂

Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

𝐽0

(︂

Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

å′(ℎÝk) (4.46)

O valor de 𝑤k é o 𝑘-ésimo peso associado, 𝑌0 é o polinômio de Bessel de segundo tipo e

ordem zero, já 𝐽1 é o polinômio de Bessel de primeiro tipo e ordem um. O passo ℎ é um

parâmetro a ser escolhido para garantir a convergência da série.

𝑤k =
𝑌0(ÞÝk)
𝐽1(ÞÝk)

(4.47)

O valor Ýk representa o 𝑘-ésimo zero da função 𝐽0(Þ𝑥) em ordem crescente, tal que 0 < Ý1 <

Ý2 < Ý3 < ≤ ≤ ≤ Esses zeros são previamente calculados e armazenados como constantes.

A Tab. 1 ilustra as dez primeiras raízes de 𝐽0(Þ𝑥) com uma precisão limitada a quatro

casas decimais, note que a diferença entre raízes consecutivas tende a um.

Tabela 1 Ű Dez primeiras raízes de 𝐽0(Þ𝑥)

𝑘 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ýk 0,7655 1,7571 2,7546 3,7534 4,7527 5,7522 6,7519 7,7516 8,7514 9,7513

Já a função auxiliar å(𝑡) é deĄnida por

å(𝑡) = 𝑡 tanh
(︂

Þ

2
sinh 𝑡

)︂

, (4.48)

portanto, calcula-se sua derivada å′(𝑡) conforme Eq. 4.49.

å′(𝑡) =
Þ𝑡 cosh(𝑡) + sinh ( Þ sinh(𝑡) )

1 + cosh( Þ sinh(𝑡) )
(4.49)

A avaliação da somatória na Eq. 4.46 é realizada até que um novo termo de série

seja maior que uma dada tolerância pré-especiĄcada, assim é possível truncar a série e

garantir uma precisão desejada para o valor calculado da integral. Os valores para as

raízes Ýk têm uma variação grande no começo e tendem a um. Portanto, em termos

computacionais, após alguns termos é possível calcular com uma boa precisão todas as

raízes apenas somando uma unidade ao termo anterior.
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mapear as funções características do solo em séries de Chebyshev deslocadas. Note que

com essa mudança de variável, quando Ú tende ao inĄnito o valor de 𝐸 se aproxima de

zero e por isso esse valor não faz parte da solução para a variável 𝐸. Quando a variável 𝐸

é igual a um o valor de Ú é zero, assim fazendo parte da solução. Como mostrado na Eq.

4.56, o sistema de equações utilizado para encontrar as funções características do solo é

então reescrito para a nova variável

Λ =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

Λ0

Λ1

Λ2

. . .

Λj

. . .

ΛN⊗2

ΛN⊗1

ΛN

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

, (4.56)

sendo os blocos Λj em função de 𝐸 para 0 < 𝑗 < 𝑁 deĄnidos como

Λj =

⋃︀

⨄︀

𝐸Hj 𝐸⊗Hj ⊗𝐸Hj ⊗𝐸⊗Hj

⊗𝐸Hj 𝐸⊗Hj
ρj

ρj+1
𝐸Hj ⊗ ρj

ρj+1
𝐸⊗Hj

⋂︀

⋀︀ ,

já os blocos Λ0 e ΛN permanecem inalterados, também deĄnidos para 𝐸 como

Λ0 =
[︁

⊗1 1 0 0
]︁

e ΛN =
[︁

0 0 0 1
]︁

.

O vetor de funções características x, que representa a solução do sistema linear, e o vetor

que representa a contribuição da fonte de corrente 𝒮 são mostrados a seguir.

x =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

ℱi1

𝒢i1

...

ℱij

𝒢ij

...

ℱiN

𝒢iN

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

e 5𝒮(i=j+1) =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

...

𝐸♣Hj⊗z0♣

⊗ ρj

ρj+1

Hj⊗z0

♣Hj⊗z0♣ 𝐸
♣Hj⊗z0♣

⊗𝐸♣Hj+1⊗z0♣

Hj+1⊗z0

♣Hj+1⊗z0♣ 𝐸
♣Hj+1⊗z0♣

...

0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

. (4.57)

Note que a função 𝒮 ilustrada aqui corresponde à fonte imersa em uma camada interme-

diária, que não é a primeira ou a última. A construção de 𝒮 é função direta da posição da

fonte de corrente e tem que ser analisada para cada caso especíĄco. O equacionamento

apresentado aqui é função de 𝐸 ao invés de Ú, todavia tem o mesmo signiĄcado físico.
5 Caso especíĄco para ilustração, esses valores dependem da localização da fonte de corrente.
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um ponto em 𝑧 = 0 sempre está na primeira camada do solo. Ademais, observe pela Fig.

21 que as funções ℱi1 e 𝒢i1 são suaves independente da localização da fonte de corrente.

4.6.2 Decomposição em série de Chebyshev

A decomposição de uma função Ψ(𝐸) qualquer em um intervalo fechado 0 ⊘ 𝐸 ⊘ 1

pela série de Chebyshev deslocada resume-se nas equações que se seguem. Apresenta-se

novamente o equacionamento necessário para essa série com o intuito de o resumi-lo e

contextualizá-lo para essa seção da tese. A expansão de uma função Ψ(𝐸) qualquer em

uma série de Chebyshev deslocada de grau 𝑛 é dada pela Eq. 4.58 a seguir, onde o

apostrofo na somatória signiĄca que o primeiro termo da soma deve ser dividido por dois.

Ψ(𝐸) ≡
n
∑︁′

k=0

𝑐k𝑇k(𝑥) (4.58)

Onde os coeĄcientes da série são calculados como

𝑐j =
2
𝑛

n⊗1
∑︁

k=0

Ψ(Ýk) cos

(︃

𝑗Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

, (4.59)

e as raízes Ýk para o grau 𝑛 calculadas por

Ýk =
1
2

cos

(︃

Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

+
1
2
. (4.60)

Já o polinômio de Chebyshev deslocado 𝑇n, onde 𝑛 é o grau do polinômio, é calculado

através da sua deĄnição recursiva

𝑇n(𝑥) = (4𝐸 ⊗ 2) 𝑇n⊗1(𝐸) ⊗ 𝑇n⊗2(𝐸) 𝑛 > 1, (4.61)

com o valor de 𝑇0(𝐸) = 1 e o valor de 𝑇1(𝐸) = 2𝐸 ⊗ 1. O valor de 𝑇n(𝐸) também pode

ser calculado através de sua deĄnição trigonométrica, todavia para o equacionamento

proposto nesta tese utiliza-se para a solução da integral imprópria os termos da série de

potências equivalente à expansão realizada.

Observe que com esse equacionamento é possível aproximar uma função através de

uma amostragem em pontos já deĄnidos através das raízes do polinômio para um intervalo

contínuo. Com isso as funções características do solo heterogêneo, que necessitam da

solução de um sistema linear para cada novo valor de 𝐸, podem ser representadas em

um intervalo contínuo com um pequeno número de amostras calculadas nas raízes do

polinômio de Chebyshev. Dessa maneira a solução de um sistema de equações lineares

para cada valor de 𝐸 não representa uma etapa dispendiosa em termos computacionais.

As funções características mapeadas em um intervalo contínuo ainda não tornam

possível a solução da integral imprópria da função potencial elétrico. Todavia, pode-se

aproveitar a característica de série de potências dos polinômios de Chebyshev 𝑇n para a
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a camada de calculo é igual a camada da fonte. A segunda parcela é referente ao solo he-

terogêneo, essa foi denominado como função 𝐻(𝑡), proveniente da fórmula de quadratura

de integração.

𝐻(𝑡) = Þ
∞
∑︁

k=1

𝑤k𝑓
(︂

𝑡,
Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

𝐽0

(︂

Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

å′(ℎÝk) (5.9)

A função 𝑓(𝑡, 𝑢) da função 𝐻(𝑡) é reescrita em termos do parâmetro 𝑡, que foram postos

na forma de um polinômio quadrático como

𝑓(𝑡, 𝑢) =
ℱij(𝑡, 𝑢)𝑒⊗u z/

√
at2+bt+c + 𝒢ij(𝑡, 𝑢)𝑒u z/

√
at2+bt+c

√
𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐

, (5.10)

para os valores de 𝑎 e das funções 𝑏(𝑥, 𝑦) e 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) deĄnidos como

𝑎 = (𝑥2 ⊗ 𝑥1)2 + (𝑦2 ⊗ 𝑦1)2 = 𝐿2

𝑏(𝑥, 𝑦) = 2 ( (𝑦1 ⊗ 𝑦)(𝑦2 ⊗ 𝑦1) + (𝑥1 ⊗ 𝑥)(𝑥2 ⊗ 𝑥1) )

𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥1 ⊗ 𝑥)2 + (𝑦1 ⊗ 𝑦)2 + (𝑧0 ⊗ 𝑧)2. (5.11)

Já as funções ℱij(𝑡, 𝑢) e 𝒢ij(𝑡, 𝑢) são provenientes do modelo proposto para o solo hetero-

gêneo, que respeitam as condições de contorno para o modelo físico do solo.

Visto que a integral do termo referente à parcela da fonte para o integrando já foi

previamente deduzida na Eq. 3.30, temos que
∫︁ 𝑑𝑡√

𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐
=

1√
𝑎

ln
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎𝑡+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐)
⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

+ constante, (5.12)

O que implica que a solução da integral deĄnida no parâmetro 𝑡 é

∫︁ 1

0

𝑑𝑡√
𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐

=
1√
𝑎

ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏+ 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏+ 𝑐)

𝑏+ 2
√
𝑎𝑐

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

(5.13)

Como 𝑏 e 𝑐 na fórmula na verdade são funções do ponto de cálculo do potencial elétrico,

denomina-se então a função Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) como

Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1√
𝑎

ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏(𝑥, 𝑦) + 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧))

𝑏+ 2
√︁

𝑎 𝑐(𝑥, 𝑦, 𝑧)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

. (5.14)

Essa função é o resultado da integral realizada para a função potencial da fonte de corrente.

A função 𝑓(𝑡, 𝑢) da fórmula de quadratura, após a integração de 𝐻(𝑡) se torna a equação

𝐹 (𝑢) que se segue

𝐹 (𝑢) =

∫︁ 1

0

ℱij(𝑡, 𝑢)𝑒⊗u z/
√

at2+bt+c + 𝒢ij(𝑡, 𝑢)𝑒u z/
√

at2+bt+c

√
𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡+ 𝑐

d𝑡. (5.15)

Essa equação é resolvida numericamente, visto que o cálculo das funções ℱij(𝑡, 𝑢) e 𝒢ij(𝑡, 𝑢)

é obtido através da resolução de um sistema de equações lineares, não sendo deduzidos de
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forma analítica nesta tese. A solução numérica da referida equação é resolvida de maneira

simples através da quadratura de Gauss-Legendre para o intervalo não canônico [0,1].

A solução numérica se resume a avaliar a função nas raízes de um polinômio e

realizar a combinação linear desses valores com pesos associados, os pontos e os pesos

associados são tabelados e não precisam ser recalculados a cada iteração. O cálculo dessa

quadratura em cinco pontos se mostrou satisfatório, caso se precise de uma precisão maior

para essa integral também se pode optar por algum algoritmo de quadratura adaptativa

como o de Gauss-Kronrod. Os algoritmos utilizados para integração foram os da biblioteca

GNU ScientiĄc Library (GSL).

Assumindo a distribuição de corrente como uniformemente distribuída ao longo

do segmento e com valor igual a 𝐼/𝐿, ou seja, uniformemente distribuída por unidade

de comprimento, se chega à Eq. 5.16. Essa equação calcula o potencial elétrico em

uma camada 𝑗 gerado por um condutor horizontal imerso em uma camada 𝑖 de um solo

heterogêneo.

𝑉 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜌i𝐼

4Þ

⎟

Φ(𝑥, 𝑦, 𝑧) Óij + Þ
∞
∑︁

k=1

𝑤k𝐹

(︂

Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

𝐽0

(︂

Þ

ℎ
å(ℎÝk)

)︂

å′(ℎÝk)

⟨

(5.16)

A Figura 23 ilustra as linhas equipotenciais geradas por um condutor horizontal

em um solo de quatro camadas variando sua profundidade. Cada imagem representa o

condutor em uma camada distinta do solo. Note que a solução apresentada, como no

caso da fonte pontual, respeita o modelo físico das condições de contorno impostas para

as transições de camadas. A primeira camada do solo possui linhas tal como espelhadas

devido ao efeito da interface entre o ar e o solo. Não há descontinuidades nas linhas

equipotenciais na transição de camadas, somente mudanças na inclinação devido ao efeito

das diferentes resistividades. O potencial elétrico na última camada do solo decai em

função da distância entre o ponto calculado e o condutor, ilustrando o efeito da condição

de contorno imposta.

A equação desenvolvida nesta seção calcula o potencial elétrico em qualquer ponto

do solo, todavia em determinadas situações somente o potencial na superfície do solo é

necessário. O potencial elétrico calculado para um ponto fora da superfície do solo é

importante na determinação do potencial elétrico gerado em um condutor proveniente

de outro condutor, também para se calcular o potencial elétrico em um duto metálico

gerado por um sistema de aterramento próximo. O potencial elétrico em um ponto na

superfície do solo é importante para o mapeamento do potencial e cálculo das tensões de

passo e de toque a qual uma pessoa estaria submetida na circulação de corrente elétrica

no sistema de aterramento. Já foi apresentado previamente nesta tese o equacionamento

para o potencial elétrico gerado por uma fonte de corrente em uma camada qualquer do

solo, porém com pontos de cálculo somente na superfície do solo, para tal foram utilizados

os polinômios de Chebyshev nas funções características do solo heterogêneo.
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assim obtendo-se a função Φ′(𝑥, 𝑦, 𝑧). Com esse generalização é possível obter a Eq. 5.20,

que é uma equação de baixo custo computacional para o cálculo do potencial elétrico de

superfície gerado por um condutor horizontal.

𝑉 (𝑥, 𝑦, 0) =
𝜌i𝐼

4Þ

(︃

Φ(𝑥, 𝑦, 0) Óij +
n
∑︁

l=0

𝒞l Φ′(𝑙, 𝑥, 𝑦)

⎜

, (5.20)

onde

Φ′(𝑙, 𝑥, 𝑦) =
1√
𝑎

ln

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

2𝑎+ 𝑏(𝑥, 𝑦) + 2
√︁

𝑎(𝑎+ 𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑙, 𝑥, 𝑦))

𝑏+ 2
√︁

𝑎 𝑑(𝑙, 𝑥, 𝑦)

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

, (5.21)

e a variável e funções auxiliares são

𝑎 = (𝑥2 ⊗ 𝑥1)2 + (𝑦2 ⊗ 𝑦1)2 = 𝐿2

𝑏(𝑥, 𝑦) = 2 ( (𝑦1 ⊗ 𝑦)(𝑦2 ⊗ 𝑦1) + (𝑥1 ⊗ 𝑥)(𝑥2 ⊗ 𝑥1) )

𝑑(𝑙, 𝑥, 𝑦) = (𝑥1 ⊗ 𝑥)2 + (𝑦1 ⊗ 𝑦)2 + 𝑙2. (5.22)

5.4 Potencial elétrico de condutor que atravessa ca-

madas

Para um condutor que não atravessa as camadas do solo heterogêneo se utilizou

uma distribuição uniforme para a corrente que Ćui do condutor para o solo. Isso foi

utilizado para o modelo dos condutores horizontais. Já para o modelo das hastes de ater-

ramento essa distribuição uniforme não pode ser adotada, visto que há uma discrepância

entre a distribuição da corrente ao longo das camadas que é proporcional à resistividade e

espessuras das camadas. Todavia, há um fato que é de suma importância para se desen-

volver o modelo de um condutor que atravessa as camadas, o potencial elétrico em toda

a extensão do condutor é uniforme.

5.4.1 Corrente uniforme dentro de uma camada do solo

Esta seção do capítulo irá introduzir um modelo de hastes de aterramento, um

condutor que quase sempre atravessa as camadas do solo. Devido à mudança na resis-

tividade do solo que circunda a haste, não é mais possível assumir que a corrente Ćui

para o solo de maneira uniforme por todo o comprimento da haste. Todavia, é uma

consideração razoável assumir que a densidade de corrente é inversamente proporcional à

resistividade das camadas do solo, i.e. a distribuição da corrente em cada camada é uni-

forme. Tagg (1964) introduziu esse modelo para duas camadas, sendo esse generalizado

por Takahashi e Kawase (1991). Esta tese irá aplicar o modelo adotado pelos referidos

autores considerando elementos de comprimento efetivos 𝑙m em cada camada ao invés
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Esta tese aplicará o equacionamento que se desenvolveu para o solo heterogêneo

no modelo de Martins Neto (1998) para se encontrar a distribuição de correntes em uma

haste de aterramento, para tal representar-se-á a haste como uma distribuição de fontes

pontuais de corrente. Cada fonte que compõe a haste tem sua posição e corrente deĄnidas,

assim o potencial da haste de aterramento será simplesmente a soma da contribuição de

cada fonte pontual. Para o sistema de equações lineares utilizou-se a notação apresentada

por Pereira Filho (1999) para se incluir a corrente do condutor diretamente no sistema.

Tomando como 𝑅ij a relação entre a tensão e a corrente proveniente de uma fonte pontual

𝑖 em outra fonte pontual 𝑗, é possível montar um sistema de equações lineares (vide Eq.

5.29 ), onde se injeta uma corrente 𝐼haste e se calcula a corrente em cada fonte pontual 𝑖k,

tal como o potencial 𝑉0 da haste de aterramento.

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑅11 𝑅12 𝑅13 ⊗1

𝑅21 𝑅22 𝑅23 ⊗1

𝑅31 𝑅32 𝑅33 ⊗1
. . .

...

⊗1 ⊗1 ⊗1 ≤ ≤ ≤ 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

≤

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝑖1

𝑖2

𝑖3
...

𝑉0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0

0

0
...

⊗𝐼haste

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(5.29)

A notação de Pereira Filho (1999) foi originalmente desenvolvida para se encontrar

a distribuição de correntes em uma associação de condutores em um sistema de aterra-

mento, mas é perfeitamente aplicável à associação de fontes pontuais para a representação

da haste, basta substituir a equação do condutor pela equação da fonte pontual e a cor-

rente do sistema pela corrente injetada no condutor. A solução da Eq. 5.29 nos fornece

como a corrente 𝐼haste é dividida, tal que a soma das correntes das fontes pontuais é igual

à corrente injetada na haste. Também se pode calcular a resistência de aterramento da

haste pela relação entre o potencial 𝑉0 da haste e a corrente 𝐼haste injetada.

5.4.3 Comparativo entre os modelos

Nesta seção do capítulo um comparativo entre os dois métodos para a obtenção

da distribuição de correntes na haste é realizada com o intuito de se mostrar o método

mais adequado a ser adotado no modelo Ąnal da haste de aterramento.

Inicialmente, toma-se como exemplo um sistema de aterramento composto por

uma haste de 3 𝑚 de profundidade, enterrada entre a superfície do solo e uma distância

de 3 𝑚, com diâmetro (adotado para o método não uniforme) de 3/4”. Injeta-se uma

corrente total igual a 1 𝐴 na haste. O solo adotado neste primeiro exemplo é heterogêneo,

de duas camadas, com resistividades de 𝜌1 = 100 Ω.𝑚, 𝜌2 = 150 Ω.𝑚, e a espessura da

primeira camada de 𝑑1=1 𝑚.
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Tabela 4 Ű Modelo da corrente uniforme dentro da camada. Solo heterogêneo utilizado
para o cálculo: 𝜌1 = 100 Ω.𝑚, 𝜌2 = 150 Ω.𝑚, 𝜌3 = 200 Ω.𝑚, 𝜌4 = 500 Ω.𝑚,
𝑑1 = 0,25 𝑚, 𝑑2 = 0,5 𝑚, 𝑑3 = 1 𝑚. Haste localizada entre 0 e 3 𝑚 de
profundidade.

𝑚 𝑙m 𝑖m 𝐼m

1 0,25 0,750 0,1875
2 0,50 0,500 0,2500
3 1,00 0,375 0,3750
4 1,25 0,150 0,1875

Fonte: elaboração própria.

Também se utilizou o mesmo sistema de aterramento, composto por uma haste

de 3 𝑚 de profundidade, enterrada entre a superfície do solo e uma distância de 3 𝑚,

com diâmetro de 3/4”, com uma corrente total injetada igual a 1 𝐴. O resultado da

aplicação do método da corrente uniforme dentro da camada é mostrado na Tabela 4. Da

mesma forma que no exemplo anterior, a soma das correntes em uma mesma camada é

igual à corrente injetada na haste. A Figura 27 ilustra de forma gráĄca a distribuição

de correntes em uma haste de aterramento para o método da distribuição não uniforme.

Para o modelo da Ągura, a haste também foi segmentada em 50 fontes de corrente, sendo

o perĄl equipotencial obtido para as quatro camadas do solo. Como no exemplo anterior,

é possível observar uma discrepância nos valores da corrente antes e depois da transição

das camadas.

A Figura 27 também mostra um comparativo com o método uniforme, tal como

no exemplo anterior. A soma das correntes de todas as fontes pontuais para o modelo não

uniforme é de 0,210652 A para a primeira camada, 0,226445 A para a segunda camada,

0,351746 A para a terceira camada e de 0,211157 A para a quarta camada. Em contra-

partida, o modelo uniforme trata essas correntes como 0,1875 A para a primeira camada,

0,25 A para a segunda camada, 0,375 A para a terceira camada e 0,1875 A para a quarta

camada. É possível concluir que o modelo uniforme não consegue representar de forma

precisa as características da distribuição de correntes, principalmente no início e Ąnal da

haste, os dois modelos possuem discrepâncias consideráveis para as correntes totais em

cada camada.

A Figura 28 ilustra o erro percentual entre o potencial elétrico gerado por uma

haste de 3 𝑚, enterrada a uma distância de 0,5 𝑚 da superfície de um solo heterogêneo

de quatro camadas com 𝜌1 = 100Ω.𝑚, 𝜌2 = 500Ω.𝑚, 𝜌3 = 200Ω.𝑚 e 𝜌4 = 50Ω.𝑚 e com

espessuras das camadas 𝑑1 = 1 𝑚, 𝑑2 = 1 𝑚 e 𝑑3 = 1 𝑚. Optou-se por ilustrar um mapa

de corres para o erro visto que o comparativo entre o potencial gerado pelos dois métodos

não é tão discrepante, todavia com a análise do erro é possível observar onde a diferença

entre os dois métodos é mais discrepante, que é no entorno da haste, o potencial para os
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para uma corrente injetada de 1 A, a resposta obtida para esse sistema linear é
⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

𝐼1

𝐼2

𝐼3

𝐼4

𝐼5

𝑉0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

=

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0, 1032

0, 1032

0, 2425

0, 2760

0, 2751

12, 5199

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

.

Note que é possível observar blocos simétricos na matriz de resistências e que

algum elemento não simétrico em algum desses blocos é devido a algum erro na precisão da

integração numérica utilizada. Como a corrente injetada no sistema é de 1 A, a resistência

de aterramento é igual ao potencial nos condutores do sistema obtido no vetor solução

do sistema linear. A ordem dos condutores no desenho depende da sequência que foram

desenhados no software de CAD, nesse caso foram obtidos através de um arquivo DXF

gerado no software livre LibreCAD. Primeiro se obtém todos os cabos na ordem em que

foram desenhados e em seguida todas as hastes na ordem em que foram desenhadas. Para

a matriz de resistências do exemplo apresentado, primeiro se desenhou a haste central,

logo após a da esquerda e depois a da direita. Por isso que a corrente 𝐼3 é menor que 𝐼4

e 𝐼5, pois representa a haste central, cuja corrente menor.

5.6 Cálculo do campo elétrico

Com o intuito de reduzir o esforço computacional, uma vez que a o potencial

elétrico para o solo heterogêneo não é calculado de maneira tão simples como no caso

do solo homogêneo, calcula-se o campo elétrico a partir da matriz de potencial elétrico

usando o Método das Diferenças Finitas. O Método das Diferenças Finitas é um método

numérico para a solução de equações diferenciais onde, aplicando o conceito da deĄnição de

derivadas por limite, podemos aproximar qualquer equação diferencial por sua respectiva

equação de diferenças (SADIKU, 2009).

A equação que deĄne o campo elétrico (com componente az nula) é

E = ⊗∇𝑉 = ⊗
(︃

𝜕𝑉

𝜕𝑥
ax +

𝜕𝑉

𝜕𝑦
ay

⎜

. (5.33)

Representando as derivadas parciais do potencial elétrico como equações de diferenças

𝜕𝑉

𝜕𝑥
=
𝑉(i+1),j ⊗ 𝑉(i⊗1),j

2Δ𝑥
𝜕𝑉

𝜕𝑦
=
𝑉i,(j+1) ⊗ 𝑉i,(j⊗1)

2Δ𝑦
. (5.34)

O campo elétrico representado por diferenças Ąnitas é

E = ⊗𝑉(i+1),j ⊗ 𝑉(i⊗1),j

2Δ𝑥
ax ⊗ 𝑉i,(j+1) ⊗ 𝑉i,(j⊗1)

2Δ𝑦
ay , (5.35)
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diagonal da malha do sistema de aterramento da Fig. 31. Apresenta-se nessa Ągura a

tensão ao longo da diagonal de forma normalizada (dividida pelo seu valor máximo), tanto

para o solo heterogêneo como para o solo Şhomogêneo equivalenteŤ. Nota-se que mesmo

que ambos possuíssem o mesmo valor de resistência elétrica, os potenciais de superfície

seriam distintos, o que geraria um erro no cálculo das tensões de passo e de toque. Esse

tipo de erro é o mesmo que ocorre para o posicionamento da sonda de potencial em um

ensaio de resistência de aterramento. É pratica comum posicionar a sonda de potencial

a uma posição igual a 61,8% da distância entre o sistema de aterramento ensaiado e o

sistema de retorno de corrente, mesmo sem encontrar um patamar de tensão previamente.

Essa distância de 61,8% só é válida para o solo homogêneo, que na prática diĄcilmente é

encontrado, e é erroneamente utilizada em solos heterogêneos.

Como apresentado nesta seção do capítulo, o modelo de solo heterogêneo é de

fato necessário, o que leva a se questionar qualquer procedimento de cálculo baseado em

fórmulas semi-empíricas ou baseadas em solos homogêneos. Uma análise mais precisa se

faz necessário para estudos de sistemas de aterramento no caso de solos heterogêneos, o

que geralmente empregará recursos computacionais para este Ąm.
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Desta forma, separa-se em duas parcelas o erro total que se comete ao estratiĄcar

o solo em camadas: a primeira parcela provém do tratamento matemático que se dá ao

longo de todo o processo; a segunda parcela, considerada com erro prático, se traduz

no quanto o modelo do solo em camadas homogêneas e horizontais se aproxima do solo

real. Este trabalho tem como objetivo minimizar o erro que se realiza nesse tratamento

matemático.

6.2 Cálculo da função potencial

A solução da equação de Laplace em coordenadas cilíndricas representa a função

Potencial elétrico para o solo heterogêneo, que é utilizada para a obtenção dos parâmetros

do solo através de ensaios de campo. Esta é dada pela Eq. 6.1.

𝑉 (𝑟, 𝑧) =
∫︁ ∞

0

[︁

𝑓(Ú)𝑒⊗λz + 𝑔(Ú)𝑒λz
]︁

𝐽0(Ú𝑟) 𝑑Ú (6.1)

O resultado dessa equação pode ser obtido pela Eq. 4.72, porém Sunde (1968) desenvolveu

um algoritmo para este caso especíĄco de fonte de corrente e ponto da cálculo na superfície

do solo, chamado de algoritmo de Sunde, que será utilizado nesta seção da tese por ter

uma solução mais simples e eĄciente do ponto de vista computacional. A obtenção das

funções características 𝑓(Ú) e 𝑔(Ú) da Eq. 6.1 é realizada conforme Sunde (1968). As

condições de contorno necessárias para o modelo do solo heterogêneo são mostradas na

Eq. 6.2. Essas equações descrevem as condições de contorno para o solo, onde se soma

também a contribuição da fonte de corrente para a obtenção da solução Ąnal.

𝑉i = 𝑉i+1

1
𝜌i

𝜕𝑉i

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hi

=
1
𝜌i+1

𝜕𝑉i+1

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=Hi

(6.2)

1
𝜌i

𝜕𝑉i

𝜕𝑧

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

⧹︃

z=0

= 0

lim
z⊃∞𝑉N = 0

onde 𝐻i é deĄnido como a profundidade da interface de uma camada com a outra, i.e.,

𝐻i =
i
∑︁

j=1

𝑑j (6.3)

A função Potencial elétrico de uma fonte pontual localizada na origem do sistema

de coordenadas cilíndricas é deĄnida por

𝑉 (𝑟) =
𝜌1𝐼

2Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) 𝐽0(Ú𝑟) 𝑑Ú (6.4)

onde 𝑘1(Ú) representa a função característica do solo heterogêneo, esta, para uma quan-

tidade arbitrária de camadas, foi deduzida por indução em Sunde (1968) e é deĄnida



Capítulo 6. Modelagem elétrica do solo 110

como

𝑘N⊗1 =
1 ⊗ ÛN⊗1𝑒

⊗2λdN−1

1 + ÛN⊗1𝑒⊗2λdN−1

ÛN⊗1 =
𝜌N⊗1 ⊗ 𝜌N

𝜌N⊗1 + 𝜌N

...
...

𝑘i =
1 ⊗ Ûi𝑒

⊗2λdi

1 + Ûi𝑒⊗2λdi
Ûi =

𝜌i ⊗ 𝜌i+1𝑘i+1

𝜌i + 𝜌i+1𝑘i+1

(6.5)

...
...

𝑘1 =
1 ⊗ Û1𝑒

⊗2λd1

1 + Û1𝑒⊗2λd1
Û1 =

𝜌1 ⊗ 𝜌2𝑘2

𝜌1 + 𝜌2𝑘2

,

que pode ser escrita de forma compacta como

𝑘i =
1 ⊗ Ûi𝑒

⊗2λdi

1 + Ûi𝑒⊗2λdi
Ûi =

𝜌i ⊗ 𝜌i+1𝑘i+1

𝜌i + 𝜌i+1𝑘i+1

, 1 ⊘ 𝑖 < 𝑁. (6.6)

É bastante recorrente na literatura o uso da notação de Takahashi e Kawase (1990)

para a função característica do solo heterogêneo. É válido mencionar que ambas as no-

tações geram o mesmo resultado, todavia, o autor deste trabalho optou utilizar a função

característica como apresentada em Sunde (1968) por sua notação simples e direta.

6.2.1 Aplicação da função potencial ao método de Wenner

O método de Wenner é um método de prospecção geoelétrica bastante utilizado na

engenharia elétrica. Este método é utilizado para a obtenção do perĄl de resistividade do

solo. Utiliza-se os dados obtidos pelo ensaio de Wenner para determinar a resistividade

aparente 𝜌a para cada espaçamento 𝑎 do arranjo de eletrodos, conforme ilustra a Fig. 34.

Para o arranjo de eletrodos 1 a 4 da Fig. 34 uma corrente elétrica de magnitude

𝐼 é imposta entre eletrodos 1 e 4, o que acarreta em uma diferença de potencial entre

os eletrodos 2 e 3 do arranjo. A razão entre a diferença de potencial 𝑉23 e a corrente

injetada é utilizada para a determinação da resistividade aparente em um determinado

espaçamento 𝑎 entre os eletrodos.

Com o conhecimento do procedimento adotado neste ensaio é possível equacionar o

valor da diferença de potencial lida no ensaio. O equacionamento da Eq. 6.7 corresponde

à aplicação da Eq. 6.4 ao ensaio de Wenner.

𝑉2(𝑎) =
𝜌1𝐼

2Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) 𝐽0(Ú𝑎) 𝑑Ú⊗ 𝜌1𝐼

2Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) 𝐽0(2Ú𝑎) 𝑑Ú

𝑉3(𝑎) =
𝜌1𝐼

2Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) 𝐽0(2Ú𝑎) 𝑑Ú⊗ 𝜌1𝐼

2Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) 𝐽0(Ú𝑎) 𝑑Ú (6.7)

𝑉23(𝑎) = 𝑉2(𝑎) ⊗ 𝑉3(𝑎) =
𝜌1𝐼

Þ

∫︁ ∞

0
𝑘1(Ú) [𝐽0(Ú𝑎) ⊗ 𝐽0(2Ú𝑎)] 𝑑Ú
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Utilizar-se-á a função 𝐾(𝐸) a posteriori neste capítulo, cf. Seção 6.3.1 desta tese.

O intervalo fechado para a função 𝑘1 é mais conveniente para a implementação

computacional. A análise da Fig. 36 ilustra de forma clara o resultado do mapeamento

de Ú à 𝐸 da função 𝑘1.

6.3 Solução da Equação 6.15 pela série de Chebyshev

A Seção 6.2.1 deste capítulo equaciona a função que deĄne a resistividade aparente

do solo para o ensaio de Wenner (cf. Eq. 6.15). Todavia, esta equação possui uma

solução complexa por integração numérica, visto que além de ser imprópria, esta possui

um comportamento altamente oscilatório. Como forma de contornar este problema, o

autor deste trabalho fará uso de integral de Lipschitz (cf. Eq. 6.12) para a solução desta

equação.

6.3.1 Equacionamento

Chega-se a solução da função de resistividade aparente para solos heterogêneos

seguindo as seguintes etapas. Inicialmente, patindo da Eq. 6.15

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

{︂

1 + 2𝑎
∫︁ ∞

0
𝐾(Ú) [𝐽0(Ú𝑎) ⊗ 𝐽0(2Ú𝑎)] 𝑑Ú

}︂

(6.21)

utiliza-se da mudança de variável Ú para 𝐸, conforme a Eq. 6.17, possibilitando assim o

uso da função característica da Eq. 6.18. Aplica-se a série de Chebyshev deslocada para

𝐾(𝐸) ( visto que 𝐸 ∈ [0, 1] ) truncando-a em um determinado grau 𝑛.

𝐾(𝐸) ≡
n
∑︁′

k=0

𝑐k𝑇
*
k (𝐸) (6.22)

Da seção A.2 é sabido de 𝑇 *(𝐸) pode ser escrito como a seguinte série de potências

𝑇 *
n(𝐸) =

n
∑︁

j=0

𝐴j𝐸
j, (6.23)

onde os termos 𝐴j são obtidos, e.g.,

𝑇 *
0 (𝐸) = 1

𝑇 *
1 (𝐸) = ⊗1 + 2𝐸

𝑇 *
2 (𝐸) = 1 ⊗ 8𝐸 + 8𝐸2

𝑇 *
3 (𝐸) = ⊗1 + 18𝐸 ⊗ 48𝐸2 + 32𝐸3 (6.24)

𝑇 *
4 (𝐸) = 1 ⊗ 32𝐸 + 160𝐸2 ⊗ 256𝐸3 + 128𝐸4

𝑇 *
5 (𝐸) = ⊗1 + 50𝐸 ⊗ 400𝐸2 + 1120𝐸3 ⊗ 1280𝐸4 + 512𝐸5

𝑇 *
6 (𝐸) = 1 ⊗ 72𝐸 + 840𝐸2 ⊗ 3584𝐸3 + 6912𝐸4 ⊗ 6144𝐸5 + 2048𝐸6.
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Vale ressaltar que os valores desses coeĄcientes são constantes, i.e., independem da função

a ser decomposta. Em termos computacionais, armazenam-se esses valores na memória,

economizando recursos de processamento.

Da série de Chebyshev escreve-se a decomposição da função 𝐾(𝐸), onde a notação

com o símbolo ′ na somatória signiĄca que o termo 𝑘 = 0 é dividido por dois, como

𝐾(𝐸) ≡
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj𝐸
i, (6.25)

mudando a variável, agora de 𝐸 para Ú, obtém-se a seguinte decomposição

𝐾(Ú) ≡
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj𝑒
⊗2λd1j. (6.26)

para

𝑐k =
2
𝑛

n⊗1
∑︁

i=0

𝐾(Ýi) cos

(︃

𝑘Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

. (6.27)

Substituindo a Eq. 6.26 na Eq. 6.21,

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

∏︁

⨄︁

⋃︁

1 + 2𝑎
∫︁ ∞

0

n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj𝑒
⊗2λd1 j [𝐽0(Ú𝑎) ⊗ 𝐽0(2Ú𝑎)] 𝑑Ú

⎫

⋀︁

⋂︁

, (6.28)

e após algumas manipulações algébricas simples,

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

∏︁

⨄︁

⋃︁

1 + 2𝑎
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj

∫︁ ∞

0
𝑒⊗2λd1 j [𝐽0(Ú𝑎) ⊗ 𝐽0(2Ú𝑎)] 𝑑Ú

⎫

⋀︁

⋂︁

, (6.29)

é possível aplicar a integral de Lipschitz, solucionando a integral imprópria

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

∏︁

⨄︁

⋃︁

1 + 2𝑎
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj

⋃︀

⨄︀

1
√︁

𝑎2 + (2𝑑1 𝑗)2
⊗ 1
√︁

4𝑎2 + (2𝑑1 𝑗)2

⋂︀

⋀︀

⎫

⋀︁

⋂︁

. (6.30)

A Eq. 6.30 pode ser reorganizada como

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

∏︁

⨄︁

⋃︁

1 + 2𝑎
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj

√︁

𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2 ⊗ 1
2

√︁

4𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2

√︁

𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2
√︁

4𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2

⎫

⋀︁

⋂︁

, (6.31)

ou ainda,

𝜌a(𝑎) = 𝜌1

∏︁

⨄︁

⋃︁

1 + 2𝑎
n
∑︁′

k=0

𝑐k

k
∑︁

j=0

𝐴kj
Ðj ⊗ Ñj/2
Ðj Ñj

⎫

⋀︁

⋂︁

, (6.32)

sendo

Ðj =
√︁

𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2 Ñj =
√︁

4𝑑2
1 𝑗

2 + 𝑎2.
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6.3.2 Escolha do grau ótimo para o polinômio

O grau 𝑛 mais adequado para a solução da Eq. 6.32 é função direta dos parâmetros

do solo. A partir de um grau adequado, os coeĄcientes 𝑐k da série de Chebyshev decaem

exponencialmente com o acréscimo de termos sobressalentes à série. Em contrapartida,

os valores de 𝑇 *
k (𝐸) do polinômio de Chebyshev deslocado crescem em magnitude.

Para a escolha do grau mais adequado para o polinômio, o autor deste trabalho

utiliza como base para o cálculo o erro no truncamento da série. De acordo com Amparo,

Segura e Temme (2007), visto que os coeĄcientes 𝑐k decaem exponencialmente em mag-

nitude a uma taxa rápida o suĄciente, o erro cometido ao expandir uma função em série

de Chebyshev após 𝑛 termos, i.e.,

𝜀n(𝐸) =
∞
∑︁

k=n+1

𝑐k𝑇
*
k (𝐸), (6.33)

é aproximadamente dado por

𝜀n(𝐸) ≡ 𝑐n+1𝑇
*
n+1(𝐸), (6.34)

sendo 𝑐k dado pela Eq. A.12 e 𝑇n+1(𝐸) um polinômio descrito por uma série de potências

segundo a Eq. A.10. Calcula-se então o erro total dado pelo truncamento da série em um

grau 𝑛 por

𝜀tot ≡
∫︁ 1

0
𝑐n+1𝑇

*
n+1(𝐸) d𝐸, (6.35)

cuja solução é

𝜀tot ≡ 2
𝑛+ 1

n
∑︁

k=0

𝐾(Ýk) cos

(︃

𝑘Þ
𝑘 + 1/2
𝑛+ 1

⎜

n+1
∑︁

i=0

𝐴ki

𝑖+ 1
. (6.36)

Teoricamente a adição de termos à série tenderia a somente reduzir o erro na

aproximação da função, todavia, isto não ocorre devido à precisão Ąnita que temos para

representar as variáveis no computador. Como se desenvolveu da Eq. 6.36 para uma

queda exponencial dos coeĄcientes, se pode aplicar a equação somente a partir de certo

grau na série, i.e., aplica-se a equação somente quando seu valor possui pequenas varia-

ções entre termos consecutivos da série. A escolha do grau pode ser feita por um critério

de tolerância, diminuindo-se a quantidade de termos da série ou por um critério de con-

vergência, escolhendo-se o grau máximo onde não ocorra instabilidade numérica (cf. Fig.

37). Para o critério de tolerância, se observa o valor do erro em função do grau, escolhe-se

o valor de 𝑛 mínimo para um 𝜀tot estabilizado entre termos consecutivos da série. Já para

o critério de convergência, se observa o valor do erro em função do grau, escolhe-se o valor

de 𝑛 máximo para um 𝜀tot estabilizado entre termos consecutivos da série e antes que

ocorra instabilidade numérica. Note que existe uma faixa de valores 𝑛 aptos, escolhe-se o

menor grau estável para minimizar a quantidade de termos da série ou escolhe-se o maior
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6.4 Problema inverso

O equacionamento descrito até este ponto parte do pressuposto que se conhecem

os parâmetros de resistividade e espessura das camadas. Porém, em problemas reais

de medição da resistividade elétrica do solo precisa-se obter a resistividade e espessura

das camadas a partir de valores medidos de tensão e corrente (dos quais indiretamente

obtém-se a resistividade aparente). De acordo com Calixto (2012) chama-se a etapa

referente a obter a resistividade elétrica a partir dos parâmetros do solo de problema

direto. Ademais, chama-se a etapa referente a obter os parâmetros do solo a partir de

valores de resistividade aparente de problema inverso.

Tomando um vetor β contendo os parâmetros do solo a serem ajustados

β = [𝜌1, 𝜌2, ≤ ≤ ≤ , 𝜌N , ≤ ≤ ≤ , 𝑑1, 𝑑2, ≤ ≤ ≤ , 𝑑N⊗1] , (6.37)

busca-se obter

min
β

‖ρaE ⊗ ρaT ‖2 =

⎯

⎸

⎸

⎷

m
∑︁

i=1

♣𝜌aE(𝑎i) ⊗ 𝜌aT (𝑎i,β)♣2 (6.38)

O valor de β que minimiza essa equação é deĄnido como erro mínimo quadrático e mi-

nimiza a norma euclidiana entre os pontos ensaiados e a função ajustada. A solução da

Eq. 6.38 pode ser obtida a partir de métodos de otimização, amplamente discutidos na

literatura. Inicialmente, pode-se citar o trabalho de Martins Neto (1998), que utiliza o

método gráĄco Yokogawa com reĄnamentos por tentativa e erro. Já o trabalho de Zhang

et al. (2005) utiliza o método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) para reali-

zar o processo de otimização. O trabalho de Calixto (2012) utiliza Algoritmos Genéticos

(AG) para esse Ąm. Já o trabalho de Coelho (2015) utiliza Otimização por enxame de

partículas (PSO) como algoritmo de otimização. Finalmente, o trabalho de Pereira (2016)

utiliza a Evolução Diferencial (ED) para o processo de otimização.

Vale ressaltar que a solução do problema aqui mencionado está em constante

progresso, inspirada pelos avanços nos algoritmos de otimização, em especial as meta-

heurísticas. Todavia, uma abordagem testada e aprovada pelo autor deste trabalho é a

Evolução Diferencial.

6.4.1 EstratiĄcação do solo

A estratiĄcação do solo consiste na solução do problema inverso para os dados

do ensaio de Wenner, i.e., resistividade aparente para cada espaçamento entre eletrodos

ensaiado. Considere um exemplo ilustrativo, tome os dados de medição conforme as duas

primeiras colunas da Tab. 5, os dados lidos no ensaio de Wenner correspondem aos valores

de resistividade 𝜌aE para cada espaçamento entre eletrodos 𝑎E, logo a estratiĄcação do
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solo é obtida com a minimização do erro entre esses valores e os calculados com a ajuste

dos parâmetros do solo pela Eq. 6.32.

Observe que a Tab. 5 apresenta os valores de resistividade aparente teórica 𝜌aT

variando a quantidade de camadas 𝑁 , logo têm-se os resultados da otimização variando o

modelo de uma a quatro camadas. Note que o erro entre a resistividade aparente medida

e a calculada decresce com o incremento da quantidade de camadas do modelo.

Tabela 5 Ű Dados experimentais e erro absoluto para várias estratiĄcações.

ensaio 𝑁 = 1 𝑁 = 2 𝑁 = 3 𝑁 = 4

𝑎E

(𝑚)
𝜌aE

(Ω.𝑚)
𝜌aT

(Ω.𝑚)
erro
(%)

𝜌aT

(Ω.𝑚)
erro
(%)

𝜌aT

(Ω.𝑚)
erro
(%)

𝜌aT

(Ω.𝑚)
erro
(%)

0.5 3094 3356.43 8.48 4172.99 34.87 3123.59 0.96 3150.30 1.82
1 3713 3357.43 9.60 4171.49 12.35 3628.36 2.28 3563.86 4.02
2 4360 3358.43 23.02 4159.79 4.59 4491.21 3.01 4504.45 3.31
4 5152 3359.43 34.85 4075.88 20.89 4993.91 3.07 5066.31 1.66
8 4021 3360.43 16.53 3615.07 10.10 4163.94 3.55 4112.18 2.27
16 2211 3361.43 51.81 2296.41 3.86 2098.49 5.09 2184.93 1.18
32 944 3362.43 255.55 1017.76 7.81 999.91 5.92 940.72 0.35

Fonte: elaboração própria.

Apresentam-se os resultados da estratiĄcação para os diversos modelos adotados

conforme a Tab. 6, onde ajustaram-se esses parâmetros no algoritmo de otimização. O

autor deste trabalho utiliza a Evolução Diferencial (ED) como algoritmo de otimização. A

ED é um algoritmo de busca estocástica originada nos mecanismos de seleção natural, esse

algoritmo foi apresentado por Storn e Price (1995) e tem cada vez mais se destacando por

sua velocidade e acurácia. Esse algoritmo apresenta uma boa capacidade de escapar de

ótimos locais, visto que trabalha com uma população de parâmetros, que simultaneamente

buscam a solução em diversas regiões do espaço de busca.

Tabela 6 Ű Modelo do solo estratiĄcado para várias estratiĄcações.

𝑁 = 1 𝑁 = 2 𝑁 = 3 𝑁 = 4

índice
𝑖

𝜌i

(Ω.𝑚)
𝑑i

(𝑚)
𝜌i

(Ω.𝑚)
𝑑i

(𝑚)
𝜌i

(Ω.𝑚)
𝑑i

(𝑚)
𝜌i

(Ω.𝑚)
𝑑i

(𝑚)

1 3356.43 ∞ 4173.21 10.67 2962.87 0.76 3048.33 1.02
2 655.42 ∞ 6043.18 6.21 8172.40 2.09
3 829.35 ∞ 3509.47 7.13
4 657.11 ∞

Fonte: elaboração própria.

O algoritmo ED possui as seguintes características: é bastante efetivo para soluci-

onar problemas com uma função objetivo onde há descontinuidades, já que não necessita





122

Capítulo 7

Aplicações e Resultados

7.1 Introdução

Neste capítulo apresenta-se a aplicação do método proposto a sistemas de ater-

ramento para os quais se conhece a solução, seja analítica, seja experimental, ou como

forma de comparação com outros aplicativos propostos na literatura, a Ąm de confrontar

os resultados. Muitos exemplos simulam sistemas de aterramento reais, onde o projeto foi

utilizado como entrada para o aplicativo desenvolvido. O aplicativo da tese foi totalmente

desenvolvido através de ferramentas de domínio público.

Todas as simulações foram realizadas em um computador Intel R÷ CoreTM i7-

3610QM CPU @ 2.30GHz x8 com 16 GB de memória RAM. O aplicativo desenvolvido

nesta tese foi escrito em linguagem C e utiliza processamento paralelo para o máximo

de aproveitamento dos recursos computacionais. Para o processamento paralelo utilizou-

se a biblioteca OpenMP. Para os algoritmos de solução de sistemas de equações linea-

res através da fatoração LU1, integração numérica de Gauss-Legendre e Gauss-Kronrod

utilizou-se a biblioteca Gnu ScientiĄc Library (GSL). O algoritmo de integração numérica

de quadratura para polinômios de Bessel foi escrito pelo autor desta tese, uma vez que

por ser muito especíĄco, não se encontra em bibliotecas numéricas. O algoritmo para a

decomposição de funções em série de Chebyshev, tal como a otimização de uma função

objetivo através da Evolução Diferencial, também foram escritos pelo próprio autor, uma

vez que estes foram aperfeiçoados para o problema em questão quando comparado com

algoritmos generalistas disponíveis em bibliotecas numéricas. Para a geração de gráĄcos

utilizou-se a biblioteca Matplotlib da linguagem Python com o intuito de gerar Ąguras de

melhor qualidade, embora o aplicativo desenvolvido gere Ąguras utilizando o GNU plot.

Desenvolveu-se os desenhos CAD na extensão DXF a partir do aplicativo LibreCAD, os

desenhos nesta extensão são interpretados pelo aplicativo proposto para assim localizar
1 Optou-se por fatoração LU pois o método de Cholesky, embora mais eĄciente, só poderia ser aplicado

ao solo homogêneo, isso por questões da simetria da matriz.
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7 × 106 Ω.𝑚 (IEEE Std 80, 2000), escolheu-se um valor intermediário como forma de

ilustração do problema, os valores que seriam obtidos para o solo estudado, mesmo com

a brita úmida, seriam equivalentes devido ao contraste das resistividades das camadas.

O objetivo deste estudo é mostrar a inĆuência da brita na resistência de aterra-

mento e nos potenciais de superfície (como consequência na tensão de toque) e tensão

de passo. Inicialmente analisa-se a inĆuência da brita na resistência de aterramento. A

resistência de aterramento calculada para o solo sem a camada de brita é de 4,86559 Ω;

para o solo adicionado de uma cada de 10 cm de brita é 4,86489 Ω; já para o solo adicio-

nado de uma cada de 15 cm de brita é 4,86454 Ω; Ąnalmente, para o solo adicionado de

uma cada de 20 cm de brita é 4,8642 Ω. Conclui-se então que a brita não inĆuencia na

resistência de aterramento do sistema.

Como se pode observar pela análise da Fig. 40, a adição da camada de brita tem

inĆuência nos potenciais de superfície, não apenas no seu valor, mas em sua forma, ou

seja, a adição da brita tem um efeito de uniformização no potencial de superfície. A

redução do potencial de superfície máximo, em comparação ao solo se brita, foi de 4,15%

para a camada de 10 cm, 4,88% para a camada de 15 cm e 5.59% para a camada de 20 cm.

A redução da tensão de toque é a mesma que a redução do potencial de superfície, note

que houve apenas uma pequena redução para essas grandezas quando comparados com o

solo sem brita. Já a tensão de passo máxima, que é função do gradiente de potencial na

superfície do solo, tem o seu valor bastante reduzido com a inserção da camada de brita.

Em comparação ao solo se brita, houve uma redução de 21,83% para a camada de 10 cm

de brita, uma redução de 25,07% para a camada de 15 cm e de 28,10% para a camada de

20 cm em comparação ao solo sem brita.

Sabe-se que uma camada de revestimento superĄcial de alta resistividade aumenta

a resistência de contato entre o solo e os pés de uma pessoa, diminuindo a corrente de

choque e assim aumentando as tensões de toque e de passo admissíveis. Todavia, com o

estudo aqui apresentado é possível observar outra característica da adição dessa camada

superĄcial, que é a uniformização do potencial de superfície, o que reduz as tensões de

passo na região da malha. Vale ressaltar que o estudo realizado seria bastante difícil

de realizar utilizando um método numérico como o Método das Diferenças Finitas ou o

Método dos Elementos Finitos devido ao contraste de dimensões entre o solo semi-inĄnito

e uma camada de pequena espessura como a brita, o que resultaria em um desenho com

muitos nós para a obtenção da solução. Ademais, o aplicativo proposto calculou a solução

apenas nos pontos de interesse, que representam uma linha de medição na diagonal da

malha, o que também não é possível com grande parte dos métodos numéricos.
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desenvolvido nesta tese, além de calcular a resistência de uma haste em um solo de múlti-

plas camadas, utiliza um método de integração numérica adaptativo, que faz subdivisões

recursivas do domínio de integração conforme a necessidade, sendo a precisão da integra-

ção no domínio avaliada por uma métrica de erro, o método da quadratura adaptativa de

Gauss-Kronrod, uma maneira extremamente eĄciente e precisa de se realizar integrações

numéricas.

7.4 Simulador do LRC (Lightning Research Center)

Esta seção do capítulo compara os resultados obtidos com o aplicativo desenvolvido

nesta tese e alguns resultados do aplicativo de simulação de sistemas de aterramento do

laboratório LRC da UFMG. Para tal, utiliza-se os resultados apresentados em Raggi

(2009) para solos de três camadas hipotéticos. Um dos objetivos de Raggi (2009) com

as simulações desenvolvidas foi encontrar um modelo de duas camadas equivalente para

solos de três camadas. Utiliza-se aqui para comparação apenas os resultados obtidos por

essa autora para o solo de três camadas.

Tabela 7 Ű Comparativo entre o valores de Raggi (2009) e os calculados para a resistência
de aterramento de uma malha em um solo de três camadas.

Caso 𝜌1

[Ω.𝑚]
𝜌2

[Ω.𝑚]
𝜌3

[Ω.𝑚]
𝑑1

[m]
𝑑2

[m]
𝑅icp

[Ω]
𝑅calc

[Ω]
Δ𝑅
[%]

1 500 2500 1000 2,5 5 37,92 37,92 -0,01
2 500 2500 7500 2,5 5 66,39 65,50 -1,35
3 500 100 250 2,5 5 13,53 13,53 -0,03
4 500 100 50 2,5 5 11,37 11,46 0,80
5 500 2500 100 2,5 5 29,01 29,14 0,44
6 500 100 2500 2,5 5 19,33 18,97 -1,90
7 500 2500 1000 5 10 32,32 32,36 0,12
8 500 2500 7500 5 10 47,55 46,57 -2,11
9 500 100 250 5 10 16,10 16,07 -0,16
10 500 100 50 5 10 14,97 14,96 -0,03
11 500 2500 100 5 10 27,62 27,75 0,45
12 500 100 2500 5 10 19,30 18,87 -2,30

Fonte: adaptado de Raggi (2009).

O trabalho de Raggi (2009) utiliza o método das imagens complexas, baseado no

trabalho de Pereira Filho (1999), para o cálculo da função potencial de um eletrodo de

aterramento. Em contrapartida, esta tese apresenta um método de integração numérica

para a obtenção da função potencial, não expandindo a função característica do solo em

uma somatória de exponenciais. A comparação dos resultados obtidos através de vários

parâmetros do solo é apresentada na Tab. 7, onde calcula-se a resistência de aterramento

de uma malha quadrada com 10 m de lado, composta por quadrículas de 2 m x 2 m,
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muito similares, o que era esperado devido à proximidade dos resultados obtidos no cál-

culo da resistência (a equação utilizada para o cálculo do potencial é utilizada no cálculo

da resistência). Todavia, os resultados de simulação apresentados por Raggi (2009) para

esse primeiro estudo de caso têm uma leve assimetria, o que não era esperado para uma

malha de aterramento totalmente simétrica.

7.5 Método dos Elementos Finitos

Esta seção do capítulo analisa os resultados obtidos em Silva (2006), que utiliza

o Método dos Elementos Finitos (MEF) para a solução de problemas de aterramentos

elétricos. A aplicação do MEF necessita da discretização do domínio de estudo em sub-

domínios, respeitando as interfaces entre regiões a materiais distintos. Quando o domínio

ou parte dele apresenta contrastes muito grandes entre uma dimensão e as demais, a

quantidade de elementos e, portanto, a ordem do sistema de equações pode inviabilizar o

custo computacional da solução. Esse contraste de dimensões é o caso dos aterramentos

elétricos. Para contornar este problema, Cardoso (1993) propôs a representação dos ele-

trodos como segmentos de reta, cuja área se degeneraria em um nó da malha de elementos

Ąnitos, viabilizando assim a solução de problemas de aterramentos elétricos através do

MEF, essa é a abordagem utilizada por Silva (2006) em seu trabalho, cujos resultados

serão comparados com a abordagem proposta nesta tese.

Como já apresentado pelo autor desta tese em Coelho e Pontes (2014), o MEF

apresenta bons resultados quando comparados com fórmulas analíticas, em especial para

estudos de arranjos de hastes de aterramento. Com o intuito de se realizar um comparativo

do aplicativo desenvolvido com os resultados de uma simulação utilizando o MEF, toma-

se como exemplo um estudo de caso extraído de Silva (2006), com os dados experimentais

de Bourg, Sacepe e Debu (1995). Considera-se um sistema de aterramento composto

por uma haste profunda de 32 m de comprimento e 4 mm de raio, imersa em um solo

homogêneo de 450 Ω.𝑚. A Tab. 8 mostra os resultados obtidos para a resistência elétrica

dessa haste profunda. A diferença entre a resposta obtida pelo aplicativo desenvolvido,

utilizando o equacionamento para a solução genérica de solos heterogêneos, tanto para o

cálculo do potencial, como para o cálculo da resistência de aterramento, foi na ordem de

10⊗9 %, o que é uma solução exata para os padrões de engenharia.

Tabela 8 Ű Comparativo entre o valores da simulação usando o MEF de Silva (2006),
com os dados experimentais de Bourg, Sacepe e Debu (1995) e a abordagem
proposta.

Analítico MEF Proposto Experimental

20,98 Ω 21,42 Ω 20,98 Ω 21 Ω

Fonte: adaptado de Silva (2006).
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Algumas considerações podem ser realizadas a respeito dos resultados obtidos, a

resistência de aterramento calculada para a malha da Fig. 44a foi de 10,6836 Ω e para a

Fig. 44c foi de 10,2822 Ω, os dados de resistência de aterramento em ambos os trabalhos

utilizados como referência não foram divulgados. Os estudos de caso foram simulados

assumindo um único valor para a corrente em cada eletrodo horizontal, o que pode ter

afetado a precisão para o caso da Fig. 44a, onde o espaçamento entre os eletrodos é muito

grande, o que não aconteceu para o caso da Fig. 44c, uma vez que o espaçamento entre

os eletrodos é mais condizente com malhas de aterramentos utilizadas na prática.

O MEF é de grande utilidade para a solução de problemas genéricos e com geo-

metrias complexas. Todavia, a simulação de sistemas de aterramentos utilizando o MEF,

mesmo quando feita tomando elementos unidimensionais na representação dos eletrodos,

necessita de uma quantidade muito grande de elementos para a discretização do domínio,

e como consequência a solução de um dispendioso sistema de equações lineares. Para o es-

tudo realizado, Silva (2006) calculou o potencial elétrico em diversos pontos de um espaço

tridimensional, mesmo necessitando somente do potencial ao longo de uma trajetória es-

pecíĄca na superfície do solo. O aplicativo desenvolvido, que é especíĄco para problemas

de aterramentos elétricos, independe de uma discretização do domínio para sua solução, o

que permite o cálculo do potencial elétrico somente nos pontos desejados, reduzindo assim

cálculos desnecessários. Outra vantagem de se utilizar o aplicativo proposto em relação

ao MEF é que não se faz necessário um truncamento do domínio semi-inĄnito (solo), que

pode ser feito aplicando condições especíĄcas com o intuito de se diminuir esse erro de

truncamento. O aplicativo proposto foi baseado em equações analíticas, que já tomam o

solo como um meio semi-inĄnito sem a necessidade de truncá-lo para a solução.

Outra diĄculdade que se tem ao utilizar o MEF para problemas de aterramentos

elétricos é a modelagem do solo em camadas. Embora esse método permita o desenho de

camadas genéricas, não necessariamente verticais ou horizontais, quando a espessura de

uma camada é muito Ąna em comparação com as demais, essa necessita de um acréscimo

muito grande de elementos na discretização da região. Note que na Fig. 44b, a primeira

camada do solo é de 4 m, o que não é um problema para o MEF. Agora, tome os exemplos

de estratiĄcação apresentados no Capítulo 6 desta tese, em muitos casos encontramos

camadas intermediárias com menos de meio metro de espessura, e isso é algo comum na

prática, sem contar a camada de revestimento superĄcial de alguns centímetros que pode

ser adicionada (lembre-se que a última camada do solo estratiĄcado é sempre inĄnita, ou

seja, haverá um contraste de dimensões). O aplicativo proposto permite a inserção de

camadas horizontais com contrastes de espessuras para o modelo do solo heterogêneo, o

que é uma grande vantagem para se modelar sistemas de aterramentos com dados reais

de estratiĄcações do solo e até mesmo levar em consideração os efeitos da camada de

revestimento superĄcial.
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7.7 Sistemas de aterramento de larga escala

A tese de doutorado de Ezponda (1995), a qual foi premiada pelo grupo ENDESA

por sua inovação no projeto de subestações, foi a base para o desenvolvimento do apli-

cativo TOTBEM do Grupo de Métodos Numéricos em Engenharia da Universidade da

Coruĳa, Espanha. O trabalho citado propõe uma formulação para o problema de aterra-

mentos elétricos à frequência industrial utilizando o Método dos elementos de Contorno

(BEM), a qual é baseada na aplicação do teorema de Green e no método das imagens

para a fonte pontual em um meio de duas camadas. Da mesma forma do procedimento

apresentado nesta tese, a formulação utilizando o BEM possibilita o cálculo do potencial

elétrico somente em uma região de interesse, que geralmente é a superfície do solo, não

necessitando a determinação do potencial elétrico em todo o domínio da solução. Esta

seção do capítulo é dedicada a estudos de caso de sistemas de aterramento de subestações

reais e de larga escala, onde os resultados obtidos pelo aplicativo TOTBEM, extraídos de

diversas publicações, serão comparados com os obtidos através do aplicativo desenvolvido

nesta tese.

Simulações de sistemas de aterramento em larga escala envolvem uma quantidade

muito grande de eletrodos, os quais se devem determinar a corrente, mesmo adotando um

eletrodo como um segmento de reta de corrente uniforme ao invés de pontos discretos ao

longo de uma reta. Esse cálculo é realizado através de um sistema de equações lineares,

onde se assume a condição de equipotencialidade. Como mostra a Seção 3.5.2 desta tese,

para a obtenção da distribuição de correntes nos eletrodos é necessário a solução de um

sistema de equações lineares onde cada termo da matriz de resistências é composto do

resultado de uma integração numérica que, mesmo ao se adotar a simetria em parte da

matriz de resistências, a sua determinação se torna uma etapa dispendiosa. A solução do

sistema de equações lineares também é diĄcultada devido à ordem do sistema, todavia a

montagem da matriz de resistências é mais difícil do que a própria solução do sistema.

Para sistemas de larga escala a etapa de obtenção das correntes nos eletrodos é mais

dispendiosa que a obtenção da distribuição bidimensional do potencial elétrico no solo,

que é a etapa que toma mais tempo para o caso de um sistema com poucos eletrodos.

Como primeiro estudo de caso apresenta-se o aterramento da subestação Barberá,

que se localiza próximo da cidade de Barcelona na Espanha. O sistema de aterramento

é composto por 408 eletrodos horizontais de 12,85 mm de diâmetro, enterrados a uma

profundidade de 0,8 m, cobrindo uma área de 6500 m2. A primeira camada do solo tem

resistividade 200 Ω.𝑚 e espessura 1,2 m, a segunda camada do solo tem resistividade 60

Ω.𝑚. A corrente injetada no sistema é de 25,88 kA.

Este estudo de caso2 foi extraído de Colominas et al. (1998), sendo os valores
2 A mesma subestação também se encontra em Colominas, Navarrina e Casteleiro (2007).
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Através dessa seção do capítulo é possível concluir que o aplicativo desenvolvido

nesta tese também é capaz de simular sistemas de aterramento de grande porte em um

tempo bastante razoável. Pelo tamanho dos sistemas de aterramento simulados, em espe-

cial o terceiro estudo de caso, uma simulação utilizando o Método dos Elementos Finitos

ou o Método das Diferenças Ąnitas, que necessitam o cálculo do potencial em todos os

pontos do domínio, necessitaria de um esforço computacional extremamente maior do que

os obtidos com o aplicativo proposto, provavelmente na escala de horas de simulação ao

invés de minutos. Em comparação ao aplicativo TOTBEM, que utiliza o Método dos

Elementos de Contorno, o aplicativo proposto tem uma vantagem muito grande que é a

possibilidade de se trabalhar com mais de duas camadas para o solo heterogêneo. Note

também que a interpretação de arquivos de CAD tornou possível a simulação de pro-

jetos reais de sistemas de aterramento, com geometrias bastante complexas, que seriam

inviáveis de ser desenhadas coordenada por coordenada.

A adequação da função potencial para o caso especíĄco de duas camadas também

reduziria drasticamente o tempo de simulação, todavia optou-se por apresentar o tempo

de simulação para o modelo genérico, que se pode tomar como base para o esforço compu-

tacional necessário na simulação de grandes sistemas de aterramento em solos com mais

de duas camadas.

Os resultados obtidos para as tensões de passo e de toque em todos os pontos da

superfície do solo permitem ao projetista realizar uma readequação do projeto somente no

local onde uma grandeza exceder os limites de segurança. Por exemplo, um local dentro

da subestação com circulação de pessoas que possui tensão de passo ou tensão de toque

além do limite tolerável pode ser asfaltada ou coberta de brita, aumentando-se assim

o valor limite admissível naquele local especíĄco. Com o aplicativo proposto é possível

calcular os efeitos da camada de revestimento superĄcial, mesmo que esta seja muito Ąna,

o que é impraticável ao se utilizar a grande maioria das soluções propostas na literatura.
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Capítulo 8

Conclusão

Neste trabalho se desenvolveu inicialmente um modelo de sistemas de aterramento

em solos homogêneos, para tal, se partiu do modelo físico para uma fonte pontual de

corrente em um meio inĄnito. A interface entre o ar e o solo foi removida através da

aplicação do método das imagens, onde o potencial em qualquer ponto do solo homogêneo

é calculado pela superposição dos efeitos de uma fonte real e uma fonte imagem. Após se

determinar uma equação para uma fonte pontual, aplica-se o conceito de integral de linha

para se determinar o potencial elétrico gerado por uma distribuição linear de comprimento

Ąnito de fontes de correntes ao longo de uma trajetória com densidade de corrente uniforme

por unidade de comprimento.

A resistência de aterramento é deĄnida como a relação entre a elevação de potencial

em um eletrodo e a corrente elétrica injetada nesse eletrodo. Quando o eletrodo onde a

elevação de potencial é calculada for o próprio eletrodo que gerou esse potencial, se tem a

resistência própria do eletrodo, caso a elevação de potencial seja calculada em um condutor

vizinho, tem-se a resistência mútua de aterramento. O cálculo das resistências próprias e

mútuas é utilizado para a determinação da distribuição de correntes no sistema, onde um

sistema de equações é solucionado adotando-se uma condição equipotencial para o sistema

de aterramento. Uma vez apresentada a forma de cálculo da resistência de aterramento,

confrontou-se o resultado obtido com a fórmula analítica de Sunde, obtendo-se um valor

exato para a resistência de aterramento de um condutor, sendo esse localizado no espaço

pelas coordenadas cartesianas do inicio e Ąm do segmento que representa o condutor.

Uma vez determinada a distribuição de correntes em cada eletrodo é possível calcular

o potencial elétrico em qualquer ponto do solo pela superposição do potencial elétrico

gerado por cada elemento do sistema de aterramento individualmente.

Mostrou-se que utilizando a fórmula do potencial elétrico desenvolvida para seg-

mentos lineares, é possível discretizar qualquer trajetória curvilínea em segmentos de

reta, assim utiliza-se a mesma equação para condutores retilíneos e segmentos de arco.

Apresentou-se também o procedimento de cálculo das tensões de passo e de toque em
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qualquer ponto da superfície do solo. Em seguida desenvolveu-se uma equação para o

cálculo do campo elétrico gerado por um condutor isolado e também por todo o sistema

de aterramento. Todo o equacionamento desenvolvido nesta tese leva em consideração

a forma padrão de interpretação das coordenadas de segmentos de reta em arquivos de

CAD, possibilitando assim a leitura de arquivos com geometrias complexas de aterramen-

tos sem a necessidade de escrever a localização de cada segmento manualmente por suas

coordenadas.

Desenvolveu-se em seguida um equacionamento para uma fonte pontual de corrente

imersa em um solo heterogêneo, onde se leva em consideração as condições de interface

entre meios diferentes e a condição de potencial nulo a uma distância inĄnita da fonte,

que são as condições de contorno do problema. As funções característica do solo são

obtidas através de um sistema de equações lineares, estas são utilizadas para o cálculo do

potencial elétrico de uma fonte pontual situada em qualquer camada de um solo hetero-

gêneo e sendo o ponto de cálculo localizado também em uma camada genérica. Uma vez

obtidas as funções características do solo é necessário solucionar uma integral imprópria

altamente oscilatória envolvendo polinômios de Bessel. Apresenta-se então uma fórmula

de quadratura para a solução dessa integral, adaptada para a equação em questão, e se

propõe uma forma de cálculo baseada em polinômios de Chebyshev para o potencial na

superfície do solo, que tem um menor custo computacional que a fórmula de quadratura

de integração.

Após a determinação do potencial elétrico gerado por uma fonte pontual de cor-

rente, aplica-se o mesmo conceito utilizado para aterramentos em solo homogêneo, onde

se determina o potencial elétrico gerado por uma distribuição linear de correntes em um

comprimento Ąnito do condutor e com densidade de corrente uniforme, esse foi o modelo

utilizado para o condutor horizontal, que não atravessa as camadas do solo. O potencial

elétrico gerado por esse condutor é calculado para a fórmula de quadratura de integração,

que é aplicada para um ponto de cálculo qualquer do solo, e para a fórmula baseada em

polinômios de Chebyshev, que é restrita a um ponto de cálculo na superfície do solo. Em

seguida se fez um modelo de um condutor que atravessa camadas, como uma haste de

aterramento. Para a haste de aterramento se apresentou dois modelos possíveis para a

obtenção da distribuição de correntes ao longo do eletrodo, a uniforme dentro da camada

do solo e a não uniforme. Fez-se um comparativo entre os dois modelos e optou-se por

utilizar o modelo não uniforme, uma vez que é um modelo mais preciso para se representar

a haste de aterramento.

A haste de aterramento é modelada como uma distribuição de fontes pontuais ao

longo de uma trajetória, que representam os segmentos de uma haste, cada segmento tem

um valor de corrente especíĄco e gera um potencial que é função da profundidade do

segmento e das camadas do solo. O potencial elétrico gerado pela haste é então calculado
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pela superposição dos potenciais gerados por cada segmento. Apresentou-se também uma

solução baseada em polinômios de Chebyshev para a haste, onde se fez a decomposição

das funções características de cada segmento da haste, o cálculo do potencial para essa

solução é restrito a pontos na superfície do solo. A resistência de aterramento para o

modelo de solo heterogêneo é análoga a do solo homogêneo, alterando apenas a função

utilizada para a determinação do potencial elétrico do condutor em questão. Para o

modelo de solo heterogêneo optou-se por calcular o campo elétrico a partir da solução já

calculada para o potencial de superfície, que é uma solução por diferenças Ąnitas, onde

os gradientes são representados por equações de diferenças.

Apresentou-se em seguida o procedimento para a obtenção do modelo do solo

estratiĄcado em camadas horizontais. Esta é uma etapa importante quando se pretende

simular sistemas de aterramentos reais, uma vez que é necessária a determinação dos

parâmetros do solo onde o sistema de aterramento será instalado. A equação utilizada

para o potencial elétrico na a estratiĄcação do solo poderia ser a mesma desenvolvida para

a fonte pontual de corrente em solo heterogêneo, todavia utilizou-se o algoritmo de Sunde,

que representa a solução do sistema linear proposto nesta tese para o caso especíĄco da

fonte de corrente na superfície do solo e o ponto de cálculo também na superfície do solo.

A função potencial obtida pelo algoritmo de Sunde é aplicada no método de Wen-

ner, onde quatro sondas são utilizadas com o intuito de se fazer uma leitura da resistivi-

dade aparente do solo a uma profundidade igual ao espaçamento das sondas. Obtém-se

assim uma função de resistividade aparente teórica. Aplicou-se em seguida uma mudança

de variável na função característica do solo, o que permitiu a expansão dessa função em

uma série de Chebyshev. Uma vez que a função característica do solo é decomposta em

uma combinação linear de exponenciais, se aplicar a identidade de Lipschitz para a solu-

ção da integral da função resistividade aparente teórica. O grau do polinômio é escolhido

de maneira ótima, já que este varia em função dos parâmetros do solo, com o intuito de

se obter a melhor precisão possível na representação da curva de resistividade aparente

teórica, não gerando assim erros na estratiĄcação do solo devido a um modelo matemá-

tico impreciso. Mostra-se brevemente como aplicar o equacionamento para a resistividade

aparente teórica na estratiĄcação do solo através de um método de otimização.

A estratiĄcação do solo é obtida quando o erro entre os valores de resistivida-

des aparentes experimentais e calculados é mínimo, esta tese utilizou para este Ąm um

algoritmo de Evolução Diferencial desenvolvido pelo próprio autor. Finalmente, alguns

resultados de estratiĄcação do solo são apresentados para se mostrar a eĄciência estratiĄ-

cação realizada utilizando a função de resistividade aparente teórica proposta nesta tese,

que é determinada a partir da expansão da função característica do solo heterogêneo em

uma série de Chebyshev.

Como exemplo de aplicação do software desenvolvido nesta tese diversos estudos
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de caso são apresentados. Inicialmente se fez um estudo da inĆuência da camada de

revestimento superĄcial no comportamento do potencial elétrico na superfície do solo.

Notou-se com esse estudo que além de aumentar a resistência de contato entre a superfície

do solo e os pés de uma pessoa, a camada de revestimento superĄcial diminui um pouco o

potencial elétrico na superfície do solo e também suaviza essa curva, o que tem um efeito

considerável na redução da tensão de passo. Em seguida se faz um estudo de caso para o

modelo de hastes imersas em solos de múltiplas camadas de Takahashi e Kawase, o qual

utiliza o modelo uniforme para a distribuição de correntes no eletrodo vertical dentro de

cada camada do solo estratiĄcado em múltiplas camadas.

Notou-se que houve uma discreta variação dos resultados quando se adota o mo-

delo uniforme e não uniforme para a haste de aterramento, todavia os resultados foram

bastante próximos. Como próximo estudo de caso se analisou um modelo baseado em ima-

gens complexas em solos de três camadas, onde a maioria dos resultados apresentaram

erros mínimos, que se tornaram mais signiĄcativos conforme o solo apresentou uma dis-

crepância maior entre os valores da resistividade de camadas adjacentes. Como próximo

estudo de caso, o software proposto nesta tese foi validado com um modelo de elementos

Ąnitos para duas conĄgurações distintas de malhas de aterramentos em solos heterogê-

neos, esses resultados também foram confrontados com dados experimentais encontrados

na literatura. Em seguida analisou-se uma conĄguração complexa de um sistema de ater-

ramento que possui hastes profundas e uma quadrícula única e inclinada em relação à

superfície do solo.

O resultado obtido para o potencial elétrico na superfície do solo nesse sistema

de aterramento estudado é confrontado com os valores apresentados no trabalho origi-

nal e também com um terceiro autor que utiliza um software de simulação de sistemas

de aterramento bastante consolidado, que é baseado no método das imagens complexas.

Finalmente, analisaram-se sistemas de aterramentos de subestações reais em solos hetero-

gêneos, onde para cada estudo de caso foi apresentado além dos resultados de simulação,

o tempo total de simulação. O software proposto nesta tese permitiu a simulação de sis-

temas de aterramento de larga escala em um tempo de processamento bastante razoável.

É possível concluir que, para estudos de sistemas de aterramento a solução através

do software proposto é bastante eĄciente, principalmente ao se comparar com métodos

numéricos como o MEF e o MDF, que necessitam do cálculo da função potencial em todos

os pontos do domínio. Como em problemas de sistemas de aterramento geralmente se está

interessado na solução para pontos na superfície do solo, o software proposto se sobres-

sai, pois torna possível a determinação dos potenciais elétricos somente em uma região

especíĄca da solução. O software proposto não apresenta problemas devido ao contraste

de dimensões entre os elementos do sistema de aterramento como o raio dos eletrodos na

ordem de milímetros e o solo semi-inĄnito. Por não necessitar de uma discretização de
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todo o domínio da solução, o software proposto também é capaz de simular sistemas de

aterramento a partir de resultados reais de estratiĄcações do solo, onde se pode ter um

contraste muito grande entre as espessuras das camadas, que necessitariam de uma discre-

tização do solo com muitos elementos, tornando assim a solução bastante dispendiosa. A

solução com o software proposto também não necessita do truncamento do domínio para a

solução, uma vez que as condições de contorno impostas para a determinação do potencial

elétrico da fonte pontual de corrente já adotam o solo como um meio semi-inĄnito. Uma

vez que a quantidade de pontos a serem calculados é drasticamente reduzida, o tempo

total de simulação também é drasticamente reduzido quando comparado a uma solução

através de métodos como o MEF, isso porque o método proposto não necessita de uma

malha para a discretização da solução.

Ao se comparar o software proposto com outros disponíveis na literatura, é pos-

sível observar que a grande maioria das soluções propostas para aterramentos elétricos

é feita para solos uniformes ou estratiĄcados em duas camadas. O software proposto,

além de ser desenvolvido para uma quantidade genérica de camadas, também busca uma

precisão máxima para os resultados obtidos. Recursos de programação como computação

paralela e bibliotecas numéricas de alto desempenho são utilizados. Ademais, o software

desenvolvido utiliza um método de quadratura adaptativa para o cálculo da resistência

de aterramento, além de utilizar uma quadratura de integração baseada em polinômios

de Bessel na determinação da função potencial em um ponto qualquer e em polinômios

de Chebyshev (com grau ótimo) para potenciais na superfície do solo, tudo isso buscando

o máximo de precisão e com o mínimo esforço computacional possível. Além de todas

as vantagens supracitadas, o software proposto permite a leitura da conĄguração a ser

simulada através de um arquivo de CAD e faz o modelo do solo estratiĄcado baseado nas

medições de campo, assim tornando a simulação do sistema de aterramento bem realista.

Publicou-se o seguinte artigo com os resultados do Capítulo 6 desta tese:

Coelho, R. R. A.; Pereira, A. E. C.; Neto, L. M. A high-performance multilayer

earth parameter estimation rooted in chebyshev polynomials. IEEE Transactions on

Power Delivery, v. 33, n. 3, p. 1054Ű1061, June 2018. ISSN 0885-8977.
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ANEXO A

Polinômios de Chebyshev

Este anexo da tese dedica-se a uma breve explicação ao leitor sobre os polinômios

de Chebyshev. A série de Chebyshev é utilizada no restante da tese para uma forma de

cálculo eĄciente dos potenciais de superfície.

Os Polinômios de Chebyshev formam uma classe especial de polinômios destina-

dos a aproximar outras funções, sendo amplamente utilizados em muitas áreas da análise

numérica (PRESS et al., 2007). A interpolação de Chebyshev pode ser interpretada como

uma aproximação da série de Chebyshev. A incorporação de termos sobressalentes à sé-

rie ocasiona um decaimento abrupto no erro da aproximação de uma função, sendo assim

necessários poucos termos para uma discretização bastante precisa. A velocidade de decai-

mento do erro em função dos seus coeĄcientes depende das propriedades de continuidade

e diferenciabilidade da função a ser expandida. Quanto mais regular a função, menos

termos sobressalentes serão necessários para uma boa aproximação. O gráĄco da Fig. 54

ilustra a função1 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑥) e o comparativo da sua interpolação utilizando polinômios de

Chebyshev (pontos otimamente amostrados) e Lagrange (pontos igualmente amostrados).

Com o mesmo grau 𝑛 para uma expansão polinomial, atingimos uma melhor preci-

são ao utilizarmos a série de Chebyshev quando comparada à outra técnica de decomposi-

ção polinomial, com a vantagem de não precisarmos escolher os pontos onde a função será

avaliada, esses são fornecidos por uma expressão matemática. Seus coeĄcientes também

são calculados por uma expressão analítica, não sendo necessária a resolução de dispen-

diosos sistemas lineares. Além de todas as vantagens já mencionadas, a implementação

computacional da expansão por polinômios de Chebyshev é bastante simples.

Um problema na interpolação polinomial é a utilização de um polinômio de grau

elevado. Para Heath (2002), os coeĄcientes do polinômio podem ser deĄcientemente de-

terminados devido a um mal condicionamento de um sistema linear a ser resolvido. Além

dessas propriedades computacionais indesejadas o uso de uma ordem elevada também
1 𝑠𝑖𝑛𝑐(𝑥) = sin(𝑥)/𝑥
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A.1 Equacionamento para o Polinômio de Chebyshev

O Polinômio de Chebyshev canônico é descrito para um dado grau 𝑛, sendo deno-

minado 𝑇n(𝑥) e é dado pela Eq. A.1,

𝑇n(𝑥) = cos(𝑛 arccos𝑥), (A.1)

ou ainda,

𝑇n(cos 𝜃) = cos(𝑛𝜃). (A.2)

Ao aplicarmos de forma sucessiva as seguintes identidades trigonometricas à Eq. A.1.

cos(𝑎∘ 𝑏) = cos 𝑎 cos 𝑏∓ sin 𝑎 sin 𝑏 (A.3)

sin(𝑎∘ 𝑏) = sin 𝑎 cos 𝑏∓ cos 𝑎 sin 𝑏 (A.4)

sin2(𝑎) = 1 ⊗ cos2(𝑎) (A.5)

Obtém-se a forma explicita2 de 𝑇n(𝑥), que é dada pela Eq. A.6. Note que o polinômio de

Chebyshev é determinado de forma recursiva, i.e., obedecendo uma fórmula de recursão.

𝑇0(𝑥) = 1

𝑇1(𝑥) = 𝑥

𝑇2(𝑥) = 2𝑥2 ⊗ 1

𝑇3(𝑥) = 4𝑥3 ⊗ 3𝑥

𝑇4(𝑥) = 8𝑥4 ⊗ 8𝑥2 + 1

𝑇5(𝑥) = 16𝑥5 ⊗ 20𝑥3 + 5𝑥

𝑇6(𝑥) = 32𝑥6 ⊗ 48𝑥4 + 18𝑥2 ⊗ 1
...

𝑇n+1(𝑥) = 2𝑥 𝑇n(𝑥) ⊗ 𝑇n⊗1(𝑥) 𝑛 ⊙ 1 (A.6)

O polinômio 𝑇n possui 𝑛 zeros no intervalo [⊗1, 1], estes são localizados nos pontos

dados pela Eq.A.7.

Ýk = cos

(︃

Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

𝑘 = 0, 1, ≤ ≤ ≤ , 𝑛⊗ 1 (A.7)

2 Obtenção de 𝑇n(𝑥) na sua forma explícita.

cos 0𝜃 = 1 𝑇0(𝑥) = 1

cos 1𝜃 = cos 1𝜃 𝑇1(𝑥) = 𝑥

cos 2𝜃 = 2 cos2 𝜃 ⊗ 1 𝑇2(𝑥) = 2𝑥2 ⊗ 1

cos 3𝜃 = 4 cos3 𝜃 ⊗ 3 cos 𝜃 𝑇3(𝑥) = 4𝑥3 ⊗ 3𝑥

.

.

.

Observe que ao se adotar 𝑥 = cos 𝜃 é possível obter o polinômio 𝑇n como uma série de potências,
também chamado de forma explícita de 𝑇n.
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Por sua deĄnição e pela relação de ortogonalidade discreta, se 𝑓(𝑥) é uma função

arbitrária no intervalo [⊗1, 1], sendo 𝑛 a quantidade de coeĄcientes de 𝑐j, os coeĄcientes

da série então são determinados pela Eq. A.8.

𝑐j =
2
𝑛

n⊗1
∑︁

k=0

𝑓(Ýk) 𝑇j(Ýk) 𝑗 = 0, ≤ ≤ ≤𝑛⊗ 1 (A.8)

=
2
𝑛

n⊗1
∑︁

k=0

𝑓

⎟

cos

(︃

Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜⟨

cos

(︃

𝑗Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

A aproximação desta função por uma série de Chebyshev é dada pela Eq. A.9 e é exata

para os valores de 𝑥 iguais aos 𝑛 zeros de 𝑇n(𝑥).

𝑓(𝑥) ≡
⎟

n
∑︁

k=0

𝑐k𝑇k(𝑥)

⟨

⊗ 𝑐0

2
(A.9)

A generalização da Eq. A.8 pode ser feita para um intervalo genérico ao invés

através de mudanças de variável. Dessa forma, aplicam-se os polinômios de Chebyshev

para aproximar uma função em qualquer intervalo.

A.2 Polinômio de Chebyshev deslocado

O polinômio de Chebyshev deslocado ( em inglês shifted Chebyshev polynomial ) é

uma variação do polinômio de Chebyshev para o intervalo [0, 1]. Esta mudança é obtida

substituindo a variável 𝑥 da Eq. A.6 por 2𝑥 ⊗ 1. O leitor pode observar que 𝑥 varia de

[⊗1, 1], de forma análoga a expressão 2𝑥 ⊗ 1 no intervalo [0, 1] também varia de [⊗1, 1].

O polinômio de Chebyshev deslocado dar-se-á por

𝑇 *
0 (𝑥) = 1

𝑇 *
1 (𝑥) = 2𝑥⊗ 1

𝑇 *
2 (𝑥) = 8𝑥2 ⊗ 8𝑥+ 1

𝑇 *
3 (𝑥) = 32𝑥3 ⊗ 48𝑥2 + 18𝑥⊗ 1

𝑇 *
4 (𝑥) = 128𝑥4 ⊗ 256𝑥3 + 160𝑥2 ⊗ 32𝑥+ 1

...

𝑇 *
n+1(𝑥) = 2 (2𝑥⊗ 1) 𝑇 *

n(𝑥) ⊗ 𝑇 *
n⊗1(𝑥) 𝑛 ⊙ 1, (A.10)

sendo as suas raízes calculadas por

Ýk =
1
2

cos

(︃

Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

+
1
2

𝑘 = 0, 1, ≤ ≤ ≤ , 𝑛⊗ 1, (A.11)

e sendo os seus coeĄcientes para esta mudança de variável

𝑐j =
2
𝑛

n⊗1
∑︁

k=0

𝑓(Ýk) cos

(︃

𝑗Þ
𝑘 + 1/2

𝑛

⎜

𝑗 = 0, ≤ ≤ ≤𝑛⊗ 1. (A.12)


