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RESUMO

Este trabalho de conclusao de curso tem como finalidade abordar com mais profundidade
e detalhamento a ideia geométrica da teoria de homologia simplicial e grupo fundamental,
proporcionando uma visao ampla da importancia dessas teorias. O principal objetivo desse
trabalho é entender o Teorema de Hurewicz, que fornece uma relagao entre o grupo fundamental
e a homologia simplicial.

Palavras-chave: Grupo Fundamental. Homologia Simplicial. Teorema de Hurewicz .






ABSTRACT

This work of conclusion of course has as purpose to approach with more depth and detail the
geometric idea of the theory of simplicial homology and fundamental group, providing a broad
vision of the importance of these theories. The main objective of this work is to understand the
Hurewicz Theorem, which provides a relation between the fundamental group and the simplicial
homology.

Keywords: Fundamental Group. Simplicial homology. Hurewicz’s theorem.
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INTRODUCAO

A topologia algébrica é um ramo bastante interessante da matematica que esta na intersecgao
da algebra e da geometria e possui aplicagoes em diversas areas da matematica.

A topologia algébrica descreve a estrutura de um espago topologico por associagao com
um sistema algébrico, normalmente um grupo ou uma sequéncia de grupos. Desse modo, a
topologia algébrica consiste em resolver problemas topologicos através de métodos puramente
algébricos e um conceito importante ¢ o de homologia simplicial, ([2], 1978).

A teoria de homologia é um assunto importante na topologia algébrica, pois fornece um
método de associar a cada espago topologico uma categoria de grupos (ou, mais geralmente,
modulos), chamados de grupo de homologia desse espago, de modo que espagos homeomorfos
possuem grupos de homologia isomorfos, ([5], 2012).

A homotopia é a ideia mais importante da topologia algébrica e o grupo fundamental é
provavelmente o invariante algébrico mais simples associado a essa ideia, ([4], 1998).

O grupo fundamental cria uma imagem algébrica do espago de lagos em um espago X, esse
grupo é denotado por (X, xy). Esses grupos sao dificeis de calcular. Nesse sentido, relacionar
os grupos de homologia simplicial com os grupos de homotopia se torna uma alternativa mais
viavel para facilitar tais calculos.

Este trabalho de conclusao de curso tem como finalidade abordar com mais profundidade
e detalhamento a ideia geométrica da teoria de homologia simplicial e grupo fundamental,
proporcionando uma visao ampla da importancia dessas teorias. Além disso, serd apresentado
o Teorema de Hurewicz, que fornece uma relagao entre o grupo fundamental e a homologia
simplicial.

No capitulo um, sao apresentados alguns resultados essenciais para o desenvolvimento dos
capitulos posteriores. A principal referéncia utilizada é [2].

No capitulo dois, apresentamos a teoria de homologia simplicial. Para melhor entendimento,
calculamos detalhadamente os grupos de homologia simplicial do toro, do plano projetivo e da
garrafa de Klein. As principais referéncias desse capitulo sao [2], [3] e [6].

No capitulo trés, estudamos o grupo fundamental, que é um grupo associado a qualquer
espaco topologico que fornece uma maneira de determinar quando dois caminhos, comegando
e terminando em um mesmo ponto, podem ser continuamente deformados um no outro. As
principais referéncias utilizadas nesse capitulo sao [2] e [5].

No capitulo quatro, expomos o Teorema de Hurewicz, que relaciona o grupo fundamental e

a homologia no nivel 1. As principais referéncias sao [1] e [3].

BACHARELADO EM MATEMATICA
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PRELIMINARES 3

1. PRELIMINARES

Neste capitulo, relatamos alguns resultados de topologia e algebra de fundamental impor-

tancia para o entendimento do trabalho. A principal referéncia utilizada é [2].

1.1 TOPOLOGIA

Definicao 1. Uma topologia em um conjunto X € uma colecao T de subconjuntos de X, cha-

mados de subconjuntos abertos (sequndo a topologia T), satisfazendo as sequintes condigoes:
1. O e X sao abertos;
2. a uniao de uma familia qualquer de subconjuntos abertos € um subconjunto aberto;
3. a intersecao de uma familia finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.
Um espago topoldgico é um par (X, 7), onde X € um conjunto e T € uma topologia em X .

Uma base para uma topologia 7 é um subconjunto B de 7, tal que cada elemento de 7 é
uma uniao de elementos de B.

Um conjunto é fechado se seu complementar é aberto.

Definicao 2. A topologia do subespaco para um subconjunto A de um espago topologico X,
consiste em todos os subconjuntos O N A, onde O € aberto em X. Um conjunto A com a

topologia do subespaco € um subespago de X.

Definicao 3. Um espaco topoldgico X € conexo se nao evistem A C X e B C X, abertos,

disjuntos e nao vazios, tais que X = AU B. Caso contrdrio, X € dito desconexo.

Definicao 4. Uma componente conexa M de um espaco topologico X € um subconjunto conexo

mazimal de X, isto €, se Y C X € conexo e M CY entao, ou M =Y ouY = X.

Definicao 5. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Para que uma aplicagcio f: X — Y seja
continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa de f~1(A) de todo subconjunto aberto

A CY seja um subconjunto aberto de X.

Definicao 6. Um homeomorfismo h: X — Y € uma aplicacao continua e bijetiva de X sobre

Y, cuja inversa h™': Y — X também é continua.

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 PRELIMINARES

Definicao 7. Um caminho em um espago topologico X é uma aplica¢ao continua av: I — X,

onde I € o intervalo fechado [0,1].

Definicao 8. Um espago topoldogico X €é conexo por caminhos quando, dados dois pontos x, y

de X, existe um caminho continuo a: I — X com a(0) =z e a(l) = y.
Proposicao 1. Todo espaco conexo por caminhos € conexo.

Definicao 9. Seja X um espago topologico e v € X qualquer. Entdao a componente conexa por
caminhos de x € a reuniao de todos os subconjuntos conexos por caminhos de X, que contém

x.

1.2 ALGEBRA

Definigao 10. Uma operacao bindria em um conjunto A € uma funcao f: Ax A — A. Para
quaisquer a,b € A, utilizamos a notacao ab ou a -b como multiplicacao e a + b como a soma

desses elementos.

Definicao 11. Um grupo é um conjunto G provido de uma operacao bindria em G, satisfazendo

as sequintes propriedades:
1. a(be) = (ab)c, para todo a,b,c € G;
2. existe elemento identidade e, tal que ae = ea = a, para todo a € G;
1 1

3. para todo a € G, existe elemento inverso a™ !, tal que aa™ = a"ta = e.

Na notagao do grupo aditivo, o elemento identidade sera denotado por 0 e seu inverso por

—a. Um grupo que possui somente o elemento identidade é chamado de grupo trivial.

Definicao 12. Um subconjunto A de G € um subgrupo de G provido da mesma opera¢do de

G. Se A € um subgrupo e g € G o conjunto
gA={ga | a € A}

¢ chamado de classes laterais a esquerda de A por g. Quando a operagao for a soma escrevere-
mos g+ A e se for a multiplicacao escreveremos gA. As classes laterais a direita sao definidas

analogamente.

Proposicao 2. As classes laterais a esquerda gA e hA de um subgrupo A sdo disjuntas ou

idénticas.

Definicao 13. Um grupo G é comutativo ou abeliano se ab = ba para todo a,b € G.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



PRELIMINARES 5

Definicao 14. Um homomorfismo f: G — H de um grupo G para outro grupo H € uma
fungao tal que

f(ab) = f(a)f(b), a,beQqG.

O conjunto

kerf ={a € G(a) | f(a) =€y}

€ o nicleo de f, onde ey € o elemento identidade de H. Um isomorfismo é um homomorfismo

bijetivo, em este caso dizemos que 0s grupos sao isomorfos e escrevemos G ~ H.
Definicao 15. Um subgrupo A de G € normal se g~tag € A para todo g € G e a € A.

Proposicao 3. O nicleo de um homomorfismo f: G — H € o subgrupo normal de G. O

homomorfismo € bijetivo se, e somente se o nicleo de f contém somente o elemento identidade
de G.

Proposigao 4. Se A é um subgrupo normal de G. A familia % de todas as classes laterais

(esquerdas) de A € um grupo provido da operagao
gA-hA = ghA.

O grupo % € chamado de grupo quociente de G mddulo A.

Proposicao 5. (O Primeiro Teorema do Homomorfismo). Seja f: G — H um homomorfismo

sobrejetor do grupo G para o grupo H com nicleo K, entao H € isomorfo ao grupo quociente
G

7
Defini¢ao 16. Um comutador em um grupo G € um elemento da forma aba=*b=t. O subgrupo

comutador de G € o menor subgrupo contendo todos os comutadores de G. Equivalentemente,

o subgrupo comutador consiste em produtos finitos de comutadores de G.

Proposigao 6. (a) O subgrupo comutador F de um grupo G € normal.

(b) O subgrupo comutador é o menor subgrupo de G para o qual % € abeliano.

Definicao 17. Se g ¢ um elemento de um grupo G, o conjunto de todos os geradores g, g,

99 = gz, g_lg_l = g_z, ... forma um subgrupo

9] ={g" | n é um inteiro}

chamado o subgrupo gerado por g. Se G tem um elemento g para o qual [g] = G, entao G € um

grupo ciclico com gerador g.
O grupo ciclico mais comum é o grupo dos inteiros Z, onde 1 e —1 sao os geradores.

Definicao 18. Um conjunto de geradores para um grupo G € um subconjunto S de G, tal que
cada elemento de G € um produto de poténcias dos elementos de S. Um grupo que tem um

conjunto finito de geradores € chamado de finitamente gerado.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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Definicao 19. A soma direta G ® H € o conjunto G x H com a operacao & definida por

(91, 1) @ (g2, ha) = (91 + g2, h1 + h2)

para todo g1, 92 € G e para todo hy, he € H, utilizando a notagao aditiva.

Definicao 20. Um grupo isomorfo a uma soma direta finita de cépias do grupo Z é chamado

de grupo abeliano livre. Este grupo com n geradores € isomorfo a soma direta Z &7 @ ... D7
(n termos).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA



HoMOLOGIA SIMPLICIAL 7

2. HOMOLOGIA SIMPLICIAL

Neste capitulo, faremos um breve estudo sobre a teoria de homologia simplicial. A homo-
logia simplicial surge como uma maneira de estudar os espagos topologicos, cujos componentes
estruturais sao n-simplexos. Tal ferramenta é calculada em espagos homeomorfos a um po-
liedro, tal homeomorfismo se refere a uma triangularizagao do espaco dado. Muitos espagos
topologicos de interesse podem ser triangularizados, em especial o toro, o plano projetivo e a
garrafa de Klein. Para melhor entendimento, calculamos detalhadamente os grupos de homolo-
gia simplicial do toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein. As principais referéncias desse
capitulo sdo [2], [3] e [6].

2.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES DA HOMOLOGIA

Definigao 21. Um conjunto A = {ag,ay,...,ar} de k + 1 pontos em R" é geometricamente

mdependente quando os vetores a; — ag,as — ag, - -+ , A — Qg SGO linearmente independentes.

Definicao 22. O conjunto de todos os pontos x € R™, que sio gerados pelo conjunto de pontos

geometricamente independente {ay, ..., ar}, para os quais existem nimeros reais nao negativos
k k

Ao, A1, oy Mg tal que x = E Aia; € g X\ =1, € chamado de k-simplexo, cuja notacio é o*.

i=0 i=0

O 0-simplexo ¢ simplesmente um conjunto unitario, 1-simplexo ¢ um segmento de reta
fechado, 2-simplexo é um triangulo (interior e arestas), 3-simplexo é um tetraedro (interior
e arestas). Um 0-simplexo aberto ¢ o conjunto unitario, 1-simplexo aberto ¢ um segmento
de linha com os pontos finais removidos, 2-simplexo aberto ¢ o interior de um triangulo,

3-simplexo aberto ¢é o interior de um tetraedro.

SN

0 - simplexo 1 - simplexo 2 - simplexo 3 - simplexo

Figura 2.1: Simplexos

BACHARELADO EM MATEMATICA



8 HoMOLOGIA SIMPLICIAL

k

Definicao 23. Dizer que um simplexo o é uma face de um simplexo o™, k < n, significa que

cada vértice de o* é um vértice de ™. Se o™ € o simplexo com vértices ag,ay, ..., an, eScrevemos

" = (ag...an)

g

Definicao 24. Dois simplexos ¢™ e o™ sao propriamente unidos, se ¢ N o" € vazio ou

o™ No™ € uma face de ambos.

Na figura 2.2, alguns exemplos de simplexos propriamente unidos e simplexos que nao

satisfazem essa definicao.

2 3 1
cne'=@ onc'=¢' o’no'=<a,b>

Simplexos propriamente unidos Simplexos ndo propriamente unidos

Figura 2.2: Exemplos

Definicao 25. Um complexo simplicial ¢ uma familia finita K de simplexos geométricos os
quais sao propriamente unidos e tem a propriedade de que cada face de um elemento de K
€ também um elemento de K. A dimensao de K € o maior indice positivo r tal que K tenha um
r-simplexo. A unido de elementos de K com a topologia do subespaco topoldgico Fuclidiano é

denotado por |K| e é chamado de poliedro associado a K.

Definicao 26. A triangularizacao de um espaco topologico X consiste num complexo simplicial

K e um homeomorfismo h : |K| — X.

Geometricamente, triangularizar uma superficie é cobri-la de formas triangulares, as quais
ou tem uma face toda em comum, ou um vértice, ou uma aresta. Além disso, a triangularizacao
de uma superficie nao é tnica.

A figura 2.3 mostra um exemplo de uma superficie triangularizada.

Figura 2.3: Superficie triangularizada

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE M ATEMATICA



HoMoOLOGIA SIMPLICIAL 9

Definigao 27. Um n-simplexo orientado, n > 1, é obtido de um n-simplezo o™ = (ag...ay)
escolhendo a ordem para esses vértices. A classe equivalente de permutacgoes pares para escolha
da ordem, determina o simplexo orientado positivamente 40", enquanto a classe equivalente das
permutagoes impares determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial
orientado € obtido de um complexo simplicial atribuindo uma orientacao para cada simplezo.
Se os vértices ay, ..., a, de um complexo K sao os vértices de um p-simplexo o, entao o simbolo
+(apay...a,) denota a classe de permutagoes pares para indicar a ordem ay, ..., a, € —{(apay...a,)

denota a classe de permutacoes impares.

Na Figura 2.4, temos 1-simplexos e 2-simplexos orientados.

———o o——<—o

a, +G' a 3 -G a,
a, d,

Ch) +o° 4 % -6* a,

Figura 2.4: Simplexos orientados

Definicao 28. Seja K um complexo geométrico orientado com simplexos oP*! e of cuja di-
mensoes diferem por 1. Associamos em cada par (oP*1, oP) um nimero de incidéncia [oPT!, 7]
definido como: Se o nao é uma face de oP*1, entio [oP™!, o?] = 0. Suponha que oP € uma
face de oP*t. Ordene os vértices ag, ..., a, de of tal que +oP = +{ag...a,). Seja v o vértice de

oPt o qual nao é vértice de oP. Entio +oP™' = +(vag...a,). Se +oP™ = +(vag...a,), entio

, = 1. = — 0--- 5 Q P2 = —1.

(0Pt oP] = 1. Se +oPT! (vag...a,), entio [oPT, o] 1

Exemplo 1. Se +0? = +{(apaiaz), +o' = (apa;) e +7' = (apay), entio [0% o'] = 1 e
(02,71 = —1.

Definicao 29. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p € um nimero inteiro positivo, a
p-dimensional cadeta, ou p-cadeia, € uma funcgao c, que leva a familia de p-simplezos orientados

de K para os nimeros inteiros tal que, para cada p-simplexo o®, c,(—o?) = —c,(+0P).

Com a operagao adicao induzida pelos inteiros, a familia de p-cadeias forma um grupo
chamado de grupo p-dimensional cadeia de K. Esse grupo é denotado por C,(K).

O grupo cadeia C,(K) ¢é isomorfo & soma direta de grupos Z. Assim se K tem o,
p-simplexos, entao C,(K) ¢ isomorfo a soma direta de «,, copias de Z. Um isomorfismo &

dado pela correspondéncia
Ap

Zglaf — (917 g2, .- gap)‘
=1

BACHARELADO EM MATEMATICA



10 HoMOLOGIA SIMPLICIAL

Definicao 30. Se g.o” é uma p-cadeia elementar com p > 1, o bordo de g.oP denotado por
J(g.0?) € definido por

Op(g.07) = Z[ap,apfl]g.apfl, o’ e K.

O operador bordo 0 é estendido por linearidade para um homomorfismo
3p : Cp(K) — Cpfl(K»

Em outras palavras, se ¢, = Y ¢;.07 ¢ uma p-cadeia arbitraria, entdo definimos

Op(cp) = Z Ip(gi-07).-

O bordo de uma 0-cadeia é definido como sendo zero.

Teorema 1 (|2|, Teorema 2.1). Se K é um complexo orientado e p > 2, entdo a composi¢ao
0p—100, : Cp(K) — Cp_2(K) no diagrama C,(K) % Cp-1(K) O Cp—2(K) € um homomorfismo

trivial.

Definicao 31. Seja K um complexo orientado.

Seja p > 0, um p-ciclo € uma p-cadeia z, tal que 0,(2,) = 0. O niicleo do homomorfismo
Op : Cp(K) — Cp_1(K) € um subgrupo de Cy(K) e € a familia de p-ciclos. Esse subgrupo é
denotado por Z,(K), e é chamado de grupo ciclo p-dimensional de K.

Como definimos o bordo de uma 0-cadeia como sendo 0, temos 0-ciclo como sendo sindénimo
de 0-cadeia, ou seja, o grupo Zy(K) de 0-ciclos € o grupo Co(K) de 0-cadeias.

Seja p > 0, uma p-cadeia b, é um p-bordo em K, se eziste uma (p+1)-cadeia c,iq tal que
d(cpt1) = b,. A itmagem de Opy1(Cpi1(K)) € um subgrupo de Cp(K) e é a familia de p-bordos.
Esse subgrupo € denominado de p-dimensional grupo-bordo de K e é denotado por B,(K).

Sen € a dimensao de K, entao nao existe p-cadeias em K para p > n. Nesse caso, temos que
Cp(K) € o grupo trivial {0}. Note que ndo existe (n+1)-cadeias em K tal que Cp41(K) = {0}
e portanto B,(K) = {0}.

Teorema 2 (2], teorema 2.2). Se K é um complexo orientado, entio B,(K) C Z,(K) para

cada inteiro p tal que 0 < p < n, onden € a dimensao de K.

Definicao 32. Dados dois p-ciclos w, e z, num complexo K, dizemos que w, e z, sao ho-
mologos, ou seja, w, ~ z,, se existe uma (p+1)-cadeia cp1 tal que O(cpi1) = wy — 2,. Em
particular, se um p-ciclo t, é bordo de uma (p+1)-cadeia, dizemos que t, € homdlogo a zero,

sto €, t, ~ 0.

Essa relagao de homologia definida anteriormente para p-ciclos é uma relagao de equivalén-
cia. Assim, as classes de homologia de Z,(K), sao [z,] = {w, € Z,(K) : w, ~ z,}. As classes

laterais sao: z, + By(K) = {2, + Opr1(Cpt1) : Opr1(cp1) € Bp(K)}.

Z,(K
Logo, as classes homologas sao membros do grupo quociente — )

By(K)
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Definicao 33. Seja p > 0 e K é um complero orientado, o grupo de homologia p-
7,(K)
B,(K)

dimensional de K € o grupo quociente H,(K) =

Defini¢ao 34. Seja C' um grupo n-dimensional gerado por B = {uy,...,u,} e também gerado

por C = {vy,...,v,}. Entao existe uma unica familia de inteiros o;; de maneira que
v = 11Uy + ...+ apuy

Up = Q1pUl + ... + Qppln,

ou simplesmente,

V5 = ZO&L’]‘U%’ (] = 1,2, ,n)
i=1

A matriz quadrada de ordem n a sequir

Q11 Qi ... Qip

o1 (oo ... gp
P=

Ap1 p2 ... Qpn

chama-se matriz mudanga de B para C.

Naturalmente, a matriz mudanca de B para C' deve ser inversivel, e sua inversa é a matriz
mudanca de C para B. Note que como as coordenadas sao inteiros, tal matriz para ser inversivel

devera ter determinante 1 ou —1.

Nas proximas segoes, apresentamos os calculos detalhados dos grupos de homologia simpli-

cial do toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein.

2.2 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO TORO

Considere T', o toro com a triangularizacao composta por um 0-simplexo v, trés 1-simplexos
a, b e c, e dois 2-simplexos U e L orientados como ilustrados na Figura 2.5.

Na Figura 2.6, é possivel visualizar a transformagao do retangulo orientado no espaco 7.

Note que foi adicionado o 1-simplexo ¢ no retangulo para satisfazer o conceito de triangu-
larizacao.

A sequéncia de cadeias de T é dada seguinte forma:

0— Co(T) — C1(T) — Co(T) — 0,

que é equivalente a
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T: b

- Vv N \"
7

U
a /N a
c N
L

\

v > v
b

v T
o

N a :> a a

oVY

Figura 2.6: Transformacao do toro

0 — (U, LY % (a,b,¢) 2 (v) 2 0.

Primeiramente, como o operador dy é nulo, segue que Zy(T') = (v).
Note que 0;(a) = 01(b) = d1(c) = v —v = 0. Logo, Bo(T) = {0}.

Assim,

Como 0; ¢é o operador nulo, segue que Z1(T') = (a, b, ).

Consideremos a mudanca de geradores de {a,b,c} para {a,b,a + b — c}, a qual pode ser
vista através da matriz

1 0 1
0111,
0 0 -1

cujo determinante ¢ —1. Dessa forma, Z,(T') = (a,b,a + b — ¢).
Agora, B(U) = 0a(L) = a+b— ¢, ou seja, B1(T) = (a+b—c).
Logo,
Z(T)  {a,bya+b—rc)

H(T) = BU(T)  {(a+b—oc)

={(a,b) =~ Z P L.
Como nao ha 3 — simplexo, temos que By(T) = {0}. Resta calcular o nticleo de 0y:

éb(glUJrggL):0<:>gl(a+b—c)+92(a+b—c):0
— 92=—0

<~ glU — glL S ZQ(T)
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HoMOLOGIA SIMPLICIAL 13

Dessa forma, o Z(T") ¢ um grupo ciclico infinito gerado por U — L, ou seja,

L1 w-n)
O =50 = 0 =%

Portanto,
&7, para n=1
H,(T)~ 7, para n=0,2

0, para n > 3.

2.3 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO PLANO
PROJETIVO

Considere a triangularizacao do plano projetivo RP?, constituida de dois 0-simplexos v e w,

trés 1-simplexos a, b e ¢, e dois 2-simplexos U e L, conforme Figura 2.7.

IRP%: b

w \, \"
U
a N c Vv A
L

~
v 7 w

b

\b ' -
aq ¥ a — — —
; 7 g

Figura 2.8: Transformacao do plano projetivo
Na Figura 2.8, temos a transformacgao do retangulo orientado no plano projetivo. Nova-
mente, foi adicionado o segmento ¢ no retangulo para satisfazer o conceito de triangularizagao.
A sequéncia de cadeia de RP? é dada por:
0 — Cy(RP?) — C1(RP?) — Cy(RP?) — 0,

a qual é equivalente a

0 — (U, L)Y 2 (a,b,¢) 2 (v,w) 2 0.
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O operador 9y ¢ nulo, entao Zy(RP?) = (v, w).
Como 0y (a) = 01(b) = w — v e d;(c) = 0, obtemos By(RP?) = (w — v).

Fazendo mudanga de geradores {v, w} para {v, w—uv}, visualizada na matriz de determinante

(0 1)

Hy(RP?) = gz((if’% - <1<’;Uw__vi’> — (W)~ Z.

L,

obtemos

Calculemos Z;(RP?):

01 (g1a + g2b + gsc) = 0 <= ¢101(a) + g201(b) + g301(c) =0
= (g1+g2) (w—v)=0
— g1 =02
<= 7,(RP?) = {a — b,c).

Considere a mudanga de geradores de {a — b, ¢} para {a — b+ ¢, ¢}, representada na matriz

()

Desse modo, Z;(RP?) = (a — b+ c,c).

de determinante 1:

Resta calcular a imagem de 0s.

Fazemos a mudanca de geradores {U, L} para {L,—U + L}, exibida na matriz de determi-

0 -1
11 )
Observe que podemos calcular o operador bordo 9y em Co(RP?) = (L,—U + L), ou seja,
Oo(L)y=a—b+cedy(—U+L)=—00(U) + (L) = 2¢c. Logo, B;(RP?) = (a — b+ c,2c).

nante 1:

Assim,
o Zi(RP?)  {a—b+4ce) (o) _
H(RP7) = Bi(RP2)  (a—b+c,2¢) (2¢) =

Como nao ha 3 — simplezo, temos que By(RP?) = {0}. Resta calcular o nticleo de 9s:
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021U + g2L) =0 <= q1(a—b—c)+ g2(a—b+¢) =0

(a—b)(g1+g2)=0

—
c(g2—g1) =0
=0
= 20 (pois a—0b e c¢ so geradores)
g2+91=0

:)91292:0.

Portanto, Z(RP?) = {0}.
Assim,
Zy(RP?) {0}

) = Bwey ~ oy~ O

Entao
Z para n=0

Hn([RP2) 2y para n=1

0 para n>2.

2.4 GRUPOS DE HOMOLOGIA SIMPLICIAL DO GARRAFA
DE KLEIN

Considere K, a garrafa de Klein com a triangularizacao composta por um 0-simplexo v, trés

1-simplexos a, b e ¢, e dois 2 — simplexos U e L, ilustrado na Figura 2.9.

b
Ky . v

<

U
a
a
v c v
L
AN

v [ v

b

Figura 2.9: Triangularizagao da garrafa de Klein

Na Figura 2.10, vemos a transformacao do retangulo orientando na garrafa de Klein.

A sequéncia de cadeia de K fica da seguinte forma:
0— Cy(K) — C1(K) — Cy(K) — 0,

equivalente a

0 — (U, LY 2 (a,b,¢) 2 (v) 2 0.
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aV N

!
0
i

L

Figura 2.10: Transformagao da garrafa de Klein

Temos que Zy(K) = (v), uma vez que Jy é o operador nulo.

Como a imagem do operador bordo 0; é nula, temos

Claramente, Z,(K) = {(a, b, c).

Considere a mudanga de geradores {a,b,c} para {a + b+ ¢, b, c}, que pode ser visualizada

na matriz

—
O = O
= o O

cujo determinante é 1.
Dessa forma, Z1(K) = (a + b+ ¢, b, ¢).

Resta calcularmos a imagem do operador bordo dy. Observe que calculamos d, nos geradores
de Cyo(K) = (U, L) .

Fazendo a mudanga de geradores {U, L} para {U,U — L}, representada na matriz de deter-

(03]

Dessa forma, calculamos o operador bordo em Cy(K) = (U, U — L), ou seja, d(U) = a+b+c
e d(U — L) =2b.

minante —1:

Assim,

ZU(K)  {a+btebe) (b O
H(K) = Bi(K)  (a+b+c20)  (2b) _<C>@W“Z@ZQ'

Finalmente, como o operador bordo 03 é nulo, resta calcularmos o niicleo do operador bordo

821

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE M ATEMATICA



HoMoOLOGIA SIMPLICIAL 17

h(GU+gL)=0<= qgi(a+b+c)+gla—b+¢c)=0

a+c + =0
( )(91 92) (pois a+c e b so geT@dOT‘eS)

5(91—92):0
g1—92=0
g2+91 =0

< g1=¢g2=0
> Zo(K) = {0}.

Logo,

Zy(K) {0} _

Hy(K) = Bs(K) - m = {0}.

Portanto,
Z para n=0
H(K)~=<{Z®Zy para n=1

0 para n > 2.

2.5 IDEIA GEOMETRICA DA HOMOLOGIA

Geometricamente, a estrutura do grupo Hy(X) é a soma das componentes conexas por

caminho desse espaco, como pode ser verificado no seguinte teorema.

Teorema 3. Seja K um complexo com r componentes conexas por caminhos, entiao Hy(K) €

1somorfo a soma direta das v copias do grupo dos inteiros Z.

Demonstracao: Seja K’ uma componente conexa por caminhos de K e (a’) um 0-simplexo

em K’. Dado qualquer 0-simplexo (b) em K’, existe uma sequéncia de 1-simplexos

(bag), (apar), (aras),...,(a,a’)

de b para o’ tal que cada dois 1-simplexos sucessivos tenham um vértice comum. Seja g um
inteiro, definimos uma 1-cadeia ¢; na sequéncia de 1-simplexo atribuindo ¢ ou —g a cada
simplexo (dependendo da orientagao), tal que d(c1) é g-(b) —g-{(a’) ou g- (b) +g- (a’) . Assim,
qualquer 0-cadeia elementar g - (b) ¢ homoélogo a uma das O-cadeias ¢ - (a’) ou —g - (a’). Dessa
forma, qualquer 0-cadeia em K’ é homologa a uma 0-cadeia elementar h - (a’) onde h é algum
inteiro. Aplicando este resultado a cada componente conexa K1, ..., K, de K, existe um vértice

a' de K; tal que qualquer O-ciclo em K; é homoélogo a uma O-cadeia da forma h; - {(a'), onde h;
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é um inteiro. Entao, dado qualquer 0O-ciclo ¢y em K, existem inteiros hq, ..., h, tais que

Co ~ Zhl : <CLZ>
i=1

Suponha que duas dessas O-cadeias > h; - (a’) e > g; - (a’) representam a mesmo classe de
homologia. Entao

Z(Qz’ — hy) - (a') = {c1)
para alguma l-cadeia c¢;. Uma vez que a' e o/ pertencem a diferentes componentes conexas
quando 7 # j, entao a equagao anterior é impossivel a menos que g; = h; para cada 7. Assim,
cada classe de homologia [cy] em Hy(K) tem um representante tnico da forma > h; - {(a*). A
funcao

Zhi . <ai>g — (hiy ooy hy)

é o isomorfismo exigido entre Hy(K') e a soma direta de r copias de Z. O

Exemplo 2. A esfera é um espago conexo por caminhos, logo Hy(S?) = Z.

Figura 2.11: Esfera

Exemplo 3. Considere o espago X como sendo a uniao disjunta de trés esferas, entao seque

que Hy(X)=2Zd Z o Z.

[
- To=ALL

I -~

Figura 2.12: Espago X

Ja a estrutura dos grupos H,(X), com n > 1, fornece informagao sobre o nimero e os tipos
de buracos n-dimensionais em X . Por exemplo, seja Y o espago formado de quatro caminhos 41,

09, 03 € 04 ligando os pontos A e B, conforme mostra a figura. Podemos obter outros caminhos
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em X fazendo justaposicao dos caminhos &1, d9, d3 € d4 com os caminhos inversos —d;, —da, —03

€ —54.

Figura 2.13: Espaco Y

Um caminho em Y é denominado 1-simplexo. Em especial, quando o caminho sai de um
vértice e no final volta no mesmo vértice, chamamos de 1-ciclo. Podemos visualizar os 1-ciclos,

como os caminhos que fecham um buraco ou sao bordo de um subespago de dimensao 2, que ¢é

um 2-simplexo.

Por exemplo, §; — d3 e d9 — d3 sao 1-ciclos. Todo 1-ciclo que nao é bordo de um 2-simplexo,

fornece um elemento nao nulo em homologia. Isto significa que o 1-ciclo circunda um buraco
1-dimensional do espaco.

No figura, temos trés 1-ciclos que sao geradores de H;(Y'). Ou seja,
Hl(Y) = <(51 —(52,52 —53,63 — (54> ~ Z@Z@Z

Entao, H,(Y') tem 3 geradores e Y tem 3 buracos 1-dimensionais.

Como nao ha buracos de dimensao maior do que 1, temos que
H,(Y)={0},n>2.

Considere agora o espago W como na figura 2.14.
Neste espaco, temos dois 1-ciclos, d; — d5 e d3 —d4 que nao sao bordos de 2-simplexos e assim

fornecem os geradores de Hy(W). O 1-ciclo d; — 3 é bordo do 2-simplexo 0. Assim, esse ciclo

fornece a classe nula em H;(W) e temos
H1<W) = <($1 — 62,53 — (54> ~7 D Z.
Como W nao tem buracos de dimensoes maiores do que 1, temos que

H,(W) = {0},n > 2.
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Figura 2.14: Espago W

Seguindo o raciocinio do exemplo anterior, podemos calcular os grupos de homologia de
outros espagos, uma vez que os mesmos sao os buracos dos espagos nas diferentes dimensoes.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de calculos de grupos de homologia, considerando
a ideia geométrica abordada.

Exemplo 4. Observe que no toro hd dois buracos 1-dimensionais, determinados por a e b, e

um 2-dimensional que seria a parte oca do toro.

Figura 2.15: Toro

Desse modo, o grupo de homologia do toro é Hi(T) = Z & Z, Hy(T) = Z e H,(T) = {0}
para k > 2.

Exemplo 5. Considere a configuracao mostrada na figura 2.16. O interior do tetraedro e o

interior do tridngulo (def) nao sao incluidos. Esse espago é um poliedro K.

Figura 2.16: Poliedro K
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Observe que

Vamos verificar que 0y o Oy € um operador trivial.
O1((ab) + (be) + (cd) + (da)) = (b) — {a) + (c) — (b) + (d) — {¢) + (a) — {d) =0

Assim, todo bordo é um ciclo.

Intuitivamente, um ciclo € uma cadeia cujos termos fecham um buraco ou formam um bordo
de uma cadeia de dimensao maior. Nds investigamos os “ buracos ” no poliedro para determinar
0s ciclos que nao sao bordos.

Considere a 2-cadeia (abc) 4 (bed) + (acd) + (abd), o bordo da 2-cadeia é:

Os((abe) + (bed) + (acd) + (abd)) = 0.

Logo, é um 2-ciclo e nao é um bordo jd que o interior do tetraedro nao estd incluido.
Considere z = (df) + (fe) + (de),

Portanto, z é 1-ciclo e nao é bordo.

E qualquer outro 1-ciclo € um bordo ou a soma de z e um bordo. Asssim qualquer 1-ciclo
€ homdlogo a zero ou homdlogo ao ciclo fundamental 1-ciclo z. Isso indica a presenca de 2
buracos no poliedro, um limitado por 2-ciclo e outro pelo 1-ciclo z. Além disso, K possui uma

unica componente conexa. Portanto, H;(K) = 2,1 =0,1,2.

Exemplo 6. Seja M a triangulacio da faiza de Mobius mostrada na figura 2.17 com a orien-

tacao ag < a1 < ag < ag < ag4 < as.

asz g as do

ao a, ay az
Figura 2.17: Triangularizagao da faixa de Mobius
Nao hd 3-simplexos em M, entao Bo(M) = {0}. Suponha que
w = golaoazas) + gi{aoaras) + galarasas) + gsaiazas) + ga(aoasas) + gs{aoazas)

€ um 2-ciclo.
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Calculando o bordo de w:

O2(w) = (9o + g5){aoas) + go(asas) + (—go — g1){asao) + gi{aoar) + (g1 + g2){ar1a4) + (—g2 — g3){a1as)
+ g2{asas) + ga(aras) + (g3 + g4)(az2as) + (9a + gs)(aoaz) — ga{aoas) — gs{asao)-

Para w ser 2-ciclo, temos que Ox(w) = 0 se, e somente se, go = g1 = ga = g3 = gs = g5 = 0.

Assim, Zy(M) = {0}. Portanto, Hy(M) = ng%; = {0}.

Considere as sequintes 1-cadeias: z = 1{apar) + 1{ajas) + 1{asas) — 1{apas) e 2z’ = 1{apaz) +
1{agay) + 1{agas) — 1{apas).

Calculando os bordos, temos que z e z' sao 1-ciclos. Usando a intuicao, também vemos que
sao 1-ciclos, pois z e z' fazem um ciclo completo comecam e terminam em aq.

Entretanto, z — 2’ deve ser fronteira de alguma 2-cadeia.

Com um pouco de cdlculo, descobrimos que

z — 2" = Oy(Uaparas) + L{ajazas) + 1{agazas) — 1{agazas) — 1{ajasas) — 1{agazay))

Logo, z ~ 7.

Com um cdlculo similar verificamos, que qualquer 1-ciclo € homdlogo a um maltiplo de z.

Portanto, Hi(M) = {[gz] : g € Z}, entao H\(M) = Z. Isso indica que o poliedro |M| tem
um buraco limitado por 1-simplexos.

Para determinar Hy(M), observe que qualquer 0-cadeia 1{a;) e 1{a;) (i, j variando de 0 a 5)
s@o homdlogos. Por exemplo, 01(1(apas) + L{asas)) = 1{as) — L{ag). Logo, Ho(M) = {[g(a0)] :
g € Z}, entao Hy(M) = Z. Note que a homologia no nivel zero indica que |M| tem apenas uma

componente conexa por caminho.
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3. GRUPO FUNDAMENTAL

Henri Poincaré definiu o grupo fundamental em 1895 em seu artigo Analysis situs, esse
conceito surgiu na teoria das superficies de Riemann, uma obra dos autores Bernhard Riemann,
Henri Poincaré e Felix Klein. Na topologia algébrica, o grupo fundamental é um grupo associado
a qualquer espaco topologico que fornece uma maneira de determinar quando dois caminhos,
comecando e terminando em um mesmo ponto, podem ser continuamente deformados um no
outro. Geometricamente, esse grupo registra informagoes sobre os “buracos” de dimensao um

do espago topologico. As principais referéncias desse capitulo sao [2] e [5].

3.1 HomMmoTOPIA

Defini¢ao 35. Sejam X, Y espagos topoldgicos e I = [0,1]. Duas aplicagoes continuas
f,9: X — Y sao homotopicas quando existe uma aplicagao continua H: X x I — Y tal
que

H(x,0) = f(z) e H(z1)=g(x),

para todo v € X.

gJ\\Hl

[ ——— N H:

Figura 3.1: Aplicagoes homotopicas

A aplicacao H é dita uma homotopia entre f e g e, representada por f ~ g. Esta relagao
chamada de relacao de homotopia é uma relacao de equivaléncia, ou seja, cumpre com as

propriedades de reflexividade, simetria e transitividade.

e Reflexiva: Para toda f : X — Y continua, a aplicagao H : X x I — Y dada por
H(z,t) = f(t), € uma homotopia entre f e f.

e Simétrica: Seja H : X x I — Y uma homotopia entre f e g. Definindo K : X x [ - Y
por K(x,t) = H(xz,1 —t) obtemos uma homotopia entre g e f.
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e Transitiva: Sejam H : X xI — Y uma homotopia entre f e g e a aplicagao K : X xI = Y

uma homotopia entre g e h, entao definimos L : X x I — Y como

) H(x,2t) se t €[0,1]
Lia,t) = { K(z,2t—1) sete [3,1]

Entao a aplicagao L é uma homotopia entre f e h.

Se f ~ g e g ¢ uma aplicacao constante, dizemos que f é homotopicamente nula.
As classes de equivaléncia segundo a relagao de homotopia sao chamadas classes de homo-

topia. Indicaremos a classe de homotopia de uma aplicacao continua f: X — Y pelo simbolo

Lf]-

Exemplo 7. Seja S™ C R*™ a esfera unitdria n-dimensional. Dadas duas aplicagoes continuas
frg: X — 8", se f(z) # —g(x) para todo x € X, isto é, f(x) e g(x) nunca sao pontos

antipodas, entao f ~ g.

g(x) (1-t)f(x)+tg(x)
H(x,t)

f(x)

Figura 3.2: Homotopia entre f e g

De fato, nestas condigoes, vale (1 —t)f(z) 4+ tg(x) # 0 para todo t € I e todo v € X, pois
(L—1t)f(x) +tg(x) =0, temos t = 5 e f(x) = —g(x). Mas, por hipdtese, f(x) # —g(x), para
todo x € X.

Logo, obtemos uma homotopia H: X x I — S™, entre f e g, definindo

H(z,t) =

Na figura 3.2, quando t varia entre 0 e 1, H(x,t) descreve o arco de circulo mdximo que

liga f(x) e g(a).

Definicao 36. Um caminho num espago topologico X € wuma aplicagio continua
a: [xg,x1] —> X, onde [xo,x1] € um intervalo fechado em R. Se a(zg) = x e a(xy) = vy,
entao o € um caminho de x para y e x, y sao denominados ponto inicial e final, respectiva-

mente.

Definicao 37. Definimos o caminho inverso de a: I — X como o caminho o= ': I — X,
dado por a™'(s) = a(l —s5), 0 < s < 1.
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Defini¢ao 38 (Homotopia por caminhos). Dois caminhos a,b: I — X sao ditos caminhos
homotdpicos se possuem as mesmas extremidades, isto é, a(0) = b(0) = xo e a(l) = b(1) = xy,

e se existe uma aplicacao continua H: I X I — X tal que, quaisquer que sejam s,t € I, temos
H(s,0) =a(s); H(s,1)=0b(s), H(0,t)=mx9; H(l,t)=m.

A aplicacao continua H é dita uma homotopia de caminhos entre a e b.

Se a e b sao caminhos homotopicos, denotamos por a = b.

t

b X1

L >
. b
? H

_—
Xo > X1
[ x [

7
[N Xo a
7

0 a 1 s

Figura 3.3: Caminhos homotoépicos

Geometricamente, dois caminhos fechados em um espago sao homotopicos, desde que cada
um deles pode ser “continuamente deformado no outro”. Na figura 3.3, por exemplo, os caminhos
Cs e C3 sao homotopicos e (7 é homotopico a um caminho constante. O caminho C7 nao é

homotopico a Cy ou Cs, pois nem Cy nem o C5 pode ser deformados através do orificio que eles
encerram.

Figura 3.4: Caminhos

Indicaremos  por « = [a] a classe de Thomotopia do  caminho
a: I — X, ou seja, o conjunto de todos os caminhos em X que possuem as mesmas ex-

tremidades que a e que sao homotopicos a a com extremos fixos durante a homotopia.

Lema 1. /O lema da continuidade] Seja X um espago topoldgico com subconjuntos fechados A
e B tal que AUB = X. Sejam f: A—Y eg: B—Y aplicacoes continuas para um espaco
Y tal que f(z) = g(x) para cada x em AN B. Entao, a aplica¢io h: X — Y definida por

flz) se ze€A
g(r) se xze€B
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é continua.

Demonstragao: Seja C um subconjunto fechado de Y. Temos que h=(C) = f~1(C)ug=(C).
Como f ¢ continua, f~!(C) é fechado em A e, assim, fechado em X. Analogamente, g~ *(C) ¢é

fechado em B e, portanto, fechado em X. A unidao h~*(C) ¢, entao, fechado em X. U

Defini¢ao 39. Sejam a,b: [so, s1] — X caminhos em X tais que a(s1) = b(so). Definimos o

produto a b de a e b como sendo o caminho que consiste em percorrer primeiro a e depois b.

a
AN
Figura 3.5: Produto de caminhos

Tal caminho é dado pela aplicagao a * b: I — X, definida por

a(2s —sg) se s9<s < wdw

b(2s — s1) se @ <5< s;.

ax*b(s) =

Esta aplicacao a * b esta bem definida. Além disso, pelo lema da continuidade 1, esta aplicacao

é continua.

Considere os caminhos a,b,s: I — X, os quais terminam onde o outro comeca. Seja
a = [a], B =[b] e v =[] as respectivas classes de homotopia, onde z = a(0) o ponto inicial de
a, y = a(l) o ponto final, e,, e, sdo os caminhos constantes desses pontos e ¢, = [e,], g, = [e,]
as classes de homotopia dessas constantes. Nessas condigoes, temos que a operagao * satisfaz

as seguintes propriedades:

1. Associatividade: a* (6% 7) = (a* ) *7;
2. Identidade a direita e a esquerda: e, x @ = @ = a * ¢,,.

3. atxa=e,

4. axa t=e,.

A demonstracao destas propriedades se encontram em [5], proposigao 3.

3.2 DEFINICAO DO GRUPO FUNDAMENTAL

Definicao 40. Um laco é um caminho que tem ponto inicial e final iguais.

O conjunto das classes de homotopia de caminhos nem sempre forma um grupo com a
operacao *x, uma vez que o produto de duas classes de homotopia de caminhos nem sempre esta
definido. Tal impossibilidade é resolvida fixando um ponto o € X e considerando o conjunto
das classes de homotopia dos lagos com ponto base xg, garantindo assim que o produto a * f3

esteja bem definido. Este grupo é chamado grupo fundamental de X.
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Defini¢ao 41 (Grupo fundamental). Considere a familia de lagos em X com o ponto de base
xo. O conjunto das classes de homotopia é denotado por m (X, xy). Se [a] e [b] pertencerem a

m (X, xo), entao o produto [a] o [b] € definido da sequinte maneira:
[a] o [b] = [a * b).

Assim, o produto de duas classes de homotopia é a classe determinada pelo caminho produto
de seus elementos representativos. Esta operacao, estd bem definida. E 7;(X, zg) é chamado o

grupo fundamental de X em x.

Proposicao 7. Se xg e x; pertencem & mesma componente conexa por caminhos de X, en-
tao m (X, xg) e m(X,x1) sao isomorfos. Mais precisamente, cada classe de homotopia 7
de caminhos que ligam o a x1 induz um isomorfismo 7: m (X, x1) — m (X, x0), dado por

V(o) =y *axyL.

Demonstracgao: Seja 7 uma classe de homotopia de caminhos que ligam xg a x;. Se a €
(X, z1), entdo v *x a x vt € m (X, 7). Mostremos que, para o, € m (X, x1), ¥ é um

homomorfismo.

Figura 3.6: Isomorfismo

F(@) «5(B) = (yxaxy )« (yx fxy)
=7 (axB)xy
~F(a* ).

1

Para mostrar que 7 ¢ um isomorfismo, devemos provar que (3)~' é o inverso de 7. De fato,

para cada § € (X, zp), temos
@) =7 0k ()T =T 0%y,

(@) 7HE) =* (7T dxy) kvt =4

Analogamente, mostra-se que (7) 7' (F(a)) = «, para cada « € m (X, x1). O
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Corolario 1. Se X € conexo por caminhos, entdo, para quaisquer pontos base xqg,x1 € X, 0s

grupos fundamentais m (X, zq) e m (X, x1) sao isomorfos.
Proposigao 8. O grupo fundamental da S* ¢ isomorfo a Z.
Demostragao: [2], teorema 4.7. O

Proposicao 9. Sejam X e Y espagos topoldgicos, com xyg € X e yg € Y, entao m (X X
Y, (20, 90)) = mi (X, 20) © (Y, 90)-

Demostragao: [2], teorema 4.9. O

Exemplo 8. Como o toro T € isomorfo a S x S, obtemos o grupo fundamental do toro através
das proposicoes § e 9:

m(T) 2 m(SY) x m (St =27 x Z.

O calculo do grupo fundamental nao é simples e necessita de ferramentas, como o Teorema de
Van-Kampem, o qual nao abordaremos nesse trabalho. Entretanto, na préoxima se¢ao veremos

a ideia geométrica do grupo fundamental, o que possibilitara alguns exemplos.

3.3 IDEIA GEOMETRICA DO GRUPO FUNDAMENTAL

Como foi feito anteriormente, para uma melhor compreensao da ideia do grupo fundamental
apresentamos a interpretacao geométrica, uma vez que hé necessidade de muitos pré-requesitos
algébricos para o entendimento da definicao do mesmo.

Geometricamente, o grupo fundamental m; de um espago X pode ser definido de modo que
seus elementos sao “lagos” em X, onde zy € X ¢é o ponto de partida e o ponto de chegada de
tais lacos.

Os lagos determinam um mesmo elemento no grupo fundamental se um pode ser deformado
continuamente no outro, dentro do espaco X.

Dizemos que um espaco é simplesmente conexo, se todo lago pode ser deformado continua-
mente num ponto.

O grupo fundamental mede o quao longe um espago esté de ser simplesmente conexo. Isto
é, quao longe um espaco esté de que todo lago em X determine um mesmo elemento do grupo,
o laco trivial, ou seja, o ponto z.

Se um lago nao pode ser deformado continuamente em um ponto é porque ha um buraco
no seu interior e m; mede o comportamento desses buracos, que chamamos de buracos 1-
dimensionais.

Por exemplo, seja o espago Z composto por «, 3 e 7, trés curvas com ponto zy em comum,
e U o espago composto por essas trés curvas, mas neste caso a curva [ esta preenchida como
na figura.

Considere 1y, 15 € 3 0s lagos que percorrem uma tnica vez as curvas «, 3 e 7, respectiva-

mente. Considere também que [v1] = py e [1] = p2 e [v3] = us, onde [11], (o] e [v3] sao as
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Figura 3.7: Espaco Z

Figura 3.8: Espaco U

classes de vy, 15 e v3, respectivamente. Cada produto de poténcias de pq, ps e pus fornece um
elemento distinto de (7).

Por exemplo, em Z, temos que o produto vivivsry 3V2V§ ¢ o lago que da duas voltas ao
redor de «, quatro voltas ao redor de (3, uma volta ao redor de =, trés voltas ao redor de «
no sentido oposto, uma volta ao redor de S e duas voltas ao redor de . Temos entao que
1R papt = [Vivavsv vavg).

O conjunto de todas as sequéncias como esta, consistindo de poténcias de p1, o e pg forma
um grupo nao abeliano, denotado por Z x Z x Z e chamado de grupo livre com trés geradores
M1, M2 € H3.

Note que o ntimero de geradores do grupo fundamental esta relacionado ao ntmero de
buracos 1-dimensionais de Z.

Ja em U, como o 3 estid preenchido, ele pode ser deformado continuamente no ponto xg,

ou seja, o lago trivial. Logo, o grupo m(U) é gerado pelas classes da curva a e 7, ou seja,
m(U) ~ZxZ.

Exemplo 9. Se X é um espaco com um unico ponto, entao o grupo fundamental de X € trivial.
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Exemplo 10. Se X = R",n > 1, entao o grupo fundamental de X € trivial, uma vez que X

pode ser deformado continuamente no laco trivial.

Exemplo 11. Se X = S™,n > 2, entdao o grupo fundamental de X ¢é trivial, uma vez que X

pode ser deformado continuamente no laco trivial.

Exemplo 12. Se X ¢ a uniao de duas circunferéncias tangentes, entao o grupo fundamental

de X € ZxZ, uma vez o niumero de buracos 1-dimensionais de X € dois.

Figura 3.9: Circunferéncias tangentes
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4. RELACAO ENTRE HOMOLOGIA E GRUPO
FUNDAMENTAL

Pelo que foi exposto nos capitulos anteriores, é natural perguntar-se sobre a existéncia de
uma relagao entre o grupo fundamental e a homologia no nivel 1, uma vez que ambos estao
relacionados com os buracos 1-dimensionais do espaco topologico. Neste capitulo expomos o
Teorema de Hurewicz, que responde essa pergunta. As principais referéncias para esse capitulo
sao [1] e [3].

Teorema 4. (Teorema de Hurewicz) Ao considerar lagos como 1-ciclo simplicial, obtemos um

homomorfismo
h: m (X, xo) — Hi(X).

Se X for conexo por caminho, entdo h € sobrejetor e tem por nicleo o subgrupo comutador de

m(X), assim h induz um isomorfismo da abelianiza¢io de m (X) em Hy(X).

Demonstracao: Para a prova é necessario verificar as seguintes condicoes:

i) h esta bem definido;

ii) A ¢ um homomorfismo;

iii) h é sobrejetor e o niicleo de h o subgrupo comutador de m(X).

Nessa demonstracao a notacao f ~ g é a relacao de homotopia entre os lagos f e g com
ponto base xy. Considerando f e g como cadeias, f ~ g é a notacao para f é homodlogo a g,
isto é, f — g é o bordo de alguma 2-cadeia.

Note que:

1. Se f é um caminho constante, entao f ~ 0, ou seja, f é um ciclo. De fato, como a
homologia no nivel um de um ponto é zero, f deve entao ser um bordo. Na figura 4.1,
vemos explicitamente que f é o bordo de um 2-simplexo constante o, com a mesma

imagem que f, ja que
do = o|[v1, vo] — ol[vo, va] + ol[vo, 1] = f = f+ f= [

2. Se f ~ g entao f ~ g. Para ver isso, considere uma homotopia F': I x I — X de f
para g (figura 4.1). Isto produz um par de 2-simplexos: o7 e 05 em X como mostrado na

figura 4.1. Assim
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V2

Figura 4.1: f como bordo de um 2-simplexo

vy

F(x,1)

F(x,0)

v

T
o

Figura 4.2: Homotopia F

v

V2 V3

02

Vo Vi

il V2

Figura 4.3: Par de simplexos
3(01—02) = [Uo,vﬂ—i-[vhvza]—i‘[voaU3}—[U27U3]—[onv2]—[voaU3] = f+[vl,v3]—g—[vo-,v2] = [—g,

pois [v1,v3] € [vg, v2] s@0 caminhos constantes e pelo item 1) sdo homologos a zero. Logo,
f — ¢ é¢ um bordo, ou seja, f ~ g.

Considere f * g o produto dos caminhos f e g. Temos que f * g ~ f + g. Seja v* ponto
médio de [vg, v2], como na figura. Segue que

Figura 4.4: Imagem do produto de caminhos pela h

do=g—fxg+f
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4. f ~ —f, onde f é o caminho inverso de f. Temos que

fHf~Fxf~0,

consequéncia dos itens anteriores.

Apos essas observagoes, prosseguiremos com a demonstragao do teorema:
i) h esta bem definido;

Note que se f = g, segue que f ~ g e pelo item 2, obtemos f ~ g.
ii) A ¢ um homomorfismo;

De fato,
hfxgl=fxg~f+g=n(f)+hg),

consequéncia do item (3).

iii) h & sobrejetor e o nicleo de h o subgrupo comutador de m(X).

Sobrejetor: Seja o = ), n;0; um 1-ciclo. Podemos reorganizar o; para que cada n; seja %1,
embora isso naturalmente deixe o; = o0; para ¢ # j. Além disso, possivelmente revertendo

alguns o;, podemos supor que todos os n; sao 1. Assim, sem perda de generalidade, podemos

U:EO'i
i

Se houver algum o; que nao seja um laco, deve existir um o; na soma tal que o produto o; *

tomar

¢ definido, ou entao o bordo de o seria nao trivial. Mas, o; * 0; € homologo a o; + ¢, como
mostramos ao verificar que A ¢ um homomorfismo. Portanto, podemos substituir o; + o; pelo
elemento tnico o; * 0;, sem alterar a classe de homologia de 0. Sem perda de generalidade,
entao, podemos assumir que todos os o; sao lagos.

Agora seja ; qualquer caminho desde o ponto base x( até o ponto base de o; (considerado como
um lago), que existe porque X é conexo por caminhos. Entao v;*o;*7; é¢ homologo a 7, +0;+7;,
pois h ¢ um homomorfismo, que é homologo a v; + 0; — v; = 0; desde que 7; é homologo a
—;. Assim, substituindo ¢ por um ciclo homoélogo, podemos supor que todos os o; sao lagos
baseados em zy. Finalmente, como a soma é homologa & composi¢do, podemos tomar » . o;
como um unico 1-simplexo simplicial sem alterar a classe de homologia. Em particular, este

1-simplexo é um laco em x(, que significa que sua imagem pela h é o, que é o que precisavamos.

Nucleo: Primeiro, seja 7y % /% 7 * v/ um elemento no subgrupo comutador de 7;. Entao sua
imagem por h é v+ v/ — v — /. Mas Hy(X) é abeliano, entdao essa soma é zero. Logo, o
subgrupo comutador de 7, esta contido no nicleo de h.

Para mostrar a outra inclusao sao necessarios elementos teéricos avancados que nao forao abor-

dados nesse trabalho, para maiores detalhes consultar [3]. U

Exemplo 13. Considere X o espaco composto por dois circulos tangentes em um ponto, entao
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pelo exemplo 12 e pelo Teorema de Hurewicz obtemos
m(X)=2Z+xZ—= Hi{(X)=m(X)w =2 Z.

Exemplo 14. Considere o espaco X representado a sequir.

Figura 4.5: Bitoro

Na dimensao 1, o grupo de homologia é gerado pelos ciclos oy, [y, ag € Pa. Assim,
Hy(X) = (a1, B1,00,50) 2 DL DL D L.

Note que o ciclo v; nao € gerador do grupo, jd que g — oy ~ 7y, como mostrado na figura.

Y1
S~

Figura 4.6: as —ah ~ 7

Além disso, ay e oy representam a mesma classe de homologia. Logo, oy ~ g, entdo

Y1 ~ ag—ah ~ 0. Dessa forma, a abelianiza¢io do grupo fundamental de X é 7* = 7077 H7.
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