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Resumo

Este trabalho de conclusão de curso tem como finalidade abordar com mais profundidade
e detalhamento a ideia geométrica da teoria de homologia simplicial e grupo fundamental,
proporcionando uma visão ampla da importância dessas teorias. O principal objetivo desse
trabalho é entender o Teorema de Hurewicz, que fornece uma relação entre o grupo fundamental
e a homologia simplicial.

Palavras-chave: Grupo Fundamental. Homologia Simplicial. Teorema de Hurewicz .





Abstract

This work of conclusion of course has as purpose to approach with more depth and detail the
geometric idea of the theory of simplicial homology and fundamental group, providing a broad
vision of the importance of these theories. The main objective of this work is to understand the
Hurewicz Theorem, which provides a relation between the fundamental group and the simplicial
homology.
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Introdução

A topologia algébrica é um ramo bastante interessante da matemática que está na intersecção

da álgebra e da geometria e possui aplicações em diversas áreas da matemática.

A topologia algébrica descreve a estrutura de um espaço topológico por associação com

um sistema algébrico, normalmente um grupo ou uma sequência de grupos. Desse modo, a

topologia algébrica consiste em resolver problemas topológicos através de métodos puramente

algébricos e um conceito importante é o de homologia simplicial, ([2], 1978).

A teoria de homologia é um assunto importante na topologia algébrica, pois fornece um

método de associar a cada espaço topológico uma categoria de grupos (ou, mais geralmente,

módulos), chamados de grupo de homologia desse espaço, de modo que espaços homeomorfos

possuem grupos de homologia isomorfos, ([5], 2012).

A homotopia é a ideia mais importante da topologia algébrica e o grupo fundamental é

provavelmente o invariante algébrico mais simples associado a essa ideia, ([4], 1998).

O grupo fundamental cria uma imagem algébrica do espaço de laços em um espaço X, esse

grupo é denotado por π1(X, x0). Esses grupos são difíceis de calcular. Nesse sentido, relacionar

os grupos de homologia simplicial com os grupos de homotopia se torna uma alternativa mais

viável para facilitar tais cálculos.

Este trabalho de conclusão de curso tem como finalidade abordar com mais profundidade

e detalhamento a ideia geométrica da teoria de homologia simplicial e grupo fundamental,

proporcionando uma visão ampla da importância dessas teorias. Além disso, será apresentado

o Teorema de Hurewicz, que fornece uma relação entre o grupo fundamental e a homologia

simplicial.

No capítulo um, são apresentados alguns resultados essenciais para o desenvolvimento dos

capítulos posteriores. A principal referência utilizada é [2].

No capítulo dois, apresentamos a teoria de homologia simplicial. Para melhor entendimento,

calculamos detalhadamente os grupos de homologia simplicial do toro, do plano projetivo e da

garrafa de Klein. As principais referências desse capítulo são [2], [3] e [6].

No capítulo três, estudamos o grupo fundamental, que é um grupo associado a qualquer

espaço topológico que fornece uma maneira de determinar quando dois caminhos, começando

e terminando em um mesmo ponto, podem ser continuamente deformados um no outro. As

principais referências utilizadas nesse capítulo são [2] e [5].

No capítulo quatro, expomos o Teorema de Hurewicz, que relaciona o grupo fundamental e

a homologia no nível 1. As principais referências são [1] e [3].
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1. Preliminares

Neste capítulo, relatamos alguns resultados de topologia e álgebra de fundamental impor-

tância para o entendimento do trabalho. A principal referência utilizada é [2].

1.1 Topologia

Definição 1. Uma topologia em um conjunto X é uma coleção τ de subconjuntos de X, cha-

mados de subconjuntos abertos (segundo a topologia τ), satisfazendo as seguintes condições:

1. ∅ e X são abertos;

2. a união de uma família qualquer de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto;

3. a interseção de uma família finita de subconjuntos abertos é um subconjunto aberto.

Um espaço topológico é um par (X, τ), onde X é um conjunto e τ é uma topologia em X.

Uma base para uma topologia τ é um subconjunto B de τ , tal que cada elemento de τ é

uma união de elementos de B.

Um conjunto é fechado se seu complementar é aberto.

Definição 2. A topologia do subespaço para um subconjunto A de um espaço topológico X,

consiste em todos os subconjuntos O ∩ A, onde O é aberto em X. Um conjunto A com a

topologia do subespaço é um subespaço de X.

Definição 3. Um espaço topológico X é conexo se não existem A ⊂ X e B ⊂ X, abertos,

disjuntos e não vazios, tais que X = A ∪ B. Caso contrário, X é dito desconexo.

Definição 4. Uma componente conexa M de um espaço topológico X é um subconjunto conexo

maximal de X, isto é, se Y ⊂ X é conexo e M ⊂ Y então, ou M = Y ou Y = X.

Definição 5. Sejam X e Y espaços topológicos. Para que uma aplicação f : X −→ Y seja

contínua, é necessário e suficiente que a imagem inversa de f−1(A) de todo subconjunto aberto

A ⊂ Y seja um subconjunto aberto de X.

Definição 6. Um homeomorfismo h : X −→ Y é uma aplicação contínua e bijetiva de X sobre

Y , cuja inversa h−1 : Y −→ X também é contínua.

Bacharelado em Matemática
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Definição 7. Um caminho em um espaço topológico X é uma aplicação contínua α : I −→ X,

onde I é o intervalo fechado [0, 1].

Definição 8. Um espaço topológico X é conexo por caminhos quando, dados dois pontos x, y

de X, existe um caminho contínuo α : I −→ X com α(0) = x e α(1) = y.

Proposição 1. Todo espaço conexo por caminhos é conexo.

Definição 9. Seja X um espaço topológico e x ∈ X qualquer. Então a componente conexa por

caminhos de x é a reunião de todos os subconjuntos conexos por caminhos de X, que contém

x.

1.2 Álgebra

Definição 10. Uma operação binária em um conjunto A é uma função f : A×A −→ A. Para

quaisquer a, b ∈ A, utilizamos a notação ab ou a · b como multiplicação e a + b como a soma

desses elementos.

Definição 11. Um grupo é um conjunto G provido de uma operação binária em G, satisfazendo

as seguintes propriedades:

1. a(bc) = (ab)c, para todo a, b, c ∈ G;

2. existe elemento identidade e, tal que ae = ea = a, para todo a ∈ G;

3. para todo a ∈ G, existe elemento inverso a−1, tal que aa−1 = a−1a = e.

Na notação do grupo aditivo, o elemento identidade será denotado por 0 e seu inverso por

−a. Um grupo que possui somente o elemento identidade é chamado de grupo trivial.

Definição 12. Um subconjunto A de G é um subgrupo de G provido da mesma operação de

G. Se A é um subgrupo e g ∈ G o conjunto

gA = {ga | a ∈ A}

é chamado de classes laterais à esquerda de A por g. Quando a operação for a soma escrevere-

mos g+A e se for a multiplicação escreveremos gA. As classes laterais à direita são definidas

analogamente.

Proposição 2. As classes laterais à esquerda gA e hA de um subgrupo A são disjuntas ou

idênticas.

Definição 13. Um grupo G é comutativo ou abeliano se ab = ba para todo a, b ∈ G.

Universidade Federal de Uberlândia - Faculdade de Matemática
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Definição 14. Um homomorfismo f : G −→ H de um grupo G para outro grupo H é uma

função tal que

f(ab) = f(a)f(b), a, b ∈ G.

O conjunto

kerf = {a ∈ G(a) | f(a) = eH}

é o núcleo de f , onde eH é o elemento identidade de H. Um isomorfismo é um homomorfismo

bijetivo, em este caso dizemos que os grupos são isomorfos e escrevemos G ' H.

Definição 15. Um subgrupo A de G é normal se g−1ag ∈ A para todo g ∈ G e a ∈ A.

Proposição 3. O núcleo de um homomorfismo f : G −→ H é o subgrupo normal de G. O

homomorfismo é bijetivo se, e somente se o núcleo de f contém somente o elemento identidade

de G.

Proposição 4. Se A é um subgrupo normal de G. A família G
A

de todas as classes laterais

(esquerdas) de A é um grupo provido da operação

gA · hA = ghA.

O grupo G
A

é chamado de grupo quociente de G módulo A.

Proposição 5. (O Primeiro Teorema do Homomorfismo). Seja f : G −→ H um homomorfismo

sobrejetor do grupo G para o grupo H com núcleo K, então H é isomorfo ao grupo quociente
G
K

.

Definição 16. Um comutador em um grupo G é um elemento da forma aba−1b−1. O subgrupo

comutador de G é o menor subgrupo contendo todos os comutadores de G. Equivalentemente,

o subgrupo comutador consiste em produtos finitos de comutadores de G.

Proposição 6. (a) O subgrupo comutador F de um grupo G é normal.

(b) O subgrupo comutador é o menor subgrupo de G para o qual G
F

é abeliano.

Definição 17. Se g é um elemento de um grupo G, o conjunto de todos os geradores g, g−l,

gg = g2, g−lg−l = g−2, ... forma um subgrupo

[g] = {gn | n é um inteiro}

chamado o subgrupo gerado por g. Se G tem um elemento g para o qual [g] = G, então G é um

grupo cíclico com gerador g.

O grupo cíclico mais comum é o grupo dos inteiros Z, onde 1 e −1 são os geradores.

Definição 18. Um conjunto de geradores para um grupo G é um subconjunto S de G, tal que

cada elemento de G é um produto de potências dos elementos de S. Um grupo que tem um

conjunto finito de geradores é chamado de finitamente gerado.

Bacharelado em Matemática



6 Preliminares

Definição 19. A soma direta G⊕H é o conjunto G×H com a operação ⊕ definida por

(g1, h1)⊕ (g2, h2) = (g1 + g2, h1 + h2)

para todo g1, g2 ∈ G e para todo h1, h2 ∈ H, utilizando a notação aditiva.

Definição 20. Um grupo isomorfo a uma soma direta finita de cópias do grupo Z é chamado

de grupo abeliano livre. Este grupo com n geradores é isomorfo à soma direta Z⊕ Z⊕ ... ⊕ Z

(n termos).

Universidade Federal de Uberlândia - Faculdade de Matemática
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Definição 27. Um n-simplexo orientado, n ≥ 1, é obtido de um n-simplexo σn = 〈a0...an〉

escolhendo a ordem para esses vértices. A classe equivalente de permutações pares para escolha

da ordem, determina o simplexo orientado positivamente +σn, enquanto a classe equivalente das

permutações ímpares determina o simplexo orientado negativamente. Um complexo simplicial

orientado é obtido de um complexo simplicial atribuindo uma orientação para cada simplexo.

Se os vértices a0, ..., ap de um complexo K são os vértices de um p-simplexo σp, então o símbolo

+〈a0a1...ap〉 denota a classe de permutações pares para indicar a ordem a0, ..., ap e −〈a0a1...ap〉

denota a classe de permutações ímpares.

Na Figura 2.4, temos 1-simplexos e 2-simplexos orientados.

Ia
0

Ia
1

Ia
0 Ia

1I+s
2Ia

0
Ia

1
Ia

0 Ia
1

Ia
0

Ia
1

Ia
0 Ia

1+s
1Ia

0

Ia
2

Ia
0 Ia

1+s
1

Ia
2

i-s
1

I-s
2

Figura 2.4: Simplexos orientados

Definição 28. Seja K um complexo geométrico orientado com simplexos σp+1 e σp cuja di-

mensões diferem por 1. Associamos em cada par (σp+1, σp) um número de incidência [σp+1, σp]

definido como: Se σp não é uma face de σp+1, então [σp+1, σp] = 0. Suponha que σp é uma

face de σp+1. Ordene os vértices a0, ..., ap de σp tal que +σp = +〈a0...ap〉. Seja v o vértice de

σp+1, o qual não é vértice de σp. Então +σp+1 = ±〈va0...ap〉. Se +σp+1 = +〈va0...ap〉, então

[σp+1, σp] = 1. Se +σp+1 = −〈va0...ap〉, então [σp+1, σp] = −1.

Exemplo 1. Se +σ2 = +〈a0a1a2〉, +σ1 = 〈a0a1〉 e +τ 1 = 〈a0a2〉, então [σ2, σ1] = 1 e

[σ2, τ 1] = −1.

Definição 29. Seja K um complexo simplicial orientado. Se p é um número inteiro positivo, a

p-dimensional cadeia, ou p-cadeia, é uma função cp que leva a família de p-simplexos orientados

de K para os números inteiros tal que, para cada p-simplexo σp, cp(−σ
p) = −cp(+σp).

Com a operação adição induzida pelos inteiros, a família de p-cadeias forma um grupo

chamado de grupo p-dimensional cadeia de K. Esse grupo é denotado por Cp(K).

O grupo cadeia Cp(K) é isomorfo à soma direta de grupos Z. Assim se K tem αp

p-simplexos, então Cp(K) é isomorfo à soma direta de αp cópias de Z. Um isomorfismo é

dado pela correspondência
αp
∑

i=1

gi.σ
p
i ←→ (g1, g2, ..., gαp

).

Bacharelado em Matemática
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Definição 30. Se g.σp é uma p-cadeia elementar com p ≥ 1, o bordo de g.σp denotado por

∂(g.σp) é definido por

∂p(g.σ
p) =

∑

[σp, σ
p−1

i ]g.σp−1

i , σ
p−1

i ∈ K.

O operador bordo ∂ é estendido por linearidade para um homomorfismo

∂p : Cp(K)→ Cp−1(K).

Em outras palavras, se cp =
∑

gi.σ
p
i é uma p-cadeia arbitrária, então definimos

∂p(cp) =
∑

∂p(gi.σ
p
i ).

O bordo de uma 0-cadeia é definido como sendo zero.

Teorema 1 ([2], Teorema 2.1). Se K é um complexo orientado e p ≥ 2, então a composição

∂p−1◦∂p : Cp(K)→ Cp−2(K) no diagrama Cp(K)
∂p
→ Cp−1(K)

∂p−1

→ Cp−2(K) é um homomorfismo

trivial.

Definição 31. Seja K um complexo orientado.

Seja p ≥ 0, um p-ciclo é uma p-cadeia zp tal que ∂p(zp) = 0. O núcleo do homomorfismo

∂p : Cp(K) → Cp−1(K) é um subgrupo de Cp(K) e é a família de p-ciclos. Esse subgrupo é

denotado por Zp(K), e é chamado de grupo ciclo p-dimensional de K.

Como definimos o bordo de uma 0-cadeia como sendo 0, temos 0-ciclo como sendo sinônimo

de 0-cadeia, ou seja, o grupo Z0(K) de 0-ciclos é o grupo C0(K) de 0-cadeias.

Seja p ≥ 0, uma p-cadeia bp é um p-bordo em K, se existe uma (p+1)-cadeia cp+1 tal que

∂(cp+1) = bp. A imagem de ∂p+1(Cp+1(K)) é um subgrupo de Cp(K) e é a família de p-bordos.

Esse subgrupo é denominado de p-dimensional grupo-bordo de K e é denotado por Bp(K).

Se n é a dimensão de K, então não existe p-cadeias em K para p > n. Nesse caso, temos que

Cp(K) é o grupo trivial {0}. Note que não existe (n+1)-cadeias em K tal que Cn+1(K) = {0}

e portanto Bn(K) = {0}.

Teorema 2 ([2], teorema 2.2). Se K é um complexo orientado, então Bp(K) ⊂ Zp(K) para

cada inteiro p tal que 0 ≤ p ≤ n, onde n é a dimensão de K.

Definição 32. Dados dois p-ciclos wp e zp num complexo K, dizemos que wp e zp são ho-

mólogos, ou seja, wp ∼ zp, se existe uma (p+1)-cadeia cp+1 tal que ∂(cp+1) = wp − zp. Em

particular, se um p-ciclo tp é bordo de uma (p+1)-cadeia, dizemos que tp é homólogo a zero,

isto é, tp ∼ 0.

Essa relação de homologia definida anteriormente para p-ciclos é uma relação de equivalên-

cia. Assim, as classes de homologia de Zp(K), são [zp] = {wp ∈ Zp(K) : wp ∼ zp}. As classes

laterais são: zp +Bp(K) = {zp + ∂p+1(cp+1) : ∂p+1(cp+1) ∈ Bp(K)}.

Logo, as classes homólogas são membros do grupo quociente
Zp(K)

Bp(K)
.
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Definição 33. Seja p ≥ 0 e K é um complexo orientado, o grupo de homologia p-

dimensional de K é o grupo quociente Hp(K) =
Zp(K)

Bp(K)
.

Definição 34. Seja C um grupo n-dimensional gerado por B = {u1, ..., un} e também gerado

por C = {v1, ..., vn}. Então existe uma única família de inteiros αij de maneira que

v1 = α11u1 + ...+ αn1un

...
...

...

vn = α1nu1 + ...+ αnnun,

ou simplesmente,

vj =
n
∑

i=1

αijui (j = 1, 2, ..., n).

A matriz quadrada de ordem n a seguir

P =























α11 α12 ... α1n

α21 α22 ... α2n

. . . .

. . . .

. . . .

αn1 αn2 ... αnn























chama-se matriz mudança de B para C.

Naturalmente, a matriz mudança de B para C deve ser inversível, e sua inversa é a matriz

mudança de C para B. Note que como as coordenadas são inteiros, tal matriz para ser inversível

deverá ter determinante 1 ou −1.

Nas próximas seções, apresentamos os cálculos detalhados dos grupos de homologia simpli-

cial do toro, do plano projetivo e da garrafa de Klein.

2.2 Grupos de Homologia Simplicial do Toro

Considere T , o toro com a triangularização composta por um 0-simplexo v, três 1-simplexos

a, b e c, e dois 2-simplexos U e L orientados como ilustrados na Figura 2.5.

Na Figura 2.6, é possível visualizar a transformação do retângulo orientado no espaço T .

Note que foi adicionado o 1-simplexo c no retângulo para satisfazer o conceito de triangu-

larização.

A sequência de cadeias de T é dada seguinte forma:

0 −→ C2(T ) −→ C1(T ) −→ C0(T ) −→ 0,

que é equivalente a
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O operador ∂0 é nulo, então Z0(RP
2) = 〈v, w〉.

Como ∂1(a) = ∂1(b) = w − v e ∂1(c) = 0, obtemos B0(RP
2) = 〈w − v〉.

Fazendo mudança de geradores {v, w} para {v, w−v}, visualizada na matriz de determinante

1,

(

1 -1

0 1

)

,

obtemos

H0(RP
2) =

Z0(RP
2)

B0(RP 2)
=
〈v, w − v〉

〈w − v〉
= 〈v〉 ≈ Z.

Calculemos Z1(RP
2):

∂1 (g1a+ g2b+ g3c) = 0⇐⇒ g1∂1(a) + g2∂1(b) + g3∂1(c) = 0

⇐⇒ (g1 + g2) · (w − v) = 0

⇐⇒ g1 = −g2

⇐⇒ Z1(RP
2) = 〈a− b, c〉 .

Considere a mudança de geradores de {a− b, c} para {a− b+ c, c}, representada na matriz

de determinante 1:
(

1 0

1 1

)

.

Desse modo, Z1(RP
2) = 〈a− b+ c, c〉 .

Resta calcular a imagem de ∂2.

Fazemos a mudança de geradores {U,L} para {L,−U + L}, exibida na matriz de determi-

nante 1:
(

0 -1

1 1

)

.

Observe que podemos calcular o operador bordo ∂2 em C2(RP
2) = 〈L,−U + L〉, ou seja,

∂2(L) = a− b+ c e ∂2(−U + L) = −∂2(U) + ∂2(L) = 2c. Logo, B1(RP
2) = 〈a− b+ c, 2c〉.

Assim,

H1(RP
2) =

Z1(RP
2)

B1(RP 2)
=
〈a− b+ c, c〉

〈a− b+ c, 2c〉
=
〈c〉

〈2c〉
≈ Z2.

Como não há 3− simplexo, temos que B2(RP
2) = {0}. Resta calcular o núcleo de ∂2:
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∂2(g1U + g2L) = 0⇐⇒ g1(a+ b+ c) + g2(a− b+ c) = 0

⇐⇒







(a+ c)(g1 + g2) = 0

b(g1 − g2) = 0
(pois a+ c e b so geradores)

⇐⇒







g1 − g2 = 0

g2 + g1 = 0

⇐⇒ g1 = g2 = 0

⇐⇒ Z2(K) = {0}.

Logo,

H2(K) =
Z2(K)

B2(K)
=
{0}

{0}
= {0}.

Portanto,

Hn(K) ≈



















Z para n = 0

Z⊕ Z2 para n = 1

0 para n ≥ 2.

2.5 Ideia geométrica da homologia

Geometricamente, a estrutura do grupo H0(X) é a soma das componentes conexas por

caminho desse espaço, como pode ser verificado no seguinte teorema.

Teorema 3. Seja K um complexo com r componentes conexas por caminhos, então H0(K) é

isomorfo à soma direta das r cópias do grupo dos inteiros Z.

Demonstração: Seja K ′ uma componente conexa por caminhos de K e 〈a′〉 um 0-simplexo

em K ′. Dado qualquer 0-simplexo 〈b〉 em K ′, existe uma sequência de 1-simplexos

〈ba0〉, 〈a0a1〉, 〈a1a2〉,...,〈apa′〉

de b para a′ tal que cada dois 1-simplexos sucessivos tenham um vértice comum. Seja g um

inteiro, definimos uma 1-cadeia c1 na sequência de 1-simplexo atribuindo g ou −g a cada

simplexo (dependendo da orientação), tal que ∂(c1) é g · 〈b〉− g · 〈a′〉 ou g · 〈b〉+ g · 〈a′〉 . Assim,

qualquer 0-cadeia elementar g · 〈b〉 é homólogo a uma das 0-cadeias g · 〈a′〉 ou −g · 〈a′〉. Dessa

forma, qualquer 0-cadeia em K ′ é homóloga a uma 0-cadeia elementar h · 〈a′〉 onde h é algum

inteiro. Aplicando este resultado a cada componente conexa K1, ..., Kr de K, existe um vértice

ai de Ki tal que qualquer 0-ciclo em Ki é homólogo a uma 0-cadeia da forma hi · 〈a
i〉, onde hi
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22 Homologia Simplicial

Calculando o bordo de w:

∂2(w) = (g0 + g5)〈a0a3〉+ g0〈a3a4〉+ (−g0 − g1)〈a4a0〉+ g1〈a0a1〉+ (g1 + g2)〈a1a4〉+ (−g2 − g3)〈a1a5〉

+ g2〈a4a5〉+ g3〈a1a2〉+ (g3 + g4)〈a2a5〉+ (g4 + g5)〈a0a2〉 − g4〈a0a5〉 − g5〈a3a0〉.

Para w ser 2-ciclo, temos que ∂2(w) = 0 se, e somente se, g0 = g1 = g2 = g3 = g4 = g5 = 0.

Assim, Z2(M) = {0}. Portanto, H2(M) =
Z2(M)

B2(M)
= {0}.

Considere as seguintes 1-cadeias: z = 1〈a0a1〉+1〈a1a2〉+1〈a2a3〉−1〈a0a3〉 e z′ = 1〈a0a3〉+

1〈a3a4〉+ 1〈a4a5〉 − 1〈a0a5〉.

Calculando os bordos, temos que z e z′ são 1-ciclos. Usando a intuição, também vemos que

são 1-ciclos, pois z e z′ fazem um ciclo completo começam e terminam em a0.

Entretanto, z − z′ deve ser fronteira de alguma 2-cadeia.

Com um pouco de cálculo, descobrimos que

z − z′ = ∂2(1〈a0a1a4〉+ 1〈a1a2a5〉+ 1〈a0a2a3〉 − 1〈a0a2a5〉 − 1〈a1a4a5〉 − 1〈a0a3a4〉)

Logo, z ∼ z′.

Com um cálculo similar verificamos, que qualquer 1-ciclo é homólogo a um múltiplo de z.

Portanto, H1(M) = {[gz] : g ∈ Z}, então H1(M) ∼= Z. Isso indica que o poliedro |M | tem

um buraco limitado por 1-simplexos.

Para determinar H0(M), observe que qualquer 0-cadeia 1〈ai〉 e 1〈aj〉 (i, j variando de 0 a 5)

são homólogos. Por exemplo, ∂1(1〈a0a4〉+ 1〈a4a5〉) = 1〈a5〉 − 1〈a0〉. Logo, H0(M) = {[g〈a0〉] :

g ∈ Z}, então H0(M) ∼= Z. Note que a homologia no nível zero indica que |M | tem apenas uma

componente conexa por caminho.
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28 Grupo Fundamental

Corolário 1. Se X é conexo por caminhos, então, para quaisquer pontos base x0, x1 ∈ X, os

grupos fundamentais π1(X, x0) e π1(X, x1) são isomorfos.

Proposição 8. O grupo fundamental da S1 é isomorfo a Z.

Demostração: [2], teorema 4.7. �

Proposição 9. Sejam X e Y espaços topológicos, com x0 ∈ X e y0 ∈ Y , então π1(X ×

Y, (x0, y0)) ∼= π1(X, x0)⊕ π1(Y, y0).

Demostração: [2], teorema 4.9. �

Exemplo 8. Como o toro T é isomorfo a S1×S1, obtemos o grupo fundamental do toro através

das proposições 8 e 9:

π1(T ) ∼= π1(S
1)× π1(S

1) ∼= Z× Z.

O cálculo do grupo fundamental não é simples e necessita de ferramentas, como o Teorema de

Van-Kampem, o qual não abordaremos nesse trabalho. Entretanto, na próxima seção veremos

a ideia geométrica do grupo fundamental, o que possibilitará alguns exemplos.

3.3 Ideia geométrica do grupo fundamental

Como foi feito anteriormente, para uma melhor compreensão da ideia do grupo fundamental

apresentamos a interpretação geométrica, uma vez que há necessidade de muitos pré-requesitos

algébricos para o entendimento da definição do mesmo.

Geometricamente, o grupo fundamental π1 de um espaço X pode ser definido de modo que

seus elementos são “laços” em X, onde x0 ∈ X é o ponto de partida e o ponto de chegada de

tais laços.

Os laços determinam um mesmo elemento no grupo fundamental se um pode ser deformado

continuamente no outro, dentro do espaço X.

Dizemos que um espaço é simplesmente conexo, se todo laço pode ser deformado continua-

mente num ponto.

O grupo fundamental mede o quão longe um espaço está de ser simplesmente conexo. Isto

é, quão longe um espaço está de que todo laço em X determine um mesmo elemento do grupo,

o laço trivial, ou seja, o ponto x0.

Se um laço não pode ser deformado continuamente em um ponto é porque há um buraco

no seu interior e π1 mede o comportamento desses buracos, que chamamos de buracos 1-

dimensionais.

Por exemplo, seja o espaço Z composto por α, β e γ, três curvas com ponto x0 em comum,

e U o espaço composto por essas três curvas, mas neste caso a curva β está preenchida como

na figura.

Considere ν1, ν2 e ν3 os laços que percorrem uma única vez as curvas α, β e γ, respectiva-

mente. Considere também que [ν1] = µ1 e [ν2] = µ2 e [ν3] = µ3, onde [ν1], [ν2] e [ν3] são as
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4. Relação entre homologia e grupo

fundamental

Pelo que foi exposto nos capítulos anteriores, é natural perguntar-se sobre a existência de

uma relação entre o grupo fundamental e a homologia no nível 1, uma vez que ambos estão

relacionados com os buracos 1-dimensionais do espaço topológico. Neste capítulo expomos o

Teorema de Hurewicz, que responde essa pergunta. As principais referências para esse capítulo

são [1] e [3].

Teorema 4. (Teorema de Hurewicz) Ao considerar laços como 1-ciclo simplicial, obtemos um

homomorfismo

h : π1(X, x0) −→ H1(X).

Se X for conexo por caminho, então h é sobrejetor e tem por núcleo o subgrupo comutador de

π1(X), assim h induz um isomorfismo da abelianização de π1(X) em H1(X).

Demonstração: Para a prova é necessário verificar as seguintes condições:

i) h está bem definido;

ii) h é um homomorfismo;

iii) h é sobrejetor e o núcleo de h o subgrupo comutador de π1(X).

Nessa demonstração a notação f ' g é a relação de homotopia entre os laços f e g com

ponto base x0. Considerando f e g como cadeias, f ∼ g é a notação para f é homólogo a g,

isto é, f − g é o bordo de alguma 2-cadeia.

Note que:

1. Se f é um caminho constante, então f ∼ 0, ou seja, f é um ciclo. De fato, como a

homologia no nível um de um ponto é zero, f deve então ser um bordo. Na figura 4.1,

vemos explicitamente que f é o bordo de um 2-simplexo constante σ, com a mesma

imagem que f , já que

∂σ = σ|[v1, v2]− σ|[v0, v2] + σ|[v0, v1] = f − f + f = f

2. Se f ' g então f ∼ g. Para ver isso, considere uma homotopia F : I × I −→ X de f

para g (figura 4.1). Isto produz um par de 2-simplexos: σ1 e σ2 em X como mostrado na

figura 4.1. Assim

Bacharelado em Matemática





Relação entre homologia e grupo fundamental 33

4. f̄ ∼ −f , onde f̄ é o caminho inverso de f . Temos que

f + f̄ ∼ f ∗ f̄ ∼ 0,

consequência dos itens anteriores.

Após essas observações, prosseguiremos com a demonstração do teorema:

i) h está bem definido;

Note que se f = g, segue que f ' g e pelo item 2, obtemos f ∼ g.

ii) h é um homomorfismo;

De fato,

h[f ∗ g] = f ∗ g ∼ f + g = h(f) + h(g),

consequência do item (3).

iii) h é sobrejetor e o núcleo de h o subgrupo comutador de π1(X).

Sobrejetor: Seja σ =
∑

i niσi um 1-ciclo. Podemos reorganizar σi para que cada ni seja ±1,

embora isso naturalmente deixe σi = σj para i 6= j. Além disso, possivelmente revertendo

alguns σi, podemos supor que todos os ni são 1. Assim, sem perda de generalidade, podemos

tomar

σ =
∑

i

σi

Se houver algum σi que não seja um laço, deve existir um σj na soma tal que o produto σi ∗ σj

é definido, ou então o bordo de σ seria não trivial. Mas, σi ∗ σj é homólogo a σi + σj, como

mostramos ao verificar que h é um homomorfismo. Portanto, podemos substituir σi + σj pelo

elemento único σi ∗ σj, sem alterar a classe de homologia de σ. Sem perda de generalidade,

então, podemos assumir que todos os σi são laços.

Agora seja γi qualquer caminho desde o ponto base x0 até o ponto base de σi (considerado como

um laço), que existe porque X é conexo por caminhos. Então γi∗σi∗γi é homólogo a γi+σi+γi,

pois h é um homomorfismo, que é homólogo a γi + σi − γi = σi desde que γi é homólogo a

−γi. Assim, substituindo σ por um ciclo homólogo, podemos supor que todos os σi são laços

baseados em x0. Finalmente, como a soma é homóloga à composição, podemos tomar
∑

i σi

como um único 1-simplexo simplicial sem alterar a classe de homologia. Em particular, este

1-simplexo é um laço em x0, que significa que sua imagem pela h é σ, que é o que precisávamos.

Núcleo: Primeiro, seja γ ∗ γ′ ∗ γ ∗ γ′ um elemento no subgrupo comutador de π1. Então sua

imagem por h é γ + γ′ − γ − γ′. Mas H1(X) é abeliano, então essa soma é zero. Logo, o

subgrupo comutador de π1 está contido no núcleo de h.

Para mostrar a outra inclusão são necessários elementos teóricos avançados que não forão abor-

dados nesse trabalho, para maiores detalhes consultar [3]. �

Exemplo 13. Considere X o espaço composto por dois círculos tangentes em um ponto, então
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