UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE ENGENHARIA QUIMICA

CURSO DE GRADUACAO EM ENGENHARIA QUIMICA Uj

ESTUDO DO FENOMENO DE DIFUSAO ANOMALA EM SISTEMAS
DE ENGENHARIA

LUCAS CAMARGOS BORGES

UBERLANDIA - MG
2017



UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
FACULDADE DE ENGENHARIA QUIMICA

CURSO DE GRADUACAO EM ENGENHARIA QUIMICA Uj

ESTUDO DO FENOMENO DE DIFUSAO ANOMALA EM SISTEMAS
DE ENGENHARIA

LUCAS CAMARGOS BORGES

Monografia de graduagdo apresentada a
Universidade Federal de Uberlandia como parte
dos requisitos necessarios para a aprovagao na
disciplina de Trabalho de Conclusdo de Curso

do curso de Engenharia Quimica.

UBERLANDIA - MG
2017



MEMBROS DA BANCA EXAMINADORA DA MONOGRAFIA DA DISCIPLINA
TRABALHO DE CONCLUSAO DE CURSO DE LUCAS CAMARGOS BORGES
APRESENTADA A UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA, EM 07/12/2017.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Fabio de Oliveira Arouca
Orientador (FEQ/UFU)

Prof. Fran Sérgio Lobato
Orientador (FEQ/UFU)

Enga. MSc. Nara Brandao Costa Santos
PPGEQ/UFU

Prof. William Junio Lima
PPGMO/UFG



A minha familia e aos meus amigos



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar, agradego a Deus por todas as bén¢aos que ele proporcionou em
minha vida. Por todas as portas que foram abertas e obstaculos que foram vencidos que me
permitiram chegar aonde cheguei.

Agradego aos meus pais por todo amor e carinho a mim dedicados, por estarem sempre
ao meu lado comemorando em minhas vitorias e consolando-me em minhas derrotas, ajudando-
me a extrair o maximo aprendizado em cada situagdo. Gracas a incrivel educacdo que eles me
proporcionaram, que eu pude construir um caminho sélido para realizar meus sonhos. O esfor¢o
arduo e dedicagdo constante que eles sempre demostraram que me possibilitaram estudar em
uma instituicdo reconhecida e prestigiada em todo o pais.

Agradeco aos meus orientadores Fabio de Oliveira Arouca e Fran Sérgio Lobato por
terem confiado a mim um tema desafiador que me permitiu aprofundar o meu conhecimento
em diferentes areas, além de permitir que tivesse uma experiéncia gratificante ao redigir este
trabalho. Agradeco a ambos por toda a tutela e disponibilidade em todas as etapas deste projeto,
sempre me auxiliando e me guiando na diregao correta. Ao professor Fabio Arouca, ainda deixo
meu agradecimento por ter me acompanhado desde o meu primeiro ano de graduagdo na
realiza¢dao de uma atividade de iniciacao cientifica.

Aos professores doutores Antonio José da Silva Neto, do Instituto Politécnico da
UERJ, e Luiz Bevilacqua, da COPPE/UFRJ, agrade¢o por seus comentarios pertinentes e
auxilio no desenvolvimento do trabalho.

Deixo meus agradecimentos aos doutores em Engenharia Quimica Aline Marques
Moraes Arouca e Deivid Marques Nunes, com os quais tive a oportunidade de trabalhar durante
minha iniciacdo cientifica.

Por fim, mas ndo menos importante, agradeco a todas as amizades que pude construir
em Uberlandia, que foram fundamentais para tornar mais facil minha adaptagdo em uma nova

cidade e com os quais pude compartilhar momentos Unicos.



Eu ndo temeria um grupo de ledes
conduzido por uma ovelha, mas eu
sempre temeria um rebanho de ovelhas
conduzido por um ledo.

Alexandre, o Grande



RESUMO

Nos ultimos anos, inumeros esfor¢os tém sido dedicados ao entendimento de
determinados fendmenos que nao seguem perfeitamente teorias classicas apresentadas na
literatura. Dentre estas, o processo de difusdo de particulas, que pode ser modelado
matematicamente pela lei de Fick, pode ndo ser capaz de representar fendmenos que ocorrem
na natureza. Entre estes pode-se citar fenomenos de atraso de tempo e efeitos de retencao, que
ocorrem devido a adsor¢do, ao aprisionamento mecanico, as reagcdes quimicas e as interagdes
mecanicas com o meio de suporte. Em geral, a literatura especializada lida com estes casos
através da inclusao de efeitos de retencdo na equacdo da difusdo através de derivadas
fraciondrias; via modelagem do coeficiente de difusdo variante com o tempo e/ou com a
concentragdo ou a partir de uma abordagem discreta em dinamica de populagdo. Diante do que
foi exposto, a presente contribui¢do tem por objetivo realizar uma revisdo sobre os fendmenos
de difusdo andmala em sistemas de engenharia. Dessa forma, um estudo sobre o modelo
proposto por BEVILACQUA ef al. (2011a, 2011b) foi realizado, no qual buscou-se avaliar a
influéncia dos parametros do modelo sobre o processo, utilizando o Método das Linhas como
metodologia numérica alternativa para a resolugdo do problema. O processo de difusdo anomala
foi analisado considerando uma distribui¢ao simétrica e assimétrica, no qual os modelos foram
estudados separadamente e cada parametro teve sua influéncia detalhada. Os resultados
indicaram que a metodologia adotada obteve resultados satisfatorios e pode-se notar que o
processo andmalo de difusdo apresenta um atraso em relagdo ao tempo quando comparado ao
processo classico.

Palavras-chave: Difusdo Andmala, Método das Linhas, Modelagem Matematica, Analise de
Sensibilidade.
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ABSTRACT

In last years, numerous efforts have been devoted to the understanding of certain
phenomena that do not perfectly follow classical theories presented in the literature. Among
these, the particle diffusion process, which can be mathematically modeled by Fick's law, may
not be able to represent some phenomena occurring in nature. These include phenomena of time
delay and retention effects, which occur due to adsorption, mechanical entrapment, chemical
reactions and mechanical interactions with the support medium. In general, the literature deals
with these cases through the inclusion of retention effects in the diffusion equation through
fractional derivatives; or via modeling of the diffusion coefficient variant with time and/or
concentration or from a discrete approach in population dynamics. In view of the foregoing, the
present contribution aims to review the phenomena of anomalous diffusion in engineering
systems. Thus, a study on the model proposed by BEVILACQUA ef al. (2011a, 2011b) was
done, which it was evaluated the influence of the parameters of the model on the process, using
the Method of Lines as alternative numerical methodology to solve the problem. The anomalous
diffusion process was analyzed considering a symmetrical and asymmetric distribution, then
these models were studied separately and each parameter had its influence detailed. The results
indicated that the adopted methodology obtained satisfactory results and it can be observed that
the anomalous diffusion process presents a delay in relation to the time when compared to the
classic process.

Keywords: Anomalous Diffusion, Method of Lines, Mathematical Modeling, Sensitivity
Analysis.
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1 INTRODUCAO

Diante dos avancgos tecnoldgicos dos ultimos anos, 0 modo como o homem enxerga e
estuda os eventos que ocorrem na natureza mudaram profundamente. As novas tecnologias
permitiram o desenvolvimento de ferramentas cada vez mais sofisticadas que possibilitaram
um maior nivel de detalhamento dos objetos de estudo, o que contribui para solucionar questdes
antes ndo resolvidas ou propor uma nova abordagem para fendmenos que antes eram explicados
por meio de metodologias simplificadoras.

Neste cenario, novos estudos sdo constantemente desenvolvidos a fim de possibilitar
a formulacdo de modelos mais complexos e com maior correspondéncia com a realidade.
Assim, fendmenos de diversas areas do conhecimento, que outrora eram negligenciados ou
desprezados em determinadas situacdes, podem, agora, ser melhor avaliados, tornando-se o
foco de novos estudos.

Dentre estas areas, destaca-se o estudo dos sistemas de engenharia, em que se pode
citar os fendmenos de transporte, que possuem imensa importancia no estudo da difusdo de
poluentes no ar, na hidraulica, na projecdo de equipamentos, na andlise de viabilidade e
otimizacdo de processos produtivos, entre outros. Nesta area, o desenvolvimento de novas
abordagens tem como objetivo aprimorar a correspondéncia entre os fendmenos observados
sob a perspectiva da mecéanica do continuo e aqueles observados sob a perspectiva da
micromecanica (BEVILACQUA et al., 2011Db).

Os fenomenos de transporte sdo divididos em trés grandes grupos, a saber, os
mecanismos de transmissdo de quantidade de movimento; energia (Lei de Fourier) e massa (Lei
de Fick). Dentre estes fendmenos, o estudo do processo de difusdo merece destaque, visto sua
imensa aplicabilidade em engenharia, além de sua importancia na modelagem de problemas
envolvendo areas da quimica, fisica e biologia. Na engenharia quimica destaca-se sua aplicagdo
no projeto de reatores quimicos e de catalisadores; na transformacao das propriedades do ago,
através da adicao de outros elementos quimicos; na aplicacdo de dopantes durante a produgao
de semicondutores e na sinterizagao para a produgdo de materiais solidos.

A difusdo é um processo caracterizado por levar um sistema a uma condi¢do de
equilibrio, atuando no transporte de particulas de um meio mais concentrado para um menos
concentrado, ou seja, a favor do gradiente de concentracdo. Neste processo, cada elemento
dentro de um conjunto (massa, momento linear ou energia) desempenha uma trajetoria

aleatoria, conhecida como movimento browniano, € como resultado todo o conjunto se difunde.
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Em nivel macroscopico o comportamento coletivo das particulas apresenta regularidade e segue
modelos matematicos hd muito ja definidos, como a classica Lei de Fick (PEDRON, 2003).

No entanto, esta abordagem classica pode nao ser capaz de descrever outros processos
que ocorrem paralelamente ao processo difusivo, em que, em nivel macroscopico, efeitos de
atraso de tempo, de reten¢do de particulas e de aceleragdo do processo difusivo sdo observados.
Estes efeitos sdo resultantes de processos de adsorgdo, aprisionamento mecanico, reagoes
quimicas e interagdes mecanicas com o meio de suporte (SILVA, 2016)

Assim, diante do anseio por modelos com cada vez mais correspondéncia com a
realidade, os efeitos destes fendmenos secundarios devem ser adicionados, levando ao estudo
do processo de difusdo andmala, no qual o deslocamento quadratico médio ndo ¢ funcdo linear
do tempo, diferentemente do processo tradicional de difusdo, no qual essa relacdao ¢ linear
(PEDRON, 2003).

Experimentalmente, o fendmeno da difusdo anomala foi observado por DEREC ef al.
(2010). No experimento realizado, estes autores analisaram a difusdo de ferrofluido em agua
escoando num micro canal e notaram que o processo segue a abordagem classica. Porém, ao
adicionar o efeito de um campo magnético a teoria usual ndo mais descrevia satisfatoriamente
0 processo.

O conhecimento do processo de difusdo andomala e sua predi¢gdo desempenha um
importante papel no estudo do crescimento de superficies (SPOHN, 1993), transporte de um
fluido através de um meio poroso, analise do histograma obtido a partir das batidas do coragao
de um individuo saudavel (PENG et al., 1993) micelas dissolvidas em agua salgada (OTT et
al., 1990; BOUCHAUD et al., 1991), no transporte cadtico de um fluido em um fluxo laminar
de uma mistura de glicerol e 4gua em um cilindro rodando rapidamente (SOLOMON, 1993),
na difusdo através de uma superficie liquida, difusdo em plasma e difusdo em fractais.

A simulag@o do processo de difusdo anomala tem sido abordada na literatura através
de equacdes envolvendo derivadas fracionarias, objetivando avaliar os efeitos de atraso de
tempo, retengdo e aceleragdo (METZELER, 2000); ou considerando que o coeficiente de
difusdo ¢ uma fung¢ao do tempo e/ou concentracdo (WU e BERLAND, 2008). Além destes, uma
nova metodologia surgiu através de uma abordagem discreta em dindmica de populagdo, em
que os pesquisadores BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b) propuseram um modelo a partir da
defini¢ao de novos parametros (coeficiente de retengdo e fragdo de particulas capazes de se
difundir) e da insercao de termos com derivadas de ordem superior.

Portanto, visto a vasta aplicabilidade e importancia do tema abordado, a presente

contribuicdo tem por objetivo realizar uma revisao sobre os fendmenos de difusdo anomala em
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sistemas de engenharia. Neste sentido, o0 modelo proposto por BEVILACQUA et al. (2011a,
2011b) foi escolhido para ser estudado neste trabalho devido esta ser uma contribui¢do recente
e foco de estudos contemporaneos. Assim, uma metodologia numérica alternativa foi proposta
para a resolucao deste modelo matematico, a saber, o Método das Linhas, e foi feita a analise
de sensibilidade dos novos parametros adicionados por estes pesquisadores para descrever o
processo com o objetivo de avaliar a influéncia individual de cada um.

Este Trabalho de Conclusao de Curso esté estruturado como segue. O proximo capitulo
apresenta um comparativo entre a difusao tradicional e andmala. Em Modelagem Matematica,
¢ apresentado o desenvolvimento matematico do modelo de BEVILACQUA et al. (2011a,
2011b). No capitulo de Metodologia ¢ exposto o Método das Linhas. Em seguida, os resultados
da simulacdo do processo e a analise de sensibilidade dos parametros sdo abordados e
comentados no capitulo de Resultados e Discussao. E, por fim, sdo apresentadas as conclusdes

deste trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Visto a usual abordagem do processo de difusdo segundo uma visdo continua, em que
se chega a uma equagao simplificadora que nao considera efeitos simultaneos ao processo, € a
abordagem andmala através de um processo difusivo com maior correspondéncia com a
micromecanica, busca-se, neste capitulo, fazer uma comparagdo entre os dois processos,
ressaltando as particularidade e diferengas entre ambos.

Para o caso andmalo, algumas metodologias difundidas na literatura para a resolu¢do
numérica do problema sdo apresentadas, com destaque para o estudo de BEVILACQUA ef al.

(2011a, 2011b), do qual este trabalho buscou fazer uma revisao.
2.1 DIFUSAO TRADICIONAL

Tradicionalmente o processo de difusdo ¢ estudado na engenharia e areas afins através
de aplicacdes da Lei de Fick (Equagdo 1). Esta abordagem ¢ fruto dos trabalhos desenvolvidos
pelo médico e fisiologista alemao Adolf Fick (1829-1901) que prop6s um modelo para a difusao
de um soluto em um solvente semelhante aos modelos para a conduc¢do de calor, de Fourier, e
para a conducdo de eletricidade, de Ohm, o que evidenciou que uma mesma oOtica de estudo

pode ser comum a varios processos.
J=-DVp (1)

Na Equagdo 1, o vetor f representa a quantidade de substincia que atravessa uma
unidade de area normal a dire¢do de escoamento por unidade de tempo, ou seja, o fluxo de
particulas. O termo p representa a concentracdo do elemento que se difunde. E, por fim, D € o
coeficiente de difusdo ou difusividade, que indica o quao rapido o elemento se difunde. Destaca-
se ainda que a direcdo do vetor fluxo ¢ oposta ao sentido de crescimento da concentragao,
expressa pelo vetor gradiente (PEDRON, 2003).

O coeficiente de difusdo ¢ uma fun¢ado das propriedades do meio, assim varia segundo
a relagdo entre o soluto e solvente e também com temperatura e pressdo. Além disso, possui
maior valor numérico para difusdo em gases, seguido de liquidos e soélidos. Ele pode ser
abordado na literatura segundo dois casos. O caso isotropico, no qual D ¢ um nimero real
positivo ou o caso anisotropico, no qual esta propriedade varia com a posi¢do (PEDRON, 2003).

Neste trabalho, apenas o caso isotropico foi considerado.
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Considerando a equagdo da continuidade, para uma substancia que ndo ¢ difundida
nem absorvida, temos a Equacao 2:

S+ V- 2)

Substituindo a Equagao 1 em 2, obtém-se a Equagao 3, que ao longo deste trabalho ¢

chamada de Equagao Classica da Difusdo:

ap_ )
= =DV 3)

Na equagdo acima, ressalta-se que a concentracao de particulas ¢ uma fungao do tempo
e da posi¢do, expressa no vetor gradiente, e destaca-se a presenca de apenas um parametro, o
coeficiente de difusdo. Além disso, no processo tradicional de difusdo, o deslocamento
quadratico médio de uma particula ¢ uma fung¢ao linear do tempo. Observagao, esta, importante
para a distingao entre os dois processos.

A solugao da Equacao 3 pode ser realizada através da aplicagao da Transformada de
Fourier ou via ansatz (proposicao inicial de uma ferramenta para a resolucao de um problema

que depois ¢é verificada com os resultados), propondo uma solugdo gaussiana genérica

(PEDRON, 2003).

2.2 DIFUSAO ANOMALA

Apesar da vasta aplicabilidade da Lei de Fick para a descri¢do de problemas de difusao,
sua aplicabilidade em certas situagdes tem se mostrado insatisfatoria, pelo fato de que esta
equacdo resulta de uma analise macroscopica do processo. Por outro lado, estudos recentes
mostram que uma descricdo partindo da micromecanica pode conduzir a modelos mais
relacionados a realidade.

Estes desvios na idealidade do processo difusivo sdo resultantes de efeitos de atraso
de tempo, retengdo de particulas e aceleracdo do processo difusivo, como mencionadas
anteriormente. Tais desvios levam a uma nao linearidade do descolamento quadratico médio
(DQM) com relagdo a variavel independente tempo.

Essa ndo linearidade leva a um comportamento que se distancia da distribui¢do de
Gauss, perceptivel no modelo usual. Este desvio ainda pode ser utilizado para classificar o
processo andmalo como superdifusdo ou subdifusdo, para situagdes em que o deslocamento

quadratico médio cresce mais rapidamente ou lentamente que a distribui¢do de Gauss,
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respectivamente (RAMOS, 2016). Esse comportamento pode ser melhor detalhado através da

analise da Equacao 4:

((4x)?) o t7, 4)

em que, o Ax representa o deslocamento quadratico médio. Assim, para 7 > 1 temos o processo
superdifusivo, para # < 1, um processo subdifusivo e # = 1 representa o processo de difusdo
tradicional (PEDRON, 2003). Os problemas superdifusivos podem ser observados no estudo
de difusdo em fluidos girantes bidimensionais (SOLOMON et al., 1993; WEEKS e SWINNEY,
1998), de movimentos bacterianos (NOSSAL, 1983) e de transportes em plasma turbulento
(BALESCU, 1995). J& o processo subdifusivo ¢ encontrado, por exemplo, no transporte de
portadores de carga em semicondutores amorfos (SCHER ¢ MONTROLL, 1975; ZUMOFEN
et al., 1990), no transporte em geometrias fractais (HAVLIN et al., 1985; PORTO et al., 1997)
e na dindmica de uma conta em uma rede polimérica (AMBLARD et al., 1996; BARKAI e
KLAFTER, 1998).

Usualmente, o processo andmalo ¢ abordado na literatura através de equagdes
envolvendo derivadas fracionarias, como foi feito nos trabalhos de HILFER (2000),
GONCALVES et al. (2005), KLAFTER et al. (1996), e METZELER (2000), por exemplo, via
Equagao 5:

9 (92
ap(x' t) = Dt Kyﬁp(x' t) ’ (5)

em que, D,/ (...) é a derivada de Riemann-Lioville, K, representa o coeficiente de difusdo, p é
a concentracao de particulas, x € a variavel espacial e ¢, o tempo.
Outro tipo de equagdo fracionaria utilizada para descrever o processo, estudada no

trabalho de PRATO e TSALLIS (1999), por exemplo, ¢ a Equacao 6:

9 t) =K or t
axp(x, )_ Malxlup(xl ), (6)

em que, K, representa o coeficiente de difusdo. A Equacgdo 6 tem como solugdo a distribui¢ao

de Lévy, caracterizada pela Equagao 7:

o)

1 .
L,(x,t) = fdke‘kx"(ﬂk'ut (7)

— 0o

Com relacdo a estas duas abordagens fracionarias, GONCALVES et al. (2005)

escreveram que processos difusivos andmalos com dindmica descrita pela Equacdo 5 tém suas
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solucdes associadas a uma distribui¢ao de Boltzmann-Gibbs, enquanto que pela Equagdo 6 t€ém
suas solugdes relacionadas com a distribuicdo que emerge de termo-estatistica ndo extensiva.

Outra abordagem para a difusao anomala foi estudada por WU e BERLAND (2008),
que modelaram o coeficiente de difusdo variando arbitrariamente com tempo e/ou com a
concentragdo. Estes pesquisadores buscaram esclarecer as bases matematicas para modelos de
montagem de difusdo anomala e o significado fisico dos pardmetros de montagem.

Além destes trabalhos, uma recente contribuicao para o estudo da difusdo anomala foi
proposta por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b), na qual, partindo de uma analise discreta
em dinamica de populagdo, estes consideraram um novo parametro que pudesse representar 0s
efeitos de retengdo de particulas, o que resultou em uma equagdo com termo diferencial de
quarta ordem. Esta abordagem ja foi estudada em uma série de trabalhos, a citar KNUP et al.
(2014), MAOSHENG (2017), SILVA (2016), e RAMOS (2016). Para a solug@o deste modelo,
foi explorada na literatura tanto a resolucdo via o6tica de problemas diretos quanto inversos.

Nesta presente contribui¢cdo, o foco foi dado ao modelo de BEVILACQUA et al.
(2011a, 2011b), partindo-se da demonstragdo matematica para o problema difusivo
unidirecional, com distribui¢ao simétrica, representado pela Equacao 8, e assimétrica, Equacao
9, do contetido de uma célula genérica, que sera melhor descrito no capitulo seguinte:

9%p d*p )

dp
Fri 5"2@‘3(1 —ﬁ)k4ﬁ.

em que, S ¢ a fragdo de particulas que sofrem difusdo, k> é o coeficiente de difusdo e k4 € o

coeficiente de retencdo de particulas. Ja para o processo assimétrico:

dp ) 9%p dp
— 9
ot ka(1 -4 )axz i ox’ ©)

em que, 4 ¢ um parametro do modelo assimétrico, k3 ¢ o coeficiente de difusdo e k1 ¢ um
coeficiente modelo assimétrico.

Dado que estes dois modelos sdo compostos por equagdes diferenciais parciais e sua
solucdo analitica ¢ trabalhosa, o Método das Linhas (ML) foi escolhido como metodologia
numérica para a resolugdo do problema. O ML, conhecido como um método de semi-
discretizacdo, faz uma aproximacgdo da solucdo da equacdo diferencial parcial (EDP)
dependente do tempo. A sua ideia bdsica ¢ substituir as derivadas espaciais da EDP por
aproximacoes algébricas. Como este processo ¢ feito para apenas uma das variaveis
independentes, o resultado ¢ um sistema de equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) na varidvel

temporal que representam a EDP original. Feito isso, pode-se aplicar qualquer algoritmo de
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integracao para EDO de valor inicial para calcular uma aproximag¢do numérica para a solucao
da EDP. Assim, umas das caracteristicas deste método ¢ a utilizacdo dos atuais ¢ bem
estabelecidos métodos numéricos para EDOs (COLNAGO, 2012)

COLNAGO (2012) resumiu ainda uma série de propriedades deste método que
justificam o seu uso, a citar:

e M¢étodo eficiente para a resolug¢do de equacdes nao lineares;

e Eficiéncia computacional devido a formulagdo de um algoritmo simples e
compacto, que produz resultados precisos com menor esfor¢co e tempo
computacional;

¢ Estabilidade numérica.

Neste trabalho, para a resolucdo do sistema de EDOs formado pela aplicacdo do
método das linhas, foi escolhida a estratégia de Runge-Kutta de quarta ordem. Este método ¢
provavelmente um dos métodos mais populares e utilizados para obter solugdes aproximadas
de valor inicial. Ele consiste em comparar um polindmio de Taylor apropriado para eliminar o
calculo das derivadas, fazendo-se varias avaliagdes da funcdo em cada passo (STERZA e
BRANDI, 2016). O método de Runge-Kutta pode ser entendido como um aperfeicoamento do
método de Euler, com uma melhor estimativa da derivada da fun¢do (VALLE, 2012).

As estratégias adotadas para resolu¢do do modelo de BEVILACQUA et al. (2011a,
2011b) serdo apresentadas no capitulo de Metodologia. No proximo capitulo, Modelagem
Matematica, ¢ introduzido e apresentado desenvolvimento matematico do modelo destes

pesquisadores, como comentado anteriormente.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Este capitulo dedica-se a apresentacdo do desenvolvimento matematico do modelo
proposto por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b) para a simulagdo de problemas difusivos
com retengdo de particulas, considerando-se um fluxo unidirecional de particulas em uma célula
genérica. Como comentado anteriormente, este modelo ¢ fruto de uma abordagem discreta em
dindmica de populagdo

Dois casos foram considerados neste trabalho. O primeiro, refere-se a distribuigdo
simétrica do contetido de uma célula com retencao de particulas, ou seja, ndo ha distin¢ao entre
os fluxos difusivos para a direita ou esquerda do ponto de partida do processo. Ja o segundo
caso, representa uma distribuicdo assimétrica sem retengao de particulas, em que, ao acaso, um

dos dois sentidos sera preferido.

3.1 Distribuicao Simétrica com Retenc¢ido de Particulas

Para o desenvolvimento deste modelo foi definido o parametro 8, o qual indica a fra¢ao
de particulas capazes de sofrer difusdo, de forma que a fragdo de particulas que sao retidas foi

definida como a. Assim, tem-se a Equacdo 10:
a+p=1 (10)

A defini¢ao destes parametros pode ser melhor entendida pela analise da Figura 1, que
mostra a distribuicdo simétrica do conteido de uma célula genérica, n. Nesta figura, observa-
se que uma parcela do contetido fica retida, sem sofrer difusdo, a, € que a mesma quantidade
de conteudo ¢ difundida para as células da esquerda, n-1, e para as células da direita, n+1, isto

¢, 0,56pn para cada uma.

n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 t
n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 t+1
0,5p o 0,5
o4 o o
n-3 n-2 n-1 n n+1 n+2 n+3 t+2
0,5 0.58 B 0,5 0,56

Figura 1: Representacdo esquematica do processo de difusdo anomala

com distribuicao simétrica (BEVILACQUA et al. 201 1a).
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Segundo a Figura 1, o contetido da célula genérica n em dois intervalos de tempos

seguidos, ¢ e t+1, pode ser expresso pelas Equacdes 11 e 12:

1 1
pn = (1= B)pn " + 5 Bpih + 5 Bpizh (11)
t+1 = (1 .B)pn += ﬁpn 1 += Bpn+1 (12)

Expressando o conteudo da célula n em #+1, como uma funcdo do tempo do tempo -

1 obtém-se a Equagao 13:

Pt = (1 - B)[(l BpE + 5 Boih + 5803
=R =) (13)
+38](1 - PPt + 580 + et

Agrupando os termos semelhantes da Equacao 13, chega-se a Equacao 14:

1 1 1
pitt = sz 2 +5 (- B)Bri-i + S(- B)Bpi_i + (1 —B)*pht + Z,szf;l

1
B 43 (1~ PR + 5 (1~ BPITL + 5 B2

t+1 =1- ,8)2 T+ - ,B)ﬁ[pn 1t pn+1] +— .3 [p + 2p;” L+ pn+2] (14)

Aplicando a diferenca entre as Equagdes 14 ¢ 11 e manipulando os termos, obtém-se

a Equacao 15:

t+1 _

P —ph = (=Bt + (1= BBIpLTE + priil + B [P 5 + 2p5~ ' + pi3s]

1 1
-1 -Bpit- Eﬁpff_i - Eﬁpf;ll

1
pitt —ph =B [Ep,iill 4 5 piii+ - ﬁ’(pn —4pi i+ 6pit —4phii +piis
patt —ph = —B[ —4ph7t + 2pi Al + ﬁ [pi=i — 4pi=i + 6ph * — 4phih + phasl

+ Zﬁ{pﬁ‘ —piTh 4+ 2piTh — 2phTh 4 2ph Tt = 2pi Tt + 2piii — 2piid

t—1 t—1
+ Pn+2 — Pn+2
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t+1 _

1
pn = 7BL(PnTz = 2y + 0 ) + (pr ' = 2Pyt + Puv)]

Pn
) (15)
+ 7B =B =pnTz + 4pnT1 — 6pn " + 4Pyt — Py
Adotando as seguintes defini¢oes (Equagdo 16 a 18):
Apr =Pt = pn (16)
Axpn pn 2 - an 1t pn (17)
Axprt =pass — 4pn-i + 6 T —4pnii +pn (18)
Substituindo-se as Equagdes 16, 17 e 18 em 15, obtém-se a Equagao 19:
1
App, = ﬁ{Z (A3pn-1 + A3ppst) — —B(l - B)Axpn 1} (19)

Na equagdo acima, o termo (A2pi_} + A2pt3l) pode ser expresso como uma

diferenca no conteudo de trés células consecutivas e os termos faltosos dessa consideragao

podem ser escritos como O(4x)?, assim a Equacdo 19 se torna a Equagdo 20:

Atprtl = .8 {% [Aachrtl_l + O(Ax) ] - _B(l B)Axpn } (20)

A Equagdo 20 pode ser reescrita em termos das taxas apropriadas e o resultado € a

Equacao 21:
Apn J[1dEpnt 0@ 1o, Arpnt
P g0 = p{n)? 5 o + | ~ 3 408G~ ) o e
Os fatores de escala podem ser definidos pelas Equagdes 22 e 23:
Ly Ly
== 22)
T
m

Substituindo-se as Equagdes 22 e 23 na Equagdo 21 e definindo os coeficientes k, =

1L2

3Ty ek, = Z_ obtém-se a Equagdo 24:

2 t—1 oA 3 4- t—1
tpnA _ﬁ{kz[ xPn (4x) Axpn } (24)

At w2 T oz | T AT Pk gy
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Assumindo-se que p ¢ uma funcdo de x e t e aplicando o limite 4#—0 e Ax—0 chega-
se a equacdo diferencial transiente de quarta ordem, Equacdo 8, apresentada anteriormente,
proposta por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b):

op 9%p d*p
£ —_ - hlld 8

Nesta equacdo tem-se o coeficiente de difusdo, k», o coeficiente de retengdo de
particulas, ks, e a fracdo de particulas capazes de se difundirem, £.

Conforme mencionado por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b), se =1, tem-se um
problema de difusdo classica. Se =0, tem-se um problema estaciondrio, definido como
retencdo pura. Por outro lado, se 0<f</, tem-se um problema de difusdo com retencao,

representado pela presenca do termo diferencial de quarta ordem.
3.2 Distribuicao Assimétrica sem Retencao

Para este caso, assume-se que o conteido de uma célula pode migrar para a sua
vizinhan¢a segundo uma regra nao simétrica. Neste caso, ¢ esperada a presenca de um termo
de transporte, representando a difusdo com advec¢ao (SILVA, 2016).

A partir de uma analise em dindmica de populagdo, o contetido de uma célula pode ser

escrito segundo as Equagdes 25 e 26:

1 1

pn=5(1+ Dpih + S- Dpiii (25)
1 1

pr’t =51+ Dpnog +5 (1= Dpnes, (26)

em que -1</<I. Para 4=0, o problema se reduz a difusdo classica e para /=1 a propagacao
prevalece para a esquerda ou para a direita, ou seja, o parametro 4 indica qual o sentido de
migracao das particulas. Nestas equagdes ndo ha mais o termo de retengdo de particulas e,
assim, todo o contetido pode ser distribuido, assimetricamente.

O lado direito da Equagdo 26 pode ser escrito com respeito ao instante de tempo #-1,

como feito para o modelo com simetria e retengdo, e resulta na Equagao 27:

P = 200+ DIA + DpiTh + (1~ Dpk 1+ (1~ DA+ Dpk + (1~ i)

1
pitt = 2+ AD?pEL +2(1— 22)pit + (1 - D?%phis (27)

Pela diferenca entre as Equagdes 27 e 25, tem-se a Equacado 28:
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it —ph = —{(1 + %P7y +2(1 = 2)pt + (1 - D?pish)
- {5(1 + Dpkli += (1 - A)Pn+1}

1
pitt —ph = 2+ D*pEE -2+ Dph i+ 21 - A2)pht —2(1 - Dphi + 1 - D)?phis

pt+l _ pt = _{(1 + )Ly =21+ Dpi i + 21— AH)pit —2(1 — DpL

+(1- A)an+z}+ (1—12)[ L —piTh +2phTh — 2phTi + 2piid

2pn+1 + pn+2 pfl:-IZ]

1
pitt —ph = 20~ AP —2pi 2 + e D + (ph 7t — 2pi3 + b))l

1 _ _ 28
- Z(l — )[pi2h — 2pi7y — 2pi3h + phanl + - {(1 + 1)?pf; (28)

—2(1+ Dpiti — 21— Dpii + (1 - A)zpn+z

Na Equacao 28, o primeiro termo entre colchetes do lado direito pode ser escrito como
uma diferenga no conteudo de trés células consecutivas e os termos faltosos dessa aproximagao
podem ser escritos como O(4x)?, assim como feito para o desenvolvimento do modelo

simétrico. Desta forma, tem-se a Equagao 29:

1
Z(l - /12)[(19 -2 an 1 + pn 1) + (pfz - 2pn+1 + pn+2 ]
(29)

1
=5 (1 =A% + 0(4x)?

Assim, substituindo a Equacdo 29 na Equacgdo 28 e rearranjando-a para que fique mais

simples, obtém-se a Equagao 30:

1 1
pr't —pn =5 (1= 294%™ + 0(Ax)* = 2 [pp=z — 2Pyt — 2Pn
2 1 2y t—1
+ s — A2(phh — 2pii - 2pit H Rl + - [(1 + 24+ A%)py 3

— 2+ 20)pLi — 2 - 20)pLi + (1 - 2/1+/12)pn+z]
t+1 __ t 1 2 2..t—1 3 1 2 t—1 t—1
pt = 5(1 — )ALt + 0(4Ax)3 + Z[A (Pn—2 — 2pn_1

1
2pn+1 pn+2 1+ ) [(22 + /lz)pfl_—lz - 2/1p + 2/1pn+1 + (=22

+ AH)pkit]
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1 1
pitt —ph = S- A2)A%pit + 0(4x)3 + —B[—Zl(p%‘_ll — PrZ3)

+ 2/1(2972:-2 pn+1) - 2(pn pn 2) - 2(pn+2 pfl:-ll ]

1 1
pn'! = pn =5 (1 =2 4%pr ! + 0(4x)* + 2 A[-(1+ D (P (30)
—pnss) + (=1 + D(pfis — raid)]

O termo entre colchetes da Equagao 30 pode ser aproximado através da Equacao 31:

1
F A=+ DETE = p2) + (14 D(rsz —pid)] = —Mpr +0(40)* - G

Assim, a Equacao 30 pode ser escrita como apresentado na Equagdo 32:
1
prit —pn = > (1= 22)4%pf~" + 0(4x)® — Mpi~' + 0(4x)? (32)

Pode-se definir os termos do lado esquerdo da Equagdo 32 como uma diferenga de
primeira ordem do contetido de uma célula com respeito a variavel tempo como 4p,’, através

da Equacao 33:

t+1

pitt —ph = Ak (33)

A Equacdo 32 pode ser expressa em termos das taxas apropriadas o que resulta na

Equagao 34:
Apn (1-23)A%p; " 0(Ax)° dpy" | 0(x)*
2, A=A { T e Ax (34
Os fatores de escala do modelo podem ser definidos pelas Equagao 35 a 37:
LO Ll
M =—=— 35
r==—t (35)
T
At = — (36)
m
Ax? L%
X (37)
At T,
Os coeficientes podem ser definidos como k3 = E_ e ki = —f, assim, obtém-se a
Equacao 38:
Apy St 0(4x)® Apit O(Ax)2
4, k34(1—2%) ozt 2 2 ky{2 " e (38)
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Observa-se que o coeficiente k3 possui a mesma forma do coeficiente k> do modelo
simétrico, ou seja, ambos representam o coeficiente de difusdao. No entanto, a fim de diferenciar
os dois modelos, uma nomenclatura diferente foi utilizada.

Assumindo que p € uma fungdo de x e ¢ e aplicando o limite quando 4t—0 e Ax—0,
obtém-se a Equacdo 9, apresentada anteriormente:

ap 2%p ap
— =k3(1-2?)=— —k;A— 9
ot 3( )6x2 ™ ox ©)

Esta equacdo ¢ uma reproducdo da formulacao de difusdo-adveccdo (SILVA, 2016).
Para /=+1 a propagacdo prevalece para a direita ou esquerda e para A=0 a difusdo simétrica

domina e caracteriza um problema de difusao classica (BEVILACQUA et al., 2011a).
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4 METODOLOGIA

Conforme descrito anteriormente, desejou-se avaliar a influéncia dos parametros do
modelo proposto por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b). Para essa finalidade, o modelo
descrito por uma equagdo diferencial parcial deve ser resolvido. Assim, foi considerado o
Método das Linhas (ML) como ferramenta numérica para a resolu¢do do modelo que representa
o fendmeno de difusdo anomala. A Figura 2 traz uma representacao da estratégia de resolugao
do ML. Basicamente, esse método numérico consiste na transformagao da equagao diferencial
parcial original em um sistema de equacdes diferenciais ordindrias através da discretizacdo de

apenas uma das variaveis independentes (geralmente a variavel espacial) do modelo original.

l Problema de Valor Inicial (Sistema de EDPs) ‘

Discretizagdo em todas as varidveis espaciais
(técnica de aproximagdo numeérica)

Problema de Valor Inicial (Sistema de EDOs)

Discretizagdo das derivadas temporais
usando um integrador numérico

‘ Solugdo Aproximada ]

Figura 2: Estratégia geral do método das linhas (COLNAGO, 2012).

Os passos empregados na solugdo dos modelos simétricos com retengdo e assimétrico

sem retencdo serdo apresentados separadamente.
4.1 Distribuicao Simétrica com Retenc¢ao de Particulas

Para a aplicagdo desta metodologia, primeiramente as derivadas parciais em relagdo a
variavel independente espacial do modelo simétrico (Equagao 8) foram aproximadas utilizando
as formulas de diferencas finitas.

02 a*
p p (8)

dp
E—ﬁkzﬁ—ﬁ(l—ﬁ)hﬁ

Para essa finalidade, considerou-se as seguintes aproximacdes (Equagdes 39 e 40) para

os termos de derivadas segunda e quarta (SILVA, 2016):
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0%p; _Pi-1— 2Pi + Pina (39)
J0x? Ax?
9*p; _DPi-a— 4pi_1 + 6p; — APit1 + Dis2 (40)
Ox* Ax*

Ao substituir as Equacdes 39 e 40 na Equacao 8, obteve-se a Equagdo 41:

% _ Bk, (Pi—1 _jf:i2+ Pi+1) _ 81— Bk, (Pi—z — 4pi-1 +ji’i— Apivs + Pi+z>’ (41)
em que 4x ¢ o incremento (tamanho do passo de integragao), definido como sendo (xn-xo)/(N-
1), e xo € xy representam os limites inferior e superior para a varidvel x, e N é o nimero de
pontos considerados na discretizacao.

Neste caso, a equacao diferencial parcial original foi transformada em um sistema com
N equacdes diferenciais ordinarias (i=0, 1, 2, ..., N— 1, N) em que a Unica variavel independente
¢ o tempo. Assim, o ML consiste em, definido o dominio de discretizagdo, acompanhar a
evolucdo destes pontos ao longo do tempo (sensores numericos).
Para fins de aplicacdo da metodologia proposta, foram consideradas as condigdes

(Equagdes 42 a 44) definidas por SILVA (2016) (0<t<40 [T]):

p(0,t) =1, p(L=1t) =1, t>0 (42)
op(x,t) dp(x,t)
= =0, t>0 (43)
ot x=0 ot x=L=1
X
p(x,0)=25iﬁ°°(T)+1, 0<x<L (44)

Ao analisar a Equagdo 41 percebe-se que, quando i=0 (inicio do dominio de
integragdo), sdo necessarias informagdes de p nos pontos -1 e -2. Analogamente, também sao
necessarias informagdes de p nos pontos N+1 ¢ N + 2 (i=N). Em termos praticos, ao invés de
integrar o sistema de i=0 até /=N e ter que trabalhar com pontos ficticios, pode-se integrar o
sistema de =2 até i=N-2. Desta forma, as informacdes requeridas nestes pontos sao
determinadas a partir das condi¢des de contorno. Por exemplo, para a Equacdo 42, tem-se de
forma direta que po=1 e py=1. Partindo desta andlise, ainda sdo necessarias duas condi¢des para
p1 € pn-1. Estas sdo determinadas a partir das condigdes de contorno definidas pela Equagao 43.
Para essa finalidade, faz-se necessario a obtenc¢do da informacdo de uma relacdo entre as
variaveis po, p1 € p2, para i=0, bem como de uma relacdo entre as variaveis pn-2, py-1 € pn, para

i=N.
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Pela condigdo de contorno definida pela Equacao 43, foi proposta a Equagdo 45 para
a aproximacao da primeira derivada no ponto genérico i, chamada de diferenca aproximada
progressiva de trés pontos, e que relaciona os pontos i, i + 1 e i + 2.

9pi _ —Piv2 + 4Piv1 — 3P
at 2(4x)

(45)

Ao aplicar a condi¢ao de contorno (Equacao 43) para o ponto i=0 obteve-se a Equagao

46 € 47:
Opo _ —p2 +4p1 —3py
ET R 2(4x) =0 (46)
1
—p2+4p; —3pp =0=p; = Z(Pz + 3po) 47)

Assim, foi possivel escrever p1 como fungdo de p» € de po. De forma analoga, pode-se

avaliar o valor de py.1 em fung@o dos pontos pw € py-2 através da Equagao 48:

1
Pn-1 = 7 (pn-2 + 3pn) (48)

O sistema de equacdes diferenciais ordinarias a ser resolvido tem condi¢do inicial
definida pela Equagdo 44. Para sua resolucao, foi empregado o Método de Runge-Kutta de 4°
Ordem, visto sua capacidade de oferecer boas aproximacdes para a derivada da fungdo. O
numero de pontos considerados nas simulag¢des foi igual a 100. Cabe ressaltar que esse nimero
foi definido a partir de simulagdes preliminares que constataram a independéncia dos perfis
obtidos com o aumento do mesmo.

Os valores utilizados para os parametros do modelo de difusdo simétrica com retengao
de particulas (Equagdo 23) foram obtidos a partir dos quatro estudos de casos presentes no
trabalho de SILVA (2016) e de mais dois casos (Casos 5 e 6), escolhidos a fim de tornar a

analise mais abrangente. Estes valores estdo presentes na Tabela 1:

Tabela 1: Estudos de caso para a avaliagdo do modelo de
difusdo andmala simétrica com retengdo de particulas.

Caso s ke ks
1 0,2 1073 108
2 0,8 107 108
3 0,5 1073 106
4 0,9 107 10
5 0,5 1073 108
6 0,2 103 10°¢




31

Apresentada a metodologia adotada para a resolucdo do modelo, os resultados da

simulacdo de cada caso serdo abordados no préximo capitulo.
4.2 Distribuicao Assimétrica sem Retencao
Considerando-se o modelo descrito pela Equagdo 9, que representa o processo difusivo

com distribui¢do assimétrica de conteudo, o primeiro passo para a sua resolucdo foi a

aproximacao das derivadas parciais em relagdo a variavel espacial.

dp d*p dp
k(1= 22)—Z — i 9
5 = k(1= Ao — kA )
Assim, as aproximagdes representadas pelas Equagoes 49 e 50 foram utilizadas:
9pi _ Pi+1 ~ Pi-1 (49)
Ox 24x
0°p; _ Pi-1 — 2Pi + Pina (50)
dx? Ax?
Ao substituir as Equagdes 49 e 50 na Equagao 9, obteve-se a Equagao 51:
ap 2y (Pi=1 = 2Di ¥ Pixs Pi+1 ~ Pi-1
L _ — 51
ac = ks(1=249) ( Ax? ) kl’l( 24x ) S

em que 4x ¢ o incremento (tamanho do passo de integracdo), definido como sendo (xn-xo)/(V-
1), e xo € xy representam os limites inferior e superior para a varidvel x, e N é o nimero de
pontos considerados na discretizagdo.

Para fins de aplicagdo da metodologia proposta, foram consideradas as condigdes

(Equagoes 52 e 53) definidas por SILVA (2016) (0<t<2000 [T]):

p(0,t) = p(10,t) =0, t>0 (52)
X
p(x,0)=25iﬁ°°(T)+1, 0<x<lL (53)

Pela analise da Equacao 51 pode-se perceber que, quando i=0, € necessario informagao
de p no ponto -1 e quando i=N ¢ necessario informagao de p no ponto N+1. Assim, como feito
no caso anterior, ao invés de integrar o sistema de i=0 até =N, integrou-se de i=1 até i=N-1.
Neste caso, as informagdes requeridas nestes pontos sao determinadas a partir das condig¢des de

contorno. Pela a Equagdo 52, tem-se de forma direta que po=0 e py=0.
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Assim, o sistema de equagdes diferenciais ordinarias a ser resolvido tem condi¢ao
inicial definida pela Equagao 53, igual ao caso simétrico e, novamente, o método de Método de
Runge-Kutta de 4* Ordem foi empregado a fim de resolver o sistema de EDOs e foram
considerados 1000 pontos na discretizagao, assim como adotado no trabalho de SILVA (2016).

Os valores utilizados para os parametros do modelo de difusdo simétrica com retengdo
foram baseados na faixa de valores do trabalho de SILVA (2016) e novamente foram
acrescentados novos casos a fim de tornar mais abrangente a analise. Estes valores podem ser

vistos na Tabela 2:

Tabela 2: Estudos de caso para a avaliacdo do modelo de
difusdo andmala assimétrica sem retencdo de particulas.

Caso A ki k3
1 0,2 102 5x1073
2 0,5 102 5x1073
3 0,8 102 5x1073
4 0,9 10 5x1073
5 0,9 107 5x1073
6 0,9 102 5x1073

Apresentada a metodologia adotada para a resolucdo do modelo, os resultados da

simulacdo de cada caso serdo abordados no proéximo capitulo.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Apresentado o desenvolvimento matematico dos modelos de BEVILACQUA et al.
(2011a, 2011b) e descrito o método das linhas, como metodologia numérica alternativa adotada
neste trabalho, os dois processos difusivos, simétrico e assimétrico, foram simulados
considerando diferentes combinagdes de valores para os parametros dos modelos. A partir dos
resultados obtidos, uma anélise de sensibilidade dos pardmetros foi feita a fim de verificar a

influéncia individual de cada um deles sobre o processo.

5.1 Difusiao Simétrica com Retencio de Particulas

Definidas as condigdes utilizadas para a simulagdo do processo de difusdo anomala
simétrica com retengao de particulas, os resultados obtidos para cada caso sdao apresentados nas
Figuras 3 a 8, respectivamente. Nestes graficos, foram gerados os perfis de concentracdo de
particulas (eixo vertical) em fun¢do da posi¢do (eixo horizontal) para diferentes valores de
tempos (=0, 10, 20, 32 ¢ 40 [T]), a fim de acompanhar a evolucao do processo andomala e
tradicional, comparando ambos.

A andlise das figuras permite perceber as diferengas entre os perfis considerando a
difusdo cléssica e a difusdo andmala. Vale ressaltar que os perfis difusivos do processo classico
sdo iguais para todas as simulagdes, pois este processo € descrito pela Equagao 3, que independe
dos valores dos parametros S e k4, variando apenas com o coeficiente de difusdo, k2, que foi
mantido constate em todos os casos.

Destaca-se que a analise de sensibilidade ndo foi feita para avaliar a influéncia de k>
pelo fato dele representar o coeficiente de difusdo, o qual ja foi estudo em trabalhos anteriores.
Este coeficiente representa a facilidade com que cada soluto em particular pode se mover em
um determinado solvente, sendo fun¢do da temperatura, pressdo, tamanho e forma do soluto e
viscosidade do solvente. Assim, o foco deste trabalho recaiu sobre o estudo dos novos
parametros propostos por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011b).

Pela observacao das figuras, percebeu-se que quanto menor o valor do parametro S
(percentual de particulas que se difundem), maiores sdo as diferencas entre os dois perfis. Por
outro lado, quanto maior este parametro, mais proximo o mesmo esta da unidade, menor ¢ a

contribui¢ao do termo de quarta ordem no modelo e mais préximo sao os dois processos.
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Figura 3: Caso 1 (6=0,2; kx=107; ks=10%),
A- Difusdo Andémala e C-Difusao Classica.

3,00 —1=0(A) * t=0(C)
——1t=10(A) ¢ t=10(C)
2751 ——1=20(A) ¢ 1=20(C)
2,504 1=32(4) o t=32(C)
=40 (A . t=
225 1=40(A) 1=40(C)
'\200-
m175-
1,50
1,251
1,004
0,0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

X

Figura 5: Caso 3 (6=0,5; kx=107; ks=1079),
A-Difusdo Anémala e C-Difusdo Classica.

3004~ 1=0(A) o =0(C)
’ —1t=10(A) ¢ t=10(C)
2151 ——1=20(A) ¢ 1=20(C)
2,504 1=32(4) o t=32(C)
———1=40 (A o =
205 1=40(A) 1=40(C)
3 200,
Q.,175-
1,50+
1,251
1,004
0,0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

X
Figura 7: Caso 5 (6=0,5; kx=107; ks=10%),
A-Difusdo Anémala e C-Difusdo Classica.
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Figura 4: Caso 2 (6=0,8; kx=107; kx=10),
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Figura 6: Caso 4 (6=0,9; kx=107; kx=10°9),

A-Difusdo Anomala e C-Difusdo Classica.
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Figura 8: Caso 6 (6=0,2; kx=107; ks=10-9),

A- Difusdo Andémala e C-Difusdo Classica.
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Fisicamente, percebeu-se que ambos os modelos (classico e andomalo), com o decorrer
do tempo, apresentam o espalhamento de particulas nos dois sentidos (modelo simétrico).
Todavia, o modelo de difusdao andémala apresentou um atraso no tempo em relacao a difusao
cléssica, isto €, o processo de difusdo andmala ocorreu de forma mais lenta que o processo
tradicional. Isto pdde ser percebido comparando os picos das curvas para o mesmo instante de
tempo, em que o processo andmalo possuia uma concentragdo de particulas maior, ou no
minimo igual, comparado ao processo classico, mostrando que o primeiro ¢ mais lento.

A influéncia do parametro k4 pode ser analisada através da comparagdo entre os pares
de casos 1 € 6 e casos 3 e 5. Observa-se que os menores valores de ks (da ordem de 107%)
conduziram a perfis andmalos mais proximos do perfil classico, principalmente no par de caso
3 e 5, que possui um £ maior. Essa maior proximidade mostra que altos valores deste coeficiente
levam a atrasos no processo. Além disso, destaca-se que as maiores diferengas entre os
processos puderam ser observadas para as curvas de 10 e 20 unidades de tempo e que para
tampos maiores, a diferenca ndo foi tdo acentuada, indicando que para os instantes finais do
processo, o aumento ou a diminui¢ao do valor deste parametro nao afeta consideravelmente o

Pprocesso.

5.2 Difusido Assimétrica sem Retenc¢ao

Da mesma forma que no casso simétrico, definidas as condi¢des utilizadas para a
simulacdo do processo de difusdo andmala assimétrica sem retencdo de particulas, os resultados
obtidos para cada caso sdo apresentados nas Figuras 9 a 14, respectivamente. Nestes graficos,
foram gerados os perfis de concentracdo de particulas (eixo vertical) em func¢do da posicao (eixo
horizontal) para diferentes valores de tempos (=0, 10, 200, 500, 1000 e 2000 [T]), a fim de
acompanhar a evolucdo do processo andmala e tradicional, comparando ambos.

Novamente, a analise de sensibilidade recaiu sobre a influéncia dos novos parametros
adicionados ao modelo cléssico de difusdao. Assim, para o caso assimétrico, estudou-se o efeito
dos parametros 4 e k1. O parametro k3, como apresentado anteriormente, representa o coeficiente
de difusdo, ja estudado em outros trabalhos, e que nestas simulagdes foi mantido constante.

Pelas figuras, observa-se que o processo classico ocorreu de forma simétrica em todos
0s casos, ou seja, sem preferéncia pelo lado direito como no processo andomalo assimétrico, o
que era esperado. Esta preferéncia pelo lado direito deve-se ao uso de apenas valores positivos

para A, na faixa entre zero e um.
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Figura 11: Caso 3 (4=0,8; ki=102; ks=5x107),
A-Difusdo Anémala e C-Difusdo Classica.
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A-Difusdo Anoémala e C-Difusao Classica.
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Figura 10: Caso 2 (1=0,5; ki=102; ks=5x107),
A-Difusdo Anomala e C-Difusdo Classica.
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Figura 12: Caso 4 (1=0,9; ki=10%; ks=5x107),
A-Difusdo Anémala e C-Difusdo Classica.
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Figura 14: Caso 6 (1=0,9; ki=102; ks=5x107),
A- Difusdo Andémala e C-Difusao Classica.



37

Analisando primeiramente os casos 1 a 3 (Figuras 9 a 11), em que k1 foi mantido
constante, observa-se que para valores de 4 proximos de zero a difusdo anomala foi semelhante
a difusdo classica nos primeiros instantes de tempo € com o passar do tempo 0s processos se
distanciaram. Com o aumento de /A, este distanciamento tornou-se ainda mais acentuado,
distribuindo as particulas quase em sua totalidade para a direita. Este comportamento ja era
esperado, pois quando A tende a zero, o processo anomalo se equivale ao processo classico.

Para os casos 4 a 6 (Figuras 12 a 14), em que 4 foi mantido constante, nota-se que o
aumento de k1 foi determinante para tornar os processos mais distantes, em que valores altos
para este pardmetro levaram a um processo anomalo com ainda mais preferéncia pelo lado
direito. Além disso, no caso 4, no qual o processo foi simulado com o menor valor para ki
percebe-se que o processo andmalo foi quase simétrico, mostrando ainda um atraso em relacao
ao tempo comparado ao processo classico. Esta observagao pode ser exemplificada na Figura

12, na qual as curvas de =1000 (anomalo) e =200 (classico) quase se sobrepuseram.
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6 CONCLUSAO

O presente Trabalho de Conclusao de Curso teve por objetivo fazer uma revisao sobre
o fendmeno de difusdo andmala em sistemas de engenharia. Neste sentido, uma comparagao
foi feita com o processo classico de difusdo em que foram apresentadas as técnicas de
abordagem utilizadas na literatura para a resolucao do processo anomalo e um foco especial foi
dado ao modelo proposto por BEVILACQUA et al. (2011a, 2011Db).

Assim, foi feito o desenvolvimento matematico do modelo destes pesquisadores para
um processo de difusdo simétrica com retenc¢ao de particulas e assimétrica sem reten¢ao. Em
seguida estes modelos foram simulados utilizando o Método das Linhas. Em linhas gerais, foi
possivel observar que a metodologia considerada foi capaz de obter resultados que estdo em
concordancia com os reportados por SILVA (2016).

No modelo simétrico, observou-se que quanto maior o valor do parametro £, maior ¢
numero de particulas que se difundem e o modelo de difusdo andmala se aproxima do modelo
de difusdo classico. Em relagdo a influéncia do pardmetro k4, observou-se que o seu aumento
implica em um maior distanciamento entre os dois processos, em que o processo andmalo €
mais lento comparado ao cléssico.

Quanto a difusdo assimétrica, o aumento em modulo do pardmetro 4, ou seja, mais
proximo de 1 ou -1, resultou em maiores diferengas entre os modelos andmalo e classico e
quando préximo de zero, os processos se aproximaram. Para o parametro ki, foi constatado que
seu aumento levou a um processo anomalo com ainda mais preferéncia para um dos lados,
esquerda ou direito, a depender do sinal de 4.

Por fim, ressalta-se que o estudo da difusdo anomala ¢ relativamente novo e requer
muito esfor¢o da comunidade cientifica para um melhor entendimento deste fenomeno, ja que
sdo varias as questdes que ainda estdo em aberto. Neste contexto, sugere-se em trabalhos futuros
abordar este tema em um estudo multidimensional ou envolvendo fluxos cruzados, a fim de
ampliar o conhecimento acerca deste assunto tdo contemporadneo e com potencial para

importantes descobertas.
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