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PINZON, L. A. P. Estudo da Estabilidade de um Modelo da Dinamica do HIV com Parametros
Intervalares dependendo do Tratamento Antirretroviral. 2023. 80 p. Dissertacao de Mestrado,
Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

O objetivo do trabalho é o de analisar a estabilidade de um modelo microscépico para a dinamica
do Human Immunodeficiency Virus (HIV) com tratamento antirretroviral e dois parametros
intervalares. No modelo sao consideradas as seguintes variaveis: as células dos linfocitos T
CD4+ infectadas e nao infectadas, o virus livre e as células linfécitos T citotoxicas CD8-+
(CTL). O tratamento antirretroviral influencia diretamente a taxa de infec¢ao do linfécito T
CD4+ pelo virus (f) e a taxa de reproducao do virus (k). Nesta abordagem a estabilidade é
analisada via aritmética intervalar restrita. Inicialmente, o estudo da estabilidade é realizado
considerando 3 como parametro intervalar e é reescrito como fungao de 6;, 0 < 6, < 1. Na
literatura sao determinados os intervalos de variacao de 3 e de k quando a terapia antirretroviral
é considerada. O estudo da estabilidade do sistema para [ intervalar foi realizado com o valor
de k sendo o ponto médio do intervalo [0.0625,0.2]. Os critérios utilizados para a andlise da
estabilidade sao os de Routh-Hurwitz e os sinais dos autovalores do polinomio caracteristico
dependendo da variacao de . Posteriormente, é estudada a ampliacao dos valores de k, a
partir do ponto médio, considerando este parametro intervalar em funcao de 6y, 0 < 65 < 1.
Para a anélise do fenomeno biolégico com tratamento antirretroviral foi construido um Sistema
Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) com as varidveis de entrada sendo a adesao ao tratamento
pelos individuos HIV soropositivos e a poténcia do medicamento administrado ao individuo.
As variaveis de saida do SBRF sao 6; e 65, que determinam as taxas de infeccao do linfécito
T CD4+ pelo virus e a de reprodugao do virus, respectivamente. Os resultados obtidos sao
compativeis com as informagoes da literatura quando os individuos HIV soropositivos recebem

tratamento antirretroviral.

Palavras-chave: Conjuntos Fuzzy, Sistemas Baseados em Regras Fuzzy, Estabilidade, Intervalos

Restritos, Aritmética Intervalar.



PINZON L. A. H. Study of an HIV Dynamics Model Stability with Interval Parameters De-
pending on Antiretroviral Treatment. 2023. 80 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The aim of this work is to analyze the stability of a microscopic model for the dynamics of Hu-
man Immunodeficiency Virus (HIV) with antiretroviral treatment and two interval parameters.
The model considers the following variables: infected and uninfected CD4+ T lymphocytes,
free virus and CD8+ cytotoxic T lymphocytes (CTL). Antiretroviral treatment directly influ-
ences the infection rate of CD4+ T lymphocytes by the virus (8) and the reproduction rate
of virus (k). In this approach, stability is analyzed via restricted interval arithmetic. Initially,
the stability study is carried out considering  as an interval parameter and is rewritten as a
function of #;, 0 < 6; < 1. In the literature, the variation intervals of 5 and k are determined
when antiretroviral therapy is considered. The study of the stability of the system for the g
interval was carried out with the value of k£ being the midpoint of the interval [0.0625,0.2].
The criteria used for the stability analysis are the Routh-Hurwitz criteria and the signs of the
eigenvalues of the characteristic polynomial depending on the variation of 8. Subsequently, the
expansion of the values of k is studied, starting from the midpoint, considering this interval
parameter as a function of 6y, 0 < 6y < 1. For the analysis of the biological phenomenon
with antiretroviral treatment, a Fuzzy Rule-Based System (FRBS) was constructed with the
input variables being adherence to treatment by HIV-seropositive individuals and the potency
of the drug administered to the individual. The FRBS output variables are #; and 65, which
determine the infection rate of CD4+ T lymphocyte by the virus and reproduction rate of
virus, respectively. The results obtained are consistent with information in the literature when

HIV-seropositive individuals receive antiretroviral treatment.

Keywords: Fuzzy Sets, Fuzzy Rule-Based System, Stability, Constraint Interval, Interval Arith-

metic.
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Introducao

A histéria da humanidade é marcada por grandes epidemias e pandemias, que afetam as so-
ciedades em periodos variados. A pandemia do Human Immunodeficiency Virus (HIV) foi
detectada na década de 80, quando alguns médicos americanos comegaram a observar que
haviam grupos de pacientes com doengas pouco comuns. Em 1981 os primeiros casos foram
diagnosticados em New York e na Califérnia, mas foi denominada Acquired Immunodeficiency
Syndrome (AIDS) somente um ano depois (REDACCION NATIONAL GEOGRAPHIC, 2023).
Segundo [UNAIDS) (2022)), nos ultimos dois anos e meio, as pandemias de AIDS e de COVID-
19, juntamente com outras crises econoémicas e humanitarias, colocou a resposta global ao
HIV sob ameaga crescente. O progresso global de combate dos casos de HIV esta diminuindo
em vez de acelerar: os ultimos dados coletados pelo Programa Conjunto das Nagoes Unidas
sobre HIV/AIDS (UNAIDS) mostram que, apesar das novas infecgoes pelo HIV terem caido
globalmente em 2021, a queda foi de apenas 3,6% em relacao a 2020, a menor reducao anual
desde 2016. Todos os dias, quatro mil pessoas, dentre elas, 1,1 mil jovens de 15 a 24 anos, sao
infectadas pelo HIV. Se as tendéncias atuais continuarem, 1,2 milhao de pessoas estarao infec-
tadas pelo HIV até 2025, trés vezes maior do que a meta, que era de 370 mil novas infecgoes.
Acredita-se que é necesséario intensificar uma campanha global contra o HIV.

O HIV é um retrovirus que ataca o sistema imunolégico do individuo infectado e é classifi-
cado na subfamilia dos Lentiviridae. O sistema imunolégico é a defesa natural do nosso corpo
contra micro-organismos infecciosos, como bactérias, virus e fungos capazes de invadir nosso
corpo. Segundo o Ministério da Satude do Brasil (2022), o HIV ataca o sistema imunolégico,
responsavel por defender o organismo de doengas. As células mais atingidas sao os linfécitos
T CD4+, pois o virus altera o Deozyribonucleic Acid (DNA) dessa célula e posteriormente faz
copias de si mesmo. Depois de se multiplicar, rompe os linfécitos em busca de outras células
para continuar a infeccao. Um individuo HIV soropositivo nao necessariamente evoluem para
sintomaticos. Ha muitas pessoas HIV soropositivos que vivem anos sem apresentar sintomas e
sem desenvolver a doenca. No entanto, podem transmitir o virus a outras pessoas pelas relagoes
sexuais desprotegidas, compartilhamento de seringas contaminadas ou de mae para filho du-
rante a gravidez e a amamentagao, quando nao tomam as devidas medidas de prevencao. Os
virus da subfamilia dos Lentiviridae compartilham algumas propriedades comuns: periodo de
incubacao prolongado antes do surgimento dos sintomas da doenca, infeccao das células do
sangue e do sistema nervoso e supressao do sistema imune.

Segundo o |[Ministério da Satude do Brasil| (2017)), as manifesta¢oes do HIV sem tratamento

antirretroviral, podem ser divididas em trés fases:



e [nfeccao na fase aguda (de 0 a 4 semanas): Eo tempo entre a infeccao e o surgimento dos
primeiros sinais e sintomas da doenca. Nesse periodo, o individuo pode apresentar hiper-
termia (febre), sudorese (suor), cefaleia (dor de cabega), fadiga (cansaco), faringite (dor
de garganta), exantemas (manchas vermelhas no corpo), ganglios linfiticos aumentados

e um leve prurido (coceira).

e Fuase assintomdtica ou de laténcia clinica: Ocorre apds a fase aguda, e geralmente nao
apresenta sinais e sintomas, embora o HIV esteja se multiplicando no organismo. A

duragao dessa fase é em média de 8 a 10 anos, podendo variar de individuo para individuo.

e AIDS: Na fase sintomatica da infeccao, o individuo comega a ter sinais e sintomas de
doencas que sao secundarias devido ao enfraquecimento do sistema imunolégico. Esses
sinais e sintomas variam de acordo com o agente causador da infeccao oportunista e
podem incluir fadiga ndo habitual, perda de peso, suor noturno, inapeténcia (falta de

apetite), diarreia, alopecia (queda de cabelo), xerodermia (pele seca), entre outros.
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Figura 1: Histéria Natural do HIV (JAFELICE, 2003).

Em 1996, em Vancouver, pesquisadores da 11# Conferéncia Internacional de AIDS introdu-
ziram o conceito de Highly Active Antiretroviral Therapy (HAART). Este regime requer que as
pessoas com HIV tomem uma combinacao de pelo menos trés medicamentos diariamente. Em
1997, a HAART, comumente conhecida como terapia antirretroviral, tornou-se o novo padrao
de tratamento. Entre 1996 e 1997, as mortes por HIV cairam 47% nos Estados Unidos, princi-
palmente como resultado do HAART (NALL et al. [2022).

Até agora, os esforcos para prevenir a transmissao da AIDS concentravam-se na educagao
sexual e no uso de preservativos. Além disso, uma vez que o individuo é infectado, a esperanca
sO poderia ser colocada nos antirretrovirais, que reduzem a taxa de reproducao do HIV no
corpo. Compreender o comportamento do virus dentro do individuo é essencial para conseguir
gerar um tratamento efetivo contra o virus do HIV. Para entender o comportamento do virus

é importante ressaltar que:



e Os virus nao tém mecanismos para se reproduzir, entao o HIV usa linfécitos T CD4+

para realizar esse processo.

e HIV é um retrovirus com Ribonucleic Acid(RNA). Trés proteinas do virus sao importantes
para o processo de replicacao: Transcriptase Reversa, Integrase e Protease como pode ser

visto na Figura [2|

e Especificamente, o HIV ataca os linfécitos T CD4+, um tipo de célula que faz parte
do sistema imunolégico e é fundamental no combate de infecgoes causadas por agentes

externos.
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Figura 2: Ciclo de vida do HIV (PFITSCHER; SPRINZ; LARENTIS, [2014)).

O tratamento antirretroviral funciona através da inibicao das trés proteinas do virus, le-
vando a uma melhoria substancial dos individuos HIV soropositivos. Os inibidores evitam que
particulas de virus livres infectem linfécitos T CD4+ e atrasem a replicagao viral, permitindo
que o organismo reaja naturalmente. Esses medicamentos devem ser usadas em combinacao,
pois o virus sofre mutacgoes facilmente, criando novas cepas que geralmente sao resistentes aos
medicamentos. A busca por uma vacina contra o HIV comecou logo depois que os cientistas
isolaram o virus e confirmaram que este causava a AIDS, em 1984 (NALL et al., [2022). As
pesquisas continuam na busca pela vacina. Em marco de 2020, um marco no estudo da epide-
mia de HIV conseguiu curar um paciente que, apos 30 meses sem tratamento, nao apresentava
sinais do virus em seu organismo (REDACCI()N NATIONAL GEOGRAPHIC, 2020). A mo-
delagem matematica de doengas, em geral, sao complexas e sao realizadas através de sistemas
de equagoes diferenciais. Os parametros destes sistemas, apresentam muitas incertezas. Neste
estudo, estas incertezas sao modeladas através de intervalos e de conjuntos fuzzy.

Segundo [LEAL (2015), a anédlise intervalar tem se tornado campo ativo de pesquisa e
aplicagao, e essa, por sua vez, trata-se de um contexto matematico relativamente novo, no
impeto dos primeiros trabalhos que surgiram em 1959. Mais precisamente, a aritmética inter-
valar fundamentou-se na publicagao de YOUNG (1931)), jé o conceito de fungao intervalar, que
¢ um ramo da andlise intervalar, pode ser encontrada no artigo de BURKILL (1924), sendo o
primeiro artigo em analise intervalar. Contudo, a aritmética intervalar foi amplamente estudada
e bem desenvolvida, pela primeira vez, em 1956, com a publicacao do matematico Polonés M.
Warmus (WARMUS| |1956). Em SUNAGA| (1958)), também apresentou, independentemente,
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uma publicacao neste ambito. Essas publicagoes sao consideradas como as duas primeiras pu-
blicacoes sobre aritmética intervalar. Além disso, um terceiro desenvolvimento independente
da aritmética intervalar foi proposta por R. E. Moore, em 1959 (MOORE; YANG, (1959).
Foi Moore e seus colaboradores quem desenvolveram a area de andlise intervalar (MOORE]
1966; MOORE] [1969; MOORE, [1979; MOORE;, [1985). A aritmética intervalar, desenvolvida
por MOORE (1966), é denominada como aritmética intervalar padrao. Um desenvolvimento
histérico da aritmética intervalar pode ser encontrado em HANSEN (2001)) e, mais atualmente,
em|LODWICK] (2007). A Aritmética Intervalar Padrao (SIA) considera todas as estimagoes das
variaveis como sendo independentes, além disso, a simples no¢do A — A =1[0,0le A + A =1,
onde o elemento nulo nao pertenece ao intervalo A, sao propriedades desejaveis e que nao sao sa-
tisfeitas. [LODWICK] (1999) prop6s uma nova abordagem para intervalos, chamada Aritmética
Intervalar Restrita (CIA). Essa aritmética considera todas as possiveis variacoes dentro de um
intervalo e redefine o intervalo como uma funcao linear de valor real a varidvel. Além disso, a
aritmética intervalar restrita possui um inverso aditivo, multiplicativo, e satisfaz as leis distribu-
tivas. Alguns desenvolvimentos teéricos foram obtidas utilizando aritmética intervalar restrita
e equagoes diferenciais ordinarias. Em [MIZUKOSHI e LODWICK] (2021) foram estudados au-
tovalores intervalares e a teoria de estabilidade de equacgoes diferenciais lineares intervalares;
no trabalho CECCONELLO, MIZUKOSHI e LODWICK] (2021) a teoria intervalar restrita é
aplicada em um modelo Suscetivel-Infectado-Recuperado (SIR), para o estudo da COVID; em
MIZUKOSHI, JACQUEMARD e LODWICK] (2020) é abordada a classificagdo de singulari-
dades hiperbdlicas para equacoes diferenciais lineares intervalares tridimensionais como uma
aplicacao de autovalores intervalares usando CIA. Esta tltima pesquisa inspirou a utilizacao
da CIA no desenvolvimento deste estudo.

Outra abordagem matematica utilizada neste trabalho para tratar a incerteza é a teoria
dos conjuntos fuzzy originada com uma publicacao de [ZADEH) (1965). Esta teoria gradua no
intervalo [0,1] a pertinéncia de certo elemento no conjunto. A formula¢do matematica fuzzy
se diferencia da probabilidade, pois, a probabilidade de um evento esta relacionada a sua
ocorréncia enquanto a pertinéncia relaciona-se com a identificagdo do mesmo. Em um experi-
mento aleatorio, a incerteza termina a partir do momento em que o evento ocorreu. No caso
fuzzy, a incerteza persiste. Por exemplo, no caso probabilistico, apds jogar uma moeda, nao
existe mais duvidas sobre o resultado obtido: cara ou coroa. No caso fuzzy, pode haver divida
na identificacao da face da moeda (BARROS; BASSANEZI, 2015). As primeiras aplicagoes
desta teoria em Biomatemadtica foram em diagndstico médico (SANCHEZ; BARTOLIN] (1990)
e (SANCHEZ, (1997), Atualmente, a teoria dos conjuntos fuzzy tem sido muito utilizada em
todas as areas do conhecimento, sendo uma metodologia consolidada na pesquisa cientifica.

E relevante ressaltar que a motivacao do estudo da estabilidade do sistema de equacoes
diferenciais surge devido ao observado nos comportamentos computacionais das células do
automato celular JAFELICE et al.|(2009). Neste trabalho é construido um automato celular
baseado no sistema de equagoes diferenciais apresentado em NOWAK e BANGHAM  (1996),
onde vivem artificialmente as células linfécito T CD4+ nao infectadas e infectadas, o virus
livre e as células linfécito T citotéxicos T CD8+ (CTL). O tratamento com antirretroviral é

considerado dependendo da adesao ao tratamento dos individuos e a poténcia do medicamento



(YING et all 2006). Segundo a Organizacao Mundial da Saiude (OMS), adesao ao tratamento
significa “a medida com que o comportamento de um individuo corresponde as recomendacoes
de um profissional da saide”. Muitos testes computacionais foram realizados para determinar
os parametros compativeis com as informagcoes da literatura com relacao a dinamica do HIV.
Observou-se que os parametros encontrados geraram comportamentos computacionais estaveis.

O objetivo do trabalho é analisar a estabilidade de um modelo microscopico para a dinamica
do HIV com tratamento antirretroviral. No modelo as varidveis consideradas sao as células do
linfécito T CD4+ infectadas e nao infectadas, o virus livre e as células linfocitos T citotoxicos
CD8+ (CTL). O linfécito T CD4+ ¢ a principal célula que o virus ataca ao entrar na corrente
sanguinea. Como foi mencionado anteriormente, o tratamento antirretroviral inibe a infeccao de
células do linfécito T CD4+ pelo virus e diminui a reproducao do mesmo. Assim, os parametros
do sistema que sao utilizados para representar estes comportamentos do virus sao incertos. As-
sumindo que estes parametros sao intervalos utiliza-se CIA para o estudo da estabilidade do
sistema através do Critério de Routh-Hurwitz. Posteriormente, estes parametros sao determi-
nados combinando CIA e a teoria dos conjuntos fuzzy, levando em consideracao aspectos da
terapia antirretroviral dos individuos HIV soropositivos.

No Capitulo 1, sao apresentados alguns conceitos basicos referentes a estabilidade de siste-
mas dinamicos autonomos, bem como algumas ferramentas matematicas que sao usadas pos-
teriormente para determinar a estabilidade do modelo em estudo.

No Capitulo 2, sao introduzidas algumas defini¢oes e conceitos basicos da aritmética inter-
valar e da teoria de conjuntos fuzzy.

No Capitulo 3, é apresentado o modelo classico da dinamica do HIV sendo os parametros
escalares apresentados na literatura e os individuos nao recebem terapia antirretroviral. Neste
trabalho, o mesmo é estudado no que se refere as condigoes que permitam satisfazer as condigoes
de estabilidade introduzidas no Capitulo 1.

No Capitulo 4, com o intuito de estudar a estabilidade do sistema quando o individuo é
submetido a tratamento antirretroviral, sao obtidos e definidos os parametros segundo a litera-
tura existente. Nesta abordagem utiliza-se a aritmética intervalar restritiva como ferramenta
matematica para o estudo da estabilidade e portanto sao introduzidos um primeiro modelo com
um parametro intervalar e posteriormente o segundo com dois parametros intervalares, obtendo
assim condigoes suficientes para assegurar a estabilidade no modelo em ambos os casos.

No Capitulo 5, no intuito de avaliar a compatibilidade do modelo com o fenomeno biolégico
é gerado um sistema baseado em regras fuzzy, no qual as varidveis de entrada sao adesao ao
tratamento antirretroviral e a poténcia do medicamento; e as duas variaveis de saida do sistema
variam no intervalo [0, 1]. Como a taxa de infecgao das células do linfécito T CD4+ pelo virus e
a taxa de reproducao do virus sao fungoes de uma variavel, as saidas do sistema sao as variaveis
independentes de cada uma destas taxas.

Finalmente, no Capitulo 6 as consideragoes finais deste trabalho sao apresentadas.

Laura Alejandra Herrera Pinzén
Uberlandia-MG@G, 27 de Julho de 2023.



Capitulo 1

Estabilidade de Sistemas Dinamicos

Autonomos

Segundo LUENBERGER); (1979) define-se dindmico como um termo que envolve fenémenos que
produzem padroes que mudam com o tempo. Existem muitos fenomenos observados em nosso
cotidiano ou em pesquisas cientificas que possuem aspectos dinamicos importantes. Exemplos
especificos podem ser encontrados na fisica, em ambientes sociais e comportamentais ou mesmo

em processos biologicos ou da vida.

1.1 Sistema Dinamico

Muitos sistemas dinamicos podem ser compreendidos e analisados intuitivamente, sem recorrer
a matematica e sem o desenvolvimento de uma teoria geral da dinamica. No entanto, para
abordar situacoes complexas desconhecidas de forma eficiente, é necessario proceder sistemati-
camente. A matematica permite sintetizar a linguagem e estrutura conceitual. Dessa forma, o
termo dinamica logo assume um significado duplo. E, primeiro, como afirmado anteriormente,
um termo para o fenomeno evolutivo do tempo no mundo ao nosso redor e, segundo, ¢ um termo
para aquela parte da ciéncia matematica que é usada para a representacao e analise de tais
fenomenos. No sentido mais amplo, o termo se refere simultaneamente a ambos os aspectos: o
real, o abstrato e a interacao entre os dois (LUENBERGER], 1979).

Embora existam intimeros exemplos de situacoes dinamicas interessantes que surgem em
multiplas areas, a quantidade de modelos representados matematicamente é relativamente pe-
queno. Mais comumente, os sistemas dinamicos sao representados matematicamente em ter-
mos de equacoes diferenciais ou de diferencas. De fato, tanto é assim que, em termos de
conteido matematico, pelo menos o estudo elementar da dinamica é quase sinonimo de teoria
das equacgoes diferenciais e de diferencas. Sao essas equagoes que fornecem a estrutura para
representar as conexoes existentes entre as variaveis. O uso de equagoes diferenciais ou de di-
ferencas para representar o comportamento dinamico corresponde, como ocorrendo em tempo
continuo ou discreto, respectivamente.

O tempo continuo corresponde a nossa concepgao usual, em que o tempo é considerado uma

variavel continua. Um valor arbitrario desse tempo continuo geralmente ¢é indicado pela letra t.



O comportamento dinamico visto em tempo continuo é geralmente descrito por equagoes dife-
renciais, que relacionam as derivadas de uma variavel dinamica ao seu valor atual. O tempo
discreto consiste em uma sequéncia ordenada de pontos. Em termos de aplicacoes, é conveniente
introduzir esse tipo de tempo quando os eventos e consequéncias ocorrem ou sao contabilizados
apenas em periodos de tempo discretos, como diario, mensal ou anual.

O termo sistema, aplicado a andlise geral, originou-se como um reconhecimento de que a
investigacao significativa de um fenémeno particular muitas vezes s6 pode ser alcancada pela
contabilizacao explicita de seu ambiente. As varidveis particulares de interesse provavelmente
representam apenas um componente de um complexo, consistindo talvez de varios outros com-
ponentes. A andlise da média deve considerar todo o sistema e as relagoes existentes entre seus
componentes.

Consequentemente, é provavel que os modelos matemaéaticos envolvam sistemas com um
grande numero de variaveis na descricao de tais fenomenos como sistemas multivariaveis. Al-
guns exemplos que ilustram a difusao e a importancia dos fenémenos que dependem de mais de
uma variavel independente surgem em consideracao aos padroes de migracao da populacao entre
varias areas geograficas, a interacao simultanea de varios individuos em um sistema economico
ou aos varios grupos etarios em um sistema economico.

Nas proximas segoes, alguns conceitos sobre a estabilidade de sistemas autonomos sao apre-

sentados.

1.2 Sistemas Autonomos Lineares: Estudo Qualitativo

no Plano

Dado o sistema

d

= =f(@.y), .
dy ’
- =g(x,y).

que ¢é denominado sistema autonomo, se f e g nao dependem explicitamente da varidvel inde-
pendente ¢ (tempo). As solugoes (z(t),y(t)) sdo curvas parametrizadas no plano de fase (x,y)
denominadas drbitas. As condigoes iniciais sao denotadas por x(0) = zy e y(0) = yo.

O sentido geométrico do sistema é o seguinte: (f(z,y),g(z,y)) é um campo vetorial no
plano. Sejam f, g : R?> — R funcoes de classe C! definidas em todo o plano, e as érbitas sao

as curvas integrais desse campo, isto €, as curvas que em cada ponto sao tangentes ao campo.

1.2.1 Pontos de Equilibrio ou Singularidades

Definigao 1.1. O ponto (z,y) € ponto de equilibrio ou singularidade de se

(1.2)



Os pontos nao singulares sao chamados requlares.

Defini¢ao 1.2. Um ponto de equilibrio (z,y) € estdvel, se dado € > 0, 3 6 > 0 tal que para
todo t > 07 H(I(t),y(t)) - (J_:vg)H < €, sempre que ||('r07y0) - (j7g)|‘ <.

Defini¢ao 1.3. Um ponto de equilibrio (Z,y) € assintoticamente estavel se for estdvel e se
3 1 >0 tal que
lim |[(z(),y(t)) — (z,9)|] = 0,

t— 00

sempre que |[(xo,y0) — (2,9)|] <n.

Observacao 1.1. Essa definicao simplesmente diz que orbitas ~comecando perto”de (Z,7) per-

manecem perto, e de fato convergem para o ponto de equilibrio.

1.3 Sistemas Lineares Autonomos Bidimensionais

No sistema (|1.1)) considere
f(z,y) = ax + by,
g(x,y) = cx + dy.

Assim, o sistema de equacgoes diferenciais pode ser reescritos como segue:

X = AX,

em que A = (a Z), X = (3:) com det(A) # 0. Seja p(\) = A — (a + d)\ + (ad — bc) o
¢ )

polinémio caracteristico de A. Sejam \; e Ay autovalores de A, isto é, p(A) = 0 (HALE] 1980).

Para este caso linear, o unico ponto de equilibrio é (0,0), tal ponto é denominado de né.
Caso 1: Para autovalores \q, Ay reais e distintos.

(a) N6 assintoticamente estavel: Se \y < A\; < 0. Dados vy, vy autovetores associa-

dos a A1 e \o, respectivamente, a solucao geral é:

z(t) = creMvy + cpe?uy.

Se ¢; = 0 (respectivamente ¢y, = 0) entao a érbita tende a zero seguindo a diregao
de vy (respectivamente v;). Quando ambos sao nao nulos, todas as solugdes se apro-

ximam de zero quando t — oco. Veja Figura (1.3



Figura 1.1: N6 assintoticamente estavel.

As retas L, e Ly contém os autovetores v; e vy, respectivamente. A origem é estavel

e ¢ chamada né assintoticamente estavel.

(b) N6 Instavel: Se 0 < Ay < A; a origem é um né instavel. Este caso é semelhante
ao anterior, bastando inverter as flechas e mudar as linhas de tangéncia das curvas.
Veja Figura [I.2]

Figura 1.2: N6 instavel.

(c) Ponto de Sela: No caso em que Ay < 0 < A; a origem ¢ um ponto de sela. As

orbitas que ficam em Ly se aproximam de zero quando ¢ — oo e as que ficam em



Ly aproximam de zero quando t — —oo. As outras dérbitas sao nao limitadas. A

solucao nula é instavel. Veja Figura [1.3]

Figura 1.3: Ponto de Sela.

Caso 2: Autovalores Complexos Conjugados:
M=a+ bt e \a=a—[i, com [#0.
Sejam w e w autovetores associados w = u + v onde u e v sao vetores reais.

eMw = e [cos (Bt) + isen (Bt)] (u + iv)
= e [ucos (Bt) — vsen (St)] + ie* [v cos (Bt) + usen (Bt)] .

Entao,
x(t) = cre™ [ucos (Bt) — vsen (St)] + c2e® [v cos (Bt) + usen (8t)]

Tomando ¢; = pcos(—w) e ca = psen(—w).

Assim,

x(t) = pe [(cos (w) cos (Bt) — sen (w) sen (Bt))u — (cos (w) sen (Bt) + sen (w) cos (Bt))v]
= pe®" [cos (Bt + w)u — sen (Bt + w)v],

p > 0, w constante arbitraria.
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(a) Centro: Se a = 0 entao a solugao sao circulos em torno de (0,0). Veja Figura

Lo

Y e

Figura 1.4: Centro.

(b) Foco Estavel: Se a < 0. As érbitas tendem a (0,0) quando t — oo. Veja a
Figura|1.5(a).
(c) Foco Instavel: Se a > 0. As drbitas tendem a (0,0) quando ¢ — —oo. Veja a

Figura [L.5(b).

Figura 1.5: Foco estével e instavel.

Caso 3: Autovalores reais e iguais.

(a) N6 Impréprio: A} = Ay < 0 e existem dois autovalores L.i. associados a A\ = As..
Veja a Figura[L.6(a). A solugao geral é:

z(t) = M (crvy + cons).
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No caso Ay = Ay > 0 é semelhante, bastando inverter as flechas. Veja a Figura

[L.6(b).

(a) (b)

Figura 1.6: Nés Improprios.

(b) N6 Impréprio Estavel: \; = A\ < 0 mas nao é possivel determinar 2 autovetores

A

li. associados a ;. Assim, as solucoes l.i. sdo e*fv e teMtv + eMtw, em que w é um

vetor Li. a v. Veja Figura [1.7(a)

(¢) N6 Impréprio Instavel: No caso A\; = Ay > 0 é semelhante, bastando inverter as
flechas. Veja Figura [L.7(b).

Figura 1.7: Nés estavel e instavel.
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1.4 Sistemas Autonomos Quase Lineares

Considere o sistema auténomo (BASSANEZIL; FERREIRA JR, |1988))

dx

T :F<I7y)7

W _G(ay) |
at oY)

Seja (Z,y) um ponto de equilibrio isolado do sistema, assim,
F<j7g) =0, G<i7g) =0,

e existe € > 0 tal que F'(x,y) # 0, G(z,y) # 0 para todo par (x,y) # (Z,9), ||(z,y)—(Z,7)|| <e.
Sabe-se que x(t) = 7, y(t) = y é uma solugao constante de ([1.3). Analisando o comportamento
das trajetérias nas vizinhangas do ponto do equilibrio é possivel, sem perda da generalidade,
considerar T =0 e y = 0 (No caso T # 0 e y # 0 substitua x =z +u, y = y + v). Considere as
fungdes F(z,y) e G(z,y) continuas com derivadas de primeira ordem também continuas numa
vizinhanca de (0,0), do sistema e usando a féormula de Taylor obtém-se:

dx oF oF
— =F(2,y) = F(0,0) + 25—(0,0) + ya—y(o, 0) + Fi(z,y),
dy B oG oG

em que, F'(0,0) =G(0,0)=0¢e

lim Fl(xuy) — lim Gl(xmy)

r<—~0 r r<—0 r

=0, (1.4)

com r = y/x? + y? (distancia do ponto (x,y) a origem).
Isto nos sugere que o comportamento das 6rbitas numa vizinhanga do ponto de equilibrio (0, 0)

seja determinado pelo sistema linearizado:

d
d_:tE :Fm(ov O)I + Fy<07 O)yv
d
d—g —=G.,(0,0)z + G,(0,0)y.

De uma maneira geral, um sistema autonomo é dito quase linear, se for da forma:

d
d—f =ax + by + Fi(z,y),

d

Y —cr + dy + G (x,y),

dt

em que Fi(x,y) e Gy(z,y) satisfazem a propriedade (|1.4). Note que se as fungdes F(x,y) e
G(z,y) do sistema ([1.3) s@o continuas e tiverem derivadas parciais primeiras continuas numa

vizinhanga do ponto de equilibrio isolado (0, 0), entdo o sistema (|1.3|) serd quase linear.
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Para o caso geral de um campo f(z) em R™, onde 0 é ponto de equilibrio, podemos escrever
f(x) = Az + G(x),

onde A;; = ‘gg;’_ (0) e G(z) = o(|x|), isto é,

G(z)

||

— 0 quando |z| — 0.

O campo f(z) pode ser considerado como um campo linear perturbado por termos de ordem

superior.

Teorema 1.1 (Teorema de Linearizacao de Liapunov-Poincaré). Seja f(x) um campo conti-

nuamente diferencidvel em uma vizinhanca da origem onde podemos escrever
f(z) = Az + G(x)
onde % — 0 quando |z| — 0 (BASSANEZI; FERREIRA JR), |1988).

(1) Se a parte real dos autovalores de A forem negativos (Re(\) < 0) entdo o ponto x = 0

serd assintoticamente estdavel para o campo f(x).

(2) Se a matriz A tiver pelo menos um de seus autovalores A tal que Re{\} > 0 entdao o

sistema serd instdvel.

(8) Se todos os autovalores A de A forem tais que Re{\} > 0, o ponto critico é repulsor,
isto €, existe uma vizinhanga V' com centro na origem, tal que se x(t) for uma drbita ndo

nula, ezistird ty, e para t >ty temos que x(t) ¢ V.

Considere sistemas de equagoes diferenciais nao lineares definidos da seguinte forma:

dxq(t)

dt = f1<l'1(t),1:2(t)7 ;xn(t>)
dxo(t) - . T

dt = [2(@1(t), 22(1), ..., wn(t)) (1.5)
dx,(t)

7 = fn(l‘l(t),1‘2<t), 7xn(t))

2(t) = f(x(t)). (1.6)

Note que as fungoes f;(z1,...,x,), i = 1,...,n em (|1.5)) ndo depende explicitamente do tempo

neste caso, o sistema é denominado autonomo.

A seguir é apresentado um critério que facilitara o estudo da estabilidade e que é de grande

relevancia para o desenvolvimento deste trabalho.
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1.5 Critérios para a Analise da Estabilidade
Definicao 1.4. Seja
p(z) = apx™ + a1x" ...+ ap1T +a,, ag >0, (1.7)

um polindmio arbitrdrio de grau n com coeficientes reais. O polinémio p(z) em € estavel
se todas as raizes tem parte real negativa (PONTRYAGIN, 1962).

Teorema 1.2 (Critério Routh-Hurwitz). Seja
p(z) = apx™ + a1z '+ ...+ ap 1T+ an, ag >0, (1.8)

um polinomio arbitrdrio de grau n com coeficientes reais. Para determinar a estabilidade de

(@, considere a matriz de ordem n

a; az as 0
apg QAo Qg

Q = 0 a; das (19)
0o ... .. Ap—9 Ap

Entao, o polinomio p(x) em (1.8) € estdvel, se e somente se todos os menores principais A(Q)y,
k=1,..,n, de @ sdo positivos (PONTRYAGIN, |1962).
A demonstragao encontra-se em (FUCHS; LEVIN, |1961).

1.5.1 Condigoes de Critério de Routh-Hurwitz para n =4

Para n = 4, seja

p(z) = apr* + a12® + axx® + asx + ay

com ag > 0. Assim,

a; as 0 0
g QAo Q4 0
0 a; as 0

0 apg A Qg

Pelo Critério de Routh-Hurwitz para garantir a estabilidade todos os menores principais A(Q)g,

k=1,2,3,4, de () devem ser positivos, isto €,

A(Q)1 = a1 > 0; (1.10)
AQp =" ™| = aja, — agas > 0; (1.11)
Qo Q2
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ay das 0
A(Q)s = |ag as ay| = as(aras — agas) — aay > 0; (1.12)

0 a; as

ap az 0 O
apg az as O
AQ)y =" 7™ = a,A(Q)s > 0. (1.13)

0 a; das 0

ap QA2 Q4

Observe que de ([1.13)), a;A(Q)s > 0 e de (1.12)) tem-se A(Q)3 > 0, portanto, ay > 0. Dado que
A(Q)3 > 0 e como ay,ay > 0 entdo ajay > 0 assim,

CL3(CL16L2 — CL()CL3> = CL3A(Q)2 > (I%CL;L > 0,

como A(Q)s > 0 segue que az > 0. Dado que por hipdtese ay > 0 tem-se que agaz > 0
implicando que

ajas > agas > 0,

como A(Q); = a; > 0 entdao ay > 0.

Assim, se as seguintes condicoes:

Qp, 41,02, 03,04 > 0
(1.14)
2 2
a1asas — apas — ajas > 0.
sao satisfeitas, entao o polinomio é estavel.
No préximo capitulo sao apresentados alguns conceitos basicos da aritmética intervalar res-
trita e da teoria de conjuntos fuzzy, ferramentas matemaéticas utilizadas na analise de situagoes

que envolvem incertezas.
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Capitulo 2

Aritmética Intervalar e Teoria dos

Conjuntos Fuzzy

Os conceitos revisitados neste capitulo fornecem uma base para o estudo da Aritmética Interva-
lar Restrita e da Teoria de Conjuntos Fuzzy. Com a finalidade de compreender estas teorias, sao
apresentados alguns exemplos simples, mas que podem favorecer o entendimento de problemas

mais complexos.

2.1 Teoria Intervalar

Nesta secao, sao apresentados alguns conceitos da aritmética intervalar. Primeiramente, é
introduzida a aritmética intervalar padrao proposta por MOORE| (1966), posteriormente é
apresentada a aritmética intervalar restrita (LODWICK] [1999)) a qual fornece as ferramentas
algébricas utilizadas nesta pesquisa.

Considere

I(R) = {o conjunto de intervalos fechados e limitados da reta real}. (2.1)

2.1.1 Aritmética Intervalar Padrao

Segundo BARROS e BASSANEZI (2015)) considere A um ntmero real e; [z] e [y] intervalos

fechados tais que:
[z] = [z, 7] ely] = [y, §] que pertencem a I(R).
Definicao 2.1. As operacoes podem ser definidas como:

(a) A soma entre [x] e [y] € o intervalo



(¢c) A multiplicacdo de [x] por um escalar A € o intervalo

Az, \z], se A>0
A . [x] pu—
Az, Az], se A <0

(d) A multiplicagao de [x] por y] € o intervalo
[z] - [y] = [min(P), maz(P)],

em que P = [g-g,g-y,f-ﬂ,it-g}.

(e) A divisao de [x] por [y], se 0 & [y, € o intervalo

As operagoes aritméticas para intervalos estendem as respectivas operagoes para nimeros re-
ais. Observe que cada numero real pode ser visto como um intervalo fechado com extremos
iguais. Como é evidenciado em alguns exemplos apresentados posteriormente, a aritmética
intervalar padrao nao possui algumas propriedades algébricas, portanto nao é possivel ter uma
estrutura para espago vectorial intervalar I(R). Assim, LODWICK (1999) procurando definir
uma algebra para o espago intervalar, definiu a nocao de aritmética intervalar, chamada de
aritmética intervalar restrita a qual é detalhada na préxima secao.

2.1.2 Aritmética Intervalar Restrita

Segundo MIZUKOSHI, JACQUEMARD e LODWICK] (2020) é apresentada a seguinte defini¢ao

e também sao definidas as operacoes intervalares restritas.

Definigao 2.2 (Intervalo Restrito). Um intervalo [z, Z] pode ser representado como uma
fungao linear
em que 0 <6 <1.

Definicao 2.3. Sejam
z(6) =z + (T — )01,

y(02) =y + (4 — y)bs,

em que 0 < 61,05 < 1. As operacoes associadas aos intervalos restritos sao
x(el) *y(‘92)7 com * € {+7 ) X7/}70 S 01702 S 1.
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Uma solucao intervalar pode ser obtida calculando o mdximo e minimo da sequinte forma:

min  {z(0;) *y(62)}, max {z(0;)*y(6)}] . (2.2)

0<61,02<1 0<01,62<1

A seguir, alguns exemplos que permitem evidenciar algumas diferencas existentes entre os

dois tipos de aritméticas. Considere [z] = [z,Z] com uma distribui¢ao uniforme associada.
Assim,
E—; T 60 valor esperado de [z],
r—zx /s :
= é a média da largura da incerteza de [z].
Exemplo 2.1. Seja

Calcule [z] [y] + [x] [2] . Suponha que cada uwma das varidveis tem associada uma distribuicdo

uniforme, o resultado do cdlculo com a média €,

—33+—3—5 —9+15
22 22 4 4 2
Este calculo representa encontrar o valor esperado de cada varidvel primeiro e depois fazer

as operacoes. Agora considere essa mesma opera¢ao usando a aritmética de intervalo padrao,

Neste caso, o valor esperado é 2 e a média da larqura da incerteza é 5 (LODWICK; JAMISON,
2018).

Essa representacao carrega a incerteza até o final do calculo e entao encontra o valor esperado
(sem outras informagoes) de . Além de obter um valor esperado mais préximo de nossa
no¢ao intuitiva de qual deveria ser a média esperada, a solugdo de [—3,7] também contém
informacoes sobre o risco modelado pela média da largura.

O calculo da operacao no Exemplo ¢ o seguinte:

f(01,02,03) = (=2 +61)(1 4 62) + (=2 + 61)(—4 + 363)
= 6 - 3‘91 - 292 - 603 + ‘91092 + 30163.

para 0 < 04,0,05 < 1,

min f(91,02,93), max f(91,92,93) = [—2,6] y (25)

0<01,02,03<1 0<61,02,03<1

este representa o intervalo em que o valor esperado ¢ 2 e a média de largura da incerteza ¢é 4
que ¢é obtido por otimizagao global.
O valor esperado (2.5) é o mesmo que (2.4), como é de se esperar. Entretanto, a medida da
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média da largura do (2.5)) é menor. Considere um exemplo mais extremo, mas ingénuo
e simples, em que o excesso do tamanho da incerteza do intervalo parametrizado é zero em

comparagao com um excesso de largura da aritmética de intervalo padrao.

Exemplo 2.2. Seja
2] [y] = [=] [y], (2.6)

em que [z] e [y] estd definido como no Exemplo[2.1]

Usando a aritmética intervalar padrao,

= [—4,—1] +[1,4] (2.7)
[—3,3].

Usando a aritmética intervalar restrita para calcular @, tem-se

(—2 + 91)(1 + 92) — [(—2 + 91)(1 + 92)] = —2—205+ 01 + 010, — [—2 — 20, + 61 + 0192] (2 8)
= 0. '

Os wvalores esperados sao os mesmos, mas o0s calculos aritméticos padrao tem uma largura da
incerteza de 3, enquanto o cdlculo aritmético com o intervalo restrito tem uma largura da in-

certeza de 0 (LODWICK; JAMISON, 2018).

Observe que o espago intervalar I(R) com essas operagoes nao possui a estrutura de espago

vetorial, pois a negacao de A nao ¢é o inverso aditivo de A.

2.2 Teoria de Conjuntos Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida em 1965 por Lotfi Asker Zadeh com a intengao de
tratar matematicamente termos como “em torno de”ou “aproximadamente”. Neste capitulo sao
desenvolvidos alguns topicos basicos da teoria de conjuntos fuzzy com o objetivo de usar esta

ferramenta matemaética na modelagem e andlise de problemas ligadas a fenomenos biolégicos.

2.2.1 Subconjuntos Fuzzy

Na teoria classica de conjuntos, o conceito de pertinéncia a um conjunto tem somente dois
valores verdade, isto é, um elemento pode estar ou nao estar em um conjunto. Assim, se U é o

conjunto universo e A é um subconjunto de U, a func¢ao caracteristica de A é dada por

() 1, sexe A (2.9)
)= ) .
s 0, sex e A
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Portanto, x4 : U — {0,1} é uma funcao tal que xa(z) =1 se z estd em A e xa(x) =0se x
nao estda em A. Entao a funcao caracteristica descreve o conjunto A indicando quais elementos
do conjunto universo U estao no conjunto A.

Em JAFELICE, BARROS e BASSANEZI (2012)) é apresentado o exemplo no qual é considerado
o subconjunto dos niimeros naturais “proximos de 0”. Neste caso, nao sabe-se dizer se um
numero natural estd ou nao efetivamente neste conjunto, por exemplo, nao é possivel definir
objetivamente se o niimero 2 ou o nimero 1000 estao ou nao no conjunto, mas podemos afirmar
razoavelmente que o nimero 2 é mais proximo do 0 que o nimero 1000. Tentando responder
a situacoes em que é evidente que existe um grau de incerteza ¢é introduzida outro tipo de

subconjunto, definido como subconjunto fuzzy. Veja Figura 2.1

Definigao 2.4. Seja U o conjunto universo cldssico, um subconjunto fuzzy A de U € carac-
terizado por uma funcdo pa : U — [0, 1], pré-fitada chamada de func¢do de pertinéncia do
subconjunto fuzzy A. Esta funcao associa a cada elemento x € U um nimero pa(x) entre zero
e um chamado de grau de pertinéncia de x a A.

Pode-se dizer que um subconjunto fuzzy A de U é identificado pelo conjunto (cldssico - que

¢ o grdfico de ) de pares ordenados:

F={(z,pa(z)):x € U}.

Na fungao de pertinéncia os valores pa(z) = 1 e pa(xr) = 0 indicam, respectivamente
a pertinéncia plena e a nao pertinéncia do elemento z ao conjunto A. Observe que na teoria

classica de conjuntos, as fungoes caracteristicas sao casos particulares de fungoes de pertinéncia.

Exemplo 2.3. Considere novamente o subconjunto fuzzy F dos niumeros naturais proximos de

ZEero:

F ={neN:n ¢éprozimo de zero}

Uma possibilidade para a funcao de pertinéncia de F' é

1

pr() =S

Neste caso, pode-se dizer que o nimero 0 pertence a F' com grau de pertinéncia pup(0) = 1,

enquanto 1000 pertence a F' com grau de pertinéncia pp(1000) ~ 1075.
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Figura 2.1: Conjunto fuzzy dos niimeros naturais proximos a zero.

Note que a escolha da funcao pp neste caso foi feita de maneira totalmente arbitraria. Por-
tanto, existem infinitas maneiras de modelar matematicamente o conceito de “numero natural

pequeno”. Uma outra maneira possivel é

n—+1
nt+1°

A escolha dessas fungoes para representar o conjunto fuzzy em questao depende de como

pr(n) =

tais funcoes estao relacionadas com o contexto do problema a ser estudado.

2.2.2 Representacao de Conjuntos Fuzzy

A representacao das funcoes de pertinéncia que caracterizam os subconjuntos fuzzy pode ser
feita na forma tabular, grafica ou analitica. Nesta secao sao apresentados alguns exemplos
extraidos de (JAFELICE; BARROS; BASSANEZI, [2012) com o objetivo de ilustrar cada uma

destas representacoes.

2.2.3 Conjuntos de Dados Discretos

Para conjuntos discretos as fungoes podem ser representadas por tabelas ou listas. A tabela
representando um conjunto fuzzy lista todos os elementos do conjunto com seus respectivos
graus de pertinéncia. Por outro lado, as fungoes de pertinéncia podem ser representadas também
por listas onde o simbolo “/” é usado para associar o elemento do conjunto universo U com
seu grau de pertinéncia ao conjunto fuzzy A. Alem disso, o sinal de “+ 7 nao significa soma,
simplesmente conecta os elementos do grupo. Para ilustrar este caso é apresentado o seguinte

exemplo.
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Exemplo 2.4. Seja A o conjunto dos filhos de um casal. Os filhos deste casal sdo a Poly, o
Luiz, a Janeth e a Enaria. FEste conjunto A é um subconjunto do conjunto universo X dos
membros da familia. Nem todos os filhos do conjunto A sao organizados, logo alguns sao mais
organizados, outros menos organizados, entao os niveis de organiza¢ao estao variando entre

os valores 0 e 1. Para os graus de organizacao dos filhos citados tem-se a representacao na
Tabela 21

Filhos  Grau de Organizagao

Poly 0.7
Luiz 0.8
Janeth 0.3
Enaria 0.9

Tabela 2.1: Filhos e graus de organizacao.

Alternativamente, a Tabela[2.1] pode-se listar os pares relacionando cada elemento com seu

grau de estudo da sequinte forma:

A =0.7/Poly+ 0.8/ Luiz+ 0.3/ Janeth + 0.9/ Enaria.

A forma geral para representar o conjunto fuzzy A quando X é finito tem a forma:

A= pa(z)/x.

2.2.4 Conjuntos de Dados Continuos

Uma outra forma de se representar um conjunto fuzzy é por meio de graficos. No caso da
representacao em duas dimensoes, o eixo vertical representa o grau de pertinéncia no intervalo

[0,1] e o eixo horizontal contém a informacao a ser modelada.

Exemplo 2.5. Um conjunto fuzzy A compativel com o conceito de “jovem”deve no minimo
indicar que, quanto menos idade um individuo tem, mais jovem serd. Sua func¢do de grau de

pertinéncia pa(x) pode ser representada como na Figum
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Figura 2.2: Fungao de pertinéncia de jovens.

Exemplo 2.6. O conjunto fuzzy A dos nimeros reais em torno de 6 pode ser representado

analiticamente da sequinte forma:

r—9, sed <1 <6
pa(z) = 7—m, se6<ax <7
0, caso contrdrio

2.2.5 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy
Sejam A e B subconjuntos classicos de U representado pelas fungoes caracteristicas py e ug,
respectivamente. Os conjuntos

AUB={ze€U:x€ Aoux € B},

ANB={rxeU:x€ Aex € B},

A={zecU:x¢A},

tem respectivamente as fungoes caracteristicas, Va € U,
Xaup(x) = max {xa(z), x5(z)},

XAOB(x) = min {XA(:E)’ XB<37)} )
xa(z) =1— xa(z).

Como os conjuntos fuzzy podem ser caracterizados pelas funcoes de pertinéncia que sao
extensoes de fungoes caracteristicas, pode-se definir uniao, interseccao e complementar de con-

juntos fuzzy, trocando a funcgao caracteristica pela funcao do grau de pertinéncia.

Definicao 2.5 (Operagoes com conjuntos fuzzy). Sejam A e B conjuntos fuzzy, veja Figura
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. As funcoes de pertinéncia que representam os conjuntos fuzzy unido, interseccdo e com-
plementar de conjuntos fuzzy sao dadas Vx € U por,

paus(x) = maz {pa(r), ps(r)},

tang(x) = min{pa(x), pp(2)},
par(w) =1 = pa(z),
respectivamente. Veja as Figura[2.5(a), [2.5(b) e[2.5(c).

0.9 09

0.8 F 0.8

0.7 0.7 |
0.6
o5t

04 F

03 F

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U U

(a) Fungao de pertinéncia g 4. (b) Fungao de pertinéncia pp.

Figura 2.3: Fungoes de pertinéncia.

o 7N\ ' \
2N\ : |
of \ / \
E o \\// \\\ ; 0s K =0
0 ; \ 04 / ‘\:\ 04
[ S/ \\7
(a) Uniao. (b) Interseccao. (¢) Complementar.

Figura 2.4: Operacoes com subconjuntos fuzzy.

Uma das diferencas fundamentais entre as operagoes de conjuntos classicos e de conjuntos
fuzzy é que a interseccao entre um conjunto fuzzy A e seu complementar nem sempre € vazia,

assim como nao é verdade que AU A’ = U. O exemplo a seguir ilustra tais fatos.

Exemplo 2.7. Suponha U o conjunto cldssico de estudantes mulheres de uma turma formado
por Ana, Madrcia, Julia, Camila e Karine. Sejam A e B os conjuntos fuzzy que representam as
estudantes mulheres que sao altas e as que tem o cabelo comprido, respectivamente. A Tabela
ilustra a unido, interseccao e o complementar.
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Estudantes Alta (u4) Cabelo comprido (ug) ftavs  fans  far fanar

Ana 0.8 0.5 0.8 0.5 0.2 0.2
Maércia 0.6 0.3 0.6 0.3 04 04
Julia 1.0 0.8 1.0 0.8 0.0 0.0
Camila 0.5 0.7 0.7 0.5 0.5 0.5
Karine 0.4 1.0 1.0 04 0.6 0.4

Tabela 2.2: Uniao, intersec¢ao e complementar dos conjuntos A e B.

Os wvalores das colunas, exceto as da primeira coluna, indicam os graus com que cada es-
tudante pertence aos conjuntos A, B, AUB, ANB, A" e AN A" respectivamente. Na coluna

ANA, o wvalor 0.3 indica que Ana estd tanto no grupo das meninas altas e nao altas.

2.2.6 Normas Triangulares

As normas triangulares sao generalizacoes dos operadores uniao e interseccao e sao definidas a

seguir.

Definicao 2.6. Uma co-norma triangular também chamada de s-norma € uma operag¢dao

bindria s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes condi¢ies:

Comutatividade: xsy = ysx.

Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz.

Monotonicidade: Se x >y e w > z entao xsw > ysz.

Condigoes de fronteira: xsO = x, xsl = 1.
Claramente, o operador max é uma s-norma.

Exemplo 2.8. Os sequintes, sao exemplos de s-normas:

1. Unigo Padrao: s:[0,1] x [0,1] — [0,1] com zsy = maz(z,y), veja Figura[2.5(a).

2. Soma algébrica: s : [0,1] x [0,1] — [0,1] com zsy = x — y — zy, veja Figura[2.5(b).
3. Soma limitada: s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com zsy = min(1,x+y), veja Figura[2.5(c).
4. Unido Drdstica: s : [0,1] x [0,1] — [0, 1] com

z, sey=>0
xsy =4y, sex=>0 ,  wveja Figural2.5(d).

1, caso contrdrio
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(¢) s-norma ’Soma Limitada’. (d) s-norma 'Unido Dréstica’.

Figura 2.5: Exemplos de s-normas.

Definicao 2.7. Uma norma triangular também chamada de t-norma é wma operagao bindria

t:[0,1] x [0,1] — [0, 1] satisfazendo as sequintes condigoes:

Comutatividade: xty = ytx.

Associatividade: xt(ytz) = (zty)tz.

Monotonicidade: Se x >y e w > z entao xtw > ytz.

Condicoes de fronteira: xt0 =0, xtl = x.

Claramente, o operador min é uma t-norma.

Exemplo 2.9. Os sequintes, sao exemplos de t-normas:

1. Intersec¢ao Padrao: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com zty = maz(z,y), veja Fi-

gura[2.0(a).
2. Produto algébrico: t:[0,1] x [0,1] — [0,1] com xty = v —y — xy, veja Figura[2.6(b).

3. Diferenga limitada: t : [0,1] x [0,1] — [0,1] com aty = min(l,z + y), veja Fi-

gura[2.4(c).
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4. Intersec¢ao Drdstica: t:[0,1] x [0,1] — [0, 1] com

z, sey=1

xty =<y, sex=1 ,  wveja Figural2.6(d).

0, caso contrario

(¢) t-norma ’Diferenga Limitada’. (d) t-norma "Intersec¢do Dréstica’.

Figura 2.6: Exemplos de t-normas.

2.2.7 « -niveis de um Conjunto Fuzzy

Segundo [BARROS e BASSANEZI (2015), [JAFELICE, BARROS e BASSANEZI (2012) e

|INONAN| (]2019[), os a-niveis representam um dos conceitos mais importantes na teoria de

conjuntos fuzzy. A seguir sao apresentados alguns conceitos relevantes para sua compreensao.

Definigao 2.8. Seja A um subconjunto fuzzy de U e « € [0,1]. O a-miwvel de A é o subconjunto
cldssico de U definido por

[A]* ={z € U : pa(z) > a} para 0 < a < 1.

Definigao 2.9. O suporte de um conjunto fuzzy A sao todos os elementos de U que tém grau

de pertinéncia diferente de zero em A e denote-se por supp(A),

supp(A) = {z € U : pa(z) > 0}.
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Definicao 2.10. O nivel zero de um conjunto fuzzy A do universo U, em que U € um espaco

topoldgico, € o fecho topoldgico do suporte de A, isto é€,

[A]° = supp(A).

Exemplo 2.10. Seja U = R o conjunto dos nimeros reais, e A um subconjunto fuzzy de R

com a sequinte funcdo de pertinéncia:

(g, se 0<x<5h
pa(r) = —£4+3, se 5<z<8
[ 0, se x ¢10,8)

Nesse caso, tem-se:

e Se <z <5 entio ba < x;

e Sebh <z <8 entiox < —3a-+8.

Assim,
ba<zr < —3a+8paral<a<l.
seque
[A]* = [bar, =3 + §],
supp(A) = (0,8),
[A° = supp(A) = 0,8].

Veja Figura 2.7
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Figura 2.7: a-nfveis:[A]" ¢ [A]° # U com 0 < o < 1.

2.2.8 Numeros Fuzzy

Analogamente, ao caso cldssico, também na teoria de conjuntos fuzzy tem-se o objetivo de

fazer “contas”. A diferenca é que pretende-se calcular quantidades com incertezas. Segundo

BARROS e BASSANEZI| (2015)) os nimeros fuzzy generalizam os nimeros reais e suas fungoes

de pertinéncia cumprem algumas condicoes adicionais. A definicao e alguns exemplos sao

apresentados a seguir.

Definicao 2.11. Um subconjunto fuzzy A € chamado de numero fuzzy quando o conjunto

universo no qual pa estd definida € o conjunto dos nimeros reais R e satisfaz as condigoes:

(i) todos os a-niveis de A sao ndo vazios, com 0 < a < 1;

(i1) todos os a-niveis de A sao intervalos fechados de R, Yo € (0,1];

(11i) O suporte de A € limitado.

Denota-se os a-niveis do numero fuzzy A por
a o Lo
[A]" = [af, a5].

Observe que, com a Defini¢ao todo nimero real r é um caso particular de nimero fuzzy

cuja funcao de pertinéncia é sua funcao caracteristica:
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(z) 1, se z=r
x) = .
pa 0, se x#r

Definicao 2.12. Um numero fuzzy A € dito triangular se sua funcdao de pertinéncia € da
forma

r—a

e se a<xr<b
pa(r) = q =2 se b<zx<c
0, caso contrdrio

em que a # b. O grdfico desta funcao de pertinéncia gera com o eixo x um triangulo, tendo
como base o intervalo [a,c] e o vértice no ponto (b,1). Deste modo, os nimeros reais a, b e ¢

definem o nimero fuzzy triangular A que é denotado pela terna ordenada (a;b;c), Figura .

Figura 2.8: Numero fuzzy triangular.

Os a-niveis desses nimeros fuzzy tém a sequinte forma simplificada
[af, a5] = [(b — a)a +a, (b — c)ar + (]
para todo o € [0, 1]. Note que um nimero fuzzy triangular nao precisa ser simétrico.

Definigao 2.13. Um numero fuzzy A é dito trapezoidal se sua funcdo de pertinéncia tem a
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forma de um trapézio (veja F@'gum e € dada por

“’g_“, se a<x<b
—a
(2) 1, se b<zx<ce¢
HalZ) =4 _
d"”—er, se c<r<d
—C
0, caso contrdrio
em que a # b.
1 - -
<
=
0

Figura 2.9: Numero fuzzy trapezoidal.

Os a-niveis desses numeros fuzzy tém a sequinte forma simplificada

[a$,a3] = [(b—a)a+a,(c—d)a+d]

para todo o € [0, 1].

Definicao 2.14. Um numero fuzzy tem forma de sino se a funcao de pertinéncia for suave e

simétrica em relagdo a um numero real. A sequinte funcdao de pertinéncia tem estas propriedades

para u, a e b dados (veja Figura )

z—u)2
uA(:c):{ exp(_(T) )7 se u—b<zr<u+b

0, caso contrdrio
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Figura 2.10: Numero fuzzy em forma de sino.

Para determinar os a—niveis do numero fuzzy em forma de sino, fazemos pa(zr) > «a.

2 T—u
Entao, para o > a = e (%) > «, temos e~ (%5%) > «a. Aplicando a fun¢ao In : (0,00) — R,

z—u)’
( ) < —Ina.
a

1
(x —u)? <a’ln—,
«

obtemos que

Assim,

pelas propriedades da fungao logaritmica, tem-se

1
(.ZU —U)2 S IHF’

2
epara o < & = e (2) , temos o intervalo fechado [u — §,u + §]. Os a-niveis dos nimeros fuzzy

em forma de sino sao os intervalos:

[u—,/ln 2,u+,/1n— se o> a
[af, a5] =

2
[u—b,u+ 0], se a<a=e (&)

Q

Il

Cb‘

—~

Qo

~—
[N

2.2.9 Sistemas Baseados em Regras Fuzzy

Usualmente o estudos da relagao ou interacao entre elementos de classes diferentes ¢é interessante

e permite a compressao de diversos fenomenos reais. Na matemadtica, o conceito de relacao é
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formalizado usando a teoria de conjuntos. Desta forma, a relacao é fuzzy se é usada a teoria de
conjuntos fuzzy para a sua caracterizagao, caso contrario, é classica quando opta-se pela teoria
classica de conjuntos para o seu estudo. A escolha da teoria a ser usada depende muito do
fenomeno que sera estudado.

Segundo JAFELICE, BARROS e BASSANEZI| (2012), os sistemas baseados em regras

Fuzzy (SBRF) tem quatro componentes: um processador de entrada que realiza a fuzzificacao

dos dados de entrada, uma colecao de regras chamada base de regras, um método de inferéncia
fuzzy e um processador de saida que fornece um nimero real como saida. Estes componentes

sao evidenciadas na Figura [2.11

ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM
REGRAS FUZZY

SATDA

ye R™

CONJUNTO
METODO DE Fuzzy
INFERENCIA FUZZY -
SAIDA

Figura 2.11: Sistemas baseados em regras fuzzy (INONAN| 2019).

A seguir sao definidos os detalhes destes componentes:

e Processador de Entrada (Fuzzificacao): A intervencao do especialista na drea é funda-
mental para a construcao das funcoes de pertinéncia para a descri¢ao das entradas. Nesta
componente as entradas do sistema sao traduzidas em conjuntos fuzzy em seus respectivos

dominios.

e Base de Regras: Esta componente é composta por uma colecao de proposicoes fuzzy na
forma Se ... entao .... Cada uma destas proposi¢oes pode ser descrita linguisticamente
de acordo com o conhecimento de um especialista. A base de regras descreve relacoes
entre as variaveis linguisticas, para serem utilizadas no método de inferéncia fuzzy que é

descrito no préximo item.

e Método de Inferéncia Fuzzy: Nesta componente cada proposicao fuzzy é traduzida mate-

maticamente por meio das técnicas de raciocinio aproximado. Os operadores mateméticos
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sao selecionados para definir a relacao fuzzy que modela a base de regras. Desta forma,
o método de inferéncia fuzzy é de fundamental importancia para o sucesso do sistema
fuzzy, ja que fornece a saida a partir de cada entrada fuzzy e da relagao definida pela base
de regras. Existem varios métodos de inferéncia fuzzy como por exemplo o Método de
Mamdani e o Método de Takagi-Sugeno. A diferenca bésica entre esses métodos recai no
tipo de consequente e no procedimento de defuzzificacao, o método Mamdani é explicado

na préxima subsecao.

Processador de Saida (Defuzzificagio): Usualmente, pode-se dizer que a defuzzificagao é
um processo para representar um conjunto fuzzy por um numero real. Em sistemas fuzzy,
a saida é um conjunto fuzzy. Assim, deve-se escolher um método para defuzzificar a saida
e obter um numero real que o represente. A seguir, é apresentado o método mais comum

de defuzzificagao.

— Centro de gravidade: Este método de defuzzificacao é semelhante a média ponde-
rada para distribuigao de dados, com a diferenca que os pesos sao os valores o (z;)
que indicam o grau de compatibilidade do valor z; com o conceito modelado pelo
conjunto fuzzy C.

Para um dominio discreto tem-se

- Z?:o Zifto(2)
)= Siotc(z) (2:10)

em que z; pertence ao dominio de f.

Para um dominio continuo tem-se

_ Jrzpo(2)dz
¢le) = fRMC(z)

em que R é a regiao de integragao e z pertence ao dominio de pc.

(2.11)

2.2.10 Meétodo de Mamdani

Uma regra Se (antecedente) entdo (consequente) é definida pelo produto cartesiano fuzzy dos

conjuntos fuzzy que compoem o antecedente e o consequente da regra. O método de Mam-

dani agrega as regras através do operador légico OU, que é modelado pelo operador maximo

e, em cada regra, o operador logico E é modelado pelo operador minimo. Veja as regras a seguir:

Regra 1: Se (z é Ay ey é By) entao (z é C).
Regra 2: Se (z é Ay e y é By) entao (z é Cy).

A Figura [2.12] ilustra como uma saida real z de um sistema de inferéncia do tipo Mamdani é

gerado a partir das entradas x e y reais e a regra de composicao maz-min. A saida z € R é
obtida pela defuzzificagdo do conjunto fuzzy de saida C' = Cy" U CY/, veja Figura
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min

A
Ay
| BEEERP N
Rl : ‘r’
A
Ay
Ry _f’

maz (uniao)

e =0,uqg,

Figura 2.12: Método de Mamdani com composicao maz — min (INONAN| 2019).

No préximo capitulo, é apresentado o modelo a ser estudado neste trabalho e sao definidos

alguns critérios basicos como ferramentas para estabelecer a estabilidade de sistema de equagoes

diferenciais ordindrias.
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Capitulo 3

Estabilidade do Modelo da Dinamica

do HIV com Parametros Escalares

Neste capitulo, é apresentado o estudo da estabilidade de um modelo matematico proposto por
NOWAK e BANGHAM] (1996) com a finalidade de representar o comportamento do HIV no
interior do organismo dos individuos. Este modelo tem sido estudado por muitos pesquisadores
da drea (CAETANO; YONEYAMA/ 1999; JAFELICE, [2003; [PASTORE; 2005)) e outros, devido
ao fato que a solucao numérica do sistema tem um comportamento qualitativo similar ao ciclo
de vida do virus até a fase assintomatica. Os parametros considerados no final deste capitulo sao
compativeis com o modelo de NOWAK e BANGHAM]| (1996) sem tratamento antirretroviral.
Neste caso, as células dos linfécito T CD4+ nao infectadas sao sempre infectadas pelo encontro

com o virus.

3.1 Modelo Classico

Este modelo proposto por NOWAK e BANGHAM]| (1996)) considera como variaveis, as células
dos linfécitos T CD4+ infectadas (y) e nao infectadas (z), virus (v) e células linfécitos T ci-
totéxicas CD8+ (CTL) (z), dado por:

d
d—f:)\—dx—ﬁxv
dy
— = fxv —ay — pyz
dt
, (3.1)
@:k — uv
at Y
d
d—j:cyz—bz

em que os parametros sao positivos, A é a taxa de producao de células nao infectadas, d é a
taxa de morte das células nao infectadas, § é a taxa de producao de células infectadas pelo
encontro de células nao infectadas e o virus, a é a taxa da morte das células infectadas, k é a
taxa de producao de virus a partir de células infectadas, u é a taxa de morte do virus, p é a
taxa de morte das células infectadas através do encontro com o CTL, ¢ é a taxa de producao

das células CTL, b é a taxa de morte das células CTL. E possivel observar que a producao de
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células CTL depende diretamente da presenca de um virus no organismo.

3.2 Pontos de Equilibrio do Sistema

Como as quantidades do virus e das células sao sempre positivas, tem-se interesse em encontrar

solugoes nao negativas para o sistema, entao considere a seguinte regiao:

Para obter os pontos de equilibrio na regiao A, as quatro equacoes em (3.1)) sdao igualadas a

zero, observe que:

1. Sey=0,v=0ez=0 tem-se que as trés ultimas equagoes ficam iguais a zero. Mas na

A

primeira equagao tem-se que 0 = A — dz. Resolvendo a equagao para z, segue que x = 3.

Assim, o ponto de equilibrio
A
Po = (3,0,0,0) (32)

ocorre na auséncia de virus no organismo.

Os outros dois pontos de equilibrio sao denominados pontos de equilibrio endémicos dado que
eles ocorrem na presenca de algum virus. Os detalhes para encontrar as expressoes de P, e P,

sao satisfeitas a seguir. Considere:

0=\—dx— Bzv=\—xz(d+ Pv), (3.3)
0= pBaxv—ay — pyz, (3.4)

0= ky —uv, (3.5)
0=cyz—bz=z(cy —b). (3.6)

2. De (j3.6]) segue que z =0 os cy — b = 0. Suponha que cy — b = 0, entao

b
Substituindo (3.7) na equacao (3.5, tem-se que:
b kb
:k(—>—uv:>v:—. (3.8)
c uc
Substituindo (3.8) em (3.3)) tem-se
kb ucd + Bkb Auc
O=A—z|d+p—|=A—a| —— = 3.9
a:'( +ﬂuc) :1:( uc >:>x ucd + Bkb (8:9)
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Substituindo , (13-8) e (3.9) em (3.4)) tem-se

0=3 Auc kb B b B b
- (ucd+ Bk:b) ue (E> b (E) : (310)
BNED ab  pb '

:ucaH—ﬁkb c ¢’

Assim, isolando a variavel z de (3.10]), tem-se
pb BAkb ab 1 BAke
—lz=—r————=z=-|————a].
c ucd + Bkb ¢ p \ucd + Bkb

c x Acu b bk 1 BAkc
Pr=@"yhvt 2T = (cdu—l—ﬂk‘b%’cu’p (ucd—i—ﬁkb a)). (3:11)

Dali,

. Suponha que z = 0. Assim, tem-se das equagoes ({3.3]), (3.4) e (3.5))

0=\—x(d+ Bv), (3.12)

0= pzv — ay, (3.13)

0=ky —uv. (3.14)

De (3.14) tem-se y = u_kv e de (3.13) tem-se y = %. [gualando os dois valores obtidos
para y tem-se,

%_%jx_%_ (3.15)

Substituindo (3.15)) em (3.12]) tem-se,

0=X— 2(d+ o)

Bk
_, _vad wuaf
B Bk Bk
segue que,
kX d ABk — uad
Substituindo (3.16]) em (3.14)) e isolando y, tem-se:
u [ ABk —uad ABk — uad
== = 1
Y k( Bau )=>y Bak (3.17)
Portanto,
o ua MGk —wuad A\Bk — uad
Py = ==z 0). 3.18
2 (x7y7v7z) (/Bk’ /Ba,k ) /Bau bl ) ( )
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3.3 Analise da Estabilidade dos Pontos de Equilibrio

Em NOWAK e BANGHAM]| (1996) é definido o quociente
«Lys (3.19)
” :

chamado de taza reprodutiva bdsica do virus, na qual 3 representa a quantidade total de células
nao infectadas, g ¢ o numero de particulas virais produzidas a partir de uma célula e % indica
o tempo médio de vida do virus. Esta taxa é definida como o nimero de células infectadas
proveniente de qualquer célula infectada, na auséncia da resposta do CTL. Note que condi-
cionar o Ry permite analisar com maior facilidade a estabilidade em cada um dos pontos de
equilibrio encontrados na secao anterior. Neste estudo, a analise da estabilidade é realizada
com técnicas classicas, dessa forma, através da andlise dos sinais da parte real dos autovalo-

res associados aos pontos de equilibrio e verificando as condi¢oes do Critério de Routh-Hurwitz.

Considere assim a matriz Jacobiana no ponto (z,y,v,z) € A associada ao sistema de
equagoes (i3.1) dada por:

—d — pv 0 —px 0
fv  —a—pz PBr —py
ey = | T P (3:20)
0 cz 0 cy—»

Os seguintes resultados colaboram na andlise da estabilidade em cada um dos pontos de

equilibrio.

Proposicao 3.1. Se Ry =1 entdo Py = Py e J(Py) = J(P,) possui trés autovalores negativos

e um nulo.

Demonstracao.

Observe que se Ry = 1, entao de

A
Ak =dau e % =2 (3.21)
segue que Py = P,. Considere
—d—y 0 -3 (3) 0
0 —a—v B) 0
J(Py) — Iy = N . (3.22)
0 k —u — (3) -y 0
0 0 0 —b—7
Assim, o polinémio caracteristico associado a J(F) é
9 Bk
po(y) = det(J(Py) = I7) = (=d =) (=b =) (" + (e +wpy+au———).  (323)
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Mas, dado que A\Bk = dau tem-se que

i) === (=0 =) (22 + (a+ u)y + - 25F)

=(=d=7)(=b—7) <’Yz + (a4 u)y+ dau — ABk ; Aﬁk)
=(=d =) (=b=)(y" + (a +u)y)
=—(=d =) (=b=7)(=(a+u) —7).

Portanto, 73 = 0, 7o = —d, 73 = —b e 74 = —(a + u), isto é, trés autovalores negativos e um

Zero.

Proposicao 3.2. Se Ry > 1 tem-se que o ponto de equilibrio Py € instdvel mas, se Ry < 1 o
ponto € assintoticamente estavel (GREJO; COLETTI, |2021).

Demonstracao.
Da equagao (3.23) tem-se que duas raizes do polindmio caracteristico sdo 71 = —b e 7, =
—d. Resta analisar os sinais dos autovalores restantes. Para o polinomio de segundo grau

Y2+ (a+u)y + au — %, as rafzes 73 e 4 sao tais que

Ys+y1=—(a+u) <0 (3.24)
kB
Sy = au — ——.
Y3 - V4 d
Por hipo6tese: Ry > 1 entao
kB kB
Portanto,
Y372 <0 (3.26)

entao de (3.24)) e ([3.26]), um dos autovalores é negativo e o outro é positivo. Assim, o ponto de
equilibrio P, é instavel, ou seja, o virus consegue sobreviver. Por outro lado, se Ry < 1 entao
au — % > (), entao

Y3 Ya >0 (3.27)

por tanto, de (3.24) e (3.27)), os dois autovalores sdao negativos. Deste modo, o ponto de

equilibrio é assintoticamente estavel, o que significa a extin¢ao do virus.

Observacao 3.1. Dado que pretende-se encontrar solucoes positivas para o sistema, considere-

se que todas as coordenadas dos pontos anteriores sao positivas. Assim, para o Py tem-se que

1 BAkc
e —— — Ak d kb
z p(ucd—l—ﬁ/{:b a)>():>5 ¢ > a(ued + Bkb),
N BAkc - a(ucd + Bkb)
aud aud
kb
= cRy > c+ 6—,
ud
b
= Ry >1+ Roa—
Ac
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A constante \
DO = c

" ab
¢ denominada taza de defesa bdsica. Seque dai que
Ry

ab
Ry>1+Ry— = Ry >1+ —
0 + 0\e 0 +D0’

1 (3.28)
Ryl1l—— 1
= I < D0> > )
e portanto, 1 < Dy.
Verificando a estabilidade do ponto P; através do Critério de Routh-Hurwitz. Seja
—d - % -7 0 _cdﬁu)—;-cgkb
Bkb __ABck ~ BAcu _pb
N _ cu cdu+Bkb cdu+Bkb c
J(B) =1 0 k —u—X 0
c ABck
0 » (cdu[j-ﬁkb - a) 0 -
o polinomio caracteristico do Jacobiano no ponto P; dado por:
pi(7) = v+ a1y + agy? + azy + aq,
em que,
Bbk ABck
= d
p =t et cu +cdu—i—ﬂl€b’
Bbk ABedk \32bk? ABbck
—d —ab
G = Ut =t T Blb | u(cdu+ BRb) | cdut BRb "
ae b —au — ad — Babk \32k? ABcku ABedk \32bk?
5 cu cdu+ Bkb ~ cdu+ Bkb  cdu+ Bkb  u(cdu + Bkb) )’

bk
a4:b<)\ﬁk—adu—aﬂc )

Dado que a; é a soma de quantidades positivas, tem-se que a; > 0. Por outro lado, note que:

gbk  Medk AB2DE? ABbck
c cdu + Bkb  u(cdu+ Skb) — cdu + Bkb
Bbk ABbk [ Bk cd
. +cdu—|—[3’kb +c+ ab .

as = du + ab

=du +

u b

(1)

J/

Verificando que (1) é positivo. De (3.11)) tem-se que z* = <Cd2icgkb - a) % > 0, portanto
Aok ab
cdu+ kb~ ¢
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Multiplicando ambos lados por % +c+ %l > ( tem-se

\Bbk <5k o cd) >_ (@ o cd)

cdu + kb b
AGbk
cdu + Bkb ( )
ABbk (51{; cd> b > 6 bk
\cdu + Bkb b

(1)

Portanto, as > 0. Por outro lado, observe que:

27.2 277.2
a;»,:b(—au—ad—ﬂabk—i— A3k L A\Bcku . ABcdk . AB°bk )

cu cdu + Bkb  cdu+ Skb  cdu+ Pkb  u(cdu + Bkb)

Babk \32k? ABcku ABedk \32bk?
=—b|au—+ad+ — — — —
cu cdu+ kb cdu+ Bkb  cdu+ Bkb  u(cdu + Pkb)
@
Seja
F =au + ad + Pabk
cu
Bk Bbk
F2 _—cdu n ﬂ]{?b <ﬁ]€ + cu + Cd+ T)

Assim, a expressao (2) é igual a F; — F'2. Dado que z* > 0 tem-se que

Ak N
cdu+ pkb ¢
logo,
ABk BOE\ _a 3bk
— | Bk d+ — k d+ —
cdu—i—ﬁkb(ﬁ +cu+ cd + ) (6 +cu+ cd + u)
P
F >@ + au + ad + pabk
c N cu
P
k
P >5i o
ak
FQ — F1 >6T >0
Assim, a expressao (2) é negativa. Como az = —b - expressao(2), tem-se que a3 > 0. Para

mostrar que ag > 0 é utilizada a Observacao 3.1. Assim, é possivel deduzir que ¢ — ab > 0,
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logo,

o 1 BAkc W >O:>aud<)\c—ab
~ p \ued + kb Bk c
k
:>B ¢

aud ” Ac — ab
= \Gck — afbk — audc > 0

:Aﬁk—aﬁbk—aud>0

(. /
v~

aq

Utilizando o Critério de Routh-Hurwitz ([1.14]),
A" ={(\,B,a,b,c,d, k,u) € Ri ca; > 0,a2 > 0,a3 >0,a4 >0 e RH > 0}.
em que RH = ajasaz — a3 — alay,

Proposicao 3.3. Se (\, 3,a,b,¢,d, k,u) € A* entdo o ponto de equilibrio Py € assintoticamente

estdavel.
Para caracterizar a estabilidade do ponto endémico P, é enunciada a Proposi¢ao a seguir.

Proposicao 3.4. Se 1 < Ry < 127 entao o ponto Py € assintoticamente estdvel.

Demonstracao.
Tem-se que:
[20k g —au 0 ]
ABE d —a— v au P (Aﬂk—aud)
J(PQ)—I’V: au k Bak
0 k —u — 0
0 0 0 ofmmd) _poy
considere a sua transposta
Mk _y  2E_g 0 0
0 —a — 7 k 0
(J<P2) - I’y)T - au au
Tk & —u— A\ 0

ABk—aud A\Bk—aud
() o ()

Segue que

w25 (e () ) o (5 00
(2285 ) (qu (o (2PRZaudy
(((az}\ﬁk)lgm)(g Bak >W7)> - Y
(e (P2 Y )Y () o (2 ) agiand

(3.29)
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calculando o segundo fator de ([3.29)) tem-se:

(7)\7,8]677) (—a—7v)(—u—7)—au (7@77) — A8k +aud = —~3 + (,u,a, )\—’Bk) v+ (*L/Bk*ﬂ>'yf)\6k+aud.
au u

au au a

(3.30)
sejam,

ABk
as = —u—a— —,

au

Bk A\Bk

g = ——— — —,

a u

a7 = —\Bk + aud.

Assim, o polinomio associado ao ponto Py é

ABk — aud
pa(7) = (au <c <BﬁT> —b— 7)) (= + as7* + agy + ar) . (3.31)
Pela hipotese 1 < Ry < g e Ry = %. Assim, se 1 < Ry entao A\Bk > aud e portanto,

ABk — aud > 0. Seja

B MGk — aud —b:>f£— ABk — aud _l_)
n=e Bak c Bak c

—A\Bk d b
:,ﬂ:_(M+_>

c Bak c
b —b
>N g2
& & C
= < —b,

mas b > 0, assim 7; < 0. Por outro lado, para o estudo da estabilidade de py(7y) é utilizado o
Critério de Routh-Hurwitz para o segundo fator de ([3.31)

p2(7) =" + @7 + @y + dr,

em que as = —as, g — —dg € ay = —ar.

Dado que 1 < Rj tem-se que
ABk > aud = APk — aud = —a; = a7 > 0.

Portanto,
Bk
a5:—u—a—i<0:>—a5:a_5>0.
au
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Por outro lado,

. Aﬁk) ()\Bk RLL

asg — a7 = (U +a > — ()\B/{i — aud)
au a u

Bk A232)2 A3k A2
_UuAR Bk + é gk 4 Pk 52 — A8k + aud
a“u u au
A2B22 (11
:Aﬁk(9+9)+ SR (L LN 8k 4 aud > 0.
a u au u

Assim, pelo Critério de Routh-Hurwitz dado que a5 > 0, a7 > 0 e asag — ar > 0 os autovalores

de pa(7y) tem parte real negativa. Entao, P, é assintoticamente estével.

Proposicao 3.5. Se Ry =1+ g—g entio Py = Py e J(Py) = J(P,) tem um autovalor nulo.

Demonstracao.

Observe que:
Dy _ fkb

Ry duc

Verificando que as coordenadas dos pontos P; e P, sdo iguais.

1.
Bkb BAk duc+ Bkb
R = 1 =
0 + duc = dau dew
dau dcu
= = :
BAk duc+ Bkb
N au uce
Bk cdu+ kb’
logo, z* = .
2.
Bkb Bk Bkb
Ry=1+"7F=""_1=0H
0 + duc = dau duc’
BAk — dau  Bkb
= dau edu’
N BAk —dau I_)
Bak ¢
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Bkb Bk kb
S N e
Fo + duc = dau duc’

BNk — dau kb
= dau cedu’
d(BAk — dau) bk
Bdau oo’
BNk — dau bk
= 0 =
Bau cu

Bkb Bk duc+ Bkb
+ duc = dau dcu
ABck  a(duc + Bkb)
= = :
du du
= \fck = a(duc + Skb),
ABck
= duc + Bkb @

1 ABck
5 <duc+ﬁkb _a) =0,

Ry=1

Y

logo, z* = Z.
)

Segue que Py = Py e J(Py) = J(P,). O polindmio caracteristico associado ao ponto P, ¢ dado
na expressao (3.31)). Observe que:

L BKb _ ABk —aud _ fkb

o =1 duc aud  cedu’
d _
N u(ABk — aud) _ ﬂkb’
aud c
ABk —aud l_)
Bak ¢
ABk — aud
—b=0
( Bak )

Portanto, o polinémio J(P;) = J(FP2) tem um autovalor nulo.

3.3.1 Resumo do comportamento

Quando Ry # 1 e Ry # 1+ g—g parte do comportamento das solucoes estacionarias é descrito
na Tabela [3.1[PASTORE] [2005).
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Ry <1 1<Ry<1+4 Ry >1+ ¢
3 autovalores com 3 autovalores com
4 autovalores com . :
. parte real negativa e parte real negativa e
J(FRy) parte real negativa. . .
(poco) 1 com parte real positiva. | 1 com parte real positiva.
pPog (sela) (sela)
J(P) Ao menos 1 autovalor Ao menos 1 autovalor 2 autovalores com
! com parte real negativa. com parte real negativa. parte real negativa.
3 autovalores com 4 autovalores com 3 autovalores com
parte real negativa e . parte real negativa e
J(P) . parte real negativa. ..
1 com parte real positiva. (poco) 1 com parte real positiva.
(sela) poL (sela)

Tabela 3.1: Caracterizacao dos pontos de equilibrios.

A primeira linha é consequéncia direta do Proposicao 3.2, Por outro lado, na segunda linha

tem-se que como a; é positivo, pelo Critério Routh Hurwitz tem-se que existe ao menos um

autovalor com parte real negativa. Portanto, tem-se que:
1. a4>OseR0<1+g—z,
2. a4zoseR0:1+g—g,

3. a4<OseR0<1+g—g.

Assim, somente se ay < 0 tem-se a existéncia de pelo menos dois autovalores com parte real

negativa.

Concluindo, a terceira linha, note que:

1.

Ry ABk — aud
14+ = M
Ry < +D0:>c( Bak ) b <0,

assim, pelo Critério de Routh Hurwitz, as rafzes de —v® + asy? + agy + a7 tem parte real

negativa. Segue que todas as raizes de po(y) tem parte real negativa e portanto, P, é

assintoticamente estdavel ou poco.

Ry NGk — aud
R0>1+D—O:>C(W)—b>0,

Assim, po(7y) tem somente trés autovalores com parte real negativa e portanto, P, é ponto

de sela.

R0<1:>@<1,
dau

= BAk < dau,
= Bk —dau < 0
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Assim, a7 > 0 = ar = ay < 0 e pelo Critério de Routh Hurwitz, existe um autovalor com
parte real positiva e portanto, P, é ponto de sela.

Como o sistema considerado em é nao linear, é apresentada na proxima segao a apro-
ximagao numérica da solucao através do método de Runge-Kutta de quarta ordem (BURDEN;
FAIRES] [2011)). E importante ressaltar que sé no ponto de equilibrio endémico P;, todas as
variaveis estao interagindo, portanto, a atengao do estudo é centrada neste ponto no restante

do desenvolvimento deste trabalho.

3.4 Solucao Numérica para Parametros Escalares

Para o modelo sem tratamento, sao os seguintes valores para os parametros (CAETANO; YO-
NEYAMA| (1999; [JAFELICEL 2003):

A=03, p=003 c=0.01,
d=0.1, wu=001, b=0.0l,
a=001, k=05 B=1.

e as condicoes iniciais:

2o = 0.99,
— 0.01
v ’ (3.32)
Vg = O]_,
20 = 0.01.

Considerando os parametros anteriores para P; = (0.005,1,50,9.64) tem-se que sao cum-
pridas as condigoes do Critério Routh-Hurwitz e portanto, o ponto P; ¢é estavel. Na
Figura ¢é apresentada a aproximacao da solucao do sistema , em que as células nao
infectadas linfécitos T CD4+ estao na escala log.

O interessante destes parametros é que o comportamento qualitativo observado das apro-
ximagoes numéricas, ¢ similar com o observado no gréafico do historico natural do HIV até a

fase assintomética apresentado na Figura [T}
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Figura 3.1: Solu¢ao numérica do sistema sem tratamento.

No proximo capitulo sao introduzidos ao sistema em estudo dois parametros intervalares,
a taxa de infecgdo do virus pela célula do linfécito T CD4+4 néo infectada () e a taxa de

reproducao do virus (k), considerando as incertezas existentes devido ao tratamento com an-

tirretrovirais.
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Capitulo 4

Estabilidade do Modelo para a

Dinamica do HIV com Parametros

Intervalares

Neste capitulo, sao apresentadas as analises da estabilidade do ponto de equilibrio endémico,

quando as quatro coordenadas sao positivas, introduzindo parametros intervalares no sistema

(3.1). Os parametros considerados intervalares sdo a taxa de produgao de células linfécito T

CD4+ infectadas pelo encontro de células nao infectadas e as particulas de virus (f) e a taxa

de produgao de particulas do virus a partir de células infectadas (k), que foram escolhidas por

estarem relacionadas diretamente com o tratamento antirretroviral.

4.1 Modelo com um Parametro Intervalar

Considere o seguinte sistema

dx
i A —dz — p(61)zxv
d
d—y = p(61)zv — ay — pyz
¢ (4.1)
d_v =ky —uv |
at ~ Y
d
d—i = cyz — bz

em que 0 < #; < 1. Para o modelo com tratamento antirretroviral, define-se os seguintes valores
para os parametros mencionados em |JAFELICE et al.| (2015), JAFELICE e LODWICK] (2021)):

10° 14
i7 u = %7 b g 115’ (42)
I, k= 0.13125,
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o valor tomado para k é o ponto médio entre %6 e % Estes pontos sao os extremos do intervalo
para a taxa de producao de virus que foi obtida em JAFELICE et ol (2015). Além disso,
(8] = [0.1,1] é o dominio da taxa de infecgdo do linfécito T CD4+ pelo virus definido em
JAFELICE et al|(2015), conforme a definigdo de intervalo restrito (2.2)) tem-se,

Estes parametros foram obtidos através de um automato celular onde vivem artificialmente
as células linfocito T CD4+ nao infectadas e infectadas, o virus livre e as células linfécito
T citotéxicos CD8+ (CTL). O sistema de equagoes diferenciais proporciona informagoes
importantes para a construcao do automato celular, a dinamica do automato com os parametros
em e gera comportamentos computacionais estaveis.

4.1.1 Conjuntos de Pontos de Equilibrio
No Capitulo 3, foram definidos os pontos de equilibrio do sistema. Lembrando que:

1. Py=(3,0,0,0),

o (F gk o k) Acu b bk 1 BAke
2. Pl - (Q: Y ,v, 2 ) - <cdu+ﬁkb’c’cu’p (ucd—i—ﬁkb CL)),

)_ ua ABk—uad ABk—uad
“ \ Bk’ Bak  Bau :

Y

3. P,=(z,y,v,

E importante destacar, que neste caso, os pontos de equilibrio P; e P, definidos anteriormente

tornam-se conjuntos de pontos dependendo da variagao do #;, dados por:

IP’O:{(g,O,O,O)},

B Acu b bk 1 B(01)\kc '
P ={ (s e ey Garcsgm —0)) o<ty a9

_ ua  AB(01)k —uad \B(01)k — uad '
s { (B(el)k’ ﬁ(el)ak ’ B(@l)au 70) 0<0, < 1} .

Para o estudo, a atencao é centrada no conjunto de pontos P; que sao os pontos endémicos de

interesse do sistema em estudo. Dado que as coordenadas do y* e v* nao variam com respeito

a (1), tem-se que sdo constantes. Assim, considerando (4.2)), assumem os seguintes valores,

y*(01) = 0.93 e v*(01) = 0.2450.
Por outro lado, a partir de (4.2)) e (4.3]) tem-se:

B Acu

~ edu+ B(601)kb

_ (20)(75)(35) (4.5)
(£)(3)(3) + (0.1 4 0.961)(0,13125) () '

B 0.714285714285714

"~ 0.00787560; + 0.00980357142857143’

z*(6)
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% . 1 5(91))\]€C —a
#(0) = P (ucd—i—ﬁ(@l)kb )

o (( (20)(0.13125)(0.1 4 0.961) () 1) (4.6)

DO E) + (01+0.96,)(0, 13125)(L) 5
041793756, + 0.0419732142857143

_ . 0<6, <1.
0.0078756; + 0.00980357142857143

Observacgao 4.1. Claramente, para todo 0; € [0, 1], o denominador de x*(6,) e z*(61) €

0.0078756, + 0.00980357142857143 > 0.

Na Figura é possivel observar o comportamento das coordenadas x*(6;) e z*(0;) dos
pontos de equilibrio do conjunto P; com respeito a 6, respectivamente. Na Figura Sa0
apresentados as coordenadas de x*(6;) x 2*(6;). Note que quando as células nao infectadas do
linfécito T CD4+ diminuem, as células infectadas do linfécito T CD4+ aumentam e consequen-

temente, o CTL aumenta, segundo o modelo em estudo.

T CD4+ ndo infectadas (x)
@] [N ~ o0

o o o ]

1

N
o

=]

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

30

20

CTL (z)

Figura 4.1: Evolucao das células nao infectadas do linfécitos T CD4+ e do CTL com respeito
a 91.
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T CD4 + ndo infectadas (x)

Figura 4.2: T CD4+ x CTL.

4.1.2 Estudo da Estabilidade do Sistema

Utilizando as operagoes intervalares restritas é possivel calcular o polindmio caracteristico

p1(61,7) do Jacobiano no conjunto de pontos P;. Considere

p1(01, ) = det(J(Py) — Iv) =0,

p1(61,7) = —kdet(A) + (—u — v)det(B), (4.7)
em que,
—d = B(0)v*(6h) —v —B(01)x" (1) 0
det(A) = B(01)v*(6;) B(0)z*(01)  —py*(61)],
0 0 —7y
(4.8)
—d — B(6h)v*(61) — 0 0
det(B) = B(6,)v*(6) —a—pz*(01) —y —py*(6h)|-
0 cz*(0y) —y
Calculando,

det(A) = = [(=d = B(01)v*(01) — 7)(5(01)x7(61)) — (=B(61)x7(61))(B(01)v"(61))]
= 517 + b2727

com,

~0.017857142857143 + 0.1607142857142860,
e 0.00787560; + 0.00980357142857143

?
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b 0.071428571428571 + 0.6428571428571436,
2T 0.00787560; + 0.00980357142857143

Multiplicando por —k obtém-se a primeira parcela de ,

(—0.00234375 — 0.021093750; )y + (—0.009375 — 0.0843756; )~*

—kdet(A) =
et(4) 0.00787560 + 0.00980357142857143

Por outro lado,

det(B) =(—d — 5(01)v"(01) —7) [(=a —pz"(01) = 7)(=7) = (=py"(01))(cz"(61))]

3 2
=—CY —C7Y —CY —C3

com,
_ (000787561 +0.009803571428571)
~ 0.0078756; +0.00980357142857143

Co

_0.001736437503+0.173073375601 +0.021441080357143
1= 0.007875014-0.00980357142857143 ’

_0.03720937562+0.0616012501 +0.006266160714286
2= 0.0078756014-0.00980357142857143 )

Ca = 0.00245747250%+0.0033061050; +0.0003072439285714285
3= 0.00787501+0.00980357142857143 :

Multiplicando por (—u — 7) obtém-se a segunda parcela de (4.7)),
(—u —)det(B) = doy" + div* + doy? + dsy + dy,

com,

dn = 0.00787561+0.009803571428571
0 0.007875014-0.00980357142857143’

di = 0.00173643759%+0‘17701087591+O.026342937500003
L= 0.00787501+0.00980357142857143 ’

d, — 0.03807759375024-0.148137937501 +0.016986700892858
2= 0.007875014-0.00980357142857143 ’

da — 0.0210621662+0.0341067361 +0.003440324285715
o 0.007875014-0.00980357142857143 ’

ds — 0.0012287362502+0.001653052560; +0.000153621964285735
4= 0.00787560140.00980357142857143 :

Somando (4.9) e (4.10) obtém-se o polinémio caracteristico

p1(01,7) = ao(01)7* + a1 (1) + a2(61)7* + as(61)y + as(6:),

em que,

95
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ao(601) = 0.0078750; +0.009803571428571486 __ |
0\Y1 0.00787561 +0.00980357142857143 )

(0 )= 0.00173643750240.177701087561 +0.026342937500003
ai\r) = 0.00787567 +0.00980357142857143 )

as(6:) = 0.03807759375024-0.06376293756, +0.007611700892858
2\V1) — 0.007875601 +0.00980357142857143 )

(0,) = 0.02106216024-0.013012980; —0.001096574285715
as\t1) = 0.00787561+0.00980357142857143 )

(0 ) _0.0012287362502+0.001653052501 +0.0001536219642857535
a4\t1) = 0.00787501+0.00980357142857143 '

Como ay(6;) é soma de quantidades positivas tem-se que a4(#;) > 0 para todo 0 < 6; < 1. Por
outro lado, se v =0 em (4.11]) tem-se que

p1(bh,7y) = det(J(Py)) = det(J(P1)) = aq(61) > 0,

Portanto, det(J(Py)) # 0. Dada a dificuldade para obter uma expressao analitica para os auto-
valores, foram usadas duas estratégias de estudo da estabilidade. Primeiramente, foram feitos
os graficos da variacao dos autovalores em relacao a 6y, utilizando os software wxMaxima e MA-
TLAB com licenca estudantil. Na Figura pode ser observado que todos os autovalores tem

parte real negativa, portanto, o conjunto de pontos P é estével para a escolha de [3] = [0.1,1].

-0.05

S s
= = 015
kot b1
[~4 4
021
12 ] | | ] | 025 | ] | | J
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0] 01
0 r O .

Re(7,(6))
Re(7,(6))

Figura 4.3: Gréaficos da parte real dos autovalores de p;(6y,7) para [3] = [0.1,1].
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Por outro lado, usando o Critério de Routh-Hurwitz (1.14]) observe na Figura |4.4] que

CLO<91), a1(91), a2<(91), &3(91), a4(91) > 0

RH(61) = ay(61)a(01)as(01) — as(01)*ao(0y) — a1(61)%as(6y) > 0

para todo 0 < 6; < 1. Assim, as hipoteses do Critério de Routh-Hurwitz sao satisfeitas como

pode ser observado na Figura 4.4} portanto, o sistema é estavel para o S definido.

120 T T T T

HOp e

100

é‘f

80 -

60 -

Condig¢des Routh-Hurwitz

20 - -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.4: Coeficientes de p;(6;,) para = [0.1,1].

Com o intuito de estudar o comportamento do polindomio caracteristico quando sao feitas
variagoes nos extremos do parametro intervalar g, uma analise das fungoes geradas pela escolha
destes extremos é realizada, concluindo que para cada escolha de 5(6;) tem-se um polinémio
caracteristico diferente. Dessa forma, no estudo é considerando [3] = @, m com [ = 1 fixo que
é o0 caso em que o individuo nao recebe tratamento antirretroviral, entao utilizando a Definicao
tem-se:

BOr,B) =B+ (B~ By =B+ (1-p)o (4.12)

com(0<6, <1 e 01 ﬁ < 1. Note que na Figura sao apresentadas alguns graficos de
B(6:1, B) mostrando as variagoes de (4.12)) a partir de §3.
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1

Figura 4.5: Grafico dos diferentes 3(61, 3) gerados com a escolha do S.

Considere entao

p1(01, B,7) = a0(91,§)74 + 01(91,@73 + a2(01aé)72 + az(01, 8)y + as(01, B). (4.13)

Utilizando os softwares MATLAB e wxMaxima, é calculada a expressao geral do polinomio
caracteristico p1 (01, 8,7) com j variando de 0.1 até 1 com espacamento de 0.001, para avaliar
as condigoes de estabilidade via o Critério de Routh-Hurwitz. Assim, foi possivel verificar que
o sistema é estavel para todo 0.1 < é < 1.

Para a analise da estabilidade do sistema foram utilizados os graficos das superficies geradas
para as condicoes do Critério de Routh-Hurwitz, como pode ser evidenciado na Figura |4.6| para
os valores de 0.1 < 3 < 1 tem-se que o RH (01, 3) e os coeficientes do polindmio caracteristico
sao positivos. O menor valor que o RH (01, 3) assume 6 0.10770772984373.

(a) Superficie de ao(61, 3). (b) Superficie de a; (01, ).
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(c) Superficie de az(61,5). (d) Superficie de as(61, 8).

0.2

0.15

a,0,.0)

0.05

=

0.4 0.6
0.6 0.4
0.8 0.2
6, 1o 8
(e) Superficie de a4(64, 5). (f) Supertficie de RH (61, 3).

Figura 4.6: Condigoes do Critério Routh-Hurwitz pela variacao do f3.

Note na Figura e) que ayg(01,8) > 0 paratodo 0 <0, <1e01 < B <1, sey=0

em (4.13)) tem-se que
p1(61, B, ) = det(J (P, (4.14)

isto é,
det(J(P1)) = aq(6;) > 0. (4.15)

Portanto, det(J(P1)) # 0. Além disso, observe que para 0.1 < 8 < 1 tem-se que a parte real dos
autovalores de p1(6y,7) sdo negativas o que é evidenciado na Figura e portanto, o sistema

¢é assintoticamente estavel no conjunto de pontos P;.
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(a) Superficie de Re(y1(01,5)). (b) Superficie de Re(y2(01,0)).
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Figura 4.7: Parte real dos autovalores do polinomio p;(61,7) pela variacao do S.

Outro estudo que pode ser realizado, é considerar na equagao (D o 3 como uma fungao
de 05, com 0 < 05 < 1, isto é,

B(6:1,05) = 0.1+ 0.905 + (1 — (0.1 4 0.965))6;. (4.16)

4.1.3 Solucoes do Sistema

Utilizando novamente o método de aproximacao Runge-Kutta de quarta ordem (BURDEN;
FAIRES, 2011) no software MATLAB foram obtidas as aproximacdes das solucoes do sis-
tema (4.1). Na Figura sao apresentadas as projecoes das coordenadas das solugoes dos

sistemas, nos planos = x t, y X t, v x t e z x t com [3(#;) = 0.1 + 0.96;, as condigoes iniciais

(3.32) e os parametros (4.2). A Figura apresentam as aproximacoes das coordenadas das
solugdes para o sistema (4.1]) em R® com £(6;) = 0.1 + 0.96; com 0 < 6; < 1, os parametros

(4.2) e as condigoes iniciais ((3.32)).
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Figura 4.8: Projecoes das aproximacoes das solucoes obtidas.

(a) Coordenada das solugoes (z). (b) Coordenada das solugoes (y).

virus livre (1)

(¢) Coordenada das solugoes (v). (d) Coordenada das solugoes (z).

Figura 4.9: Coordenadas das solucoes obtidas para 0 < 6; < 1 em R3.
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Na proxima secao, é considerado mais um parametro intervalar, que é a taxa de reproducgao

do virus (k).

4.2 Modelo com dois Parametros Intervalares

Considere o seguinte sistema

dx
pri A —dx — [(01)xv
d
d—‘lt/ = B(6h)zv — ay — pyz
, (4.17)
v _ k(02)y — uv
i 2)Y
dz
i cyz — bz

em que 0 < 6,60, < 1. Os valores definidos novamente para os parametros em (4.17)) sao

: b= -1 (4.18)

Para manter as condigoes de estabilidade ja estudadas no caso em que s6 um parametro é

intervalar, no caso 3, considera-se

Dos artigos (JAFELICE et al., |2015) e (JAFELICE; LODWICK| 2021) tem-se que o k varia
entre % e % Lembrando, para o caso em que s6 o 3 é intervalar, o k foi definido como o ponto
médio entre estes dois valores. Desta vez, define-se o intervalo [k] = [k, ﬂ , mas para expressa-lo

como fungao linear de 6y define-se o valor médio entre 1—16 e % como k* = 0.13125 e € tal que
0 <€ <0.06875. Assim, observa-se que:

entao,
k(0a,€) = k™ — € + 205¢. (4.19)
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Para o estudo da estabilidade é necessério determinar o maior intervalo [k] = [@, E] C [i %],

ou seja, o maior valor de e. Considere o seguinte sistema

dz
pri A —dz — (01)xv
d
d_?i = B(01)xv — ay — pyz
, (4.20)
v _ k(02, €)y — uv
dt 2,€)Y
d
d_i = cyz — bz

em que 0 < 0p,05 <1e0<e<0.06875.
Outra abordagem que pode ser considerada é definir o € da equacao (4.19) através de uma
fungao linear dependendo do 6, dada por €(6,) = 0.068756,. Assim,

k(02,0,) = k* — 0.0687560, + 0.13750,0,. (4.21)

4.2.1 Conjuntos de Pontos de Equilibrio

Analogamente, ao estudado na Secao 4.4.1, os pontos de equilibrio P; e Ps sao os conjuntos de

pontos que dependem da variacao, de 6, 65 e €.

{00},

" { (Cdu + 5?9(/;1)615(%, egb’kg ;k(fi’ : é gucg :2;29]{39/5(9?06219 - &)> } 4
e { (ﬁ(enﬁ%, %) B<ﬁt)01)(a:(€9)2,_e)ua A l)ﬁfgf)’;,l_ = ,0) } ,

Po

com 0 < 01,00 <1e0<e<0.06875. Para o estudo, considera-se novamente o conjunto de
pontos P;. Observe que somente a segunda coordenada de P; continua sendo constante dado
que as outras variam respeito 61, 65 e €; e y* (01,64, ¢) = 0.93. As expressoes para x*(0y, 0, €),

v*(61,02,€) e z*(61, 02, €) sao:

. Acu
w02 6) = T B(61)k (05, €)b
_ (20)(53)(55)
(L)) (E) + (0.1 4 0.96,) (k* — € + 262¢) (L)
_0.714285714285714
— 5 ,
em que,

D = 0.01362¢ — 0.006€ + 0;(0.1262¢ — 0.06¢ + 0.007875) + 0.009803571428571,
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% . 1 6(91)/\k(02, E)C —a
2 (01,02, €) = D (ucd+ B(601)k(62,€)b )
_, (20)(0.13125 — € + 265€)(0.1 + 0.961 ) () 1
-7 ((ﬁ)(}l)(é) +(0.1+0.96)(k* — € + 2006) (&) S)

= 2101 + 2o,
com
= 6.36857142857142805¢ — 3.184285714285714¢ + 0.4179375’
by — 0.7076190476190470¢ — 0.3?3809523809536 + 0.041973214285714,
D
V(0 0, €) = bk(fiﬁ)

(& (k — €+ 202¢))
() ()
= 3.73e, — 1.86¢ + 0.245.

Por outro lado, sendo [k] como em (4.19) com ¢ = 0.06875, tem-se as coordenadas de P; na

Figura [£.10]

(b) Coordenada v de P;.

(¢) Coordenada z de P;.

Figura 4.10: Coordenadas de P; em relacao a #; e 5 com ¢ = 0.06875.
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4.2.2 Estudo da Estabilidade do Sistema

Fazendo um processo analogo ao desenvolvido na Secgao 4.1.2 é possivel calcular o Jacobiano
p1(61,02,€,7) para o conjunto de pontos P;. Para auxiliar no processo foram utilizados os
softwares MATLAB e wxMaxima e estratégias similares aquelas implementadas anteriormente,
isto é, foi analisado o sinal dos autovalores e as condigoes do Critério de Routh-Hurtwitz para
estabelecer a estabilidade do sistema no conjunto de pontos P;.

Primeiramente, ¢ calculado de maneira geral p; (61, 05, €,y) fixando o 8 em 0.1 procurando
qual seria a variacao maxima do € tal que as condigoes para manter a estabilidade fossem
satisfeitas, isto é, procurando expandir o [k] = [E, E] para um intervalo que tivesse o k* como
ponto médio. Procurando gerar um e maior possivel e garantir uma maior variagao para o [k],
foram verificadas as condigoes do Critério de Routh-Hurwitz para € = 0.06875, considere

p1(01,02,77) = ao(1, 92)74 + aq (01, 92)73 + as (61, 02)7* + az(01, 02)y + as(6y, 09), (4.23)

veja Figura

(a) Coeficiente ag(f1,02). (b) Coeficiente a (01, 62).

(c) Coeficiente ag (7, 02). (d) Coeficiente ag(61,62).
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a,0,.0,)

(e) Coeficiente a4 (61, 62). (f) RH(61,02).

Figura 4.11: Coeficientes com 8 = 0.1, ¢ = 0.06875, 6, e 0, variando.

O menor valor assumido por RH (6, 0,) é 0.014719961954298.
Observe que na Figura e) que ay(01,05) > 0 paratodo 0 <6 <1e01<pF<1,sey=0

em (4.23) tem-se que
p1(01,02,7) = det(J(Pr)), (4.24)

isto é,
det(J(Pl)) = a4((91, 02) > 0. (425)

Portanto, det(J(Py)) # 0.

Re(7,(6,.0,))
Re(7,(0,.0,))

Re(7,(60,.0,))

Figura 4.12: Parte real dos autovalores com 8 = 0.1, ¢ = 0.06875, 0; e 6, variando.

Segundo as informagoes obtidas no estudo, tem-se que para [5] = [0.1,1] e e = 0.06875 as
condigoes do Critério de Routh-Hurwitz (1.14]) sao satisfeitas e os autovalores tem parte real
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negativa, isto pode ser evidenciado nas Figuras e Como o proposito de introduzir o
parametro € ao sistema para obter todos os valores de [k] para os quais as condigoes de estabi-
lidade fossem satisfeitas, definiu-se [k] = [%, é} Isto é,

k(6y) = 1, (1 - i) 0, (4.26)

16 5 16
portanto,
Z—? =\ —dx — B(61)xv
Z—‘z = B(61)zv — ay — pyz
o : (4.27)
& = k(B2)y —w
% = cyz — bz

4.2.3 Solucoes do Sistema

Considere 3(61) = 0.1 +0.90y, k(f2) = & + (3 — 15)02, variando 6; e 6, entre 0 e 1, os
parametros e as condicoes iniciais . Usando novamente o método de Runge-Kutta
de quarta ordem foram obtidas as aproximagoes das solugoes do sistema. Veja na Figura [£.13]
as projecoes das aproximacoes das solucoes do sistema nos planos x x t, y X t, v xte

ZXtCOIHOS@l,QQSl.

=
=]
w
IS

=N
=1
S
=)
T

W
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1393 w B
(=} (=} (=]
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Figura 4.13: Projegoes das aproximagcoes das solugoes obtidas.
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4.3 Consideracoes Finais

Neste capitulo, foi realizado o estudo da estabilidade do sistema introduzindo um ou dois
parametros do tipo intervalar quando é considerado o tratamento antirretroviral. Primeira-
mente, o parametro intervalar considerado foi a taxa de infecgao (). A interpretagao bioldgica
deste parametro esta relacionada a possibilidade de que o virus infecte as células linfécitos T
CD4+, assim, quanto maiores sao os valores do 3, maior sera a infeccao das células. Conside-
rando ((01) = 0.1 +0.96; com 0 < 0; < 1 e os parametros as condicoes de estabilidade
do critério de Routh-Hurwitz sao satisfeitas e os graficos dos autovalores em funcao de 6; sao
apresentados. No segundo caso, foi adicionado também como parametro intervalar a taxa de
produgao do virus (k). Assumindo o intervalo obtido anteriormente para 3(6;) e os parametros
que satisfazem as condicoes de estabilidade, as possibilidades para os valores de k foram
estudadas a partir do ponto médio do intervalo [0.0625,0.2]. Os resultados desta andlise para
os sistemas e permitem obter faixas das aproximagoes das solugoes quando a taxa
de infecao do linfécito T CD4+ pelo virus e a taxa de reproducao do virus sao intervalos, am-
pliando as possibilidades das defini¢coes de parametros que garantam a estabilidade do sistema
quando os individuos recebem tratamento antirretroviral (PINZ()N; JAFELICE; CAMARA,
2023).

No préximo capitulo, sao estudados os parametros utilizando SBRF com o propésito de

obter valores para 6; e 6, que incorpore conhecimento biolégico ao modelo.
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Capitulo 5

Teoria Fuzzy Aplicada na Dinamica do
HIV com Tratamento Antirretroviral

via Parametros Intervalares

A teoria dos conjuntos fuzzy constitui uma ferramenta matematica muito versatil para mo-
delar informacoes imprecisas ou que tem algum grau de incerteza. Em geral, os parametros
intervalares #; e 0, que descrevem a taxa de infeccao de linfécitos T CD4+ pelo virus e taxa
de producao do virus com terapia antirretroviral sao incertos. Estes parametros dependem da
potencia do medicamento e da adesao do individuo ao tratamento. Neste capitulo é construido

um SBRF que leva em consideracao estas variaveis.

5.1 Sistema Baseado em Regras Fuzzy para o Modelo

Considere o sistema

dx
pri A —dx — [(01)xv
d
d—i = B(01)zv — ay — pyz
| (5.1)
v _ k(02)y — uv
a 2)Y

d_j; = cyz — bz
01 =01(A, M) e Oy = 05(A, M) com 0 < 01,0, < 1, A é adesao ao tratamento e M é poténcia
do medicamento.

As varidveis de entrada do SBRF sdo a ades@o ao tratamento (A) e a poténcia do medica-
mento (M). Por outro lado, 0; e 65 s@o as varidveis de saida do SBRF e assumem os valores
linguisticos (Muito Baixo, Baixo, Médio, Alto, Muito Alto). As fungoes de pertinéncia de
cada uma das varidveis linguisticas mencionadas sao ilustradas na Figura [5.1] baseadas em
JAFELICE et al.| (2015), [JAFELICE e LODWICK] (2021]).
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Figura 5.1: Funcgoes de pertinéncia das varidveis de entrada e saida.

O método de inferéncia utilizado é o de Mamdani e o método de defuzzificacao é o centroide.
As regras fuzzy sao encontradas nas Tabelas [5.1] e [5.2]

Adesao (A) Poténcia do medicamento (M)
Muito Baixa Baixa Média Alta Muito Alta
Muito Baixa  Muito Alto Muito Alto Muito Alto  Muito Alto  Muito Alto
Baixa Alto Alto Alto Alto Alto
Média Médio Alto Médio Alto Média
Alta Médio Alto Baixo Baixo Baixo
Muito Alta Baixo Baixo Baixo Muito Baixo Muito Baixo

Tabela 5.1: Regras fuzzy para 6.

Adesao (A) Poténcia do medicamento (M)
Muito Baixa Baixa Média Alta Muito Alta
Muito Baixa  Muito Alto Muito Alto Muito Alto  Muito Alto Muito Alto
Baixa Alto Alto Alto Alto Alto
Média Médio Alto Médio Alto Médio
Alta Médio Alto Médio Baixo Baixo
Muito Alta Médio Médio Médio Muito Baixo Muito Baixo

Tabela 5.2: Regras fuzzy para 6,.
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Um exemplo da estrutura proposicional das regras fuzzy das Tabelas[5.1]e[5.2)¢ dado a seguir:

e Se a Adesao ao tratamento ¢ Muito Baixa e a Poténcia do medicamento é Muito
Baixa entdo 6; é Muito Alto e 6, é Muito Alto.

5.2 Estudo do Tratamento Antirretroviral de Dois In-

dividuos HIV Soropositivos

Nesta secao, sao apresentadas informacoes do tratamento antirretroviral de dois individuos
HIV soropositivos baseadas na adesao ao tratamento e na poténcia do medicamento. Como no
desenvolvimento desde trabalho é evidenciado as condigoes de estabilidade de sistemas, nesta
secao esta abordagem também é realizada para o sistema . Outro topico que é apresentado
¢é a taxa de reprodutibilidade basica dos virus para cada individuo, dada por:

kO L s, (5.2)

A
Ro(al,eg) = E X a

IS

em que ) = 01(A, M) e 6y = 05(A, M) com 0 < 61,0, < 1. Na Figura é apresentado o
grafico de Ry(61,60), observe que

min R0(91, 92), max Ro(el, 92) = [5, 160] .

0<601,02<1 0<61,02<1

Figura 5.2: Ry(6;,60;) com 0 < 6,05 < 1.

A seguir, o estudo para cada um dos individuos é realizado.

1. Primeiro Individuo
Na Figura pode ser observado que introduzindo valores diferentes entre [0.1, 1] para
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a adesao (A) e [0.8,0.9] para poténcia do medicamento (M) sdo obtidos valores dife-
rentes para #; e #5. Considerando a adesao ao tratamento A = 0.127 e a poténcia do
medicamento M = 0.854 obtém-se os valores de 6; = 0.896 e 6y = 0.829.

PotenciaAntiretrovirais = 0.854 Adesao = 0.127

23

%)
iy

b

! | | o | |
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. [ | el .
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Figura 5.3: Regras do SBRF para A = 0.127 e M = 0.854.

Note que com os resultados da obtidos do SBRF tem-se que 6; = 0.896 e 05 = 0.829.
Substituindo 6; em (4.3)) e 6 em (4.26)), tem-se

B(6;) = 0.1+ (1 —0.1)(0.896) = 0.9064,

1 /1 1 (5.3)
k(02) = 75+ (g - 1—6) (0.829) = 0.1764875.

Assim, sao definidos os pontos de equilibrio endémicos de interesse para o sistema ((5.1)),

pela expressao:

P \edu+ B(00)k0) ¢ cu T p \ued + B(61)k(62)b ’ '
em que 01 = 01(A, M) e Oy = 05(A, M) com 0 < 61,0, < 1. Substituindo os valores de
(4.18) e de tem-se:

(z*, y*, v*, 2*) = (36.455940329966793, 0.93, 0.329443, 28.658968529040095) . (5.5)

Por outro lado, substituindo os valores dos parametros (5.3) na expressao (5.2)) tem-se

72



Ry =~ 127.974616.

2. Sequndo Individuo
Analogamente ao primeiro caso, considerando a adesao ao tratamento A = 1 e a poténcia
do medicamento M = 0.88, através do SBRF tem-se 6, = 0.161 e 6y = 0.428. Entao,

B(61) = 0.1 4 (1 —0.1)(0.161) = 0.2449,

1 /1 1 (5.6)
k(0y) = — — — —](0.428) = 0.12135.
(62) 16+<5 16)< )
Assim, substituindo (4.18]) e (5.6) na expressao (5.4) tem-se:
(2%, y*, 0", 2*) = (65.471860214121520, 0.93, 0.22652, 9.228665035186477) . (5.7)

Por outro lado, substituindo os valores dos parametros (5.6 na expressao (5.2)) tem-se
Ry =~ 23.774892.

Observe que o Ry do primeiro individuo é maior do que o Ry do segundo individuo, sendo
compativel com a literatura, pois as células infectadas geram mais infectadas no primeiro caso.
Na Figura sao apresentadas as aproximagoes das solugdes do sistema (5.1)) para os casos
considerados anteriormente. Note que os graficos apresentados na Figura [5.4] nos dois casos
tendem aos pontos de equilibrio e , respectivamente, como é esperado devido a

estabilidade do sistema nestes pontos.

10° 50
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2 20 +
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= 215
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Figura 5.4: Solugoes do sistema (5.1)) para os casos em que A = 0.127 e M = 0.854 (em preto)
e A=1e M = 088 (em vermelho) e o eixo das células T CD4+ nao infectadas estdo na
escala log.

Observe na Figura[5.4] que o comportamento das solugoes do sistema para ambos individuos
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descreve um comportamento semelhante ao biolégico, dado que:

e A quantidade de células do linfécito T CD4+ nao infectadas (x) é maior para o segundo

caso em relacao ao primeiro.

e Os picos da quantidade de células do linfécito T CD4+ infectadas (y) e de particulas de
virus livre (v) s@o atrasados no tempo e sdo menos proeminentes no segundo caso em

relacao ao primeiro individuo.

e Observe que o comportamento no caso da quantidade de células do linfécito T CD8+
(CTL) (z) expoe que no caso do primeiro individuo aumenta com o tempo e diminui no

caso do segundo individuo.

No desenvolvimento deste capitulo foi evidenciado como os resultados obtidos pelo SBRF
sao compativeis com o esperado no modelo biolégico o qual permite relacionar diretamente
como a qualidade do tratamento recebido pelo individuo pode afetar a evolucao da doenca.

As consideracoes finais desta pesquisa sao apresentadas no préximo capitulo, juntamente

com algumas propostas de trabalhos futuros.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

Neste trabalho ¢é apresentado o estudo da estabilidade de um modelo microscopico para o HIV
proposto por NOWAK e BANGHAM) (1996, considerando alteragoes em dois parametros, a
taxa de infecgao das células linfécito T CD44 pelo HIV () e a taxa de reprodugao do virus (k).
Estes parametros apresentam incertezas, pois dependem do tratamento antirretroviral. Sabe-se
que a administracao destes medicamentos nos individuos, em geral, causa efeitos colaterais e os
individuos tem dificuldades em prosseguir com o tratamento. Também, cada individuo reage
de forma diferente ao tratamento. Assim, optou-se em tratar a incerteza destes parametros
utilizando a aritmética intervalar restrita que permite tratar estes parametros como fungoes de
uma variavel, em que a varidvel independente percorre o intervalo [0, 1]. Assim, este trabalho
apresenta originalidades quando o estudo da estabilidade é realizado via aritmética intervalar
restrita. Como o estudo realizado é numérico exigiu o aprendizado de muitas ferramentas
computacionais dos softwares, para serem utilizadas de forma adequada.

Os trés casos estudados quanto a estabilidade para os parametros 3 e k sao:

e Primeiro Caso: Os dois parametros sao escalares.
Neste caso sao apresentados os pontos de equilibrio do sistema e é estudada analiticamente
a estabilidade de cada um desses pontos. Em particular, é utilizado o Critério de Routh-
Hurwitz para gerar condigoes suficientes para estabelecer quando o ponto endémico
é estavel. Além disso, é apresentado o gréafico da aproximagao numérica da solugao do

sistema sem tratamento antirretroviral.

e Segqundo Caso: A taza de infec¢ao das células linfocito T CD4+ pelo HIV () € intervalar.
Neste caso, a estabilidade do conjunto de pontos endémicos (4.4) do sistema (4.1) é
estudada numericamente, em que o parametro k é o ponto médio do intervalo [0.0625, 0.2]

determinando que o conjunto de pontos P, é estavel para 0.1 < g < 1.

o Terceiro Caso: A taza de infeccio das células linfocito T CD4+ pelo HIV (5) e a taza
de reprodugao do virus (k) sdo intervalares.
Nesta abordagem é estudada numericamente a estabilidade do conjunto de pontos endémico
do sistema , concluindo-se que quando 0.1 < 8 <1e0.0625 < k< 0.2,0

ponto P, é estavel e estabelece faixas de estabilidade do sistema.
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Finalmente, é realizada uma analise de dois individuos HIV soropositivos que aderem ao tra-
tamento e sao medicados de formas diferentes. Estas informacoes sao levadas ao sistema de
equacoes diferenciais que incorporam estas variaveis biolégicas através de um SBRF. Os re-
sultados obtidos sao semelhantes aos comportamentos biologicos descritos na literatura. Esta
combinacao entre a aritmética intervalar restrita e a teoria dos conjuntos fuzzy pode colaborar
com a modelagem matematica de fenomenos fisicos, bioldgicos e de outras areas do conheci-
mento.

O estudo da estabilidades do sistema com 0s parametros , e , ob-
tidos via automato celular, proporciona uma correspondéncia entre a estabilidade observada
computacionalmente e a validagao dos critérios teéricos para estabilidade.

Como trabalhos futuros pretende-se analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio consi-
derando outros parametros intervalares através da aritmética intervalar restrita. Este estudo
também poderia ser realizado, assumindo [ e € como intervalos e considerando [3] e [k] como
em e , respectivamente. Outra abordagem a ser realizada é estudar a estabilidade
do modelo microscépico do HIV analiticamente com parametros intervalares, aprofundando o
estudo da estabilidade quando os parametros intervalares variam as extremidades gerando uma

sequéncia de intervalos encaixantes.
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