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Resumo

Esta dissertacdo investiga o problema da atualizacdo da fatoragdo Lyndon de uma
palavra w, de tamanho n, quando uma operagdo de substitui¢do em um simbolo w[i] é
realizada, com 0 < i < n. O algoritmo proposto calcula a fatoracdo Lyndon da nova
palavra w' a partir dos fatores Lyndon de w avaliando o efeito da alteracdo em tempo
O(nj), em que n; é o tamanho do fator Lyndon em que w[i] estd. Em particular, oito
diferentes casos sdo descritos para obter a fatoragdo de w’ a partir dos dos fatores Lyndon
de w. O custo computacional em trés casos é O(n;), enquanto que, nos outros cinco
casos, o custo é O(n), isto é, 0 mesmo custo para calcular a fatoragdo do de w' com o
algoritmo de Duval. Conforme a literatura disponivel e consultada, este é o primeiro
trabalho que aborda o problema da fatoracdo Lyndon dindmica a partir de operacdes de
substituicao em w. Os resultados apresentados nesta dissertacao visam contribuir para

uma nova perspectiva para esse problema.

Palavras-chave: Palavras de Lyndon, Fatoracdo Lyndon, Combinatéria de Palavras,

Atualizagdo de Textos, Atualizacao Fatores Lyndon.



Abstract

This dissertation investigates the problem of updating the Lyndon factorization of a
word w, of size n, when a substitution operation is performed on a symbol w(i], with
0 <i < n. The proposed algorithm computes the Lyndon factorization of the new word
w' from the Lyndon factors of w by assessing the effect of the change in time O(n;),
where 7 is the size of the Lyndon factor in which w(i] is located. In particular, eight
different cases are described to obtain the factorization of w' from the Lyndon factors
of w. The computational cost in three cases is O(n j), whereas, the other five cases,
the cost is O(n), that is, the same cost to calculate the factorization of w’ with Duval’s
algorithm. According to the available and consulted literature, this is the first work that
addresses the problem of dynamic Lyndon factorization from substitution operations in
w. The results presented in this dissertation aim to contribute to a new perspective on

this problem.

Keywords: Lyndon Words, Lyndon Factorization, Word Combinatorics, Text Updating,
Lyndon Factors Updating.
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CAPITULO

Introducao

As palavras Lyndon (CHEN; FOX; LYNDON, 1958), nomeadas em homenagem
ao matematico Roger Lyndon, desempenham um papel importante na drea de Combi-
natéria de Palavras (LOTHAIRE, 1997, CROCHEMORE; RYTTER, 2002; SMYTH,
2003). Uma palavra € do tipo Lyndon quando ela € estritamente menor, em ordem le-
xicografica, do que todas as suas rotagdes. Qualquer palavra pode ser decomposta de
forma tnica em subpalavras (ou fatores) Lyndon, tal que esses fatores sdo dados em
ordem ndo crescente. Essa decomposi¢do, conhecida como fatoracao Lyndon candnica,
ou padrdo, pode ser realizada em tempo linear (DUVAL, 1983).

A fatorac@o Lyndon de uma palavra pode ser utilizada em muitas aplicacdes que en-
volvem o processamento de textos, como em Recuperacdo de Informacdo (NEUBUR-
GER; SOKOL, 2013; MANTACIT et al., 2014; BANNAI et al., 2019), Compressdo de
Dados (I et al., 2013; BANNAI et al., 2017; TSURUTA et al., 2020) e Biologia Com-
putacional (DELGRANGE; RIVALS, 2004; BANNAI et al., 2022; BONIZZONI et al.,
2022).

No campo da Biologia Computacional, por exemplo, a andlise genética tem testemu-
nhado avangos notdveis, sobretudo com a introdu¢do de tecnologias de sequenciamento
de tltima geracdo. Iniciativas como o projeto 1000 GENOMES! e UK10K? tém es-
tabelecido padrdes referenciais, fornecendo um rico acervo de dados e insights. Esses

projetos utilizam genomas de referéncia, uma representacdo linear do genoma de uma

1
2

<https://www.internationalgenome.org/>
<https://www.uk10k.org/>
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espécie, simplificando a analise de variagdes genéticas entre individuos. Uma faceta
crucial dessa andlise € a representacdo de um genoma de referéncia, especialmente o
desafio de representd-lo como uma sequéncia indeterminada, onde posi¢des especificas
podem assumir multiplos valores. Tais generalizacdes sdo vitais, considerando-se as
ambiguidades e erros frequentemente encontrados em sequéncias de DNA e proteinas.
A fatoracdo Lyndon de uma palavra w depende da ordenacdo lexicografica de seus
sufixos (GLEN; SIMPSON; SMYTH, 2017). Dessa forma, operacdes de edi¢cdo em
simbolos de w podem modificar significantemente o resultado da fatoracdo Lyndon da

palavra modificada w/, o que leva 2 seguinte pergunta:

E possivel obter a fatoragdo Lyndon depois de editar w sem a necessidade de

recalcular todos os fatores de w'?

Nesta dissertagdo, foi considerada uma variacao do problema acima em que apenas
operacgdes de substitui¢do sdo permitidas na edicdo de w. Neste cendrio, o tamanho de
w ndo ¢ alterado, no entanto, a sua fatoragdo pode ser completamente diferente apds a
edicdo. Esse tipo de fatoragdo dinamica pode ser aplicada, por exemplo, no desenvolvi-
mento de um indice dindmico baseado na Transformada de Burrows-Wheeler Bijetiva
(BANNAI et al., 2019).

Conforme a literatura disponivel e consultada, este € o primeiro trabalho na literatura
que aborda essa questdo para fatoragdao Lyndon dinamica.

O algoritmo apresentado no Capitulo 4 avalia o efeito da alteracdo no simbolo w/i]
na fatoragdo Lyndon em tempo O(n;), em que n; é o tamanho do fator Lyndon em que
wli] estd. Em particular, oito diferentes casos sdo descritos para atualizar os fatores de
w e obter a fatoragdo Lyndon de w'. O custo computacional de tempo em trés casos é
O(nj), enquanto que, para 0s outros cinco casos, o custo ¢ O(n), isto é, 0 mesmo custo
para calcular a fatoragdo de w' com o algoritmo de (DUVAL, 1983). Como questdo
em aberto fica se é possivel obter a fatoragdo Lyndon de w' em tempo o(n) utilizando
estruturas de dados auxiliares, como o vetor de sufixos e o vetor de maior prefixo em
comum (MANBER; MYERS, 1993). Os resultados apresentados neste trabalho visam
contribuir para uma nova perspectiva para este problema.

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: O Capitulo 2 apresenta as de-
finicOes e teorias fundamentais sobre o tema. O Capitulo 3 explora estudos anteriores

e metodologias relevantes. O Capitulo 4 apresenta os resultados desenvolvidos para
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a atualizag@o dos fatores Lyndon. Por fim, o Capitulo 5 conclui o texto e apresenta

perspectivas para trabalhos futuros.



CAPITULO

Conceitos Fundamentais

2.1 Definicoes

Seja um alfabeto ¥ um conjunto finito com ¢ elementos chamados de simbolos,
letras, ou caracteres.
Definicio 2.1.0.1. Uma palavra s, de tamanho |s| = n, é uma sequéncia finita de simbo-

los de X justapostos, tal que o i-ésimo simbolo de s é denotado por si], com 0 < i < n.

O conjunto de todas as palavras ndo vazias que podem ser geradas com simbolos de

¥ é denotado por . A palavra vazia é denotada por ee X* =Xt Ue.

Definicao 2.1.0.2. Uma subpalavra de s que comega na posicdo i e termina na posi¢do

J € denotada por s|i, j], com 0 < i, j < n.

Por exemplo, a palavra s = aabaaabaa possui as seguintes subpalavras.

a,a,b,a,a,a,b,a,
aa,ab,ba,aa,aa,ab,ba,
aab,aba,baa,aaa,aab,aba,
aaba,abaa, baaa, aaab, aaba,
aabaa,abaaa,baaab,aaaba,
aabaaa,abaaab,baaaba,
aabaaab,abaaaba,

aabaaaba
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Definicio 2.1.0.3. Um prefixo de s é uma subpalavra do tipo s[0,i], enquanto que um
sufixo é uma subpalavra do tipo s[j,n— 1], com 0 < i,j < n. Em particular, 50,1
(respectivamente s[j,n — 1)) é chamada de prefixo (respectivamente sufixo) proprio de

s se i # n— 1 (respectivamente j # 0). Um sufixo s|j,n — 1| serd denotado por sj, ..].

Por exemplo, a palavra s = aabaaabaa, possui os seguintes sufixos proprios.

abaaabaa,
baaabaa,
aaabaa,
aabaa,
abaa,
baa,

aa,

a

Definicao 2.1.0.4. Uma palavra w é um fator (ou subpalavra) de s se s = uwv, com
u,v € X*. Em particular, |w| = m é um fator de |s| = n se w[0,m — 1] = s[i,i+m — 1]

para algum i < n—m.

Por exemplo, w = aa é um fator da palavra s = aabaaabaa, para os valores de i

iguaisa 0,3,4e7.

Definicao 2.1.0.5. A concatenacdo de duas palavras s e w corresponde a palavra u

composta pelos simbolos de s seguidos pelos simbolos de w, denotado por u =s-w. A

concatenagdo k vezes da mesma palavra é denotada por u* = u-u---u,
——
k

Definicao 2.1.0.6. Uma palavraw € ¥ é chamada de primitiva se ndo puder ser escrita
como sK, com s € Xt e k > 2, isto é, w ndo é uma concatenagdo repetida de uma outra

palavra.

Por exemplo, a palavra u = aabaaabaa € primitiva, enquanto que v = aabaaaba nao

é primitiva, uma vez que v = w?, para w = aaba.

Definicio 2.1.0.7. Uma palavra w = w[0,n— 1] é um conjugado (ou rotacdo ciclica) de

s = s[0,n] se w[0,n— 1] = s[i,n— 1]5[0,i — 1] para algum 0 < i < n.
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Por exemplo, a palavra s = aabaaabaa, possui os seguintes conjugados:

aabaaabaa,
abaaabaaa,
baaabaaaa,
aaabaaaab,
aabaaaaba,
abaaaabaa,
baaaabaaa,

aaaabaaab,

aaabaaaba

, tal

Definicao 2.1.0.8. O periodo de uma palavra w é um inteiro p, com 0 < p < |w
que wli| = wli+ p] para todo i € {0,...,|s| — p—1}. Quando ndo hd ambiguidade, a

subpalavra w(0, p — 1] também é chamada de periodo de w.

Por exemplo, os periodos da palavra w = aabaaabaa sao 4,7,8 e 9, correspondentes

as seguintes subpalavras.

aaba,
aabaaab,
aabaaaba,

aabaaabaa

O tamanho do menor periodo de uma palavra w é denotado por per(w). Por exem-
plo, para a palavra w = aabaaabaa, o valor de per(w) = 4.
Note que o tamanho da palavra w é um periodo, portanto, toda palavra nio-vazia

tem pelo menos um periodo.

Definicao 2.1.0.9. Uma palavra w € £t é menor (lexicograficamente) do que outra
palavra s € £, denotado por w < s, se w for prefixo prdprio de s ou w(0,j— 1] =

5[0, — 1] e w[j] < s[j], para algum j.
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Definicao 2.1.0.10. Uma palavra w € X é maior (lexicograficamente) do que outra
palavra s € X, denotado por w > s, se s for prefixo préprio de w ou w0, j — 1] =

5[0, j — 1] e s[j] < wlj], para algum j.

Proposicao 2.1.1. Uma palavra w € £ é maior (lexicograficamente) do que todos os

seus prefixos proprios.

O tamanho do maior prefixo comum entre duas palavras w e s serd denotado por
lep(w,s). O lcp permite identificar rapidamente a maior subsequéncia inicial comum
entre duas ou mais palavras, facilitando a comparacdo, a ordenagdo e a busca de infor-

macgoes em grandes volumes de dados.

Defini¢do 2.1.1.1. Uma palavra w € X+ é menor (lexicograficamente) do que outra
palavra s € £, denotado por w < s se lcp(w,s) = |w| < |s| ou se w[lep(w,s) + 1] <

s[lep(w,s)]. Da mesma forma, duas palavras sdo iguais quando lcp(w,s) = |w| = [s|.

Por exemplo, para as palavras w = aabaaabaa e s = aabbaa, lcp(w,s) = 3. Além

disso, w < s, pois lep(w,s) = 3 e w[3] < s[3].

2.2 Fatoracao Lyndon

Definicdo 2.2.0.1. (CHEN; FOX; LYNDON, 1958) Uma palavra w € £+ é Lyndon (ou
simples) quando w é menor, em ordem lexicogrdfica, do que todos os seus conjugados

proprios.

Por exemplo, a palavra w = abababc é Lyndon, pois w € menor do que todos os seus

conjugados.

bababca,
ababcab,
babcaba,
abcabab,
bcababa,
cababab |
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No decorrer do texto, serd utilizado a notagdo de justaposicdo para representar a

concatenagao e em casos especificos serd utilizado - para evidenciar a concatenagao.

Proposic¢ao 2.2.1. Uma palavra w € £* é Lyndon se e somente se, |w| =1 ou w = uv

tal que u,v € X" sdo palavras Lyndon e u < v.

Por exemplo, a palavra w = abac € Lyndon, entdo ab < ac, com ab,ac palavras
Lyndon.

Alternativamente, uma palavra w € Lyndon se e somente se ela for lexicografi-
camente menor do que qualquer um de seus sufixos proprios (GLEN; SIMPSON;
SMYTH, 2017) . Como exemplo, tome a palavra aabababc, que é Lyndon, pois é

menor que seus sufixos proprios.

[ abababc,
bababc,
ababc,
babc,

abc,

bc,

C

Podem existir diferentes formas de dividir (fatorar) uma palavra w em fatores Lyn-
don. Por exemplo, a palavra w = abac pode ser fatorada como ab - ac e abac.

Chen, Fox e Lyndon (CHEN; FOX; LYNDON, 1958) propuseram uma fatoracao
particular, denotada por CFL(w), chamada de fatoragdo Lyndon canénica (ou padrdo),

em que w € fatorada em uma sequéncia nao crescente de palavras Lyndon.

Teorema 2.2.2. Qualquer palavra w admite uma fatoracdo Lyndon tinica
CFL(w) =wo-wy Wi
tal que w; é Lyndon, para todo i € {0,....k— 1}, onde wy > wy > ... > wi_.

Por exemplo, seja w = cctactg, a fatoragdo Lyndon é dada por CFL(w) = cct - actg,
com cct > actg.

Note que se w for Lyndon, pela definicdo CFL(w) = w.
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Propriedade 2.2.3. O iltimo fator wy_1 de CFL(w) = wg-wj - --wi_1 corresponde ao

menor sufixo (lexicograficamente) de w.
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CAPITULO

Trabalhos Correlatos

Este capitulo explora as contribui¢des anteriores no dominio da andlise e proces-
samento de palavras, focando particularmente nos algoritmos de Duval e LF-Skip. A
motivacao para se aprofundar nesses dois algoritmos decorre da importancia fundamen-
tal do algoritmo de Duval e das eficiéncias computacionais oferecidas pelo LF-Skip,
especialmente em contextos com alfabetos reduzidos. Essa caracteristica se mostra es-
pecialmente vantajosa em aplicagdes praticas, como na modificagdo de um nucleotideo

em uma sequéncia genética.

3.1 Algoritmo de Duval

Dada uma palavra w € £, de tamanho n, Esse é um algoritmo guloso, isto &, a cada
estdgio uma decisdo 6tima localmente € tomada.
Primeiro, serd introduzida uma nova notagcdo que serd utilizada pelos algoritmos

deste capitulo.

Definicao 3.1.0.1. Uma palavra w é chamada de pré-simples, se tem a forma w = uuu,

onde u é uma palavra simples (Lyndon) e u é um prefixo de u, que pode ser vazio.

Note que toda palavra Lyndon também € pré-simples. Por exemplo, w = abcabcab é
uma palavra pré-simples, formada pela repeticao da palavra simples u = abc duas vezes

e depois seguida por um prefixo de u dado por u = ab.
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Esta palavra comeca com uma repeti¢do de uma palavra Lyndon e termina com um
prefixo da mesma palavra Lyndon, atendendo a defini¢do de uma palavra pré-simples
conforme o método proposto por (DUVAL, 1983) e descrito no algoritmo de Duval 1
apresentado adiante.

A cada passo do algoritmo, a palavra w serd dividida em trés partes: w = wowwy,.
A primeira, w, € a parte processada, logo a fatoracdo Lyndon dessa parte foi calculada
anteriormente. A parte wi é uma palavra pré-simples contendo % e w, € o sufixo de w
que ainda precisa ser processado. A cada iteracdo, o primeiro simbolo da palavra w,
€ acessado e testa-se o que ocorre ao adiciond-lo a palavra wy. Caso ao adicionar esse
simbolo torne a palavra wy ndo pré-simples, wy serd dividida. A parte que serd separada
€ a subsequéncia de w; que chega até o ponto onde o simbolo adicionado interrompe a
pré-simplicidade. Esta subsequéncia é reconhecida como um fator de Lyndon e é entdo
removida de w. Apds ser retirada, ela € acrescentada a sequéncia de fatores de Lyndon
que ja foram estabelecidos em wy.

Durante a execugdo do algoritmo, ele tenta expandir w; anexando simbolos de w;
(linhas 6 a 12). Assim, se o simbolo atual em w; (w[j]) for igual ao simbolo em w;
que estd sendo comparado (w[k]), o algoritmo incrementa ambos os indices j e k. Neste
caso, wi mantém sua pré-simplicidade. Se w[j] for maior que w[k|, entdo ao adicionar
w[j] a wy, essa parte torna-se uma palavra simples. O indice j é incrementado para
incluir esse simbolo em wy, e k € reiniciado para comparar o préximo simbolo de w»,
com o inicio de w;. Se w[j] for menor que wik], isso indica que a palavra w; - w[j] ndo
€ mais pré-simples. Neste ponto, a parte atual de wy (que era pré-simples até agora)
¢ dividida em suas palavras simples constituintes e o restante (que pode ser vazio). A
palavra simples identificada terd o comprimento j — k. Essa parte € entdo adicionada a
fatoragao de Lyndon em w( e o algoritmo comecga a processar novamente a parte restante
de wy na préxima iteracdo (linhas 14 a 16).

Para fins didaticos, o simbolo $ serd utilizado como a representagao do fim da pala-
vra.

Por exemplo, considere a palavra w = banana. Tem-se que:

1. Primeira iteracao: wy = €,w; = b, e wp = anana, uma vez que i = 0 marca o
inicio da palavra wy, j =i+ 1 =1 o inicio da palavra wy e k = i = 0 o caractere

que estd sendo comparado atualmente. O intuito é adicionar w|j] a w e, para isso,
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Algoritmo 1 Algoritmo de Duval
1: Fun¢ao DUVAL(w)
Entrada: palavra w
Saida: lista de fatores Lyndon de w

2: i < 0, n < |w|,fatoragio < [ ] > i - inicio do caractere de w;
3 Enquanto i < n Faca
4: ji+ 1l k<+i > j - inicio do caractere de wy
5:
> k - caractere que estd sendo processado
6: Enquanto j < ne wlk] <w][j] Faca
7: Se wlk] < w[j]
8: ki
9: Senio
10: k+—k+1
11: Fim Se
12: JJj+1
13: Fim Enquanto
14: Enquanto i < k Faca
15: fatoragdo.insere(w(i,i+ j—k))
16: i+—j—k
17: Fim Enquanto

18: Fim Enquanto
19: Retorna fatoracio
20: Fim Funcao

compard-lo a wik].
Nesse caso, ao fazer a comparacdo, b > a, isso significa que wiw[j] ndo é mais
uma palavra pré-simples, entdo a palavra pré-simples de wy € separada da parte

simples, nesse caso o proprio wj. Feito isso, a palavra simples € adicionada ao

vetor de fatoracdo, linha 15. Por fim, j € incrementado.

wo | wi wo wo | wi wy
ik |j k|ij
4 - L4

1 2 3 45 0|1 2 3 45

an a n a b|a n a n a

2. Segunda iteracdo: wo = b,w| = a, e wp = nana. Ao comparar wk| com w|j],

verifica-se que a palavra wk|w|j] = an se transforma em simples, pois a < n. As-
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sim, o indice € incrementado para j = 3 mantendo o valor de k = 1. Consequen-

temente, w; = an e wy = na$. O mesmo processo é repetido e como w|[1] = w[3],

k e j s@o incrementados para k = 2 e j = 4, mantendo a pré-simplicidade de

wi = ana. O processo repete-se até j = |w

, ou seja, chega ao fim da palavra.

Entdo, a subpalavra simples w|i, j — k| = an é adicionada ao vetor.

wo | Wi W)
ik|j
"
1 {2 3 45
al|n a n a
wo w1 wa
- ;
Ll 3
1 2 3[4 5
a n a|n a

wo | wy W)
ik |
o4
1 2|3 4 5
a nla n a

wo Wi wp

ik j
1 1
1 2{3 4 516
a nla n a |$

3. Terceira iteracdo: O processo € praticamente o mesmo da segunda iteragcdo, ex-

ceto pelo fato de que wg = ban,w; = a,wr = na.

wo w1 w2
ik|j
4
21314 5
n a n a

wo w1 | w2

k|l il

4

1 2 3 415 1]6
a n anjal$

4. Quarta iteracdo: wy = banan,w| = a,w; = €. Desse modo, como j = |w| e w

sdo simples, adiciona-se wy ao vetor de fatoracdo. Ao final, tem-se i = 6, portanto

i = |w| e é retornado o vetor de fatoragdo completo.
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wo wi | wy wo wi | wp

ik | j ik j

Hid = il

01 2 3 4|5 ]|6 1 2 3 4|5 6
b a n an|als$ a n a n|a $

3.2 LF-SKIP

Na literatura é possivel encontrar algoritmos eficientes para obter a fatoragdo
Lyndon como apresentado em (FRANEK et al., 2016) e (GHUMAN; GIAQUINTA;
TARHIO, 2014). Nesta secao € apresentado o algoritmo LF-SKIP, proposto por (GHU-
MAN; GIAQUINTA; TARHIO, 2019), que também executa em tempo O(n) para uma
palavra de tamanho n, porém usa menos operagdes em casos especificos.

O LF-SKIP pode auxiliar na preparacdo de dados para ordenacdo lexicogrifica e
facilitar buscas eficientes em grandes conjuntos de dados textuais, otimizando tanto a
velocidade quanto a eficdcia de algoritmos de busca.

A sua vantagem na pratica estd no uso para palavras de alfabetos pequenos e, para
isso, sdo utilizados oito lemas como fundamentagdo do algoritmo.

Sejam .Z o conjunto de todas as palavras Lyndon e & o conjunto ndo-vazio dos
prefixos de palavras em .Z. Tome P' = U {c| k > 2}, onde ¢ é o maior simbolo em
X

O lema a seguir afirma que a fatoracdo Lyndon de qualquer palavra w pode ser
dada pela concatenagio de wy com a fatoragdo Lyndon do sufixo restante w’. De modo
que para calcular w, basta encontrar o maior prefixo de w que € uma palavra Lyndon.

Assim, esse mesmo processo pode ser feito de forma recursiva para o sufixo restante w'.

Lema 3.2.1. Sejaw € X e wg o maior prefixo de w = wow' que pertenca a . Assim,
CFL(w) =wy-CFL(W).

Por exemplo, considere um alfabeto £ = {a,b,c} e a palavra w = acbabcab. O
objetivo é encontrar a fatoracdo Lyndon dessa palavra com base no Lema 3.2.1. Assim,

o primeiro passo € encontrar o prefixo mais longo wy de w que seja uma palavra Lyndon,
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nesse caso, wo = acb. Feito isso, o passo seguinte € calcular a fatoracdo Lyndon do
sufixo restante w' = abcab. E nesse momento em que o processo é repetido, entdo
para w = abcab tem-se wy = abc, como o maior prefixo. Consequentemente, o sufixo
restante serd w' = ab. Esse processo € feito iterativamente até obter todos os fatores.

Seja w uma palavra sobre um alfabeto £ com CFL(w) = wg-wj ---wy, € B 0 menor
simbolo em X. Suponha que exista k > 2, i > 0 tal que ¥ é um prefixo do fator w;.
Se o dltimo simbolo de w nao é B3, entdo pelo Teorema 2.2.2 e pelas propriedades das
palavras de Lyndon, ¥ é um prefixo de cada um dos fatores wi 1, wi42, ..., w,. (GHU-
MAN; GIAQUINTA; TARHIO, 2014). Observe que caso o dltimo simbolo seja 3, basta
quebrar a palavra de modo que o dltimo fator ndo seja f3.

Essa propriedade, em particular, é explorada pelo algoritmo LF-SKIP que sera apre-
sentado mais adiante.

Agora, considere P um conjunto de padrdes que se deseja buscar e Occp(w) o
conjunto das posicOes iniciais das ocorréncias de P em w. Por exemplo, considere
w = aabcacaac e P = {aa,bc}. Logo, Occp(w) ={0,2,6}.

Os lemas a seguir fornecem uma maneira estruturada de decompor uma palavra com

base em certas propriedades de simbolos e compreender sua fatoracdo Lyndon.

Lema 3.2.2. Seja w uma palavra e seja s = max{i|w[i] > B}U{—1}. Entdo,
CFL(w) = CFL(w[0,s]) - CFL(B{"I=1=9))

Lema 3.2.3. Seja w uma palavra tal que B3 ocorra nela, e seja s = min{Occgg(w)}.
Entdo, CFL(w) = CFL(w[0,s — 1]) - CFL(wls, |w| — 1]).

Por exemplo, considere as palavras w = abbabcaa e x = accaabbaab. Para w, a
posicdo mdxima i é 5, pois w[5] = ¢, que é maior que B = a e , consequentemente,
s = 5. Usando o Lema 3.2.2:

CFL(w) = CFL(w[0,s])CFL(BW=1=%)) = CFL(abbabc) - CF L(aa).

Em contrapartida, para a palavra x, s = 3, pois 38 ocorre na posi¢do 3. Entéo, pelo
Lema 3.2.3,

CFL(w) =CFL(w[0,s — 1]) -CFL(wls,|w| — 1]) = CFL(acc)CF L(aabbaab).

Lema 3.2.4. Considere B 0 menor elemento do seu alfabeto. Seja w uma palavra tal

que
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a) wlo] =w(1] = B
b) wliwl— 1] # B
Tome r como menor posicdo em w tal que w(r] # B e P={B"c|Vc € £,c <w]r|}. Entdo,
bo = min{{s € Occp(w)|w[s...|w|—1] <w}U{|w|}} —1
onde by é a ultima posicdo do fator wy.

Suponha w = aacbabaabbaaab, sobre o alfabeto £ = {a,b,c}. Observe que as con-
di¢des a) e b) sdo satisfeitas, portanto, pelo Lema 3.2.4, r = 2 ¢ P = {aab,aac}. Como
Occp(w) ={0,6,11} s € {6, 11} pois todos os elementos do conjunto devem satisfazer
a relacdo wis...|w| — 1] < w. Logo, se by = min{6,11,12} — 1 =5, entdo o primeiro
fator serd wy = aacbab.

A partir disso, o algoritmo LF-SKIP foi proposto, cuja ideia consiste em saltar sim-
bolos durante a fatoracdo Lyndon. Para isso € necessdrio que w satisfaca as condi¢des

a) e b) do Lema 3.2.4. Assim, utilizando os demais lemas e supondo que 33 ocorre em

w, € possivel fatorar w = u - v, onde |u| = min {Occgg(w)}. Caso os dltimos elementos
de v sejam iguais a 3, basta adiciond-los ao final da fatora¢do cada elemento como um
fator Lyndon.

Considere a palavra w = abaabaabbaabaa como entrada para o Algoritmo ??. As
linhas de 1 a 7 t€ém como objetivo garantir as condi¢des do Lema 3.2.4, entdo ao final
da iteragdo w = w|0, e] = abaabaabbaab, | =2 e e = 11, onde [ € a varidvel responsdvel
por armazenar o comprimento do sufixo contendo apenas caracteres = a. Na Linha 8,
o valor inicial s que corresponde & menor posicao tal que B8 ocorra no prefixo w[0, ]
usando min{{Occgpg(w)} U{|w|}} € encontrado, neste caso, s = 3. Dada as condigdes
satisfeitas, aplica-se o algoritmo de Duval para o prefixo w[0,s — 1].

Ap0s estabelecer as defini¢des iniciais, o algoritmo LF-SKIP avanca para o cilculo
de by, entre as linhas 10 e 27. Primeiro, ele identifica o menor indice r onde o simbolo
em w ndo é B. Esse indice r é usado para delimitar o inicio da busca por fatores Lyndon
no sufixo restante de w, ou seja, w[s, |w| — 1]. Em seguida, o algoritmo constréi o con-
junto de padrdes P, incluindo todas as sequéncias de " seguidas por um simbolo ¢ que
seja menor ou igual a w|r|. Para o exemplo dado, com r = 2, tem-se P = aaa, aab.

O algoritmo entdo itera sobre as ocorréncias dos padroes de P em w, procurando

posicdes de ocorréncia que satisfacam duas condicdes especificas: a subpalavra de w
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comecando na posi¢do de ocorréncia e indo até o fim de w deve ser lexicograficamente
menor que w. Assim, deve-se encontrar a maior subsequéncia contigua que satisfaca
essa condicao. Com base nessas posi¢des de ocorréncia, o algoritmo determina o inter-
valo s e a contagem de fatores g. Quando essas condic¢des sdo atendidas, o algoritmo
registra o intervalo (s, q), atualiza as varidveis s e k e extrai o fator Lyndon correspon-
dente.

Por exemplo, o padrdo de P = {aab} é encontrado na posi¢do 2 de w, o algoritmo
verifica se w[2..13] € menor que w. Se sim, essa posicdo é considerada para determinar
o intervalo s e a contagem de fatores g, uma vez que pode haver repeti¢cdes do padrao
encontrado. Esse processo continua até que o algoritmo tenha processado todo o sufixo
wls,|w| — 1] e identificado todos os fatores Lyndon.

Como no inicio do processo a palavra w foi quebrada removendo os simbolos 3
e armazenados pela varidvel /, esses simbolos sdo adicionados a fatoracdo, onde cada

fator é o préprio simbolo f resultando em um total de / fatores (linhas 34 a 36).
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CAPITULO 4

Algoritmo Proposto

4.1 Atualizacao dos fatores Lyndon

Sejaw = w[l]w[2]...w[n] uma palavra sobre um alfabeto X de tamanho o©.
Considere a seguinte fatoracdo Lyndon (CHEN; FOX; LYNDON, 1958) para w:

CFL(W) :WO.Wl...Wj...Wk_l,

onde cada w; é um fator Lyndon de tamanho n; e wg > wy > ... > wy_1.
Neste capitulo, serd apresentado como atualizar CFL(w) quando um tnico simbolo

wli] de um fator w; € alterado.

Exemplo 4.1. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, cuja fato-

ra¢do Lyndon é dada por:

CFL(w)=dee- de -cd-cd-bdd-bd-bd-ad-ad-aaadae-a
~— ~~
w1 wyq
Agora, suponha que o valor de w[9] = b do fator wy seja alterado para w'[9] = c.
Assim, a nova palavra w' = deedecdcdecddbdbdadadaaadaea terd a seguinte fatoracdo
Lyndon:
CFL(w') =dee-de-cdcdedd -bd -bd -ad - ad - aaadae - a
—
novo fator
Observe que os fatores que antecedem wi = de e que sucedem ws = bd em CFL(w)

sdo mantidos em CFL(w’). Isto acontece por que wi é maior do que novo fator criado
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WZW3WZt = cdcdedd e uma vez que os fatores w; que antecedem wy, 0 < i < 1, sdo mai-
ores ou iguais a wy, esses também serdao maiores do que cdcdedd. O mesmo argumento
vale, de forma simétrica, para os fatores que sucedem ws.

De forma geral, considerando a atualiza¢do de um simbolo wi| em um fator w; de
CFL(w), uma vez encontrados os fatores w, e w, em CFL(w) que delimitam a esquerda
e a direita, respectivamente, os fatores Lyndon que devem ser atualizados para obter
CFL(w'),com 0 <a < j < b <k, é possivel definir a nova fatoragdo para w’ da seguinte
forma:

CFL(W') =wo---wa-CFL(Way1Way2...W;...Wp_1) - Wp- Wi (1)

Serdo consideradas as seguintes propriedades da fatoracdo Lyndon que devem ser
mantidas em CFL(w') sempre que um simbolo de um fator w; for atualizado, gerando

um novo fator w’j.

(I) Intrafator: o fator w’j deve ser menor (lexicograficamente) do que todos os seus

sufixos proprios, isto €,

wi[0,..] <wj[t,.], paratodo £ =1,2,...,n;—1

/

(I) Interfatores: os fatores wo,w,...,w;_| devem ser maiores ou iguais a w j»€0s

fatores wj 1,wjy2,...,wx_1 devem ser menores ou iguais a w’j, isto é,

Portanto, sempre que ocorrer uma substituicdo em um simbolo wli] serd preciso
verificar se as propriedades (I) e (II) continuam vélidas. Dessa forma, quatro casos

podem acontecer:

1. As propriedades (I) e (II) sdo satisfeitas.
2. A propriedade (I) € satisfeita e (II) ndo € satisfeita.
3. A propriedade (I) ndo € satisfeita e (II) € satisfeita.

4. As propriedades (I) e (II) ndo sdo satisfeitas.
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Em particular, serdo considerados dois casos de acordo com a posicdo em que w|i]

estd em seu fator w;:
[ O simbolo atualizado w(i] estd na primeira posi¢do de um fator w;.

[ O simbolo atualizado w(i] estd em uma posi¢ao p de um fator w;, com 0 < p < n;.

Dessa forma, quando for mencionado que a modificagdo aconteceu no inicio do

fator, isso se refere especificamente a alteracdo na primeira posicao desse fator.

4.1.1 Alteracao na inicio de um fator

Considere que a posi¢ao do simbolo w|i] alterado corresponde ao inicio de um fator
Lyndon w; de CFL(w), portanto a w’, = w'[iJw;[1, ..].
Inicialmente, serd mostrado como verificar as propriedades (I) e (II) apds a alteragdo

de w(i] em tempo O(n;), com |w;| = n;.

Lema 4.1.1. Considerando que o simbolo modificado estd no inicio do fator w; de

CFL(w), € possivel verificar a propriedade (I) em tempo O(n;), com |wj| = n;.

Demonstragdo. Caso w'[i] < w[i], a propriedade (I) é trivialmente satisfeita. Esse caso

pode ser verificado em tempo O(1). Caso w'[i] > wli], é preciso verificar se 0 menor
/
J
sufixo de w'[1,..] por meio da fatoragdo Lyndon de w'[1,..], uma vez que o dltimo

sufixo (lexicograficamente) em w'[1,..] € maior do que w/;[0, ..]. Pode-se obter o menor
fator em CFL(w'[1,..]) corresponde ao menor sufixo de w'[1,..] (Propriedade 2.2.3).
Esse passo leva tempo O(n;) utilizando o algoritmo de Duval (Se¢do 3.1). Em seguida,
compara-se 0 menor sufixo de w'[1,..] com w/[0,..] em tempo O(n;), se ele for maior a
propriedade (I) € valida.

[]

Lema 4.1.2. Considerando que o simbolo modificado estd no inicio do fator w; de

CFL(w), € possivel verificar a propriedade (II) em tempo O(n;j), com |wj| =n;.

Demonstragdo. Caso w'[i] < wli], entdo w;_| > w’, uma vez que anteriormente w;_; >
. ’ . . / / ~ .
wj. Em seguida, € preciso verificar se w’; > wj.1. Se w}[0] > w;[0], entdo a proprie-

dade (IT) vale. Se w’;[0] < w;1[0], entdo a propriedade (II) ndo vale. Se w’,[0] =w1[0],
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/
J
onde w/[1,..] > wj;1[l,..], entdo a propriedade (II) vale. Caso contrério, ndo vale.

¢ necessdrio comparar o restante das duas palavras w’[1,..] e wji[l,..]. Para o caso

De forma simétrica, quando w'[i] > w[i], o fator w/; > w1, uma vez que anterior-
mente w; > w;i1. Em seguida, ¢ preciso verificar se w1 > w’. Se w;_1[0] > w/[0],
entdo a propriedade (II) vale. Se w’;[0] > w;_[0], entdo a propriedade (II) ndo vale. Se
w/[0] = w;_1[0], é necessdrio comparar o restante das duas palavras w';[1,..] ew;_1[1,..].
Para o caso onde w;—1[1,..]| > w/[l,..], entdo a propriedade (II) vale. Caso contrdrio,
nao vale.

O custo total para verificar (I) ¢ O(n), uma vez que é necessdrio apenas comparar
/

Wi

com os dois fatores adjacentes w; 1 e wjy 1.
[

Agora, serd apresentado como atualizar CF L(w) para obter CFL(w") em tempo O(n)
no pior caso. Para isso, serdo considerados os quatro possiveis casos referentes as pro-
priedades (I) e (I).

4.1.1.1 Caso 1.

Lema 4.1.3. Se (I) e (1) sdo satisfeitas, entdo w;- = w’j [0]w;[1,..] € um fator Lyndon, e

os fatores Lyndon que antecedem e sucedem W} sdo os mesmos de CFL(w), isto é,
/ /
CFL(W) =wo-Wj_1-Wj Wji1 W1
A prova do lema acima € trivial, pois as duas propriedades sdo satisfeitas.

Exemplo 4.2. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-
racdo Lyndon:
CFL(w)=dee-de-cd-cd-bdd-bd-bd- ad -ad-aaadae-a
wy
Agora, considere que w[16], que corresponde a posicdo inicial do fator w; = ad,
seja alterado para b. Como w’, = bd é um fator Lyndon e we > W/, e w, > wg, entdo,
CFL(W)=dee-de-cd-cd-bdd-bd-bd- _bd -ad-aaadae-a
w7

Lema 4.1.4. O custo para calcular CFL(w') a partir de CFL(w) quando (1) e (II) sdo

satisfeitas é de O(n;).
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Demonstragdo. E possivel verificar (I) e (II) em tempo O(n j) (Lemas4.1.1e4.1.2). [

4.1.1.2 Caso 2.

Lema 4.1.5. Se (I) é satisfeita e (Il) ndo é satisfeita, entdo w’j = w;- [0]w;[1,..] € um fator

. /
Lyndon, e apenas um dos seguintes casos pode acontecer; ou o fator wj_1 # w'; ou o
/
fator w', f wiy1.

. / ~
Casowj_1 # w', entdo,

/ /
CEL(W) =W0 - Wa Wat1 .- Wj—1W; Wil Wi

VvV
novo fator

em que wy € o primeiro fator a esquerda de w1 que é maior (lexicograficamente) do
que a concatenagdo dos fatores w1 ... w j—lW,j- Os fatores que antecedem w1 e que
sucedem w; em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

/ _ ~
Caso w'; ¥ wiy1, entdo,

/ /
CFL(W ) =wo---Wj-1 -Wjo+1 e e Wh_ 1 Wph e Whq
novo fator

em que wy, € o primeiro fator a direita de w’j que é menor (lexicograficamente) do que

a concatenacdo dos fatores W' ...wyp,_1. Os fatores que sucedem wy,_| e que antecedem

/.
i
wj em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

/

Demonstragdo. Por defini¢do w’; = w

[0]w;[1,..] ¢ um fator Lyndon uma vez que (I) é
satisfeita.

Assim serd provado que s6 pode ocorrer uma das duas op¢des apresentadas no lema.
Primeiro, observe que apenas um dos fatores adjacentes ao novo fator w’j pode ndo res-
peitar a propriedade (II), ou seja, wj_| # w} e w’j # wj41 ndo podem ocorrer simul-
taneamente. Quando w;_; 7 w'; tem-se que w'[i] > wli], nesse caso w’; > w; > wj1,
portanto, w; > wj1. De forma simétrica, quando w'; 7 w1, tem-se w'[i] < wli] e
wi_1 >w; > w’j, portanto wj_j > w’j.

Considerando o caso em que w;_; # w}, isto &, wj_| < w&. Uma vez que w’j é
Lyndon, a concatenagdo w;_ 1w’j também € um fator Lyndon (Proposicdo 2.2.1). Em
seguida, se o fator Lyndon w; > <w j_lw’j, entdo a concatenagdo w; _ow j_lw;. também

€ um fator Lyndon. O mesmo vale para os fatores w;_, enquanto a concatenagdo com
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Wig.. .wj_zwj_lw;. for maior do que o fator w;_,_, com 1 < £ < j. Suponha que isso
aconteca até o fator w, 1, portanto, j — ¢ = a -+ 1. Dessa forma, wyy1...wi_ow;_w' é
¢ +1, P J + J J J
um fator Lyndon, com w, > wg .. wj Além disso, por defini¢do wyi1 > w1, logo
/
Watl .- W; >Witl.
O caso em que W’ * w1 é simétrico ao anterior.
q J Jjt+
[l

Exemplo 4.3. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-

racdo Lyndon:

CFL(w) :dee-de-cd-cd~w~bd-bd-ad-ad-aaadae~a
Wy
Agora, considere que w|9], que corresponde a posicdo inicial do fator wy = bdd,
seja alterado para c. Primeiro, observe que w)y = cdd é um fator Lyndon. Além disso,
W)y > ws uma vez que w'(9] > w[9]. Entdo, tem-se que w3 * w, isto é, cd # cdd. Dessa
forma, wiw) = cdcdd serd considerado como um novo fator Lyndon. Em seguida,
ao verificar que wy = cd < cdcdd, obtém-se waw3w), = cdededd como um novo fator
Lyndon. Por fim, é encontrado o fator wi = de, o qual é maior do que cdcdcdd. Nesse
momento, o processo de concatenacdo é interrompido e a nova fatoragcdo para w' serd

igual a

CFL(W') =dee-de-cdcdedd -bd -bd -ad - ad - aaadae - a
—_
novo fator

Lema 4.1.6. O custo para calcular CFL(W') a partir de CFL(w) quando (1) ¢ satisfeita
e (Il) ndo é satisfeita é de O(n).

Demonstragdo. E possivel verificar (I) e (II) em tempo O(n j) (Lemas 4.1.1 e 4.1.2).
Caso w'[i] > wli], serd comparado w’; com w;_;. Essa comparagdo pode ser feita em
tempo O(n;) comparando os simbolos dos dois fatores. Se w;_1 < w’j, compara-se wj_
comw j,lw;-, e assim por diante, até encontrar w, > wg41 ... W j,lw}, ou chegar no inicio
de CFL(w). A comparagao de cada fator w;_; com a concatenagdo w, ;... wj_lw;. é
feita em tempo proporcional ao tamanho de w;_;, portanto, o custo total at€ encontrar w,

é proporcional a soma de todos os fatores, isto é, O(ng +ngq1+---+nj_1 +nj) = O(n).
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Caso w'[i] < wli], o custo é o mesmo, com as comparacdes feitas apenas para os

sucessores de wj em CFL(w).
[]

4.1.1.3 Caso 3.

Lema 4.1.7. Se (1) ndo ¢ satisfeita e (1I) é satisfeita, entdo w'; = w'[0lw;[1,..] ndo é um

J J
fator Lyndon.
. N — e wl . _ / / )
Seja CFL(wj) =Wy Wy Wy, cujo o fator wj_y > w) e o fator Wi, > Wit
portanto,

/

/_ DR . . /.- R /. . * ...
CFL(W) =wo--wj_1-Wj, -w; Wi Wik Wi

J/

-~

CFL(w))

/

Demonstragdo. Por definigdo w'; = w,

[0]w;[1,..] ndo é Lyndon uma vez que (I) ndo é
satisfeita. Logo, w'[i] > wli].

Note que o fator w;_ serd maior ou igual ao primeiro fator w}o de CF L(w’j), uma
/

vez que que pela propriedade (II), tem-se w;_1 > w;- e como w;

, € um prefixo de w;,
. /

logow;_1 >wj .

,.

Jq

| > wj > wijy1, e considerando que a alteragdo em wli] é feita no inicio do fator

Em contrapartida, o fator w’;  de CF L(w}) serd maior ou igual fator w; |, uma vez
/.
Jg—

w;-, tem-se w

que w
/

Jgo1 > Wit

]

Exemplo 4.4. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-
racdo Lyndon:
CFL(w) =dee-de- _cd -cd-bdd-bd-bd-ad-ad-aaadae-a
wy

Agora, considere que w(5), que corresponde a posicdo do simbolo inicial do fator
wy = cd, seja alterado para d. Primeiro, observe que w', = dd néo é um fator Lyndon
e CFL(dd) =d-d. Além disso, wi > wh e wh > ws.

Portanto,

CFL(W)=dee-de- d-d -cd-bdd-bd-bd-ad-ad-aaadae-a
CFL(w))
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Lema 4.1.8. O custo para calcular CFL(w') a partir de CFL(w) quando (I) ndo é
satisfeita e (II) é satisfeita é de O(n;).

Demonstracdo. E possivel verificar (I) e (II) em tempo O(nj) (Lemas 4.1.1 e 4.1.2).
Em seguida, CFL(w';) pode ser calculada em tempo O(n;) utilizando o algoritmo de
Duval (Secao 3.1).
O

4.1.14 Casod.

Lema 4.1.9. Dada alteracao no inicio de um fator w; de CFL(w) e as propriedades
(1) e (1) ndo forem satisfeitas, entdo apenas os fatores a esquerda de w; podem sofrer
alteragées. Portanto, os fatores a direita de wj permancem os mesmos.

/

Demonstragdo. Por defini¢do w’;

w)[0Jw;[1,..] € maior que algum sufixo préprio de

/

w'; uma vez que (I) ndo € satisfeita. Entao, w'[i] > wlil.
Note que w/; > w;1 uma vez que w'; > w; > w;, 1. Portanto, apenas o caso w;_1 7
w'j pode acontecer quando a propriedade (II) ndo for satisfeita. U

/.
J
¢ um fator Lyndon. Além disso, apenas o caso em que wj_; # w;-o pode acontecer e a

Lema 4.1.10. Se (I) ndo é satisfeita e (Il) nd@o é satisfeita, entdo w;- =w[0]w,[1,..] ndo

fatoracdo de w' é dada por:

N . ! / .
CFL(W)—womwa-waH...w]_leo...w- Wiy Wi Wi Wi

wV '
novo fator novo fator
em que
/ — / .« o e /. DY /‘ .« e . /-
CF L<Wj ) =Wio Wiy Wy, qufl

/.
J

existir em CFL(w"), entdo jp_1 = jg-1, isto é, W', ¢é o iiltimo fator de CFL(w"). O

fator wy € o primeiro fator Lyndon de CFL(w) a esquerda de w1 que é maior ou igual

cujo o fator Lyndon w'; € o primeiro em CFL(W;-) que ndo é igual a W;-O. Se tal fator ndo

(lexicograficamente) do que a concatenacdo dos fatores wyyq ... w j,lw}o . 'W/jb_l' Os
fatores que antecedem w1 e que sucedem w'jq_1 em CFL(w) sdo os mesmos na nova

fatoragao.

Demonstragdo. Pelo Lema 4.1.9, apenas o caso wj_| # w;- pode acontecer.
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/ / / /
Seja CFL(W)) = w' «--wl  ooon/ w); _, anova fatoragdo de w), tem-se w;_; <

Wjo pois wj_j z wj, e como os dois fatores sdao Lyndon, wj_lw- ¢ um fator Lyndon

(Proposi¢do 2.2.1). Agora, se w'; , entdo w; 1w <w, ew;_w, w, também é
POsI¢ g Jj— a S Wi-

jo J 1 Jo i
um fator Lyndon. O mesmo acontece para todos os fatores Lyndon iguais que sucedem

_ _ B — /‘ = . /. /‘
em CFL( L), isto &, se W =wl =w = wh o entdo wiw ...wh <

também € um fator Lyndon.

W
I.

Jb—1
Em seguida, semelhante ao Caso 2, ¢é preciso comparar os fatores que antecedem

/
J1
/

w;_1 com a concatena¢do dos fatores que o seguem até w’jlH enquanto esses fatores

forem menores (lexicograficamente) do que a concatenagdo. Suponha que isso aconteca
/~

Jb—1

. e,alémdisso, wyi1...w ...ow. >w. jadque wyiq >
Jb=1 7 » Wat Jo Jb—1 Jb atl =

w; e o sufixo que comega em wy 1 € maior do que o sufixo que comega em w}b, uma

até o fator w, 1. Dessa forma, wyy1...w;j ow;_ 1W/jo W ¢ um fator Lyndon, com

/
Wq > Watl - Wi iWj o W

vez que a atualizacdo foi feita com w'[i] > wli].
[

Exemplo 4.5. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-

racdo Lyndon:

CFL(w) =dee-de-cd-cd-bdd -bd-bd-ad-ad-aaadae -a
<~

Wy

Agora, considere que w(9)], que corresponde a posicdo do simbolo inicial do fator
wy = bdd, seja alterado para d. Primeiro, observe que w)y = ddd néo é um fator
Lyndon. Entdo, calcula-se CFL(w),) = d -d - d, portanto, w =d é um fator Lyndon,
e como wj_1 < w ,» @ concatenagdo w W i = cdd é um fator Lyndon (Proposicdo

/

2.2.1). Esse fator Lyndon, por sua vez, é menor do que W', =d, entdo w;_ 1w, =

J1 i
cddd também é um fator Lyndon. O mesmo acontece com o fator Lyndon w' 5, =d, isto é
Wi leo 11 <d, portanto a concatenagdo w;_ 1wjowj1wj2 = cdddd também é um fator

Lyndon. Agora, é preciso verlﬁcar se o fator Lyndon w;_» = cd é menor do que cdddd,

0 qual nesse caso wj_ow; 1w, = cdcdddd também é um fator Lyndon. Por fim,

Jo Jl
verifica-se que wj_3 = de é maior do que cdcdddd, portanto a atualiza¢do de CFL(w)

¢ interrompida e obtendo:

CFL(W) =dee-de-cdcdddd -bd -bd - ad - ad - aaadae - a
—_—

novo fator
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Lema 4.1.11. O custo para calcular CFL(W') a partir de CFL(w) quando (I) e (II) ndo

sdo satisfeitas é de O(n).

A prova € igual a do Lema 4.1.6, considerando apenas o caso em que os fatores a

esquerda de w; sdo comparados com os fatores em CFL(w').

4.1.2 Alteracao em qualquer posicao de um fator

Agora, considere que a posi¢do do simbolo w[i] alterado corresponde a uma posi¢do
p > 0 de um fator Lyndon w; de CFL(w), portanto a subpalavra w’j pode ser escrita
como w;[0,p — 1]w'[plw;[p+1,..].

Inicialmente, serd apresentado como verificar as propriedade (I) e (II) ap6s a altera-

¢do de w(i] em tempo O(n;), com |w;| = n;.

Lema 4.1.12. Considerando que o simbolo modificado estd na posicao p > 0 do fator
wj de CFL(w), é possivel verificar a propriedade (I) em tempo O(n;), com |w;| = n;.

/
J
fixos préprios. Para isso, € realizado a fatoragdo Lyndon CF L(w;). Esse passo leva

Demonstragcdo. Primeiro, € preciso verificar se w'; continua sendo menor que seus su-
tempo O(n;) utilizando o algoritmo de Duval (Segédo 3.1).
[

Lema 4.1.13. Considerando que o simbolo modificado estd na posicao p > 0 do fator

wj de CFL(w), é possivel verificar a propriedade (1) em tempo O(n;), com |w;| = n;.

Demonstragdo. Caso w'[i] < wli], entdo w;_; > w';, uma vez que anteriormente w;_; >
w;. Em seguida, ¢ preciso verificar se w; > wj1. Se w';[p] > wj1[p], entéo a propri-
edade (IT) vale. Caso w';[p] < wj1[p], € preciso comparar as duas palavras w'; e wjy.
Para o caso w;. > wjy1, entdo a propriedade (II) vale. Caso contrario, nao vale.

De forma simétrica, quando w'[i] > w[i], o fator w/; > w1, uma vez que anterior-
mente w; > w;1. Em seguida, € preciso verificar se w;_1 > w’. Se w[p] <w;_[p],

entdo a propriedade (II) vale. Caso w';[p] > w;_1[p], € preciso comparar as duas pala-
/
J
nao vale.

vras w; e wji1. Para o caso w;_ > w’j, entdo a propriedade (II) vale. Caso contrario,

O custo total para verificar (I) ¢ O(n;), uma vez que € necessdrio apenas comparar

w;- com os dois fatores adjacentes w;_1 e wjy 1.
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]

Agora, serd apresentado como atualizar CFL(w) para obter CFL(w') em tempo
O(k+n), onde k é o nimero de fatores em CFL(w). Serdo considerados os quatro

possiveis casos referente as propriedades (I) e (II).

4.1.2.1 Caso 5.

Lema 4.1.14. Se (1) e (1) sdo satisfeitas, entdo w'; = w;[0,p — 1]w'[plw;[p+1,..] é
um fator Lyndon, e os fatores Lyndon que antecedem e sucedem w’j sdo os mesmos de
CFL(w), isto é,

CFL(W)=wp---wj_i -w'j-ij C Wi

A prova do lema acima € trivial.

Exemplo 4.6. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-

racdo Lyndon:

CFL(w)=dee-de-cd-cd-bdd -bd-bd-ad-ad-aaadae - a
w4
Agora, considere que w[11], que corresponde a posi¢do p =3 do fator wy = bdd,

seja alterado para e. Como w), = bde é um fator Lyndon e w3 > w) e W) > ws, entdo,

CFL(w)=dee-de-cd-cd-bde -bd-bd-ad-ad-aaadae-a
—

wy

Lema 4.1.15. O custo para calcular CFL(w') a partir de CFL(w) quando (1) e (II) sd@o

satisfeitas é de O(n;).

Demonstragdo. E possivel verificar (I) e (II) em tempo O(n j)(Lemas4.1.1e4.1.2). O

4.1.2.2 Caso 6.

Lema 4.1.16. Se (1) é satisfeita e (1) ndo é satisfeita, entdo o fator w’j =w;[0,p—

1w'[plwjlp+1,..] é um fator Lyndon, e apenas um dos seguintes casos pode acontecer,

ou o fatorwj_y # w'; ou o fator w'; Fwitl.
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. / ~
Casow;j_q ;\é Wi, entdo,

/ /
CEL(W) = W0 Wa Wat1 .- Wj—1W; W1 W]
novo fator

em que wy € o primeiro fator a esquerda de w1 que é maior (lexicograficamente) do
que a concatenagdo dos fatores w1 ... w j—lW/j- Os fatores que antecedem w1 e que
sucedem w; em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

/ ~
Caso w', F Wiy, entdo,

/ /
CFL(W ) =wo---W;—1 -WjoJrl...Wb_] Wp Wi

Vv
novo fator

em que wy, € o primeiro fator a direita de w} que é menor (lexicograficamente) do que

a concatenagdo dos fatores w'; ...wy,_1. Os fatores que sucedem wy,_| e que antecedem

/.
iz
wj em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

A prova do lema acima € a mesma do Lema 4.1.5.

Exemplo 4.7. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-

racdo Lyndon:

CFL(w)=dee-de-cd-cd-bdd-bd- bd -ad-ad-aaadae-a
w6
Agora, considere que w[16)], que corresponde a posicdao p = 1 do fator we = bd, seja
alterado para e. Primeiro, observe que wy = be é um fator Lyndon. Além disso, wg > w7
ews z w’6. Dessa forma, W5W’6 = bdbe serd um novo fator Lyndon (Proposicdo 2.2.1).
Por fim, é encontrado o fator wy = bdd que é maior do que bdbe. Nesse momento, o

processo de concatenagdo é interrompido e a nova fatoragéo para w' é igual a

CFL(w) =dee-de-cd-cd-bdd- bdbe -ad-ad-aaadae-a
~~
novo fator
Lema4.1.17. O custo para calcular CFL(w') a partir de CF L(w) quando (1) é satisfeita
e (Il) ndo ¢ satisfeita é de O(n).

A prova do lema acima € a mesma do Lema 4.1.6.
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4.1.2.3 Caso7.

Lema 4.1.18. Se (I) ndo é satisfeita e (II) é satisfeita, entdo w_’i = w;[0,p —
1w [plw;jlp+1,..] nd@o é um fator Lyndon.

Seja CFL(W}) =W/, -w', ---w', _, tem-se que wj_1 > W', e, portanto,

Jo i g
CFL(W/):W ceeW .W/. ...wl. 'W/' W/' w; w Wi W
0 J=1" %o NG R N L k-1
novo fator novo fator

em que wy, é o primeiro fator a direita de w’j que é menor (lexicograficamente) do que a
/. /‘
Jr Jr—

ficamente) do que a concatenagdo dos fatores W/jr . .w} Wijt1. Além disso, os fatores
—

que sucedem wy,_1 e que antecedem wj em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

concatenagdo dos fatores w;; ...wp_1, ew; € o primeiro fator que é maior (lexicogra-

Demonstragdo. Por definigdo w'; =w;[0, p — 1]w'[p]w;[p +1,..] € maior que algum su-
fixo préprio de w; uma vez que (I) ndo € satisfeita.
Note que o fator w;_; serd maior ou igual ao primeiro fator w}o de CF L(w’j), uma

/

vez que pela propriedade (II), tem-se w;_; > w’j € como w;

z /
, € um prefixo de w’, logo

. /.
Wi—1>w Jo*

Observe que o ultimo fator w’jqf1 de CF L(w;) pode ndo ser maior ou igual fator
wjt1, uma vez que a alteragdo em wli] pode ter sido feita em w’j .- Nesse caso, se
—

,.
Jq-
Agora, se w’jqf2 * leq,lw j+1, entdo a concatenagio w

Wj+1 € um fator Lyndon.

w’jq_1 < Wjt1, entdo w

/ /
jq72qu7
fator Lyndon. Assim, essa comparagdo e concatenacao € feita enquanto os fatores que

Wijt1 também € um

antecedem w’jq_1 em CF L(w}) forem menores (lexicograficamente) do que a concate-

nacdo. Observe que, nesse caso, a Unica possibilidade de isso ocorrer € se esses fatores
forem iguais, pois w/; | >w/;  eparaw) | o = Wi
(o mesmo vale para os fatores que antecedem W;‘q,z)- Suponha que isso acontecga até o
/.

Jr—
Em seguida, semelhante ao Caso 2, é necessdrio comparar os fatores que suce-

/ . 4 :
< qu,lefl € preciso que w

fator w 1,com0<r<q.

dem wj;; com a concatenag¢do dos fatores que o seguem até W/jr enquanto eles fo-

rem maiores (lexicograficamente) do que a concatenacdo. Suponha que isso acon-

/
Jrte

w. ,..W/jqiledFI...Wb_l > wp. Além disso, wj—1 > wp_1, logowj_1 > - >w) >

teca até o fator wy,_1. Dessa forma, w .w’jqflw j+1---wp—1 € um fator Lyndon, com

Jr
/ /
Wj,H-qu_leH e Wp_] W e > Wi
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]

Exemplo 4.8. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-
racdo Lyndon:
CFL(w)=dee-de-cd-cd-bdd- bd - bd - ad -ad-aaadae-a
M-

wq w5 wWe w7y

Agora, considere que w[11], que corresponde a posi¢do p = 2 do fator wy = bdd,
seja alterado para b. Primeiro, observe que w) = bdb ndo é um fator Lyndon. Tem-se
CFL(w),) = bd -b. Além disso, w3 > w) e w)y > ws. O iiltimo fator de CFL(w}) é menor
do que ws, portanto, bbd é um fator Lyndon. O mesmo acontece com o fator weg = bd,
isto é bbd < bd, entdo, a concatenag¢do bbdbd também é um fator Lyndon. Por fim, é
verificado que w7 = ad é menor do que bbdbd, portanto a atualizacdo de CFL(w) é

interrompida e:

CFL(w)=dee-de-cd-cd-bd- _bd - bbdbd -ad-ad-aaadae -a
< =~

!
; novo fator
wio Je

Lema 4.1.19. O custo para calcular CFL(w') a partir de CFL(w) quando (1) néo é
satisfeita e (II) € satisfeita é O(n).

Demonstragdo. E possivel verificar (I) e (IT) em tempo O(n j) (Lemas 4.1.12 e 4.1.13).
Como (I) ndo ¢ satisfeita, € preciso fazer o CFL(w)) = w}o---w;.qil cujo custo é
/

j,1 com wjiq. Essa compa-

racdo pode ser feita em tempo O(n;) comparando os simbolos dos dois fatores. Se

dado por O(n;j). Caso w'[i] > wli], serd comparado w

/
q-1’ Jq
wp < w’jq_le+1 ...wp_1, ou chegar no fim de CFL(w). A comparagdo de cada fator

Wipl > w’j compara-se wjip com w; w1, e assim por diante, até encontrar

Wi com a concatenagdo w;-qilw j+1---wjyi—1 € feita em tempo proporcional ao tama-
nho de w;;, portanto, o custo total at€ encontrar wy, € proporcional a soma de todos os
fatores, isto &, O(n’jq_l +nj4+nj 4+ +np_1+np) =0(n). O

4.1.2.4 Caso 8.

Lema 4.1.20. Se (I) ndo ¢ satisfeita e (II) ndo ¢ satisfeita, entdo W/j = w;[0,p —

w'[plwjlp+ 1,..] ndo é um fator Lyndon, e apenas um dos seguintes casos pode acon-
.

. . / / . : VAN .
tecer: ou o fator wj_ # w;; ou o fator w; * wit1. Seja CFL(wj) =W Wy Wy

jo W
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Casowj_1 # w’j, a fatoragdo é dada por

/ f— . / / . / RO / . . ..
CFL(W)—W()"'Wa‘l4/a+1...WJ_1Wj0...er71 Wit Wa Wikl Wil
novo fator novo fator

em que w, € o primeiro fator a esquerda de w;_1 que é maior (lexicograficamente
J

/
€W

menor (lexicograficamente) do que o fator w;_. Os fatores que antecedem w1 e que

~ / . . . ~
do que a concatenagdo dos fatores wgi1...wj 1w i . € o primeiro fator que é

sucedem w; em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

/ ~ 7
Caso w; * wjy1, a fatoragdo é dada por

/ p— . . / o .. / . / / . . o ..
CFL(W')=wo--wj_1-w Wiy Wi, - WqtWj1 - Wp—1 Wh W1

novo fator novo fator

em que wy, € o primeiro fator a direita de w; que é menor (lexicograficamente) do que
/' /'

Jr Jr—
graficamente) do que o fator wj 1. Os fatores que sucedem wy,_; e que antecedem w

a concatenagdo dos fatores w; ...wp_1, ew; € o primeiro fator que é maior (lexico-

em CFL(w) sdo os mesmos na nova fatoragdo.

Demonstragdo. Por defini¢do w'; = w;[0,p — 1]w/[p]w;[p +1,..] ndo € o menor sufixo
/
J
wli]. Assim, apenas um dos dois fatores Lyndon adjacentes a w’j pode ndo respeitar a

em w'; uma vez que (I) ndo € satisfeita. Como p > 0, pode-se ter w'[i] > w[i] ou w'[i] <

propriedade (IT). Quando w;_ # w'; tem-se que w'[i] > wli], nesse caso w'; > w; > w1,
portanto, w; > wj1. De forma simétrica, quando w/; 7 w1, tem-se w'[i] < wli] e
Wi >w; > w’j, portanto wj_j > w}.

Suponha que w’j > wj, entdo apenas 0 caso wj_| # w’j pode acontecer quando a

propriedade (II) ndo for satisfeita.
1 / — / oo I, oo /,... /. - . /' 1
Considerando, CFL(WJ-) S Wi Wy W Wy tem-se que w;_1 < W}, pois
/ . ~ / ’ . ~
Wil 2w » € como os dois fatores sdo Lyndon, w;_w); € um fator Lyndon (Proposi¢ao
/
Jo
Note que para verificar essa desigualdade basta comparar os fatores w

2.2.1). Agora, se w;_1w', ¥ w’; , entdo a concatenagdo w;_1w’, w'; € um fator Lyndon.
/
J

0 < r < g, uma vez que os fatores concatenados a w;_ sdo maiores ou iguais a w

_comw;_1, com
/.
Jr’
Assim, essa comparacdo e concatenacdo € feita enquanto os fatores que sucedem W,j()
em CF L(w;-) forem maiores (lexicograficamente) do que w;_j.

Em seguida, semelhante ao Caso 2, é necessdrio comparar os fatores que antece-

dem w j—1 com a concatenagao dos fatores que o seguem até W/j,_l enquanto eles forem
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menores (lexicograficamente) do que a concatenagdo. Suponha que isso acontega até o

fator w, 1. Dessa forma, wyyq.. .wj_zwj_lw/jo ... w;-r_l ¢ um fator Lyndon, com w, >

/ £ . / / /
Watl--- W, . Além disso, wy 1 > wjt1, logo Watl - Wi ... Wi >wW, > Z Wi,

De forma simétrica, quando w’j < w; apenas O caso w’j # wji1 pode acontecer
quando a propriedade (II) ndo for satisfeita, cuja demonstracdo € a mesma do caso
4.1.18.

O

Exemplo 4.9. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fato-

racdo Lyndon:

CFL(w) =dee-de-cd-cd-bdd- bd - bd - ad - ad -aaadae-a
— R R

W5 we w7 wg

Agora, considere que w(13], que corresponde a posicdo p =1 do fator ws = bd, seja

alterado para a. Primeiro, observe que ws = ba ndo é um fator Lyndon e w’j F Wit
/
J1
w'j , < We, a concatenagdo w;- \We = abd é um fator Lyndon (Proposi¢cdo 2.2.1). Esse

Entdo, é calculado CF L(wg) = b-a, portanto, w'. = a é um fator Lyndon, e como
fator Lyndon, por sua vez, é menor do que wy = ad, entdo W}1W6W7 = abdad tam-
bém ¢é um fator Lyndon. O mesmo acontece para wg = ad, portanto a concatena-
cdo W;1W6W7W8 = abdadad também é um fator Lyndon. Por fim, é verificado que
wg = aaadae é menor do que abdadad, portanto a atualizagdo de CFL(w') ¢ inter-

rompida e:

CFL(W') =dee-de-cd-cd-bdd-b-abdadad-aaadae - a
———

novo fator

Exemplo 4.10. Considere a palavra w = deedecdcdbddbdbdadadaaadaea, e sua fa-

toragdo Lyndon:

CFL(w)=dee-de-cd-cd-bdd-bd-bd- _ad - _ad -gaadae-a
R ==
wy wg wo
Agora, considere que w[20), que corresponde a posi¢do p =1 do fator wg = aaadae,

seja alterado para aeadae. Primeiro, observe que wy = aeadae ndo é um fator Lyndon

ewj_1 # w’j.
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Entdo, é calculado CF L(w’g) = ae -adae e como w}o > wj_1, a concatena¢do
wsw’jo = adae é um fator Lyndon (Proposicdo 2.2.1). Note que, o fator wy = ad é me-
nor que o novo fator obtido WSWIjO = adae, resultando em um fator Lyndon W7vvgw’j0 =
adadae. A seguir, é verificado que o fator wg = bd é maior do que W7W8W}0 = adadae,
portanto w, = we.

Em seguida, verifica-se que a concatenacdo W7W8W3-0 = adadae é menor do que o
/

}2 = adae, logo wiwgw J-Ow’j2 = adadaeadae é um novo fator Lyndon. Por fim,

wio = a é menor do que o novo fator, portanto, a atualizacdo de CFL(w') é finalizada

fator w

com:
CFL(W') =dee-de-cd-cd-bdd-bd-adadaeadae-a
—
novo fator
Lema 4.1.21. O custo para calcular CFL(W') a partir de CFL(w) quando (I) e (II) ndo

sdo satisfeitas é de O(n).

A prova € igual a do Lema 4.1.6.

4.1.3 Consideracoes Finais

Seja w uma palavra de tamanho n, sua fatoragdo Lyndon CFL(w), e w[i] uma posi¢ao
em um fator w; de CFL(w).

Teorema 4.1.22. E possivel verificar se a fatoracdo Lyndon apds uma operacdo de
substituicdo em wli] é a mesma em tempo O(nj), em que nj é o tamanho do fator em

que o simbolo wli| foi alterado.

Demonstracdo. Quando uma alteracido € feita em qualquer posi¢cdo de um fator de
CFL(w), pelos Lemas 4.1.1, 4.1.2, 4.1.12 e 4.1.13 verifica-se as condigdes (I) e (I)
em tempo O(n;). O

Teorema 4.1.23. E possivel obter a nova fatoragdo Lyndon CFL(w') para a pala-
vra modificada w' apds uma operagdo de substituicdo em wli], a partir da fatoracdo
CFL(w), em tempo O(n).

Demonstragdo. Para os casos em que CFL(w') = CFL(w), pelos Lemas 4.1.4 e 4.1.15,
o custo para obter CFL(w') é O(nj), em que n; é o tamanho do fator em que o simbolo

wli] foi alterado. Além disso, quando a altera¢do é feita no primeiro simbolo de um
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fator e a condigdo (II) € satisfeita, pelo Lema 4.1.8, o custo para obter CFL(w') também
é O(nj). Para todos os outros casos, pelos Lemas 4.1.6, 4.1.11, 4.1.17,4.1.19 e 4.1.21,
o custo para obter CFL(w') a partir de CFL(w) é O(n). O
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CAPITULO

Conclusao

Neste trabalho foi investigado o problema da fatoragdo Lyndon dindmica de uma
palavra w no cendrio em que uma operacdo de substitui¢do € permitida na edi¢ao de
w, de forma que a fatoracio da nova palavra resultante w’' pode ser obtida a partir da
fatoracdo de w.

Inicialmente, foi feito um estudo sobre palavras Lyndon, fatoracdo Lyndon e al-
goritmos relacionados. A partir desse estudo, surgiu a seguinte pergunta sobre o que
aconteceria com a fatoracao de w se um simbolo fosse substituido: Serd que é possivel
encontrar os fatores Lyndon da palavra alterada w' a partir da fatoragdo de w sem ter
que reprocessar todo o texto novamente? Essa pergunta foi respondida com o desenvol-
vimento de um novo algoritmo que divide em oito possiveis casos que podem acontecer
com a fatoragdo de w apds uma operagdo de substituicdo.

O algoritmo apresentado primeiro verifica se a fatoracao Lyndon apds uma operacao
de substituigdo em wli] ¢ a mesma em tempo O(n;), em que n; € o tamanho do fator
em que o simbolo wii] foi alterado. Caso seja necessdrio atualizar CFL(w) para obter
a nova fatoragdo Lyndon CFL(w') para a palavra modificada w' o custo computacional
em cinco casos é O(n).

Esse trabalho foi um estudo inicial a respeito da atualizacao de fatores Lyndon exis-
tindo varias oportunidades de melhorias em trabalhos futuros.

Como questdo em aberto fica se € possivel obter a fatoracdo Lyndon de w’ a par-
tir de CFL(w) em tempo o(n) utilizando estruturas de dados auxiliares. Este desafio

abre caminho para investigacOes futuras, particularmente na exploracdo da eficiéncia
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algoritmica através de um estudo experimental.
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