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Resumo

Neste trabalho estuda-se os conceitos e resultados algébricos que fundamentam a teoria das
bases de Grébner e o algoritmo de Buchberger que possibilita o célculo efetivo destas. A teoria
é estabelecida com respeito a um anel polinomial em um ntamero arbitrario de variaveis com
coeficientes sobre um corpo qualquer. Dé-se énfase aos assuntos relativos a ordem monomial,
algoritmo da divisao, ideais monomiais, lema de Dickson e teorema da base de Hilbert. A titulo
de curiosidade, desenvolve-se uma implementacao do algoritmo de Buchberger como descrito
originalmente em [Buchberger, 1985 na linguagem UserRPL para a Calculadora Grafica HP
50g e explora~se suas propriedades técnicas e computacionais. Esta implementacao prové su-
porte para polindmios com coeficientes complexos em um ntimero arbitrario de variaveis com

ordenacoes monomiais canonicas pré-definidas e também programéveis pelo usuario.

Palavras-Chave: Algebra Computacional. Bases de Grobner. Algoritmo de Buchberger.

UserRPL. HP 50g.
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Introducao

Dentro do ramo da &lgebra comutativa e geometria algébrica computacional uma base de
Grébner ¢ um tipo particular de conjunto gerador de um ideal dentro de um anel polinomial
sobre um corpo qualquer. O conceito de bases de Grobner é fundamental para a deducao
de varias propriedades importantes de um ideal e sua variedade algébrica associada, como
dimensao e nimero de zeros. O algoritmo de Buchberger permite o cilculo efetivo das bases
de Grobner e é uma das principais ferramentas em sistemas algébricos computacionais para
a resolucao de sistemas de equacgoes polinomiais e a computacao de imagens de variedades
algébricas sob projecoes e mapeamento racional. Este algoritmo pode ser visto como uma
generalizacao multivariavel nao linear do algoritmo euclidiano para o calculo do maximo divisor
comum de polinémios e da eliminagdo gaussiana para sistemas lineares. A teoria das bases de
Groébner, junto com o algoritmo de Buchberger, foram introduzidas por Bruno Buchberger em
sua tese de doutorado, sendo o nome dado as bases homenagem ao seu orientador Wolfgang
Grobner [Buchberger, 1985).

Na primeira parte deste trabalho estuda-se os conceitos e resultados algébricos que funda-
mentam a teoria das bases de Grobner e o algoritmo de Buchberger que possibilita o célculo
efetivo destas. A teoria é estabelecida com respeito a um anel polinomial em um nimero arbitra-
rio de varidveis com coeficientes sobre um corpo qualquer. Dé-se énfase aos assuntos relativos a
ordem monomial, algoritmo da divisao, ideais monomiais, lema de Dickson e teorema da base de
Hilbert. Na segunda parte do presente trabalho desenvolve-se uma implementacao do algoritmo
de Buchberger como descrito originalmente em [Buchberger, 1985] na linguagem UserRPL para

a Calculadora Gréafica HP 50g e explora-se suas propriedades técnicas e computacionais.



Capitulo 1
Anéis, Corpos e Polinémios

Neste capitulo revisaremos os conceitos pertinentes aos anéis, corpos e polindmios que funda-

mentam a teoria estudada.

Definicao 1.1 (Anel comutativo). Sejam A um conjunto ndo-vazio, e as operagoes + e - defi-

nidas sobre A. A terna (A, +,-) é um anel comutativo se satisfaz as seguintes propriedades:

(Associatividade) Para todos a, b e ¢ em A:

e (a+b)+c=a+(b+c)

e (a-b)-c=a-(b-c)
(Comutatividade) Para todos a e b em A:

eatb=>b1a

ea-b=0b-a

(Distributividade) Para todos a, b e ¢ em A:
ea-(btc)=a-bta-c

(Identidade) Para todo a em A, existem 0 e 1 em A tais que:

e a+0=a

ea-1—a



(Inverso aditivo) Para todo a em A, existe b em A tal que:
ea+b=0

Quando as operacoes aditiva e multiplicativa estao subentendidas, nao ocorrendo risco de
ambiguidade, identifica-se a terna (A, +,-) com o proprio conjunto A, chamando-se a este de

“anel”.

Definicao 1.2 (Corpo). Um anel comutativo (A, +,-) é um corpo se satisfaz a sequinte pro-

priedade:
(Inverso multiplicativo) Para todo a # 0 em A, existe b em A tal que:
ea-b=1

Quando as operacoes aditiva e multiplicativa estao subentendidas, nao ocorrendo risco de
ambiguidade, identifica-se a terna (F,,-) com o proprio conjunto [, chamando-se a este de

“corpo”.

Definicao 1.3 (Monodmio). Um monémio nas varidveis xy,...,x, € uma expressio algébrica

(A

da forma [] x, onde a; € N para 1 < i <n.
=1
Notacao. Denota-se [] 2% por 2%, onde x = (x1,...,2,) e a = (a1, ..., Q).
=1
Definicao 1.4 (Grau total de monomio). O grau total de um monémio [ = x* é definido

como grau(f) = > a.
=1

Definicao 1.5 (Polinomio). Um polindémio nas varidveis xy, . .., x, com coeficientes sobre um
corpo F' é uma expressdo algébrica da forma Y a,x®, onde A é um subconjunto finito de N,

a€A
e a, € I para todo o € A.

Notacgao.

e Quando nao hd risco de ambiguidade nem necessidade de explicitacao, costuma-se omitir

o conjunto A na notagdo da expressio algébrica geral de um polinémio (como acima) por:
Z aaxa 7‘
(0%

e Denota-se o conjunto de todos os polindmios nas varidveis xi,...,Tn, com coeficientes

sobre um corpo I por Flxy, ..., x,);
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Definicao 1.6 (Grau total de polinomio). O grau total de um polinémio [ = > a,x® # 0
é definido como grau(f) = max {grau(z®) | a, # 0}.

Definicao 1.7 (Ideal). Um subconjunto I C Flxy,...,x,] é um ideal se satisfaz:
(i) 0 ¢l
(i) Se f,ge 1, entio [+ gel;
(i1i)) Se fel ehe Flry,...,x,), entdoh- f € I;
Note que o menor ideal possivel, chamado de “ideal trivial”, é {0}.

Notagao. Sejam fi,..., fs polinomios em Flxy,... x,]. Denota-se

i, fo) = {thfz

Lema 1.8 (Ideal gerado). Se fi,...,fs € Flxy,...,xn], entdo {fi,...,[fs) € um ideal de

hl,...,hSGF[xl,...,xn]}.

Flzy, ..., x|, que chamamos de ideal gerado por fi,..., fs.
Demonstragao. Primeiramente, 0 € (fy,..., fs) visto que 0 = > 0- f;. Agora, suponha que
=1
f=>pifieg=> qfi,esejahe Flry,...,x,]. Entdo as equagoes,
=1 =1

f+g9=> (pi+a)f

i=1

hf = Z(hp»fi

completam a prova de que (fy,..., f;) é um ideal. O
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Capitulo 2

Ordem Monomial e Algoritmo da Divisao

Defini¢do 2.1 (Relagdo). Uma relagao sobre um conjunto M € um subconjunto de M? =

M x M.
Notagao. Denota-se (f,g) € > por [ > g.

Definicao 2.2 (Ordem). Ordem sobre um conjunto M é uma rela¢io > tal que para todo f,

g e h em M satisfaz:
(Reflexiva) [ > f;
(Anti-simétrica) Se f > g eg> [, entio [ = g;
(Transitiva) Se f > g e g > h, entdo [ > h;
Notagao. Denota-se:

e f2gporg< f;

e [2gelFgpor[>y;

e [>gporg<f;

Definicao 2.3 (Ordem total). Ordem total é uma ordem > sobre um conjunto M tal que

para todo f e g em M wverifica-se exclusivamente um dos sequintes casos:

e [>g;

12



e [ <yg;

A ordem usual dos nimeros reais ¢ uma ordem total, pois para quaisquer dois elementos

vale a tricotomia.

Definicao 2.4 (Boa ordem). Boa ordem é uma ordem > sobre um conjunto M em que para

todo X C M nao vazio, existe [ € X tal que para todo g € X, tem-se f < g.

Proposicao 2.5. Uma ordem > sobre um conjunto M € boa ordem se, e so se, toda sequéncia

estritamente decrescente em M € finita.

Demonstragao. Demonstremos a contrapositiva: uma ordem > sobre um conjunto M nao é

boa ordem se, e 86 se, existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente em M.

Seja S um subconjunto de M sem menor elemento. Tome fy em S. Como fy nio é o
menor elemento, existe f; em S tal que fi1 < fo. Para cada ¢ € N maior que 0, como
fi € M nao ¢ o menor elemento, tome f;;1 tal que f;;1 < f;. Portanto, temos a sequéncia

infinita estritamente decrescente ... < fi1 < fi < ... < f1 < Jfo.

Seja ... < fiy1 < fi < ... < fi < fo uma sequéncia infinita estritamente decrescente
de elementos de M. Considere o conjunto S formado exatamente por estes elementos.

Como S C M é nao vazio e nao possui menor elemento, > nao é boa ordem.
O

Definigao 2.6 (Ordem monomial). Ordem monomial é uma ordem > sobre o conjunto M

dos monémios de Flxy,...,x,|, que satisfaz:
(i) > é ordem total;
(i) > é boa ordem;
(111) Dados [ e g em M, se f >geh e M, entdo f-h>g-h;

Observe que toda ordem monomial > induz uma ordem >’ sobre o conjunto N” (e vice-
versa) tal que dados a, 3 € N”, vale a >’ < 2 > 2z°. Portanto >’ goza das mesmas
propriedades que definem > acima, e logo, quando nao héa risco de ambiguidade usa-se ambas

intercambiavelmente.
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Definicao 2.7 (Ordem lexicogréafica). Ordem lexicogrdfica é uma ordem >, sobre o con-
junto dos mondémios de Flxy, ..., x,], que para todo f = 2% e g = 2 satisfaz f >0 g s€, € 50

se, verifica-se uma das seguintes condigoes:
e f=y;
e Sendo, sendo m=min{i | 1 <i<n e a; # Bi}, tem-se Q> Bn;
Por exemplo, (7,9,1) > (7,1,9) e (8,0,5) >1ex (8,0,5).

Proposicao 2.8. A ordem lexicogrdfica >, € uma ordem monomial sobre o conjunto dos

mondémios de Flxy, ..., x,].

Demonstragdo. (i) Sejam f = 2% e g = 2°. Se f = g o resultado ¢ imediato. Do contréario,
sejam=min{i | 1 <i<n e a;# f;}. Caso a,, > Fn, segue da defini¢io de ordem

lexicogrifica que [ >1ex g. Sendo teremos 5, > ay, e logo, por definicao, g >ex f-

(ii) Suponha por absurdo que >} ndo seja boa ordem. Pela proposi¢io 2.5 temos que entéo
existe uma sequéncia infinita estritamente decrescente de monomios em Flxy, ..., x,).
Tome fy = 2% e fi = 2” em tal sequéncia de forma que f; <iex fo. Seja my —
min{i | 1 <i<n e a; # G;} que satisfaz ay,, > .. Tome fo = x7 tal que fo <jex f1
esejam; =min{i | 1 <i<n e §;# v} Logo, m; < mgou vy, < B Vemos entdo
que repetindo o processo e tomando um mondémio menor a cada passo, tem-se que ou o
indice ordinal m do expoente decresce ou o proprio expoente decresce. Como ambos sao

nimeros naturais a sequéncia eventualmente termina, o que é absurdo.

(iii) Sejam f = 2%, g = 2® e h = 27 monomios de Flzi,...,x,| tais que f >1x g. Seja m =
min{i | 1<i<n e a;# B} Observe que f-h = 2% = 2" e g- h = 2Px7 = P17,
Visto que iy, > B, €ntao a, + Y > B + Ym, donde [ - h >1ex g - h.

]

Definicao 2.9 (Ordem lexicogréafica graduada). Ordem lexicogrdfica graduada é uma ordem
> griex SObTE 0 conjunto dos mondmios de Flxy,..., x|, que para todo f e g satisfaz f > ges g

se, e so se, verifica-se uma das sequintes condicoes:

e grau(f) > grau(g);
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e Sendo, se grau(f) = grau(g) entdo [ >je 9;
Por exemplo, (1,2,3) >gex (3,2,0) e (1,2,4) >gnex (1,1,5).

Definicao 2.10 (Ordem lexicografica reversa graduada). Ordem lexicogrdfica reversa gra-
duada € uma ordem > greyier sobre o conjunto dos mondmios de Flxy,..., x|, que para todo

— 2% e g = 2° satisfaz f > grevien § S€, € SO se, verifica-se uma das sequintes condicoes:
g9 b b

e grau(f) > grau(g);

e Sendo, se grau(f) = grau(g) entdo sendo m = max{i | 1 <i<n e a; # 5}, tem-se

Uy < Pns

Por exemplo, (4,7,1) >greviex (4,2,3) € (1,5,2) >greviex (4,1,3). Considere o polindémio
[ = 4dxy?*z + 422 — 52% + 7T2%2% € Clz,y, z]. Ordenando seus termos em ordem decrescente com

respeito as trés ordens definidas anteriormente, temos:
(Zrex) [ = —Ba® 4+ Ta?2? + dwyPz + 42%

(Cartex) [ = T2%2% + day?z — 5% + 42%

(Cgreviex) [ = 4wy?z + Ta?2? — 5a® + 422,

Definicao 2.11. Sejam f = > a,x® # 0 um polinémio de Flxy,...,x,| e > uma ordem

monomial. Define-se sobre f:

(Multigrau) multigrau(f) = maxs {a € N* | a, # 0}
(Coeficiente lider) CL(f) = amuttigrau(s)

(Monémio lider) ML(f) = ymultierau(/)

(Termo lider) TL(f) = CL(f) - ML(/f)

Para exemplificar, sejam f = 4ay?z + 42% — 52° + 72%2? e > a ordem lexicografica. Temos

entao:

15



multigrau(f) = (3,0,0),
CL(f) =
ML(f) =
TL(f) =
Proposicao 2.12. Sejam [ e g polinomios nao nulos de Flxy,... x,| . Entao:

(1) multigrau(f - g) = multigrau(f) + multigrau(g);

(i) Se [+ g # 0, entdo multigrau(f + ¢g) < max {multigrau(f), multigrau(g)}. Além disso,

se multigrau(f) # multigrau(g) a igualdade ocorre.
A demonstracao desta proposicao ¢ deixada como exercicio para o leitor.
Notagao. Dados f,g € Flx1,...,x,),
e Denota-se a existéncia de h € Flxy,...,x,| tal que g = [+ h, por “f divide g” ou [ | g;

e Do contrdrio escreve-se “f nao divide g” ou f ) g.

Teorema 2.13. Seja > uma ordem monomial e D = (fy, ..., [s) uma s-upla de polinémios em

Flxy, ... x,]. Entao, qualquer f € Flxq,...,x,] pode ser escrito como [ = > qif; +r, onde
i1

Gi,7 € Flry,...,x0], er =0 ou TL(f1), ..., TL({fs) ndo dividem os termos de r. Além disso, se

Gi.fi # 0, entao multigrau(f) > multigrau(g; f;), para 1 < i < s. Nessas condigoes, o polinémio

r € chamado “resto da divisao de f por D”.

Demonstragao. Considere o seguinte algoritmo:

ALGORITMO Divisao(f, {f1,..., fs})

PARA i€ {l,...,s}
¢ =0

r=0

p=f

ENQUANTO p #£ @
=1
d=20

ENQUANTO 1 <s E d=0
se TL(f:) |l TL(p)
p=p—- TL(;)) fi
d=1

16



SENAO

=141
SE d=0
r =1+ TL(p)
p=p—TL(p)

RETORNE {q1,...,qs},7

Afirmamos que qq, ..., qs e r sao construidos pelo algoritmo acima, que opera corretamente

para qualquer entrada. Para provar que o algoritmo funciona, primeiramente mostremos que

vale
F=> afitr+p (2.1)
=1
para cada passo do algoritmo. Isso é claramente verdade para os valores iniciais de ¢, ..., qs, 7, p.

Agora, suponha que (2.1) valha para um dado passo do algoritmo. Destacam-se as duas si-
tuacoes mutuamente exclusivas que podem ocorrer quando o lagco ENQUANTO mais externo é

executado:
(Passo de divisao) Se para algum i € {1,...,s} tem-se TL(f;) | TL(p);

(Passo de resto) Do contrério;

que ¢; f; + p nao muda. Visto que todas as outras variaveis mantém seus respectnos valores, a

Se o proximo passo € de divisao, aigualdade g; fi+p = (qz

igualdade (2.1) permanece verdadeira. Por outro lado, se o proximo passo ¢ de resto, entao as
variaveis p e r mudarao, mas sua soma p -+ r nao, dado que p+r = (p—TL(p)) + (r + TL(p)), e
logo a igualdade (2.1) & preservada. Agora, observe que o algoritmo para quando p = 0. Neste
caso, a igualdade (2.1) se torna [ = f_‘ q:f; + r. Visto que termos sao adicionados a r apenas
quando nao sao divisiveis por nenhur;lzélos TL(f;), segue que ¢, . ..,qs € r tem as propriedades
desejadas assim que o algoritmo termina.

Finalmente, precisamos provar que o algoritmo eventualmente termina. A principal obser-
vacao ¢ que cada vez que um valor é atribuido & varidvel p, ou seu multigrau diminui ou se
torna 0. Para elucidar este fato, suponha que durante um passo de divisao, p tenha o valor p/ =
LI = AR L) — L),

o que &gmﬁca que p e TL / ; tem o mesmo termo lider. Portanto caso p’ 7é 0, a diferenca p/

p— ; atribuido a si. Pela proposicao 2.12, temos TL (

de ambos deve ter multlgrau estritamente menor. Agora, suponha que durante um passo de

resto, p assuma o valor p’ = p — TL(p). Neste caso ¢ 6bvio que multigrau(p’) < multigrau(p),

17



se p’ # 0. Portanto, em qualquer caso, o multigrau decresce. Se o algoritmo nunca terminasse,
entdao obterfamos uma sequéncia decrescente infinita de mondémios associados aos multigraus

de p, o que nao pode ocorrer, pela proposicao 2.5, pois > é boa ordem.

Resta estudar a relagdo entre multigrau( f) e multigrau(g; f;). Todo termo em ¢; ¢ da forma

TTLL&)) para algum valor da variavel p. O algoritmo comeca com p = f, e acabamos de mostrar
que o multigrau de p decresce. Isso mostra que TL(p) < TL(f), e entdo segue facilmente, usando

a condigdo (iil) da defini¢io 2.6, que multigrau(q; f;) < multigrau(f), quando ¢; f; # 0. O
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Capitulo 3

Lema de Dickson e Teorema da Base de

Hilbert

Definigao 3.1 (Ideal monomial). Um ideal I C Flxy,...,x,] € um ideal monomial se existe
um subconjunto A C N” tal que I consiste de todos os polindmios que sdo somas finitas da

forma > hox®, onde hy € Flxy,...,x,]|. Neste caso escrevemos [ = (x* | a € A).
acA

Um exemplo de ideal monomial é (xy?, x3y*, 2%y°) € Flz,y]. Um exemplo de um ideal nao

monomial sobre o mesmo anel polinomial é (x,y* — 1).
Lema 3.2. Seja [ = (x® | a € A) um ideal monomial e B € N*. Entdo,
el JaecA 22|
Demonstragao.
Se z? ¢ um multiplo de 2® para algum o € A, entdo z” € I pela definicio de ideal.

S
Se 2 € I, entdao 2 = 3" ha™, onde h; € Flxy,...,2,] e a; € A. Se expandirmos cada
=1
h; como uma soma de termos, obtemos

8 8
=1 =1 7 %7
Depois de juntar os termos de mesmo multigrau, todo termo no lado direito da equacao

é divisivel por algum 2% e logo o mesmo vale para z”.
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Lema 3.3. Sejam [ um ideal monomial e [ € Flxy,...,x,]. Entdo as seguintes proposi¢oes

sao equivalentes:
(i) fel;
(11) Todo termo de f pertence a I;
(111) [ € uma combinagdo linear sobre I dos monémios de I;

Demonstra¢io. As cadeias de implicagdo (iii) = (ii) = (i) e (i) = (iii) sdo triviais. A prova

de (i) = (ii) é similar ao que fizemos no lema 3.2. O
Corolario 3.4. Dois ideais monomiais sao 0 mesmo se, e $6 se, contém 0s mesnos monodmios.

Teorema 3.5 (Lema de Dickson). Seja I = (x® | o € A) C Flxy, ..., x,] um ideal monomial.

Entao eriste B C A finito tal que I = <x5 ‘ B e B>.

Demonstracdo. A prova é por inducao sobre o nimero de varidveis n. Se n = 1, entdao [ é
gerado pelo monomio x§, onde o € A C N. Seja 5 o menor elemento de A C N. Entao g < a,
para todo o € A, de forma que 2% divide todos os outros geradores x{ elogo I = (z7). Agora
suponha que n > 1 e que o teorema é verdadeiro para n— 1 variaveis. Escreveremos as varidveis
COMO T1, . ..,Tn_1,Y, de forma que os monémios em Flxy, ..., x,_1,y| possam ser escritos como
2y™, onde a = (ay,...,a,_1) € N*"LemeN.

Suponha que I C Flxy,..., 2, 1,y| ¢ um ideal monomial. Para encontrar geradores para I,
seja J o ideal em Flxy,...,x,_1| gerado pelos monéomios x® para o qual x®y™ € I para algum
m > 0. Visto que J é um ideal monomial em Flxy,...,x,_1], nossa hipotese de indugido implica
que um ndimero finito de monoémios do tipo x® geram J, digamos J = (x®!,...,x%). O ideal
J pode ser visto como uma “projecido” de I em Flxy, ..., x,_1].

Para cada ¢ entre 1 e s, a definicao de J nos diz que x*y™ € I, para alguma m; > 0. Seja
m o maior dos m;. Entdo, para cada [ entre 0 e m — 1, considere o ideal J; C Flzy,..., 2, 1]
gerado pelos mondmios x” tais que 2%y’ € I. Pode-se pensar em .J; como uma “fatia” de
I gerada pelos monodmios contendo exatamente y elevado a [-ésima poténcia. Usando nossa

hipotese de induc¢ao novamente, J; tem um ndmero finito de monoémios geradores, digamos
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Jp = (e p0) - Afirmamos que I é gerado pelos monomios da seguinte lista:

J xo‘<1>ym,. ,xo‘<s>ym,
JO l,ao(l)yo) ’xao(so)yo)
Jl xal(l)yl) y L 1<81>y17
Jm—l $am71<1)ym_1, L ,$am71(8m71>ym_1

Primeiramente note que todo mondémio em [ é divisivel por algum na lista. Para ver o
porqué, seja z%y? € I. Se p > m, entdo xz°yP é divisivel por algum z*¥y™ pela construcio de
J. Por outro lado, se p < m — 1, entdo x°y® é divisivel por algum x°?V¥ pela construcio de
Jp. Segue do lema 3.2 que os mondémios acima geram um ideal com os mesmos monoémios que
1. Pelo corolario 3.4, isso garante que os ideais sejam o mesmo, e entao nossa afirmacao fica
demonstrada.

Para completar a prova, precisamos mostrar que um conjunto finito de geradores pode ser
escolhido de um conjunto dado de geradores para o ideal. Se voltarmos a escrever as variaveis
COmO I, ...,Ty,, entdo o nosso ideal monomial passa a ser [ = (x* | a € A) C Flxy,..., ).
Precisamos mostrar que [ é gerado por um subconjunto finito B C A. Sabemos que [ =
(xPt, ... 2P para monémios 2% € I. Dado que 2% € I = (x® | o € A), pelolema 3.2, cada 2

é divisivel por %, para algum «; € A. Nao é dificil entdo mostrar que I = {(x™ ... z%). O
Corolario 3.6. Seja > uma relagao em N satisfazendo:
(i) > é uma ordem total em N";
(i) Se a > [ e~y e N entio a+v >+
Entao, > é uma boa ordem se, e sé se, a > 0 para todo o € N™.
Demonstragao.

Presumindo que > é uma boa ordem, seja oy o menor elemento de N?. Basta mostrar
que o > 0. Isto é claramente verdade, pois se 0 > ap, entdo pela hipotese (ii), somando
ap a ambos aos lados da inequacao obtemos oy > 2ag, 0 que é impossivel dado que «p foi

tomado como o menor elemento de N”.
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Presumindo que a > 0 para todo a € N, seja A C N” nao vazio. Precisamos mostrar
que A tem um menor elemento. Ja que [ = (z* | a € A) é um ideal monomial, o teorema
3.5 nos da que ay,...,as € A, de tal forma que I = (x*',... x2*). Podemos supor sem
perda de generalidade que a; < ap < ... < a,. Afirmamos que «; é 0 menor elemento
de A. Com efeito, seja a € A. Entdo x® € [ = (z*,...,x%), e pelo lema 3.2, x é
divisivel por algum z“. Isso significa que o = a; + 7, para algum v € N”. Entao v > 0
e a hipotese (ii) implica que o = a5 +v > o; + 0 = a; > «ay. Portanto, oy é o menor

elemento de A.

U
Proposi¢ao 3.7 (Base minimal). Um ideal monomial I C Flxy,...,x,] tem um conjunto
gerador x** ... x% com a propriedade de que x“ Y} x® para i # j. Além disso, este conjunto

é unico e € chamado de base minimal de I.

Demonstracao. Pelo teorema 3.5, I tem uma base finita consistindo apenas de mondmios. Se
um dos mondmios nesta base divide outro, entdao podemos descartar este e ainda termos uma
Qg

base. Iterando sobre este procedimento provamos a existéncia da base minimal 2% ... x

Para demonstrar a unicidade, suponha que 2°,...,2* é uma segunda base minimal de I.

Entdao 2 € I e o lema 3.2 implica que z% || 2°* para algum i. Logo, 2% || 2%, o que pela
minimalidade implica j = 1 e por conseguinte z*! = 2. Continuando dessa forma vemos que

a primeira base esta contida na segunda. Portanto, alternando as bases, a igualdade segue pelo

mesmo raciocinio. O
Notagao. Seja I C Flxy,...,x,) um ideal ndo trivial com uma ordem monomial subentendida
em Flxy,...,x,|. Entdo:

(i) Denota-se por TL(I) o conjunto de termos lideres de elementos nao nulos de I, isto é,

TL(I) = {ex® | TL(f) = ex®, 3f € I\ {0}}

(11) Denota-se por (TL(I)) o ideal gerado pelos elementos de TL(I).
Proposicao 3.8. Seja I C Flxy,...,x,] um ideal ndo trivial. Entdo:

(i) (TL(I)) é um ideal monomial;
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(i1) Ezistem gy,...,g: € I tais que (TL(I)) = (TL(¢1),..., TL(g)).
Demonstragao.

(i) Os monomios lideres ML(g) de elementos g € I\ {0} geram o ideal monomial

(ML(g) | g € 1\ {0}).

Dado que ML(g) e TL(g) diferem por uma constante ndo nula, este ideal equivale a

(TL(g) | g € I\{0}) = (TL(I)). Portanto, (TL(I)) ¢ um ideal monomial.

(i) J& que (TL(I)) é gerado pelos mondomios ML(g) para g € I\ {0}, o teorema 3.5 ga-

rante que (TL(1)) = (ML(g1),...,ML(g;)) para uma quantidade finita de g,...,g; € I.

(
Visto que ML(g;) difere de TL(g;) por uma constante ndo nula, segue que (TL([)) =
(TL(g1), - .., TL(ge))-

O

Teorema 3.9 (Teorema da Base de Hilbert). Todo ideal I C Flxy,...,x,] tem um conjunto

gerador finito. Em outras palavras, I = {g1,...,q:) para alguns ¢1,...,g: € 1.

Demonstragao. Se I for um ideal trivial, tomamos nosso conjunto gerador como {0}, que é
obviamente finito. Se [ tem como elemento algum polinémio nao nulo, entdao um conjunto
gerador ¢y,...,q para I pode ser construido da seguinte forma. Primeiramente selecionamos
uma ordem monomial particular para usar com o algoritmo da divisdao e na computacao de
termos lideres. Entdo [ terd um ideal de termos lideres (TL(/)). Pela proposicao 3.8, existem
g1, .-, g: € I tais que (TL(I)) = (TL(¢1),..., TL{g:)). Afirmamos que I = (gy,...,¢:). Fica
claro que {(g1,...,q;) C I, visto que cada ¢g; € I. Reciprocamente, seja f € [ um polindémio

qualquer. Se aplicarmos o algoritmo da divisao usado na prova do teorema 2.13 para dividir f

por (g1,...,4¢), chegamos a uma expressdo da forma f = q1g1 + -+ + qg: + r, onde nenhum
termo de r ¢é divisivel por nenhum dos TL(gy), ..., TL(g;). Afirmamos que r = 0. De fato, note
quer = f—qig1— - —qg € 1. Ser # 0, entdo TL(r) € (TL(I)) = (TL(g1),..., TL(g:)), €

pelo lema 3.2 segue que TL(r) é divisivel por algum TL(g;). Isso contradiz a defini¢do de resto
e logo s6 pode ser o caso que r é nulo. Portanto, f = q1g1 + -+ qg: + 0 € {g1,..., ), 0 que

mostra que I C {g1,...,g)- O

23



Capitulo 4

Bases de Grobner

Definicao 4.1 (Base de Grobuer). Fize uma ordem monomial no anel polinomial Flxy,. .., xy)].
Um subconjunto finito G = {g1,...,q:} de um ideal ndo trivial I C Flxy,... , x,], € uma base
de Grébner (ou base padrao) se (TL(g1),...,TL(g:)) = (TL(I)). Convencionando que

(@) = {0}, definimos o conjunto vazio como a base de Grobner do ideal {0}.

Por exemplo, uma base de Grobner para o ideal (xz —y? 2% —22) é {v° — 2° y'z — 24, y?2% —

222 —yt b — 2%}

Corolario 4.2. Fizada uma ordem monomial, todo ideal I C Flxy,...,x,| tem uma base de

Grébner. Ainda mais, qualquer base de Grébner para um ideal I € uma base de 1.

Demonstra¢ao. Dado um ideal ndo trivial, o conjunto G = {gy, ..., g:} construido na prova do
teorema 3.9 ¢ uma base de Grobner por definicao. Com relacao a segunda afirmacao, observe
que se (TL(I)) = (TL(g1),..., TL(g)), entdo o argumento dado para a prova do teorema 3.9

mostra que [ = {(g1,..., ), € portanto GG é uma base para . O

Definicao 4.3 (Cadeia ascendente). Uma cadeia ascendente de ideais é uma sequéncia

aninhada crescente Iy C I, C I3 C--- C I, C ---, onde I; é um ideal para todo 1 € N.

Teorema 4.4 (Condicio da cadeia ascendente). Seja I} C I C I3 C -+ C 1, C -+ uma cadeia

ascendente de ideais em Flxy, ... x,]. Entdo existe N > 1 tal que Iy = Iny1 = Inyoa =+
Demonstracao. Dada a cadeia ascendente Iy C I, C I3 C --- C I, C ---, considere o conjunto
I = |J I;. Comecemos por mostrar que I é também um ideal em F[zy,...,x,]. Primeiramente,

=1
0 € I dado que 0 € [I; para cada i. Agora, se f,g € I, entdao por definicao f € I, e g € [},
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para algum 7 e j ndo necessariamente iguais. No entanto, como os ideais [; formam uma cadeia
ascendente, supondo sem perda de generalidade que ¢ < j, temos que ambos [ e g estao em
I;. Visto que [; é um ideal, a soma [ + g € [;, e logo f + ¢g € I. Similarmente, se f € [ e
r e Flry,...,x,], entdo f € I; para algum i e r- f € I; C I. Portanto, [ é um ideal. Pelo
teorema 3.9, I possui um conjunto gerador finito: I = (f1,..., fs). Mas cada um dos geradores
¢ um elemento em algum dos [;, digamos f; € I}, para algum j;, 1 <17 < s. Definindo N como o
méaximo dos j;, temos que, pela definicao de cadeia ascendente, f; € Iy para todo i. Portanto,
IT={fi,....[gCIyCInyC---ClI. O
Proposicao 4.5. Seja [ C Flxy,...,x,| um ideal e seja G = {g1,...,9:} uma base de Grobner

para 1. Entdo dado [ € Flxy,...,x,), eriste um unico r € Flxy,...,x,] com as seguintes

propriedades:

(i) Nenhum termo de r é divisivel por nenhum dos TL(g1), ..., TL(g:);

(i1) Eziste g € I tal que [ =g+ r;

Em particular, v € o resto da divisdao de [ por G independentemente de como os elementos de

G sao listados quando se usa o algoritmo da divisdo.

Demonstra¢io. O algoritmo da divisdo nos da f = q1g1 + -+ + qg¢ + 7, onde r satisfaz (i).
Pode-se também satisfazer a (ii) fazendo ¢ = ¢q1g1 + -+ + qg: € 1. Isso prova a existéncia de
r. Para provar sua unicidade, suponha que f = g+ r = ¢ + r’ satisfazendo (i) e (ii). Entdo
r—r'=g¢ —gel,deforma que se r # 1/, entdo TL(r — ') € (TL(I)) = (TL(g1), ..., TL(g:)).

Pelo lema 3.2, segue que TL(r — r’) é divisivel por algum TL(g;). Isso é impossivel, dado que

nenhum termo de r e r' é divisivel por um dos TL(g1),..., TL(g), e logo a diferenca r — 1’ é
nula. A parte final da proposicao segue diretamente da unicidade de r. O
Corolario 4.6. Seja G = {q1,...,9:} uma base de Grobner para um ideal I C Flxy,...,x,] e
seja [ € Flxy,...,x,]. Entdo [ € 1 se, e sd se, o resto da divisdo de [ por G é zero.

Demonstragao. Se o resto é zero, entao ja sabemos que f € I. Reciprocamente, dado f € [,

entdao f = f + 0 satisfaz as duas condicoes da proposicao 4.5. Logo tem-se que 0 é o resto da

divisao de f por G. O
Notagao. Denota-se o resto da divisio de [ pela s-upla ordenada D = (f1,..., fs) como 7D.
Neste caso se D é uma base de Grobner para {(fi,..., [s), entdo pela proposicdo 4.5 podemos

considerar D como um conjunto (sem nenhuma ordem particular).
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Definicao 4.7. Sejam f,g € Flxy,...,x,| polinémios ndo nulos.

(i) Se multigrau(f) = « e multigrau(g) = 3, entio seja v = (v1,...,7), onde v; =
max{a;, 5;} para cada i. Define-se o minimo mailtiplo comum de ML(f) e ML(g)

comno

mmce{ML(f), ML(g)} = 27

(i1) Define-se o S-polinémio de [ e g como

x7 x7

Ly T

S = .
(f,9) = 7 7Y
Lema 4.8. Suponha que para a soma Y, | p;, vale que multigrau(p;) = 6 € N para todo i.

Se multigrau (37 | p;) <9, entdo > ; | p; é uma combinagdo linear com coeficientes em F, de

polinémios-S S(p;,pr) para 1 < j,1 < s. Além disso, cada S(pj,p;) tem multigrau menor que 4.

Demonstracdo. Seja d; = CL(p;), de forma que d;z° é o termo lider de p;. JA que a soma
>, pi tem multigrau estritamente menor, segue diretamente que y ;| d; = 0. Agora, observe

que como p; e p; tem o mesmo monodémio lider, o S-polindmio de ambos se reduz a

1 1

S(pi: pj) = =pi — = pj- (4.1)
7 dz d] J
Portanto,
S 1 1 1 1
ZdiS(pi,ps) =di PRANNPRL + dy PREENRL +ee
i—1 1 s 2 s (42)

1

d (dl +oeee ds—l)ps-

=pr TPt AP —

No entanto, a igualdade Y | d; = 0 implica que d; + - - - + ds_; = —d;, e logo a equacio (4.2)
se reduz a

s—1
> diS(pips) = p1 e+ pect + ps.
=1

Portanto, > ; | p; ¢ uma soma de polinomios-S da forma desejada e a equagdo (4.1) mostra

facilmente que S(p;, p;) tem multigrau menor que 6. O

Teorema 4.9 (Critério de Buchberger). Seja I um ideal polinomial. Entdo uma base G =
{91,..., 9t} de I é uma base de Grébner de I se, e s6 se, para todos os pares i # j, o resto da

divisao de S(g;,g;) por G (listado em alguma ordem) é zero.
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Demonstragao.
Se G ¢ uma base de Grébner, entdo pelo corolario 4.6, dado S(g;,g,) € I, o resto da
divisao por G é zero.

Seja f € I nao nulo. Provaremos que TL(f) € (TL(g,),..., TL(g:)). Fazendo

i
f = thgz, h; € F[l’l,. .. ,l’n],
i=1
do lema 2.12, tem-se
multigrau(f) < max {multigrau(h;g;) | h:g; # 0} (4.3)

A estratégia da prova é selecionar a representacao mais eficiente de f, isto é, dentre todas as

i
expressoes f = Y h;g;, selecionamos uma para a qual
=1

0 = max {multigrau(h;g;) | hsg; # 0}

é minimo. O ¢ minimo existe pela propriedade de boa ordem da ordem monomial esta-
belecida. Pela equagdo (4.3), segue que multigrau(f) < 4. Se a igualdade ocorre, entdo
multigrau( f) = multigrau(hsg;) para algum 3. E facil ver que isso implica que TL(g;) || TL(f).
Portanto, TL(f) € (TL(¢1),...,TL(g:)). Consideremos agora o caso em que o § minimo sa-
tisfaz multigrau(f) < 9. Usaremos S(T,gj)g = 0, para i # j, de forma a encontrar uma nova
expressao para f que diminui ¢, gerando uma contradi¢ao com sua minimalidade e completando
a prova. Dada uma expressao f = Zt: h;g; com ¢ minimo, comecemos por isolar a parte da soma

=1
onde o multigrau ¢ ocorre:

[ = Z higs + Z higs

multigrau(h;g;)=6 multigrau(h;g;) <6

- Z TL(hi)g: + Z (hi — TL(h:))g: + Z higs.

multigrau(h;g;)=6 multigrau(h;g;)=4 multigrau(h;g;) <6

(4.4)

Os mono6mios que aparecem na segunda e terceira soma da segunda linha tém multigrau menor
que 0. Portanto, multigrau(f) < ¢ significa que a primeira soma da segunda linha também
tem multigrau menor que 9. O segredo para reduzir ) é reescrever a primeira soma em dois
estagios: use o lema 4.8 para reescrever a primeira soma em termos do S-polinoémio, € entao
use S(g;, gj)G = 0 para reescrever o S-polindmio sem cancelamentos. Para expressar a primeira
soma na segunda linha de (4.4) usando polindbmios-S note que

S TL(wg (4.5)

multigrau(h;g;)=4
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satisfaz a hipotese do lema 4.8 ja que cada p; = TL(h;)g; tem multigrau 6 e a soma tem multigrau

menor que 0. Portanto, a primeira soma é uma combinacao linear com coeficientes em F do

S-polinémio S(p;, pj). Visto que S(ps, pj) = 2°7%4 S(g;, g;), onde 7% = mmc{ML(g;), ML(g;)}.

Segue-se que a primeira soma (4.5) é uma combinacio linear de x°~74 S(g;,g;) para certos
—G

pares (¢, 7). Considere um destes polinomios-S S(g;, g;). Visto que S(g;,¢9;) = 0, o algoritmo

da divisdo (dado na prova do teorema 2.13) nos da a expressio

¢
5(9i, 95) = ZAzgz, (4.6)
=1
onde Ay € Flxy,...,x,] e
multigrau(A;¢;) < multigrau(S(g:, g;)). (4.7)

quando A;g; # 0. Agora, multiplicando cada membro da equacdo (4.6) por 2°~% para obter
i
27 S(gs, ;) = ZBzgz; (4.8)
=1
onde B; = x°7% A;. Logo, a equacdo (4.7) implica que quando Big; # 0, temos
multigrau(B;g;) < multigrau(x®=77 S(g;, g;)) < 0 (4.9)

visto que TL(S(g:,95)) < mmc{ML(g;), ML(g;)} = 2. Segue-se que a primeira soma (4.5)
¢ uma combinacdo linear de certos x°774 S(g;, g;), cada um satisfazendo (4.8) e (4.9). Logo,

podemos escrever a primeira soma como

Z TL(h:)g: = Zéng (4.10)

multigrau(h;g;)=6

com a propriedade de que quando Bjg; # 0, temos multigrau(B;g;) < 4. Substituindo (4.10)
na segunda linha da equacgio (4.4), chegamos a uma expressdo para f como uma combinacio
polinomial dos ¢; onde todos os termos tem multigrau menor que 9§, o que ¢ uma contradi¢ao

com a minimalidade de 4. 1

Para um exemplo de como usar o critério de Buchberger, considere o ideal I = (y—x®, z—x%).
Afirmamos que G = {y — 2%, 2 — 2%} é uma base de Grobner segundo a ordem lexicografica com

y > z > x. Para provar, considere o S-polinémio
S(y — 2%,z —2°) = %(y —2?) — %(z — %) = —z2® + yat.
Y z
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Usando o algoritmo da divisdao, encontramos

—z2® +yx® = 2P (y — 2*) + (=) (z —2*) + 0

de forma que S(y — #2,z — 23) = 0. Portanto, pelo critério de Buchberger, G' é uma base

de Grobner para 1.
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Capitulo 5

Algoritmo de Buchberger

Dado um ideal polinomial I = (fi,..., fs) # {0}, o algoritmo de Buchberger constréi uma
base de Grébner para I em um ntmero finito de passos. Abaixo listamos sua versao otimizada
conforme dada em [2, p. 196, 197]. A implementacao do mesmo em UserRPL é dada na se¢ao

ré

ALGORITMO Buchberger(R)
P =2, G=g2, B=a,
Reduza(R, P,G, B); NovaBase(P, G, B);
ENQUANTO B #£ &
{f1, fo} = MenorMMC(B)
B =B - {{f1, f2}}
SE NAO Critériol(fy, fo, G, B) E NAQ Critério2(f1, f2)
h = FormaNormal(G, S(f1, f2))
SE h#£0
Go'={g € G | ML(h) || ML(g)}
R =Gy, P={h}; G=G—-CGy;
B=B-{{fi,f2} | ieGo VvV freGo}
Reduza(R, P,G, B); NovaBase(P, G, B);
RETORNE G

ALGORITMO Reduza(referéncia: R, P, G, B)
ENQUANTO R +#£0

h = Escolha(R); R =R —{h};

h = FormaNormal(G U P, h)

SE h£0
Gy {g € G | ML(h) || ML(g)}
Pyim{pe P | ML(R) || ML(p)}
G =G -Gy
P=P-DP
R=RU GO U PO
BZ:B—{{fth}EB | fieGy V ngGo}
P=PuU{h}
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UscrR.PL

ALGORITMO NovaBase(referéncia: P,G, B)

G=GUP
B=BuU{{g.p} | g€G AN peP AN g#p}
H =G, K=g;
ENQUANTO H #£ &

h = Escolha(H); H = H —{h}

k = FormaNormal(G — {h},h); K = K U{k}
G=K

ALGORITMO FormaNormal(G, f)
Q,r = Divisdo(f, G)
RETORNE r

PREDICADO Cl“itél“iol(f17f27G7B) = dped, fi #p A p#fg
A ML(p) || mme{ML(f;), ML(f2)}
A {f17p}€B A {p7f2}€B

PREDICADO Critério2(f1, fa) <= mmec{ML(f1), ML(f2)} = ML(f1) - ML(f2)

FUNCAO MenorMMC(B) = {f1, f2} <
mme{ML(f1), ML(f2)} = min> {mmc{ML(g1), ML(g2)} | {91,92} € B}

FUNCAO Escolha(X) =z € X
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Capitulo 6

UserRPL

A calculadora grafica HP 50g possui um poderoso sistema de algebra computacional (CAS)
programével em UserRPL (User’s Reverse Polish Lisp), uma linguagem de programacio de
alto nivel desenvolvida pela Hewlett Packard para suas calculadoras cientificas. UserRPL é
uma linguagem de programacio estruturada baseada em RPN (Reverse Polish Notation) que
também é capaz de processar expressoes algébricas e formulas em notacao infixa usando um
interpretador intermediario. UserRPL tem atributos comuns a linguagem Forth (orientada
a pilha) e a linguagem LISP (orientada a lista). Como tal, a programacio em UserRPL tem
como principio a existéncia de uma pilha arbitrariamente grande (limitada apenas pela memoria
disponivel na calculadora), onde objetos sdo empilhados, operados e avaliados.

Aqui apresentamos a definicdo de um pequeno subconjunto estrito da linguagem sob uma
formulacao simplificada satisfatoria ao proposito didatico de exposicao e compreensao da imple-
mentacao dos algoritmos propostos. Para uma descricao compreensiva a respeito dos recursos
de programacdo consulte [5]. Para uma descri¢io abrangente dos recursos de utilizagio veja
[4]. Para uma introdugdo ao uso do calculadora leia [3]. Caso nao possua a calculadora grafica

HP 50g, um emulador completo e software livre encontra-se publicamente disponivel:
(Emu48) https://www.hpcalc.org/details/3644
(Emu48+ Service Pack) https://www.hpcalc.org/details/6523

Todas as alusoes ao desempilhamento de objetos e possivel subsequente nomeacao meta-
linguistica devem ser consideradas em ordem decrescente de profundidade e tendo como limite

o topo da pilha, a menos que feita ressalva explicita do contrario.
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6.1 Objetos

Em UserRPL o0s objetos sao as entidades logicas que descrevem dados e procedimentos. Dois
tipos de acoes sao definidas para todo objeto: execucao e avaliacao. A primeira diz respeito ao
comportamento deste dentro de um programa quando executado, enquanto a segunda corres-

ponde ao comportamento do mesmo no topo da pilha sob execucao do comando EVAL.

(Namero) Nuamero racional. A execucao o empilha. A avaliacao nao faz nada.

(Cadeia de caracteres) Sequéncia de caracteres. Denotada literalmente entre "". A execu-
cao a empilha. A avaliacdo nao faz nada.
(Nome) Referéncia a um objeto. Denotada literalmente entre ’’. Pode ser global, local

ou compilada. A referéncia global é visivel no escopo de qualquer programa, a menos
que ofuscada por uma referéncia local do programa corrente ou referéncia compilada do
programa corrente ou de algum chamador dele. A referéncia local tem escopo léxico,
isto €, sua visibilidade é restrita sintaticamente ao programa relativo a sua estrutura de
declaracao. A referéncia compilada tem escopo dinamico, isto é, é visivel enquanto durar
a execucao do programa relativo & sua estrutura de declaracao. A execucao empilha o

»

nome quando delimitado entre *’, sendo (sendo o nome global) o objeto referenciado é

avaliado caso seja um programa ou feito corrente caso seja um diretdrio, do contrario é

L

executado. A avaliacao é a execucao sem delimitacao entre

(Algébrico) Expressao algébrica simbolica infixa entre *’. A execucdo o empilha. Se possivel,
a avaliacao o desempilha e entao empilha um objeto de mesmo valor, mas simplificado,

por exemplo um ntmero se o valor for determinado.

(Lista) Lista de objetos. Denotada literalmente entre {}. A execugio a empilha. A avaliacio

a desempilha e empilha seus objetos componentes, em ordem posicional crescente.

(Vetor) Vetor de nomes, nameros ou algébricos. Denotada literalmente entre []. A execugao

o empilha. A avaliacao nao faz nada.

(Diretorio) Colecao de referéncias globais a objetos, inclusive outros diretorios, possivelmente
caracterizando uma estrutura de drvore. Em qualquer momento existe um e apenas um

diretorio de trabalho atual, onde todas (e apenas) as referéncias globais dele e de qualquer
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um de seus diretorios superiores (recursivamente), sao visiveis. O diretorio de mais alto

nivel ¢ HOME. A execucao o empilha. A avaliacao nao faz nada.

(Comando) Rotina primitiva da calculadora. A execu¢io pode consumir zero ou mais argu-
mentos da pilha, devolver zero ou mais valores de retorno para a pilha, manipular variaveis
locais, globais e compiladas, dependendo da definicao da rotina em questao. A avaliacao
nao faz nada. Veja a secao 6.3 para uma lista e definicao dos comandos utilizados na

implementacao dos algoritmos deste trabalho.

(Programa) Um programa ¢ uma sequéncia de objetos e estruturas. Denotado literalmente
por < . A execucao o empilha. A avaliacdo ¢ a execucao sequencial de seus objetos

constituintes.

Qualquer objeto pode ser rotulados, (i.e., ter um objeto de metadados associado) por uma
cadeia de caracteres, nome ou nimero. Denota-se literalmente o rétulo entre ::. A execucao
de um objeto rotulado o empilha. A avaliacdo de um objeto rotulado o desempilha e empilha

a avaliacao do objeto associado (consequentemente descartando o rotulo).

6.2 Estruturas

Além de objetos programas podem também conter estruturas. Estruturas podem utilizar e
mudar o comportamento padrao de execucao e avaliacao dos objetos que as compoem e alterar

o fluxo sequencial de execucao do programa.

(Estrutura algébrica de variavel local) Desempilha n objetos e os fazem referenciaveis pe-
los nomes locais Ny, ..., N, resp., € o objeto "a’ é avaliado. Programas compostos por
essa estrutura em seu nivel mais externo sao chamados de func¢oes do usudrio e podem
ser diretamente usadas pelo CAS para efeito de manipulacao algébrica, e.g., derivacao e

integragao.

>
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(Estrutura procedural de variavel local e compilada) Desempilha n objetos e os fazem
referencidveis pelos nomes locais ou compilados (caso prefixados por <) [«—|Ny--- [«]|N,

resp., € 0s objetos < 01 ---0; > sao avaliados.

>

(Estrutura condicional composta) Executa objetos ¢y - c14, depois disso desempilha um
objeto. Se este for diferente de 0.0, executa vy - - - vy ; e depois continua a execugao apos
o fim da estrutura, do contririo — caso existam mais clausulas THEN — repete o mesmo
processo sobre seus objetos de condicao e consequéncia. Caso nenhuma condicao avalie

para um namero diferente de 8.0, executa dj---d, (caso existam) e depois continua a

execucao ap6s o fim da estrutura.

CASE
C1,1 " C14 THEN V1,1 V1,4 END
[0271~~~027¢ THEN V2,1 U2k END]
END

>

(Estrutura condicional simples) Caso particular da estrutura condicional composta, com

apenas uma condi¢ao, uma consequéncia e possivelmente uma alternativa. O codigo a

esquerda é equivalente ao codigo a direita.

o CASE

IF ¢y --¢; THEN wy---v; .

[ELSE dy---dy] cl:ldl..c.ldT:lHEN U1 v; END
—— n

?ND END

(Estrutura de captura de erro) Tenta executar objetos ¢ - - - ¢;. Caso haja um erro executa
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vy -+ - vj, do contrario — caso exista clausula ELSE — executa d; - - - d,,. Qualquer que seja

0 caso, continua a execucao apoés o fim da estrutura.

IFERR ¢1---¢; THEN wvy---vy
LELSE dy---dy,]
END

(Estrutura de lago determinado com contador) Desempilha c e 1, faz do nome n uma

referéncia local ao ¢ (com escopo limitado a estrutura) e depois executa os objetos oy - - - 0;.
Caso a clausula final seja STEP desempilha objeto p, entao o avalia (caso seja um nome
ou um algébrico), e o adiciona ao c. Casop @ > ¢ 1 < AND p @ < ¢ 1 > AND OR seja
diferente de 9.0, repete o processo a partir da execucao de oy - - - 0;, do contrario continua
a execucao apos o fim da estrutura. A clausula NEXT é equivalente a 1 STEP.

FOR n

010
[STEP | NEXT]

>

(Estrutura de lago determinado sem contador) Funciona exatamente como a estrutura

de laco determinado com contador, exceto que nao cria a referéncia n para c.

START
01 .. Ol
[STEP | NEXT]

>

(Estrutura de lago indeterminado de cauda) Executa objetos oy ---0; e ¢y ---c,. Depois,
desempilha um objeto e caso este seja 0.0 repete o processo, senao continua a execugao

apos o fim da estrutura.

36



DO
01...01.
UNTIL ¢1---¢, END

>

(Estrutura de lago indeterminado de cabega) Executa objetos ¢;---¢,. Depois, desem-
pilha um objeto e caso este seja diferente de 0.0 executa os objetos o1 ---0; € repete o

processo, senao continua a execucao apods o fim da estrutura.

WHILE c¢q1---cp,
REPEAT o1---0; END

>

6.3 Comandos

Nesta secao apresentamos uma lista compreensiva de todos os comandos usados para a imple-
mentacao dos algoritmos propostos por este trabalho. Os comandos encontram-se separados

pela categoria que definem o principal significado de seu comportamento.

6.3.1 Pilha

Como ja elucidado, todo o processamento de dados na linguagem UserRPL acontece sobre uma
pilha de tamanho virtualmente ilimitado. Os comandos de manipulacao de objetos sobre a pilha
sao, portanto, de fundamental importancia para a construcao de processos computacionais mais

complexos.

DROPN Desempilha ntmero n, entao desempilha n objetos.
DROP Equivalente a 1. DROPN.
DROP2 Equivalente a 2. DROPN.

PICK Desempilha nimero n, entao empilha copia do objeto que esta no nivel de profundidade

.
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DUP Equivalente a 1. PICK.
OVER Equivalente a 2. PICK.
PICK3 Equivalente a 3. PICK.
DUPDUP Equivalente a DUP DUP.

DUPN Desempilha ntmero n, entao empilha uma copia de cada um dos n objetos do topo da

pilha, do mais profundo ao mais raso.
DUP2 Equivalente a 2. DUPN ou OVER OVER.

UNPICK Desempilha o objeto o e o nimero n, entao substitui objeto que esta no nivel de pro-

fundidade n por o.

ROLL Desempilha ntimero n, entao rotaciona os n objetos restantes do topo da pilha, de forma

que o mais profundo se torna o mais raso.
ROT Equivalente a 3. ROLL.

ROLLD Desempilha nimero n, entao rotaciona os n objetos restantes do topo da pilha, de forma

que 0 mais raso se torna o mais profundo.
UNROT Equivalente a 3. ROLLD.
SWAP Equivalente a 2. ROLL ou 2 ROLLD.
NIP Equivalente a SWAP DROP.
DEPTH Empilha o ntmero de objetos existentes na pilha.

NDUPN Desempilha ntmero n, entao empilha n copias do objeto do topo da pilha, e por fim

empilha n.

6.3.2 Logico

Em UserRPL um valor logico, também conhecido como booleano, ¢ um nimero real de ponto
flutuante, interpretado como falso caso seja idéntico a 0.0, e verdadeiro caso contrario. A

menos que feita ressalva particular contraria, qualquer comando empilha 1.0 para representar
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o valor verdadeiro, mesmo que desempilhando qualquer valor diferente de 9.0 para significar o

mesmo.

NOT Desempilha objeto e, se nao ¢ um nome ou um algébrico, empilha 1.@ caso este seja 0.0,
senao empilha @.0. Se é um nome ou algébrico, empilha uma expressao algébrica cuja

avaliacao resolve para o resultado da negacao.

AND Desempilha dois objetos e, se nenhum deles ¢ um nome ou um algébrico, empilha 1.0 caso
ambos sejam diferentes de 0.0, senao empilha 0.0. Se algum dos objetos ¢ um nome
ou algébrico, empilha uma expressao algébrica cuja avaliacao resolve para o resultado da

coONjungao.
OR Equivalente a NOT SWAP NOT AND NOT,

XOR Equivalente a DUP2 NOT AND UNRQOT SWAP NOT AND OR.

6.3.3 Comparacao

O significado de comparacao, seja com a finalidade de identificar ou ordenar ¢ dependente
do tipo dos objetos em questao. Objetos de tipos diferentes sao normalmente tidos como
diferentes, exceto em condi¢oes especificas envolvendo nomes ou algébricos. Sequéncias (veja
se¢ao 6.3.6) sdo tidas como iguais se forem do mesmo tipo, tiverem o mesmo namero de objetos
componentes, e seus respectivos objetos componentes forem iguais. A ordenacao de nimeros
procede segundo a ordem usual dos ntmeros reais, ja a ordenacao de algébricos s6 tem valor
logico definido se os algébricos comparados avaliarem para nimeros, enquanto que a ordenacao
de cadeias de caracteres segue a ordem lexicogréifica convencional. Por outro lado, programas
nao podem ser ordenados e o resultado da ordenacao de listas sao listas em vez de valores

logicos.

== Desempilha dois objetos e, se nenhum deles € um nome ou um algébrico, empilha 1.0 caso
sejam iguais, senao empilha 0.9. Se algum dos objetos ¢ um nome ou algébrico, empilha

uma expressao algébrica cuja avaliacao resolve para o resultado da igualdade.

SAME Desempilha dois objetos e, se nenhum deles ¢ um nome ou um algébrico, seu comporta-
mento ¢ equivalente a ==. Se algum dos objetos ¢ um nome ou algébrico, empilha 1.0

caso sejam iguais, senao empilha 0. 0.
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+#+ Equivalente a == NOT,

< Desempilha dois objetos e, se nenhum deles ¢ um nome ou um algébrico, empilha 1.0 caso
o mais profundo seja menor que o mais raso, senao empilha 0.9. Se algum dos objetos
¢ um nome ou algébrico, empilha uma expressao algébrica cuja avaliacao resolve para o

resultado da comparacao.
< Equivalente a DUP2 < UNROT == OR,
> Equivalente a DUP2 < NOT UNROT - AND.

> Equivalente a DUP2 > UNROT == OR.

6.3.4 Aritmética

Os comandos aritméticos se aplicam tanto a nimeros quanto a nomes e algébricos, produzindo

como resultado também um ndmero, nome ou um algébrico, conforme apropriado.

NEG Desempilha objeto e empilha objeto de mesmo valor e sinal oposto.

+ Desempilha dois objetos e empilha sua soma.

Desempilha dois objetos e empilha a diferenca entre o mais profundo e o mais raso.

* Desempilha dois objetos e empilha seu produto.

~

Desempilha dois objetos e empilha a razao entre o mais profundo e o mais raso.

* Desempilha dois objetos e empilha o mais profundo elevado a poténcia do mais raso.

RAND Empilha um ntimero racional pseudo-aleatdrio tal que DUP @ > SWAP 1 < AND é 1.0.
RND Desempilha ntmeros z e n, e empilha o arredondamento de z limitado a n casa decimais.
MAX Desempilha dois objetos e empilha o maior deles.

LCM Desempilha dois objetos e empilha seu menor miltiplo comum.

GCD Desempilha dois objetos e empilha seu maior divisor comum.

ABS Desempilha objeto e empilha seu valor absoluto.

SIGN Desempilha nimero e empilha 1.0 se este for positivo ou -1.0 se este for negativo.
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6.3.5 Sinalizadores

Um sinalizador ¢ um bit de informacao, que em qualquer dado momento pode-se encontrar
exclusivamente em um de dois estados distintos: ligado ou desligado. Na calculadora, existem
256 sinalizadores que sao identificados pelos ntimeros inteiros do conjunto [—128, —1]U [1, 128].
Os sinalizadores negativos sao reservados para uso pelo sistema e tem em sua maior parte sig-
nificados pré-definidos. Eles sao usados por programas de usuério para verificar condicoes e
configurar o processamento de dados feito pelas fun¢oes primitivas da calculadora. Os sinali-
zadores positivos sao reservados aos programas de usudrio e em sua maior parte e podem ser

usados livremente pelos mesmos, tendo seu significado definido pelo programa em execucao.

SF Desempilha niimero, e liga sinalizador de mesmo nimero.
CF Desempilha nimero, e desliga sinalizador de mesmo nimero.

FS? Desempilha ntmero, e empilha 1.0 caso o sinalizador de mesmo nimero esteja ligado,

senao empilha 0. 0.

FC? Desempilha ntmero, e empilha 1.0 caso o sinalizador de mesmo nimero esteja desligado,

senao empilha 0. 0.

6.3.6 Sequéncias

Sequéncias sao objetos compostos de outros objetos. Cadeias de caracteres, listas, vetores e
programas se enquadram nessa categoria. Alguns comandos desta secao se aplicam a um ou

mais tipos de sequéncia.

—STR Desempilha objeto e empilha sua conversao para uma cadeia de caracteres.
STR— Desempilha cadeia de caracteres e empilha a sua conversao para um objeto.

SREPL Desempilha cadeias de caracteres s, f e r, e empilha uma cadeia de caracteres que é o
resultado de substituir todas as ocorréncias de f em s por r, e por fim empilha o nimero

de substituicoes efetuadas.

—LIST Desempilha nimero n, e entao desempilha n objetos, empilhando uma lista formada

por todos eles, em ordem decrescente de profundidade.
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AXL Desempilha objeto e empilha um vetor equivalente, caso seja uma lista, ou empilha uma

lista equivalente, caso seja um vetor.

TAIL Desempilha objeto e empilha um objeto do mesmo tipo contendo todos os componentes

do objeto original, com excecao do primeiro.
Desempilha objeto e empilha o primeiro objeto que o compoe.
SIZE Desempilha objeto e empilha o nimero de objetos que o compoe.
GET Desempilha 1 e n, e empilha o n-ésimo objeto componente de 1.

GETI Desempilha 1 e n, cason 1 SIZE < seja 1.0, executal n 1. + 1 n GET -64. CF, do

contrario executa 1 1. 1 n GET -64. SF.

PUT Desempilha lista ou nome que referencia lista 1, nimero n e objeto 0. Se 1 é uma lista,
empilha uma lista idéntica a 1, com excecao de que nesta o ocupa a posicao n. Se 1 é um

nome, executa 1 EVAL n o PUT 1 STO.

POS Desempilha 1 e 0, e empilha o indice posicional do primeiro objeto componente de 1 igual

a 0, ou @.0@ caso nao haja.

REVLIST Desempilha objeto e empilha objeto de mesmo tipo com os mesmos objetos compo-

nentes, mas com a ordem invertida.
YLIST Desempilha objeto e empilha a soma de todos os objetos que o compoe.

DOLIST Caso o objeto do topo da pilha seja um comando, um programa contendo exatamente
um comando ou uma func¢ao do usuario e o objeto do segundo nivel de profundidade nao
seja um ntmero, executa 1. SWAP. Entao, desempilha ntimero n e o programa f, e entao
desempilha as n listas de mesmo tamanho ¢, [y, ...,[,. Empilha lista vazia r. Em ordem
crescente, para cada ¢ natural no intervalo [1,¢|, empilha o i-ésimo elemento de cada uma
das ly,...,l,, nesta ordem, executa f, e por fim insere todos os objetos da pilha acima de

r ao final da mesma.

STREAM Desempilha 1 e o programa p, empilha os dois primeiros objetos componentes de 1, e
executa p. Entao, para cada objeto componente restante de 1, a partir do terceiro e em

ordem crescente, o empilha e executa p.
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6.3.7 Nomes e Algébricos

Nomes e algébricos estao intimamente relacionados. Um nome que nao referencia nenhum
objeto é o algébrico que tem aquele nome como uma incognita. Quando algébricos que repre-
sentam expressoes mais complexas sao avaliados, nomes que aparecem neles sao simplificados
ou expandidos pelo CAS (conforme apropriado). Nomes podem referenciar quaisquer outros

objetos, inclusive outros nomes e algébricos.

STO Desempilha objeto o e 0o nome n, e faz de n uma referéncia para o objeto o.
STO+ Equivalente a DUP ROT + EVAL SWAP STO.

RCL Desempilha objeto entao empilha o objeto referenciado por este. A referéncia pode ser
um nome relativo ao diretorio de trabalho atual ou uma lista contendo um caminho de
diretorio e o nome final (onde cada elemento é um nome que referencia um diretorio —
exceto possivelmente o dltimo — seguindo a estrutura hierdrquica de arvore). Pode-se
rotular a referéncia para indicar a qual porta esta se aplica:

H Diretorio HOME;
0 ou R Memoria RAM;
1 ou E Memoria RAM Extendida;
2 ou F Memoria Flash;
3 ou SD Cartao SD;
RCLVX Equivalente a :H:{CASDIR VX} RCL. O nome /HOME/CASDIR/VX diz ao CAS quais nomes

sao considerados como variaveis em expressoes polinomiais. Isso é significante para o

funcionamento de comandos de processamento algébrico.
STOVX Equivalente a PUSH HOME CASDIR ’'VX’ STO POP.

DEGREE Desempilha polinomio (na variavel empilhada por RCLVX), e empilha seu grau polino-

mial.

FDISTRIB Desempilha algébrico, e empilha algébrico de valor equivalente com a distribuicao da

multiplicacao sobre a soma completamente efetuada.
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LNAME Empilha um vetor com todos os nomes que compoem o algébrico do topo da pilha.

| Desempilha algébrico s e lista 1. Presumivelmente, em 1 os elementos de indice posicional
fmpar n sao nomes e os respectivos objetos de indice posicional par n + 1 sao objetos
associados. Empilha a o algébrico que resulta de substituir em s todos os nomes em 1

por seus respectivos objetos associados.

FXND Desempilha algébrico e empilha lista contendo seu numerador e denominador, nesta or-

dem.

SOLVE Desempilha lista com equacoes e vetor de incognitas. Empilha lista de solucoes.

6.3.8 Diversos

Aqui estao alguns outros comandos usados que nao se enquadram nas categorias das secoes

anteriores.

PUSH Empilha o estado atual dos sinalizadores e o caminho do diretorio de trabalho atual
na variavel /HOME/CASDIR/ENVSTACK (uma lista de listas), para que sejam eventualmente

recuperados por POP.

POP Desempilha e restaura o estado dos sinalizadores e o caminho do diretério de trabalho

guardados pela execucao mais recente de PUSH ainda nao recuperada.
HOME Muda diretorio de trabalho atual para /HOME.
EVAL Desempilha objeto e empilha a avaliacao do mesmo.

TEVAL Desempilha objeto e empilha a avaliacao do mesmo e o tempo de processamento em

segundos gasto para fazé-lo.
NOVAL Empilha a si mesmo. Usado para representar a auséncia de valor.
TYPE Desempilha objeto e empilha niimero que indica o seu tipo segundo a seguinte relacao:

0 Numero real de ponto flutuante;
1 Namero complexo de ponto flutuante;

2 Cadeia de caracteres;
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3 Vetor de nimeros reais de ponto flutuante;
4 Vetor de nameros complexos de ponto flutuante;
5 Lista;

6 Nome global;

7 Nome local;

8 Programa;

9 Algébrico;

10 Inteiro binario;

11 Grafico;

12 Objeto rotulado;

28 Inteiro;

29 Vetor de nomes ¢/ou algébricos;

6.4 Nucleo UserRPL

O Nicleo UserRPL é um conjunto de bibliotecas software livre, escrito pelo autor deste trabalho,
que estendem a calculadora HP 50g. Seu objetivo é fornecer um conjunto versatil e poderoso
de funcoes abrangendo uma ampla variedade de dominios de programacao, a fim de facilitar e
capacitar o desenvolvimento de software em UserRPL. O proprio nicleo é escrito na linguagem
UserRPL e compilado usando o comando CRLIB. O coédigo completo da biblioteca encontra-
se publicamente disponivel em um repositério do GitHub que pode ser acessado a partir de
https://oitofelix.github.io/8f-userrpl-kernel/. Aqui reproduzimos e documentamos
apenas as partes relevantes para o presente trabalho, relativos as bibliotecas base e polinomial.
Programas cujos nomes comecam com o caractere $ sao internos a biblioteca, isto ¢, nao sao

visiveis nem podem ser usados por codigo externo a mesma.

6.4.1 Biblioteca Base

A biblioteca base lida com aspectos gerais de programagcao, como ordenacao e processamento

de listas.
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$INSERTSORTSTACK

Desempilha ntimeros a e b, e entao ordena os elementos restantes da pilha do nivel de pro-
fundidade a até o nivel de profundidade b usando um algoritmo de insercao simples. Esse
algoritmo tem uma eficiéncia média de ordem quadratica, mas é frequentemente mais rapido
que o Quicksort para um ntmero suficientemente pequeno de elementos. Este comando existe
para permitir que $QUICKSORTSTACK forneca uma implementacao hibrida do Quicksort. Veja
também: $QUICKSORTSTACK.

+ low high

IF low high < THEN

high 1. - low
FOR I high I 1. +
FOR J

IF T PICK J 1. + PICK «cmp EVAL @. < THEN
I ROLL J ROLLD
END
-1. STEP
-1. STEP
END

$QUICKSORTSTACK

Desempilha nameros a e b, e entao ordena os elementos restantes da pilha do nivel de profundi-
dade a até o nivel de profundidade b usando um algoritmo Quicksort hibrido cuidadosamente

implementado com as seguintes boas propriedades:

o [terativo;

Baseado em pilha;

Modificacao direta;

Selecao de pivd baseada em média de trés;

Simplificacao de intervalo de pivos;

Otimizacao de recursao sobre particao minima;

Ordenacao por insercao para particoes pequenas;
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Veja também: $INSERTSORTSTACK.

NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL

NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL

—+ low high highest nparts plow phigh top p ¢ I
pli p2i p3i pl p2 p3 dhl

©. ’'nparts’ STO
high 1. + "highest' STO

DO
CASE

@fall back to insertion sort for small partitions@

low high < high low - 1@. < AND THEN
low high $INSERTSORTSTACK
@. DUP ’low’ STO ’'high’ STO

END

@quick sort algorithme@
low high < THEN
@Median of three pivot selection@

high low - ’dhl’ STO

dhl RAND * @. RND low + DUP ’pli’ STO PICK
dhl RAND * @. RND low + DUP ’p2i’ STO PICK
dhl RAND * @. RND low + DUP ’p3i’ STO PICK
CASE

p2 pl +cmp EVAL @. < pl1 p3 <—cmp EVAL 0.

p3 pl «cmp EVAL @. < pl1 p2 <cmp EVAL 0.
THEN p1i END

pl p2 <-cmp EVAL @. < p2 p3 <cmp EVAL 9.

p3 p2 +cmp EVAL @. < p2 pl +<cmp EVAL 0.
THEN p2i END

p3i

END

@initialize pivot ranges and top comparison
DUPDUP ’plow’ STO ’'phigh’ STO PICK ’'p’ STO
high "top’ STO

@partition the lower section@
low 'I’ STO
WHILE I plow < REPEAT
I PICK p +cmp EVAL ’'c’ STO
CASE
c ©@. < THEN
I ROLL high ROLLD
"plow’ 1. STO-
'phigh’ 1. sTo-
‘top’ 1. STO-
END
c ©. SAME THEN
I ROLL plow ROLLD
"plow’ 1. STO-
END
"I’ 1. STO+
END
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pl’ STO
p2’ STO

'p3’ STO

AND
AND

INIA

AND
AND

IA A

limite

OR

OR



57
53
59
60

62
63
64
63
66
67
68
69
70

72
73
74
75
76
7
78
79
30

82
83
84
85
86
87
838

90

92
93
94
95
96
a7
98
99
100

102

03
104
103
106

>

END

@partition the upper section@
IF phigh 1. + top < THEN
phigh 1. + top
FOR I
I PICK p 4cmp EVAL ’'c’ STO
CASE
c @. > THEN
I ROLL low ROLLD
"plow’ 1. STO+
"phigh’ 1. STO+
END
c @. SAME THEN
I ROLL plow ROLLD
"phigh’ 1. STO+
END
END
NEXT
END

@recurse into the smaller section and delay
@recursion into the other one
IF plow 1. - low - high phigh 1. + - < THEN
@delay recursion into upper section@
phigh 1. + highest ROLLD
high highest ROLLD
"nparts’ 1. STO+
@recurse into lower section@
plow 1. - ’high’ STO
ELSE
@delay recursion into lower section@
low highest ROLLD
plow 1. - highest ROLLD
"nparts’ 1. STO+
@recurse into upper section@
phigh 1. + ’"low’ STO
END
END

@recurse into most recently delayed larger section@

nparts @. > THEN
highest ROLL ’'high’' STO
highest ROLL ’'low’ STO
"nparts’ 1. STO-

END

END
UNTIL nparts ©@. SAME high low < AND END
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QUICKSORT

Desempilha a lista 1 € o programa de comparacao ¢, e entao ordena 1 em ordem crescente
segundo c¢. O programa de comparacao deve desempilhar dois objetos e empilhar um nimero
negativo, zero ou positivo, caso o objeto mais profundo seja menor, igual ou maior que o
objeto mais raso, respectivamente. Para ordenar em ordem decrescente basta executar REVLIST

subsequentemente. Veja também: REVLIST.

NOVAL — list <-cmp size
list ’size’ STO
1. size $QUICKSORTSTACK
size —LIST

SUMLIST

Desempilha lista 1, e se esta tiver dois ou mais elementos, executa 1 YLIST. Caso contrério, se

tiver um tnico elemento executa 1 , senao empilha 0.

<

DUP SIZE

CASE
DUP 1. > THEN DROP XLIST END
DUP 1. SAME THEN DROP HEAD END
DROP @

END

PRODLIST

Desempilha lista 1, e se esta tiver dois ou mais elementos, executa 1 [ILIST. Caso contrério, se

tiver um tnico elemento executa 1 , senao empilha 1.

DUP SIZE

CASE
DUP 1. > THEN DROP IILIST END
DUP 1. SAME THEN DROP HEAD END
DROP 1

END

W
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DOLISTX

Comporta-se como DOLIST, a menos que as listas sejam vazias. Neste caso desempilha todos os

objetos destinados ao processamento do DOLIST e empilha uma lista vazia.

2 1. — depth

IF PICK3 {} SAME
THEN OVER 2. + DROPN {}

6 ELSE
DEPTH PICK3 2. + - ’depth’ STO+ DOLIST
8 IF DEPTH depth < THEN {} END
9 END
) >
STREAMLIST

Desempilha lista 1 e programa p, e se 1 tiver dois ou mais elementos, executa 1 p STREAM. Caso
contrario, 1 .
> IF OVER SIZE 1. >
THEN STREAM

ELSE DROP HEAD
END

PAIRLIST

Desempilha duas listas de mesmo tamanho e empilha uma lista cujos elementos de posicao
impar sao sequencialmente os elementos do objeto mais profundo, e os elementos de posicao

par sao sequencialmente os elementos do objeto mais raso.

<<

— 11 12

11 12 2. <> DOLIST
>

UNPAIRLIST

Inverso de PAIRLIST. Isso significa que PAIRLIST UNPAIRLIST e UNPAIRLIST PAIRLIST nao fazem

nada.
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3

{}y {3 =1 11 12

<

WHILE 1 SIZE @. > REPEAT
11 1 HEAD SWAP 1. + —LIST ’11’ STO
1 TAIL ’1’ STO
12 1 HEAD SWAP 1. + —LIST ’12’ STO
1 TAIL ’1’ STO

END

11 12

6.4.2 Biblioteca Polinomial

A biblioteca polinomial estende o CAS da calculadora para efetuar processamento polinomial
multivariado.

STOPOLYVX

Desempilha lista de nomes de variaveis e a armazena em /HOME/CASDIR/POLYVX. Por padrao,
a lista de variaveis ¢ {X}. Todos os nomes de variaveis (e somente esses) sao considerados
pelo CAS como variaveis polinomiais simbolicas e a ordem em que estao listadas determina a
ordenacao de variaveis usada. Os nomes de variaveis devem ser listados em ordem decrescente.

Veja também: RCLPOLYVX, STOPOLYORD.

PUSH HOME CASDIR ’POLYVX' STO POP
>

RCLPOLYVX

Empilha a lista de nomes armazenados em /HOME/CASDIR/POLYVX, ou {X3}, caso nao exista. Veja
também: STOPOLYVX.

IFERR :H:{CASDIR POLYVX} RCL THEN DROP {X3} END
>
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STOPOLYORD

Desempilha funcao de comparacao de representacao monomial interna e a armazena em
/HOME/CASDIR/POLYORD. Por padrao, a funcao de comparacao monomial é < PLEX =. As
seguintes fun¢oes de comparacao j4 estao implementadas para uso: PLEX, PREVLEX, PGRLEX e
PGREVLEX. O usuario pode também implementar a sua propria. Veja também: RCLPOLYORD,
STOPOLYVX, PLEX, PREVLEX, PGRLEX, PGREVLEX.

PUSH HOME CASDIR ’POLYORD'’' STO POP
>

RCLPOLYORD

Empilha a funcao de comparacao de representacao monomial interna armazenada em

/HOME/CASDIR/POLYORD, ou < PLEX >, caso nao exista. Veja também: STOPOLYORD.

IFERR :H:{CASDIR POLYORD} RCL THEN DROP <=PLEX= END
>

TDEG

Desempilha polindmio e empilha seu grau total, que é definido como o maximo das somas dos
expoentes de cada um de seus monoémio. Se o polindmio for nulo, retorna um nimero negativo

indefinido.

$POLY—LIST 1. <TAIL SUMLIST> DOLIST <MAX> STREAMLIST
>

MDEG

Desempilha polindmio e empilha seu multigrau, que é definido como a énupla de expoentes de

seu monodomio maximo.

&
$POLY—LIST $PORDER DUP SIZE GET TAIL
>
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LCOEF

Desempilha polindmio e empilha seu coeficiente lider, que ¢ definido como o coeficiente de seu
mondémio maximo.

s

$POLY—:LLIST $PORDER DUP SIZE GET HEAD
>

LMONO

Desempilha polindmio e empilha seu monomio lider, que ¢ definido como o produto de seu
mondmio maximo pelo inverso do coeficiente deste.

$POLY—:LIST $PORDER DUP SIZE GET TAIL 1 SWAP + $LIST-—MONO
>

LTERM

Desempilha polinomio e empilha seu termo principal, que é definido como seu mondémio maximo.

$POLY—LIST $PORDER DUP SIZE GET $LIST—MONO
>

$PORDER

Desempilha representacao polinomial interna e empilha representacao polinomial interna equi-
valente ordenada crescentemente em relacao a funcao de comparacao de representacao monomial

interna dada por /HOME/CASDIR/POLYORD. Veja também: PORDER.

RCLPOLYORD QUICKSORT
>

PORDER

Desempilha um polinomio e empilha o polindomio equivalente ordenado crescentemente em rela-
cao a funcao de comparacao de representacao monomial interna dada por /HOME/CASDIR/POLYORD.
Veja também: STOPOLYORD, $PORDER
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$POLY—LIST $PORDER $LIST—-POLY

PLEX

Desempilha representacées monomiais internas A e B, e empilha o resultado da comparacao de
ambas segundo a ordem lexicografica. Sejam

A={cre11 - e1nte B={cae21 -+ €2, }. Nesta ordem, A > B se a entrada ndo nula mais
a esquerda da lista {e11 — €21 -+ €1, — €2} for positiva, A < B se for negativa e A = B,

caso nao exista tal entrada. Veja também: QUICKSORT, $MONO—LIST.

TAIL SWAP TAIL SWAP - 1.
WHILE GETI DUP NOT -64. FC? AND REPEAT DROP END

UNROT DROP2

PREVLEX

Desempilha representacGes monomiais internas A e B, e empilha o resultado da compara-

¢ao de ambas segundo a ordem lexicografica reversa. Sejam A = {c; e;; -+ e1,} e B =
{c2 €21 -+ e2,}. Nesta ordem, A > B se a entrada ndo nula mais a direta da lista {e1; —
€21 -+ €1, — €2, ) for negativa, A < B se for positiva e A = B, caso nao exista tal entrada.

Veja também: QUICKSORT, $MONO-—LIST.

TAIL SWAP TAIL SWAP - REVLIST 1.
WHILE GETI DUP NOT -64. FC? AND REPEAT DROP END
UNROT DROP2 NEG

PGRLEX

Desempilha representacoes monomiais internas A e B, e empilha o resultado da comparacao
de ambas segundo a ordem lexicografica graduada. Sejam A = {c; e;1 -+ e1,} e B =
{c2 €21 -+ e2,}. Nestaordem, A > Bseej1+---+e1n>e1+--+ea,oues+--+er, =

€21+ - +eaneA B PLEX @ > for 1.0. Veja também: QUICKSORT, $MONO—LIST, PLEX.
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IF DUP2 TAIL SUMLIST SWAP TAIL SUMLIST SWAP - DUP
THEN UNROT DROP2

ELSE DROP PLEX

END

PGREVLEX

Desempilha duas representacoes monomiais internas A e B, e empilha o resultado da compa-
racao de ambas segundo a ordem lexicografica graduada reversa. Sejam A = {c; e; -+ €1}
e B = {caes1 - e2,}. Nesta ordem, A > Bsee;+---+en, > €1+ -+ e, 0u
ei1t - +en =e1+ - +e, e A B PREVLEX @ > for 1.0. Veja também: QUICKSORT,
$MONO—LIST, PLEX.

IF DUP2 TAIL SUMLIST SWAP TAIL SUMLIST SWAP - DUP
THEN UNROT DROP2

ELSE DROP PREVLEX

END

PDIVORDER

Desempilha dois polindmios e empilha o resultado da comparacao do monoémio lider de am-
bos segundo a funcao de comparacao empilhada por RCLPOLYORD. Veja também: RCLPOLYORD,
QUICKSORT.

&

— pl p2

<
pl $POLY---LIST $PORDER DUP SIZE GET
p2 $POLY—LIST $PORDER DUP SIZE GET
RCLPOLYORD EVAL

$COEF

Desempilha um monomio e empilha seu coeficiente.

RCLPOLYVX 1 OVER SIZE NDUPN —LIST PAIRLIST | EVAL
>
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$MONO—LIST

Desempilha monomio e empilha a representacao monomial interna correspondente. Nesta

”

o monomio é representado por uma lista onde o primeiro elemento é o coeficiente mono-
mial e os elementos subsequentes sao as poténcias das varidveis monomiais declaradas em

/HOME/CASDIR/POLYVX, na ordem definida. Veja: STOPOLYVX, $LIST->MONO.

RCLVX NOVAL — M VXB M.LNAME

el

<z

M $COEF

M LNAME NIP
IF DUP TYPE 5. £ THEN AXL END
"M.LNAME’ STO

RCLPOLYVX 1.

DO GETI

IF DUP M.LNAME SWAP POS
THEN STOVX M DEGREE
ELSE DROP @

END UNROT

UNTIL -64. FS? END

DROP SIZE 1. + —=LISI

VXB STOVX

$LIST—-MONO

Desempilha representacao monomial interna e empilha monoémio correspondente. Veja também:

$LIST—MONO.

DUP HEAD SWAP RCLPOLYVX SWAP TAIL "~ PRODLIST =*
>

$POLY—LIST

Desempilha polinomio e empilha a representacao polinomial interna correspondente. Tal repre-
sentacao ¢ uma lista de mondémios na representacao monomial interna, conforme descrito em

$MONO—LIST. Veja também: $LIST—POLY, $MONO—LIST.

NOVAL 1. NOVAL NOVAL — P L I A B
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3 <

4 P FDISTRIB —STR "+" "’*" SREPL DROP "(" "" SREPL DROP ")" "" SREPL DROP
"{" SWAP + "3}" + SIR—

6 1. “$MONO—-LIST’ DOLIST

7 >

8 >

$LIST—POLY

Desempilha representacao polinomial interna e empilha o polinémio correspondente. Veja tam-

bém: $POLY—LIST.

.

2 1. < $LIST—+MONO > DOLIST SUMLIST
3 >

$MONODIV

Desempilha duas representacoes monomiais internas ¢ empilha 1.0 caso a mais profunda seja

divisivel pela mais rasa, senao empilha 9. 0.

<=

2 $MONO—:LIST TAIL SWAP $MONO—LIST TAIL - 1.

3 WHILE GETI DUP ©@. > -64. FC? AND REPEAT DROP END
4 ©. > UNROT DROP2

MONOMIALS

Desempilha polindmio e empilha lista de seus monomios.

— p
3 <&
4 p $POLY—-LIST 1. < $LIST—MONO > DOLIST
>
6 2>
PDIV

Desempilha polinomio e lista de divisores e empilha lista quociente e lista dos restos da divisao.

<

> NOVAL @ NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL NOVAL
— P D QRTIMD.SIZE T.D.LTERM P.LTERM

4 &

w
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[C IS B < S O R

[ S I

(=R R I =2

D SIZE ’'D.SIZE’ STO
© D.SIZE NDUPN —LIST Q" STO
WHILE P @ SAME NOT REPEAT
1. I’ STO
0. 'M’ STO
WHILE I D.SIZE < M NOT AND REPEAT
D’ I GET LTERM 'I.D.LTERM’ STO
P LTERM °'P.LTERM’ STO
IF I.D.LTERM @ SAME NOT

I.D.LTERM P.LTERM $MONODIV AND THEN
'Q’ I DUP2 GET P.LTERM I.D.LTERM / + EVAL PUT
P P.LTERM I.D.LTERM / D’ I GET #% - EVAL

1. "M’ STO
ELSE 1. "I’ STO+
END
END
IF M NOT THEN
R P.LTERM + EVAL 'R’ STO
P P.LTERM - EVAL ’'P’ STO
END
END

QR

$MONOLCM

Desempilha dois mon6émios e empilha seu menor miltiplo comum.

=&

— ml m2
m1l $MONO—LIST TAIL
m2 $MONO—LIST TAIL
< MAX > DOLIST 1 SWAP + $LIST—MONO

P>

SPOLY

Desempilha dois polinémios e empilha seu polinomio S.

<

NOVAL NOVAL NOVAL — pl1 p2 1t1 1t2 lcm
@ compute leading term (list form)
pl LTERM ’1t1’ STO

p2 LTERM ’1t2’ STO

@ compute least common multiple of the leading terms

1t1 1t2 $MONOLCM ’lcm’ STO

@ compute S-polynomial
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Lo A =

lem 1t1 / pl1 *
lem 1t2 / p2 *
- EVAL

$POLYINT

Desempilha polindmio p e empilha namero n. tal que p n * tem apenas coeficientes inteiros.

P MONOMIALS 1. < $COEF FXND >>» DOLIST UNPAIRLIST
< LCM > STREAMLIST SWAP

< GCD >» STREAMLIST /

ABS P LCOEF SIGN =

POLYEQ

Desempilha dois polindmios e empilha 1.0 caso ambos sejam iguais, senao empilha 0. 9.

- EVAL © SAME

POSPOLY

Desempilha lista 1 e polinémio p, e empilha o indice posicional de p em 1 caso aquele esteja

neste, senao empilha 9.0.

. @. — 1 p r 1.SIZE

1 SIZE ’1.SIZE’ STO
IF 1.SIZE @. > THEN

1. 1.SIZE
FOR I
IF ’1” I GET p POLYEQ THEN
I 'r’ STO
1.SIZE I’ STO+
END
NEXT
END
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POSPOLYPAIR

Desempilha lista 1 e par polinomial {p1, p2} e empilha o indice posicional do par em 1 caso

aquele esteja neste (desconsiderando ordem), sendo empilha 0. 0.

0. 9. 2 @ @ @ — 1 p r 1.SIZE p1 p2 1lpl 1p2
p {’p1” 'p2’} STO
1 SIZE ’1.SIZE’ STO
IF 1.SIZE @. > THEN
1. 1.SIZE
FOR I
17 I GET {’1p1’ ’'1p2’'3} STO
IF p1 1lpl POLYEQ p2 1lp2 POLYEQ AND
pl 1p2 POLYEQ p2 lpl POLYEQ AND OR

THEN
I 'r’ STO
1.SIZE I’ STO+
END
NEXT

END
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Capitulo 7

Implementacao do Algoritmo de

Buchberger

Aqui implementamos o algoritmo de Buchberger dado no capitulo 5 usando as funcionalidades
documentadas e definidas nas secoes anteriores — providas pelo ambiente nativo UserRPL
da calculadora e pelas bibliotecas do Nicleo UserRPL. Procura-se espelhar a especificacao do

algoritmo original tanto quanto possivel, para que ambos possam ser comparados lado a lado.
BUCHBERGER

{y {3y {y 2 89 - ~R ~—P +~—G «—B f1 f2 h
$ReduceAll $NewBasis
WHILE «B {} # REPEAT
<B HEAD {’'f1’ ’f2'} STO
B TAIL ’«<B’ STO
IF
f1 f2 $Criterionl NOT
f1 f2 $Criterion2 NOT AND
THEN
<G f1 f2 SPOLY $NormalForm 'h’ STO
IF h @ SAME NOT THEN
«~G 1. € — g < IF h LTERM g LTERM $MONODIV THEN g END > > DOLISTX

<R’ STO

h 1. —LIST <P’ STO

~G 1. &« — g <€ IF <R g POSPOLY NOT THEN g END > > DOLISTX
<G’ STO

<~B 1. €« — b <« IF <R b HEAD POSPOLY <R b TAIL POSPOLY OR NOT

THEN b END > > DOLISTX ’'<B’ STO
$ReduceAll $NewBasis
END
END
END
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IF <G {} SAME THEN {@}
ELSE <G 1. < DUP S$POLYINT % EVAL > DOLIST
END

.

>

$ReduceAll

@ {} {} —+ h Go Po

$NewBasis

<
WHILE <R {} # REPEAT
+R HEAD ’h’ STO
<R TAIL ’«R’ STO
<G P 1. € — p < IF <G p POSPOLY NOT THEN p END > >
DOLISTX + h $NormalForm ’h’' STO
IF h @ SAME NOT THEN
<G 1. « = g < IF h LTERM g LTERM $MONODIV
THEN g END > >> DOLISTX ’'Ge@’ STO
~P 1. € — p < IF h LTERM p LTERM $MONODIV
THEN p END > >> DOLISTX 'P@’ STO
G 1. &« — g < IF G@ g POSPOLY NOT THEN g END > >
DOLISTX ’'+G’ STO
«~P 1. € — p < IF P@ p POSPOLY NOT THEN p END > >
DOLISTX ’'+P’ STO
Go 1. « — g@ < IF «R g@ POSPOLY NOT P@ g@ POSPOLY NOT
AND THEN g@ END > > DOLISTX
PO 1. < — p@ < IF <R p@ POSPOLY NOT G@ p@ POSPOLY NOT
AND THEN p@ END > > DOLISTX
+ '¢R’ STO+
«B 1. < — b <« IF Ge b HEAD POSPOLY G@ b TAIL POSPOLY
OR NOT THEN b END > > DOLISTX ’«B’ STO
IF <P h POSPOLY NOT THEN <P h + '«<P’ STO END
END
END
>
@000 {}y{ry >pghkHK
<
~P 1. € — p < IF <G p POSPOLY NOT THEN p END > > DOLISTX
IF <G SIZE @ > THEN
1. <G SIZE
FOR g.1I
'«G’ g.1 GET ’g’ STO
1. <P SIZE
FOR p.I

"« P’ p.I GET ’p’ STO
IF g p POLYEQ NOT
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<~B g p 2. —LIST POSPOLYPAIR NOT AND

THEN

g p 2. —LIST 1. —LIST "<B’

END
NEXT
NEXT
END

+—B <« $SelStrategy > QUICKSORT ’<B’

~G 'H’ sTO
{} 'K’ STO
WHILE H {} # REPEAT
H HEAD 'h’ STO
H TAIL 'H’ STO

<G 1. € — g < IF g h POLYEQ NOT THEN g END >» >» DOLISTX

h $NormalForm 'k’ STO

IF K k POSPOLY NOT THEN K k +
END
K '«<G’ STO

$NormalForm

>

- G P
<
IF G {} # THEN
P G <« PDIVORDER > QUICKSORT
PDIV NIP
ELSE P
END
>

$Criterioni

A

e 0. — f1 f2 p ¢
<
IF +—G SIZE @. > THEN
1. <G SIZE
FOR p.I
'+G’ p.I GET ’p’ STO
IF

yKy

STO+

STO

STO END

f1 p POLYEQ NOT f2 p POLYEQ NOT AND

p LTERM f1 LTERM f2 LTERM $MONOLCM $MONODIV AND

<~B f1 p 2. —LIST POSPOLYPAIR NOT AND
<B p f2 2. —LIST POSPOLYPAIR NOT AND
THEN
1. '¢’ STO
END
NEXT
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END

>
>

$Criterion2

= f1 f2

<&

f1 LTERM f2 LTERM $MONOLCM f1 LMONO f2 LMONO % POLYEQ
>

$SelStrategy

A

@ @ @ @ — pl p2 p1fl p1f2 p2f1 p2f2

<
pl {’p1f1’ ’p1f2’} STO
p2 {’p2f1’ 'p2f2'3} STO
p1f1 LTERM p1f2 LTERM $MONOLCM $MONO—LIST
p2f1 LTERM p2f2 LTERM $MONOLCM $MONO—LIST
RCLPOLYORD EVAL

7.1 Exemplos

Aqui listamos alguns exemplos do uso da implementacao do algoritmo de Buchberger dada

acima, unido aos recursos nativos do CAS da HP 50g, aplicados a resolucao de problemas

classicos.

7.1.1 O problema da pertinéncia a um ideal

Exemplo 7.1. Sejam I = (f1, o) = {xz —y*,2* — 22) € Clz,y,2] e f = —4x*y?2? +¢° + 32°.
Queremos determinar se f € I.
Entrada:

<

@ EX1 - The Ideal Membership Problem
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< L ™) 0o N @

[~

@

@ Buchberger Algorithm: Find Reduced Grobner Basis
{X Y Z} STOPOLYVX

< PGRLEX >> STOPOLYORD
{X*Z-Y"27 "XA3-Z427%
BUCHBERGER
@ Solve Membership Problem
T4k XA2KYA2KZA2+Y A6 43KZ A5
SWAP
PDIV
>
TEVAL
Saida:
{10 "-(4%2%2)" 0 0}
)
:s: 50,719
Como o resto da divisao de f pela base de Grobner do ideal 1 é 0, s6 pode ser o caso que
fel.

7.1.2 O problema de resolver equacgoes polinomiais

Exemplo 7.2. Queremos resolver o sequinte sistema polinomaial:

x2+y2+z2:1
x2%—z2::y

Xr =z

Entrada:

@ EX2 - The Problem of Solving Polynomial Equations (I)

@ Buchberger Algorithm: Find Reduced Grobner Basis
{X'Y Z} STOPOLYVX

< PLEX > STOPOLYORD

{'XA2+Y22+47%2-1" ’'X*2+72%2-Y’ ’'X-71'}

BUCHBERGER

@ Solve system of equations
AXL
[’X” 'Y '77]
SOLVE
>
TEVAL

Saida:
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['X=-(y/(~1+y/5)/2) "
Y=(-1+y/5)/2"
Z=-(/(~1+/5)/2) " ]

['X=y/(-1+/5)/2"
Y=(-1+4/5)/2"
7=/ (~1+/5)/2"]

['X==(i%y/(1+/5)/2)"
Y=-((1+/5)/2)"
Z=-(ixy/(1+/5)/2) "]

['X=i%y/(1+/5) /2"
"Y=-((1+/5)/2)"
Z=ix/(1+/5) /2" ]

3
is: 12,1116

Encontramos portanto as 4 solucoes complexas:

ST R S vy

a 2 4 2 T
x:\/T\/E -1+V5 Z:\/T\/E

2 2 2
V145 1+v5 ivV1+ 5
R S e e e
L iVIEVS y o LS L VItV
2 2 2

Exemplo 7.3. Queremos resolver o sequinte sistema polinomaial:

32° + 2yz — 22X = 0
202 — 2yA =0
20y — 22 — 222 =0

x2+y2+z2—1:0
Entrada:

@ EX3 - The Problem of Solving Polynomial Equations (II)

@ Buchberger Algorithm: Find Reduced Grobner Basis

{A X Y Z} STOPOLYVX

< PLEX > STOPOLYORD

{73%XA2+42%xY*Z =25 X* A" "2xXKZ-2%Y* A’ T2xX*kY-2%Z-2%7Zk )\’ XA2+YA2+742-1"%
BUCHBERGER

@ Solve system of equations

AXL
[yAy yxy yYy yzy:l
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SOLVE

TEVAL

Saida:

{
[ *A=3/2° ’X=1’ 'Y=
[ *A=-3/2" ’X=-1’ "
[ "A=0’ ’X=0’ ’Y=1"’
[ "A=0’ ’X=0’ ’Y=-T
[ "A=-4/3" ’'X=-2/3"
[ "A=-4/3" ’'X=-2/3"
[ 'A=1/8" ’'X=-3/8’
[ 'A=1/8" ’'X=-3/8’
[ "A=-1" ’'X=0@’' ’'Y=0’
[ "A=-1" ’'X=0@’' ’'Y=0’

3

:s: 21711,6602

Encontramos portanto

e’ '7=0" ]
Y=0' 'Z=0’ ]
'7=0" ]
©07=0" ]

'Y=1/3" *Z=2/3" ]

'Y=-1/3" '7=-2/3" ]
'Y=-(3%,/22/16) " 'Z=,/22/16" ]
'Y=3%,/22/16" *Z=-(,/22/16) "]
'7=1" ]

'Z=-1" ]

as 10 solucoes reais:

z—=10
z—=0
z—=0
z—=10
2

Z = -
3

2

3
V22
16
22
16
z=1

3
)\-_57 r=1, y=0,
3
A*~—§.$::—L Yy =y,
A=0, =0, y=1,
A=0, =0, y=—1,
4 2 1
37 'x 37 y 37
4 2 1
N PR
3 YT Ty YT
1 3 3v/22
/\;_7 r= -7, - -
8 8 i&
1 3 3v/22
A;_a xr=—3, T
8 8 16
A=—=1, x=0, y=0,
A=—1, =0, y=0, z=—1
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7.1.3 O problema da implicitacao

Exemplo 7.4. Queremos encontrar as equagoes implicitas que definem a variedade cujas equa-

coes paramétricas Sao:

x:t4,
y =t
2= t?

Entrada:

@ EX4 - The Implicitization Problem (I)

@ Buchberger Algorithm: Find Reduced Grdbner Basis
{T XY Z3} STOPOLYVX

< PLEX > STOPOLYORD

{'T*2=-2" ’T*Y-Z%2’ ’'T*xZ-Y' ’'X-72%2’ ’'Y*2-7"3'}
BUCHBERGER

>
TEVAL

Saida:

{ ’T*2-2" "Y*T-2%2" "Z%T-Y’' ’'X-7Z%2' ’'Y*2-7%3’%
:s: 58,1714

Tomando os dois elementos da base de Grobner encontrada nos quais a variavel ¢ nao ocorre,

temos as seguintes equacoes implicitas para a variedade dada:

Exemplo 7.5. Queremos encontrar as equagoes implicitas que definem a variedade cujas equa-

coes paramétricas Sao:

=1+ u,
y = t* + 2tu,
2= 1"+ 3t*u

Entrada:
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@ EX5 - The Implicitization Problem (II)

@ Buchberger Algorithm: Find Reduced Grdbner Basis
{T U X Y Z} STOPOLYVX

< PLEX > STOPOLYORD

{'X-T-U’ "Y-T*2-2xT#U’ *Z-T*3-3xT*2%U"}

BUCHBERGER

>

TEVAL

Saida:

{
TAXZAXAZ-3AYA2AXAD-6HZAYAX+AKYATLZAD?
P(2KYA3-2%Z22) kU= (4% ZKYHXA2-(YA3=2%ZA2) kX -5%xZ%Y*2)"
P(2KZHXK=2KY A2) KUH2KZAXA2 =Y A2%X-Z XY’
TYRX=Z)*U=(YAXA2+Z%X-2%Y42) "’
"T+U-X"
TUA2-(XA2-Y)"
P(2%XA2-2%Y)*U- (2% XA3-3%Y*X+Z) "’

3

:s: 1059,2814

Tomando o tnico elemento da base de Grébner encontrada no qual as variaveis ¢ ou u nao

ocorrem, temos a seguinte equacao implicita para a variedade dada:

4zx® — 3yPr? — 6zyx + 4y + 22 =0
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