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Sobre o curso

A Matematica € uma ciéncia que nasceu da necessidade que o homem tinha de resolver
problemas, e vem se desenvolvendo e aprimorando ao longo dos tempos. Produz técnicas analiti-
cas que sao empregadas por engenheiros e outros profissionais na criagao, desenvolvimento e
aprimoramento tecnoldgico de varios produtos. O mundo como o conhecemos hoje nao seria
possivel sem a Matematica. Nao teriamos carros, avides, celulares, computadores, televisoes,
aparelhos médicos etc. Assim, essa nobre ciéncia € uma parte essencial das engrenagens que
fazem a sociedade evoluir. O profissional da area de Matemética €, entdo, um elemento funda-
mental para o desenvolvimento tecnolégico e, portanto, socioeconémico de qualquer sociedade.

Nesse contexto, € de suma importancia o processo de formacao de profissionais que vao
atuar na area de Matematica. Essa tarefa € desempenhada pelas instituicdes de ensino superior.
O processo de formacdao em um curso superior de Mateméatica envolve a aquisicdo de varios
conhecimentos. Para facilitar a assimilagdo destes, o curso € divido em varias disciplinas. Uma
dessas disciplinas é a de Calculo Il , que, em esséncia, objetiva apresentar ao aluno uma visao
geral da Matematica, além familiariza-lo com a linguagem, conceitos e ideias relacionadas ao
estudo das técnicas de integracao e séries numéricas. Essa disciplina visa, ainda, apresentar ao
estudante aplicagbes do calculo diferencial e integral, com a formulagdo e solugéo de problemas
do mundo real. Para facilitar o entendimento, tal disciplina é dividida em quatro médulos:

Integral indefinida: técnicas de integragéo;

Séries Numéricas;

A Integral Definida;

Integrais Improprias.

A duracao de cada médulo é de quinze dias. O texto basico da disciplina € contemplado com
exercicios estrategicamente posicionados, de tal forma que o conteudo previamente estudado
fique bem assimilado em seus conceitos mais basicos.

Quanto a metodologia, o curso tera seguinte base: estudo da teoria do livro texto, com o treino
através dos exercicios nele contidos, e atividades dentro do Ambiente Virtual de Aprendizagem
(AVA), as quais serao passadas para os alunos dentro do periodo de vigéncia de cada modulo, e
fardo parte do processo de avaliacdo, assim como as provas presenciais.

Quanto ao sistema de avaliacao, serao distribuidos 100 pontos, sendo 60 pontos relativos as
provas escritas em modo presencial e 40 pontos nas atividades passadas pelo Ambiente Virtual
de Aprendizagem (AVA).

As listas de exercicios que serdo disponibilizadas no AVA deverdo ser entregues em datas
que também serdo apresentadas no AVA, para que os tutores possam corrigir.
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Desejamos ao caro aluno um 6timo curso, e torcemos para que venha atingir com sucesso os
objetivos da disciplina.
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Informacoes

Prezado(a) aluno,

Ao longo deste guia impresso vocé encontrara alguns “ icones” que lhe ajudardo a identificar
as atividades.

Fique atento ao significado de cada um deles, pois isso facilitara a sua leitura e seus estudos.

i

b o .. Leituras
Audio Video Indicadas

o

Atividades Atividades

D

Multimidia Guia Impresso Ambiente Virtual

SaibaMais  Pare e Pense

i

Referéncias

TETUH

Pesquisando
ha rede
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Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serdo importantes para sua com-
preensdo. Para permitir sua iniciativa e pesquisa, ndo criamos um glossario, mas se houver
dificuldade, interaja no Forum de Duvidas.

Cabe, ainda, mencionar que os exemplos e exercicios presentes nesse material foram retira-
dos dos livros texto que constam na bibliografia.
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Modulo 1
Integral indefinida:

técnicas de integracao

Introducao

No curso de Calculo | foi introduzido o conceito de derivada e estudadas suas propriedades.
Vale a pena recordarmos que a derivada é uma propriedade local. Visto que, ao calcularmos a
derivada de uma funcao f, o fazemos com relacdo a um dado ponto p pertencente ao domino da
funcéo estudada.

Pergunta. Seja y = f(x) uma fungdo real. Vocé se recorda de como representamos a

derivada da funcao f7

Se y = f(x) é uma fungéo real, ou seja, f : R — R, € usual representarmos a derivada de f
por:

f(x) = para as trés notagdes, |é-se derivada da fungao f(x) com relagédo a =.

df

dz’

Pergunta. Acabamos de recordar a representagao da derivada de uma fungao y = f(z).

Agora, vocé seria capaz de relembrar como definimos tal conceito?

Definimos a derivada de uma fung¢é@o y = f(z) no ponto p, como sendo o limite:

o) i L@ =)

T—p T —D

Calculo 1l 11




Dessa forma, sempre que o limite existir podemos calcular a derivada da fungéo f no ponto
p. Sendo o valor assumido pelo limite, a derivada da funcéo calculada no ponto mencionado.

Pergunta. Voceé se recorda das principais derivadas estudadas no curso de calculo 17

Resumidamente, as pricipais derivadas estudadas do curso de calculo |, sdo:

10.

. Se f é a funcao constante, ou seja, f(z) = ¢, onde ¢ € uma constante ( ¢ € um ndmero

real que nao depende da variavel ), entdo a derivada da fungdo f, em relagéo a z, é dada
por f'(z) = 0.

. Se f é a funcao identidade, isto é, f(z) = =, entdo a derivada da funcao f, em relagéo a

variavel r, é dada por f'(z) = 1.

Se f é afuncao poténcia, isto &, f(z) = z* (&« um namero real ndo nulo), entdo a derivada
da fungéo f, em relagéo a variavel z, é dada por f (z) = o - 21,

Se f é a funcao exponencial na base a (a > 0, a # 1), isto é, f(z) = a*, entdo a derivada
da funcao f, em relacao a variavel x, é dada por

f'(z) =1n(a) - a®.

Se f é a funcao exponencial, isto &, f(z) = e” (e € 0 nUmero de Euler, em homenagem ao
matematico suico Leonhard Euler, cujo valor é aproximadamente 2,7), entdo a derivada da
fungéo f, em relacéo a variavel =, é dada por f'(z) = ¢®.

Se f é a funcao logaritmo na base a« (a > 0,a # 1), isto &, f(z) = log,(x), entdo a
derivada da fungdo f, em relagdo a variavel z, é dada por f'(z) = - log,(€).

Se f é a funcao logaritmo na base ¢ , isto é, f(x) = In(x), entdo a derivada da funcao f,
em relac&o a variavel z, é dada por f'(z) =

SHE

Se f é a funcao seno , isto é, f(x) = sen(x), entdo a derivada da funcdo f, em relacdo a
variavel z, € dada por f'(z) = cos(x).

Se f € afuncao cosseno , isto é, f(z) = cos(x), entdo a derivada da fungcéo f, em relagao
a variavel z, é dada por f'(z) = —sen(x).

Se f é a funcao tangente , isto é, f(x) = tg(x), entdo a derivada da fungéo f, em relagéo
a variavel r, é dada por f'(z) = sec?(x).

12
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Se f é a funcao cotangente , isto é, f(x) = cotg(z), entdo a derivada da funcdo f, em
relagéo a variavel r, é dada por f'(r) = —cosec?(x).

Se f é a funcao secante, isto é, f(z) = sec(z), entdo a derivada da fun¢do f, em relagéo
a variavel z, é dada por f'(z) = sec(x) - tg(x).

Se f é a funcao cossecante, isto é, f(z) = cosec(z), entdo a derivada da funcdo f, em
relagdo a variavel , € dada por f'(z) = —cosec(z) - cotg(x).

Se f é a funcao arco seno, isto é, f(z) = arcsen(z), entdo a derivada da funcdo f, em
1

relacéo a variavel x, é dada por f'(z) = —
— X

Se f é a funcao arco cosseno, isto é, f(z) = arccos(z), entdo a derivada da funcédo f, em

relagéo a variavel =, é dada por f'(z) = —
— X

Se f € a funcao arco tangente, isto €, f(x) = arctg(z), entdo a derivada da fungéo f, em
relagdo a variavel , € dada por f'(r) =

1+ 2%
Se f é a funcao seno hiperbdlico, isto é, f(z) = senh(z) = ¢ _26 , entdo a derivada da
funcdo f, em relacdo a variavel =, é dada por f'(z) = cosh(z) = J;e
Se f é afuncao cosseno hiperbdlico, isto é, f(z) = senh(z) = ¢ ze , entao a derivada

da fungéo f, em relagéo a variavel z, é dada por f'(z) = senh(z) =

Se f € a funcao tangente hiperbdlico, isto é, f(z) = tgh(z), entdo a derivada da fungao
f, em relagdo a variavel x, é dada por f'(x) = sech®(z).

Se f é a funcao cotangente hiperbolico, isto é, f(x) = cotgh(x), entdo a derivada da
fungdo f, em relagéo & variavel x, é dada por f'(z) = —cosech?(x).

Se f é a funcao secante hiperbodlico, isto €, f(x) = sech(x), entdo a derivada da fungao
f, em relagéo a variavel z, é dada por f'(z) = —sech(z) - tgh(x).

Se f é a funcao cossecante hiperbolico, isto &, f(z) = cosech(z), entdo a derivada da
fungdo f, em relagéo a variavel x, é dada por f'() = —cosech(z) - cotgh(z).

Calculo Il 13



Integrais imediatas

Pare e Pense. Professor, por que estamos recordando o conceito de derivada sendo que

neste modulo queremos estudar integrais?

Suponha que, em um dia comum de aula, o professor de calculo adiantou-se alguns minutos
e deixou escrito no quadro a igualdade:

f(z) = cos(x).

A medida que os alunos foram chegando para a aula, observaram na lousa a igualdade e imedi-
atamente perceberam qual funcéo o professor estava procurando.
Observe que a igualdade f'(x) = cos(z) nos reporta para a seguinte pergunta:

Qual funcéo devo derivar para obter a fungao cosseno?

Como vimos anteriormente, se f(z) = sen(z), entdo f'(zr) = cos(x) e, portanto, a resposta
para a pergunta é:

f(z) = sen(x).

Neste caso, dizemos que a fun¢do f(x) = sen(z) € chamada de primitiva ou antiderivada da
funcdo f(x) = cos(x).

/Observagéo. Sempre que existir uma func¢ao F(z) tal que @ \

para todo x pertencente a um intervalo I, dizemos que a funcao F' é uma primitiva ou

anti-derivada da funcao f.

14 Célculo 1l



Pergunta. Professor, as fun¢oes que estudamos no célculo possuem uma tnica primitiva?

Nao é verdade que um fungdo possui uma unica primitiva. Por exemplo, acabamos de ver que
a funcdo F(x) = sen(x) € uma primitiva da fungéo f(z) = cos(z). Porém as fungdes:

G(z) = sen(z)+ 10
H(zx) = sen(z)+w
S(z) = sen(x)+ V2

também sao primitivas da fungéo f(x) = cos(x), visto que

G(z) = %(sen(x) +10) = %(sen(:c)) + %(10) — sen () 4+ 0 = sen () = cos(z)
H'(r) = W = %(sen(:p)) + %(TF) —sen () + 0 = sen' () = cos(x)
S'(z) = d(sen(:;)x+ v2) = %(sen(x)) + %(\/ﬁ) = sen (z) + 0 = sen’ () = cos(z).

Observe que, na segunda igualdade, estamos utilizando que a derivada da soma de duas
funcbes é a soma das derivadas. Ja na terceira igualdade, estamos aplicando que a derivada de
uma constante € igual a zero.

Assim, de um modo geral, podemos concluir que a familia de fungbes
F.(x) =sen(x) + ¢

formam um conjunto infinito A = ({F.(z)}.cr), onde cada elemento € uma primitiva da fungéo

f(x) = cos(x).

Calculo Il 15



4

@

Observacao. Nao existe uma unica primitiva para uma dada funcao f, mais precisamente,

se F' & uma primitiva da funcdo f, entdo F.(z) = F(z)+ ¢, também é uma primitiva de f,

para todo c € R.

Ja vimos que uma funcao f pode ter varias primitivas F'. Por outro lado, de acordo com a lista
de fungdes derivaveis que recordamos anteriormente, € possivel afirmar que a maior parte das
funcbes estudadas no curso de Calculo | possui pelo menos uma primitiva.

Pergunta. Quando derivamos, o processo para se encontrar a derivada é chamado de
derivagao. H& um nome para o processo para se encontrar a primitiva de uma funcao?

Existe uma notacao que nos permita identificar o processo para se obter uma primitiva?

Damos o nome de integracao ao processo realizado para se encontrar uma primitiva de uma
dada funcao. Simbolicamente, quando estamos calculando uma primitiva, utilizamos:

/ f(z)dx : integral def com relagéo a =.

Mais precisamente, o simbolo /f(:c) dx nos diz:

“qual a familia de fun¢des F'(x), devo derivar com relagdo a x, para obter a funcao f(z)”.

Decompondo /f(a:) dx, temos:

/ . sinal de integracao

f(x) . funcéo integrando

f(z)dz : integrando

dx . identifica a variavel de integracao.
16 Célculo I




Observacao. Se f é uma fun¢ao que possui primitiva I, entao:

/j(:r) dr = F(x) + c se, e somente, se F' () =

f(@).

Utilizando a lista de funcgdes diferenciaveis, podemos calcular imediatamente as integrais:

TABELA DE INTEGRAIS IMEDIATAS

(1) [ dr=x+c (2)/$adx:jj1+c(a7é—l)
(3) (fdx:ln(a)+c (4)/exdx:e$+c
. dr =In(x) + ¢ (6) /sen(a:) dr = —cos(z) + ¢

= —cotg(z) + ¢ (10)

cossec(x) - cotg(x) dx = —cossec(x) + ¢ | (12)

1

1+:c2dx:

(15)

cosh(z) dr = senh(x) 4 ¢

(17)

sech®(z) dv = tgh(z) + ¢ (18)

cossech?(x) dx

= —cotgh(z) 4+ ¢

(19)

sech(z) - tgh(z) de = —sech(z) + ¢ (20)

/
/
/senh(x) dx = cosh(z) + ¢ (16)
/
/

/
/
arctg(x) + ¢ (14) / T dx = arcsec(z) + ¢
/
/
/

cossech(x) - cotgh(x) dz = —cossech(z) + ¢

Calculo 1l
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Integrais elementares: soma e produto por escalar

Pergunta. Professor, sabendo calcular as integrais /:E?’ dx e /cos(x) dx, é possivel cal-

cular a integral /(933 + cos(x)) dx?

Utilizando a tabela das integrais imediatas, percebemos que:
3 1 4
x’dr = rtae cos(z) dx = sen(x) + co. (1.1)

Por outro lado, sabemos que, para resolver a integral / (:c3 + cos(:c)) dxz, devemos encontrar

uma certa fungéo F(x) tal que
F'(z) = 2® 4 cos(z).

Claramente a funcao procurada é:

1
ZE4 + sen(z) + ¢,
visto que
1 1 d
% (Zx‘l + sen(z) + c) = % (Zx‘l) + %(sen(x)) + %(c)
1 3
= 1-4-1‘ + cos(x) + 0
= 2%+ cos(x).
Dessa forma, temos que:
3 L 4
/(x + cos(z)) dz = 2% + sen(z) + c. (1.2)

Relacionando as igualdades (1.1) e (1.2), obtemos:

/(x?’ + cos(z)) dx = /ZL‘3 dx + /cos(x) dz.
18 Calculo Il




Pergunta. O resultado que acabamos de verificar é uma particularidade das fungoes

f(x) =23 e g(x) = cos(z), ou & vélido para quaisquer fungoes derivaveis?

O resultado obtido utilizando as fungdes f(z) = z* e g(z) = cos(x) pode ser estendido a

qualquer funcao derivavel.

Considere F(z) e G(x) primitivas das fung¢des f(z) e g(z), respectivamente. Dessa forma,

temos que:
/f(x) de = F(z)+c e /g(az) dr = G(z) + cs. (1.3)
Afirmamos que a funcéo
H(z)=F(z)+G(x)+c+c
é uma primitiva da funcao
h(z) = f(x) + g(z).
De fato,
LHE) = L(F@)+C@) +ate) momono-r
dr X = dr X X C1 Co Por definigao H (z) = F(x) + G(z) + ¢1 + ca.
d d d
= %(F(l’)) + %(G(l’)) + %(Cl + CQ) Derivada da soma é a soma das derivadas.
- F (:U) + G’ (:L’) Troca de notagdo: %(ﬁ(m)) —F (a)e %(cm) — & (@)e
derivada de uma constante é zero: %(el +c2) = 0.
= f(flf) + g(ﬂf) F(x) e G(z) sdo primitivas das fungdes f () e g(x).
= h(:L’) Por definigdo h(z) = f(x) + g(z).
Assim, verificamos que a afirmacao é verdadeira, isto é:
L (@) = hi) (1.4)
dx N ’ )
Combinando (1.3) (1.4), temos:
@+ ga)do= [ f@ydos [ gw)dn
Apoés a analise anterior, temos 0 seguinte resultado:
Calculo Il 19
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Observacao. Sejam f: I CR — Reg: I C R — R fungdes reais com primitivas

F(z) e G(x), respectivamente. Entao:

@ +ga)do = [ @ydo+ [ glw)a,

ou seja,
e 3 | o / : et
a integral da soma de fungoes é sempre a soma das integrais”. /

Pergunta. Professor, sabendo calcular a integral /secQ(x) dx é possivel calcular a integral
/ <% -sec2(a:)) dx?

Utilizando a tabela das integrais imediatas, percebemos que:

/sec2(a:) dr = tg(z) + 1. (1.5)

Agora, se a constante que esta multiplicando a fungéo f(z) = sec?(z) fosse um nimero inteiro,
por exemplo 3, poderiamos transformar a integral

/ 3 - sec’(r)dx

em somas e calcula-la, ou seja,

/3 -sec’(r)dr = /(sec2(a:) + sec®(z) + sec’(z)) dx
= /SeCZ(ZE) dﬂ? + /Secz(l’) de‘ —+ /SeCZ(ZE) dﬂ? Integral da soma é a soma das integrais.

= (tg(flf) + C1) + (tg(flﬁ') -+ Cl) -+ (tg(flf) —+ C1) Estamos utilizandoa igualdade (1.5).

= 3. tg(flﬁ') 4+ c. Por simplicidade estamos considerando ¢ = 3¢y .

20 Célculo 1l



Dessa forma, concluimos que:
/3 -sec®(r) dr = 3 - tg(z) + c.

Por outro lado, se o niUmero que multiplica a fungédo f(x) = sec?(x) ndo for um numero inteiro,
m - - . . .
por exemplo e nao podemos resolver utilizando a propriedade da soma de integrais. Contudo,

. ™ ~
sabemos que, para resolver a integral 1 sec?(x), devemos encontrar uma fungéo F(z), tal que:

Claramente, a fungéo procurada é:

visto que:

d d
—x <— . tg(x) + C) = - <— . tg(x)) + %(C) Derivada da soma de fungées é soma das derivadas.

= —_— (— . tg(l‘)) Derivada de uma constante é zero.

=13
QL

— s (tg(l’)) Derivada do produto de uma constante por uma fungao

é o produto da constante pela derivada da fungéo.

2 .
- Sec (I‘) . Derivada da fungéo tangente é sec? ().

] 3

Dessa forma, temos que

(5l ) = T sect (1.6)

Relacionando as igualdades (1.5) e (1.6), obtemos:

/% -sec? () dr =

tg(z) + c.

=] 3

Pergunta. O resultado que acabamos de verificar é uma particularidade da fungao
f(z) = sec*(z) , ou é vélido para quaisquer funcoes derivaveis que estejam multiplicadas

por uma constante?
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O resultado que acabamos de verificar utilizando a fungédo f(x) = sec?(x), pode ser estendido

a qualquer funcao derivavel.

Considere F'(x) uma primitiva da fungao f(x) e considere K um numero real ndo nulo. Dessa

forma, temos que:

/f(x) de = F(z)+ ¢

Afirmamos que a funcéo
H(z)=K- -F(z)+c

é uma primitiva da funcao

h(z) = K- f(x).
De fato,
d d
%(H(:E)) = %(K . F(l‘) + C) Por definicao H (z) = K - F(z) + c.

d d

= % (K . F($)) + % (C) Derivada da soma é a soma das derivadas.
d

- % (K . F($)) Derivada de uma constante é zero.

d
— K . % (F(l’)) Derivada do produto de uma constante por uma fungao

é o produto da constante pela derivada da funcéo.

/

- K . F (.’L’) Troca de notacgéo: g(l“(:r:)) = I"/(:l:).
= K- f($) F(x) é primitiva da fungéo f(z).

= h(l’) Por definigdo h(z) = K - f(x).

Assim, verificamos que a afirmacao é verdadeira, isto é:

d

- (H(x)) = h(a).

Combinando (1.7) (1.8), temos:

/(K-f(x))dx - K-/f(x) dz.

Apds a analise anterior, temos o seguinte resultado:

(1.7)
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4

@
/C)bservagéo. Seja f : I C R — R, com primitiva F'(x) e considere K um namero real.

Entao:

Ju sende =k [ f)d

ou seja,

13

a integral do produto de uma constante por uma fungao é o produto da constante pela
\ integral”. /
Aplique seus conhecimentos

e

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral /(2952 —3)%dx.

Solucao.

O objetivo é utilizar as técnicas:
/ (K - f(a))de =K / f(z)dz e / (f(2) + g(x)) da = / f(z)da + / o(x) d.

Assim sendo,

/(2$2 — 3)2 dl' = /(41'4 — ]_21'2 -I‘ 9) dl' Primeiramente, devolvemos o binémio, isto &, (Qav2 — 3)2 = 4z% — 1222 + 9.

= / 4.’174 dx + / —12$2 dx + / 9 dx Integral da soma é a soma das integrais.

= 4 (/ $4 dl') — 12 (/ fL'Z dl’) + 9 (/ dl') Integral do produto de uma constante por uma fungéo

é o produto da constante pela integral.
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/(23:2 —3)*dx

4 (g + C1> 12 /I‘ dx + 9 / Pela tabela das integrais imediatas: /ur:'1 dx = LT +cy.

I’ IL' ) 23
4 5 + C1 — 12 3 + Co dﬂ? Pela tabela das integrais imediatas: /z2 dz = T + co.

4(”; +01> ~ 12

2
5375 + 4C1 — ?ZZ'?) — 12C2 + 92 + 9C3 Desenvolvendo os produtos.

ZZ'
3 + CQ) + 9 $ + 03) Pela tabela das integrais imediatas: / de =z + c3 .

4 12
<g.f175 _ 31‘3 —+ 9,’L‘> -+ (4C1 — 12C2 —+ 9C3) Separando as variaveis das constantes.

4. 12,
gl‘ — 31’ + 927 +c  Por simplicidade consideramos: ¢ = (4c¢y — 12¢o + 9c3) .

Dessa forma, concluimos que:

4
/(2:102 —3)* = ng’ —42° + 91 + c.

Atividades

Texto Basico

1
Teste. Calcule a integral / <9t2 + —) dt.

Vi3

Solucao.

O objetivo é utilizar as técnicas:

Ju sy =x- [ f@re [ +g)de= [ f@)do+ [ gla)dn

24
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Assim sendo,

1 1
/ <9t2 + ﬁ) dt — /9t2 dt + / ? dt Integral da soma é a soma das integrais.

1
= 9 (/ t2 dt) —|— / ? dt Integral do produto de uma constante por uma fungao
é o produto da constante pela integral.
t3 1 ‘ 5
- 9 (g —|— Cl) + / ? dt Pela tabela das integrais imediatas: / t2 de = % + cq.
t3 1
= 99— + C1 + / T dt Recorde que v/¢3 = (ts)%.
3 (t3)2
t3 3\—1 1
=9 g +c1 | + (t ) 2 dt Recorde que =372,
(ﬁ})i
3 3 ‘
- 9 g —|— C1 + /t2 dt Recorde que (ts)fé = tf%.
£ et -
=9 g +c |+ 3 1 + Co Pela tabela das integrais imediatas: /tf% dt =
2
1 t3 1 341
9t2 + — dt = 9| — +c ) — <2t7§ —+ CQ) Note que: ! ,2 — 3,
) (3

_1
= (_t?’ — 2t 2) + (901 - CQ) Separando as variaveis das constantes.

9 3 _1
— (gt - 2t 2) + C Por simplicidade estamos considerando ¢ = (9¢1 — c2).

Dessa forma, concluimos que:

/ (9752 + %) dt = (3t3 - 2t*%) +ec.
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Atividades

Texto Basico

sen(z) e

Teste. Calcule a integral /
cos?(x)

Solucao.

O objetivo é utilizar as técnicas:

Ju s@yae =k [ f@ise [0+ o) de= [ f@ydo+ [ gw)ds

Assim sendo,

sen(x) 1 sen(a)
/ COSQ (x) de‘ = / (Sen(l’) . COSZ(:[)) dl’ Observe que Ci2(m> = (Scn(g;) . CO%@))

1 1
= /sen(x)- : dx  Noteque — :< Lot )
COS(.:C) COS(.:C) cos?(z) cos(z) cos(x)

1 1
= / . Sen(x) . dx Apenas reorganizamos a ordem do produto

cos(x)

1
/ Sen(x) dr = / _— tg(flf) dx Perceba que (Sen(zl:)~ ! ) = sen(x) = tg(x)

COS2 ('r) COS(.:C) cos(z) cos(z)

= /(SeC(ZZ’) . tg(ﬂf)) dx  Recorde que sec(z) = -t

cos(z)
= SeC(ZIf) —+ C  Pelatabela das integrais imediatas: /(sec(m) - tg(z)) de = sec(x) + c.

Dessa forma, concluimos que:

/ sen(z) dx = sec(x) + c.

cos? ()
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Atividades
Texto Basico

1
Teste. Calcule a integral / n(z) dz.
x In(2?)

Solucao.

O objetivo é utilizar as técnicas:

Ju s@yae =k [ fwise [+ o) de= [ f@ydo+ [ g de
Assim sendo,

In(x) B In(z) _ _ _ .
dr = dx Aplicando a propriedade do logaritmo: In(z“) = 2 In(z).

x In(x?) 2xIn(x)

1 4 1
- dﬂ? Simplificando o logaritmo na integral: / Lakzy dx = / — dx
21‘ J 2xlngoy J 2z

— - - dﬂf a integral do produto de uma constante por uma fungéo é o produto .
2/ x
. 1 1 /01
da constante pela integral: / —dr = — / — dz.
J 2z 2/ x

1
= = 1H(|I‘|) =+ C  Pelatabela das integrais imediatas: / L dz = In(|z|) + ¢
2 o €T

Dessa forma, concluimos que:

/ xllr;((zl) dr — %In(|x|) +e.

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral /(e‘”‘c — e 7)dx.

Solucao.

O objetivo é utilizar as técnicas:

[ sapae=x- [swdve [0+ g@)de= [ 1@ o+ [ go)an
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Assim sendo,

T —x
T —x 2(6 — € )
(6 — € ) dr = f dx Multiplicando e dividindo o integrando por 2 néo alteramos o resultado.

x —T
— 2 —_— de‘ a integral do produto de uma constante por uma fungédo é o produto

—e T
‘ ) dx.
2

) 2(e® —e™7) " (e”
da constante pela integral: / 5 de =2 /

= 2 / Senh(l‘) dx  Recorde que: (6777;7” = senh(z).
= 2(COSh(.’If) + Cl) Pela tabela das integrais imediatas: / senh(z) dz = cosh(x) + c.

= 2 COSh(fL’) + 2C1 Apenas distribuimos o produto.

= 2 COSh(fL‘) +c Por simplicidade denotamos ¢ = 2c¢; .

Dessa forma, concluimos que:

/(ex — e ") dx = 2cosh(z) + c.
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Integrais e a regra da cadeia

(222 + 22 — 3)1!
22 ’

Considere a fungéo f(z) =

-
Pergunta. Como é calculada a derivada da funcao f?
A derivada de funcéo f € calculada utilizando a regra da cadeia, ou seja:
d 222 + 22 — 3)1! 1 d
% (( d + 221‘ ) ) = ﬁ . % ((2.1‘2 + 2517 - 3)11) A derivada do produto de uma constante por uma funcéo
é o produto da constante pela derivada da fungao.
= i - 11- (2{172 + 2T — 3)10 . i(2x2 + 2r — 3) Estamos aplicando a regra da cadeia
22 dz ' ’ ’
1
= ﬁ . (11 . (2x2+2x—3)10 . (4x+2)) NOquUe£(21K2+21L'73):4II:+2
1
- ﬁ (11(2$2+2$—3)102(2$+1)) Vistoque 4z + 2 = 2 - (2z + 1)

- (2:(}2 + 2:(} - 3)10 . (2.T + 1) Umavezque}%, ()/{ (2:L'2 + 2z — 3)10 # (2z + l))

Dessa forma, temos que a derivada da funcao f é

d ((2:1:2 + 2z — 3)M!

- 53 ) = (22° + 22 —3)" . 2z + 1).

Pare e Pense. Considere a pergunta inversa: “qual funcao foi derivada para obter a

expressao (222 + 2 — 3)'%- (22 + 1)77, isto €, queremos determinar a integral

/(2x2 + 22 —3). (20 + 1) dx =?
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Através das contas que fizemos anteriormente, ja sabiamos qual a funcao que responde a

pergunta:
2 _ a1
/(2x2+2x—3)10-(2x+1)da:: ((Qx +§§ 3) )—i—c,

uma vez que

d ((22° + 22 - 3)"
dz 22

) = (22" +22—3)"" (22 +1).

Pergunta. Professor, a pergunta foi facil de responder, pois ja haviamos derivado a funcao

antes. Como devo proceder quando desconheco a funcao que foi derivada?

Observe que f(x) = (W) pode ser vista como sendo a composta das funcdes

1
g(x) = ﬁxu e h(z) = 22* + 2z — 3,

visto que

(g o} h) (ZZ') = g(h(ﬂf)) = g(2$’2 + 2r — 3) Estamos utilizando a definigao h(z) = 222 + 2z — 3

= = (21‘2 + 2 — 3)11 Estamos utilizando a defini¢ao g(z) = izl L
22 22

4

Observacao. Quando a integral a ser calculada envolve a derivada de uma funcao com-

posta, devemos realizar uma mudanca de coordenadas na integral, visando “desfazer a

composicao” e obter na maioria das vezes uma integral imediata.

Vejamos como este processo ocorre na pratica. Por exemplo, ao calcularmos a integral
/(2952 +22 - 3) - (22 +1)dx
podemos fazar a mudancga de coordenadas:

u=2x>+ 2z — 3.
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Pergunta. Professor, por que foi escolhida a funcao u = 22% + 22 — 3 e nao a funcao
u=2x+17

A escolha da troca u = 222 4 22 — 3 foi em fungao da parcela 2z + 1, pois

d d
—(u)= —(22°+2x—3)=4dx+2=22z+1
dx(u) dx(x xz —3) T (2x )

ou seja, a derivada da fungdo 222 + 2z — 3 é exatamente a fungdo 2(2x + 1).

Agora, simbolicamente, temos:

d 1
ﬁ =22z+1) = §du = (2z 4 1)dx.

Realizando a mudanga na integral, obtemos:

1
/(2.%‘2 + 2.:6 — 3)10 . (2:1} + 1) dSL’ — / uloédu Note que u = 242 +2x —3e gdu = (2z + 1)dx

1 10
= 5 (/ u du a integral do produto de uma constante por uma fungéo

é o produto da constante pela integral.

1 11
. 2, 10+1
— - - + Cl Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos / ul%dy = ¢ + c.
2\ 11 - 011
1wt . 1
= < - C Distribuimos o produto.
2 11 2
1 ’LLH
1
= - " + C Por simplicidade consideramos — - ¢ .
2 11 2

(222 + 22 — 3)1!
= + C Recorde que u = 222 + 2z — 3.

22
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Pergunta. Professor, como devemos proceder de um modo geral, quando a integral en-

volver a derivada de uma funcao composta?

Nestes casos, sempre devemos procurar uma substituicdo conveniente. Vejamos na pratica
como isso funciona. Seja f um funcdo integravel, isto €, existe uma fungé@o F'(x), satisfazendo
F'(x) = f(x). Além disso, considere g um fungéo derivavel, tal que (F o g)(x) e (f o g)(z) estejam
bem definidas, ou seja, estamos considerando uma funcéo ¢ cuja a composta com F' e f seja
possivel.

Dessa forma, a integral .
/ flg(x)) - g () dz

pode ser calculada utilizando a mudanca de variavel
u=g(z) edu=g (r)ds

visto que ) .
[ flota)) (@) da = [ f@)- du=Flw)+e

Agora, sendo u = g(x), obtemos:

[ o(a)) g (a) do = Flg(a)) + e ,

Observacdo. Seja f um funcio integravel, isto é, existe F(z) tal que F'(x) = f(x)

@

considere g um fungao derivéavel tal que (F o g)(z) e (f o g)(x) estejam bem definidas.
Entao:

/ flo()) - ¢ (@) dz = F(g(x)) + ¢,

utilizando a mudanca de coordenadas

onde
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Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral / -

Solucao.
xXr
A integral —— dx pode ser resolvida utilizando uma mudanca de coordenadas ade-
quada. Por exemplo, fazendo
uw=z>-1,
obtemos
du_ i( P-1)=2
dr  dx . et
o que implica que
d_u =2z
dr
(8
du =2z - dz.
(2
1
—du =z -dzx.
2

Agora, calculando a integral, temos:

_ 1
dr = o de
/ Vat -1 / 2 — 1
11
= / 5—\/a édu Estamos realizando a substituicio v = 2 — 1e %(m o
1 1
= 5\ [ 74
1 1
- 5 (/ 1 du) Condiderando ¥/u = u%
us
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[
2 —1

1 1
- u” 5 du Condiderando Ll = uié
2 u5

u

DN | —
/N

IS

4
(4U5 +Cl) Noteque%:iu

= 1
—Uus + ¢ Por simplicidade estamos considerando ¢ = 5

DO | —

ot

T + Cl Aplicando a tabela de integrais imediatas temos: / u 5 du = I
g .

8
5)
§<x2 — 1)% +c Recorde que u = a2 — 1 .
Logo, concluimos que
x 4
— dr==(2*2=1)5 +c.
ex + 2
Teste. Calcule a integral / dz.

22

-1

+c1

I

Ativides

Texto Basico

Solucao.
: =+ 2 : -
Aintegral dx pode ser resolvida utilizando uma mudanga de coordenadas adequada.
Por exemplo, fazendo
1
U= — = x‘_l’
X
obtemos J 4 .
au “1y 2
dx d:c( ) * x?
o que implica que
du_ 1
dx x?
4
1
du = = dx
\’
1
—du = =i dx.
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Agora, calculando a integral, temos:
T+ 2 1
€z 1
de = er +2) - —dx
= G
= /(e” + 2) (—dU) Estamos realizando a substituigdo u = i e —du = Lz - dx
= — ( / e+ 2 du)
= — / eu du — /2 du Integral da soma é a soma das integrais

U . .
= —e " +c — 2u + Co  Utilizando a tabela de integrais imediatas temos: [ e“ du = e + ¢y e [2du = 2u + c3 .

= —€e — 2U +c  Por simplicidade estamos utilizando ¢ = ¢ + c3.

1 2
= —€r — z +c Recorde que u = %

Logo, concluimos que

Atividades

Texto Basico

e

Teste. Calcule a integral /sen(59 — ) db.

Solucao.

A integral /sen(59 — m) df pode ser resolvida utilizando uma mudanca de coordenadas ade-
quada. Por exemplo, fazendo

u=>50—m,
obtemos p p
u
o que implica que
dr
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du=5-dzx.
(8
1
—du = dz.
5

Agora, calculando a integral, temos:

1
/ Sen(50 — 7T) df = / Sen(u) 5du Estamos realizando a substituicio u = 50 — w e dz = % - du

1
= g/sen(u) du

= g (—COS(U) + Cl) Utilizando a tabela de integrais imediatas temos:/sen(u) du = —cos(u) + ¢1

1 1

= —= COS(U) — —C1  Apenas distribuimos o produto.
) )
1

— 1
= - COS(U) + C Por simplicidade estamos considerando ¢ = — —c;.
5

1
= —SCOS(E)Q — 7T) 4+ C  Recorde que u = 50 — .

Logo, concluimos que

1
/sen(59 —m)df = —5008(50 — ) +c.

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral / dt.

1
In(#t)

Solucao.

Primeiramente, observe que:

1 1 1 1
dt: dt: ——dt stamos utilizando a propriedade do logaritmo: In(t%) = ¢ In(t).
/m(tt) /tln(t) /ln(t) g e neespemneaaiege caimer () = (0
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. 1 . .
A integral / @) dt pode ser resolvida utilizando uma mudanca de coordenadas adequada.
Por exemplo, fazendo

obtemos

o que implica que

Agora, calculando a integral, temos:

1 1 1 1
< dt — - du Estamos realizando a substituicdo v = In(t) e du = —dt
In(t) t u t

1
= ln(|u|) + ¢ Utilizando a tabela de integrais imediatas temos:/ — du = In(|u]) + ¢
P u

= ln(| ln(t) |) —+ € Recorde que u = In(t).

Logo, concluimos que
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Integrais e a regra do produto

Pare e Pense. Vamos considerar a seguinte pergunta: “qual funcao foi derivada para

obter a expressao x - sen(x)?” Na verdade, queremos determinar a integral

/rI: -sen(x) dr =7

d . .
Pelo fato de d—(sen(x)) = cos(x), € comum acreditarmos que:
X

/x -sen(x) dr = z - cos(z) + c.

Porém, ao contrario do que a maior parte dos alunos pensa, /x - sen(z) dr ndo é a fungéo

f(xz) = z - cos(x). A derivada da fungéo f € calculada utilizando a regra do produto, da seguinte
forma: J

f, (l’) = — ($ + COS (x)) Apenas mudamos de notagao

dx

d

= d_ (l’) . COS([L‘) —+ x - d_ (COS([L‘)) Estamos aplicando a regra do produto para derivadas
X X

- COS(:I;) — T Sen(.’]]). Note que, %({If) =1le ;—i(cos(:r:)) = —sen(x)
Assim, temos que a derivada da funcéo f é:

i(x -cos(x)) = cos(z) — x - sen(x). (1.9)

dx

Dessa forma, concluimos:

/) x-sen(z)dr # x - cos(x).

Poderiamos também tentar resolver a integral / x - sen(x) dx através do processo de substi-
tuicao, a saber:

u =2 0Uu = sen(x).

Ao utilizarmos a mudanca de variavel u = x, voltaremos ao mesmo problema, porém agora
na variavel v, isto &,

/ z - sen(z) do = / u - sen(u) du,

visto que i( )=1
que ——(u) = 1.

38 Célculo 1l




Por outro lado, ao utilizarmos a mudancga de varidvel © = sen(x) voltaremos a um problema

semelhante, porém agora com a fungédo cosseno, isto é,

/x~sen(x)dx:/%(u).udu,

cos(z)

visto que
du

u = sen(r) = — = cos(x) € x = arcsen(u).

dx

Esta substituicdo n&o nos ajudou em nada. Na verdade, complicou o problema, pois antes
havia somente a variavel = e agora o integrando depende de = e u. Assim, podemos concluir que

a técnica de substituicdo nao se aplica no caso da integral /:c -sen(z) dx.

Pergunta. Professor, por essa nao esperdvamos. Como determinaremos / x - sen(x) dx?

Considere a fungdo h(x) = —x - cos(x) +sen(x). A derivada de f é calculada utilizando a regra

do produto juntamente com a regra da soma, ou seja:

d
W(z) = . (—x - cos(x) + sen(z))
Xz
L (0 cos(a) + - (sen(a)
= —— (T - Cos(x — (sen(x i 5 i .
dl* dl* A derivada da soma é a soma das derivadas
d d
= - (- cos()) + cos(z) = ente)) = costa.
- - 1 +COS(T) — X - senlx _'_ COS|\T i (- cos(x)) =1 cos(x) — « - sen(x) (regrado produto).
dx

= —COS(.',U) 4+ x - sen(x) + COS(.T) Apenas distribuimos o sinal (-)

— —cos{a] + - sen(z) + costr).

= z-sen(x).
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Dessa forma, temos que a derivada da funcao f é

4 (—x - cos(z) + sen(z)) = x - sen(x)

dx

e, consequentemente, concluimos que:

/:1; -sen(x) dr = —x - cos(x) + sen(z) + c.

Pergunta. Professor, essa pergunta nao é facil de responder. Como devo proceder para

encontrar a fungao h(z) = —z - cos(z) + sen(x) + ¢?

A funcéao h nao foi construida no “chute”. Existe uma técnica para obté-la. Note que:

h(z) = —x-cos(x)+ sen(x) oefincaodatuncio h.
= X- (—COS(ZE)) + 1- Sen(l‘) Apenas reescrevemos a expressio de h, de forma conveniente.

- f(ﬂ?) . g(ﬂ?) _'_ 1 . Sen(ﬂf) Estamos considerando f(z) = z e g(z) = —cos(x).

- f(ﬂ?) : g(ﬂ?) _'_ / f/ (SL’) : g(SL’) dl’ Se f(z) = ze g(x) = —cos(x), entdo f/ (z)y=1e / —cosz dx = sen(x) .

Por outro lado, também podemos reescrever a expressao da integral da seguinte forma:

/x-sen(x) da;:/f(a;) g (x) d.

Combinando as informacgdes, concluimos que:

/ f(2) ¢ (@) de = f(2) - g(x) + / o(x) - f'(2) d. (1.10)

Na pratica, quando o integrando for um produto de fungdes no qual a integral ndo possa ser
calculada de forma direta ou através de um simples substituicdo, temos que considerar uma das
funcbes que compbem o produto, como sendo a “derivada de uma funcao conhecida” e utilizar a
técnica aplicada em (1.10), para resolver a integral. Esta técnica é chamada de “Integracao por
Partes”.
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Observe que podemos reescrever a igualdade (1.10), da seguinte forma:

/udv—u-v—/vdu,

onde

u= f(z) = Z—Z:f/(x)ﬁdu:f(m)dm
dv / /
v=yg(x) = =9 (x) = dv =g (z)dz.

Mais precisamente,

[ 1) g e = 1) g+ [ g@)-f @)
S S ~ ——

u v v du

Esta é a notagéo, mais utilizada nos livros de calculo usuais.

Observacao. Se f e g sao duas fungoes derivéaveis, entao

/

[ 1@ d @ e = f@) g0+ [ gla) - (a) da,

/udv—u-v—/vdu,

utilizando a mudanca de variaveis

mais precisamente,

u= f(z) e dv=g(x)de

DICA: Considere dv sempre a funcao mais facil de integrar, uma vez que:

dv = g (z)dr = Z—Z —g(z)=>v= /g,(x) dzx.

Calculo 11
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Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral /x -In(z) dx.

Solucao.

Para aplicar a técnica de integracao por partes, vamos considerar
u=In(z) e dv =z dz,

pelo fato de a integral /x dx ser simples de se calcular.

Assim,
du d
u=In(z) = i %(ln(x))
L o du 1
de

1
= du= —dx.
T

Por outro lado,
dv=xdr = — ==z

Agora, utilizando as expressoes

v:% e dv=uxdx

podemos aplicar a técnica de integracao por partes, isto €,
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xX - h’l(.fl') der = ln(a:) - rax Apenas reescrevemos para aplicar a técnica de integragéo por partes
—_——
w dv

= UV — /U du Técnica de integragéo por partes

x* - In(x) 2 1 : 2
— - — - — dl‘ v =In(z),du = —dz,v = — edv = xzdx
2 2 €T x 2

2? - In(x) x o 4
= T — / 5 dx / @ —de = / «dx

22 - In(x) 2? ‘ 2
— T_Z_'_C '/:r:d:r::?#»('
Portanto, concluimos que
22 In(x) a?
n(z)de = —— - 4 ¢.
/:c n(z)dx ) 1 te

Ativi

e

dades

Texto Basico

Teste. Calcule a integral / cos® () da.

Solucao.

Note que:

/0053(x) dx = /COSQ(I‘) - cos(x) dx.
Para aplicar a técnica de integracao por partes, vamos considerar
u = cos’(r) e dv = cos(z) dw

pelo fato de a integral / cos(z) dx ser simples de se calcular.

Calculo 11
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Assim,

du
_ 2 = 2
u=cos’(x) = e (cos™(x))
d
= % = 2 . COS([L‘) . (—sen(x)) Aplicamos a regra da cadeia

= du= —2-cos(x) - sen(x)dx.

Por outro lado,
dv = cos(z)dx = — = cos(x)

= v:/cos(x) dz

= v =sen(z).

Agora, utilizando as expressoes

u=cos’(r) € du=—2-cos(x)-sen(r)dx

v=sen(z) e dv=cos(z)dr

podemos aplicar a técnica de integracao por partes, isto &,

/ C033 (.T) dr = / COS2 (.T) . COS(ZZ’) dx Apenas reescrevemos para aplicar a técnica de integragéo por partes
—_—— ——
U dv

= U-v— /'U du Técnica de integrago por partes

= cos?(z) - sen(r) — /sen(:p) (=2 cos(x) - sen(x)) dr = cos?(2), du= —2 . cos(e) - sen(a)da,
v = sen(z) € dv = cos(z)dz
= COS2 (I‘) . sen(:c) + 2 / Sen2 (I‘) . COS(I) dx Integral do produto de uma constante por uma fungéo é o produto da

constante pela integral.
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Agora, a integral / sen’(z) - cos(x) dr pode ser calculada por substituigdo. Considerando,

d d
s =sen(x) = d_s = d—(sen(:c)) = cos(z)
x x
d
= £ = cos(x)
1
= dor=——
cos(x)

Assim sendo:

1
/Sen2 (.T) . COS(.T) dr = /82 . COS(.T) . ds Realizamos a substituicdo s = sen(z)

cos(x)
= /SQ.M.QQ;MC,;S
= /32d5:§+c
sen®(x)

— + ¢ Lembrando que s = sen(x)

Voltando a integral, / cos®(r) dx, temos que

/ cos*(z) dz = cos(x) - sen(z) + 2 / sen?(z) - cos(x) da

3
= cos?(z) - sen(z) + 256n3(a:) +c.
Portanto, concluimos que
3
/COS?’(?L‘) dx = cos*(x) - sen(z) + 2% + c.
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Resolvendo integrais através de substituicoes trigonométicas
Existem algumas integrais que séo resolvidas utilizando uma mudanga de variaveis conven-
cionais, como vimos nas sec¢des anteriores. Por exemplo, cosidere a integral

1
—dux.
2 \x2 -9

Num primeiro momento, pensamos ser possivel resolvé-la através de um simples substituicao,
a saber:

s=u1x>-0.
Se s = 2?2 — 9, entdo
ds d
2 2

s=2*"—-9 = —=—(2“"-9
dx d:c< )
ds

= % =2z Observe que %(‘1»2 —9) =2z

1
= dx = % ds
Aplicando a substituicdo, obtemos:
1 1 1
— dr = [ ———-d
xQ-\/xQ—Qx 22 \/s 2z §
1
= [ ———ds.
/ 203 /5

A integral resultante da substituicdo por s = 22 — 9 é mais complicada que a integral original.
O que mostra que esse ndo é o caminho. Por outro lado, podemos também tentar a substituicao

1 -
Ser = —» entao
e

\F \/T
r=1/=oux=—/=,
T T

Como uma ultima tentativa, podemos tentar utilizar integral por partes, visto que a integral em
questao pode ser vista como sendo um produto de duas fungéo, como segue:

que nao nos ajuda em nada.

1

1

1
- dr= =
2 \/x2 —9 /\/x2—9
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Aplicando a integracao por partes, temos:

1 1 1 1 —1
—_— —dr = —— — | ——dr,
/\/x2—9 x? T 2?2 -9 /\/(x2—9)3
considerando
1 e dv 1 dx
u = = —
V-9 2

Utilizando a integragéo por partes, obtemos uma integral bem mais complicada.

Pergunta. Professor, esta integral é possivel de se calcular?

, 1
E possivel calcular a integral / ——— dx, porém devemos realizar a seguinte substitui-
P g 2 Ja =9 P g
cao:
r=3 'SGC(9> (secante),com0§9<gOUW§9<3§.
Assim, ;
a
o = @(3 sec(f))
d
= 3- @(-sec(ﬁ))

O que implica que:
dx =3 -sec(d) - tg(0) - db.
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Por outro lado, temos:

.TQ -9 = \/(3 . SeC(e))2 — 9 Estamos utilizando = = 3 - sec(6)

= 9 . SeC2 (9) — 9 Desenvolvemos o quadrado

= 9 (SeC2 (0) — 1) Colocamos 0 9 em evidéncia

= \/§ . SeC2 (9) — 1 Razdo produto é o produto das raizes

= 3-4/sec?(0) —1

= 3 \/ tg2(9) Recorde que sec? () — 1 = tg?(0)

= 3- tg(@) Extraimos a raiz .

Dessa forma,

Vaz—9=3-tg(d).

Apds a substituicdo x = sec(), podemos reescrever a integral da seguinte forma:

2 -9

1
/ l,Z— dSL’ - / 9 SeCQ 3 tg(9> 3 : S€C<¢9) . tg(e) . d9 VzZ —9=3. tg(0) e de = 3 - sec(0) - tg(0) - dO

- [ o mﬁzwg'w'w'd(’

:/9sec

1 1
— §./cos(@) do sec(0) = —

1

= = Sen(e) —+ € Estamos utilizando a tabela de integrais imediatas

Logo, temos que:

1 1

Agora, resta saber o valor de 6§ em fung¢éo de = para finalizarmos o célculo da integral. Note
que:
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r=3-sec(f) = sec(h) = %

N I
cos(d) 3
3
= 0) =—.
cos(6) "
3 ~ A
Agora, se cos(f) = —, entdo temos o triangulo:
X
X
Y
0

Assim,

V+9=2t=>y=v22-9

e, portanto, podemos calcular sen(f) através da expressao:

sen(9) = Y2 =9 (1.12)

Xz

Combinando as expressodes (1.11) e (1.12), obtemos:

1 J 1 x2—9+
—  dr=-.-—— +c.
x2-\/x?2 -9 9 x

@

Observacao. Quando a integral nao puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-

tuicao, ou pelo método de integragao por partes, e o integrando possuir a expressao
Va2 — a2,
devemos sempre realizar a mudanca de variaveis

r = a-sec(f),

Vamos agora estudar a integral

onde
3

T
0<6 </— 0 .
- </2./9 — ;l,'?_d;l:.< 2

J

Assim, como no exemplo anteriormente estudado, o0 método de substituicdo e de integral por

partes ndo servem para resolver esta integral. E possivel calcular a integral / V9 — 22 dx através
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da substituicéo:

T 7r
—3. <<,
r=3-sen(f), com s 6 < i
Assim,
dz
@ = @(3 . sen(@))
d
= 3 @(sen(ﬁ))
= 3-cos(f).

O que implica que:
dx =3 - cos(f) - db.

Por outro lado, temos:

V 9— .ZL'Q == \/9 — (3 . Sen(e))Z Estamos utilizando = = 3 - sen(9)

= 9 — 9 . Sen2(0) Desenvolvemos o quadrado

= \/9 . (1 — sen2 (0)) Colocamos o 9 em evidéncia

= \/g A/ 1-— Sen2 (0) Raiz do produto é o produto das raizes
= 3-4/1—sen?(d)
- 3 S \/ COS2 (9) Recorde que 1 — sen? () = cos?(0)

= 3 COS(Q) Extraimos a raiz .

Dessa forma,

V9 — 22 =3 - cos(h).
Apés a substituicdo x = sen(#) podemos reescrever a integral da seguinte forma:

/\/9—x2dx = /3-005(0)-3-005(0)d0 VI =22 = 3. cos(8) e du = 3 - cos(8) - 0

= 9. /COSZ(Q) do,
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ou seja,

/de=9-/0052(9)d9+c. (1.13)

Para resolver a integral em 6, vamos utilizar a relagao:

. 1 1
2 = — —_ .
cos”(0) = 5 + 5 cos(20).

Assim sendo,

1 1
/0052(9) o = /(5 +§-COS(29)) do
1 1
= /§d¢9—|—/ (5 'COS(QG)) d@ Integral da soma é a soma das integrais

1 1 : :

-6+ % . /COS(Q@) do / o =0+ c,

DO | —

isto é,

/0032(9) df = % 0+ % ~ /005(29) df (1.14)

Jé integral / cos(20) df, deve ser calculada utilizando o método de substituicdo. Considere:

ds d

ds
— =2
T
= ds=2-df
1
= d0:§-ds.
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Logo,
1
/COS(Q@) df = /COS(S) . 5 -ds Fizemos a substituigdo s = 2 - 0

= 3 -/Cos(s)- ds ‘/‘C*f(l‘)dI:c»(\/}’(I)da:)

— . Sen(s) +c /Cos(s) ds = sen(s) + ¢

= . Sen(29) + C  Vistoque s = 20

ou seja,
/005(26’) do = % -sen(20) + ¢ (1.15)

Combinando as informacoes (1.13), (1.14) e (1.15), obtemos
9 9
/\/9—x2d:c:§~9+Z-sen(29)+c (1.16)

Resta determinarmos o valor de sen(26) e de § em funcdo de = para finalizarmos o calculo da
integral. Note que:

r=3-sen(f) = sen(h) = %

Agora, se sen(f) = % entdo temos o triangulo:

Assim,
Y A+at=9=y=v9 22
e, portanto,
_ 2
cos(f) = Vgg . (1.17)
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Dessa forma,
sen(20) = 2-sen(f) - cos(d)

_ 5.z V9 —a?
T3 3
2
= §-x~\/9—x2,
isto &, )
sen(29):§-x-\/9—x2. (1.18)
Por outro lado,
sen(f) = % = 0 = arcsen (%) (1.19)

Combinando as expressodes (1.16), (1.18) e (1.19), obtemos:

1
/v9—x2dx:g~arcsen<%)+§-x~\/9—x2+c.
@

Observacao. Quando a integral nao puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-

tuicdo e/ou pelo método de integracdo por partes, e o integrando possuir a expressao

a? — 12,
devemos sempre realizar a mudanca de variaveis

r = a-sen(h),

onde

IN
SS
IN

b |
SE

Para finalizar os estudos envolvendo calculo de integrais através de substituicées trigonométri-

cas, considere a integral:
1

—dux. 1.20
s (1.20)

Para calcular esta integral, devemos realizar a seguinte substituicao:

$:3tg(9>7 com7g<9<z.

2
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Assim,
- @(3 -tg(0))

isto e,
dx = 3 - sec?()db. (1.21)

Por outro lado, temos:

$2 V 2 + 9 = (3 . tg(@))2\/(3 . tg(@))2 + 9 Estamos utilizando = — 3 tg(0)

= 9-tg%(0) - /9 tg%(0) + 9 besenovemos o quadrado

= 9-tg%(0) - /9(tg?(0) + 1)  coiocamos 09 em evidencia

= 9-tg%(0) - V9 /tg2(0) + 1 e doproduto o prociuto das aiees
= 27-tg%(0) - \/tg?() + 1

= 27-tg(0) - \/sec2(0)  recorseque see®(0) = 1s2(0) +1

= 27 tg2(0) . SeC(e), Extraimos a raiz

ou seja,

2% Va2 +9 =27 -tg*(0) - sec(6). (1.22)

Combinando as expressdes (1.20), (1.21) e (1.22), podemos reescrever a integral da seguinte
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forma:

1

1
——dx
2?2+ 9

27 - tg2(0) - sec(0)

1 sec(#) - sec(f
—_ M d9 Apenas reorganizamos o radicando

9 tg?(h) - sec(b)

/
/

(3 . SGCQ(Q)) d@ 2% Va2 +9=27. tg2(9) -sec(f) edx = 3 - scc2(9) - do

1 sec(0) - sec(0) ‘ 4
= — . T a s N, < de C - xr),ar = c- x),axr
5 /tg2(9) “sec(0) [e t@da=c- [ f@).d
1 sec() - seeffy , .
— . —de c- f(z),de =c- (), dx
9 /th(e)-S@eéeT Jerserme fre
1 sec(d)
—. do
9 / tg*(0)
1 cos(f)  sen?(0)
_5 . / Sen2(9) de tg”(0) = m esec(f) = m 3
isto e,
1 1 cos(0)
— = de. 1.2
/ 2 JEr0 9 / sen?(6) 129

A integral em ¢ pode ser resolvida através da substituigao:

s = sen(6)
Note que:
ds d ds
yri @(sen(ﬁ)) = = cos(6)
= ds = cos(f)db (1.24)
= df = ! d
~ cos(6) >
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Relacionando (1.23) e (1.24), segue que:

1 cos(6) 1 1
‘5'/sen2(e) = _5'/M'ws<9>d9

-1

ou seja,

1 d 1 1 n
————dr = —— - ——< +¢C
22 \/22+9 9 sen(f)
Agora, resta saber o valor de sen(d) em fungéo de = para finalizarmos o calculo da integral.
Note que:

(1.25)

r=3-tg(f) = tg(f) = %
Agora, se tg(0) = g entdo temos o tridngulo:
Y
Xz
0

3
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Assim,
Y =2"+9=>y=vVa2+9

e, portanto, podemos calcular sen(#), através da expressao:

x
sen(f) = ——. 1.26
0) = —— (1.26)
Combinando as expressodes (1.25) e (1.26), obtemos:
1 p 1 Va2 +9 N
———dr=—--— +oc.
22 vz +9 9 x
[
Observacao. Quando a integral nao puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-
tuigdo e/ou pelo método de integragao por partes, e o integrando possuir a expressao
Va2 + a?,
devemos sempre realizar a mudanca de variaveis
r=a-tg(d),
onde
T T
—— <0< -
2 2
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Intregrais de funcoes racionais: método das fracoes parciais

Pergunta. Professor, o que sdo fungoes racionais?

Prezado aluno, fungdes racionais sao fungdes formadas pelo quociente de dois polindbmios,
isto é, é toda fungao da forma:

216)
fz) = (@)’
com pyi(x) e pa(x) polinbmios.
Considere a seguinte fungéo:
)
J(w) = 22+ 37+ 2

Claramente, f é uma funcéao racional, visto que
pi(z) =z +5 e py(x) = 2% + 32+ 2
sao polinémios.
SITUAGAO 1

“O polinbmio que esta no denominador da funcao racional, possui apenas raizes distintas”

T+ 5

Pergunta. Professor, como calculamos /7
x4+ 3x + 2

dx, uma vez que uma simples sub-

stitui¢ao nao funciona?

A substituicao plausivel seria u = 2% + 3z + 2, visto que a derivada de v € um polindmio de
grau 1 e teriamos change de simplificar o numerador da fungao racional. Porém, sendo

duv d ,
—_— = 2) =2
I d:p(x +3x+2)=22+3

()
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du = (2z + 3)dx

nao € possivel simplificar o numerador da funcgao racional.

Como a integral se comporta bem com a soma, ou seja,

@)+ g@yde = [ fa)da+ [ oo

nosso objetivo sera transformar toda fungéo racional em uma soma e depois calcular a integral.

Por exemplo, considere a integral:

/ T +5
27&70
x? + 3x + 2

Pergunta. Como podemos transformar a fungao racional em uma soma integravel?

Esse processo vai depender do numero de raizes do polinémio que se encontra no denominador
da funcao racional.

Note que:
P43 +2=(+1)(z+2)

pois, r = —1 e x = —2 s&o raizes do polindbmio z2 + 3x + 2.

Por outro lado, o polinémio = + 5 possui grau 1. Com essas informagdes, vamos buscar
constantes A e B, tais que:

r+5 A . B
22 +3r+2 (v+1) (x42)
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Assim sendo, segue que:

A N B A-(x+2)+B-(x+1)
- Estamos calculando o m.m.c entre os polinémios (= + 1) e (z + 2).
z+1)  (z+2) (z+1)(z+2) ‘ reespeene ey
Ar+2A+ Bx+ B

Desenvolvemos os produtos.

@+1)-(z+2)

z-(A+B)+ (24 + B)
@+ 1) (z+2)

Agrupamos os fatores que possuem x .

v (A+B)+ 24+ B) |
- Estamos utilizando que 2 +3z+2= (x+ 1) (x+2).,

22+ 31+ 2

A B  z-(A+B)+(2A+ B)
@+1f+@+2f_ 2 + 3z + 2 (1.28)

Segue de (1.27) e (1.28) que:

r+5  x-(A+B)+(2A+B)
22 4+3x4+2 22 4+ 3z + 2 )

Agora, como os denominadores sao iguais, a igualdade acontece se

r+5=x2-(A+B)+ (2A+ B).

A igualdade destacada é uma igualdade entre dois polindmios de grau 1. Que sé pode ocorrer
se:
A+ B=1

2A+ B =5.

Resolvendo o sistema, temos:
A=4e B=-3.

De (1.27), segue que
r+5 4 3

22+ 31 +2 (z+1) (2+2)
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Dessa forma:

/#ﬁizm - /((a:jli—l)_(az—gl—Q)) de
- 4'/(xi1)dx‘3'/<xi2>d$

= 4 . ln( |ZL' + 1 |) — 3 . ].rl( |x + 2 |) + C  Bastaresolver as integrais utilizando as substituigbes w = = + 1ev = x + 2

4

@

uma funcao racional. Sempre que o polindémio que esta

pi(7)
pa(z)

no denominador possuir raizes distintas, isto é,

Observacao. Seja f(x) =

])2(.7;) — (7; —_ .Tl) “““ (7; —_ Tk) po possui k raizes distintas.

SITUACAO 2
“O polinbmio que esta no denominador da fungao racional possui raizes repetidas”

Vamos agora estudar o caso em que polinbmio que estd no denominador possui uma raiz
repetida. Por exemplo, considere a integral:

r+5
/<x+1>2-<x+2>d‘”'

Observe que o denominador da fungdo racional acima corresponde ao polinémio
x® + 42* + 5x + 2, cuja raizes sdo x = —1 (raiz dupla) e x = —2 (raiz simples). Repetindo os
mesmos argumentos, vamos buscar constantes A, B; e B, tais que:

T _ A4 B B (1.29)
(x+1)? - (z+2) (x+2) (x+1)? (x4+1)
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Note que o termo correspondente de raiz dupla (parcela (= + 1)?) contribui com duas parcelas
na formacao das fracdes parciais, a saber,

B, B
(x+1) " (z+1)

Assim sendo, segue que:

A N By N By A-(z+1)*+B - (2+2)+ By (z+1)- (2 +2)
(x4+2) (z+1)? (x+1) (x+1)2-(x+2)
Estamos calculando o m.m.c entre os polinémios (z + 1), (z + 1)2 e (z + 2).

A- (2242 4+ 1)+ By - (x+2)+ By - (2* + 3z + 2)
(z+1)%-(z+2)
Desenvolvemos as poténcias.

(A4 Bo)a® + (2A + By + 3By)x + (A + 2By + 2By)

(x+1)2- (x+2) ’

Agrupamos os fatores que possuem x .

ou seja,

A N B, n B, _(A+BQ)CL‘2+(QA+B1+3Bg)x+(A+231+2Bg) (1.30)
(x+2) (z+1)2 (z+1) (z+1)2-(z+2) '

Segue de (1.29) e (1.30), que:

r+5 (A+ By)a? 4+ (2A+ By + 3By)x + (A + 2By + 2By)

(x+1)% (z +2) (@+1)% (z +2) '
Agora, como os denominadores sao iguais, a igualdade acontece se
T +5=(A+ By)a* + (2A+ By +3By)z + (A+2B; +2By).

A igualdade destacada é uma igualdade entre dois polindmios, que s6 pode ocorrer se:

A+BQZO
A+2By+ 2By, =5.

Resolvendo o sistema, temos:
A:3, By =4e By, =-3.

De (1.29), segue que

x+5 3 4 3

G 1) (@+2)  (@+2) @+’ @+l
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Dessa forma:

/(a:+1:;;(5x+2)dx - /((x—?—2)+(xf1)2_(:c—3kl)) de
A ey Rere i e
- 3-/<xi2>dx+4-/rll>2dx—3-/(x_li_l)dx

1

Basta resolver as integrais utilizando as substituicbesw = =z + lev =z + 2

4

@
~ . . p1($) ~ . e A . .
Observacao. Seja f(x) = @) uma funcao racional. Sempre que o polindmio que esta
P2

no denominador possuir raizes repetidas, isto é, um fator do tipo (z — ;)

¥ (z; & k vezes

raiz do denominador), cada fator (z —x;)* contribui com k parcelas de fragoes parciais, da
forma:

B B By, B
1 n 2 I kel k

\ (z—a)? (2 — ;) (x—;)* (v —x;) /

SITUACAO 3

“O polinbmio que esta no denominador da funcao racional possui um polinémio de grau 2 que
NAO possui raizes reais, isto &, & um fator irredutivel ”

Vamos agora estudar o caso em que o polinbmio que estd no denominador é um polindmio
de grau 2, que nao possui raizes reais. Por exemplo, considere a integral:

r+5
[Er e

Observe que o denominador da fungéo racional acima, apresenta a parcela z? + 1, que ndo
possui raizes reais (delta é negativo). Repetindo os mesmos argumentos, vamos buscar con-
stantes A, B; e B, tais que:

r+5 A Bix+ B
@11 (@+2) w42 ;-2+12' (1.31)
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Observe que, o termo correspondente a parcela 22 + 1 possui no numerador um polinémio de
grau 1 do tipo Bix + B, a saber

Bll' —+ BQ
2 4+1
Assim sendo, segue que:
A JrleJrB2 B A- (2 + 1)+ (x+2) - (Bix + By)
x4+ 2 2+1 (x+2)-(x2+1)

Estamos calculando o m.m.c entre os polinémios (z + 2) e #2 + 1.

(A+ By)x? + (By + 2By)x + (A + 2By)
(z+2)- (2% +1) ’

Agrupamos os fatores que possuem x .

ou seja,

A Biz+ By  (A+ B1)z® + (By +2By)x + (A+2By) (1.32)
T +2 2 +1 (x+2)- (22 +1) . -

Segue de (1.31) e (1.32), que:

r+5 (A+ By)x? + (By + 2By)z + (A + 2Bs)

(6+2)- (2 + 1) (c+2)- (2 +1)

Agora, como os denominadores sao iguais, a igualdade acontece se

x+5=(A+ B))a* + (By +2B))x + (A +2By).

A igualdade destacada, é uma igualdade entre dois polindmios. Que s6 pode ocorrer se:

A—l—81:O
BQ+231:1
A+2B, =5.
Resolvendo o sistema, temos:
3 3 11
A=—-, B =—=€ By = —.
5 1 5° 7% 5
De (1.31), segue que
T+5 N S A
(x+2)-(22+1) (x +2) 2 +1
31 3 @ 111
5 (x+2) 5 x24+1 5 a2+1°
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Dessa forma:

/ LE5 dr = /§ ! —§ ’ +E ! dx
(x+2)- (22 4+1) B 5 (x+2) 5 2241 5 a2+1

1 11 1
_ §./7dx_§./de+_./7dx.
5 (x+2) 5 x?+1 5 x?+1

Note que:
1
/ (l‘ T 2) der = hl(|flf + 2|) + C  Bastafazer a substituicio u = « + 2
r 4 L m(e? 1)) +
X = — - -In(|(r C asta fazer a substituicio u = x>
21 5 Basta f bstitui +1
x2 T 1 xXr = arctglx C  Verificar lista de integrais imediatas
Logo,
T+95 2
/(:p+2)-(x2+1) T=c In(jJz +2|) — = = -In(|Jz* + 1|) + — - arctg(z) + ¢

@
- . ~ pi(z) . . . i
Observacao. Seja f(z) = ©) uma funcao racional. Sempre que o polinémio que esta no
P2

denominador possuir um termo de segundo grau x2 + bz + ¢ irredutivel, este fator contribui

com uma parcela de fracoes parciais, da forma:

BllL' + BQ

\ 224+ br +c /
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Teste seus conhecimentos

INTEGRAIS ELEMENTARES

—

. Calcule as integrais indefinidas e na sequéncia derive as primitivas obtidas.

x? 4 e’ 1
a>/x2+1dx; b)/wmdx; c)/(?—i-\/EjL;) dzx:

sec?(x)

d) / sec®(z) - (cos’(z) + 1) dx; e) /

cosec(x)

2. Encontrar uma primitiva F, da fungdo f(z) = 23 + =, tal que F(1) = 1.

3. Encontrar uma primitiva da fungdo f(x) = x=2 + 1 que se anule no ponto = = 2.

I

. Sabendo que a fungéo f satisfaz a igualdade

/f(:c) dx = sen(z) — xcos(x) — %xQ + ¢,

determine f (%)

5. Determine uma fungéo f tal que f'(z) +sen(z) = 0 e f(0) = 2.

INTEGRAIS: METODO DA SUBSTITUICAO

6. Encontre uma primitiva para as integrais.

xT

a)/\/x2+2x4dx; b)/ 14
6.’[‘

d) / sen(@) 4y / e - cos(2e) d: f) / Zsec(z)

cos® () 3+ 2tg(x)

dz; c) /tg(x) -sec?(z) du;

INTEGRAGAO POR PARTES

7. Encontre uma primitiva para as integrais.

a) / 2?-sen(z)dr;  b) / t-etdz; ) / z - In(3) d;

d) / ¢® - cos (g) dz; ) / In(e)de; f) / cosec?(x) dz.
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INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO TRIGONOMETRICA

8. Encontre uma primitiva para as integrais.

V9 — 22 7 dz
a) dr; b) | ———=dz; ¢) | ———=dx;.
222 3Va?+4 3/ x? — 16

INTEGRACAO DE FUNCOES RACIONAIS

9. Encontre uma primitiva para as integrais.

T —2 z—1
a)/31:3—3:62—:1:+3dx7 b)/a:3+:c2—4a:—4dx’

x? + 5z + 4 22 +1
c)/x2_2x+1dx, d)/x4—7:p3+18:p2—20x+8dw’

3+ 222+4 3r—1
———dx; ——dzx.
e)/ 202 + 2 i f)/xQ—;U+1 *
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Respostas dos testes

EXERCICIO 1

1 2 1
a)x —arctg(z) + ¢ b)2arcsec(x) + ¢ c) éet + gt% + 3 In [t| + ¢

3 1
d)sen(z) + tg(x) +¢; e) ga:% gln |z| + c.

EXERCICIO 2

1

3 5 :E2

EXERCICIO 3

EXERCICIO 4

™ 7T\/7—
f(z):%

EXERCICIO 5

f(z) = cos(z) + 1.

EXERCICIO 6

a) é(l + 2:152)% +¢; b) In(e' +4) +¢; ¢

1
d) isec‘l(m‘) +¢; e) §sen(26x) +c¢ f) In|34 2tg(0)| + c
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EXERCICIO 7

64t

1
a) — 2*cos(z) + 2zsen(x) + 2cos(x) +¢; b) T (t — Z) + ¢

J) %2 [m <3x - %)] o d) %eﬂc sen (g) + 2c0s (g)] e

e)xln(z) —x + ¢

f) — zcotg(z) + In [sen(z)| + c.

EXERCICIO 8

o)t (—m — arcsen (%)) e

2 T

Vaz+4d+x
2 |7

=

1 2
b) 61‘\/1‘2 +4 - gln

c) +c.

1 (—arcsen (E)) + 47m

128 =

EXERCICIO 9

1 3 1
a)iln|x—1|—§1n|x+1|+§ln|x—3|—|—c;

1 2 1
b)ﬁln|x—2|+§1n|x+l|—§ln|x—2|+c;

10
c):c+7ln|x—1|——1+c;
x_
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z? 1
e) vy +x— 1 In(x? + 1) + arctg(x) + ¢;
20 — 1

V3

3 1
f)=In|z* — 2+ 1| + —=arct (

)+
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Modulo 2

Séries Numéricas

Introducao

Seu Pedro, aos seus 86 anos, considera-se um vencedor, tanto pelo tempo de vida, pelos
amigos que fez, quanto pelo patriménio que conquistou durante todos esses anos. Sem filhos
e atualmente viavo, resolveu distribuir o seu patriménio de 2 milhdes de reais as pessoas que
conhecera durante sua trajetéria, da seguinte forma:

“a primeira pessoa escolhida por seu Pedro, recebe 1 milhdo, na condigao de ficar com a

: |
metade e doar a metade restante. Assim, a segunda pessoa recebe — milhao, fica com a
metade e doa a metade restante, e assim sucessivamente”

Considerando {p,} a sequéncia das quantias que cada pessoa recebeu, temos:

_— | T .. _—
plzlmllhao,pgz§mllhao,p3:Zm|Ihao,---,pn: milhdo ,-- -,

2n—1

A iniciativa tomada pelo seu Pedro sera motivo de comentarios por longos anos.

Pare e Pense. Qual foi a quantia total doada pelo seu Pedro?

Para responder esta pergunta, devemos resolver a seguinte conta:

_— | 1 _— 1 I 1 I _
S, = 1 milhao +§ milhao +Z de milhao +§ de milhao +1—6 de milhdo +- - -+ de milhao +- - -

2n71

Pergunta. Professor, esta histéria estd muito maluca. Pelo que estou vendo, esta soma
parece nao ter fim, mas, como o patrimoénio do seu Pedro é finito, creio que algum momento

terd que parar. Como isso é possivel?
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Caro aluno, vocé nao esta ficando louco. Como seu Pedro ficou com 1 milhdo do seu
patriménio e iniciou o processo de doacao com a outra metade da sua heranga, devemos ter:

de milhdo +---

I . 1 I 1 X 1 -
1 milhdo + > milhdo + 1 de milhdo + 3 de milhdo + 6 de milhdo +---+ o1

2 milhao .

Pergunta. Professor, existe uma forma de simplificarmos a escrita da soma estudada an-

teriormente?

A forma de simplificarmos a escrita de somas com muitas parcelas é utilizar o operador so-
matoério. Por exemplo, a soma

TSR
24816 -1

pode ser escrita, através do operador somatorio, reduzidamente na forma:

= 1
D5 = 145

3
ZL — o1yl

jzlzrl 2 4

24: LI 1+1+1+1

oyt 2 4 8

zn: L 1+1+1+1+1+ + L
-1 2 4 8 16 on—1’
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Observacao. Com respeito ao operador somatorio, temos as consideracoes:

1. O simbolo ) nos diz que operacao matematica a ser realizada é a soma;

2. O indice j é chamado de contador do somatoério e é responsavel por estabelecer o
inicio e o fim da soma;
n—1
3. O simbolo E , nos diz que o indice j vai assumir todos os valores entre 1 e n — 1 e

i=1
que para passar de um valor de j para outro devemos realizar uma soma;

n—1
4. O simbolo ij, diz que devemos somar todos os elementos py,--- ,p,_1, isto é,
j=1
n—1
ij =p1+p2+-+ Ppot
j=1

Calculo 1l
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Sequéncias Numéricas

Uma sequéncia numérica é simplesmente uma lista, na qual existe, um primeiro elemento, um
segundo elemento, um terceiro elemento, e assim por diante (sempre respeitando uma ordem)
sem interrupgdo. Em matematica uma lista finita ndo é considerado uma sequéncia.

Pergunta. Professor, como definimos matematicamente uma sequéncia numérica?

Uma sequéncia numérica € definida como sendo a fungéo:

f: N — R

n — f(n)=a,.

E comum, representarmos uma sequéncia, através dos simbolos:

()}, Aan},  (an).

O termo {a, } € chamado de termo geral da sequéncia.

Vamos ilustrar a definicao anterior, através de um exemplo. Considere a sequéncia:

1
{an} = o
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Computando alguns termos, temos:

1

n =2 — a2:§:0,5000
1

n=3 — a3:§:0,3333
1

n=4 — a3:1:0,2500

1
n=>5 — 0,32320,2000

1
n=6 - a3=;=01666

1
n="7 — 0,3:?:0,1428

n=1000 — aigg0 = —— = 0,0010

Lo , A 1
Claramente, é visivel que a medida que n aumeta, o termo geral da sequéncia {a,} = — se
. n
aproxima da zero.

Pergunta. Professor, matematicamente como podemos entender as expressoes “a medida

4

que n cresce” a sequéncia se ¢ aproxia de zero 7?7
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: A 1 : ,
A frase, “a medida que n aumeta, a sequéncia {a,} = — se aproxima da zero” pode ser
. . Ve ~ . . n ~
entedida matematicamente através da nogao de limite pela expressao:

Pergunta. Professor, sempre é possivel determinarmos o nimero para o qual a sequéncia

esta se aproximando?

Nem sempre é possivel determinarmos o nimero para o qual a sequéncia esta se aproxi-
mando. Quando for possivel determinarmos tal niumero (sempre que o limite existir), dizemos
que a sequéncia é convergente. Agora, se o limite ndo existir, dizemos que a sequéncia é diver-
gente.

Pare e Pense. Professor, como formalizamos a no¢ao de convergéncia de uma sequéncia?

76 Célculo 1l



Utilizando a definicao de limite, podemos dizer que uma sequéncia {a, }, converge para um
namero real L, sempre que:

para todo ¢ > 0 existir um numero natural N > 0, tal que se n > N, entao |a, — L| < e.

I

lim a,, = L.
n—ro0

Pare e Pense. Professor, como formalizamos a noc¢ao de divergéncia de uma sequéncia?

Utilizando a definicao de limite, podemos dizer que uma sequéncia {a, }, diverge, sempre que:
para todo numero ¢ > 0 existir um namero natural N > 0, tal que se n > N, entédo a,, > e.

I

lim a, = co.
n—ro0

4

Observacao. Toda sequéncia convergénte, converge para um unico nimero real.

Vejamos, por que este resultdo é verdadeiro. Seja {a,} uma sequéncia convergente. Con-
sidere que:

lim a, = L, € lim a, = Ls.
1—> 00 1—> 00
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Para provarmos o resultado devemos mostrar que L; = L,. Fixe, e um nimero positivo qual-
quer. Entéo, por definicdo, podemos encontra um namero Ny, tal que

|an — L1| <€
sempre que n > N;. Por outro lado, também podemos encontra um namero N», tal que
la, — Lo| < €

sempre que n > Ns.

Agora, tome N = max(N;, N,). Entdo, as desigualdades anteriores, ocorrem simultanea-
mente, isto é:
lay — Li| < eelay — La| < e.

Sendo assim, obtemos:

1L, — L —2|

|L1 —ay +ay — LQ | Apenas somamos e subtrai a n¢

S ‘Ll - CLN| + |CLN - L2| Estamos utilizando a desigualdade triangular

€+ € Ambasas parcelas sdo menores que e

2€.

Agora, como ¢ pode ser qualquer nimero positivo, concluimos que L; = L.

Pergunta. Professor, quando é possivel determinarmos o limite de uma sequéncia?

Através do estudo do comportamento dos termos, podemos ter informacdes sobre a con-
vergéncia ou divergéncia da sequéncia. Dizemos que uma sequéncia {a,} € limitada se existe
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um numero real M, com a propriedade:

la,| < M.

Uma sequéncia é nao decrescente se os termos se comportam da seguinte forma:

51 <89 < 53< <5, <8y K-

Por outro lado, dizemos que uma sequéncia é nao crescente se 0s termos se comportam da

seguinte forma:
§1 >89 2>832> 28, > Spy1 > v

Uma sequéncia que é nao decrescente ou nao crescente € chamada de monétona.

Pare e Pense. Como vamos utilizar, os conceitos anteriormente enunciados para deter-

minarmos o limite de uma sequéncia?

Sequéncias monétonas sdo menos complicadas de se estudar do que as sequéncias que
apresentam crescimentos e decrescimentos. A questdo da convergéncia para uma seqliéncia
mondtona é particularmente simples. Podemos imaginar que os termos da sequéncia podem
aumentar ou diminuirem indefinidamente até um limite (caso as sequéncias sejam limitadas).
Por outro lado, pode ocorrer dos termos divergem para +oo. E impossivel imaginar uma terceira
possibilidade. Expressamos isso, através do seguinte teorema:
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@

Observacao. Suponha que {a,} seja uma sequéncia monétona. Entao, {a,} é convergente

se, e somente, se {a,} é limitada.

Para provarmos este resultado, vamos considerar por simplicidade que {a,} seja crescente.
O caso em que {a, } é decrescente é analogo.

Note que se a sequéncia {a,} for ilimitada, claramente sera divergente, isto &,

lim a, = oco.
n—oo

Agora, se {a,} € limitada, vamos mostrar que

lim Ay = Sup{an } Por definigdo sup{a., } é a menor cota superior do conjunto dos elementos de {an, }.
n—oo

De fato,
a, < sup{a,} para todo n.

Se b < sup{a, } deve existir um temo ay, tal que

any > b.

Fixe e > 0. Sempre podemos encontrar um numero positivo N, tal que
a, > ay > sup{a,} —e

paratodon > N.

Por outro lado, ja sabemos que a,, < sup{a, }. Combinando as informagdes, obtemos:
sup{a,} — € < a,, <sup{a,} <sup{a,} +e€
o que implica questao
sup{a,} — € < a,, <sup{a,} + €= |a, —sup{a,}| <e,

para todo n > N.
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Segue da definicao de convergéncia de uma sequéncia que
lim = sup{a,}.
n—oo

Aplicando o teorema, obtemos que:

Pare e Pense. Professor, como aplicamos este teorema?

A 1
Por exemplo, vamos mostrar que a sequéncia a,, = —; converge para zero. Claramente, a
Ll 7 yd . n n . ~ g
sequéncia {a,} € decrescente. Além disso, como todos os termos da sequéncia sé&o positivos,
podemos concluir que:

sup{a,} = 0.
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Séries Infinitas
Considere a sequéncia {a,}. O conjunto
S:{a’07 ay, Az, - - 7a’n7"'}'

representa todos os temos da sequéncia {a,}. A partir desses termos, podemos construir uma
nova sequéncia realizando pequenas somas, ou seja,

S1 = a1;
2
SQ = Zaj:a1+a2
j=1
3
S3 = ZCL]‘:(I1+CL2+CL3
j=1
Sh = Zaj=a1+a2+a3+"'+an
j=1
n+1
Sps1 = Y aj=ai+ay+ag+-+ay+ ann
j=1

4

@

Observacao. 1. Seja {a,} uma sequéncia de niimeros reais. A série infinita associada
oo

[e.e]

a {a,}, denotada por Z a;j, é definida por Z a; = lim S,,.

n—oo
j=1 j=1

2. Cada nimero a; é chamado de termo da série infinita e cada ntimero S; ¢ denominado
soma parcial da série infinita.

3. Quando o limite lim S, for um ntmero real, dizemos que a série infinita é conver-

n—oo

vente. Caso o limite nao exista, ou seja infinito, dizemos que a série é divergente.
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Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

o0

Teste. Considere a sequéncia {a,} = {n} e defina a série infinita g a;. Determine a lei
=1

de formacao da sequéncia de somas parciais da série dada e estude sua convergéncia.

Solucao.

Os dez primeiros termos da sequéncia {a,, } séo:

(11:1,0,2:2,(I3:3,0,4:4,(15:5,0,6:6,(17:7,0,8:8,(19:9,0,10:10.

Vamos agora determinar a lei de formagéo da sequéncia das somas parciais:

51:1;
52:1+2;
S3=1+2+3

Sy=1+2+3+4
Ss=1+24+3+4+5
Se=14+2+3+4+5+6
Sr=1+24+3+44+5+6+7
Sg=1424+3+4+5+6+7+8
Sg=14+2+3+4+5+6+7+8+9
Sio=14+24+3+4+5+6+7+8+9+ 10.
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Note que

1-(1+1
51—1: <2 );
2-(2
S, —3— (+1);
2
. 1
53:6:3 (3+ );
2
4-(4
2
55:15_5-(5+1);
2
56:21:6-(6+1);
2
7-(7T+1
57:282 <+ );
2
-(8+1
58—36:8 ( + );
2
(9+1
59—45:9 ( + );
2
10 -
S0 = 55— 0-(10+1)
2
Assim, concluimos que
_n-(n+1)
S, 5

o
A convergéncia da série Z j € estudada através do limite das somas parciais, ou seja,
j=1
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Z j = lim S,
— (M (n+1)
n—o00 2

, <n2 + n)
= lim
n—o00 2

2
= lim n—+limﬁ

= 00+ 0.

o
Portanto, concluimos que a série ) _ j é divergente.

j=1
B~
Atividades
Texto Bésico
o
Teste. Considere a sequéncia {a,} = {n?} e defina a série infinita Z aj. Determine a lei
j=1

de formacao da sequéncia de somas parciais da série dada e estude sua convergéncia.

Solucao.

Os dez primeiros termos da sequéncia {a, } sdo:
a1 =1,a0=4,a3 =9, ay = 16, a5 = 25, ag = 36, a; =49, ag = 64, ag = 81, a1y = 100.

Vamos, agora, determinar a lei de formacéo da sequéncia das somas parciais:
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Note que,

S1=1;

Se=1+4;

S3=14+44+9

Si=1+44+9+16

Ss;=1+44+9+16+25
Se=1+44+9+16+ 25+ 36
S;=14+4+4+9+ 16+ 25+ 36 + 49
Ss=1+44+9+16+ 25+ 36+ 49+ 64
So=14+44+9+16+ 25+ 36 + 49 + 64 + 81
Sio=1+4+9+ 16+ 25+ 36 + 49 + 64 + 81 + 100.

I-(14+1)-(2-141)

51:1: 6 )
52:5:2-(2+1)-(2-2+1);
6
53:14:3-(3+1)-(2-3+1);
6
54:30:4-(4+1)-(2-4+1);
6
55:55:5-(5“)-(2-5“);
6
56:91:6~(6+1)-(2~6+1);
6
57:14027-(7+1)~(2-7+1);
6
: 1)-(2- 1
58:204:8 (8+1)-(2-8+ );
6
. 1)-(2 - 1
59:285:9 9+1)-(2-9+ );
6
10-(10+1)-(2-10+1
S = 385 = 0-(10+1)-(2-10+ ).

6
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Assim, concluimos que
g n-(n+1)-(2n+1)

(o]
A convergéncia da série » _ j° é estudada através do limite das somas parciais, ou seja,
j=1

ij = lim S,

~ lm (n-(n+1).(2n+1))
n—o00 6
..n .o n+1 . 2n+1
= (hm —)- lim - [ lim
= 00.

o.0]
Portanto, concluimos que a série ) _ j é divergente.
j=1

Ativides

Texto Basico

e

Teste. Determine a série infinita que gerou a seguinte sequéncia de somas parciais:

2n
In+1]°

Solucao.

Por definicao, temos que

Sn:a1+"'+a'n—1+a'nesn—l:a1+"'+an—1-
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Assim sendo,

Sp—=Sn-1 = e+ F a1 +a, — (a1 + -+ ap)

= a+t-+aptap— a1 — = Ay
= M+t F Qe+ Ay — 9~ =T
= Q.
Logo,
2n 2(n—1)

3n+1 3(n—1)+1

2n-(3n—2)—(2n—2)- (3n+1)
(Bn+1)-(3n—1)

6n% — 4n — 6n% — 2n + 6N + 2
(Bn+1)-(3n—2)

617 — M — 617 — 20 + 61 + 2
Bn+1)-(3n—2)

2
BGn+1)-(3n—2)

Portanto, a série procurada é

o 2
Z(3n—|—1)~(3n—2)'

n=1

Vimos até o momento que ndo € uma tarefa facil estudar a convergéncia de uma série. O
proximo resultado, nos da um critério para decidirmos se a série diverge, porém nao nos da
pistas da convergéncia.
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4

[o¢]

Observacao. Se a série E a; é convergente, entdo lim a, = 0.
— n—00
J:

Este resultado nao é util para determinarmos o limite da série, porém é uma forte

ferramenta para estudarmos a divergéncia, uma vez que, se lim a,, # 0, entao a série
n—oo

diverge.

Prova.

oo
Como a série Z a; é convergente, entdo existe um numero real S tal que:
=1

lim S, =5,

n—oo

onde S, é a sequéncia formada pelas somas parciais da série.
Por outro lado, vimos no exemplo que:

Ap = Sn — On—1-
Assim sendo, combinando as informacgdes, temos:

lim a, = lim (S, —S,_1)
n—roo n—oo

= lim Sn — lim Sn—l Limite da soma é a soma dos limites
n—oo n—oo

= S —85=0. Uunicidade do Limite

Concluimos, assim, a prova do resultado.

e ™\
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Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

o0

Teste. Mostre que a série Z

n=1

6n% + 4n + 2

é divergente.
n2+1 &

Solucao.
Pelo resultado que acabamos de ver, basta verificar se o limite

o6n?+4n+2
hm _—
n—o00 77,2 -+ 1

é diferente de zero.
De fato,

6n? + 4n + 2 , <n2(6+%+%)>
+-3)

n—00 n?+1 n—o0o

6n® + 4n + 2 A 6n2 4 An+ 2
Como, lim 2 "2 _ 6 temos queaserlezM
n?+1

é divergente.
n—o00 n2 —+ 1 . g
n—

Atividades
Texto Basico

2n

n +

Teste. Mostre que a série Z In ( 1) é divergente.
n=1
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Solucao.

Pelo resultado que acabamos de ver, basta verificar se o limite

) 2n
lim In ( )

¢é diferente de zero.
De fato,

. 2n e 2n -
Como, lim In (n — 1) — In(2), temos que a série ; In (n—+1) é divergente.

o
Observacao. Professor, considere a série g ay. Se lim a, = 0, entao a série é conver-
n—oo
n=1

gente?
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A volta do resultado anterior ndo é verdade. Uma soma infinita na qual o limite do termo geral
€ zero, porém a série ndo € convergente, € a série harménica.

ﬂbservagéo. A série cuja soma é @ \

1—1+1+1+1+ +1+
n 2 3 4 n

WK

n=1

: . 1 .
é chamada de série harmonica. Note que lim — = 0, porém a série harmonica é divergente.

- /

Prova.

Suponha que a série harménica é convergente, isto é, existe um ndmero real S, tal que:

lim S, = 5.
n—oo
Por outro lado, temos que
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Snzl _ _ .. _eSn:_ _ _ _ -
totg gt eem =gty tgtgt Ty,
Assim,
1 1 1
Son — S, = e —
2 n—+1 + n -+ 2 + + 2n
SO
2n  2n on
J— 1 . 1
= n 2n Existem n parcelas de Q_n
B 1
= 5
Dessa forma, concluimos que
1
Sgn — Sn > 5
Agora, aplicando o limite:
1
lim (Sgn — Sn) > —
n—o00 2
U
. . 1
lim Sy, — lim S, > =
1—> 00 1—> 00 2
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0=5-85>

Unicidade do limite

temos uma contradigdo. A contradigdo surgiu ao considerarmos que a série harménica é conver-
gente. Portanto, a série harménica nao é convergente.

Na sequéncia dos nosssos estudos, vamos estudar as séries geométricas. A série que uti-
lizamos para descrever as doagdes do seu Pedro é um exemplo de série geométrica.

4

/Observagéo. Uma série infinita é dita geométrica se apresenta uma soma da forma: \

dar =atartar’ a4
n=1

\O namero real r é chadado de razao. /

Nosso objetivo € estudar a convergéncia da série geométrica. A sequéncia de somas parcias
da série geométrica é dada por:

S, = at+ar+ar’+---+ar™!

= a(l+r+r>+---+r"t).
Por outro lado, sabemos que:
I—r"=0—=7r)-L+r+r>4---+r" .
Combinando as informagdes, temos

1—7“":(1—7“)-&

a
(8
_a(l—'r’")
S, = T

Agora, o estudo da convergéncia da série geométrica depende da convergéncia da sequéncia

{Sn}-
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CASO I: || < 1

~ . 1
Note que, se |r| < 1, entdo —1 < r < 1. Assim, r = —, onde ¢ > 1. Logo,
C

1_ n
lm S, — lm A7)
n—o00 n—soco | —1
= - (lm(1-m)

- ¢ .(1— limr")
1—r n—o0

Portanto, se |r| < 1, entdo a série geométrica é convergente e:

> a

g a-r" = .
1—r

n=1

CASO II: |r| > 1

Note que, se |r| > 1, entdo r > 1 ou r < —1. Assim sendo, temos:

1. Ser=1,entd0 S, =a +a; +a? +---+ a}~* = na. Claramente,

lim S, = oo,
n—oo

0 que mostra que a série geométrica € divergente.

2. Ser=—1,entdo S, = a+a(—1) +a(-1)*> +--- + a(—1)""'. Claramente,

0 se népar
Sp =
a se néimpar

0 que mostra que a série geométrica é divergente, pois converge para dois limites.

3. Se |r| > 1, entdo
lim ar™ ! = oo,
n—o0

0 que mostra que a série geométrica € divergente.

94

Calculo 1l



Observacao. Em resumo, temos:

a
convergente para N se |r| <1

o0
g a-r" b
n=1

divergente se |r|>1.

Aplique seus conhecimentos

m*
Atividades
Texto Basico

(e ¢) 1 n—1
Teste. Estude a série Z <§) )

n=1

Solucao.

oo
A série E on—1 descreve a soma da heranga que seu Pedro dividiu. Como vimos, a série do
n=1

. L . ~ 1
seu Pedro € uma série geométrica de razao r = 5 ea=1.
Sendo |r| < 1, temos:

=1 1
ZQn—lzl_ = 2.

n=1

N [

Atividades
Texto Basico

Teste. O numero 0, 79797979 - - - & irracional?

Solucao.

Note que o numero 0, 79797979 - - - pode ser reescrito da seguinte forma:

79 79 79

79
0,79797979 - - - = —
’ 100 + 10000 + 1000000 tet 100"
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o . , . - . 79 - 1
O lado direito da igualdade acima é uma série geométrica, com a = 100 e razéo r = 100°

Assim sendo, temos
79

100
oL
100

0,79797979 .- =

™
100
i)
100

79
99’
0 que mostra que o numero 0,797979--- nao € um numero irracional, mas sim um numero

racional.
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Séries de termos positivos

[ee]
Observacao. Dizemos que a série Zan ¢ um série de termos positivos se a, > 0 para
n=1

todo n.

Pare e Pense. Professor, se na série todos os termos sao positivos e estamos sempre

somando, existe a possibilidade de esta série ser convergente?

O pensamento esta correto, até um certo ponto. E verdade que estamos somando indefinida-
mente fatores positivos, e o sentimento natural € de que este numero esta também crescendo
indefinidamente. Sendo assim, a Unica forma de a série ser convergente é quando existe um
limitante superior para esta soma. O proximo resultado diz exatamente isso.

@

Observacao. Uma série infinita de termos positivos é convergente se, e somente se, sua

sequéncia de somas parciais tiver um limitante superior.

Verificar a existéncia de um limitante superior para as somas parciais de uma série nao é
uma tarefa simples. Neste sentido, existem alguns critérios que podemos utilizar para analisar
a convergéncia de uma série. Neste texto, vamos estudar o Teste da Comparacao e o Teste da
Integral.
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TESTE DA COMPARACAO ®
Sejam Z Qs Z b, e Z ¢, séries de termos positivos.
n=1 n=1 n=1

o0

1. Se E b, for uma série convergente e a, < b,, para todo n inteiro positivo, entao

n=1
o0
Z a, também é convergente.
n=1
[ee] o0
2. Se Z ¢, for uma série divergente e ¢, < a,, para todo n inteiro positivo, entao Z anp
n=1 n=1

também é divergente.

Na pratica € melhor utilizar o teste da comparagao no limite.

TESTE DA COMPARACAO NO LIMITE

[ee] o
Sejam g Gy, € E b, duas séries de termos positivos.
n=1 n=1
. ap, . N L, .
1. Se lim — = ¢ > 0, nada podemos dizer sobre a convergéncia das séries.
n—o0 b,
a oo [e.e]
. n , ~ 7 2
2. Se lim — =0e E b, é convergente, entao E a, também serd convergente.
n—oo n
n=1 n=1

o o
. a .1 ~ . T
3. Se lim - = +oo e E b, é divergente, entao E a, também serd divergente.
n—oo b, “ ‘
n= n=
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@
TESTE DA INTEGRAL

Seja f um funcao continua, decrescente e com valores positivos para todo x > 1.
+oo 0
1. Se a integral impropria f(z) dx é convergente, entdo a série Z f(n) também
1 n=1
serd convergente.
+oo i
2. Se a integral impropria f(z)dx é divergente, entdo a série Zf(n) também
1 n=1

sera divergente.

Aplique seus conhecimentos

Atwndades
Texto Basico

. . 1
Teste. Determine se a série Z —om é convergente.
n

Solucao.

1
Podemos comparar a série Z — com a série geométrica Z S derazdor = ea=1.
n=1

Assim sendo, temos que:

=1 1
P

n=1

N[

Vamos aplicar o teste da comparacgéo no limite, ou seja, calcular o limite;

1
on 1
lim n2t _ lim — =0
n—o00 i n—oo N,
2n

- . - 1, .
Logo, pelo teste da comparacao no limite, como a série Z on € convergente e o limite é igual

n=1

] - [
a zero, concluimos que a série E ? e convergente.
n

n=1
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Atividades
Texto Basico
Teste. Determine se a série i ! é convergente
) — 2n +1 & '
Solucao.
Considere .

Vamos verificar se f satisfaz as hipéteses do teste da integral. Note que f € continua para
todo z € R — {—1} e, portanto, é continua para todo = > 1. O que verifica a primeira hipétese do
teste da integral. Nosso objetivo agora, mostrar que f € crescente, para todo = > 1. Esta analise
sera feita com auxilio da derivada da funcao f. Note que:

/ 2
f(z)= eSS

Como a derivada é negativa para todo = € R — {—1}, podemos afirmar que f é decrescente
para todo = > 1. Assim, verificamos a segunda hipétese do teste da integral.

Para finalizar, perceba que a funcéo f também nao assume valores negativos para todo = > 1.

Calculando a integral, temos:

/OO L d li /t L d
= 1m

— lim (F(t) — F(1)), onde F(x) — %111(2:5 +1)

t—o00

= lim (% In(2t +1) — (% In(2+1))

t—o00

= lim(% In(2t +1) — %111(3))

t—o0

também é

Como a integral é divergente, segue pelo teste da integral que a série E 1
n
n=1

divergente.
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Critério de convergéncia de séries alternadas

Na sec¢ao anterior estudamos séries formadas apenas por fatores positivos. Nesta segéo, estu-
daremos séries com fatores tanto positivos, bem como negativos.

Observacao. Considere a, > 0 para todo natural n. Uma série alternada é toda soma do

tipo:

Z(—l)"an = —Qq +CL2 — Qs +a4 — o+ (—1)”an+

n=1

4

TESTE DA SERIE ALTERNADA
Seja Z(—l)"an uma série alternada, satisfazendo a,, > 0 e a, 11 < a,, para todo natural
n=1

n. Se lim a, = 0, a série alternada é convergente.
n—o0

Aplique seus conhecimentos

e

Atividades
Texto Basico
S 3
Teste. Determine se a série alternada Z(—l)" é convergente ou divergente.
n?+1

n=1

Solucao.

Sejaa, = RONTEE Para aplicarmos o teste da série alternada, devemos verificar primeiramente
n
que a, > 0. Esta informacao é clara a partir da expressao de a,,. Resta provarmos que a,, 1 < a,,

. . Ap41
equivalentemente, e verificarmos que iy et
y
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De fato:

Ant1 (n+1)2+1

Sendo

n?+1 <1
(n+1)2+1
Combinando as informagodes, temos que:

Ap+y1
G,

< 1.

Apy1

Sendoa, >0e < 1, podemos aplicar o teste da série alternada. Assim,

n

. 3
lim =
n—00 77,2 + 1

Logo, o teste nos diz que a série alternada Z(—l)” € convergente.

2
n=1 + 1

n
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Séries absolutamente convergentes

Caro aluno, até este ponto ja estudamos séries de termos positivos, e séries de termos positivos
e negativos. Resta-nos, entdo, analisarmos o comportamento de uma série se considerarmos o
modulo de cada termo da soma infinita.

4
/ ] e

1. Dizemos que a série E a, € absolutamente convergente se a série E |a,| for con-

n=1 n=1

vergente.

2. Toda série absolutamente convergente é convergente.

3. Uma série que é convergente, porém nao é absolutamente convergente, ¢ denominada
condicionalmente convergente.

4

TESTE DA RAZAO

~

[e.e]

Seja E a, uma série infinita de termos nao nulos.

n=1

. an+1 . N . L.
1. Se lim = 1, nada podemos dizer sobre a convergéncia da série.
n—oo CL,’,L

. an+1 - .
2. Se lim || = L < 1 a série dada é absolutamente convergente.
n—oo a,n

Ap41
Qp,

3. Se lim Gnt1 =L >1ou lim

= 00 a série dada é divergente.
n— 00 an,, n—o00

-~
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Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

Teste. Estud ri -1)"—
stu easerleZ( ) 3

n=1

Solucao.
Para fazer este estudo, vamos aplicar o teste da razdo. Observe que:

(ayr it
3n+1

(—1)"5

Qp+1

(_l)n-l-l . (n + 1)2 . 3n
(_1)n . 3n+1 . nZ

(1) (1" (0t 123"
(—1)"-3-3" - n?

Ant1
an

(1) =8 (4 1) -sf*’
(5733 n2

(=1) - (n+ 1)

Il Il
Wl W =
N VR

= 3

+ 3|+
S|~ —
N—— N———

no V)

Assim,
1 1\* 1
lim =-(14+—| ==.
noo 3 ( N n) 3
. an+1 1 ~ o] = n2 z
Como lim =3 segue pelo teste da razdo que a série E (—1)”3— € convergente.
n—oo n
n n=1
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Prova dos testes

TESTE DA COMPARACAO

PARTE |

(o]
Seja S,, a sequéncia que representa as somas parciais da série Z a,. Se 0 < a, < b, para
n=1

todo n, entéao

k k 00
n=1 n=1 n=1

o o
Como ) " b, é convergente e » _ a, é uma série de termos positivos, temos que a sequéncia
n=1 n=1

S, € crescente e limitada superiormente.
Agora, como toda sequéncia mondétona e limitada € convergente, temos que S,, € um sequén-
cia convergente.

oo
Portanto, segue por definicdo que a série Z a, é convergente.

n=1

PARTE Il

o
Suponha por contradicdo que a série Z a, seja convergente. Considerando 7,, a sequéncia

n=1

[oe)
que representa as somas parciais da série Z cn, €ntdo temos que lim 7, = oo, isto &, T,, € uma

n—00
n=1

sequéncia ilimitada.

o
Considerando S,, a sequéncia que representa as somas parciais da série ch e utilizando,
n=1

o fato de que ¢, < a,, obtemos:

k

Tnzzck < Za'k < ian-

n=1 n=1 n=1

O que é uma contradicao, pelo fato de 7,, ser um sequéncia ilimitada. A contradicao surgiu ao

afirmarmos que a série » _ a, era convergente.

n=1
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TESTE DA COMPARAGAO NO LIMITE

PARTE |

.. . a ~ . . .
Se o limite lim b—” = 0, entdo podemos encontrar numeros positivos M e N, tais que

n—o0 n

n
— <M
bn
para todo n > N.
Sendo assim, temos que:

an < M - b,
paratodon > N.

o
Agora, aplicando o teste da comparacao, temos que a série Z a, € convergente, visto que a

n=1

o
série » b, é convergente.

n=1

PARTE Il

.. . Qa ~ . . .
Se o limite lim -~ = oo, entdo podemos encontrar niimeros positivos € e NV, tais que

n—o0 n

Qa
— >¢
bn
paratodon > N.
Sendo assim, temos que:
an, > €-b,

para todo n > N.

oo
Agora, aplicando o teste da comparacao, temos que a série Zan é divergente, visto que a

n=1

o0
série b, é divergente.

n=1
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TESTE DA INTEGRAL

Como a funcao f é decrescente, temos que:

/fdx<f /f

Aplicando, a desigualdade anterior paran = 2,3,4,--- ,n, segue que:

/ fx d:E<Zf ) < f(1 /f

Sendo assim, concluimos da desigualdade anterior que se o limite da integral for finito entdo
a soma parcial sera limtitada. Por outro lado, se o limite da integral for ilimitado, entdo a soma
parcial também sera ilimitada.

TESTE DA SERIE ALTERNADA

Seja S,, a sequéncia que representa as somas parciais da série Zan. Como os termos da
n=1

sequéncia a,, S840 ndo negativos e decrecentes, obtemos:
ap —ay =9 <8, < S < - <S5 <53 <51 = ar.

Essas subsequéncias formam duas sequéncias monétonas e limitadas, cujo limites existem,
a saber:

{S2n} € {San-1}.

Agora, como

Sgn — Sgn_l = —Qop © lim a, =0
n—00

concluimos que
lim S,

n—o0

existe.

TESTE DA RAZAO

Basta repetir o0s mesmos argumentos utilizados na prova do testa da comparagao no limite.
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Teste seus conhecimentos

SERIES INFINITAS

1. Determine os cinco primeiros termos da sequéncia de somas parciais {5, } e obtenha uma
formula para S, em termos de n. Para cada série, estude a convergéncia. Se a série for
convergente, calcule sua soma.

a>§(2n—1)12n+ Zl <n+1) i;l

n=1

2. Determine a série que produz a sequéncia de somas parciais dada e discuta a convergén-

@{3521}; ) {3—1} d) {ln(2n + 1)}

SERIES DE TERMOS POSITIVOS

cia.

3. Discuta a convergéncia da série.

TESTE DA COMPARACAO

= 3n+1
a — b _—
);2712—1-5 ) n? +4n

n=1 n=1

TESTE DA INTEGRAL

OY o DY e ™ g) 3L gy s,

n=1 n=1 n=1 n=1

CRITERIO DE CONVERGENCIA DE SERIES ALTERNADAS

4. Discuta a convergéncia da série.

a) Z(—l

n=1 n=1 n=1 n=1
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SERIES ABSOLUTAMENTE CONVERGENTE

5. Verifique se a série é absolutamente convergente, condicionalmente convergente ou diver-
gente.

oo

DS () n ST oS o S

n=1 n=1 n=1
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Respostas dos testes

EXERCICIO 1

1
b) S, = —In(n+ 1) e divergente; ¢) S, = g (1 — _) e g

EXERCICIO 2

> 2 2 1 2 > on+1 .
— b)) = — — : | e divergente.
a)z(3n—2)(3n—1)63’ )3 nzsneo’ C>nz::2n<2n—1> g

EXERCICIO 3
a) divergente;  b) convergente; c¢)divergente d)convergente;

e) convergente; f)convergente; g¢)divergente h)convergente.

EXERCICIO 4

a) convergente; b)convergente; c¢)convergente d)divergente.
EXERCICIO 5
a) Absolutamente convergente; b) Absolutamente convergente;

c¢) Absolutamente convergente d) divergente.
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Modulo 3

A Integral Definida

Introducao

Considere a figura.

Calcular a area do retangulo desenhado é muito simples, basta determinarmos a base (deno-
tada por b) e a altura (denotada por 1) do retangulo e efetuar o calculo:

A = bxh
= 2x%x3

= 6 unidades de medida.

Pergunta. Professor, o que vocé pretende com uma propriedade tao simples como essa?

Através desse conceito simples, é possivel calcular a area de varias figuras planas. Por
exemplo, para calcularmos a area de um tridngulo, necessitamos das suas dimensdes. Porém,
a principio nao temos estas informagdes. O que sabemos é que tal triangulo esta contido no
retangulo, como mostra a figura.
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Dessa forma, temos que a area do tridngulo sera:

A

Area triangulo

A

Area Retangulo

2

W Nolo

unidades de medida.
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Somas de Riemann

Considere a fungédo f(r) = —z* + 25. O gréfico de f no intervalo [-5, 5] esta representado na
figura.

25
20 ¢
15 ¢+

10

Pare e Pense. Podemos aproximar a area entre o grafico da fungao f e o eixo x por

retangulos?

Primeiramente, a area procurada é:
25

20 ¢

"1/ \
| S R

4 2 0 2 4

Note que podemos aproximar a area procurada por um unico retdngulo. Claramente, esta
aproximacgao esta longe de retratar a area procurada, pois estamos contabilizando uma parcela
da area do retangulo que ndo nos interessa (regido em vermelho).

JITEETX

15 +

10 +

4 2 0 2 4
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Assim, considerando A. a area delimitada pela curva, temos

A, < A =10 x 25 = 250 w.m.

Area do retangulo
A medida que aumentamos a quantidade de retangulos, estamos ficando mais proximos da
area real procurada. Estrategicamente, vamos escolher os retangulos cuja base sejam os inter-
valos:
[—5, —4], [-4, 3], [-3, 2], [-2, —1],[-1,0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3. 4], [4, 5].

25 . —
[ | [
20 .
o ; i

15 ¢ 7 | T
w0l ) _
0 5

4 2 0 2 4

Ao somarmos todas as areas dos retangulos, estaremos mais proximos do valor que repre-
senta a area procurada, isto é,

Ao < [=4=(B)-f(=) +|=3-(H[- () +[-2-(3)-f(=2)+|-1-(=2)]- f(=1)

+ 0= (=D FO) + 1 =0 fO)+[2=1]- () +[3=2[- f(2) + |4 =3[ - FB) + |5 — 4] - f(4)

= 1-9+1-16+1-214+1-24+1-254+1-25+1-24+1-2141-16+1-9

= 2-94+2-164+2-214+2-24+2-25

= 190u.m,

ou seja,
A, <190 < Ay

Area do retangulo*

Fica evidente que, ao aproximarmos a area entre o grafico de f e o eixo x pelos retangulos de
bases sobre os intervalos [—5, —4], [-4, —3], [-3, —2], [-2, —1],[-1, 0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5],
estamos dividindo o intervalo [—5, 5] em dez intervalos todos de tamanho 1, cujos extremos sé&o:

I‘OZ—E),IL‘1:—4,ZE2:—3,I‘3:—2,IL‘4:—1,ZL‘5:O,$6:1,l‘7:2,l‘8:3,l‘9:4,ZL‘10:5.
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4

@
Observacao. O conjunto de pontoS P = {-5 -4, -3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} ¢
chamado de Particao do intervalo [—5,5] e o divide nos seguintes subintervalos
[—5,—4], [-4,-3],[-3,-2],[-2,—-1],[-1,0],]0,1],[1, 2], 2, 3],[3,4],[4,5]. De um modo

geral, uma Particao P do intervalo [a,b] é um conjunto finito

?:{a:l’o,l’l,"',l’j,"',xk:b},

onde
To <1 < <Zj1 <x; < < Ty

e divide [a, b] nos intervalos

[$0,$1], [$1,$2]7 T, [%‘—17%‘]7 Tty [$k—1,$k].

Observe que, “quanto menor for a base dos retangulos” mais proximos estaremos da area
procurada. A expressao em destaque sugere que facamos a base de cada retangulo ficar sufi-
cientemente pequeno (estamos falando de limite) para, assim, obtermos uma boa aproximagao
para a area procurada.

A area que a fungdo f forma com o eixo das abscissas compreende o intervalo [—5, 5], cujo

. . . . 10
tamanho é A z = 10. Porém, dividindo este intervalo em k pedacos, todos de tamanho 7 temos
0s seguintes extremos:

To = -9

T, = —5+%;

Ty = _5+%+1_k?:_5+2k_0:_5+¥;
Ty = =5 %

T = —5+%:—5+10:5.

Neste caso, para cada intervalo construido, sempre teremos:

10

o
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Assim sendo, temos que a soma de todos os retangulos é dada por:

Ry = f(z1) - |or — ol + fa2) - |wo — 21|+ -+ flan) - |2r — Tpa

, k' kT
7=1
ou seja,
r 105, 10
R, = 54+ =) — 3.1
Agora, como
10/ 105
f(—5 + —) - - —5 + - + 25 Defini¢cao da fungao f
k k
1005 10052

= — <25 — T + kz ) + 25 Desenvolvemos o quadrado
100j 10052

= —25 + T - k2 25 Regra de sinal

B 100j  100;”

= 25+ — a2

1005 1004

-k k27

temos que:
105, 100y 10052
f(=5+ k)_ ? 2 (3.2)
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Combinando as igualdades (3.1) e (3.2), obtemos:

k . .
1005 10052\ 10
e = Z(T“ = )z

j=1

B 10005 100052
N Z K2 k3

Jj=1

k k

1000 . 1000 )
= 'Z]_ 13 'ZJQ’

j=1 j=1

ou seja,
k k

1000 . 1000 .
Ry = L2 'Zj_ L3 '232

j=1 j=1

Sendo,
k

k(1) =, ke 1)(2k+1)
di=— G;J— ; ,

j=1

segue que

1000 k(k+1) 1000 k(k+1)(2k+1)
k2 2 = 6

1000 K(k+1) 1600 K(k+1)(2k+1)
K2 2 k? 6

(k+1) 500 (k+1)(2k+1)

= 500 - i 3 2

(k+1) 500 2k*+3k+1
= 500 ——F - —  —————
k 3 k?

Logo,
Ac = lim Rk

k—o00

2
= o0 i (F1) P (S

k—o0 3 k—o0

- 500-1-?2

200
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visto que

i (FELY @Jrl

=1
© 2 3 1
o () = e (SR

Portanto, concluimos que a area procurada é

Pare e Pense. Professor, inicialmente fizemos uma aproximacao da area entre o gréafico
da funcdao f e o eixo das abscissas, através de retangulos que ultrapassavam a area
desejada (aproximagao por excesso). Poderiamos ter feito o mesmo estudo através de

uma aproximagao por falta?

Claramente esta aproximacao poderia ser feita. Bastaria ter considerado nos calculos que
acabamos de fazer, retangulos cuja altura fosse a imagem do ponto inicial de cada intervalo
estudado.
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Pergunta. Se podemos utilizar o ponto inicial e final dos intervalos da particao, para

determinarmos as somas por falta e excesso, entao qual devo escolher?

Utilizando a unicidade do limite, ndo importa se estamos utilizando o ponto final ou inicial de
um intervalo da particdo. Na verdade, na pratica por simplicidade, podemos utilizar o ponto médio
m; de cada intervalo [z;_;, z;| da particdo. Mais precisamente, sendo A a &rea sob o grafico de
uma fungéo f, temos:

k—oc0 “

k
lim Z flxj)Ax = A = lim Z flzj)Ax
Jj= j=1

k—o0

k
lim Z f(mj)Ax
j=1

onde Az =x; — ;.

4
Observacao. Sejam f uma fungao positiva definida em um intervalo [a, 0], @
P={a=ux0,21, - 25, , 25 = b},
uma parti¢ao do intervalo [a, b], nos intervalos
[wo, 21], w1, wo], -+ gy, ], - [y,

Az =22 e considere m; o ponto médio de cada intervalo [z;_1,2;]. A soma

k
Z f(mj) Az = f(my)[zy —xo] + - - -+ f(my) [z — 2]

é chamada de Soma de Riemann da funcao f relativa a particao 7.
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A integral definida

Na secdo anterior, vimos que, ao calcular a area compreendida entre o grafico da funcao
f(z) = —2? + 5 e 0 eixo das das abscissas, nos deparamos com o limite,

ao tentarmos aproximar a area da funcao f, tanto por retdngulos superiores, bem como por
retangulos inferiores ao trago de f. Este limite, quando existe, € chamado de integral definida de
| e tem papel de destaque entre as ferrametas utilizada dentro do célculo diferencial e integral.

4

Observacao. Seja f uma fungao definida no intervalo [a,b]. A integral definida de f,

b
denotada por f(x)dz, é definida, quando o limite existir, por:
a

b k
/a f(x)de = /}5& 2 f(m;)Aw,
: =

sendo m; o ponto médio dos intervalos [z;_1,z;] que compdem a partigao
P={a==x0,21, - ,25,--- , 2, = b} de [a,b].

b
Quando f(z) dz existe, dizemos que f é integravel em [a, b].

a
O intervalo [a, b] é chamado de intervalo de integracao e os extremos de [a, b] sdo denomi-
nados extremos de integracao.

A integral de f independe de z, isto é,

/{Lbf(flf) dr = /{Lb f(s)ds = /{Lbf(u) du = Ab F(v) dv.
b

A integral / f(z) dx representa a area compreendida entre o grafico de f e o eixo das

a
abscissas.

No que segue, vamos considerar que f e g sao fungdes integraveis no intervalo [a, b], que ¢
€ uma constante que ndo depende da variavel = € que p € um ponto pertencente ao intervalo
b

[a,b], isto €, a < p < b. Como / f(z) dz é definida como sendo um limite, podemos concluir as

seguintes propriedades:
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Observacao. / f(z)dz =0.

Prova.

[ty -

a b
Observagéo./b f(x)da::—/ f(z) dx.
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Prova.

a
( — 1) / f (l’) de‘ Definigdo de integral definida.
b

b
Observacao. / cdr=c-(b—a).

Prova.

Sendo f uma fungdo constante ndo h& a necessidade de dividirmos o intervalo [a,b] em k
parcelas para termos um boa aproximacao do grafico da fungao, pois a melhor aproximacao sera

b
o retangulo de altura c. Assim sendo, temos que Az = b — a € a integral / cdx seré a area do
a

retangulo de base b — a e altura ¢, ou seja,

/nbcdx:c-(b—a).

122
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b

Observacéo. / (F(x) + g(x)) dx = / (@) do + / o) dx.

Prova.

/ (f@) +g(@))de = Tim S (F(my) + g(m;))Ax

= hm (f(m])A x + g(m])A .[L') Distribuimos o produto

k k
= hm E f(m])A T + hm E g(m])A xXr Limite da soma é a soma dos limites
I k—o0 4 i
J= J=

k—o0 4

b b
= / f(,’L') dx + / g(x) dx Definigao de integral definida

Observacao. /b(c - f(zx))de=c- /bf(x) dx.

Prova.

b k
/ (C . f (SU)) dr = lim (C . f (mj ) ) Az Definigao de integral definida

k
]:

b
= C- / f(l’) de' Definigdo de integral definida
a
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Observacéo. / " ) de = / " F@) o+ / ) de

Prova.

/bf(x)dx lim {f(m) (b_“)}
— g Definicdo de integral definida
a k—00 = k
: b—p+p—a
= kll_)n;.lo |:f(m]) . (T) :| Somamos e subtraimos p
j=1
k b—p p—a
= kh_)rilo ' |:f(m]) (T + 2 ):| Separamos a soma
Jj=1
F b—p p—a
= k:li)n;.lo : (f(m]) . T + f(mj) . 2 ) Distribuimos o produto
]:
k b D k p—a
= kli)ﬂ;.lo Zl f(mj> . (T) -+ kh_}ﬂ;.lo Zl f(mj> . ( 2 ) Limite da soma é a soma dos limites
)= 1=

p b
== / f (ﬂ?) de' + / f (JJ) de' Definig&o de integral definida
a P

b
Observacao. / f(z)dx > 0, sempre que f(x) > 0 para todo x € [a, b].
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Prova.

Note que:
k

b
/ f(x) dr = lim Z f(m]) Az Definigao de integral definida

j=1

Agora, como f(z) > 0 para todo = € [a,b], temos que f(m;) > 0, visto que m; € [a,b]. Por

b—
outro lado, sabemos que A x = Ta > 0. Assim,

0 que mostra que

@

b b
Observacao. / f(z)dx > / g(x) dx, sempre que f(x) > g(z) para todo z € [a, b].

Prova.

Note que:

b k
/ f(x) dr = lim Z f(mj) Az Definigdo de integral definida
a k—o00 =

b k
g(x) dr = lim E g(mj) Az Definigao de integral definida.
a k—o0 4 7
]:

Agora, como f(x) > g(x) para todo = € [a, b], temos que f(m;) > g(m;), visto que m; € [a, b].

Assim,
k

ST fmy) Az >3 glmy) - A,

j=1 j=1

0 que mostra que

b k k b
/ f<x>dx=,gggo;f<mj>-sz,gggo;gw-Aa::/a g(x) da
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4

®
b
Observacao. m - (b —a) < / f(z)dx < M - (b— a), sempre que m < f(z) < M para
todo = € [a, b]. ’
Prova.

Note que, pela propriedade anterior temos:

m < f(z) ;x/abmda:s /abf@:)dx

b b
f(z) §M:>/ f(x)dxg/ M dx
Estamos utilizando a propriedade: /h de =c-(b—a),c€eR
Agora, como
b b
/ mdr =m(b—a)e / Mdx = M(b—a)

concluimos a prova.
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O Teorema Fundamental do Calculo

Vimos na se¢ao anterior, que ndo é uma tarefa facil determinarmos a integral de uma fungéao
f, utilizando o limite das somas de Riemann.

O Teorema Fundamental do Calculo nos mostra como simplificar estes calculos através de
uma primitiva F' da fungéo f.

Sempre vamos utilizar a notagédo T.F.C, para nos referir ao Teorema Fundamental do Calculo.

4

@

Observacao. Seja f uma funcdo continua e considere F' uma primitiva da fungao f, isto
¢, F'(z) = f(z). Entao,

Entdo, vamos ao enunciado desta ferramenta poderosa.

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

4

@

Observacao. Note que, em vez de termos que calcular o terrivel limite das somas de

Riemann, basta determinarmos uma primitiva da aplicacao f, e aplicarmos esta primitiva

nos extremos de integracao. Vejamos como este teorema é utilizado na pratica.

Prova (Teorema Fundamental do Calculo).

O ponto principal da prova do T.F.C, € mostrar que a funcao

G(z) = / () dt

€ uma primitiva da fungéo f no intervalo [a, b].

Inicialmente, vamos assumir que esta afirmacao é verdadeira e provarmos o T.F.C. Depois,
voltamos e provamos tal resultado.

Se F(x) é uma primitiva da funcao f, temos que:

F(l’) = G(ZL') + c. Este resultado foi provado no inicio do Médulo |
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Assim sendo, temos que:

Fb)—F(a) = GO)+c—(G(a)+c)

= GUb)+c—G(a)—c

- G(b) G(a) = 0, visto que G(a) = /.a f(t)ydt =0

b
— / f(t) dt  cw) = /} £(t) dt,
a

ou seja, .
F(b) — F(a) :/ f(t)dt

0 que mostra o T.F.C.

Agora, precisamos mostrar que a fungéo

G(z) = / oL

€ uma primitiva da fungéo f, no intervalo [a, b].

Para este fim, necessitamos provar que:

!

G/ (x) = f(x). ouseja - ( [ 1 dt) = f(a).
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Utilizando a definicdo de derivada, temos:

. G+h) -G
Glz) = lim h

[ s [
/ e dt+/f
/ 70

= lim
h—0

= lim
h—0

“ f@yde = — [ fo)da
Jb Ja

= lim*~*%——

h=0 /l r@de = [ () da + /}I f(@) da,

/ T (3.3)

Agora, como f é continua em [z, z + h]. Sendo [z, z + h] um intervalo fechado, segue pelo
Teorema dos Valores Extremos, que existem pontos p, P € [z, z + h], tais que:

ou seja,

a: =lim *~&——— —
h—0

Assim, temos que:

U
z+h
/ f(t)dt
f(p) < =2 3 < f(P) Dividimos a desigualdade por h.
U
z+h
| s
R R
U
z+h
[ s
f(a) < lim = < f(@)

Quandoh — 0= (p — ze P — x). Alémdisso, lim f(p) = lim f(p) = f(z)e lim f(P)= lim f(P) = f(z).
h—0 p—x h—0 P—x

(8
Calculo 1l 129




z+h
[ rwa
lim =%

h—0 h

= f(z). (3.4)

Estamos aplicando o Teorema do Confronto.

Combinando as informacdes (3.3) e (3.4), obtemos:

0 que conclui a prova do Teorema Fundamental do Calculo.

No curso de Célculo |, foi visto o T.V.M (Teorema do Valor Médio). O T.V.M, tem o seguinte
enunciado:

Seja f uma fungéo definida em um intervalo fechado [q, b] e diferenciavel no intervalo aberto
(a,b). Entdo, existe um ponto p € (a,b) tal que:

= 1010

Para integrais, temos um resultado semelhante, o chamado Teorema do Valor Médio para
integrais, cujo enunciado é descrito a seguir:

/ 4

TEOREMA DO VALOR MEDIO PARA INTEGRAIS =@

Seja f continua em [a,b]. Entdo, existe pelo menos um ponto p no intervalo (a,b), satis-

fazendo:

N [ =00 50), Y

Prova.

xT

Vamos utilizar a fungéo auxiliar: g(z) = f(t)dt. Observe que g é uma funcdo continua no

intervalo fechado [a, b] e derivavel no intervalo aberto (a,b). Aplicando o T.V.M, temos que existe
um ponto p € (a,b) tal que:

oy g(b) —gla)

g (p) = T b—_a
y

/bf(t) dt

fp) = B

/ b ra
o )= @) o) = [ Fwateg@ = [" fwyae=o
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I
/ f(x)dz = (b—a) - f(p),

0 que conclui a prova do Teorema do Valor Médio para Integrais.

Aplique seus conhecimentos

Atividades

Texto Bésico
5
Teste. Calcule a integral / (-2 + 25) dx.
-5
Solucao.
A integral da fungdo f(z) = —z* + 25 foi calculada anteriormente utilizando as somas de

Riemann. Vamos agora resolvé-la, utilizando T.F.C.

Note que, uma primitiva da fungéo f € dada por:
/(—x2 +25)dr = /(—x2) dx + /25 dx [ +o@nde= [ f@ o+ o) ar

22+
- _ 925 .
(2+1>—|— 5-x+c

3
- +25-z+c
3
isto &, uma primitiva da funcao f é
3

F(z) = —% +25- 2.

Observe que foi descartada a constante ¢, pois o Teorema Fundamental do Célculo diz que
devemos utilizar uma primitiva da funcao f entéao, por comodidade, consideramos a mais simples.
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Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

/6(—x2+25)¢p = F(5) — F(-5)

= (_%ﬂ+%,5)_<f%;®3+25«_®)

125 125
= —— 4125 — —125

_ 1 +125 125 +125
N 3 3

250
= — 5 +250

200
3

e

Ativides

Texto Basico

3
Teste. Calcule a integral / (2 -sen(z) — €%) dx.
0

Solucao.

Note que uma primitiva da fungé@o f(z) = 2 -sen(x) — e* € dada por:

/(2 -sen(zx) —e")dr = /2 -sen(x) dx + /(—ew) dx ‘/.(f(a:)ﬁ»g(m))dm - / F(2) dm+‘/.g(m)da:

= 2/sen(:c) daz—/ez dr  [cf@ar=c [1@)d

= —2cos(z) —€* +¢,
isto &, uma primitiva da funcao f é
F(x) = —2cos(z) — €”.

Observe que foi descartada a constante ¢, pois o Teorema Fundamental do Célculo diz que
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devemos utilizar uma primitiva da funcéo f entéo, por comodidade, consideramos a mais simples.
Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

/0 (2-sen(z) —e®)dx = F(3)— F(0)
= —2cos(3) — e® — (—2cos(0) — )
= —2@05(3) —ed = (—2 -1 — 1) cos(0) =1ee® =1

= —2cos(3) — e+ 3.

Logo,
/(2 -sen(x) — €*) dx = —2cos(3) — €* + 3.

4

Observacao. Vale a pena ressaltar que toda integral indefinida tem como resultado final

uma funcao. Por outro lado, toda integral definida tem como resultado final um nimero

(estéa relacionado a area).

Ativides

Texto Basico

1
Teste. Calcule a integral / 1% dz.

-1

Solucao.

Note que uma primitiva da fungdo f(z) = z'% é dada por:

£ 100+1
/xloo dr = +c
100 +1

ZL‘lOl

- To1 ¢

isto &, uma primitiva da funcao f é
xlOl
Flz) = —.
@) =T
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Observe que foi descartada a constante ¢, pois o Teorema Fundamental do Célculo diz que
devemos utilizar uma primitiva da funcao f entao, por comodidade, consideramos a mais simples.

Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

1
/:L’looda: = F(1)— F(-1)
-1
1101 (_1)101
B 101_( 101 )
_ (=t
~ 101 101
! 1 1
100 . L
/_f do = 101+(101)

2
~ 101
Logo,
! 2
/ l_lOO dr = —
. 101
e
@
Atividades
Texto Bdsico
T se 0<zx<1
Teste. Seja f a funcdo definida por f(x) = Calcule a integral
2—x se 1l<ax<2.
2
/ f(z)dx.
0
Solucao.

Primeiramente, note que

/:f(:c)dx = /Olf(a:)d:c—i—/lzf(x)d:c

= /ledx+/12(2—x)dx,
/OQf(x)dx:/ledx+/]2(2—x)dx.
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Como no intervalo [0, 1], a fungcdo f assume a expresséo f(x) = x, uma primitiva & dada por:

2

T

d = —
/xx 2+c,

isto &, uma primitiva da funcao f é

Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

/1xd:p = F(1)— F(0)

DO | =

Logo,

Por outro lado, como no intervalo [1,2] a fungdo f assume a expressao f(r) = 2 — z, uma

primitiva é dada por:
/(Q—x)dx = /de—/xdx

2
x
= 92—
T 5 +c,
isto é, uma primitiva da fungéo f é
2
F(z) =2x — %

Assim, uma primitiva para a fungao f no intervalo [0, 2|, € dada por

2

Observe que foi descartada a constante ¢, pois o Teorema Fundamental do Célculo diz que
devemos utilizar uma primitiva da funcao f entéo, por comodidade, consideramos a mais simples.
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Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

/12(2—x)dx — F(2)— F(1)

22 12
= 2.2-2_(2.1-=—
2 ( 2
1
— 4_9_941
T3
!
= =

Portanto, concluimos que

136
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Calculo de areas

Utilizando o Teorema Fundamental do Calculo, podemos simplificar o calculo das mais diversas
figuras planas.

Pergunta. Professor, é possivel calcularmos a area da regiao do plano limitado pelas curvas:

y=ec¢*,x=0,r=1ey =07

Claramente, podemos calcular a area mencionada utilizando o T.F.C. Apenas por curiosidade
a area a ser calculada esta representada na figura.

-1 65 0 05 1 15 2 25 3

Note que as retas + = 0 e z = 1 determinam o intervalo [0, 1]. Claramente, sob o intervalo
0, 1], temos que o grafico de y = e* é positivo, isto é, y = e* > 0. Dessa forma, a &rea procurada,
corresponde a area sob o grafico de y = e* sob o intervalo [0, 1]. A area procurada é obtida
através da integral definida:

1
Area = / e dx.
0

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
funcdo y = e, que sera denotada por F'(z) e efetuar o calculo

1
/ e dr = F(1) — F(0).
0
Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a fungéo exponencial

F(x) = /e“”dx:eerc.
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Logo,
1
Area = / e dx
0

= e—1.

Portanto, considerando e = 2, 7, concluimos que:

Area=27-1=1,7.

4

Observacao. Seja f uma funcdo positiva em um intervalo [a,b], isto é, f(z) > 0 para

todo = € [a,b]. A area da regiao formada pelo grafico da funcao f e asretas x = ae z = b,

representada na figura

Area

é dada por:
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Pare e Pense. Professor, como vamos calcular a area se a funcao f for negativa no

intervalo estudado?

Por exemplo, se no calculo da &rea anterior trocassemos a fungéo f(r) = e pela funcao

)
g(x) = —e”, as retas x = 0 e x = 1 continuariam determinando o intervalo [0, 1].

0 -1 -0.5 { 0.5 ] 1.5 2 2.5 3
A y=
-1 \"‘M lAr a
-2
3
-4
-5 y = P
Claramente, neste novo contexto, sob o intervalo [0, 1], o grafico de y = —e® seria negativo,

isto é, y = —e® < 0. A area procurada agora passa a ser a area acima do grafico de y = —e* e
abaixo do intervalo [0, 1], sendo obtida através da integral definida:

1
/ —e® dx
0

= [=(e—-1)|

Area =

= e—1=1,7,

onde as barras paralelas representam o moédulo de um ndmero real.
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4

Observacao. Seja f uma fungao negativa em um intervalo [a,b], isto é, f(x) < 0 para

todo x € [a,b]. A area da regido formada pelo grafico da funcdo f e asretasx =a e z = b,

representada na figura

é dada por:

Pare e Pense. Professor, o que ocorre se a area procurada estiver entre duas funcoes?

Por exemplo, considere as fungdes:
f(x)=5—-2*eg(z) =z +3.

Nosso objetivo é encontrar a area delimitada pelas duas funcbes. Para este fim, primeira-
mente precisamos saber se tal area existe. Note que, se as duas curvas se cruzarem, entao
a area existe. Para verificar a existéncia de pontos de inteseccdo das duas fungdes devemos
realizar os calculos:

5—a2=x+3

N8
2+r—-2=0

I
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r=-2ex=1.

| 5.)(‘“2 -
4 X+3 ——

Observe que, f(x) > g(x). Assim, a area a ser calculada é formada pelas retas x = —2, z = 1
e pelos gréaficos das fungdes f e g. Dessa forma, temos que a area pode ser obtida através da
integra definida:

hrea = [ (f(0) - g(o)) o

= /_ (—2® —z + 2) d.

2

O T.E.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
funcdo y = —z* — = + 2, que sera denotada por F(z), e efetuar o célculo

/1 (=2 — 2 +2)dr = F(1) — F(-2).

2

Utilizando as propriedade das integrais, temos que uma primitiva para a fungéo y = —2% —x+2
F(x) = /(—xQ—x+2)dx

{L'3 1’2
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Logo,

= F(1) - F(-2)
131 (=2 (-2
= ———-—4+2-1— (- — 2- (=2
372" ( 3 2l >>
1 1 8
= ———42—(=-—2—-14
3727 (3 )
_ ! 1+2 +6
3 2 3
- 2ol
3
_ 7
6 2
Portanto, concluimos que:
Area — 2
=3

4

Observacao. Sejam [ e g fungbes continuas em um intervalo [a,b], satisfazendo

f(z) > g(z) para todo = € [a,b]. A area da regido formada entre os graficos das funcoes f

e g e as retas x = a e x = b, representada na figura
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é dada por:

frea = | () — ga)) do = / ) de - / glade
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Teste seus conhecimentos

SOMAS DE RIEMANN

1. Considere as funcoes.

a) f(x) =2*—=1,[0,2]; b)f(x) =—a* [0,1];
¢) f(x) = sen(x) [—-m,7]; d) f(x) =sen(x) + 1 [—7,7];
Para cada fungéo acima:

(a) Esboce seu respectivo grafico.

(b) Divida o intervalo em quatro subintervalos de comprimento igual.

4

(c) Calcule Z f(px)A z, considerando p;. 0 extremo esquerdo, o ponto médio e o extremo
k=1
direito.

2. Considere as fungoes.
a) f(x) =1—2%10,1]; b) f(z) =22+1, [0,3];
c) fx) =z +2% [0,1]; d)f(z)=22°[0,1].
Para cada fungéo acima:

(a) Determine a formula para a soma de Riemann, dividindo o intervalo em n subintervalos
iguais, utilizando o extremo direito.

(b) Calcule o limite das somas quando n — oc.

INTEGRAL DEFINIDA: TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

3. Calcule as derivadas.

d ® d vooop d 0 op
a)dx(/_lvt—i- dt), b)dy(/_1x2+9dx>’ C)de(/_1x2+9dx>
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4. Calcule as integrais.

™
4

a) / @ de s Tyde D) /4 /T 0) / " sen(z) - cos(z) da:

-3 3n

d) /02ﬂ|sen(x)|dx; ) /04|(x2—3x+2)|dx; ) /Zﬁdl«.

5. Calcule:

™

a) /_ ::sen(Q:L’)-cos(Bx) dz; b) /

—T

sen(bx) - cos(2z) dx; c¢) /_ﬂ cos(2z) - cos(3x) dz.

SUGESTAO
Utilize as férmulas
1

sen(mzx) - sen(nzx) = §[Cos(m —n)x — cos(m + n)l,

sen(mzx) - cos(nx) = %[sen(m —n)x — sen(m + n),

cos(mx) - cos(nz) = %[cos(m + n)x — cos(m — n)].

6. Sendo f uma fungéo continua em [—a, a).

a) Defina quando f é uma funcéo par;

b) Verifique que, se f € par, entéo/ f(z)dx = 2/ f(z) dx;
—a 0

c) Defina quando f € uma funcéo impar;

d) Verifique que, se f € impar, entéo/ f(z)dx =0.
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CALCULO DE AREAS

7. Determine a area da regiao limitada pelas curvas.

a)r=z,0=\y=—r+2 by=1-21"y=-3
Ar=yty—r=2,y=3; dy=c,x=02=119y=0;

e)y=In(z),y =0, =4; f)y =sen(x),y = —sen(z),z € [0, 27].
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Respostas dos testes

EXERCICIO 2
2 1 1 2Tn +9
gd fntl s p1 1 11
6 6n2 6’ 2 n 2n2 2

EXERCICIO 4

844 17 )
a) 48; b)?; c)0; d)4; 6)3; f)1—5-

EXERCICIO 5

Em todas as alternativas a integral € igual a zero.

EXERCICIO 7

a)%; b)g C)%; dje—1; €)8In(2) —3; f)8.
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Modulo 4

Integrais Improprias

Integrais Improprias

Quando comegamos a estudar as integrais definidas, nos deparamos com limites de somas
de Riemann, que na pratica ndo sao nada faceis de serem calculados. Porém, para nosso alivio,
T.F.C nos mostra uma forma direcionada e precisa para se calcular integrais definidas.

Caro aluno, uma simples analise dos resultados que estudamos sobre integrais definidas

sempre apresentavam as hipoteses:
1. Seja [a, b] um intervalo fechado (limitado);

2. Seja f uma fungao continua em [a, b].

Pare e Pense. Tem sentido falar em integral definida se o intervalo de integragao nao

for limitado?

Quando um ou os dois, extremos do intervalo de integracao nao é limitado, temos a nocao de
“area infinita”.

As integrais que apresentam extremos de integracao infinitos sdo chamadas de Integrais Im-
proprias.

As integrais improprias cujos extremos de integragdo sao infinitos sdo chamadas: Integrais
Improprias do TIPO 1.
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bservacao. Seja f uma funcao continua no intervalo [a, 00). Entao, desde que o limit

seja um numero real, definimos:

/f dq::hm/:f(a:)d:r

Por outro lado, se f é continua no intervalo (—oo,b], desde que o limite seja um niimero

/b fla)dw = lim /bf(x) iz

Agora, quando os limites associados as integrais / f(z)dx e / f(z) dz existem, entao

real, definimos:

as integrais improprias sao ditas convergentes. Caso os limites associados nao existam, as

integrais improprias sao ditas dlvergentes
a

Para finalizar, se / flx)dz e / f(x) dz sao convergentes, entao podemos definir:
/ f(x)dx = / f(z)dx + / [

Aplique seus os conhecimentos

Atividades
Texto Basico

Teste. Calcule a integral impropria / ——dx.
3 (z—2)

N[0

Solucao.

Segue da definicao que:

Agora, para cada ¢ fixado, temos que resolver a integral:

¢
[ e
3 (x—2)2
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O T.E.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

funcéo f(x) = , que sera denotada por F(z), e efetuar o célculo

(z—2)7

/t % dx = F(t) — F(3).

x—2)2

Uma primitiva para a fungéo é:

1

F(I‘) = - dU  Estamos realizando a substituigo u = = — 2
uz2

— + C Estamos aplicando a tabela de integrais imediatas

= —+ ¢ Recorde queu =z — 2.

Logo,
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

& 1 t 1
/ ———dr = lim ——dr
3 (:1: — 2)5 2

= lim 2 — lim
t—o0 t—oo A/t — 2

= 2-0=2

[e.e]
. : : . 1 )
Portanto, concluimos que a integral impropria / (73 dx é convergente.
3 r — 2

2)2

Ativides

Texto Basico

e

0
Teste. Calcule a integral impropria / 2% dzx.

— o0

Solucao.

Segue da definicao que:
0 0
/ 2%dxr = lim 2% dzx.

PN t——o0 n

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

0
/ 2% dzx.
t

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
fungédo f(x) = 2%, que serd denotada por F'(x), e efetuar o calculo

/OQxdxdx:F(O)—F(t).

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a fungao é:
— 2$
~ In(2)
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Logo,

/02$d:pdx = =F(0)— F(t)
2 2!

~ In(0)  In(2)
1 2t

Para finalizar, temos que calcular o limite:
0 1 2t
2dr = i —
/_OO v oo (ln(Q) ln(2))

2t
o o
=l In(2) ot In(2)

0
Portanto, concluimos que a integral imprépria / 2% dx é convergente.

—00

e

Atividades

Texto Bésico
Teste. Calcule a integral impropria / (2* — 327) dx.
Solucao.
Segue da definicdao que:
o0 0 e8]
/ (2° - 32%) dx = / (2* — 32%) dx + / (z° — 32°) dx.
—00 —00 0
0 t
= lim (2% — 32%)dz + lim [ (2° — 32?)dx.

t——o0 J, t—00 0

Agora, para cada t fixado, temos que resolver as integrais:

0 t
/ (2% — 32%) dz e / (2* — 32°) dx.
¢ 0

O T.F.C nos diz que, para resolver as integrais acima, basta determinarmos uma primitiva da
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fungdo f(r) = 2 — 322, que sera denotada por F(z) e efetuar os célculos
0 t
/ 2 —3z%dr = F(0) — F(t) e / 2® — 32%dr = F(t) — F(0).
t 0

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a fungéo é:

xt x3
F(x) = Z—3§+c
xt x3
= Z—3§+C
4
_ r 3
= 1 x° +c

Logo,

- 03 _ t3
4 ( 4 )
t4
= —— 4+ ¢
1 +
e t
/x3—3x2d:c = F(t)— F(0)
0
¢ 04
- t3 (- 03
4 ( 4 )
= ﬁ — 3
1 .
Para finalizar, temos que calcular os limites:
0 t4
/ 2 —32%°dex = lim (—— + t3)
oo t——o0 4
= —o00.
e
00 t4
/ 23— 32%dr = lim (— — t3)
0 t—o0 4
= 0.
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Portanto, concluimos que a integral imprépria

/_OO (2% — 32%) dx

[e.9]

é divergente, pois as integrais

séo divergentes.

e
Atividades

Texto Basico

[o¢]
1
Teste. Estude a convergéncia da integral impropria / . dx, com p € R.
. T

Solucao.

CASO I: p=1

A . ~1 .
Quando p = 1, devemos estudar a convergéncia da integral / —dx. Segue da definicao
1 x
que:

>~ 1 i
/ —dz = lim —dzx.
1 €T t—o00 1 €T

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

¢
1

/—dx.
1T

O T.E.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
~ 1 . )
funcédo f(x) = _» que sera denotada por F'(z), e efetuar o calculo

T

(/EM:F@—FM.

Uma primitiva para a fungéo é:
F(z) = In(jz]).
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Logo,

= In(¢) — In(1)
= hl(t) Uma vez que, In(1) = 0

Para finalizar, temos que calcular o limite:

*1 *1
/ —dxr = lim —dx
1

t—o0 1 €T

= lim In(¢)

t—o00

. . . . <1 e
Portanto, concluimos que se p = 1 a integral impropria / p dz é divergente.
1

CASO II: p>1
Quando p > 1, devemos estudar a convergéncia da integral

[oe) 1 o0
/ —dx = / z Pdz.
1P 1

o0 t
/ z7Pdr = lim P dx.
1

t—o00 1

Segue da definicao que:

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

t
/ z Pdx.
1

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
fungéo f(z) = 77, que serd denotada por F'(z), e efetuar o calculo

/tx_pdx:F(t) — F(1).

Uma primitiva para a fungéo é:
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Logo,
t
/ x Pder = F(t)— F(Q1)
1

ti-p 1
T 1-p 1-p
— L 1-p _
- 1_p (t 1)

Para finalizar, temos que calcular o limite:
> 1 1
/ zPdr = lim—- -——-1].
1 t—oo | — D tr—1

p>1l=p—1>0.

Note que:

Sendo assim,
t—oo=trt > .

Para finalizar,

1
! 5 o00=— —0.
(2

& 1 1
[Torie = [ (5 )
1 t—oo |1 —p tp—1

Logo,

o
. ~ , . . 1
Portanto, concluimos que se p > 1, entdo a integral imprépria / —pd:c converge para o
1 X

, 1
numero —1
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CASO III: p<1

Analogamente, ao caso anterior, temos que analisar o limite:

o 1 1
/ rPdr = lim— -——1].
1 t—oo 1 —p tpfl

Note que:
p<l=p—-1<0
Sendo assim,
t—>oo:>tp—1—tp’1—>oo
Logo,

= OQ.

. .. , . <1 e
Portanto, concluimos que se p < 1, entédo a integral imprépria / - dz € divergente.
1
Na primeira parte desta secao, estudamos as integrais cujo limites de integracdo eram infini-

tos. Para finalizarmos nossos estudos, vamos, agora, analisar as integrais no qual o integrando
nao € continuo no intervalo de integracdo. Claramente, esta descontinuidade pode ocorrer no
extremo inferior, no meio ou no extremo superior do intervalo de integracéo.

Pare e Pense. Professor, se o integrando é descontinuo no intervalo de integracao, basta

particionar o intervalo nas descontinuidades e depois calcular a integral em cada parte?
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Prezado aluno, temos que ter cuidado com esta analise. As integrais que apresentam des-
continuidades ou no extremo inferior ou no meio ou no extremo superior de integragdo sao
chamadas slintegrais Impréprias do TIPO 2. Abaixo, temos a definicdo precisa destas integrais.

4

Observacao. Seja f continua no intervalo [a, b) e descontinua no extremo b. Entdo, desde

que o limite seja um namero real, definimos:
b t
/ f(x)der = lim | f(z)dz.
a t—=b— J,

Por outro lado, se f é continua no intervalo (a,b|, e descontinua no extremo a, desde que

o limite seja um nimero real, definimos:

/abf(x) dz = lim /tbf(;@ da.

t—at

4

@
b

Observacao. Agora, a integral impropria / f(x)dz é dita convergente quando o limite

a
associado existir, ou seja, o limite deve ser um nimero real. Caso o limite nao exista,
dizemos que a integral impropria é divergente.

Para finalizar, se f é descontinua em um ponto p € [a,b] e as integrais improprias

D b
/ f(x)dz, / f(z) dx sao convergentes, entao podemos definir:
a P

/abf(x) i — /apf(x) dx+/pbf(x) da.

Calculo 1l 159



Aplique seus conhecimentos

Atividades
Texto Basico

10
1
dz.

Teste. Calcule a integral impropria /
g prop . =10

Solucao.

15

1
Uma analise inicial da fun éo,/
g 10 VI — 10

tinuidade de f no interior do intervalo de integracao [10, 15].

dx detecta que = = 10 é um um ponto de descon-

Quando o limite existe, segue da definicao que:

15 1 15 1
dr = lim dzx.
/10 v —10 t—10t J,  v/z — 10

Agora, para cada ¢ fixado, temos que resolver a integral:

15 1
/ dx.
t VI — 10
O T.E.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

funcéo f(x) = Ji=10"

que sera denotada por F'(z), e efetuar o célculo

15 1
/t o= F(15) = F (1),

Uma primitiva para a fungéao f € obtida através dos célculos:

F(x) = /\/%I(de

= 2v/z— 10+ c.

Logo,

15 1
/t e = P15 - F()

= 2(V5-vt-10).
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

= lim

15 1 15 1
| e | =
100 VT — 10 t—10% J, v —10

= lim2(\/g—m>

t—0~

= lim 2V/5 — lim v — 10

t—0— t—0—
= 2v5-0
= 2v/5.
15 1
Dessa forma, concluimos que a integral impré ria/ ———— dx é convergente, visto que:
q g prop 0 Vao10 g q

15
1
——d :2\/5.
/10 V10

e
Atividades

Texto Basico

[SIE]

Teste. Calcule a integral impropria / sec(z) dz.
0

Solucao.

s

Uma analise inicial da fungao, /2 sec(z) dx detecta que = = g € um um ponto de descon-
0
tinuidade de f no interior do intervalo de integragéo [0, 7.

Quando o limite existe, segue da definicao que:

/2 sec(z)dr = lim : sec(z) dx.
0

t—=37 Jo

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

/2 sec(x) dx.
0

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
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fungdo f(x) = sec(z), que serd denotada por F(x), e efetuar o célculo

Uma primitiva para a fungéao f € obtida através dos célculos:

F(x) = /sec(x) dz
= In(|sec(z) + tg(z)|).

Logo, t
/Osec(:c)da: = F(t)— F(0)

= In(Jsec(t) + tg(t)|) — In(]sec(0) + tg(0)])
= In([sec(t) + tg(t)]) — In(1)
= In(Jsec(t) + tg(t)]).

Para finalizar, temos que calcular o limite:

t t
/ sec(x)dr = lim sec(x) dx
0

t—=37Jo

= lim In(Jsec(t) + tg(¢)|)

T —
=3

visto que:
i sec(z) — 00
to = =
2 tg(x) — oo

s

2
Dessa forma, concluimos que a integral impropria / sec(x)dx € divergente, uma vez que:
0

/2 sec(x) dxr = oo.
0
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e
Atividades

Texto Basico

3

Teste. Calcule a integral impropria / — dz.
o X

Solucao.

e ~ 1 ] .
Uma andlise inicial da funcéo, f(x) = o detecta que = = 0 € um um ponto de descontinuidade
de f no interior do intervalo de integragao [—2, 3].

Quando o limite existe, segue da definicdo que:

. : 01 01 : o
Primeiramente, vamos calcular a integral — dr. Sendo — dz uma integral impropria
9 T 9T

do tipo 2, temos que:
0 t

— dr = lim — dx.
_9 X t—0— _9 i

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
~ 1 . ,
funcéo f(x) = v que sera denotada por F(z), e efetuar o calculo

Uma primitiva para a fungao f € obtida através dos célculos:

F(z) = /%d:p

= /:c4 dx

1 1 r 1 p—AtL
— —_— = " — + C. Da tabela de integrais imediatas temos / — dx = ’
313 / o

+c

—4+41
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Logo,

1 1 1
= —— . lim - — lim —
3 tso0- 3 10— 24

1 1
—= —_— e x — —

3 24
= —0Q.

0
Dessa forma, concluimos que a integral imprépria / —; dz € divergente, visto que
_92 X

/29‘“’“

I : : 1
Agora, como / —; dx € divergente, podemos concluir que a integral / —; dx € divergente,
o X —2
3
- . 1 . . .
nao importando se a integral / —; dx é convergente ou divergente. Apenas por coriosidade,
0o T

o : °1 31 : L
vamos estudar a convergéncia da integral / o dz. Sendo / o dz uma integral impropria do
0 0
tipo 2, temos que:

— d;z: = lim —4 dz.
t—0+ €T

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

/—daz

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
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1 .
funcéo f(x) = 5> que sera denotada por F'(z), e efetuar o célculo
/ — dvdx = F(3) — F(t).

Uma primitiva para a fungao f ja foi calculada anteriormente e é dada por:

Logo,

Para finalizar, temos que calcular o limite:

31
/—dx = lim —dx

o L1
I - DY R
1 1 1
- _lm — 4= lim —
t—1>r0I1+ 24+3 t—0+ t3
1_'_1
= —+--00
24 3
= OQ.

e - 1 , o
Uma andlise inicial da funcéo, f(x) = o detecta que = = 0 € um um ponto de descontinuidade
de f no interior do intervalo de integragao [—2, 3.
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Quando o limite existe, segue da definicao que:

. : 01 01 : o
Primeiramente, vamos calcular a integral — dr. Sendo — dz uma integral impropria
9 X o X
do tipo 2, temos que:
01 b1
/ — dz = lim — dx.
9 X t—0- J_o @

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

O T.E.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
- 1 ) )
fungéo f(z) = —, que sera denotada por F'(x), e efetuar o calculo
X

t

%dxdx = F(t) — F(-2).

,21’

Uma primitiva para a fungéao f € obtida através dos célculos:

F(z) = /id:c

1 1 24+l

~ 1
— — = —= + C. Da tabela de integrais imediatas temos / — der =
y €T

+c

—4+41

Logo,

1 1 1
3 3 924
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

1 1 ) 1
= —— . lim — — lim —
3 ts0- 13 10— 24

1 1
= —_ e — —

3 24
= —o0.

0
Dessa forma, concluimos que a integral imprépria / —; dx € divergente, visto que
_92 X

/29‘“’—‘
0

I : : L
Agora, como —; dx € divergente, podemos concluir que a integral / —; dx € divergente,
o XL o X

3
. , 1 . , I
nao importando se a integral / — dx é convergente ou divergente. Apenas por coriosidade,

vamos estudar a convergéncia da integral / — dx. Sendo / — dx uma integral imprépria do

tipo 2, temos que:
t
— d;z: = lim — dx.
t—0t T

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

/—dx

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
1 .
funcdo f(z) = 5> que sera denotada por F(x), e efetuar o calculo

/ — de = F(3) - F(t).

Uma primitiva para a fungéo f ja foi calculada anteriormente e é dada por:

1 1

Calculo 11 167




Logo,

Ly
81

W =
~
w

Para finalizar, temos que calcular o limite:
3 3
1 . 1
/ — dr = lim — dx
0o T t—0t J, X

o L1l
I DY R T

o Ll !
- t—l>ron+24 3t—1>%1+t3

_ 1l
T T 3™

= OQ.

0
Dessa forma, concluimos que a integral imprdpria / —; dx é divergente, visto que:
o X
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Teste seus conhecimentos

INTEGRAIS IMPROPRIAS

1. Quais integrais sdo improéprias? Justifique sua resposta.

? | >0 5
a) / < dz; b) / ——dz; ¢) / 2 da; d) / cot(z) dz;
1 T 1 0 2%+ 1 —00 —00

% T 1 1 00 )
o [T p [ p [ ao—dn g [Tt

2. Estude a convergéncia da integral.

00 1 0 1 oo
a) / = dz; b) / dz; c) / e da;
3 (r—2)2 oo 3 — 4z 9

1 3d h 14 1 d 3 1d
O W= L
9 1 3 d 0,1
j / dv; k) / T g | Sdr
0o vVr—1 o T2 —6x+5 _ad

Calculo 1l 169



Respostas dos testes

EXERCICIO 1
a) Integral imprépria; b) Integral imprépria; ¢) Integral imprépria
d) Integral imprépria; ¢) Nao é integral imprépria; f)Nao é integral impropria;

g) Integral imprépria k) Integral impropria.

EXERCICIO 2
; L 1o
a) 2; b) Divergente; c¢) =€
d) Divergente; ¢)0 f) Divergente.
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