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Sobre o curso

A Matemática é uma ciência que nasceu da necessidade que o homem tinha de resolver

problemas, e vem se desenvolvendo e aprimorando ao longo dos tempos. Produz técnicas analíti-

cas que são empregadas por engenheiros e outros profissionais na criação, desenvolvimento e

aprimoramento tecnológico de vários produtos. O mundo como o conhecemos hoje não seria

possível sem a Matemática. Não teríamos carros, aviões, celulares, computadores, televisões,

aparelhos médicos etc. Assim, essa nobre ciência é uma parte essencial das engrenagens que

fazem a sociedade evoluir. O profissional da área de Matemática é, então, um elemento funda-

mental para o desenvolvimento tecnológico e, portanto, socioeconômico de qualquer sociedade.

Nesse contexto, é de suma importância o processo de formação de profissionais que vão

atuar na área de Matemática. Essa tarefa é desempenhada pelas instituições de ensino superior.

O processo de formação em um curso superior de Matemática envolve a aquisição de vários

conhecimentos. Para facilitar a assimilação destes, o curso é divido em várias disciplinas. Uma

dessas disciplinas é a de Cálculo II , que, em essência, objetiva apresentar ao aluno uma visão

geral da Matemática, além familiarizá-lo com a linguagem, conceitos e ideias relacionadas ao

estudo das técnicas de integração e séries numéricas. Essa disciplina visa, ainda, apresentar ao

estudante aplicações do cálculo diferencial e integral, com a formulação e solução de problemas

do mundo real. Para facilitar o entendimento, tal disciplina é dividida em quatro módulos:

• Integral indefinida: técnicas de integração;

• Séries Numéricas;

• A Integral Definida;

• Integrais Impróprias.

A duração de cada módulo é de quinze dias. O texto básico da disciplina é contemplado com

exercícios estrategicamente posicionados, de tal forma que o conteúdo previamente estudado

fique bem assimilado em seus conceitos mais básicos.

Quanto à metodologia, o curso terá seguinte base: estudo da teoria do livro texto, com o treino

através dos exercícios nele contidos, e atividades dentro do Ambiente Virtual de Aprendizagem

(AVA), as quais serão passadas para os alunos dentro do período de vigência de cada módulo, e

farão parte do processo de avaliação, assim como as provas presenciais.

Quanto ao sistema de avaliação, serão distribuídos 100 pontos, sendo 60 pontos relativos às

provas escritas em modo presencial e 40 pontos nas atividades passadas pelo Ambiente Virtual

de Aprendizagem (AVA).

As listas de exercícios que serão disponibilizadas no AVA deverão ser entregues em datas

que também serão apresentadas no AVA, para que os tutores possam corrigir.
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Desejamos ao caro aluno um ótimo curso, e torcemos para que venha atingir com sucesso os

objetivos da disciplina.
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Informações

Prezado(a) aluno,

Ao longo deste guia impresso você encontrará alguns “ ícones” que lhe ajudarão a identificar

as atividades.

Fique atento ao significado de cada um deles, pois isso facilitará a sua leitura e seus estudos.
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Destacamos alguns termos no texto do Guia cujos sentidos serão importantes para sua com-

preensão. Para permitir sua iniciativa e pesquisa, não criamos um glossário, mas se houver

dificuldade, interaja no Fórum de Dúvidas.

Cabe, ainda, mencionar que os exemplos e exercícios presentes nesse material foram retira-

dos dos livros texto que constam na bibliografia.
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Módulo 1

Integral indefinida:

técnicas de integração

Introdução

No curso de Cálculo I foi introduzido o conceito de derivada e estudadas suas propriedades.

Vale a pena recordarmos que a derivada é uma propriedade local. Visto que, ao calcularmos a

derivada de uma função f , o fazemos com relação a um dado ponto p pertencente ao domíno da

função estudada.

Pergunta. Seja y = f(x) uma função real. Vo
ê se re
orda de 
omo representamos a

derivada da função f?

Se y = f(x) é uma função real, ou seja, f : R −→ R, é usual representarmos a derivada de f

por:







y
′

f
′
(x) ⇒ para as três notações, lê-se derivada da função f(x) com relação a x.

df

dx
.

Pergunta. A
abamos de re
ordar a representação da derivada de uma função y = f(x).

Agora, vo
ê seria 
apaz de relembrar 
omo de�nimos tal 
on
eito?

Definimos a derivada de uma função y = f(x) no ponto p, como sendo o limite:

f
′
(p) = lim

x→p

f(x)− f(p)

x− p
.
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Dessa forma, sempre que o limite existir podemos calcular a derivada da função f no ponto

p. Sendo o valor assumido pelo limite, a derivada da função calculada no ponto mencionado.

Pergunta. Vo
ê se re
orda das prin
ipais derivadas estudadas no 
urso de 
ál
ulo I?

Resumidamente, as pricipais derivadas estudadas do curso de cálculo I, são:

1. Se f é a função constante, ou seja, f(x) = c, onde c é uma constante ( c é um número

real que não depende da variável x), então a derivada da função f , em relação a x, é dada

por f
′
(x) = 0.

2. Se f é a função identidade, isto é, f(x) = x, então a derivada da função f , em relação à

variável x, é dada por f
′
(x) = 1.

3. Se f é a função potência, isto é, f(x) = xα (α um número real não nulo), então a derivada

da função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = α · xα−1.

4. Se f é a função exponencial na base a (a > 0, a 6= 1), isto é, f(x) = ax, então a derivada

da função f , em relação à variável x, é dada por

f
′
(x) = ln(a) · ax.

5. Se f é a função exponencial, isto é, f(x) = ex (e é o número de Euler, em homenagem ao

matemático suíço Leonhard Euler, cujo valor é aproximadamente 2,7), então a derivada da

função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = ex.

6. Se f é a função logaritmo na base a (a > 0, a 6= 1), isto é, f(x) = loga(x), então a

derivada da função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) =

1

x
loga(e).

7. Se f é a função logaritmo na base e , isto é, f(x) = ln(x), então a derivada da função f ,

em relação à variável x, é dada por f
′
(x) =

1

x
.

8. Se f é a função seno , isto é, f(x) = sen(x), então a derivada da função f , em relação à

variável x, é dada por f
′
(x) = cos(x).

9. Se f é a função cosseno , isto é, f(x) = cos(x), então a derivada da função f , em relação

à variável x, é dada por f
′
(x) = −sen(x).

10. Se f é a função tangente , isto é, f(x) = tg(x), então a derivada da função f , em relação

à variável x, é dada por f
′
(x) = sec2(x).
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11. Se f é a função cotangente , isto é, f(x) = cotg(x), então a derivada da função f , em

relação à variável x, é dada por f
′
(x) = −cosec2(x).

12. Se f é a função secante, isto é, f(x) = sec(x), então a derivada da função f , em relação

à variável x, é dada por f
′
(x) = sec(x) · tg(x).

13. Se f é a função cossecante, isto é, f(x) = cosec(x), então a derivada da função f , em

relação à variável x, é dada por f
′
(x) = −cosec(x) · cotg(x).

14. Se f é a função arco seno, isto é, f(x) = arc sen(x), então a derivada da função f , em

relação à variável x, é dada por f
′
(x) =

1√
1− x2

.

15. Se f é a função arco cosseno, isto é, f(x) = arc cos(x), então a derivada da função f , em

relação à variável x, é dada por f
′
(x) =

−1√
1− x2

.

16. Se f é a função arco tangente, isto é, f(x) = arc tg(x), então a derivada da função f , em

relação à variável x, é dada por f
′
(x) =

1

1 + x2
.

17. Se f é a função seno hiperbólico, isto é, f(x) = senh(x) =
ex − e−x

2
, então a derivada da

função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = cosh(x) =

ex + e−x

2
.

18. Se f é a função cosseno hiperbólico, isto é, f(x) = senh(x) =
ex + e−x

2
, então a derivada

da função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = senh(x) =

ex − e−x

2
.

19. Se f é a função tangente hiperbólico, isto é, f(x) = tgh(x), então a derivada da função

f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = sech2(x).

20. Se f é a função cotangente hiperbólico, isto é, f(x) = cotgh(x), então a derivada da

função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = −cosech2(x).

21. Se f é a função secante hiperbólico, isto é, f(x) = sech(x), então a derivada da função

f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = −sech(x) · tgh(x).

22. Se f é a função cossecante hiperbólico, isto é, f(x) = cosech(x), então a derivada da

função f , em relação à variável x, é dada por f
′
(x) = −cosech(x) · cotgh(x).
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Integrais imediatas

Pare e Pense. Professor, por que estamos re
ordando o 
on
eito de derivada sendo que

neste módulo queremos estudar integrais?

Suponha que, em um dia comum de aula, o professor de cálculo adiantou-se alguns minutos

e deixou escrito no quadro a igualdade:

f
′
(x) = cos(x).

À medida que os alunos foram chegando para a aula, observaram na lousa a igualdade e imedi-

atamente perceberam qual função o professor estava procurando.

Observe que a igualdade f
′
(x) = cos(x) nos reporta para a seguinte pergunta:

Qual função devo derivar para obter a função cosseno?

Como vimos anteriormente, se f(x) = sen(x), então f
′
(x) = cos(x) e, portanto, a resposta

para a pergunta é:

f(x) = sen(x).

Neste caso, dizemos que a função f(x) = sen(x) é chamada de primitiva ou antiderivada da

função f(x) = cos(x).

Observação. Sempre que existir uma função F (x) tal que

F
′
(x) = f(x)

para todo x perten
ente a um intervalo I, dizemos que a função F é uma primitiva ou

anti-derivada da função f .
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Pergunta. Professor, as funções que estudamos no 
ál
ulo possuem uma úni
a primitiva?

Não é verdade que um função possui uma única primitiva. Por exemplo, acabamos de ver que

a função F (x) = sen(x) é uma primitiva da função f(x) = cos(x). Porém as funções:

G(x) = sen(x) + 10

H(x) = sen(x) + π

S(x) = sen(x) +
√
2

também são primitivas da função f(x) = cos(x), visto que

G
′
(x) =

d

dx
(sen(x) + 10) =

d

dx
(sen(x)) +

d

dx
(10) = sen

′
(x) + 0 = sen

′
(x) = cos(x)

H
′
(x) =

d(sen(x) + π)

dx
=

d

dx
(sen(x)) +

d

dx
(π) = sen

′
(x) + 0 = sen

′
(x) = cos(x)

S
′
(x) =

d(sen(x) +
√
2)

dx
=

d

dx
(sen(x)) +

d

dx
(
√
2) = sen

′
(x) + 0 = sen

′
(x) = cos(x).

Observe que, na segunda igualdade, estamos utilizando que a derivada da soma de duas

funções é a soma das derivadas. Já na terceira igualdade, estamos aplicando que a derivada de

uma constante é igual a zero.

Assim, de um modo geral, podemos concluir que a família de funções

Fc(x) = sen(x) + c

formam um conjunto infinito A = ({Fc(x)}c∈R), onde cada elemento é uma primitiva da função

f(x) = cos(x).
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Observação. Não existe uma úni
a primitiva para uma dada função f , mais pre
isamente,

se F é uma primitiva da função f , então Fc(x) = F (x) + c, também é uma primitiva de f ,

para todo c ∈ R.

Já vimos que uma função f pode ter várias primitivas F . Por outro lado, de acordo com a lista

de funções deriváveis que recordamos anteriormente, é possível afirmar que a maior parte das

funções estudadas no curso de Cálculo I possui pelo menos uma primitiva.

Pergunta. Quando derivamos, o pro
esso para se en
ontrar a derivada é 
hamado de

derivação. Há um nome para o pro
esso para se en
ontrar a primitiva de uma função?

Existe uma notação que nos permita identi�
ar o pro
esso para se obter uma primitiva?

Damos o nome de integração ao processo realizado para se encontrar uma primitiva de uma

dada função. Simbolicamente, quando estamos calculando uma primitiva, utilizamos:

ˆ

f(x) dx : integral def com relação a x.

Mais precisamente, o símbolo
ˆ

f(x) dx nos diz:

“ qual a familia de funções F (x), devo derivar com relação a x, para obter a função f(x)”.

Decompondo
ˆ

f(x) dx, temos:

ˆ

: sinal de integração

f(x) : função integrando

f(x) dx : integrando

dx : identifica a variável de integração.
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Observação. Se f é uma função que possui primitiva F , então:

ˆ

f(x) dx = F (x) + c se, e somente, se F
′
(x) = f(x).

Utilizando a lista de funções diferenciáveis, podemos calcular imediatamente as integrais:

TABELA DE INTEGRAIS IMEDIATAS

(1)

ˆ

dx = x+ c (2)

ˆ

xα dx =
xα+1

α + 1
+ c (α 6= −1)

(3)

ˆ

ax dx =
ax

ln(a)
+ c (4)

ˆ

ex dx = ex + c

(5)

ˆ

1

x
dx = ln(x) + c (6)

ˆ

sen(x) dx = −cos(x) + c

(7)

ˆ

cos(x) dx = sen(x) + c (8)

ˆ

sec2(x) dx = tg(x) + c

(9)

ˆ

cossec2(x) dx = −cotg(x) + c (10)

ˆ

sec(x) · tg(x) dx = sec(x) + c

(11)

ˆ

cossec(x) · cotg(x) dx = −cossec(x) + c (12)

ˆ

1√
1− x2

dx = −arc sen(x) + c

(13)

ˆ

1

1 + x2
dx = arc tg(x) + c (14)

ˆ

1

x
√
x2 − 1

dx = arc sec(x) + c

(15)

ˆ

senh(x) dx = cosh(x) + c (16)

ˆ

cosh(x) dx = senh(x) + c

(17)

ˆ

sech2(x) dx = tgh(x) + c (18)

ˆ

cossech2(x) dx = −cotgh(x) + c

(19)

ˆ

sech(x) · tgh(x) dx = −sech(x) + c (20)

ˆ

cossech(x) · cotgh(x) dx = −cossech(x) + c

Cálculo II 17



Integrais elementares: soma e produto por escalar

Pergunta. Professor, sabendo 
al
ular as integrais

ˆ

x3 dx e

ˆ

cos(x) dx, é possível 
al-


ular a integral

ˆ

(x3 + cos(x)) dx?

Utilizando a tabela das integrais imediatas, percebemos que:

ˆ

x3 dx =
1

4
x4 + c1 e

ˆ

cos(x) dx = sen(x) + c2. (1.1)

Por outro lado, sabemos que, para resolver a integral
ˆ

(
x3 + cos(x)

)
dx, devemos encontrar

uma certa função F (x) tal que

F
′
(x) = x3 + cos(x).

Claramente a função procurada é:

1

4
x4 + sen(x) + c,

visto que
d

dx

(
1

4
x4 + sen(x) + c

)

=
d

dx

(
1

4
x4

)

+
d

dx
(sen(x)) +

d

dx
(c)

=
1

4
· 4 · x3 + cos(x) + 0

= x3 + cos(x).

Dessa forma, temos que:

ˆ

(x3 + cos(x)) dx =
1

4
x4 + sen(x) + c. (1.2)

Relacionando as igualdades (1.1) e (1.2), obtemos:

ˆ

(x3 + cos(x)) dx =

ˆ

x3 dx+

ˆ

cos(x) dx.
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Pergunta. O resultado que a
abamos de veri�
ar é uma parti
ularidade das funções

f(x) = x3
e g(x) = cos(x), ou é válido para quaisquer funções deriváveis?

O resultado obtido utilizando as funções f(x) = x3 e g(x) = cos(x) pode ser estendido a

qualquer função derivável.

Considere F (x) e G(x) primitivas das funções f(x) e g(x), respectivamente. Dessa forma,

temos que:
ˆ

f(x) dx = F (x) + c1 e
ˆ

g(x) dx = G(x) + c2. (1.3)

Afirmamos que a função

H(x) = F (x) +G(x) + c1 + c2

é uma primitiva da função

h(x) = f(x) + g(x).

De fato,

d

dx
(H(x)) =

d

dx
(F (x) +G(x) + c1 + c2) Por definição H(x) = F (x) + G(x) + c1 + c2 .

=
d

dx
(F (x)) +

d

dx
(G(x)) +

d

dx
(c1 + c2) Derivada da soma é a soma das derivadas.

= F
′
(x) +G

′
(x) Troca de notação:

d

dx
(F (x)) = F

′

(x) e
d

dx
(G(x)) = G

′

(x) e

derivada de uma constante é zero:
d

dx
(c1 + c2) = 0.

= f(x) + g(x) F (x) e G(x) são primitivas das funções f(x) e g(x).

= h(x) Por definição h(x) = f(x) + g(x).

Assim, verificamos que a afirmação é verdadeira, isto é:

d

dx
(H(x)) = h(x). (1.4)

Combinando (1.3) (1.4), temos:

ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.

Após a análise anterior, temos o seguinte resultado:
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Observação. Sejam f : I ⊂ R −→ R e g : I ⊂ R −→ R funções reais 
om primitivas

F (x) e G(x), respe
tivamente. Então:

ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx,

ou seja,

�a integral da soma de funções é sempre a soma das integrais�.

Pergunta. Professor, sabendo 
al
ular a integral

ˆ

sec2(x) dx é possível 
al
ular a integral

ˆ (π

4
· sec2(x)

)

dx?

Utilizando a tabela das integrais imediatas, percebemos que:

ˆ

sec2(x) dx = tg(x) + c1. (1.5)

Agora, se a constante que está multiplicando a função f(x) = sec2(x) fosse um número inteiro,

por exemplo 3, poderíamos transformar a integral

ˆ

3 · sec2(x) dx

em somas e calculá-la, ou seja,

ˆ

3 · sec2(x) dx =

ˆ

(sec2(x) + sec2(x) + sec2(x)) dx

=

ˆ

sec2(x) dx+

ˆ

sec2(x) dx+

ˆ

sec2(x) dx Integral da soma é a soma das integrais.

= (tg(x) + c1) + (tg(x) + c1) + (tg(x) + c1) Estamos utilizandoa igualdade (1.5).

= 3 · tg(x) + c. Por simplicidade estamos considerando c = 3c1 .
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Dessa forma, concluímos que:

ˆ

3 · sec2(x) dx = 3 · tg(x) + c.

Por outro lado, se o número que multiplica a função f(x) = sec2(x) não for um número inteiro,

por exemplo
π

4
, não podemos resolver utilizando a propriedade da soma de integrais. Contudo,

sabemos que, para resolver a integral
π

4
· sec2(x), devemos encontrar uma função F (x), tal que:

F
′
(x) =

π

4
· sec2(x).

Claramente, a função procurada é:

π

4
· tg(x) + c,

visto que:

d

dx

(π

4
· tg(x) + c

)

=
d

dx

(π

4
· tg(x)

)

+
d

dx
(c) Derivada da soma de funções é soma das derivadas.

=
d

dx

(π

4
· tg(x)

)

Derivada de uma constante é zero.

=
π

4
· d

dx
(tg(x)) Derivada do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela derivada da função.

=
π

4
· sec2(x). Derivada da função tangente é sec

2
(x).

Dessa forma, temos que
d

dx

(π

4
· tg(x) + c

)

=
π

4
· sec2(x) (1.6)

Relacionando as igualdades (1.5) e (1.6), obtemos:

ˆ

π

4
· sec2(x) dx =

π

4
· tg(x) + c.

Pergunta. O resultado que a
abamos de veri�
ar é uma parti
ularidade da função

f(x) = sec2(x) , ou é válido para quaisquer funções deriváveis que estejam multipli
adas

por uma 
onstante?
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O resultado que acabamos de verificar utilizando a função f(x) = sec2(x), pode ser estendido

a qualquer função derivável.

Considere F (x) uma primitiva da função f(x) e considere K um número real não nulo. Dessa

forma, temos que:
ˆ

f(x) dx = F (x) + c (1.7)

Afirmamos que a função

H(x) = K · F (x) + c

é uma primitiva da função

h(x) = K · f(x).

De fato,
d

dx
(H(x)) =

d

dx
(K · F (x) + c) Por definição H(x) = K · F (x) + c.

=
d

dx
(K · F (x)) +

d

dx
(c) Derivada da soma é a soma das derivadas.

=
d

dx
(K · F (x)) Derivada de uma constante é zero.

= K · d

dx
(F (x)) Derivada do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela derivada da função.

= K · F ′
(x) Troca de notação:

d

dx
(F (x)) = F

′

(x).

= K · f(x) F (x) é primitiva da função f(x).

= h(x) Por definição h(x) = K · f(x).

Assim, verificamos que a afirmação é verdadeira, isto é:

d

dx
(H(x)) = h(x). (1.8)

Combinando (1.7) (1.8), temos:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx.

Após a análise anterior, temos o seguinte resultado:
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Observação. Seja f : I ⊂ R −→ R, 
om primitiva F (x) e 
onsidere K um número real.

Então:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx,

ou seja,

�a integral do produto de uma 
onstante por uma função é o produto da 
onstante pela

integral�.

Aplique seus conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

(2x2 − 3)2 dx.

Solução.

O objetivo é utilizar as técnicas:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx e
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.

Assim sendo,

ˆ

(2x2 − 3)2 dx =

ˆ

(4x4 − 12x2 + 9) dx Primeiramente, devolvemos o binômio, isto é, (2x2 − 3)
2

= 4x
4 − 12x

2
+ 9.

=

ˆ

4x4 dx+

ˆ

−12x2 dx+

ˆ

9 dx Integral da soma é a soma das integrais.

= 4

(
ˆ

x4 dx

)

− 12

(
ˆ

x2 dx

)

+ 9

(
ˆ

dx

)

Integral do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela integral.
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ˆ

(2x2 − 3)2 dx = 4

(
x5

5
+ c1

)

− 12

ˆ

x2 dx+ 9

ˆ

dx Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

x
4
dx =

x5

5
+ c1.

= 4

(
x5

5
+ c1

)

− 12

(
x3

3
+ c2

)

+ 9

ˆ

dx Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

x
2
dx =

x3

3
+ c2.

= 4

(
x5

5
+ c1

)

− 12

(
x3

3
+ c2

)

+ 9(x+ c3) Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

dx = x + c3 .

=
4

5
x5 + 4c1 −

12

3
x3 − 12c2 + 9x+ 9c3 Desenvolvendo os produtos.

=

(
4

5
x5 − 12

3
x3 + 9x

)

+ (4c1 − 12c2 + 9c3) Separando as variáveis das constantes.

=

(
4

5
x5 − 12

3
x3 + 9x

)

+ c Por simplicidade consideramos: c = (4c1 − 12c2 + 9c3) .

Dessa forma, concluímos que:

ˆ

(2x2 − 3)2 =
4

5
x5 − 4x3 + 9x+ c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

(

9t2 +
1√
t3

)

dt.

Solução.

O objetivo é utilizar as técnicas:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx e
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.
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Assim sendo,

ˆ

(

9t2 +
1√
t3

)

dt =

ˆ

9t2 dt+

ˆ

1√
t3

dt Integral da soma é a soma das integrais.

= 9

(
ˆ

t2 dt

)

+

ˆ

1√
t3

dt Integral do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela integral.

= 9

(
t3

3
+ c1

)

+

ˆ

1√
t3

dt Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

t
2
dx =

t3

3
+ c1.

= 9

(
t3

3
+ c1

)

+

ˆ

1

(t3)
1
2

dt Recorde que
√

t3 = (t
3
)
1
2 .

= 9

(
t3

3
+ c1

)

+

ˆ

(t3)−
1
2 dt Recorde que

1

(t3)
1
2

= (t
3
)
−

1
2 .

= 9

(
t3

3
+ c1

)

+

ˆ

t−
3
2 dt Recorde que (t

3
)
−

1
2 = t

−
3
2 .

= 9

(
t3

3
+ c1

)

+

(

t−
3
2
+1

−3
2
+ 1

+ c2

)

Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

t
−

3
2 dt =

t
−

3
2
+1

− 3
2

+ 1
+ c2.

ˆ

(

9t2 +
1√
t3

)

dt = 9

(
t3

3
+ c1

)

−
(

2t−
1
2 + c2

)

Note que:
t
−

3
2
+1

− 3
2

+ 1
= −2t

−
1
2 .

=

(
9

3
t3 − 2t−

1
2

)

+ (9c1 − c2) Separando as variáveis das constantes.

=

(
9

3
t3 − 2t−

1
2

)

+ c Por simplicidade estamos considerando c = (9c1 − c2).

Dessa forma, concluímos que:

ˆ

(

9t2 +
1√
t3

)

dt =
(

3t3 − 2t−
1
2

)

+ c.

Cálculo II 25



Teste. Cal
ule a integral

ˆ

sen(x)

cos2(x)
dx.

Solução.

O objetivo é utilizar as técnicas:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx e
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.

Assim sendo,

ˆ

sen(x)

cos2(x)
dx =

ˆ

(

sen(x) · 1

cos2(x)

)

dx Observe que
sen(x)

cos2(x)
=

(

sen(x) ·
1

cos2(x)

)

=

ˆ

sen(x) ·
(

1

cos(x)
· 1

cos(x)

)

dx Note que
1

cos2(x)
=

(

1

cos(x)
·

1

cos(x)

)

=

ˆ

1

cos(x)
·
(

sen(x) · 1

cos(x)

)

dx Apenas reorganizamos a ordem do produto

ˆ

sen(x)

cos2(x)
dx =

ˆ

1

cos(x)
· tg(x) dx Perceba que

(

sen(x) ·
1

cos(x)

)

=
sen(x)

cos(x)
= tg(x)

=

ˆ

(sec(x) · tg(x)) dx Recorde que sec(x) =
1

cos(x)

= sec(x) + c Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

(sec(x) · tg(x)) dx = sec(x) + c.

Dessa forma, concluímos que:

ˆ

sen(x)

cos2(x)
dx = sec(x) + c.
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Teste. Cal
ule a integral

ˆ

ln(x)

x ln(x2)
dx.

Solução.

O objetivo é utilizar as técnicas:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx e
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.

Assim sendo,

ˆ

ln(x)

x ln(x2)
dx =

ˆ

ln(x)

2x ln(x)
dx Aplicando a propriedade do logaritmo: ln(x2

) = 2 ln(x).

=

ˆ

1

2x
dx Simplificando o logaritmo na integral:

ˆ ✘✘ln(x)

2x✘✘ln(x)
dx =

ˆ

1

2x
dx.

=
1

2

ˆ

1

x
dx a integral do produto de uma constante por uma função é o produto .

da constante pela integral:
ˆ

1

2x
dx =

1

2

ˆ

1

x
dx.

=
1

2
ln(|x|) + c Pela tabela das integrais imediatas:

ˆ

1

x
dx = ln(|x|) + c.

Dessa forma, concluímos que:

ˆ

ln(x)

x ln(x2)
dx =

1

2
ln(|x|) + c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

(ex − e−x) dx.

Solução.

O objetivo é utilizar as técnicas:

ˆ

(K · f(x)) dx = K ·
ˆ

f(x) dx e
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx+

ˆ

g(x) dx.
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Assim sendo,

ˆ

(ex − e−x) dx =

ˆ

2(ex − e−x)

2
dx Multiplicando e dividindo o integrando por 2 não alteramos o resultado.

= 2

ˆ

(ex − e−x)

2
dx a integral do produto de uma constante por uma função é o produto

da constante pela integral:
ˆ

2(ex − e−x)

2
dx = 2

ˆ

(ex − e−x)

2
dx.

= 2

ˆ

senh(x) dx Recorde que:
(ex − e−x)

2
= senh(x).

= 2(cosh(x) + c1) Pela tabela das integrais imediatas:
ˆ

senh(x) dx = cosh(x) + c.

= 2 cosh(x) + 2c1 Apenas distribuimos o produto.

= 2 cosh(x) + c Por simplicidade denotamos c = 2c1 .

Dessa forma, concluímos que:

ˆ

(ex − e−x) dx = 2 cosh(x) + c.
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Integrais e a regra da cadeia

Considere a função f(x) =
(2x2 + 2x− 3)11

22
.

Pergunta. Como é 
al
ulada a derivada da função f?

A derivada de função f é calculada utilizando a regra da cadeia, ou seja:

d

dx

(
(2x2 + 2x− 3)11

22

)

=
1

22
· d

dx

(
(2x2 + 2x− 3)11

)
A derivada do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela derivada da função.

=
1

22
·
(

11 · (2x2 + 2x− 3)10 · d

dx
(2x2 + 2x− 3).

)

Estamos aplicando a regra da cadeia

=
1

22
·
(
11 · (2x2 + 2x− 3)10 · (4x+ 2).

)
Note que

d

dx
(2x

2
+ 2x − 3) = 4x + 2

=
1

22
·
(
11 · (2x2 + 2x− 3)10 · 2 · (2x+ 1).

)
Visto que 4x + 2 = 2 · (2x + 1)

= (2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1) Uma vez que
1

✚22
·
(

✚11 · (2x2
+ 2x − 3)

10 · ✄2 · (2x + 1).
)

Dessa forma, temos que a derivada da função f é

d

dx

(
(2x2 + 2x− 3)11

22

)

= (2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1).

Pare e Pense. Considere a pergunta inversa: �qual função foi derivada para obter a

expressão (2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1)?�, isto é, queremos determinar a integral

ˆ

(2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1) dx =?
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Através das contas que fizemos anteriormente, já sabíamos qual a função que responde a

pergunta:
ˆ

(2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1) dx =

(
(2x2 + 2x− 3)11

22

)

+ c,

uma vez que
d

dx

(
(2x2 + 2x− 3)11

22

)

= (2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1).

Pergunta. Professor, a pergunta foi fá
il de responder, pois já háviamos derivado a função

antes. Como devo pro
eder quando des
onheço a função que foi derivada?

Observe que f(x) =
(

(2x2+2x−3)11

22

)

pode ser vista como sendo a composta das funções

g(x) =
1

22
x11 e h(x) = 2x2 + 2x− 3,

visto que

(g ◦ h)(x) = g(h(x)) = g(2x2 + 2x− 3) Estamos utilizando a definição h(x) = 2x2 + 2x − 3

=
1

22
· (2x2 + 2x− 3)11 Estamos utilizando a definição g(x) =

1

22
x
11.

Observação. Quando a integral a ser 
al
ulada envolve a derivada de uma função 
om-

posta, devemos realizar uma mudança de 
oordenadas na integral, visando �desfazer a


omposição� e obter na maioria das vezes uma integral imediata.

Vejamos como este processo ocorre na prática. Por exemplo, ao calcularmos a integral

ˆ

(2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1) dx

podemos fazar a mudança de coordenadas:

u = 2x2 + 2x− 3.
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Pergunta. Professor, por que foi es
olhida a função u = 2x2 + 2x− 3 e não a função

u = 2x+ 1?

A escolha da troca u = 2x2 + 2x− 3 foi em função da parcela 2x+ 1, pois

d

dx
(u) =

d

dx
(2x2 + 2x− 3) = 4x+ 2 = 2(2x+ 1)

ou seja, a derivada da função 2x2 + 2x− 3 é exatamente a função 2(2x+ 1).

Agora, simbolicamente, temos:

du

dx
= 2(2x+ 1) ⇒ 1

2
du = (2x+ 1)dx.

Realizando a mudança na integral, obtemos:

ˆ

(2x2 + 2x− 3)10 · (2x+ 1) dx =

ˆ

u101

2
du Note que u = 2x

2
+ 2x − 3 e

1

2
du = (2x + 1)dx

=
1

2

(
ˆ

u10 du

)

a integral do produto de uma constante por uma função

é o produto da constante pela integral.

=
1

2

(
u11

11
+ c1

)

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos
ˆ

u
10

du =
u10+1

10 + 1
+ c.

=
1

2
· u

11

11
+

1

2
· c1 Distribuimos o produto.

=
1

2
· u

11

11
+ c Por simplicidade consideramos

1

2
· c1 .

=
(2x2 + 2x− 3)11

22
+ c Recorde que u = 2x

2
+ 2x − 3.
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Pergunta. Professor, 
omo devemos pro
eder de um modo geral, quando a integral en-

volver a derivada de uma função 
omposta?

Nestes casos, sempre devemos procurar uma substituição conveniente. Vejamos na prática

como isso funciona. Seja f um função integrável, isto é, existe uma função F (x), satisfazendo

F
′
(x) = f(x). Além disso, considere g um função derivável, tal que (F ◦ g)(x) e (f ◦ g)(x) estejam

bem definidas, ou seja, estamos considerando uma função g cuja a composta com F e f seja

possível.

Dessa forma, a integral
ˆ

f(g(x)) · g′
(x) dx

pode ser calculada utilizando a mudança de variável

u = g(x) e du = g
′
(x)dx

visto que
ˆ

f(g(x)) · g′
(x) dx =

ˆ

f(u) · du = F (u) + c.

Agora, sendo u = g(x), obtemos:

ˆ

f(g(x)) · g′
(x) dx = F (g(x)) + c.

Observação. Seja f um função integrável, isto é, existe F (x) tal que F
′
(x) = f(x) e


onsidere g um função derivável tal que (F ◦ g)(x) e (f ◦ g)(x) estejam bem de�nidas.

Então:

ˆ

f(g(x)) · g′
(x) dx = F (g(x)) + c,

utilizando a mudança de 
oordenadas

u = g(x),

onde

du

dx
= g

′
(x) ⇒ du = g

′
(x)dx
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

x
5
√
x2 − 1

dx.

Solução.

A integral
ˆ

x
5
√
x2 − 1

dx pode ser resolvida utilizando uma mudança de coordenadas ade-

quada. Por exemplo, fazendo

u = x2 − 1,

obtemos
du

dx
=

d

dx
(x2 − 1) = 2x

o que implica que
du

dx
= 2x

⇓

du = 2x · dx.

⇓
1

2
du = x · dx.

Agora, calculando a integral, temos:

ˆ

x
5
√
x2 − 1

dx =

ˆ

1
5
√
x2 − 1

x · dx

=

ˆ

1
5
√
u

1

2
du Estamos realizando a substituição u = x

2 − 1 e
1

2
du = x · dx

=
1

2

(
ˆ

1
5
√
u
du

)

=
1

2

(
ˆ

1

u
1
5

du

)

Condiderando 5
√

u = u
1
5
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ˆ

x
5
√
x2 − 1

dx =
1

2

(
ˆ

u−
1
5 du

)

Condiderando
1

u
1
5

= u
−

1
5

=
1

2

(

u
4
5

4
5

+ c1

)

Aplicando a tabela de integrais imediatas temos:
ˆ

u
−

1
5 du =

u
1− 1

5

1 − 1
5

+ c1

=
1

2

(
5

4
u

4
5 + c1

)

Note que
u

4
5

4
5

=
5

4
u

4
5

=
5

8
u

4
5 + c Por simplicidade estamos considerando c =

1

2
c1

=
5

8
(x2 − 1)

4
5 + c Recorde que u = x

2 − 1 .

Logo, concluímos que
ˆ

x
5
√
x2 − 1

dx =
5

8
(x2 − 1)

4
5 + c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

e
1
x + 2

x2
dx.

Solução.

A integral
ˆ

e
1
x + 2

x2
dx pode ser resolvida utilizando uma mudança de coordenadas adequada.

Por exemplo, fazendo

u =
1

x
= x−1,

obtemos
du

dx
=

d

dx
(x−1) = −x−2 = − 1

x2

o que implica que
du

dx
= − 1

x2

⇓

du = − 1

x2
· dx.

⇓

−du =
1

x2
· dx.
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Agora, calculando a integral, temos:

ˆ

e
1
x + 2

x2
dx =

ˆ

(e
1
x + 2) · 1

x2
dx

=

ˆ

(eu + 2) (−du) Estamos realizando a substituição u =
1

x
e −du =

1

x2
· dx

= −
(
ˆ

eu + 2 du

)

= −
ˆ

eu du−
ˆ

2 du Integral da soma é a soma das integrais

= −eu + c1 − 2u+ c2 Utilizando a tabela de integrais imediatas temos:
´

eu du = eu + c1 e
´

2 du = 2u + c2 .

= −eu − 2u+ c Por simplicidade estamos utilizando c = c1 + c2.

= −e
1
x − 2

x
+ c Recorde que u = 1

x
.

Logo, concluímos que
ˆ

e
1
x + 2

x2
dx = −e

1
x − 2

x
+ c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

sen(5θ − π) dθ.

Solução.

A integral
ˆ

sen(5θ − π) dθ pode ser resolvida utilizando uma mudança de coordenadas ade-

quada. Por exemplo, fazendo

u = 5θ − π,

obtemos
du

dx
=

d

dx
(5θ − π) = 5

o que implica que
du

dx
= 5
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⇓

du = 5 · dx.

⇓
1

5
du = dx.

Agora, calculando a integral, temos:

ˆ

sen(5θ − π) dθ =

ˆ

sen(u)
1

5
du Estamos realizando a substituição u = 5θ − π e dx =

1

5
· du

=
1

5

ˆ

sen(u) du

=
1

5
(−cos(u) + c1) Utilizando a tabela de integrais imediatas temos:

ˆ

sen(u) du = −cos(u) + c1

= −1

5
cos(u)− 1

5
c1 Apenas distribuimos o produto.

= −1

5
cos(u) + c Por simplicidade estamos considerando c = −

1

5
c1.

= −1

5
cos(5θ − π) + c Recorde que u = 5θ − π.

Logo, concluímos que

ˆ

sen(5θ − π) dθ = −1

5
cos(5θ − π) + c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

1

ln(tt)
dt.

Solução.

Primeiramente, observe que:

ˆ

1

ln(tt)
dt =

ˆ

1

t ln(t)
dt =

ˆ

1

ln(t)
· 1
t
dt Estamos utilizando a propriedade do logaritmo: ln(tt) = t ln(t).
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A integral
ˆ

1

t ln(t)
dt pode ser resolvida utilizando uma mudança de coordenadas adequada.

Por exemplo, fazendo

u = ln(t),

obtemos
du

dt
=

d

dt
(ln(t)) =

1

t

o que implica que
du

dt
=

1

t

⇓

du =
1

t
· dt.

Agora, calculando a integral, temos:

ˆ

1

ln(t)
· 1
t
dt =

ˆ

1

u
du Estamos realizando a substituição u = ln(t) e du =

1

t
dt

= ln(|u|) + c Utilizando a tabela de integrais imediatas temos:
ˆ

1

u
du = ln(|u|) + c

= ln(| ln(t)|) + c Recorde que u = ln(t).

Logo, concluímos que
ˆ

1

ln(t)
· 1
t
dt = ln(| ln(t)|) + c.
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Integrais e a regra do produto

Pare e Pense. Vamos 
onsiderar a seguinte pergunta: �qual função foi derivada para

obter a expressão x · sen(x)?� Na verdade, queremos determinar a integral

ˆ

x · sen(x) dx =?

Pelo fato de
d

dx
(sen(x)) = cos(x), é comum acreditarmos que:

ˆ

x · sen(x) dx = x · cos(x) + c.

Porém, ao contrário do que a maior parte dos alunos pensa,
ˆ

x · sen(x) dx não é a função

f(x) = x · cos(x). A derivada da função f é calculada utilizando a regra do produto, da seguinte

forma:

f
′
(x) =

d

dx
(x · cos(x)) Apenas mudamos de notação

=
d

dx
(x) · cos(x) + x · d

dx
(cos(x)) Estamos aplicando a regra do produto para derivadas

= cos(x)− x · sen(x). Note que,
d

dx
(x) = 1 e

d

dx
(cos(x)) = −sen(x)

Assim, temos que a derivada da função f é:

d

dx
(x · cos(x)) = cos(x)− x · sen(x). (1.9)

Dessa forma, concluímos:
ˆ

x · sen(x) dx 6= x · cos(x).

Poderíamos também tentar resolver a integral
ˆ

x · sen(x) dx através do processo de substi-

tuição, a saber:

u = x ou u = sen(x).

Ao utilizarmos a mudança de variável u = x, voltaremos ao mesmo problema, porém agora

na variável u, isto é,
ˆ

x · sen(x) dx =

ˆ

u · sen(u) du,

visto que
d

dx
(u) = 1.
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Por outro lado, ao utilizarmos a mudança de variável u = sen(x) voltaremos a um problema

semelhante, porém agora com a função cosseno, isto é,

ˆ

x · sen(x) dx =

ˆ

arcsen(u) · u
cos(x)

du,

visto que

u = sen(x) ⇒ du

dx
= cos(x) e x = arcsen(u).

Esta substituição não nos ajudou em nada. Na verdade, complicou o problema, pois antes

havia somente a variável x e agora o integrando depende de x e u. Assim, podemos concluir que

a técnica de substituição não se aplica no caso da integral
ˆ

x · sen(x) dx.

Pergunta. Professor, por essa não esperávamos. Como determinaremos

ˆ

x · sen(x) dx?

Considere a função h(x) = −x · cos(x)+ sen(x). A derivada de f é calculada utilizando a regra

do produto juntamente com a regra da soma, ou seja:

h
′
(x) =

d

dx
(−x · cos(x) + sen(x))

= − d

dx
(x · cos(x)) + d

dx
(sen(x)) A derivada da soma é a soma das derivadas.

= − d

dx
(x · cos(x)) + cos(x) d

dx
(sen(x)) = cos(x).

= − (1 · cos(x)− x · sen(x)) + cos(x) d

dx
(x · cos(x)) = 1 · cos(x) − x · sen(x) (regra do produto).

= −cos(x) + x · sen(x) + cos(x) Apenas distribuimos o sinal (-)

= −✘✘✘✘cos(x) + x · sen(x) +✘✘✘✘cos(x).

= x · sen(x).
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Dessa forma, temos que a derivada da função f é

d

dx
(−x · cos(x) + sen(x)) = x · sen(x)

e, consequentemente, concluímos que:

ˆ

x · sen(x) dx = −x · cos(x) + sen(x) + c.

Pergunta. Professor, essa pergunta não é fá
il de responder. Como devo pro
eder para

en
ontrar a função h(x) = −x · cos(x) + sen(x) + c?

A função h não foi construída no “chute”. Existe uma técnica para obtê-la. Note que:

h(x) = −x · cos(x) + sen(x) Definição da função h.

= x · (−cos(x)) + 1 · sen(x) Apenas reescrevemos a expressão de h, de forma conveniente.

= f(x) · g(x) + 1 · sen(x) Estamos considerando f(x) = x e g(x) = −cos(x).

= f(x) · g(x) +
ˆ

f
′
(x) · g(x) dx Se f(x) = x e g(x) = −cos(x), então f

′

(x) = 1 e
ˆ

−cosx dx = sen(x) .

Por outro lado, também podemos reescrever a expressão da integral da seguinte forma:

ˆ

x · sen(x) dx =

ˆ

f(x) · g′
(x) dx.

Combinando as informações, concluímos que:

ˆ

f(x) · g′
(x) dx = f(x) · g(x) +

ˆ

g(x) · f ′
(x) dx. (1.10)

Na prática, quando o integrando for um produto de funções no qual a integral não possa ser

calculada de forma direta ou através de um simples substituição, temos que considerar uma das

funções que compõem o produto, como sendo a “derivada de uma função conhecida” e utilizar a

técnica aplicada em (1.10), para resolver a integral. Esta técnica é chamada de “Integração por

Partes”.
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Observe que podemos reescrever a igualdade (1.10), da seguinte forma:

ˆ

u dv = u · v −
ˆ

v du,

onde

u = f(x) ⇒ du

dx
= f

′
(x) ⇒ du = f

′
(x)dx

v = g(x) ⇒ dv

dx
= g

′
(x) ⇒ dv = g

′
(x)dx.

Mais precisamente,

ˆ

f(x)
︸︷︷︸

u

· g′
(x) dx
︸ ︷︷ ︸

dv

= f(x)
︸︷︷︸

u

· g(x)
︸︷︷︸

v

+

ˆ

g(x)
︸︷︷︸

v

· f ′
(x) dx

︸ ︷︷ ︸

du

.

Esta é a notação, mais utilizada nos livros de cálculo usuais.

Observação. Se f e g são duas funções deriváveis, então

ˆ

f(x) · g′
(x) dx = f(x) · g(x) +

ˆ

g(x) · f ′
(x) dx,

mais pre
isamente,

ˆ

u dv = u · v −
ˆ

v du,

utilizando a mudança de variáveis

u = f(x) e dv = g
′
(x)dx.

DICA: Considere dv sempre a função mais fá
il de integrar, uma vez que:

dv = g
′
(x)dx ⇒ dv

dx
= g

′
(x) ⇒ v =

ˆ

g
′
(x) dx.
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

x · ln(x) dx.

Solução.

Para aplicar a técnica de integração por partes, vamos considerar

u = ln(x) e dv = x · dx,

pelo fato de a integral
ˆ

x dx ser simples de se calcular.

Assim,

u = ln(x) ⇒ du

dx
=

d

dx
(ln(x))

⇒ du

dx
=

1

x

⇒ du =
1

x
dx.

Por outro lado,

dv = xdx ⇒ dv

dx
= x

⇒ v =

ˆ

x dx

⇒ v =
x2

2
.

Agora, utilizando as expressões

u = ln(x) e du =
1

x
dx

v =
x2

2
e dv = xdx

podemos aplicar a técnica de integração por partes, isto é,
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ˆ

x · ln(x) dx =

ˆ

ln(x)
︸ ︷︷ ︸

u

· x dx
︸︷︷︸

dv

Apenas reescrevemos para aplicar a técnica de integração por partes

= u · v −
ˆ

v du Técnica de integração por partes

=
x2 · ln(x)

2
−
ˆ

x2

2
· 1
x
dx u = ln(x), du =

1

x
dx,v =

x2

2
e dv = xdx

=
x2 · ln(x)

2
−
ˆ

x

2
dx

ˆ

x
2 ·

1

x
dx =

ˆ

x dx

=
x2 · ln(x)

2
− x2

4
+ c.

ˆ

x dx =
x2

2
+ c

Portanto, concluímos que

ˆ

x · ln(x) dx =
x2 · ln(x)

2
− x2

4
+ c.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ

cos3(x) dx.

Solução.

Note que:
ˆ

cos3(x) dx =

ˆ

cos2(x) · cos(x) dx.

Para aplicar a técnica de integração por partes, vamos considerar

u = cos2(x) e dv = cos(x) dx

pelo fato de a integral
ˆ

cos(x) dx ser simples de se calcular.
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Assim,

u = cos2(x) ⇒ du

dx
=

d

dx
(cos2(x))

⇒ du

dx
= 2 · cos(x) · (−sen(x)) Aplicamos a regra da cadeia

⇒ du = −2 · cos(x) · sen(x)dx.

Por outro lado,

dv = cos(x)dx ⇒ dv

dx
= cos(x)

⇒ v =

ˆ

cos(x) dx

⇒ v = sen(x).

Agora, utilizando as expressões

u = cos2(x) e du = −2 · cos(x) · sen(x)dx

v = sen(x) e dv = cos(x)dx

podemos aplicar a técnica de integração por partes, isto é,

ˆ

cos3(x) dx =

ˆ

cos2(x)
︸ ︷︷ ︸

u

· cos(x) dx
︸ ︷︷ ︸

dv

Apenas reescrevemos para aplicar a técnica de integração por partes

= u · v −
ˆ

v du Técnica de integração por partes

= cos2(x) · sen(x)−
ˆ

sen(x) · (−2 · cos(x) · sen(x)) dx u = cos
2
(x), du = −2 · cos(x) · sen(x)dx,

v = sen(x) e dv = cos(x)dx

= cos2(x) · sen(x) + 2

ˆ

sen2(x) · cos(x) dx Integral do produto de uma constante por uma função é o produto da

constante pela integral.
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Agora, a integral
ˆ

sen2(x) · cos(x) dx pode ser calculada por substituição. Considerando,

s = sen(x) ⇒ ds

dx
=

d

dx
(sen(x)) = cos(x)

⇒ ds

dx
= cos(x)

⇒ dx =
1

cos(x)
ds.

Assim sendo:
ˆ

sen2(x) · cos(x) dx =

ˆ

s2 · cos(x) · 1

cos(x)
ds Realizamos a substituição s = sen(x)

=

ˆ

s2 ·✘✘✘✘cos(x) · 1

✘✘✘✘cos(x)
ds

=

ˆ

s2 ds =
s3

3
+ c

=
sen3(x)

3
+ c Lembrando que s = sen(x)

Voltando à integral,
ˆ

cos3(x) dx, temos que

ˆ

cos3(x) dx = cos2(x) · sen(x) + 2

ˆ

sen2(x) · cos(x) dx

= cos2(x) · sen(x) + 2
sen3(x)

3
+ c.

Portanto, concluímos que

ˆ

cos3(x) dx = cos2(x) · sen(x) + 2
sen3(x)

3
+ c.
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Resolvendo integrais através de substituições trigonométicas

Existem algumas integrais que são resolvidas utilizando uma mudança de variáveis conven-

cionais, como vimos nas seções anteriores. Por exemplo, cosidere a integral

ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx.

Num primeiro momento, pensamos ser possível resolvê-la através de um simples substituição,

a saber:

s = x2 − 9.

Se s = x2 − 9, então

s = x2 − 9 ⇒ ds

dx
=

d

dx
(x2 − 9)

⇒ ds

dx
= 2x Observe que

d

dx
(x

2 − 9) = 2x

⇒ ds = 2x · dx

⇒ dx =
1

2x
· ds.

Aplicando a substituição, obtemos:

ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx =

ˆ

1

x2 · √s

1

2x
· ds

=

ˆ

1

2x3 · √s
ds.

A integral resultante da substituição por s = x2 − 9 é mais complicada que a integral original.

O que mostra que esse não é o caminho. Por outro lado, podemos também tentar a substituição

r =
1

x2
.

Se r =
1

x2
, então

x =

√

1

r
ou x = −

√

1

r
,

que não nos ajuda em nada.

Como uma última tentativa, podemos tentar utilizar integral por partes, visto que a integral em

questão pode ser vista como sendo um produto de duas função, como segue:

ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx =

ˆ

1√
x2 − 9

· 1

x2
dx.
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Aplicando a integração por partes, temos:

ˆ

1√
x2 − 9

· 1

x2
dx = −1

x
· 1√

x2 − 9
−
ˆ −1
√

(x2 − 9)3
dx,

considerando

u =
1√

x2 − 9
e dv =

1

x2
dx.

Utilizando a integração por partes, obtemos uma integral bem mais complicada.

Pergunta. Professor, esta integral é possível de se 
al
ular?

É possível calcular a integral
ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx, porém devemos realizar a seguinte substitui-

ção:

x = 3 · sec(θ) (secante), com 0 ≤ θ <
π

2
ou π ≤ θ <

3π

2
.

Assim,
dx

dθ
=

d

dθ
(3 · sec(θ))

= 3 · d

dθ
(·sec(θ))

= 3 · sec(θ) · tg(θ).

O que implica que:

dx = 3 · sec(θ) · tg(θ) · dθ.
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Por outro lado, temos:

√
x2 − 9 =

√

(3 · sec(θ))2 − 9 Estamos utilizando x = 3 · sec(θ)

=
√

9 · sec2(θ)− 9 Desenvolvemos o quadrado

=
√

9(sec2(θ)− 1) Colocamos o 9 em evidência

=
√
9 ·
√

sec2(θ)− 1 Raiz do produto é o produto das raízes

= 3 ·
√

sec2(θ)− 1

= 3 ·
√

tg2(θ) Recorde que sec2(θ) − 1 = tg2(θ)

= 3 · tg(θ) Extraimos a raiz .

Dessa forma, √
x2 − 9 = 3 · tg(θ).

Após a substituição x = sec(θ), podemos reescrever a integral da seguinte forma:

ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx =

ˆ

1

9 · sec2(θ) · 3 · tg(θ) 3 · sec(θ) · tg(θ) · dθ
√

x2 − 9 = 3 · tg(θ) e dx = 3 · sec(θ) · tg(θ) · dθ

=

ˆ

1

9 · sec(θ) ·✘✘✘✘sec(θ) · ✁3 ·✟✟✟tg(θ)
✁3 ·✘✘✘✘sec(θ) ·✟✟✟tg(θ) · dθ

=

ˆ

1

9 · sec(θ) dθ

=
1

9
·
ˆ

cos(θ) dθ sec(θ) =
1

cos(θ)

=
1

9
· sen(θ) + c Estamos utilizando a tabela de integrais imediatas

Logo, temos que:
ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx =
1

9
· sen(θ) + c. (1.11)

Agora, resta saber o valor de θ em função de x para finalizarmos o cálculo da integral. Note

que:
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x = 3 · sec(θ) ⇒ sec(θ) =
x

3

⇒ 1

cos(θ)
=

x

3

⇒ cos(θ) =
3

x
.

Agora, se cos(θ) =
3

x
, então temos o triângulo:

x

3

y

θ

Assim,

y2 + 9 = x2 ⇒ y =
√
x2 − 9

e, portanto, podemos calcular sen(θ) através da expressão:

sen(θ) =

√
x2 − 9

x
. (1.12)

Combinando as expressões (1.11) e (1.12), obtemos:

ˆ

1

x2 ·
√
x2 − 9

dx =
1

9
·
√
x2 − 9

x
+ c.

Observação. Quando a integral não puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-

tuição, ou pelo método de integração por partes, e o integrando possuir a expressão

√
x2 − a2,

devemos sempre realizar a mudança de variáveis

x = a · sec(θ),

onde

0 ≤ θ <
π

2
ou π ≤ θ <

3π

2
.

Vamos agora estudar a integral

ˆ √
9− x2 dx.

Assim, como no exemplo anteriormente estudado, o método de substituição e de integral por

partes não servem para resolver esta integral. É possível calcular a integral
ˆ √

9− x2 dx através
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da substituição:

x = 3 · sen(θ), com −π

2
≤ θ ≤ π

2
.

Assim,
dx

dθ
=

d

dθ
(3 · sen(θ))

= 3 · d

dθ
(sen(θ))

= 3 · cos(θ).

O que implica que:

dx = 3 · cos(θ) · dθ.

Por outro lado, temos:

√
9− x2 =

√

9− (3 · sen(θ))2 Estamos utilizando x = 3 · sen(θ)

=
√

9− 9 · sen2(θ) Desenvolvemos o quadrado

=
√

9 · (1− sen2(θ)) Colocamos o 9 em evidência

=
√
9 ·
√

1− sen2(θ) Raiz do produto é o produto das raízes

= 3 ·
√

1− sen2(θ)

= 3 ·
√

cos2(θ) Recorde que 1 − sen2(θ) = cos2(θ)

= 3 · cos(θ) Extraimos a raiz .

Dessa forma, √
9− x2 = 3 · cos(θ).

Após a substituição x = sen(θ) podemos reescrever a integral da seguinte forma:

ˆ √
9− x2 dx =

ˆ

3 · cos(θ) · 3 · cos(θ) dθ √

9 − x2 = 3 · cos(θ) e dx = 3 · cos(θ) · θ

= 9 ·
ˆ

cos2(θ) dθ,
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ou seja,
ˆ √

9− x2 dx = 9 ·
ˆ

cos2(θ) dθ + c. (1.13)

Para resolver a integral em θ, vamos utilizar a relação:

cos2(θ) =
1

2
+

1

2
· cos(2θ).

Assim sendo,

ˆ

cos2(θ) dθ =

ˆ

(
1

2
+

1

2
· cos(2θ)

)

dθ

=

ˆ

1

2
dθ +

ˆ

(
1

2
· cos(2θ)

)

dθ Integral da soma é a soma das integrais

=
1

2
·
ˆ

dθ +
1

2
·
ˆ

cos(2θ) dθ
ˆ

c · f(x) dx = c ·
(
ˆ

f(x) dx

)

=
1

2
· θ + 1

2
·
ˆ

cos(2θ) dθ
ˆ

dθ = θ + c,

isto é,
ˆ

cos2(θ) dθ =
1

2
· θ + 1

2
·
ˆ

cos(2θ) dθ (1.14)

Já integral
ˆ

cos(2θ) dθ, deve ser calculada utilizando o método de substituição. Considere:

s = 2θ ⇒ ds

dθ
=

d

dθ
(2θ)

⇒ ds

dθ
= 2

⇒ ds = 2 · dθ

⇒ dθ =
1

2
· ds.
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Logo,
ˆ

cos(2θ) dθ =

ˆ

cos(s) · 1
2
· ds Fizemos a substituição s = 2 · θ

=
1

2
·
ˆ

cos(s) · ds ˆ

c · f(x) dx = c ·
(
ˆ

f(x) dx

)

=
1

2
· sen(s) + c

ˆ

cos(s) ds = sen(s) + c

=
1

2
· sen(2θ) + c Visto que s = 2θ

ou seja,
ˆ

cos(2θ) dθ =
1

2
· sen(2θ) + c (1.15)

Combinando as informações (1.13), (1.14) e (1.15), obtemos

ˆ √
9− x2 dx =

9

2
· θ + 9

4
· sen(2θ) + c (1.16)

Resta determinarmos o valor de sen(2θ) e de θ em função de x para finalizarmos o cálculo da

integral. Note que:

x = 3 · sen(θ) ⇒ sen(θ) =
x

3
.

Agora, se sen(θ) =
x

3
, então temos o triângulo:

3

y

x

θ

Assim,

y2 + x2 = 9 ⇒ y =
√
9− x2

e, portanto,

cos(θ) =

√
9− x2

3
. (1.17)
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Dessa forma,

sen(2θ) = 2 · sen(θ) · cos(θ)

= 2 · x
3
·
√
9− x2

3

=
2

9
· x ·

√
9− x2,

isto é,

sen(2θ) =
2

9
· x ·

√
9− x2. (1.18)

Por outro lado,

sen(θ) =
x

3
⇒ θ = arc sen

(x

3

)

(1.19)

Combinando as expressões (1.16), (1.18) e (1.19), obtemos:

ˆ √
9− x2 dx =

9

2
· arc sen

(x

3

)

+
1

2
· x ·

√
9− x2 + c.

Observação. Quando a integral não puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-

tuição e/ou pelo método de integração por partes, e o integrando possuir a expressão

√
a2 − x2,

devemos sempre realizar a mudança de variáveis

x = a · sen(θ),

onde

−π

2
≤ θ ≤ π

2
.

Para finalizar os estudos envolvendo cálculo de integrais através de substituições trigonométri-

cas, considere a integral:
ˆ

1

x2 ·
√
x2 + 9

dx. (1.20)

Para calcular esta integral, devemos realizar a seguinte substituição:

x = 3 · tg(θ), com −
π

2
< θ <

π

2
.
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Assim,
dx

dθ
=

d

dθ
(3 · tg(θ))

= 3 · d

dθ
(tg(θ))

= 3 · sec2(θ),

isto é,

dx = 3 · sec2(θ)dθ. (1.21)

Por outro lado, temos:

x2 ·
√
x2 + 9 = (3 · tg(θ))2

√

(3 · tg(θ))2 + 9 Estamos utilizando x = 3 · tg(θ)

= 9 · tg2(θ) ·
√

9 · tg2(θ) + 9 Desenvolvemos o quadrado

= 9 · tg2(θ) ·
√

9(tg2(θ) + 1) Colocamos o 9 em evidência

= 9 · tg2(θ) ·
√
9 ·
√

tg2(θ) + 1 Raiz do produto é o produto das raízes

= 27 · tg2(θ) ·
√

tg2(θ) + 1

= 27 · tg2(θ) ·
√

sec2(θ) Recorde que sec2(θ) = tg2(θ) + 1

= 27 · tg2(θ) · sec(θ), Extraimos a raiz

ou seja,

x2 ·
√
x2 + 9 = 27 · tg2(θ) · sec(θ). (1.22)

Combinando as expressões (1.20), (1.21) e (1.22), podemos reescrever a integral da seguinte
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forma:
ˆ

1

x2 ·
√
x2 + 9

dx =

ˆ

1

27 · tg2(θ) · sec(θ) (3 · sec
2(θ)) dθ x

2 ·
√

x2 + 9 = 27 · tg2(θ) · sec(θ) e dx = 3 · sec2(θ) · dθ

=

ˆ

−1

9
· sec(θ) · sec(θ)
tg2(θ) · sec(θ) dθ Apenas reorganizamos o radicando

= −1

9
·
ˆ

sec(θ) · sec(θ)
tg2(θ) · sec(θ) dθ

ˆ

c · f(x), dx = c ·
ˆ

f(x), dx

= −1

9
·
ˆ

sec(θ) ·✘✘✘✘sec(θ)

tg2(θ) ·✘✘✘✘sec(θ)
dθ

ˆ

c · f(x), dx = c ·
ˆ

f(x), dx

= −1

9
·
ˆ

sec(θ)

tg2(θ)
dθ

= −1

9
·
ˆ

cos(θ)

sen2(θ)
dθ tg

2
(θ) =

sen2(θ)

cos2(θ)
e sec(θ) =

1

cos(θ)
,

isto é,

ˆ

1

x2 ·
√
x2 + 9

dx = −1

9
·
ˆ

cos(θ)

sen2(θ)
dθ. (1.23)

A integral em θ pode ser resolvida através da substituição:

s = sen(θ)

Note que:
ds

dθ
=

d

dθ
(sen(θ)) ⇒ ds

dθ
= cos(θ)

⇒ ds = cos(θ)dθ

⇒ dθ =
1

cos(θ)
ds.

(1.24)
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Relacionando (1.23) e (1.24), segue que:

−1

9
·
ˆ

cos(θ)

sen2(θ)
dθ = −1

9
·
ˆ

1

sen2(θ)
· cos(θ) dθ

= −1

9
·
ˆ

1

sen2(θ)
· cos(θ) · 1

cos(θ)
ds dθ =

1

cos(θ)
ds

= −1

9
·
ˆ

1

sen2(θ)
·✘✘✘✘cos(θ) · 1

✘✘✘✘cos(θ)
ds dθ =

1

cos(θ)
ds

= −1

9
·
ˆ

1

sen2(θ)
ds s = sen(θ)

= −1

9
·
ˆ

1

s2
ds

= −1

9
·
ˆ

s−2 ds

= −1

9
· s

−1

−1
+ c

ˆ

s
−2

ds =
s−1

−1
+ c

= −1

9
· 1
s
+ c

= −1

9
· 1

sen(θ)
+ c s = sen(θ),

ou seja,

ˆ

1

x2 ·
√
x2 + 9

dx = −1

9
· 1

sen(θ)
+ c. (1.25)

Agora, resta saber o valor de sen(θ) em função de x para finalizarmos o cálculo da integral.

Note que:

x = 3 · tg(θ) ⇒ tg(θ) =
x

3
.

Agora, se tg(θ) =
x

3
, então temos o triângulo:

y

3

x

θ
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Assim,

y2 = x2 + 9 ⇒ y =
√
x2 + 9

e, portanto, podemos calcular sen(θ), através da expressão:

sen(θ) =
x√

x2 + 9
. (1.26)

Combinando as expressões (1.25) e (1.26), obtemos:

ˆ

1

x2 ·
√
x2 + 9

dx = −1

9
·
√
x2 + 9

x
+ c.

Observação. Quando a integral não puder ser resolvida utilizando os métodos de substi-

tuição e/ou pelo método de integração por partes, e o integrando possuir a expressão

√
x2 + a2,

devemos sempre realizar a mudança de variáveis

x = a · tg(θ),

onde

−π

2
< θ <

π

2
.
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Intregrais de funções racionais: método das frações parciais

Pergunta. Professor, o que são funções ra
ionais?

Prezado aluno, funções racionais são funções formadas pelo quociente de dois polinômios,

isto é, é toda função da forma:

f(x) =
p1(x)

p2(x)
,

com p1(x) e p2(x) polinômios.

Considere a seguinte função:

f(x) =
x+ 5

x2 + 3x+ 2
.

Claramente, f é uma função racional, visto que

p1(x) = x+ 5 e p2(x) = x2 + 3x+ 2

são polinômios.

SITUAÇÃO 1

“O polinômio que está no denominador da função racional, possui apenas raízes distintas”

Pergunta. Professor, 
omo 
al
ulamos

ˆ

x+ 5

x2 + 3x+ 2
dx, uma vez que uma simples sub-

stituição não fun
iona?

A substituição plausível seria u = x2 + 3x + 2, visto que a derivada de u é um polinômio de

grau 1 e teríamos change de simplificar o númerador da função racional. Porém, sendo

du

dx
=

d

dx
(x2 + 3x+ 2) = 2x+ 3

⇓
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du = (2x+ 3)dx

não é possível simplificar o numerador da função racional.

Como a integral se comporta bem com a soma, ou seja,

ˆ

(f(x) + g(x))dx =

ˆ

f(x)dx+

ˆ

g(x)dx

nosso objetivo será transformar toda função racional em uma soma e depois calcular a integral.

Por exemplo, considere a integral:

ˆ

x+ 5

x2 + 3x+ 2
dx.

Pergunta. Como podemos transformar a função ra
ional em uma soma integrável?

Esse processo vai depender do número de raízes do polinômio que se encontra no denominador

da função racional.

Note que:

x2 + 3x+ 2 = (x+ 1) · (x+ 2)

pois, x = −1 e x = −2 são raízes do polinômio x2 + 3x+ 2.

Por outro lado, o polinômio x + 5 possui grau 1. Com essas informações, vamos buscar

constantes A e B, tais que:

x+ 5

x2 + 3x+ 2
=

A

(x+ 1)
+

B

(x+ 2)
. (1.27)
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Assim sendo, segue que:

A

(x+ 1)
+

B

(x+ 2)
=

A · (x+ 2) +B · (x+ 1)

(x+ 1) · (x+ 2)
Estamos calculando o m.m.c entre os polinômios (x + 1) e (x + 2).

=
Ax+ 2A+Bx+B

(x+ 1) · (x+ 2)
Desenvolvemos os produtos.

=
x · (A+B) + (2A+B)

(x+ 1) · (x+ 2)
Agrupamos os fatores que possuem x .

=
x · (A+B) + (2A+B)

x2 + 3x+ 2
Estamos utilizando que x

2
+ 3x + 2 = (x + 1) · (x + 2) .,

A

(x+ 1)
+

B

(x+ 2)
=

x · (A+B) + (2A+B)

x2 + 3x+ 2
(1.28)

Segue de (1.27) e (1.28) que:

x+ 5

x2 + 3x+ 2
=

x · (A +B) + (2A+B)

x2 + 3x+ 2
.

Agora, como os denominadores são iguais, a igualdade acontece se

x+ 5 = x · (A+B) + (2A+B).

A igualdade destacada é uma igualdade entre dois polinômios de grau 1. Que só pode ocorrer

se: 





A +B = 1

2A +B = 5.

Resolvendo o sistema, temos:

A = 4 e B = −3.

De (1.27), segue que
x+ 5

x2 + 3x+ 2
=

4

(x+ 1)
− 3

(x+ 2)
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Dessa forma:
ˆ

x+ 5

x2 + 3x+ 2
dx =

ˆ

(
4

(x+ 1)
− 3

(x+ 2)

)

dx

=

ˆ

4

(x+ 1)
dx−

ˆ

3

(x+ 2)
dx

= 4 ·
ˆ

1

(x+ 1)
dx− 3 ·

ˆ

1

(x+ 2)
dx

= 4 · ln(|x+ 1|)− 3 · ln(|x+ 2|) + c Basta resolver as integrais utilizando as substituições u = x + 1 e v = x + 2

Observação. Seja f(x) =
p1(x)

p2(x)
uma função ra
ional. Sempre que o polin�mio que está

no denominador possuir raízes distintas, isto é,

p2(x) = (x− x1) · · · · · (x− xk) p2 possui k raízes distintas.

então podemos es
rever a função f na forma:

f(x) =
A1

(x− x1)
+ · · ·+ Ak

(x− xk)
.

SITUAÇÃO 2

“O polinômio que está no denominador da função racional possui raízes repetidas”

Vamos agora estudar o caso em que polinômio que está no denominador possui uma raiz

repetida. Por exemplo, considere a integral:

ˆ

x+ 5

(x+ 1)2 · (x+ 2)
dx.

Observe que o denominador da função racional acima corresponde ao polinômio

x3 + 4x2 + 5x + 2, cuja raízes são x = −1 (raiz dupla) e x = −2 (raiz simples). Repetindo os

mesmos argumentos, vamos buscar constantes A, B1 e B2 tais que:

x+ 5

(x+ 1)2 · (x+ 2)
=

A

(x+ 2)
+

B1

(x+ 1)2
+

B2

(x+ 1)
. (1.29)

Cálculo II 61



Note que o termo correspondente de raiz dupla (parcela (x+1)2) contribui com duas parcelas

na formação das frações parciais, a saber,

B1

(x+ 1)2
e

B2

(x+ 1)
.

Assim sendo, segue que:

A

(x+ 2)
+

B1

(x+ 1)2
+

B2

(x+ 1)
=

A · (x+ 1)2 +B1 · (x+ 2) +B2 · (x+ 1) · (x+ 2)

(x+ 1)2 · (x+ 2)

Estamos calculando o m.m.c entre os polinômios (x + 1), (x + 1)2 e (x + 2).

=
A · (x2 + 2x+ 1) +B1 · (x+ 2) +B2 · (x2 + 3x+ 2)

(x+ 1)2 · (x+ 2)

Desenvolvemos as potências.

=
(A+B2)x

2 + (2A+B1 + 3B2)x+ (A + 2B1 + 2B2)

(x+ 1)2 · (x+ 2)
,

Agrupamos os fatores que possuem x .

ou seja,

A

(x+ 2)
+

B1

(x+ 1)2
+

B2

(x+ 1)
=

(A +B2)x
2 + (2A+B1 + 3B2)x+ (A+ 2B1 + 2B2)

(x+ 1)2 · (x+ 2)
(1.30)

Segue de (1.29) e (1.30), que:

x+ 5

(x+ 1)2 · (x+ 2)
=

(A+B2)x
2 + (2A+B1 + 3B2)x+ (A+ 2B1 + 2B2)

(x+ 1)2 · (x+ 2)
.

Agora, como os denominadores são iguais, a igualdade acontece se

x+ 5 = (A+B2)x
2 + (2A+B1 + 3B2)x+ (A+ 2B1 + 2B2).

A igualdade destacada é uma igualdade entre dois polinômios, que só pode ocorrer se:







A+B2 = 0

2A+B1 + 3B2 = 1

A+ 2B1 + 2B2 = 5.

Resolvendo o sistema, temos:

A = 3, B1 = 4 e B2 = −3.

De (1.29), segue que

x+ 5

(x+ 1)2 · (x+ 2)
=

3

(x+ 2)
+

4

(x+ 1)2
− 3

(x+ 1)
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Dessa forma:
ˆ

x+ 5

(x+ 1)2 · (x+ 2)
dx =

ˆ

(
3

(x+ 2)
+

4

(x+ 1)2
− 3

(x+ 1)

)

dx

=

ˆ

3

(x+ 2)
dx+

ˆ

4

(x+ 1)2
dx−

ˆ

3

(x+ 1)
dx

= 3 ·
ˆ

1

(x+ 2)
dx+ 4 ·

ˆ

1

(x+ 1)2
dx− 3 ·

ˆ

1

(x+ 1)
dx

= 3 · ln(|x+ 2|)− 4 · 1

x+ 1
− 3 · ln(|x+ 1|) + c

Basta resolver as integrais utilizando as substituições u = x + 1 e v = x + 2

Observação. Seja f(x) =
p1(x)

p2(x)
uma função ra
ional. Sempre que o polin�mio que está

no denominador possuir raízes repetidas, isto é, um fator do tipo (x − xj)
k
(xj é k vezes

raiz do denominador), 
ada fator (x−xj)
k

ontribui 
om k par
elas de frações par
iais, da

forma:

B1

(x− x1)k
+

B2

(x− xj)k−1
+ · · ·+ Bk−1

(x− xj)2
+

Bk

(x− xj)
.

SITUAÇÃO 3

“O polinômio que está no denominador da função racional possui um polinômio de grau 2 que

NÃO possui raízes reais, isto é, é um fator irredutível ”

Vamos agora estudar o caso em que o polinômio que está no denominador é um polinômio

de grau 2, que não possui raízes reais. Por exemplo, considere a integral:

ˆ

x+ 5

(x2 + 1) · (x+ 2)
dx.

Observe que o denominador da função racional acima, apresenta a parcela x2 + 1, que não

possui raízes reais (delta é negativo). Repetindo os mesmos argumentos, vamos buscar con-

stantes A, B1 e B2 tais que:

x+ 5

(x2 + 1) · (x+ 2)
=

A

x+ 2
+

B1x+B2

x2 + 1
. (1.31)
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Observe que, o termo correspondente à parcela x2 +1 possui no numerador um polinômio de

grau 1 do tipo B1x+B2, a saber
B1x+B2

x2 + 1
.

Assim sendo, segue que:

A

x+ 2
+

B1x+B2

x2 + 1
=

A · (x2 + 1) + (x+ 2) · (B1x+B2)

(x+ 2) · (x2 + 1)

Estamos calculando o m.m.c entre os polinômios (x + 2) e x2 + 1.

=
(A+B1)x

2 + (B2 + 2B1)x+ (A+ 2B2)

(x+ 2) · (x2 + 1)
,

Agrupamos os fatores que possuem x .

ou seja,

A

x+ 2
+

B1x+B2

x2 + 1
=

(A+B1)x
2 + (B2 + 2B1)x+ (A+ 2B2)

(x+ 2) · (x2 + 1)
. (1.32)

Segue de (1.31) e (1.32), que:

x+ 5

(x+ 2) · (x2 + 1)
=

(A+B1)x
2 + (B2 + 2B1)x+ (A+ 2B2)

(x+ 2) · (x2 + 1)
.

Agora, como os denominadores são iguais, a igualdade acontece se

x+ 5 = (A+B1)x
2 + (B2 + 2B1)x+ (A + 2B2).

A igualdade destacada, é uma igualdade entre dois polinômios. Que só pode ocorrer se:







A+B1 = 0

B2 + 2B1 = 1

A+ 2B2 = 5.

Resolvendo o sistema, temos:

A =
3

5
, B1 = −3

5
e B2 =

11

5
.

De (1.31), segue que

x+ 5

(x+ 2) · (x2 + 1)
=

3
5

(x+ 2)
+

−3
5
x+ 11

5

x2 + 1

=
3

5
· 1

(x+ 2)
− 3

5
· x

x2 + 1
+

11

5
· 1

x2 + 1
.
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Dessa forma:
ˆ

x+ 5

(x+ 2) · (x2 + 1)
dx =

ˆ

(
3

5
· 1

(x+ 2)
− 3

5
· x

x2 + 1
+

11

5
· 1

x2 + 1

)

dx

=
3

5
·
ˆ

1

(x+ 2)
dx− 3

5
·
ˆ

x

x2 + 1
dx+

11

5
·
ˆ

1

x2 + 1
dx.

Note que:
ˆ

1

(x+ 2)
dx = ln(|x+ 2|) + c Basta fazer a substituição u = x + 2

ˆ

x

x2 + 1
dx =

1

2
· ln(|x2 + 1|) + c Basta fazer a substituição u = x

2
+ 1

ˆ

1

x2 + 1
dx = arc tg(x) + c Verificar lista de integrais imediatas

Logo,

ˆ

x+ 5

(x+ 2) · (x2 + 1)
dx =

3

5
· ln(|x+ 2|)− 3

5
· 1
2
· ln(|x2 + 1|) + 11

5
· arc tg(x) + c.

Observação. Seja f(x) =
p1(x)

p2(x)
uma função ra
ional. Sempre que o polin�mio que está no

denominador possuir um termo de segundo grau x2+ bx+ c irredutível, este fator 
ontribui


om uma par
ela de frações par
iais, da forma:

B1x+B2

x2 + bx+ c
.
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Teste seus conhecimentos

INTEGRAIS ELEMENTARES

1. Calcule as integrais indefinidas e na sequência derive as primitivas obtidas.

a)

ˆ

x2

x2 + 1
dx; b)

ˆ

√

4

x4 − x2
dx; c)

ˆ

(
ex

2
+
√
x+

1

x

)

dx;

d)

ˆ

sec2(x) · (cos3(x) + 1) dx; e)

ˆ

sec2(x)

cosec(x)
dx.

2. Encontrar uma primitiva F , da função f(x) = x
2
3 + x, tal que F (1) = 1.

3. Encontrar uma primitiva da função f(x) = x−2 + 1 que se anule no ponto x = 2.

4. Sabendo que a função f satisfaz a igualdade

ˆ

f(x) dx = sen(x)− xcos(x)− 1

2
x2 + c,

determine f
(π

4

)

.

5. Determine uma função f tal que f
′
(x) + sen(x) = 0 e f(0) = 2.

INTEGRAIS: MÉTODO DA SUBSTITUIÇÃO

6. Encontre uma primitiva para as integrais.

a)

ˆ √
x2 + 2x4 dx; b)

ˆ

ex

ex + 4
dx; c)

ˆ

tg(x) · sec2(x) dx;

d)

ˆ

sen(x)

cos5(x)
dx; e)

ˆ

ex · cos(2ex) dx; f)

ˆ

2sec2(x)

3 + 2tg(x)
dx.

INTEGRAÇÃO POR PARTES

7. Encontre uma primitiva para as integrais.

a)

ˆ

x2 · sen(x) dx; b)

ˆ

t · e4t dx; c)

ˆ

x · ln(3x) dx;

d)

ˆ

ex · cos
(x

2

)

dx; e)

ˆ

ln(x) dx; f)

ˆ

cosec3(x) dx.
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INTEGRAÇÃO POR SUBSTITUIÇÃO TRIGONOMÉTRICA

8. Encontre uma primitiva para as integrais.

a)

ˆ

√
9− x2

2x2
dx; b)

ˆ

x2

3
√
x2 + 4

dx; c)

ˆ

dx

x3
√
x2 − 16

dx; .

INTEGRAÇÃO DE FUNÇÕES RACIONAIS

9. Encontre uma primitiva para as integrais.

a)

ˆ

x− 2

x3 − 3x2 − x+ 3
dx; b)

ˆ

x− 1

x3 + x2 − 4x− 4
dx;

c)

ˆ

x2 + 5x+ 4

x2 − 2x+ 1
dx; d)

ˆ

x2 + 1

x4 − 7x3 + 18x2 − 20x+ 8
dx;

e)

ˆ

x3 + 2x2 + 4

2x2 + 2
dx; f)

ˆ

3x− 1

x2 − x+ 1
dx.
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Respostas dos testes

EXERCÍCIO 1

a) x− arc tg(x) + c; b) 2arc sec(x) + c; c)
1

2
et +

2

3
t
3
2 +

1

3
ln |t|+ c;

d) sen(x) + tg(x) + c; e)
3

5
x

5
3 +

1

3
ln |x|+ c.

EXERCÍCIO 2

F (x) =
3

5
x

5
3 +

x2

2
− 1

10
.

EXERCÍCIO 3

F (x) = −1

x
+ x− 3

2
.

EXERCÍCIO 4

f
(π

4

)

=
π(
√
2− 2)

8
.

EXERCÍCIO 5

f(x) = cos(x) + 1.

EXERCÍCIO 6

a)
1

6
(1 + 2x2)

3
2 + c; b) ln(et + 4) + c; c)

tg2(x)

2
+ c;

d)
1

4
sec4(x) + c; e)

1

2
sen(2ex) + c; f) ln |3 + 2tg(θ)|+ c.
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EXERCÍCIO 7

a) − x2cos(x) + 2xsen(x) + 2cos(x) + c; b)
e4t

4

(

t− 1

4

)

+ c;

c)
x2

2

[

ln

(

3x− 1

2

)]

+ c; d)
2

5
ex
[

sen
(x

2

)

+ 2cos
(x

2

)]

+ c

e) x ln(x)− x+ c;

f) − xcotg(x) + ln |sen(x)|+ c.

EXERCÍCIO 8

a)
1

2

(

−
√
9− x2

x
− arcsen

(x

4

))

+ c;

b)
1

6
x
√
x2 + 4− 2

3
ln

∣
∣
∣
∣
∣

√
x2 + 4 + x

2

∣
∣
∣
∣
∣
+ c;

c)
1

128

(

−arcsen
(x

4

))

+ 4

√
x2 − 16

x2
+ c.

EXERCÍCIO 9

a)
1

4
ln |x− 1| − 3

8
ln |x+ 1|+ 1

8
ln |x− 3|+ c;

b)
1

12
ln |x− 2|+ 2

3
ln |x+ 1| − 1

2
ln |x− 2|+ c;

c) x+ 7 ln |x− 1| − 10

x− 1
+ c;
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e)
x2

4
+ x− 1

4
ln(x2 + 1) + arc tg(x) + c;

f)
3

2
ln |x2 − x+ 1|+ 1√

3
arc tg

(
2x− 1√

3

)

+ c.
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Módulo 2

Séries Numéricas

Introdução

Seu Pedro, aos seus 86 anos, considera-se um vencedor, tanto pelo tempo de vida, pelos

amigos que fez, quanto pelo patrimônio que conquistou durante todos esses anos. Sem filhos

e atualmente viúvo, resolveu distribuir o seu patrimônio de 2 milhões de reais às pessoas que

conhecera durante sua trajetória, da seguinte forma:

“ a primeira pessoa escolhida por seu Pedro, recebe 1 milhão, na condição de ficar com a

metade e doar a metade restante. Assim, a segunda pessoa recebe
1

2
milhão, fica com a

metade e doa a metade restante, e assim sucessivamente”

Considerando {pn} a sequência das quantias que cada pessoa recebeu, temos:

p1 = 1 milhão , p2 =
1

2
milhão , p3 =

1

4
milhão , · · · , pn =

1

2n−1
milhão , · · · ,

A iniciativa tomada pelo seu Pedro será motivo de comentários por longos anos.

Pare e Pense. Qual foi a quantia total doada pelo seu Pedro?

Para responder esta pergunta, devemos resolver a seguinte conta:

Sn = 1 milhão +
1

2
milhão +

1

4
de milhão +

1

8
de milhão +

1

16
de milhão +· · ·+ 1

2n−1
de milhão +· · ·

Pergunta. Professor, esta história está muito malu
a. Pelo que estou vendo, esta soma

pare
e não ter �m, mas, 
omo o patrim�nio do seu Pedro é �nito, 
reio que algum momento

terá que parar. Como isso é possível?
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Caro aluno, você não está ficando louco. Como seu Pedro ficou com 1 milhão do seu

patrimônio e iniciou o processo de doação com a outra metade da sua herança, devemos ter:

1 milhão +
1

2
milhão +

1

4
de milhão +

1

8
de milhão +

1

16
de milhão + · · ·+ 1

2n−1
de milhão + · · ·

q

2 milhão .

Pergunta. Professor, existe uma forma de simpli�
armos a es
rita da soma estudada an-

teriormente?

A forma de simplificarmos a escrita de somas com muitas parcelas é utilizar o operador so-

matório. Por exemplo, a soma

1 +
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ 1

2n−1

pode ser escrita, através do operador somatório, reduzidamente na forma:

1∑

j=1

1

2j−1
= 1

2∑

j=1

1

2j−1
= 1 +

1

2

3∑

j=1

1

2j−1
= 1 +

1

2
+

1

4

4∑

j=1

1

2j−1
= 1 +

1

2
+

1

4
+

1

8

...

n∑

j=1

1

2j−1
= 1 +

1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ · · ·+ 1

2n−1
.
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Observação. Com respeito ao operador somatório, temos as 
onsiderações:

1. O símbolo

∑
nos diz que operação matemáti
a a ser realizada é a soma;

2. O indí
e j é 
hamado de 
ontador do somatório e é responsável por estabele
er o

iní
io e o �m da soma;

3. O símbolo

n−1∑

j=1

, nos diz que o indí
e j vai assumir todos os valores entre 1 e n − 1 e

que para passar de um valor de j para outro devemos realizar uma soma;

4. O símbolo

n−1∑

j=1

pj, diz que devemos somar todos os elementos p1, · · · , pn−1, isto é,

n−1∑

j=1

pj = p1 + p2 + · · ·+ pn−1.

Cálculo II 73



Sequências Numéricas

Uma sequência numérica é simplesmente uma lista, na qual existe, um primeiro elemento, um

segundo elemento, um terceiro elemento, e assim por diante (sempre respeitando uma ordem)

sem interrupção. Em matemática uma lista finita não é considerado uma seqüência.

Pergunta. Professor, 
omo de�nimos matemati
amente uma sequên
ia numéri
a?

Uma sequência numérica é definida como sendo a função:

f : N −→ R

n 7−→ f(n) = an.

É comum, representarmos uma sequência, através dos simbolos:

{f(n)}, {an}, (an).

O termo {an} é chamado de termo geral da sequência.

Vamos ilustrar a definição anterior, através de um exemplo. Considere a sequência:

{an} =
1

n
.
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Computando alguns termos, temos:

n = 1 → a1 = 1

n = 2 → a2 =
1

2
= 0, 5000

n = 3 → a3 =
1

3
= 0, 3333

n = 4 → a3 =
1

4
= 0, 2500

n = 5 → a3 =
1

5
= 0, 2000

n = 6 → a3 =
1

6
= 0, 1666

n = 7 → a3 =
1

7
= 0, 1428

...
...

...

n = 1000 → a1000 =
1

1000
= 0, 0010

...
...

...

Claramente, é visível que a medida que n aumeta, o termo geral da sequência {an} =
1

n
se

aproxima da zero.

Pergunta. Professor, matemati
amente 
omo podemos entender as expressões �a medida

que n 
res
e� a sequên
ia se � aproxia de zero �?
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A frase, “a medida que n aumeta, a sequência {an} =
1

n
se aproxima da zero” pode ser

entedida matematicamente através da noção de limite pela expressão:

lim
n→∞

1

n
= 0.

Pergunta. Professor, sempre é possível determinarmos o número para o qual a sequên
ia

está se aproximando?

Nem sempre é possível determinarmos o número para o qual a sequência esta se aproxi-

mando. Quando for possível determinarmos tal número (sempre que o limite existir), dizemos

que a sequência é convergente. Agora, se o limite não existir, dizemos que a sequência é diver-

gente.

Pare e Pense. Professor, 
omo formalizamos a noção de 
onvergên
ia de uma sequên
ia?
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Utilizando a definição de limite, podemos dizer que uma sequência {an}, converge para um

número real L, sempre que:

para todo ǫ > 0 existir um número natural N > 0, tal que se n > N , então |an − L| < ǫ.

m

lim
n→∞

an = L.

Pare e Pense. Professor, 
omo formalizamos a noção de divergên
ia de uma sequên
ia?

Utilizando a definição de limite, podemos dizer que uma sequência {an}, diverge, sempre que:

para todo número ǫ > 0 existir um número natural N > 0, tal que se n > N , então an > ǫ.

m

lim
n→∞

an = ∞.

Observação. Toda sequên
ia 
onvergênte, 
onverge para um úni
o número real.

Vejamos, por que este resultdo é verdadeiro. Seja {an} uma sequência convergente. Con-

sidere que:

lim
n→∞

an = L1 e lim
n→∞

an = L2.
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Para provarmos o resultado devemos mostrar que L1 = L2. Fixe, ǫ um número positivo qual-

quer. Então, por definição, podemos encontra um número N1, tal que

|an − L1| < ǫ

sempre que n > N1. Por outro lado, também podemos encontra um número N2, tal que

|an − L2| < ǫ

sempre que n > N2.

Agora, tome N = máx(N1, N2). Então, as desigualdades anteriores, ocorrem simultânea-

mente, isto é:

|aN − L1| < ǫ e |aN − L2| < ǫ.

Sendo assim, obtemos:

|L1 − L− 2| = |L1 − aN + aN − L2| Apenas somamos e subtrai aN

≤ |L1 − aN |+ |aN − L2| Estamos utilizando a desigualdade triangular

= ǫ+ ǫ Ambas as parcelas são menores que ǫ

= 2ǫ.

Agora, como ǫ pode ser qualquer número positivo, concluímos que L1 = L2.

Pergunta. Professor, quando é possível determinarmos o limite de uma sequên
ia?

Através do estudo do comportamento dos termos, podemos ter informações sobre a con-

vergência ou divergência da sequência. Dizemos que uma sequência {an} é limitada se existe
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um número real M , com a propriedade:

|an| ≤ M.

Uma sequência é não decrescente se os termos se comportam da seguinte forma:

s1 ≤ s2 ≤ s3 ≤ · · · ≤ sn ≤ sn+1 ≤ · · ·.

Por outro lado, dizemos que uma sequência é não crescente se os termos se comportam da

seguinte forma:

s1 ≥ s2 ≥ s3 ≥ · · · ≥ sn ≥ sn+1 ≥ · · ·.

Uma sequência que é não decrescente ou não crescente é chamada de monótona.

Pare e Pense. Como vamos utilizar, os 
on
eitos anteriormente enun
iados para deter-

minarmos o limite de uma sequên
ia?

Sequências monótonas são menos complicadas de se estudar do que as sequências que

apresentam crescimentos e decrescimentos. A questão da convergência para uma seqüência

monótona é particularmente simples. Podemos imaginar que os termos da sequência podem

aumentar ou diminuirem indefinidamente até um limite (caso as sequências sejam limitadas).

Por outro lado, pode ocorrer dos termos divergem para ±∞. É impossível imaginar uma terceira

possibilidade. Expressamos isso, através do seguinte teorema:
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Observação. Suponha que {an} seja uma sequên
ia monótona. Então, {an} é 
onvergente
se, e somente, se {an} é limitada.

Para provarmos este resultado, vamos considerar por simplicidade que {an} seja crescente.

O caso em que {an} é decrescente é análogo.

Note que se a sequência {an} for ilimitada, claramente será divergente, isto é,

lim
n→∞

an = ∞.

Agora, se {an} é limitada, vamos mostrar que

lim
n→∞

an = sup{an} Por definição sup{an} é a menor cota superior do conjunto dos elementos de {an}.

De fato,

an ≤ sup{an} para todo n.

Se b < sup{an} deve existir um temo aN , tal que

aN > b.

Fixe ǫ > 0. Sempre podemos encontrar um número positivo N , tal que

an > aN > sup{an} − ǫ

para todo n ≥ N .

Por outro lado, já sabemos que an ≤ sup{an}. Combinando as informações, obtemos:

sup{an} − ǫ < an ≤ sup{an} < sup{an}+ ǫ

o que implica questão

sup{an} − ǫ < an < sup{an}+ ǫ ⇒ |an − sup{an}| < ǫ,

para todo n ≥ N .
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Segue da definição de convergência de uma sequência que

lim
n→∞

= sup{an}.

Aplicando o teorema, obtemos que:

lim
n→∞

1

n2
= 0.

Pare e Pense. Professor, 
omo apli
amos este teorema?

Por exemplo, vamos mostrar que a sequência an =
1

n2
converge para zero. Claramente, a

sequência {an} é decrescente. Além disso, como todos os termos da sequência são positivos,

podemos concluir que:

sup{an} = 0.
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Séries Infinitas

Considere a sequência {an}. O conjunto

S = {a0, a1, a2, · · · , an, · · · }.

representa todos os temos da sequência {an}. A partir desses termos, podemos construir uma

nova sequência realizando pequenas somas, ou seja,

S1 = a1;

S2 =
2∑

j=1

aj = a1 + a2

S3 =

3∑

j=1

aj = a1 + a2 + a3

...
...

...

Sn =
n∑

j=1

aj = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an

Sn+1 =

n+1∑

j=1

aj = a1 + a2 + a3 + · · ·+ an + an+1

...
...

...

Observação. 1. Seja {an} uma sequên
ia de números reais. A série in�nita asso
iada

a {an}, denotada por

∞∑

j=1

aj, é de�nida por

∞∑

j=1

aj = lim
n→∞

Sn.

2. Cada número aj é 
hamado de termo da série in�nita e 
ada número Sj é denominado

soma par
ial da série in�nita.

3. Quando o limite lim
n→∞

Sn for um número real, dizemos que a série in�nita é 
onver-

vente. Caso o limite não exista, ou seja in�nito, dizemos que a série é divergente.
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Considere a sequên
ia {an} = {n} e de�na a série in�nita

∞∑

j=1

aj . Determine a lei

de formação da sequên
ia de somas par
iais da série dada e estude sua 
onvergên
ia.

Solução.

Os dez primeiros termos da sequência {an} são:

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3, a4 = 4, a5 = 5, a6 = 6, a7 = 7, a8 = 8, a9 = 9, a10 = 10.

Vamos agora determinar a lei de formação da sequência das somas parciais:

S1 = 1;

S2 = 1 + 2;

S3 = 1 + 2 + 3

S4 = 1 + 2 + 3 + 4

S5 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5

S6 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

S7 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7

S8 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8

S9 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9

S10 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10.
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Note que

S1 = 1 =
1 · (1 + 1)

2
;

S2 = 3 =
2 · (2 + 1)

2
;

S3 = 6 =
3 · (3 + 1)

2
;

S4 = 10 =
4 · (4 + 1)

2
;

S5 = 15 =
5 · (5 + 1)

2
;

S6 = 21 =
6 · (6 + 1)

2
;

S7 = 28 =
7 · (7 + 1)

2
;

S8 = 36 =
8 · (8 + 1)

2
;

S9 = 45 =
9 · (9 + 1)

2
;

S10 = 55 =
10 · (10 + 1)

2
.

Assim, concluímos que

Sn =
n · (n + 1)

2
.

A convergência da série
∞∑

j=1

j é estudada através do limite das somas parciais, ou seja,
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∞∑

j=1

j = lim
n→∞

Sn

= lim
n→∞

(
n · (n + 1)

2

)

= lim
n→∞

(
n2 + n

2

)

= lim
n→∞

n2

2
+ lim

n→∞

n

2

= ∞+∞.

Portanto, concluímos que a série
∞∑

j=1

j é divergente.

Teste. Considere a sequên
ia {an} = {n2} e de�na a série in�nita

∞∑

j=1

aj . Determine a lei

de formação da sequên
ia de somas par
iais da série dada e estude sua 
onvergên
ia.

Solução.

Os dez primeiros termos da sequência {an} são:

a1 = 1, a2 = 4, a3 = 9, a4 = 16, a5 = 25, a6 = 36, a7 = 49, a8 = 64, a9 = 81, a10 = 100.

Vamos, agora, determinar a lei de formação da sequência das somas parciais:
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S1 = 1;

S2 = 1 + 4;

S3 = 1 + 4 + 9

S4 = 1 + 4 + 9 + 16

S5 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25

S6 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36

S7 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49

S8 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64

S9 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81

S10 = 1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36 + 49 + 64 + 81 + 100.

Note que,

S1 = 1 =
1 · (1 + 1) · (2 · 1 + 1)

6
;

S2 = 5 =
2 · (2 + 1) · (2 · 2 + 1)

6
;

S3 = 14 =
3 · (3 + 1) · (2 · 3 + 1)

6
;

S4 = 30 =
4 · (4 + 1) · (2 · 4 + 1)

6
;

S5 = 55 =
5 · (5 + 1) · (2 · 5 + 1)

6
;

S6 = 91 =
6 · (6 + 1) · (2 · 6 + 1)

6
;

S7 = 140 =
7 · (7 + 1) · (2 · 7 + 1)

6
;

S8 = 204 =
8 · (8 + 1) · (2 · 8 + 1)

6
;

S9 = 285 =
9 · (9 + 1) · (2 · 9 + 1)

6
;

S10 = 385 =
10 · (10 + 1) · (2 · 10 + 1)

6
.
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Assim, concluímos que

Sn =
n · (n+ 1) · (2n+ 1)

6
.

A convergência da série
∞∑

j=1

j2 é estudada através do limite das somas parciais, ou seja,

∞∑

j=1

j2 = lim
n→∞

Sn

= lim
n→∞

(
n · (n+ 1) · (2n+ 1)

6

)

=
(

lim
n→∞

n

6

)

·
(

lim
n→∞

n + 1

6

)

·
(

lim
n→∞

2n+ 1

6

)

= ∞.

Portanto, concluímos que a série
∞∑

j=1

j2 é divergente.

Teste. Determine a série in�nita que gerou a seguinte sequên
ia de somas par
iais:

{
2n

3n+ 1

}

.

Solução.

Por definição, temos que

Sn = a1 + · · ·+ an−1 + an e Sn−1 = a1 + · · ·+ an−1.
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Assim sendo,

Sn − Sn−1 = a1 + · · ·+ an−1 + an − (a1 + · · ·+ an−1)

= a1 + · · ·+ an−1 + an − a1 − · · · − an−1

= ✚✚a1 + · · ·+✘✘✘an−1 + an −✚✚a1 − · · · −✘✘✘an−1

= an.

Logo,

an =
2n

3n+ 1
− 2(n− 1)

3(n− 1) + 1

=
2n · (3n− 2)− (2n− 2) · (3n+ 1)

(3n+ 1) · (3n− 1)

=
6n2 − 4n− 6n2 − 2n+ 6n+ 2

(3n+ 1) · (3n− 2)

=
✟✟6n2 −✚✚4n−✟✟6n2 −✚✚2n+✚✚6n+ 2

(3n+ 1) · (3n− 2)

=
2

(3n+ 1) · (3n− 2)
.

Portanto, a série procurada é
∞∑

n=1

2

(3n + 1) · (3n− 2)
.

Vimos até o momento que não é uma tarefa fácil estudar a convergência de uma série. O

próximo resultado, nos dá um critério para decidirmos se a série diverge, porém não nos dá

pistas da convergência.

88 Cálculo II



Observação. Se a série

∞∑

j=1

aj é 
onvergente, então lim
n→∞

an = 0.

Este resultado não é útil para determinarmos o limite da série, porém é uma forte

ferramenta para estudarmos a divergên
ia, uma vez que, se lim
n→∞

an 6= 0, então a série

diverge.

Prova.

Como a série
∞∑

j=1

aj é convergente, então existe um número real S tal que:

lim
n→∞

Sn = S,

onde Sn é a sequência formada pelas somas parciais da série.

Por outro lado, vimos no exemplo que:

an = Sn − Sn−1.

Assim sendo, combinando as informações, temos:

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1)

= lim
n→∞

Sn − lim
n→∞

Sn−1 Limite da soma é a soma dos limites

= S − S = 0. Unicidade do Limite

Concluímos, assim, a prova do resultado.
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Mostre que a série

∞∑

n=1

6n2 + 4n+ 2

n2 + 1
é divergente.

Solução.

Pelo resultado que acabamos de ver, basta verificar se o limite

lim
n→∞

6n2 + 4n+ 2

n2 + 1

é diferente de zero.

De fato,

lim
n→∞

6n2 + 4n+ 2

n2 + 1
= lim

n→∞

(
n2(6 + 4

n
+ 2

n2 )

n2(1 + 1
n2 )

)

= lim
n→∞

(

��n
2(6 + 4

n
+ 2

n2 )

��n
2(1 + 1

n2 )

)

= lim
n→∞

(
6 + 4

n
+ 2

n2

1 + 1
n2

)

= 6.

Como, lim
n→∞

6n2 + 4n+ 2

n2 + 1
= 6, temos que a série

∞∑

n=1

6n2 + 4n+ 2

n2 + 1
é divergente.

Teste. Mostre que a série

∞∑

n=1

ln

(
2n

n+ 1

)

é divergente.
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Solução.

Pelo resultado que acabamos de ver, basta verificar se o limite

lim
n→∞

ln

(
2n

n+ 1

)

é diferente de zero.

De fato,

lim
n→∞

ln

(
2n

n+ 1

)

= ln

(

lim
n→∞

2n

n+ 1

)

O logaritmo é um função contínua

= ln

(

lim
n→∞

2n

n(1 + 1
n
)

)

= ln

(

lim
n→∞

2✚n

✚n(1 + 1
n
)

)

= ln

(

lim
n→∞

2

1 + 1
n

)

= ln(2).

Como, lim
n→∞

ln

(
2n

n+ 1

)

= ln(2), temos que a série
∞∑

n=1

ln

(
2n

n+ 1

)

é divergente.

Observação. Professor, 
onsidere a série

∞∑

n=1

an. Se lim
n→∞

an = 0, então a série é 
onver-

gente?

Cálculo II 91



A volta do resultado anterior não é verdade. Uma soma infinita na qual o limite do termo geral

é zero, porém a série não é convergente, é a série harmônica.

Observação. A série 
uja soma é

∞∑

n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n
+ · · ·

é 
hamada de série harm�ni
a. Note que lim
n→∞

1

n
= 0, porém a série harm�ni
a é divergente.

Prova.

Suponha que a série harmônica é convergente, isto é, existe um número real S, tal que:

lim
n→∞

Sn = S.

Por outro lado, temos que

Sn = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
· · ·+ 1

n
e S2n =

1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
.

Assim,

S2n − Sn =
1

n+ 1
+

1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n

>
1

2n
+

1

2n
+ · · ·+ 1

2n
n > 1

= n · 1

2n
Existem n parcelas de

1

2n

=
1

2
.

Dessa forma, concluímos que

S2n − Sn >
1

2
.

Agora, aplicando o limite:

lim
n→∞

(S2n − Sn) >
1

2

⇓

lim
n→∞

S2n − lim
n→∞

Sn >
1

2
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⇓

0 = S − S >
1

2
Unicidade do limite

temos uma contradição. A contradição surgiu ao considerarmos que a série harmônica é conver-

gente. Portanto, a série harmônica não é convergente.

Na sequência dos nosssos estudos, vamos estudar as séries geométricas. A série que uti-

lizamos para descrever as doações do seu Pedro é um exemplo de série geométrica.

Observação. Uma série in�nita é dita geométri
a se apresenta uma soma da forma:

∞∑

n=1

a · rn−1 = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + · · ·

O número real r é 
hadado de razão.

Nosso objetivo é estudar a convergência da série geométrica. A sequência de somas parcias

da série geométrica é dada por:

Sn = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1

= a(1 + r + r2 + · · ·+ rn−1).

Por outro lado, sabemos que:

1− rn = (1− r) · (1 + r + r2 + · · ·+ rn−1).

Combinando as informações, temos

1− rn = (1− r) · Sn

a

⇓

Sn =
a(1− rn)

1− r
.

Agora, o estudo da convergência da série geométrica depende da convergência da sequência

{Sn}.
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CASO I: |r| < 1

Note que, se |r| < 1, então −1 < r < 1. Assim, r =
1

c
, onde c > 1. Logo,

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

a(1− rn)

1− r

=
a

1− r
·
(

lim
n→∞

(1− rn)
)

=
a

1− r
·
(

1− lim
n→∞

rn
)

=
a

1− r
·
(

1− lim
n→∞

1

cn

)

=
a

1− r
· (1− 0)

=
a

1− r
.

Portanto, se |r| < 1, então a série geométrica é convergente e:

∞∑

n=1

a · rn−1 =
a

1− r
.

CASO II: |r| ≥ 1

Note que, se |r| ≥ 1, então r ≥ 1 ou r ≤ −1. Assim sendo, temos:

1. Se r = 1, então Sn = a+ a1 + a21 + · · ·+ an−1
1 = na. Claramente,

lim
n→∞

Sn = ∞,

o que mostra que a série geométrica é divergente.

2. Se r = −1, então Sn = a + a(−1) + a(−1)2 + · · ·+ a(−1)n−1. Claramente,

Sn =







0 se n é par

a se n é ímpar

o que mostra que a série geométrica é divergente, pois converge para dois limites.

3. Se |r| > 1, então

lim
n→∞

arn−1 = ∞,

o que mostra que a série geométrica é divergente.
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Observação. Em resumo, temos:

∞∑

n=1

a · rn−1 :








onvergente para

a

1− r
se |r| < 1

divergente se |r| ≥ 1.

Aplique seus conhecimentos

Teste. Estude a série

∞∑

n=1

(
1

2

)n−1

.

Solução.

A série
∞∑

n=1

1

2n−1
descreve a soma da herança que seu Pedro dividiu. Como vimos, a série do

seu Pedro é uma série geométrica de razão r =
1

2
e a = 1.

Sendo |r| < 1, temos:

∞∑

n=1

1

2n−1
=

1

1− 1
2

= 2.

Teste. O número 0, 79797979 · · · é irra
ional?

Solução.

Note que o número 0, 79797979 · · · pode ser reescrito da seguinte forma:

0, 79797979 · · · = 79

100
+

79

10000
+

79

1000000
+ · · ·+ 79

100n
+ · · ·
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O lado direito da igualdade acima é uma série geométrica, com a =
79

100
e razão r =

1

100
.

Assim sendo, temos

0, 79797979 · · · =

79

100

1− 1

100

=

79

100
99

100

=
79

99
,

o que mostra que o número 0, 797979 · · · não é um número irracional, mas sim um número

racional.
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Séries de termos positivos

Observação. Dizemos que a série

∞∑

n=1

an é um série de termos positivos se an > 0 para

todo n.

Pare e Pense. Professor, se na série todos os termos são positivos e estamos sempre

somando, existe a possibilidade de esta série ser 
onvergente?

O pensamento está correto, até um certo ponto. É verdade que estamos somando indefinida-

mente fatores positivos, e o sentimento natural é de que este número está também crescendo

indefinidamente. Sendo assim, a única forma de a série ser convergente é quando existe um

limitante superior para esta soma. O próximo resultado diz exatamente isso.

Observação. Uma série in�nita de termos positivos é 
onvergente se, e somente se, sua

sequên
ia de somas par
iais tiver um limitante superior.

Verificar a existência de um limitante superior para as somas parciais de uma série não é

uma tarefa simples. Neste sentido, existem alguns critérios que podemos utilizar para analisar

a convergência de uma série. Neste texto, vamos estudar o Teste da Comparação e o Teste da

Integral.
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TESTE DA COMPARAÇ�O

Sejam

∞∑

n=1

an,

∞∑

n=1

bn e

∞∑

n=1

cn séries de termos positivos.

1. Se

∞∑

n=1

bn for uma série 
onvergente e an ≤ bn, para todo n inteiro positivo, então

∞∑

n=1

an também é 
onvergente.

2. Se

∞∑

n=1

cn for uma série divergente e cn ≤ an, para todo n inteiro positivo, então

∞∑

n=1

an

também é divergente.

Na prática é melhor utilizar o teste da comparação no limite.

TESTE DA COMPARAÇ�O NO LIMITE

Sejam

∞∑

n=1

an e

∞∑

n=1

bn duas séries de termos positivos.

1. Se lim
n→∞

an

bn
= c > 0, nada podemos dizer sobre a 
onvergên
ia das séries.

2. Se lim
n→∞

an

bn
= 0 e

∞∑

n=1

bn é 
onvergente, então

∞∑

n=1

an também será 
onvergente.

3. Se lim
n→∞

an

bn
= +∞ e

∞∑

n=1

bn é divergente, então

∞∑

n=1

an também será divergente.
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TESTE DA INTEGRAL

Seja f um função 
ontínua, de
res
ente e 
om valores positivos para todo x ≥ 1.

1. Se a integral imprópria

ˆ +∞

1

f(x) dx é 
onvergente, então a série

∞∑

n=1

f(n) também

será 
onvergente.

2. Se a integral imprópria

ˆ +∞

1

f(x) dx é divergente, então a série

∞∑

n=1

f(n) também

será divergente.

Aplique seus conhecimentos

Teste. Determine se a série

∞∑

n=1

1

n2n
é 
onvergente.

Solução.

Podemos comparar a série
∞∑

n=1

1

n2n
com a série geométrica

∞∑

n=1

1

2n
, de razão r =

1

2
e a = 1.

Assim sendo, temos que:
∞∑

n=1

1

2n
=

1

1− 1
2

=
1

2
.

Vamos aplicar o teste da comparação no limite, ou seja, calcular o limite;

lim
n→∞

1

n2n
1

2n

= lim
n→∞

1

n
= 0.

Logo, pelo teste da comparação no limite, como a série
∞∑

n=1

1

2n
é convergente e o limite é igual

a zero, concluímos que a série
∞∑

n=1

1

n2n
é convergente.
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Teste. Determine se a série

∞∑

n=1

1

2n+ 1
é 
onvergente.

Solução.

Considere

f(x) =
1

2x+ 1
.

Vamos verificar se f satisfaz as hipóteses do teste da integral. Note que f é contínua para

todo x ∈ R− {−1
2
} e, portanto, é contínua para todo x ≥ 1. O que verifica a primeira hipótese do

teste da integral. Nosso objetivo agora, mostrar que f é crescente, para todo x ≥ 1. Esta análise

será feita com auxílio da derivada da função f . Note que:

f
′
(x) = − 2

(2x+ 1)2
.

Como a derivada é negativa para todo x ∈ R − {−1
2
}, podemos afirmar que f é decrescente

para todo x ≥ 1. Assim, verificamos a segunda hipótese do teste da integral.

Para finalizar, perceba que a função f também não assume valores negativos para todo x ≥ 1.

Calculando a integral, temos:

ˆ

∞

1

1

2x+ 1
dx = lim

t→∞

ˆ t

1

1

2x+ 1
dx

= lim
t→∞

(F (t)− F (1)), onde F (x) =
1

2
ln(2x+ 1)

= lim
t→∞

(
1

2
ln(2t+ 1)− (

1

2
ln(2 + 1))

= lim
t→∞

(
1

2
ln(2t+ 1)− 1

2
ln(3))

= ∞.

Como a integral é divergente, segue pelo teste da integral que a série
∞∑

n=1

1

2n + 1
também é

divergente.
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Critério de convergência de séries alternadas

Na seção anterior estudamos séries formadas apenas por fatores positivos. Nesta seção, estu-

daremos séries com fatores tanto positivos, bem como negativos.

Observação. Considere an > 0 para todo natural n. Uma série alternada é toda soma do

tipo:

∞∑

n=1

(−1)nan = −a1 + a2 − a3 + a4 − · · ·+ (−1)nan + · · · .

TESTE DA SÉRIE ALTERNADA

Seja

∞∑

n=1

(−1)nan uma série alternada, satisfazendo an > 0 e an+1 < an, para todo natural

n. Se lim
n→∞

an = 0, a série alternada é 
onvergente.

Aplique seus conhecimentos

Teste. Determine se a série alternada

∞∑

n=1

(−1)n
3

n2 + 1
é 
onvergente ou divergente.

Solução.

Seja an =
3

n2 + 1
. Para aplicarmos o teste da série alternada, devemos verificar primeiramente

que an > 0. Esta informação é clara a partir da expressão de an. Resta provarmos que an+1 < an,

equivalentemente, e verificarmos que
an+1

an
< 1.
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De fato:

an+1

an
=

3

(n+ 1)2 + 1
3

n2 + 1

=
n2 + 1

(n+ 1)2 + 1
.

Sendo

n2 < (n+ 1)2

⇓

n2 + 1 < (n+ 1)2 + 1

⇓
n2 + 1

(n+ 1)2 + 1
< 1.

Combinando as informações, temos que:

an+1

an
< 1.

Sendo an > 0 e
an+1

an
< 1, podemos aplicar o teste da série alternada. Assim,

lim
n→∞

3

n2 + 1
= 0.

Logo, o teste nos diz que a série alternada
∞∑

n=1

(−1)n
3

n2 + 1
é convergente.
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Séries absolutamente convergentes

Caro aluno, até este ponto já estudamos séries de termos positivos, e séries de termos positivos

e negativos. Resta-nos, então, analisarmos o comportamento de uma série se considerarmos o

módulo de cada termo da soma infinita.

1. Dizemos que a série

∞∑

n=1

an é absolutamente 
onvergente se a série

∞∑

n=1

|an| for 
on-

vergente.

2. Toda série absolutamente 
onvergente é 
onvergente.

3. Uma série que é 
onvergente, porém não é absolutamente 
onvergente, é denominada


ondi
ionalmente 
onvergente.

TESTE DA RAZ�O

Seja

∞∑

n=1

an uma série in�nita de termos não nulos.

1. Se lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= 1, nada podemos dizer sobre a 
onvergên
ia da série.

2. Se lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L < 1 a série dada é absolutamente 
onvergente.

3. Se lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= L > 1 ou lim

n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
= ∞ a série dada é divergente.
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Estude a série

∞∑

n=1

(−1)n
n2

3n

Solução.

Para fazer este estudo, vamos aplicar o teste da razão. Observe que:

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(−1)n+1 (n + 1)2

3n+1

(−1)n
n2

3n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

(−1)n+1 · (n + 1)2 · 3n
(−1)n · 3n+1 · n2

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

(−1) · (−1)n · (n + 1)2 · 3n
(−1)n · 3 · 3n · n2

∣
∣
∣
∣
.

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

(−1) ·✘✘✘✘(−1)n · (n+ 1)2 ·✚✚3n
✘✘✘✘(−1)n · 3 ·✚✚3n · n2

∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣

(−1) · (n+ 1)2

3 · n2

∣
∣
∣
∣

=
1

3
·
(
n+ 1

n

)2

=
1

3
·
(

1 +
1

n

)2

.

Assim,

lim
n→∞

1

3
·
(

1 +
1

n

)2

=
1

3
.

Como lim
n→∞

∣
∣
∣
∣

an+1

an

∣
∣
∣
∣
=

1

3
segue pelo teste da razão que a série

∞∑

n=1

(−1)n
n2

3n
é convergente.
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Prova dos testes

TESTE DA COMPARAÇÃO

PARTE I

Seja Sn a sequência que representa as somas parciais da série
∞∑

n=1

an. Se 0 ≤ an ≤ bn, para

todo n, então

Sn =

k∑

n=1

ak ≤
k∑

n=1

bk ≤
∞∑

n=1

bn.

Como
∞∑

n=1

bn é convergente e
∞∑

n=1

an é uma série de termos positivos, temos que a sequência

Sn é crescente e limitada superiormente.

Agora, como toda sequência monótona e limitada é convergente, temos que Sn é um sequên-

cia convergente.

Portanto, segue por definição que a série
∞∑

n=1

an é convergente.

PARTE II

Suponha por contradição que a série
∞∑

n=1

an seja convergente. Considerando Tn a sequência

que representa as somas parciais da série
∞∑

n=1

cn, então temos que lim
n→∞

Tn = ∞, isto é, Tn é uma

sequência ilimitada.

Considerando Sn a sequência que representa as somas parciais da série
∞∑

n=1

cn e utilizando,

o fato de que cn ≤ an obtemos:

Tn =
k∑

n=1

ck ≤
k∑

n=1

ak ≤
∞∑

n=1

an.

O que é uma contradição, pelo fato de Tn ser um sequência ilimitada. A contradição surgiu ao

afirmarmos que a série
∞∑

n=1

an era convergente.
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TESTE DA COMPARAÇÃO NO LIMITE

PARTE I

Se o limite lim
n→∞

an

bn
= 0, então podemos encontrar números positivos M e N , tais que

an

bn
< M

para todo n ≥ N .

Sendo assim, temos que:

an < M · bn

para todo n ≥ N .

Agora, aplicando o teste da comparação, temos que a série
∞∑

n=1

an é convergente, visto que a

série
∞∑

n=1

bn é convergente.

PARTE II

Se o limite lim
n→∞

an

bn
= ∞, então podemos encontrar números positivos ǫ e N , tais que

an

bn
> ǫ

para todo n ≥ N .

Sendo assim, temos que:

an > ǫ · bn

para todo n ≥ N .

Agora, aplicando o teste da comparação, temos que a série
∞∑

n=1

an é divergente, visto que a

série
∞∑

n=1

bn é divergente.
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TESTE DA INTEGRAL

Como a função f é decrescente, temos que:

ˆ n+1

n

f(x) dx ≤ f(n) ≤
ˆ n

n−1

f(x) dx.

Aplicando, a desigualdade anterior para n = 2, 3, 4, · · · , n, segue que:

ˆ n+1

n

f(x) dx ≤
∞∑

n=1

f(n) ≤ f(1) +

ˆ n

1

f(x) dx

Sendo assim, concluímos da desigualdade anterior que se o limite da integral for finito então

a soma parcial será limtitada. Por outro lado, se o limite da integral for ilimitado, então a soma

parcial também será ilimitada.

TESTE DA SÉRIE ALTERNADA

Seja Sn a sequência que representa as somas parciais da série
∞∑

n=1

an. Como os termos da

sequência an são não negativos e decrecentes, obtemos:

a1 − a2 = S2 ≤ S4 ≤ S6 ≤ · · · ≤ S5 ≤ S3 ≤ S1 = a1.

Essas subsequências formam duas sequências monótonas e limitadas, cujo limites existem,

a saber:

{S2n} e {S2n−1}.

Agora, como

S2n − S2n−1 = −a2n e lim
n→∞

an = 0

concluímos que

lim
n→∞

Sn

existe.

TESTE DA RAZÃO

Basta repetir os mesmos argumentos utilizados na prova do testa da comparação no limite.
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Teste seus conhecimentos

SÉRIES INFINITAS

1. Determine os cinco primeiros termos da sequência de somas parciais {Sn} e obtenha uma

fórmula para Sn em termos de n. Para cada série, estude a convergência. Se a série for

convergente, calcule sua soma.

a)
∞∑

n=1

1

(2n− 1)(2n+ 1)
; b)

∞∑

n=1

ln

(
n

n+ 1

)

; c)
∞∑

n=1

2

5n−1
.

2. Determine a série que produz a sequência de somas parciais dada e discuta a convergên-

cia.

a)

{
2n

3n+ 1

}

; b)

{
1

3n

}

; d) {ln(2n + 1)} .

SÉRIES DE TERMOS POSITIVOS

3. Discuta a convergência da série.

TESTE DA COMPARAÇÃO

a)

∞∑

n=1

3n + 1

2n2 + 5
; b)

∞∑

n=1

cos2(n)

3n
; c)

∞∑

n=1

1√
n2 + 4n

; d)

∞∑

n=1

n!

(n + 2)!
.

TESTE DA INTEGRAL

e)
∞∑

n=1

4

n2 − 4
; f)

∞∑

n=1

e−5n; g)
∞∑

n=1

ln(n)

n
; h)

∞∑

n=1

arctg(n)

n2 + 1
;

CRITÉRIO DE CONVERGÊNCIA DE SÉRIES ALTERNADAS

4. Discuta a convergência da série.

a)
∞∑

n=1

(−1)n
1

ln(n)
; b)

∞∑

n=1

(−1)n
n2

n3 + 2
; c)

∞∑

n=1

(−1)n
ln(n)

n2
; d)

∞∑

n=1

(−1)n
3n

n2
.
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SÉRIES ABSOLUTAMENTE CONVERGÊNTE

5. Verifique se a série é absolutamente convergente, condicionalmente convergente ou diver-

gente.

a)

∞∑

n=1

(

−2

3

)n

; b)

∞∑

n=1

(−1)n+12
n

n!
; c)

∞∑

n=1

n2

n!
; d)

∞∑

n=1

(−1)n
n!

2n+1
.
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Respostas dos testes

EXERCÍCIO 1

a)Sn

n

2n+ 1
e
1

2
; b)Sn = − ln(n+ 1) e divergente; c)Sn =

5

2

(

1− 1

5n

)

e
5

2
.

EXERCÍCIO 2

a)
∞∑

n=1

2

(3n− 2)(3n− 1)
e
2

3
; b)

1

3
−

∞∑

n=1

2

3n
e 0; c)

∞∑

n=2

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)

e divergente.

EXERCÍCIO 3

a) divergente; b) convergente; c) divergente d) convergente;

e) convergente; f) convergente; g) divergente h) convergente.

EXERCÍCIO 4

a) convergente; b) convergente; c) convergente d) divergente.

EXERCÍCIO 5

a)Absolutamente convergente; b)Absolutamente convergente;

c)Absolutamente convergente d) divergente.
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Módulo 3

A Integral Definida

Introdução

Considere a figura.

2 4

4

1

0

Calcular a área do retângulo desenhado é muito simples, basta determinarmos a base (deno-

tada por b) e a altura (denotada por h) do retângulo e efetuar o cálculo:

A = b× h

= 2× 3

= 6 unidades de medida.

Pergunta. Professor, o que vo
ê pretende 
om uma propriedade tão simples 
omo essa?

Através desse conceito simples, é possível calcular a área de várias figuras planas. Por

exemplo, para calcularmos a área de um triângulo, necessitamos das suas dimensões. Porém,

a princípio não temos estas informações. O que sabemos é que tal triângulo está contido no

retângulo, como mostra a figura.
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0

x

y

Dessa forma, temos que a área do triângulo será:

A Área triângulo =
A Área Retângulo

2

=
6

2

= 3 unidades de medida.
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Somas de Riemann

Considere a função f(x) = −x2 + 25. O gráfico de f no intervalo [−5, 5] está representado na

figura.

Pare e Pense. Podemos aproximar a área entre o grá�
o da função f e o eixo x por

retângulos?

Primeiramente, a área procurada é:

Note que podemos aproximar a área procurada por um único retângulo. Claramente, esta

aproximação está longe de retratar a área procurada, pois estamos contabilizando uma parcela

da área do retângulo que não nos interessa (região em vermelho).
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Assim, considerando Ac a área delimitada pela curva, temos

Ac < AÁrea do retângulo = 10× 25 = 250 u.m.

À medida que aumentamos a quantidade de retângulos, estamos ficando mais próximos da

área real procurada. Estrategicamente, vamos escolher os retângulos cuja base sejam os inter-

valos:

[−5,−4], [−4,−3], [−3,−2], [−2,−1], [−1, 0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5].

Ao somarmos todas as áreas dos retângulos, estaremos mais próximos do valor que repre-

senta a área procurada, isto é,

Ac < | − 4− (−5)| · f(−4) + | − 3− (−4)| · f(−3) + | − 2− (−3)| · f(−2) + | − 1− (−2)| · f(−1)

+ |0− (−1)| · f(0) + |1− 0| · f(0) + |2− 1| · f(1) + |3− 2| · f(2) + |4− 3| · f(3) + |5− 4| · f(4)

= 1 · 9 + 1 · 16 + 1 · 21 + 1 · 24 + 1 · 25 + 1 · 25 + 1 · 24 + 1 · 21 + 1 · 16 + 1 · 9

= 2 · 9 + 2 · 16 + 2 · 21 + 2 · 24 + 2 · 25

= 190 u.m,

ou seja,

Ac < 190 < AÁrea do retângulo.

Fica evidente que, ao aproximarmos a área entre o gráfico de f e o eixo x pelos retângulos de

bases sobre os intervalos [−5,−4], [−4,−3], [−3,−2], [−2,−1], [−1, 0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5],

estamos dividindo o intervalo [−5, 5] em dez intervalos todos de tamanho 1, cujos extremos são:

x0 = −5, x1 = −4, x2 = −3, x3 = −2, x4 = −1, x5 = 0, x6 = 1, x7 = 2, x8 = 3, x9 = 4, x10 = 5.
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Observação. O 
onjunto de pontoS P = {−5,−4,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5} é


hamado de Partição do intervalo [−5, 5] e o divide nos seguintes subintervalos

[−5,−4], [−4,−3], [−3,−2], [−2,−1], [−1, 0], [0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5]. De um modo

geral, uma Partição P do intervalo [a, b] é um 
onjunto �nito

P = {a = x0, x1, · · · , xj , · · · , xk = b},

onde

x0 < x1 < · · · < xj−1 < xj < · · · < xk

e divide [a, b] nos intervalos

[x0, x1], [x1, x2], · · · , [xj−1, xj ], · · · , [xk−1, xk].

Observe que, “quanto menor for a base dos retângulos” mais próximos estaremos da área

procurada. A expressão em destaque sugere que façamos a base de cada retângulo ficar sufi-

cientemente pequeno (estamos falando de limite) para, assim, obtermos uma boa aproximação

para a área procurada.

A área que a função f forma com o eixo das abscissas compreende o intervalo [−5, 5], cujo

tamanho é ∆ x = 10. Porém, dividindo este intervalo em k pedaços, todos de tamanho
10

k
, temos

os seguintes extremos:

x0 = −5;

x1 = −5 +
10 · 1
k

;

x2 = −5 +
10

k
+

10

k
= −5 +

20

k
= −5 +

10 · 2
k

;

...
...

...

xj = −5 +
10j

k
...

...
...

xk = −5 +
10k

k
= −5 + 10 = 5.

Neste caso, para cada intervalo construído, sempre teremos:

∆ x = |xj − xj−1| =
10

k
.
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Assim sendo, temos que a soma de todos os retângulos é dada por:

Rk = f(x1) · |x1 − x0|+ f(x2) · |x2 − x1|+ · · ·+ f(xk) · |xk − xk−1|

=
k∑

j=1

f(xj) · |xj − xj−1|

=
k∑

j=1

f(xj) ·
10

k
∆ x = |xj − xj−1| =

10

k

=
k∑

j=1

f(−5 +
10j

k
) · 10

k
,

ou seja,

Rk =

k∑

j=1

f(−5 +
10j

k
) · 10

k
. (3.1)

Agora, como

f(−5 +
10j

k
) = −

(

−5 +
10j

k

)2

+ 25 Definição da função f

= −
(

25− 100j

k
+

100j2

k2

)

+ 25 Desenvolvemos o quadrado

= −25 +
100j

k
− 100j2

k2
+ 25 Regra de sinal

= ✟✟✟−25 +
100j

k
− 100j2

k2
+✚✚25

=
100j

k
− 100j2

k2
,

temos que:

f(−5 +
10j

k
) =

100j

k
− 100j2

k2
. (3.2)
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Combinando as igualdades (3.1) e (3.2), obtemos:

Rk =

k∑

j=1

(
100j

k
− 100j2

k2

)

· 10
k

=

k∑

j=1

(
1000j

k2
− 1000j2

k3

)

=
1000

k2
·

k∑

j=1

j − 1000

k3
·

k∑

j=1

j2,

ou seja,

Rk =
1000

k2
·

k∑

j=1

j − 1000

k3
·

k∑

j=1

j2

Sendo,
k∑

j=1

j =
k(k + 1)

2
e

k∑

j=1

j2 =
k(k + 1)(2k + 1)

6
,

segue que

Rk =
1000

k2
· k(k + 1)

2
− 1000

k3
· k(k + 1)(2k + 1)

6

=
✘✘✘1000

k✁2
· ✓✓k(k + 1)

✁2
− ✘✘✘1000

k✁3
· ✓✓k(k + 1)(2k + 1)

✁6

= 500 · (k + 1)

k
− 500

3
· (k + 1)(2k + 1)

k2

= 500 · (k + 1)

k
− 500

3
· 2k

2 + 3k + 1

k2
.

Logo,

Ac = lim
k→∞

Rk

= 500 · lim
k→∞

(
k + 1

k

)

− 500

3
· lim
k→∞

(
2k2 + 3k + 1

k2

)

= 500 · 1− 500

3
· 2

=
500

3
,
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visto que

lim
k→∞

(
k + 1

k

)

= lim
k→∞

(
k

k
+

1

k

)

= lim
k→∞

(

1 +
1

k

)

= 1

e

lim
k→∞

(
2k2 + 3k + 1

k2

)

= lim
k→∞

k2 ·
(
2 + 3

k
+ 1

k2

k2

)

= lim
k→∞

��k
2 ·
(
2 + 3

k
+ 1

k2

��k
2

)

= lim
k→∞

(

2 +
3

k
+

1

k2

)

= 2.

Portanto, concluímos que a área procurada é

Ac =
500

3
u.m.

Pare e Pense. Professor, ini
ialmente �zemos uma aproximação da área entre o grá�
o

da função f e o eixo das abs
issas, através de retângulos que ultrapassavam a área

desejada (aproximação por ex
esso). Poderíamos ter feito o mesmo estudo através de

uma aproximação por falta?

Claramente esta aproximação poderia ser feita. Bastaria ter considerado nos cálculos que

acabamos de fazer, retângulos cuja altura fosse a imagem do ponto inicial de cada intervalo

estudado.
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Pergunta. Se podemos utilizar o ponto ini
ial e �nal dos intervalos da partição, para

determinarmos as somas por falta e ex
esso, então qual devo es
olher?

Utilizando a unicidade do limite, não importa se estamos utilizando o ponto final ou inicial de

um intervalo da partição. Na verdade, na prática por simplicidade, podemos utilizar o ponto médio

mj de cada intervalo [xj−1, xj] da partição. Mais precisamente, sendo A a área sob o gráfico de

uma função f , temos:

lim
k→∞

k∑

j=1

f(xj−1)∆ x = A = lim
k→∞

k∑

j=1

f(xj)∆ x

q

lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x

onde ∆ x = xj − xj−1.

Observação. Sejam f uma função positiva de�nida em um intervalo [a, b],

P = {a = x0, x1, · · · , xj , · · · , xk = b},

uma partição do intervalo [a, b], nos intervalos

[x0, x1], [x1, x2], · · · , [xj−1, xj ], · · · , [xk−1, xk],

∆ x = b−a
k

e 
onsidere mj o ponto médio de 
ada intervalo [xj−1, xj ]. A soma

k∑

j=1

f(mj)∆ x = f(m1)[x1 − x0] + · · ·+ f(mk)[xk − xk−1]

é 
hamada de Soma de Riemann da função f relativa à partição P.
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A integral definida

Na seção anterior, vimos que, ao calcular a área compreendida entre o gráfico da função

f(x) = −x2 + 5 e o eixo das das abscissas, nos deparamos com o limite,

lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x,

ao tentarmos aproximar a área da função f , tanto por retângulos superiores, bem como por

retângulos inferiores ao traço de f . Este limite, quando existe, é chamado de integral definida de

f e tem papel de destaque entre as ferrametas utilizada dentro do cálculo diferencial e integral.

Observação. Seja f uma função de�nida no intervalo [a, b]. A integral de�nida de f ,

denotada por

ˆ b

a

f(x) dx, é de�nida, quando o limite existir, por:

ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x,

sendo mj o ponto médio dos intervalos [xj−1, xj ] que 
ompõem a partição

P = {a = x0, x1, · · · , xj, · · · , xk = b} de [a, b].

Quando

ˆ b

a

f(x) dx existe, dizemos que f é integrável em [a, b].

O intervalo [a, b] é 
hamado de intervalo de integração e os extremos de [a, b] são denomi-

nados extremos de integração.

A integral de f independe de x, isto é,

ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ b

a

f(s) ds =

ˆ b

a

f(u) du =

ˆ b

a

f(v) dv.

A integral

ˆ b

a

f(x) dx representa a área 
ompreendida entre o grá�
o de f e o eixo das

abs
issas.

No que segue, vamos considerar que f e g são funções integráveis no intervalo [a, b], que c

é uma constante que não depende da variável x e que p é um ponto pertencente ao intervalo

[a, b], isto é, a ≤ p ≤ b. Como
ˆ b

a

f(x) dx é definida como sendo um limite, podemos concluir as

seguintes propriedades:
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Observação.

ˆ a

a

f(x) dx = 0.

Prova.

ˆ a

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x

= lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
a− a

k

)]

∆x =
b − a

k
e b = a

= lim
k→∞

k∑

j=1

[f(mj) · 0]

= 0 ·
(

lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)

)

= 0.

Observação.

ˆ a

b

f(x) dx = −
ˆ b

a

f(x) dx.
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Prova.

ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x

= lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
b− a

k

)]

∆ x =
b − a

k

= lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
(−1)(a− b)

k

)]

Colocamos (−1) em evidência

= (−1)

(

lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
a− b

k

)])

= (−1)

ˆ a

b

f(x) dx Definição de integral definida.

Observação.

ˆ b

a

c dx = c · (b− a).

Prova.

Sendo f uma função constante não há a necessidade de dividirmos o intervalo [a, b] em k

parcelas para termos um boa aproximação do gráfico da função, pois a melhor aproximação será

o retângulo de altura c. Assim sendo, temos que ∆ x = b − a e a integral
ˆ b

a

c dx será a área do

retângulo de base b− a e altura c, ou seja,

ˆ b

a

c dx = c · (b− a).
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Observação.

ˆ b

a

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ b

a

f(x) dx+

ˆ b

a

g(x) dx.

Prova.

ˆ b

a

(f(x) + g(x)) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

(f(mj) + g(mj))∆ x

= lim
k→∞

k∑

j=1

(f(mj)∆ x+ g(mj)∆ x) Distribuímos o produto

= lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x+ lim
k→∞

k∑

j=1

g(mj)∆ x Limite da soma é a soma dos limites

=

ˆ b

a

f(x) dx+

ˆ b

a

g(x) dx Definição de integral definida

Observação.

ˆ b

a

(c · f(x)) dx = c ·
ˆ b

a

f(x) dx.

Prova.

ˆ b

a

(c · f(x)) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

(c · f(mj))∆ x Definição de integral definida

= c ·
(

lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj)∆ x

)

lim
k→∞

c · f(x) = c · lim
k→∞

f(x)

= c ·
ˆ b

a

f(x) dx Definição de integral definida
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Observação.

ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ p

a

f(x) dx+

ˆ b

p

f(x) dx.

Prova.

ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
b− a

k

)]

Definição de integral definida

= lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
b− p+ p− a

k

)]

Somamos e subtraímos p

= lim
k→∞

k∑

j=1

[

f(mj) ·
(
b− p

k
+

p− a

k

)]

Separamos a soma

= lim
k→∞

k∑

j=1

(

f(mj) ·
b− p

k
+ f(mj) ·

p− a

k

)

Distribuímos o produto

= lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·
(
b− p

k

)

+ lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·
(
p− a

k

)

Limite da soma é a soma dos limites

=

ˆ p

a

f(x) dx+

ˆ b

p

f(x) dx Definição de integral definida

Observação.

ˆ b

a

f(x) dx ≥ 0, sempre que f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b].

124 Cálculo II



Prova.

Note que:
ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·∆ x Definição de integral definida

Agora, como f(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b], temos que f(mj) ≥ 0, visto que mj ∈ [a, b]. Por

outro lado, sabemos que ∆ x =
b− a

k
> 0. Assim,

k∑

j=1

f(mj) ·∆ x ≥ 0,

o que mostra que
ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·∆ x ≥ 0.

Observação.

ˆ b

a

f(x) dx ≥
ˆ b

a

g(x) dx, sempre que f(x) ≥ g(x) para todo x ∈ [a, b].

Prova.

Note que:
ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·∆ x Definição de integral definida

ˆ b

a

g(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

g(mj) ·∆ x Definição de integral definida.

Agora, como f(x) ≥ g(x) para todo x ∈ [a, b], temos que f(mj) ≥ g(mj), visto que mj ∈ [a, b].

Assim,
k∑

j=1

f(mj) ·∆ x ≥
k∑

j=1

g(mj) ·∆ x,

o que mostra que

ˆ b

a

f(x) dx = lim
k→∞

k∑

j=1

f(mj) ·∆ x ≥ lim
k→∞

k∑

j=1

g(mj) ·∆ x =

ˆ b

a

g(x) dx
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Observação. m · (b − a) ≤
ˆ b

a

f(x) dx ≤ M · (b − a), sempre que m ≤ f(x) ≤ M para

todo x ∈ [a, b].

Prova.

Note que, pela propriedade anterior temos:

m ≤ f(x) ⇒
ˆ b

a

mdx ≤
ˆ b

a

f(x) dx

f(x) ≤ M ⇒
ˆ b

a

f(x) dx ≤
ˆ b

a

M dx

Estamos utilizando a propriedade:
ˆ

b

a

dx = c · (b − a), c ∈ R

Agora, como
ˆ b

a

mdx = m(b− a) e
ˆ b

a

M dx = M(b− a)

concluímos a prova.
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O Teorema Fundamental do Cálculo

Vimos na seção anterior, que não é uma tarefa fácil determinarmos a integral de uma função

f , utilizando o limite das somas de Riemann.

O Teorema Fundamental do Cálculo nos mostra como simplificar estes cálculos através de

uma primitiva F da função f .

Sempre vamos utilizar a notação T.F.C, para nos referir ao Teorema Fundamental do Cálculo.

Então, vamos ao enunciado desta ferramenta poderosa.

Observação. Seja f uma função 
ontínua e 
onsidere F uma primitiva da função f , isto

é, F
′
(x) = f(x). Então,

ˆ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

Observação. Note que, em vez de termos que 
al
ular o terrível limite das somas de

Riemann, basta determinarmos uma primitiva da apli
ação f , e apli
armos esta primitiva

nos extremos de integração. Vejamos 
omo este teorema é utilizado na práti
a.

Prova (Teorema Fundamental do Cálculo).

O ponto principal da prova do T.F.C, é mostrar que a função

G(x) =

ˆ x

a

f(t) dt

é uma primitiva da função f no intervalo [a, b].

Inicialmente, vamos assumir que esta afirmação é verdadeira e provarmos o T.F.C. Depois,

voltamos e provamos tal resultado.

Se F (x) é uma primitiva da função f , temos que:

F (x) = G(x) + c. Este resultado foi provado no inicio do Módulo I
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Assim sendo, temos que:

F (b)− F (a) = G(b) + c− (G(a) + c)

= G(b) + c−G(a)− c

= G(b) + ✁c−G(a)− ✁c

= G(b)−G(a)

= G(b) G(a) = 0, visto que G(a) =

ˆ

a

a

f(t) dt = 0

=

ˆ b

a

f(t) dt G(b) =

ˆ

b

a

f(t) dt,

ou seja,

F (b)− F (a) =

ˆ b

a

f(t) dt

o que mostra o T.F.C.

Agora, precisamos mostrar que a função

G(x) =

ˆ x

a

f(t) dt

é uma primitiva da função f , no intervalo [a, b].

Para este fim, necessitamos provar que:

G
′
(x) = f(x), ou seja

d

dx

(
ˆ x

a

f(t) dt

)

= f(x).
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Utilizando a definição de derivada, temos:

G
′
(x) = lim

h→0

G(x+ h)−G(x)

h

= lim
h→0

ˆ x+h

a

f(t) dt−
ˆ x

a

f(t) dt

h

= lim
h→0

ˆ x+h

a

f(t) dt+

ˆ a

x

f(t) dt

h

ˆ

a

b

f(x) dx = −
ˆ

b

a

f(x) dx

= lim
h→0

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
.

ˆ

b

a

f(x) dx =

ˆ

p

a

f(x) dx +

ˆ

b

p

f(x) dx,

ou seja,

G
′
(x) = lim

h→0

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
. (3.3)

Agora, como f é contínua em [x, x + h]. Sendo [x, x + h] um intervalo fechado, segue pelo

Teorema dos Valores Extremos, que existem pontos p, P ∈ [x, x+ h], tais que:

f(p) ≤ f(x) ≤ f(P ).

Assim, temos que:

f(p) · h ≤
ˆ x+h

x

f(t) dt ≤ f(P ) · h

⇓

f(p) ≤

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
≤ f(P ) Dividimos a desigualdade por h.

⇓

lim
h→0

f(p) ≤ lim
h→0

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
≤ lim

h→0
f(P )

⇓

f(x) ≤ lim
h→0

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
≤ f(x)

Quando h → 0 ⇒ (p → x e P → x). Além disso, lim
h→0

f(p) = lim
p→x

f(p) = f(x) e lim
h→0

f(P ) = lim
P→x

f(P ) = f(x).

⇓
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lim
h→0

ˆ x+h

x

f(t) dt

h
= f(x). (3.4)

Estamos aplicando o Teorema do Confronto.

Combinando as informações (3.3) e (3.4), obtemos:

G
′
(x) = f(x),

o que conclui a prova do Teorema Fundamental do Cálculo.

No curso de Cálculo I, foi visto o T.V.M (Teorema do Valor Médio). O T.V.M, tem o seguinte

enunciado:

Seja f uma função definida em um intervalo fechado [a, b] e diferenciável no intervalo aberto

(a, b). Então, existe um ponto p ∈ (a, b) tal que:

f
′
(p) =

f(b)− f(a)

b− a
.

Para integrais, temos um resultado semelhante, o chamado Teorema do Valor Médio para

integrais, cujo enunciado é descrito a seguir:

TEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAIS

Seja f 
ontínua em [a, b]. Então, existe pelo menos um ponto p no intervalo (a, b), satis-

fazendo:

ˆ b

a

f(x) dx = (b− a) · f(p).

Prova.

Vamos utilizar a função auxiliar: g(x) =
ˆ x

a

f(t) dt. Observe que g é uma função contínua no

intervalo fechado [a, b] e derivável no intervalo aberto (a, b). Aplicando o T.V.M, temos que existe

um ponto p ∈ (a, b) tal que:

g
′
(p) =

g(b)− g(a)

b− a

⇓

f(p) =

ˆ b

a

f(t) dt

b− a

g
′

(p) = f(p), g(b) =

ˆ

b

a

f(t) dt e g(a) =

ˆ

a

a

f(t) dt = 0
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⇓
ˆ b

a

f(x) dx = (b− a) · f(p),

o que conclui a prova do Teorema do Valor Médio para Integrais.

Aplique seus conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral

ˆ 5

−5

(−x2 + 25) dx.

Solução.

A integral da função f(x) = −x2 + 25 foi calculada anteriormente utilizando as somas de

Riemann. Vamos agora resolvê-la, utilizando T.F.C.

Note que, uma primitiva da função f é dada por:

ˆ

(−x2 + 25) dx =

ˆ

(−x2) dx+

ˆ

25 dx
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx +

ˆ

g(x) dx

= −
ˆ

x2 dx+ 25 ·
ˆ

dx
ˆ

c · f(x) dx = c ·
ˆ

f(x) dx

= −
(
x2+1

2 + 1

)

+ 25 · x+ c

= −x3

3
+ 25 · x+ c,

isto é, uma primitiva da função f é

F (x) = −x3

3
+ 25 · x.

Observe que foi descartada a constante c, pois o Teorema Fundamental do Cálculo diz que

devemos utilizar uma primitiva da função f então, por comodidade, consideramos a mais simples.
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Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

ˆ 5

−5

(−x2 + 25) dx = F (5)− F (−5)

=

(

−53

3
+ 25 · 5

)

−
(−(−5)3

3
+ 25 · (−5)

)

= −125

3
+ 125−

(
125

3
− 125

)

= −125

3
+ 125− 125

3
+ 125

= −250

3
+ 250

=
500

3
.

Teste. Cal
ule a integral

ˆ 3

0

(2 · sen(x)− ex) dx.

Solução.

Note que uma primitiva da função f(x) = 2 · sen(x)− ex é dada por:

ˆ

(2 · sen(x)− ex) dx =

ˆ

2 · sen(x) dx+

ˆ

(−ex) dx
ˆ

(f(x) + g(x)) dx =

ˆ

f(x) dx +

ˆ

g(x) dx

= 2

ˆ

sen(x) dx−
ˆ

ex dx
ˆ

c · f(x) dx = c ·
ˆ

f(x) dx

= −2cos(x)− ex + c,

isto é, uma primitiva da função f é

F (x) = −2cos(x)− ex.

Observe que foi descartada a constante c, pois o Teorema Fundamental do Cálculo diz que
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devemos utilizar uma primitiva da função f então, por comodidade, consideramos a mais simples.

Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

ˆ 3

0

(2 · sen(x)− ex) dx = F (3)− F (0)

= −2cos(3)− e3 − (−2cos(0)− e0)

= −2cos(3)− e3 − (−2 · 1− 1) cos(0) = 1 e e0 = 1

= −2cos(3)− e3 + 3.

Logo,
ˆ

(2 · sen(x)− ex) dx = −2cos(3)− e3 + 3.

Observação. Vale a pena ressaltar que toda integral inde�nida tem 
omo resultado �nal

uma função. Por outro lado, toda integral de�nida tem 
omo resultado �nal um número

(está rela
ionado à área).

Teste. Cal
ule a integral

ˆ 1

−1

x100 dx.

Solução.

Note que uma primitiva da função f(x) = x100 é dada por:

ˆ

x100 dx =
x100+1

100 + 1
+ c

=
x101

101
+ c,

isto é, uma primitiva da função f é

F (x) =
x101

101
.
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Observe que foi descartada a constante c, pois o Teorema Fundamental do Cálculo diz que

devemos utilizar uma primitiva da função f então, por comodidade, consideramos a mais simples.

Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

ˆ 1

−1

x100 dx = F (1)− F (−1)

=
1101

101
−
(
(−1)101

101

)

=
1

101
−
(−1

101

)

ˆ 1

−1

x100 dx =
1

101
+

(
1

101

)

=
2

101
.

Logo,
ˆ 1

−1

x100 dx =
2

101
.

Teste. Seja f a função de�nida por f(x) =







x se 0 ≤ x ≤ 1

2− x se 1 < x ≤ 2.
Cal
ule a integral

ˆ 2

0

f(x) dx.

Solução.

Primeiramente, note que

ˆ 2

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

f(x) dx+

ˆ 2

1

f(x) dx

=

ˆ 1

0

x dx+

ˆ 2

1

(2− x) dx,

ou seja,
ˆ 2

0

f(x) dx =

ˆ 1

0

x dx+

ˆ 2

1

(2− x) dx.
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Como no intervalo [0, 1], a função f assume a expressão f(x) = x, uma primitiva é dada por:

ˆ

x dx =
x2

2
+ c,

isto é, uma primitiva da função f é

F (x) =
x2

2
.

Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

ˆ 1

0

x dx = F (1)− F (0)

=
12

2
−
(
(0)2

2

)

=
1

2
− 0

=
1

2

Logo,
ˆ 1

0

x dx =
1

2
.

Por outro lado, como no intervalo [1, 2] a função f assume a expressão f(x) = 2 − x, uma

primitiva é dada por:
ˆ

(2− x) dx =

ˆ

2 dx−
ˆ

x dx

= 2x− x2

2
+ c,

isto é, uma primitiva da função f é

F (x) = 2x− x2

2
.

Assim, uma primitiva para a função f no intervalo [0, 2], é dada por

F (x) = 2x− x2

2
.

Observe que foi descartada a constante c, pois o Teorema Fundamental do Cálculo diz que

devemos utilizar uma primitiva da função f então, por comodidade, consideramos a mais simples.
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Dessa forma, aplicando o T.F.C, obtemos:

ˆ 2

1

(2− x) dx = F (2)− F (1)

= 2 · 2− 22

2
−
(

2 · 1− 12

2

)

= 4− 2− 2 +
1

2

=
1

2
.

Portanto, concluímos que
ˆ 2

0

f(x) dx =
1

2
+

1

2
= 1.
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Cálculo de áreas

Utilizando o Teorema Fundamental do Cálculo, podemos simplificar o cálculo das mais diversas

figuras planas.

Pergunta. Professor, é possível 
al
ularmos a área da região do plano limitado pelas 
urvas:

y = ex, x = 0, x = 1 e y = 0?

Claramente, podemos calcular a área mencionada utilizando o T.F.C. Apenas por curiosidade

a área a ser calculada está representada na figura.

x = 0 x = 1

y = 0

y = ex

Área

Note que as retas x = 0 e x = 1 determinam o intervalo [0, 1]. Claramente, sob o intervalo

[0, 1], temos que o gráfico de y = ex é positivo, isto é, y = ex ≥ 0. Dessa forma, a área procurada,

corresponde à área sob o gráfico de y = ex sob o intervalo [0, 1]. A área procurada é obtida

através da integral definida:

Área =

ˆ 1

0

ex dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função y = ex, que será denotada por F (x) e efetuar o cálculo

ˆ 1

0

ex dx = F (1)− F (0).

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a função exponencial

é:

F (x) =

ˆ

ex dx = ex + c.
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Logo,

Área =

ˆ 1

0

ex dx

= F (1)− F (0)

= e1 − e0

= e− 1.

Portanto, considerando e ≡ 2, 7, concluímos que:

Área = 2, 7− 1 = 1, 7.

Observação. Seja f uma função positiva em um intervalo [a, b], isto é, f(x) ≥ 0 para

todo x ∈ [a, b]. A área da região formada pelo grá�
o da função f e as retas x = a e x = b,

representada na �gura

a b

y

x

y = f(x)
Área

é dada por:

Área =

ˆ b

a

f(x) dx.
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Pare e Pense. Professor, 
omo vamos 
al
ular a área se a função f for negativa no

intervalo estudado?

Por exemplo, se no cálculo da área anterior trocássemos a função f(x) = ex pela função

g(x) = −ex, as retas x = 0 e x = 1 continuariam determinando o intervalo [0, 1].

x = 0 x = 1

y = 0

y = −ex

Área

Claramente, neste novo contexto, sob o intervalo [0, 1], o gráfico de y = −ex seria negativo,

isto é, y = −ex ≤ 0. A área procurada agora passa a ser a área acima do gráfico de y = −ex e

abaixo do intervalo [0, 1], sendo obtida através da integral definida:

Área =

∣
∣
∣
∣

ˆ 1

0

−ex dx

∣
∣
∣
∣

= |−(e− 1)|

= e− 1 ≡ 1, 7,

onde as barras paralelas representam o módulo de um número real.
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Observação. Seja f uma função negativa em um intervalo [a, b], isto é, f(x) ≤ 0 para

todo x ∈ [a, b]. A área da região formada pelo grá�
o da função f e as retas x = a e x = b,

representada na �gura

a b

y

x

y = f(x)

Área

é dada por:

Área =

∣
∣
∣
∣

ˆ b

a

f(x) dx

∣
∣
∣
∣
.

Pare e Pense. Professor, o que o
orre se a área pro
urada estiver entre duas funções?

Por exemplo, considere as funções:

f(x) = 5− x2 e g(x) = x+ 3.

Nosso objetivo é encontrar a área delimitada pelas duas funções. Para este fim, primeira-

mente precisamos saber se tal área existe. Note que, se as duas curvas se cruzarem, então

a área existe. Para verificar a existência de pontos de intesecção das duas funções devemos

realizar os cálculos:

5− x2 = x+ 3

⇓

x2 + x− 2 = 0

⇓
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x = −2 e x = 1.

Observe que, f(x) ≥ g(x). Assim, a área a ser calculada é formada pelas retas x = −2, x = 1

e pelos gráficos das funções f e g. Dessa forma, temos que a área pode ser obtida através da

integra definida:

Área =

ˆ 1

−2

(f(x)− g(x)) dx

=

ˆ 1

−2

(5− x2 − (x+ 3)) dx

=

ˆ 1

−2

(−x2 − x+ 2) dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função y = −x2 − x+ 2, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ 1

−2

(−x2 − x+ 2) dx = F (1)− F (−2).

Utilizando as propriedade das integrais, temos que uma primitiva para a função y = −x2−x+2

é:

F (x) =

ˆ

(−x2 − x+ 2) dx

= −x3

3
− x2

2
+ 2x+ c.
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Logo,

Área =

ˆ 1

−2

(−x2 − x+ 2) dx

= F (1)− F (−2)

= −13

3
− 12

2
+ 2 · 1−

(

−(−2)3

3
− (−2)2

2
+ 2 · (−2)

)

= −1

3
− 1

2
+ 2−

(
8

3
− 2− 4

)

= −1

3
− 1

2
+ 2− 8

3
+ 6

= −9

3
− 1

2
+ 8

=
27

6
=

9

2

Portanto, concluímos que:

Área =
9

2
.

Observação. Sejam f e g funções 
ontínuas em um intervalo [a, b], satisfazendo

f(x) ≥ g(x) para todo x ∈ [a, b]. A área da região formada entre os grá�
os das funções f

e g e as retas x = a e x = b, representada na �gura
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a b

y

x

y = f(x)

Área

y = g(x)

x = a x = b

é dada por:

Área =

ˆ b

a

(f(x)− g(x)) dx =

ˆ b

a

f(x) dx−
ˆ b

a

g(x) dx.
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Teste seus conhecimentos

SOMAS DE RIEMANN

1. Considere as funções.

a) f(x) = x2 − 1, [0, 2]; b) f(x) = −x2, [0, 1];

c) f(x) = sen(x) [−π, π]; d) f(x) = sen(x) + 1 [−π, π];

Para cada função acima:

(a) Esboce seu respectivo gráfico.

(b) Divida o intervalo em quatro subintervalos de comprimento igual.

(c) Calcule
4∑

k=1

f(pk)∆ x, considerando pk o extremo esquerdo, o ponto médio e o extremo

direito.

2. Considere as funções.

a) f(x) = 1− x2, [0, 1]; b) f(x) = x2 + 1, [0, 3];

c) f(x) = x+ x2, [0, 1]; d) f(x) = 2x3 [0, 1].

Para cada função acima:

(a) Determine a fórmula para a soma de Riemann, dividindo o intervalo em n subintervalos

iguais, utilizando o extremo direito.

(b) Calcule o limite das somas quando n → ∞.

INTEGRAL DEFINIDA: TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO

3. Calcule as derivadas.

a)
d

dx

(
ˆ x

−1

√
t+ 4 dt

)

; b)
d

dy

(
ˆ y

−1

2x

x2 + 9
dx

)

; c)
d

dθ

(
ˆ θ

−1

2x

x2 + 9
dx

)

.
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4. Calcule as integrais.

a)

ˆ 0

−3

(x2 − 4x+ 7) dx; b)

ˆ 9

4

2x
√
x dx; c)

ˆ π
4

3π
4

sen(x) · cos(x) dx;

d)

ˆ 2π

0

|sen(x)| dx; e)

ˆ 4

0

|(x2 − 3x+ 2)| dx; f)

ˆ 0

−2

x2

(x3 − 2)2
dx.

5. Calcule:

a)

ˆ π

−π

sen(2x) · cos(5x) dx; b)

ˆ π

−π

sen(5x) · cos(2x) dx; c)

ˆ π

−π

cos(2x) · cos(3x) dx.

SUGESTÃO

Utilize as fórmulas

sen(mx) · sen(nx) =
1

2
[cos(m− n)x− cos(m+ n)],

sen(mx) · cos(nx) =
1

2
[sen(m− n)x− sen(m+ n)],

cos(mx) · cos(nx) =
1

2
[cos(m+ n)x− cos(m− n)].

6. Sendo f uma função contínua em [−a, a].

a)Defina quando f é uma função par;

b)Verifique que, se f é par, então
ˆ a

−a

f(x) dx = 2

ˆ a

0

f(x) dx;

c)Defina quando f é uma função ímpar;

d)Verifique que, se f é ímpar, então
ˆ a

−a

f(x) dx = 0.
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CÁLCULO DE ÁREAS

7. Determine a área da região limitada pelas curvas.

a) x = 1
2
, x =

√
y,= −x+ 2; b) y = 1− x2, y = −3;

c) x = y2, y − x = 2, y = 3; d) y = ex, x = 0, x = 1, y = 0;

e) y = ln(x), y = 0, x = 4; f) y = sen(x), y = −sen(x), x ∈ [0, 2π].
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Respostas dos testes

EXERCÍCIO 2

a)
2

3
− 1

2n
− 1

6n2
e
2

3
; b) 12 +

27n+ 9

2n2
e 12;

c)
5

6
+

6n+ 1

6n2
e
5

6
; d)

1

2
+

1

n
+

1

2n2
e
1

2
.

EXERCÍCIO 3

a)
√
x+ 4 ; b)

2y

y2 + 9
; c) θsen(θ).

EXERCÍCIO 4

a) 48; b)
844

5
; c) 0; d) 4; e)

17

3
; f)

2

15
.

EXERCÍCIO 5

Em todas as alternativas a integral é igual a zero.

EXERCÍCIO 7

a)
1

3
; b)

32

3
; c)

115

6
; d) e− 1; e) 8 ln(2)− 3; f) 8.

Cálculo II 147



148 Cálculo II



Módulo 4

Integrais Impróprias

Integrais Impróprias

Quando começamos a estudar as integrais definidas, nos deparamos com limites de somas

de Riemann, que na prática não são nada fáceis de serem calculados. Porém, para nosso alívio,

T.F.C nos mostra uma forma direcionada e precisa para se calcular integrais definidas.

Caro aluno, uma simples análise dos resultados que estudamos sobre integrais definidas

sempre apresentavam as hipóteses:

1. Seja [a, b] um intervalo fechado (limitado);

2. Seja f uma função contínua em [a, b].

Pare e Pense. Tem sentido falar em integral de�nida se o intervalo de integração não

for limitado?

Quando um ou os dois, extremos do intervalo de integração não é limitado, temos a noção de

“área infinita”.

As integrais que apresentam extremos de integração infinitos são chamadas de Integrais Im-

próprias.

As integrais impróprias cujos extremos de integração são infinitos são chamadas: Integrais

Impróprias do TIPO 1.
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Observação. Seja f uma função 
ontínua no intervalo [a,∞). Então, desde que o limite

seja um número real, de�nimos:

ˆ

∞

a

f(x) dx = lim
t→∞

ˆ t

a

f(x) dx.

Por outro lado, se f é 
ontínua no intervalo (−∞, b], desde que o limite seja um número

real, de�nimos:

ˆ b

−∞

f(x) dx = lim
t→−∞

ˆ b

t

f(x) dx.

Agora, quando os limites asso
iados às integrais

ˆ

∞

a

f(x) dx e

ˆ b

−∞

f(x) dx existem, então

as integrais impróprias são ditas 
onvergentes. Caso os limites asso
iados não existam, as

integrais impróprias são ditas divergentes

Para �nalizar, se

ˆ a

−∞

f(x) dx e

ˆ

∞

a

f(x) dx são 
onvergentes, então podemos de�nir:

ˆ

∞

−∞

f(x) dx =

ˆ a

−∞

f(x) dx+

ˆ

∞

a

f(x) dx.

Aplique seus os conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ

∞

3

1

(x− 2)
3
2

dx.

Solução.

Segue da definição que:

ˆ

∞

3

1

(x− 2)
3
2

dx = lim
t→∞

ˆ t

3

1

(x− 2)
3
2

dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ t

3

1

(x− 2)
3
2

dx.
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O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1

(x− 2)
3
2

, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

3

1

(x− 2)
3
2

dx = F (t)− F (3).

Uma primitiva para a função é:

F (x) =

ˆ

1

u
3
2

du Estamos realizando a substituição u = x − 2

=

ˆ

u−
3
2 du

=
u1− 3

2

1− 3
2

+ c Estamos aplicando a tabela de integrais imediatas

=
u−

1
2

−1
2

+ c

=
−2√
u
+ c

=
−2√
x− 2

+ c Recorde que u = x − 2.

Logo,
ˆ t

3

1

(x− 2)
3
2

dx = F (t)− F (3)

=
−2√
t− 2

−
( −2√

3− 2

)

= 2− 2√
t− 2

.
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ

∞

3

1

(x− 2)
3
2

dx = lim
t→∞

ˆ t

3

1

(x− 2)
3
2

dx

= lim
t→∞

(

2− 2√
t− 2

)

= lim
t→∞

2− lim
t→∞

2√
t− 2

= 2− 0 = 2.

Portanto, concluímos que a integral imprópria
ˆ

∞

3

1

(x− 2)
3
2

dx é convergente.

Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ 0

−∞

2x dx.

Solução.

Segue da definição que:
ˆ 0

−∞

2x dx = lim
t→−∞

ˆ 0

t

2x dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ 0

t

2x dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) = 2x, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ 0

t

2x dx dx = F (0)− F (t).

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a função é:

F (x) =
2x

ln(2)
·+c.
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Logo,
ˆ 0

t

2x dx dx = = F (0)− F (t)

=
20

ln(0)
− 2t

ln(2)

=
1

ln(2)
− 2t

ln(2)
.

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 0

−∞

2x dx = lim
t→−∞

(
1

ln(2)
− 2t

ln(2)

)

= lim
t→−∞

1

ln(2)
− lim

t→−∞

2t

ln(2)

=
1

ln(2)
+ 0 =

1

ln(2)
.

Portanto, concluímos que a integral imprópria
ˆ 0

−∞

2x dx é convergente.

Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ

∞

−∞

(x3 − 3x2) dx.

Solução.

Segue da definição que:

ˆ

∞

−∞

(x3 − 3x2) dx =

ˆ 0

−∞

(x3 − 3x2) dx+

ˆ

∞

0

(x3 − 3x2) dx.

= lim
t→−∞

ˆ 0

t

(x3 − 3x2) dx+ lim
t→∞

ˆ t

0

(x3 − 3x2) dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver as integrais:

ˆ 0

t

(x3 − 3x2) dx e
ˆ t

0

(x3 − 3x2) dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver as integrais acima, basta determinarmos uma primitiva da
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função f(x) = x3 − 3x2, que será denotada por F (x) e efetuar os cálculos

ˆ 0

t

x3 − 3x2 dx = F (0)− F (t) e
ˆ t

0

x3 − 3x2 dx = F (t)− F (0).

Utilizando a tabela de integrais imediatas, temos que uma primitiva para a função é:

F (x) =
x4

4
− 3

x3

3
+ c

=
x4

4
− ✁3

x3

✁3
+ c

=
x4

4
− x3 + c.

Logo,
ˆ 0

t

x3 − 3x2 dx = F (0)− F (t)

=
04

4
− 03 − (

t4

4
− t3)

= −t4

4
+ t3

e
ˆ t

0

x3 − 3x2 dx = F (t)− F (0)

=
t4

4
− t3 − (

04

4
− 03)

=
t4

4
− t3.

Para finalizar, temos que calcular os limites:

ˆ 0

−∞

x3 − 3x2 dx = lim
t→−∞

(

−t4

4
+ t3

)

= −∞.

e
ˆ

∞

0

x3 − 3x2 dx = lim
t→∞

(
t4

4
− t3

)

= ∞.
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Portanto, concluímos que a integral imprópria

ˆ

∞

−∞

(x3 − 3x2) dx

é divergente, pois as integrais

ˆ 0

−∞

(x3 − 3x2) dx e
ˆ

∞

0

(x3 − 3x2) dx

são divergentes.

Teste. Estude a 
onvergên
ia da integral imprópria

ˆ

∞

1

1

xp
dx, 
om p ∈ R.

Solução.

CASO I: p=1

Quando p = 1, devemos estudar a convergência da integral
ˆ

∞

1

1

x
dx. Segue da definição

que:
ˆ

∞

1

1

x
dx = lim

t→∞

ˆ t

1

1

x
dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ t

1

1

x
dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1

x
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

1

1

x
dx = F (t)− F (1).

Uma primitiva para a função é:

F (x) = ln(|x|).
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Logo,
ˆ t

1

1

x
dx = F (t)− F (1)

= ln(t)− ln(1)

= ln(t) Uma vez que, ln(1) = 0

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ

∞

1

1

x
dx = lim

t→∞

ˆ

∞

1

1

x
dx

= lim
t→∞

ln(t)

= ∞.

Portanto, concluímos que se p = 1 a integral imprópria
ˆ

∞

1

1

x
dx é divergente.

CASO II: p>1

Quando p > 1, devemos estudar a convergência da integral

ˆ

∞

1

1

xp
dx =

ˆ

∞

1

x−p dx.

Segue da definição que:
ˆ

∞

1

x−p dx = lim
t→∞

ˆ t

1

x−p dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ t

1

x−p dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) = x−p, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

1

x−p dx = F (t)− F (1).

Uma primitiva para a função é:

F (x) =
x1−p

1− p
.
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Logo,
ˆ t

1

x−p dx = F (t)− F (1)

=
t1−p

1− p
− 1

1− p

=
1

1− p
·
(
t1−p − 1

)

=
1

1− p
·
(

1

tp−1
− 1

)

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ

∞

1

x−p dx = lim
t→∞

1

1− p
·
(

1

tp−1
− 1

)

.

Note que:

p > 1 ⇒ p− 1 > 0.

Sendo assim,

t → ∞ ⇒ tp−1 → ∞.

Para finalizar,

tp−1 → ∞ ⇒ 1

tp−1
→ 0.

Logo,
ˆ

∞

1

x−p dx = lim
t→∞

[
1

1− p
·
(

1

tp−1
− 1

)]

=
1

1− p

[

lim
t→∞

(
1

tp−1
− 1

)]

=
1

1− p

[(

lim
t→∞

1

tp−1
− lim

t→∞

1

)]

=
1

1− p
(0− 1)

=
1

p− 1
.

Portanto, concluímos que se p > 1, então a integral imprópria
ˆ

∞

1

1

xp
dx converge para o

número
1

p− 1
.
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CASO III: p<1

Analogamente, ao caso anterior, temos que analisar o limite:

ˆ

∞

1

x−p dx = lim
t→∞

1

1− p
·
(

1

tp−1
− 1

)

.

Note que:

p < 1 ⇒ p− 1 < 0.

Sendo assim,

t → ∞ ⇒ 1

tp−1
= tp−1 → ∞.

Logo,
ˆ

∞

1

x−p dx = lim
t→∞

[
1

1− p
·
(

1

tp−1
− 1

)]

=
1

1− p

[

lim
t→∞

(
1

tp−1
− 1

)]

=
1

1− p

[(

lim
t→∞

1

tp−1
− lim

t→∞

1

)]

=
1

1− p
(∞− 1)

= ∞.

Portanto, concluímos que se p < 1, então a integral imprópria
ˆ

∞

1

1

xp
dx é divergente.

Na primeira parte desta seção, estudamos as integrais cujo limites de integração eram infini-

tos. Para finalizarmos nossos estudos, vamos, agora, analisar as integrais no qual o integrando

não é contínuo no intervalo de integração. Claramente, esta descontinuidade pode ocorrer no

extremo inferior, no meio ou no extremo superior do intervalo de integração.

Pare e Pense. Professor, se o integrando é des
ontínuo no intervalo de integração, basta

parti
ionar o intervalo nas des
ontinuidades e depois 
al
ular a integral em 
ada parte?
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Prezado aluno, temos que ter cuidado com esta análise. As integrais que apresentam des-

continuidades ou no extremo inferior ou no meio ou no extremo superior de integração são

chamadas sIntegrais Impróprias do TIPO 2. Abaixo, temos a definição precisa destas integrais.

Observação. Seja f 
ontínua no intervalo [a, b) e des
ontínua no extremo b. Então, desde

que o limite seja um número real, de�nimos:

ˆ b

a

f(x) dx = lim
t→b−

ˆ t

a

f(x) dx.

Por outro lado, se f é 
ontínua no intervalo (a, b], e des
ontínua no extremo a, desde que

o limite seja um número real, de�nimos:

ˆ b

a

f(x) dx = lim
t→a+

ˆ b

t

f(x) dx.

Observação. Agora, a integral imprópria

ˆ b

a

f(x) dx é dita 
onvergente quando o limite

asso
iado existir, ou seja, o limite deve ser um número real. Caso o limite não exista,

dizemos que a integral imprópria é divergente.

Para �nalizar, se f é des
ontínua em um ponto p ∈ [a, b] e as integrais impróprias

ˆ p

a

f(x) dx,

ˆ b

p

f(x) dx são 
onvergentes, então podemos de�nir:

ˆ b

a

f(x) dx =

ˆ p

a

f(x) dx+

ˆ b

p

f(x) dx.
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Aplique seus conhecimentos

Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ 10

15

1√
x− 10

dx.

Solução.

Uma análise inicial da função,
ˆ 15

10

1√
x− 10

dx detecta que x = 10 é um um ponto de descon-

tinuidade de f no interior do intervalo de integração [10, 15].

Quando o limite existe, segue da definição que:

ˆ 15

10

1√
x− 10

dx = lim
t→10+

ˆ 15

t

1√
x− 10

dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ 15

t

1√
x− 10

dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1√

x− 10
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ 15

t

1√
x− 10

dx = F (15)− F (t).

Uma primitiva para a função f é obtida através dos cálculos:

F (x) =

ˆ

1√
x− 10

dx

= 2
√
x− 10 + c.

Logo,
ˆ 15

t

1√
x− 10

dx = F (15)− F (t)

= 2
(√

5−
√
t− 10

)
.
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 15

10

1√
x− 10

dx = lim
t→10+

ˆ 15

t

1√
x− 10

dx

= lim
t→0−

2
(√

5−
√
t− 10

)

= lim
t→0−

2
√
5− lim

t→0−

√
t− 10

= 2
√
5− 0

= 2
√
5.

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ 15

10

1√
x− 10

dx é convergente, visto que:

ˆ 15

10

1√
x− 10

dx = 2
√
5.

Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ π
2

0

sec(x) dx.

Solução.

Uma análise inicial da função,
ˆ π

2

0

sec(x) dx detecta que x =
π

2
é um um ponto de descon-

tinuidade de f no interior do intervalo de integração [0, π
2
].

Quando o limite existe, segue da definição que:

ˆ π
2

0

sec(x) dx = lim
t→π

2
−

ˆ π
2

0

sec(x) dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ π
2

0

sec(x) dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da
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função f(x) = sec(x), que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

0

sec(x) dx = F (t)− F (0).

Uma primitiva para a função f é obtida através dos cálculos:

F (x) =

ˆ

sec(x) dx

= ln(|sec(x) + tg(x)|).

Logo,
ˆ t

0

sec(x) dx = F (t)− F (0)

= ln(|sec(t) + tg(t)|)− ln(|sec(0) + tg(0)|)

= ln(|sec(t) + tg(t)|)− ln(1)

= ln(|sec(t) + tg(t)|).

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ t

0

sec(x) dx = lim
t→π

2
−

ˆ t

0

sec(x) dx

= lim
t→π

2
−
ln(|sec(t) + tg(t)|)

= ∞,

visto que:

t → π

2

−

⇒







sec(x) → ∞
tg(x) → ∞

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ π

2

0

sec(x)dx é divergente, uma vez que:

ˆ π
2

0

sec(x) dx = ∞.
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Teste. Cal
ule a integral imprópria

ˆ 3

−2

1

x4
dx.

Solução.

Uma análise inicial da função, f(x) =
1

x4
detecta que x = 0 é um um ponto de descontinuidade

de f no interior do intervalo de integração [−2, 3].

Quando o limite existe, segue da definição que:

ˆ 3

−2

1

x4
dx =

ˆ 0

−2

1

x4
dx+

ˆ 3

0

1

x4
dx

Primeiramente, vamos calcular a integral
ˆ 0

−2

1

x4
dx. Sendo

ˆ 0

−2

1

x4
dx uma integral imprópria

do tipo 2, temos que:
ˆ 0

−2

1

x4
dx = lim

t→0−

ˆ t

−2

1

x4
dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ t

−2

1

x4
dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1

x4
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

−2

1

x4
dx dx = F (t)− F (−2).

Uma primitiva para a função f é obtida através dos cálculos:

F (x) =

ˆ

1

x4
dx

=

ˆ

x−4 dx

= −1

3
· 1

x3
+ c. Da tabela de integrais imediatas temos

ˆ

1

x4
dx =

x−4+1

−4 + 1
+ c
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Logo,
ˆ t

−2

1

x4
dx = F (t)− F (−2)

= −1

3
· 1
t3

−
(

−1

3
· 1

(−2)3

)

= −1

3
· 1
t3

− 1

24
.

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 0

−2

1

x4
dx = lim

t→0−

ˆ t

−2

1

x4
dx

= lim
t→0−

(

−1

3
· 1
t3

− 1

24

)

= −1

3
· lim
t→0−

1

t3
− lim

t→0−

1

24

= −1

3
· ∞ − 1

24

= −∞.

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, visto que

ˆ 0

−2

1

x4
dx = −∞.

Agora, como
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, podemos concluir que a integral

ˆ 3

−2

1

x4
dx é divergente,

não importando se a integral
ˆ 3

0

1

x4
dx é convergente ou divergente. Apenas por coriosidade,

vamos estudar a convergência da integral
ˆ 3

0

1

x4
dx. Sendo

ˆ 3

0

1

x4
dx uma integral imprópria do

tipo 2, temos que:
ˆ 3

0

1

x4
dx = lim

t→0+

ˆ t

1

1

x4
dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ 3

0

1

x4
dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

164 Cálculo II



função f(x) =
1

x4
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ 3

0

1

x4
dx dx = F (3)− F (t).

Uma primitiva para a função f já foi calculada anteriormente e é dada por:

F (x) = −1

3
· 1

x3
+ c.

Logo,
ˆ 3

0

1

x4
dx = F (3)− F (t)

= −1

3
· 1

33
−
(

−1

3
· 1
t3

)

= − 1

81
+

1

3
· 1
t3
.

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 3

0

1

x4
dx = lim

t→0+

ˆ 3

t

1

x4
dx

= lim
t→0+

(

− 1

24
+

1

3
· 1
t3

)

= − lim
t→0+

1

24
+

1

3
· lim
t→0+

1

t3

= − 1

24
+

1

3
· ∞

= ∞.

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, visto que:

ˆ 0

−2

1

x4
dx = ∞.

Uma análise inicial da função, f(x) =
1

x4
detecta que x = 0 é um um ponto de descontinuidade

de f no interior do intervalo de integração [−2, 3].
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Quando o limite existe, segue da definição que:

ˆ 3

−2

1

x4
dx =

ˆ 0

−2

1

x4
dx+

ˆ 3

0

1

x4
dx

Primeiramente, vamos calcular a integral
ˆ 0

−2

1

x4
dx. Sendo

ˆ 0

−2

1

x4
dx uma integral imprópria

do tipo 2, temos que:
ˆ 0

−2

1

x4
dx = lim

t→0−

ˆ t

−2

1

x4
dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ t

−2

1

x4
dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1

x4
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ t

−2

1

x4
dx dx = F (t)− F (−2).

Uma primitiva para a função f é obtida através dos cálculos:

F (x) =

ˆ

1

x4
dx

=

ˆ

x−4 dx

= −1

3
· 1

x3
+ c. Da tabela de integrais imediatas temos

ˆ

1

x4
dx =

x−4+1

−4 + 1
+ c

Logo,
ˆ t

−2

1

x4
dx = F (t)− F (−2)

= −1

3
· 1
t3

−
(

−1

3
· 1

(−2)3

)

= −1

3
· 1
t3

− 1

24
.
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Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 0

−2

1

x4
dx = lim

t→0−

ˆ t

−2

1

x4
dx

= lim
t→0−

(

−1

3
· 1
t3

− 1

24

)

= −1

3
· lim
t→0−

1

t3
− lim

t→0−

1

24

= −1

3
· ∞ − 1

24

= −∞.

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, visto que

ˆ 0

−2

1

x4
dx = −∞.

Agora, como
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, podemos concluir que a integral

ˆ 3

−2

1

x4
dx é divergente,

não importando se a integral
ˆ 3

0

1

x4
dx é convergente ou divergente. Apenas por coriosidade,

vamos estudar a convergência da integral
ˆ 3

0

1

x4
dx. Sendo

ˆ 3

0

1

x4
dx uma integral imprópria do

tipo 2, temos que:
ˆ 3

0

1

x4
dx = lim

t→0+

ˆ t

1

1

x4
dx.

Agora, para cada t fixado, temos que resolver a integral:

ˆ 3

0

1

x4
dx.

O T.F.C nos diz que, para resolver a integral acima, basta determinarmos uma primitiva da

função f(x) =
1

x4
, que será denotada por F (x), e efetuar o cálculo

ˆ 3

0

1

x4
dx = F (3)− F (t).

Uma primitiva para a função f já foi calculada anteriormente e é dada por:

F (x) = −1

3
· 1

x3
+ c.
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Logo,
ˆ 3

0

1

x4
dx = F (3)− F (t)

= −1

3
· 1

33
−
(

−1

3
· 1
t3

)

= − 1

81
+

1

3
· 1
t3
.

Para finalizar, temos que calcular o limite:

ˆ 3

0

1

x4
dx = lim

t→0+

ˆ 3

t

1

x4
dx

= lim
t→0+

(

− 1

24
+

1

3
· 1
t3

)

= − lim
t→0+

1

24
+

1

3
· lim
t→0+

1

t3

= − 1

24
+

1

3
· ∞

= ∞.

Dessa forma, concluímos que a integral imprópria
ˆ 0

−2

1

x4
dx é divergente, visto que:

ˆ 0

−2

1

x4
dx = ∞.
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Teste seus conhecimentos

INTEGRAIS IMPRÓPRIAS

1. Quais integrais são impróprias? Justifique sua resposta.

a)

ˆ 2

1

x

x− 1
dx; b)

ˆ

∞

0

1

x2 + 1
dx; c)

ˆ

∞

−∞

x2e−x2

dx; d)

ˆ π
4

−∞

cot(x) dx;

e)

ˆ π
4

0

tg(x) dx; f)

ˆ π

0

tg(x) dx; f)

ˆ 1

−1

1

x2 − x− 2
dx; g)

ˆ

∞

0

e−x2

dx.

2. Estude a convergência da integral.

a)

ˆ

∞

3

1

(x− 2)
3
2

dx; b)

ˆ 0

−∞

1

3− 4x
dx; c)

ˆ

∞

2

e−5x dx;

d)

ˆ

∞

0

x2

√
1− x3

dx; e)

ˆ

∞

−∞

xe−x2

dx; f)

ˆ

∞

0

sen2(x) dx

g)

ˆ 1

0

3

x5
dx; h)

ˆ 14

−2

1
4
√
x+ 2

dx; i)

ˆ 3

−2

1

x4
dx;

j)

ˆ 9

0

1
3
√
x− 1

dx; k)

ˆ 3

0

dx

x2 − 6x+ 5
dx; l)

ˆ 0

−1

e
1
x

x3
dx.

Cálculo II 169



Respostas dos testes

EXERCÍCIO 1

a) Integral imprópria; b) Integral imprópria; c) Integral imprópria

d) Integral imprópria; e)Não é integral imprópria; f)Não é integral imprópria;

g) Integral imprópria h) Integral imprópria.

EXERCÍCIO 2

a) 2; b)Divergente; c)
1

5
e−10

d)Divergente; e) 0 f)Divergente.
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