Fernanda Ribeiro Silva

Isolantes Triviais e Topologicos

Uberlandia
25 de Julho de 2018



Fernanda Ribeiro Silva

Isolantes Triviais e Topologicos

Trabalho de Conclusao de  Curso
apresentado ao Curso de Graduacao
em Fisica de Materiais da
Universidade Federal de Uberlandia, como
requisito parcial para obtencao do Titulo
de Bacharel. Area de Concentracio: Fisica

Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Tomé Mauro Schmidt

Uberlandia-MG

2018



Contetudo

1 Isolantes Topologicos

1.1 O Estado Isolante . . . . . . . . . . ...
1.2 Invariante Topologico . . . . . . . . . ..
1.3 Efeito Hall . . . . . . . . .
1.4 Efeito Hall Quantico . . . . . . . . . . . . . ...
1.5 Simetria de Reversao Temporal-TR . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.6 Isolantes Topologicos . . . . . . . . . . .

2 Metodologia

2.1 O Hamiltoniano do Sistema . . . . . . .. .. .. ... L
2.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer . . . . . . . . .. ... ... ... .. ...
2.3 Teoria do Funcional de Densidade - DF'T . . . . . . . ... ... ... ... ...

2.3.1 Teoremas de Hohenberg e Kohn . . . . . . ... .. ... ... ... ...
2.4 Equagoes de Kohn-Sham . . . . . . .. .. . oo
2.5 Aproximacao para o termo de troca e correlacao . . . . . . .. ... ...

2.5.1 Aproximacao da Densidade Local . . . . . .. ... ... ... ... ..

2.5.2  Aproximacao do Gradiente Generalizado . . . . . . ... ... ... ...
2.6 Funcoes de Base-Expansao dos Orbitais de Kohn-Sham . . . . . ... ... ...
2.7 Método do Pseudopotencial . . . . . . ... oo

3 Resultados e Discussoes

3.1 Os materiais estudados . . . . . . . ..o
3.2 Estrutura Cristalina . . . . . . .. .. L o
3.3 Estruturade Bandas . . . . . .. . ...
3.3.1 Silicio Bulk . . . . . . ..
3.3.2  Bismuto Bidimensional (2D) . . . . . ... ..o oo
3.4 Nanofita de Bismuto-2D . . . . . . . . . .o



4 Conclusao

i

33



Dedicatoria

Dedico este trabalho aos meus pais, Codoaldo Ribeiro Silva e Maria Cleonicé N. Silva, aos
meus irmaos Joao William N. Silva e Udson Carlos N. Silva, por nunca terem medido esforcos
para me ajudar em tudo o que eu precisei ao longo de todos esses anos. Também dedico de
forma muito especial aos meus avos, vovd Tereza e vovo Cipriano, que mesmo nao estando
presente em corpo sempre estardo comigo em meu cora¢ao em todos os momentos. Vocés sao

as pessoas mais especiais e essenciais da minha vida.



Agradecimentos

Agradego primeiramente a Deus, por sempre ter ouvido as minhas preces.

Agradeco também aos meus pais e irmaos por sempre estarem ao meu lado, por toda

motivacao e por toda compreensao.

Agradeco também ao meu orientador Prof. Tomé, que mesmo com todas as ocupagoes
sempre se dispoz a me ensinar as coisas novas e responder as minhas davidas, agradeco também
pela paciéncia e bom humor de sempre. Agradego também ao Augusto (aluno de doutorado
do Tomé), que também sempre se encontrou muito disposto a me ajudar, ensinar e discutir as
coisas novas. Agradeco também a todos os meus professores por tudo o que me ensinaram, eu
aprendi muito mais do que eu esperava aqui e tudo foi gracas a cada um de vocés, que muito
mais do que professores, cumpriram o papel de educadores na minha vida académica. Este
agradecimento vai especialmente, em ordem alfabética, aos professores José Candido Xavier,
Liliana Sanz e Marcos Camara (FAMAT), professores que me deram muito trabalho, mas que

marcaram a minha vida académica de forma positiva e sao fonte de inspiracao para mim.

Agradego também a todos os meus amigos, todos mesmo! Vocés sao pessoas incriveis de-
mais e eu levarei cada um de vocés no meu coragao sempre. E um agradecimento mega especial
a minha ‘comissao’de TCC a Mykaelle pela correcao ortogréafica, ao Matheus pela companhia
nas noites viradas na UFU para terminar este trabalho, por todos os cafés e por todo seu esforgo
em sempre estar me ajudando, vocé é um dos melhores amigos que eu ja tive, e ao Nilson por
me ajudar com as imagens, por ter desistido da fisica mas nao ter desistido da nossa amizade.

Obrigada por mesmo que no final do semestre, vocés nao terem medido esforgos para me ajudar.

Aproveito para agradecer também as pessoas que eu dividi apartamento durante este pe-
riodo em Uberlandia. A dona Joaquina dona do pensionato que eu morei por 3 anos e que
¢ uma pessoa muito especial, obrigada por todas as vezes em que a senhora me acordou, por
todos os conselhos e por todo cuidado, nunca esquecerei. E também aos meninos que atual-
mente dividem apartamento comigo, José e Marlon, especialmente ao José que além dos dois

anos dividindo apartamento, temos 3,5 anos de graduacao juntos, obrigada por tudo.

E por iltimo, mas nao menos importante agradego a todos os funcionarios do Instituto
de Fisica, em especial a secretaria do nosso curso, Flavia por todas as gentilezas, oracoes e por
sempre me ouvir. E também as mocinhas do servigo terceirizado ARQ), pela gentileza e alegria
de todas as tergas-feiras. E também & FAPEMIG pela bolsa.



Resumo

Os isolantes Topologicos (IT), formam uma nova fase quantica da matéria. Estes mate-
riais ao serem colocados em contato com um isolante trivial, como o vacuo, nas superficies (no
caso tridimensional(3D)) ou nas bordas (no caso bidimensional(2D)) surgem estados metalicos
que possuem um Unico ou um nimero fmpar de cruzamentos entre a banda de conducao e a
banda de valéncia dando origem a cones de Dirac, assim como o grafeno. O forte acoplamento
spin-6rbita gera uma inversao da simetria dos estados do fundo da banda de condugao com
os estados do topo da banda de valéncia levando ao surgimento de uma fase topologica. Esse
tipo de material possui um grande potencial para aplicacao em dispositivos de alta velocidade,
uma vez que devido as dispersoes lineares dos estados de condugao podem apresentar uma alta
mobilidade. Esses estados obedecem a equacao de Dirac, posuindo massa nula, sao protegidos
de espalhamento, nao podendo ser destruidos caso sofram alteracoes de forma continua e infi-
nitesimal. Tais propriedades sao muito desejadas para aplicagoes tecnologicas. O objetivo do
desenvolvimento deste trabalho é investigar o efeito da interacao spin-6rbita sobre a estrutura
de bandas de dois materiais, o silicio bulk e da folha de bismuto. Como previsto pela teoria,
ao colocarmos um material com topologia trivial em contato com um material com topologia
nao-trivial, estados de borda topologicamente protegidos pela simetria do sistema e que nao
apresentam dissipagao de energia, irao surgir. Com a finalidade de observar o aparecimento
desses estados, construiremos uma nanofita, que é um sistema confinado, cuja interface é com-
posta por um material de topologia trivial e um com topologia nao-trivial, e faremos a analise
da sua estrutura de bandas e do efeito do acoplamento spin-6rbita sobre a mesma. E também,
verificaremos o efeito da largura dessa nanofita sobre os seus estados de borda.

Nos nossos resultados verificamos que conforme previsto pela teoria, o silicio bulk é um sistema
com topologia trivial, enquanto a folha de bismuto possui uma topologia nao-trivial. E a par-
tir da construgao das nanofitas da folha de bismuto foi possivel observar os estados de borda

previstos pela teoria.



Abstract

The topological insulators (TI), form a new quantum phase of matter. These materials
when being placed in contact with a trivial insulator, like vacuum, on the surfaces (three
dimesional (3D)) or on the edges (two dimensional (2D)), emerge metallic states that have a
single or a odd number of crossing between the cunductions bands e and valence band, giving
rise to Dirac cones, as well as graphene. The strong spin-orbit coupling generates an inversion
of symmetry of the band bottom states of the conduction band with the band top states of
the valence band, leading the emergence of a topological phase. This kind of material has
great potential for application in high speed devices, since due to the linear dispersions of the
conduction states can present a high mobility. This states obey the Dirac equation, having
null mass, were protect of scattering, and can be not destroyed if they undego continius and
infinitesimal changes. Such properties are highly desired for technological applications. The
objective of the development of this work is to investigate the effect of spin-orbit interaction on
the structure of bands of two materials, the bulk silicon and the bismuth layer. As predicted by
theory, when we put a material with trivial topology in contact with a material with non-trivial
topology, edge states topologically protected by the symmetry of the system and which do not
exhibit energy dissipation, will arise. In order to observe the appearance of these states, we will
construct a nanoribbon, which is a confined system, whose interface is composed of a trivial
topology material and one with a non-trivial topology, and we will analyze its band structure
and of the effect of the spin-orbit coupling on it. Also, we will verify the effect of the width of
this nanoribbon on its edge states.

In our results we verified that, as predicted by the theory, textit bulk is a system with trivial
topology, while the bismuth sheet has a non-trivial topology. And from the construction of the
nanoribbon of the bismuth sheet it was possible to observe the edge states provided by theory.



Objetivos

O objetivo deste trabalho é por meio da anélise do efeito da interacao spin-érbita, fazer
uma analise das estruturas de bandas do silicio bulk e da folha de bismuto bulk com a finalidade
de verificar se esses materiais sao isolantes topolégicos ou nao. Além disso, uma vez que como
previsto pelos resultados ja existente pela literatura, ao colocarmos um materia com topologia
nao-trivial (Isolante Topologico - IT) em contato com um sistema de topologia trivial (Isolante
Trivial), devem surgir estados de borda que sdo topologicamente protegidos pela simetria do
sistema e nao apresentam dissipacao. Assim, com a finalidade de verificar esse efeito, faremos
a analise, ndo so da estrutura de bandas de um sistema confinado (nanofita), mas também do

efeito causado pela largura da nanofita em relagao as propriedades eletronicas do material.



1 Introducao Teérica

1.1 O Estado Isolante

Os sistemas microscopicos sao melhores descritos pela equacao de Schrédinger, que é dada
por: B
A UL HU(F 1) (1)
ot
Em que H é o operador Hamiltoniano que é composto pelos termos que correspondem a energia
cinética e potencial do sistema em questao. De um modo geral, o termo equivalente a energia
potencial nao depende do tempo e isso nos permite aplicar o método da separacao de variaveis
e escrever W(7,t) como o produto de duas fungoes, W(7,t) = ¥ (x)T'(t) e obter a equagado de

Schrodinger independente do tempo,

A

Hi(z) = Ey(z) (2)

e escrevendo H explicitamente,

FLQ
o4V ()] vl) = B )
Sendo () corresponte a parte espacial dos autoestados de H e E aos autovalores desta equa-

¢ao, que fornece as energias do sistema considerado.

Os estados eletronicos correspontes a um material, que esteja organizado na forma crista-
lina, sao descritos por meio da teoria de bandas, explorando a simetria translacional da primeira
zona de Brillouin no espaco dos momentos cristalinos k. Esses estados sdo obtidos através da
equagao (3) ao ser resolvida para um potencial V' (7) que contenha a simetria de rede cristalina
do material. Entretanto, quando estamos tratando de um material cuja estrutura possui uma
periodicidade, torna-se necessario que a mesma seja levada em conta e entao passamos a con-
siderar o modelo de elétrons quase livres. Neste modelo, como demonstrado pelo fisico suigo

Felix Bloch, a equagao de Schrodinger independente do tempo (2) assume a seguinte forma:
Hw(F) = Bty (7)) (4)

com u, sendo um fungao que possui a periodicidade da rede cristalina do material e, e (k.7)
representando uma onda plana. E agora temos que os autoestados, obtidos da solucao de
(4), serdo os estados eletronicos e os autovalores E, (k) irio compor a estrutura de bandas
correspondente ao material considerado. Essas bandas de energia podem estar ocupadas, por
elétrons de spin up(T) ou down(]), ou nao e entre esses estados (ocupado e desocupado), surge
o que chamamos de gap de energia, que é a diferenca de energia entre o nivel ocupado mais
alto, denominado banda de valéncia, e o nivel desocupado mais baixo, chamada de banda de
condugao.

Neste sentido, dizemos que um determinado material possui caracteristicas de um isolante,



quando o gap de energia entre a banda de valéncia e a banda de conducao tiver um valor
muito maior do que kg1. No caso dos isolantes, todos os elétrons estao fortemente ligados
aos seus atomos, o que faz com que eles formem camadas fechadas e se tornem eletricamente
inertes. E nos casos em que o gap de energia é comparavel a kgT', ele se caraceterizado como

um semicondutor e se nao houver o gap o material é classificado como condutor.

1.2 Invariante Topolbégico

Na Matematica existe uma area, chamada topologia, que nos permite agrupar diferentes
objetos em classes/ordens topologicas, sendo o conceito mais importante para este agrupamento
a deformacao suave do objeto. Assim, se considerarmos dois objetos diferentes e se sobre um
deles for possivel aplicar uma deformacao de forma continua e suave, de tal forma que este se
transforme no outro objeto sem que haja a necessidade de se rasgar o mesmo ou fazer algum
furo, entao, esses dois objetos sao agrupados na mesma classe topologica. Cada objeto contido
em uma classe topologica é caraceterizado pelo que chamamos de invariante topologico, que
¢ uma propriedade que nao muda, ou seja, ela permanece invariante durante o processo de
deformagao e mudara apenas para objetos que estejam agrupados em uma classe topologica

distinta.

Para as superficies bidimensionais, a classificacao ocorre através da contagem do ntmero
de buracos que a mesma possui. Essa quantidade é chamada de genus (G) ou de namero de
identificadores e é dado em funcao da topologia total da superficie, sendo este o invariante to-
poldgico. Assim, uma xicara de café é topologicamente equivalente a um toréide, uma vez que
ambos podem ser deformados de forma suave um no outro e além disso, como ambas possuem

apenas um furo, o invariante topolégico das mesmas é dado por G = 1.

©

Figura 1: Esquema do processo de deformacgao suave de uma xicara em um toréide.Figura adap-

tada a partir de um GIF-Graphics Interchange Format da internet, disponivel na pagina eletro-
nica: http://pt.wikipedia.org/wiki/Topologia_(matem),C3%Altica). Fonte:Investigacao

dos Estados Topologicamente Protegidos em Siliceno e Germaneno.

Para um sistema fisico, neste caso o estado isolante, o conceito de topologia pode ser

generalizado. Se considerarmos dois estados isolantes, tal que estes estados sejam descritos por



diferentes hamiltonianas e possuam diferentes gaps de energia, se ao aplicarmos um processo
de transformacao adiabatica sobre a hamiltoniana de um dos sistemas considerados e conseguir
deforma-la na hamiltoniana do outro estado sem que o gap de energia se feche, dizemos entao

que estes dois estados podem ser classificados na mesma classe topologica.

Com isso, classificamos os materiais que sao isolantes comuns, os semicondutores e o va-
cuo como estados que apresentam uma topologia trivial e os estados caraceterizados pelo efeito

Hall quantico e o os Isolantes Topoldgicos como sendo estados de topologia nao trivial.

Assim, se tomarmos como base essa definicao, teremos que para o caso de uma interface
que separe dois estados isolantes, um com topologia trivial e outro com topologia nao-trivial,
nao havera nenhum processo continuo que nos permita conectar adiabaticamente as hamiltoni-
anas desses sistemas e portanto ird ocorrer o fechamento do gap de energia. Isso faz com que
ocorra uma alteracao do invariante topolégico do sistema, ou seja, da sua classe topologica, o
que da origem aos estados condutores de superficie, observados tanto no efeito Hall quantico,

quanto nos isolantes topologicos.

1.3 Efeito Hall

O experimento que permitiu a observacao do Efeito Hall foi realizado por Edwin Hall
e era constituido de uma folha fina de ouro que ao ser submetida a acao de um campo elé-
trico longitudinal E e de um campo magnético perpendicular B era gerada um diferenca de
potencial(d.d.p.), também chamada de voltagem Hall, no interior da folha. Esta diferenca de
potencial, surge devido ao fato de que sobre os portadores de carga da placa atua a forga de
Lorentz,
F=q(E+7x B) (5)
Em que, q e U sao respectivamente a carga elétrica e a velocidade dos portadores de carga sobre
os quais esta forca esta atuando,E_" ¢ o campo elétrico e Béo campo magnético aplicados.
Essa forga faz com que os portadores de carga existentes no material desloquem-se para as suas
extremidades, fazendo com que de um lado da folha ocorra o acumulo de cargas positivas e
do outro o acumulo de cargas negativas,gerando uma configuragao conforme figura (2). Além
disso, essa diferenca de potencial existente entre as extremidades da folha faz com que o seu

interior se torne um isolante, entretanto as suas bordas irao conduzir eletricidade.

No efeito Hall é possivel observar dois tipos de resisténcia, uma que é chamada de resis-
téncia comum p obtida a através da razao entre a diferenca de potencial entre dois pontos (que
estejam sobre uma mesma linha em que ocorre um fluxo de portadores de carga) e a corrente.

E a outra, é chamada de resisténcia Hall pg,; que é obtida da razao entre a voltagem Hall, e



B
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Figura 2: Esquema experimental do Efeito Hall.

a corrente [ :

Via
PHall = —]; 4 (6)
E uma vez que a voltagem Hall é dada por:
IB
Ve = (7)
qnpa

Sendo, I a corrente, B o campo magnético, a espessura da folha, n, a densidade e q a carga

elétrica, dos portadores de carga. E entao substituindo a expressao (7) em (6), obtemos:

1

PHall = B (8)

Npa
e lembrando que a relacao entre a condutividade e a resistividade de um material é dada pela

expressao:
1
p=- 9)

o
temos que a condutividade transversal o,, associada ao efeito Hall, varia de forma linear com

0 campo magnético.

1.4 Efeito Hall Quantico

No ano de 1980, um século apds a descoberta do Efeito Hall, Klaus von Klitzing, G.
Dorda e M. Pepper observaram experimentalmente que ao submetermos uma amostra de 2D
de elétrons, a baixas temperaturas e aplicarmos campos magnéticos intensos, analogamente ao
que ocorre no Efeito Hall uma corrente elétrica passa a ser transportada ao longo das bordas
desta amostra, sendo o que o fluxo desta corrente é unidirecional e nao apresenta dissipagao,
enquanto que o interior da mesma tornava-se um isolante. Porém, diferente do que ocorria
no Efeito Hall para estas novas condigoes, a condutividade transversal nao apresentava um
comportamento linear com a variagao do campo magnético, a mesma passava a ser quantizada

62
em patamares de <.

Este novo efeito foi denominado de Efeito Hall Quantico (Quantum Hall Effect-QHE),
para o qual a condutividade transversal o, passa a ser dada por:

o2
amy:nﬁ,n:O,l,Z... (10)
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Figura 3: Grafico da resisténcia Hall em funcao do campo magnético, obtido por Klaus von
Klitzing nas suas experiéncias. Neste grafico os patamares correspondem & resisténcia Hall
quantizada, enquanto que os picos correspondem a resisténcia longitudinal. Fonte: http:

//www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/1998/press.html

A descoberta deste efeito rendeu a Klaus von Klitzing o prémio Nobel de Fisica de 1985. Essa
quantizacao da condutividade foi uma descoberta bastante peculiar e gerou uma grande de-
manda por explicagoes tedricas a respeito nao s6 da quantizacao da condutividade transversal,
mas também de como essa quantizacao poderia se manifestar em experimentos que eram rea-

lizados nas mais variadas condicoes.

Foi entao que em 1981, Robert Laughlin propdés um experimento mental e introduzindo
os conceitos de topologia sugeriu que os patamares da condutividade Hall transversal poderiam
ser explicados se considerassemos que estes patamares constituiam o invariante topologico do
sistema. Assim, a mudanca da condutividade transversal de um patamar para outro ocorreria
sempre que sobre o hamiltoniano do sistema considerado, fossem aplicadas grandes deforma-
¢oes, como por exemplo campos magnéticos muito intensos. Desta forma o invariante topolégico
do sistema era representado pelo niimero inteiro n, que foi denominado de nimero de Chern-n.
A mudanga de um patamar para outro no QHE pode entao ser explicado pelo fato de que ao
aplicarmos deformacgoes sobre o hamiltoniano de um sistema o estado fundamental do mesmo
consegue atravessar outros estados, entretanto, como o invariante topologico n desse sistema é
um nimero inteiro, o mesmo nao pode mudar de forma continua. Isso faz com que o gréfico de
qualquer variavel proporcional ao campo magnético (desde que a varia¢do deste campo mag-
nético seja capaz de deformar significativamente a hamiltoniana do sistema estudado), deve
ser constituido por patamares, assim como acontece no caso do QHE para a condutividade

transversal.

Para o QHE as componentes longitudinal e transversal da condutividade sao representadas



por um tensor:

A 0-.77.7} O-$
o= Y (11)
Oyz Oyy
onde o0,, = o, e correspondem a condutividade longitudinal, oy, = —0,, e representam a

condutividade transversal.

Analizando o grafico da resisténcia Hall e da resisténcia longitudinal em funcao do campo
exposto na figura (3), percebemos que conforme o campo magnético varia, a0 mesmo tempo em
que ocorre a transicao de um patamar para outro, a componente da condutividade longitudinal
tende a um valor méaximo e depois a zero novamente. E ainda, no periodo em que a conduti-
vidade encontra-se quantizada em um certo patamar, temos que a condutividade longitudinal
anula-se. Temos portanto que, o invariante topolégico de um sistema ¢ finito e diferente de
zero. Além disso, no processo de transicao de um patamar para outro e na auséncia de um
campo magnético, o QHE nao ocorre e a corrente flui na diregao longitudinal tal que, o, # 0
e 0,y = 0. Nesta configuracao teriamos que o invariante topolégico n, seria nulo e este fato
nos permite verificar que o estado isolante comum, que é o estado em que além de os elétrons
estarem fortemente ligados aos seus atomos o gap de energia existente entre a banda de con-
ducao e a banda de valéncia é muito maior do que kgT1', nao pode ser classificado como sendo

da mesma ordem topoldgica que os estados caraceterizados pelo niimero de Chern.

Como descrito na segunda secao deste capitulo, dizemos que dois estados isolantes sao
classificados na mesma ordem topologica se ao aplicarmos uma deformagao adiabatica sobre a
hamiltoniana de um desses estados, conseguirmos transforma-la na hamiltoniana do outro sem
que ocorra o fechamento do gap de energia. Considerando dois sistemas, um com topologia
nao trivial, como no caso do QHE e outro com topologia trivial, que pode ser por exemplo o
vacuo. Durante a transicao de um desses estados para o outro, ird ocorrer a deformacao da
hamiltoniana e essa deformacao sera seguida do fechamento do gap de energia caracteristico
do estado isolante, causando uma modificagao na ordem topologica, e portanto do invariante
topologico, do sistema. A necessidade de que o gap de energia se feche para que a alteracao da
ordem topoldgica do sistema se altere é o que da origem aos estados de superficie, que sao os

estados em que ocorre a condugao de corrente nas bordas da superficie, que observamos no QHE.

Os estados de superficie que sao observados no QHE, também podem ser discutidos par-
tindo de uma argumentacao cléssica de que ao submetermos uma particula carregada a um
campo magnético, a sua trajetoria serd um circulo. Levando em consideragao o fato de que no
QHE, devido ao campo magnético ao qual o material é submetido, ocorre a quantizacao das
orbitas circulares dos elétrons e assim, a separacao entre os niveis de energia deste sistema,
passam a ser dadas pela frequéncia de ciclotron w,, sendo que essa frequéncia é diretamente

proporcional ao campo magnético e esses niveis de energia recebem o nome de niveis de Landau,



com energia:

E, = (m + %) hw, (12)

Sendo m, um numero inteiro. Esses niveis de energia sao considerados como sendo bandas
de energia para os elétrons, desta forma se uma parte desses niveis estiver preenchida e uma
outra parte desocupados, ird surgir um gap de energia entre elas, assim como em um isolante.
Assim podemos imaginar que nas bordas do sistema os elétrons movimentam-se de um jeito
diferente dos elétrons que se encontram no interior, pois as Orbitas dos elétrons das bordas
nao se fecham e portanto saltam de uma érbita para a outra. E devido a esses saltos, surgem
os estados eletronicos que se propagam pelas bordas do sistema de forma unidirecional, quiral
e sao metalicos. Além disso, conduzem corrente elétrica sem que ocorra perca de energia na

forma de calor e sofram espalhamento.

Como discutido ao longo desta secao, o QHE se manifesta nos materiais apenas se subme-
termos os mesmos a um campo magnético intenso. Portanto, eles pertencem a uma categoria
topologica que apresenta a quebra de simetria de inversao temporal de forma explicita. Isso fez
com que os fisicos da época se questionassem se esse efeito também se manifestaria também em
sistemas que apresentasse essa simetria. Foi entao que em 2004, surgiram os Isolantes Topologi-
cos Bidimensionais(IT)[6], também chamados de Isolantes Hall Quantico de Spin (IQHS).Este
novo estado ocorre devido a juncao da simetria de reversao temporal e o acoplamento spin-
orbita. Esses isolantes topologicos bidimensionais, sao materiais que apresentam um gap de
energia no seu interior/bulk, da mesma maneira que os isolantes normais, porém nas bordas
desses materiais ocorre a conducao de corrente. Portanto, devido a topologia nao trivial desses
materiais, eles nao podem ser conectados adiabaticamente com materiais que possuem topolo-

gia trivial.

1.5 Simetria de Reversao Temporal-TR

Neste trabalho a abordagem a cerca da simetria de reversao temporal seré feita de forma
qualitativa e portanto, muitas demonstragoes nao serao feitas. A simetria de reversao tempo-
ral esta associada a reversao do movimento e assim, o seu operador © atua apenas sobre os

operadores que estao relacionadas ao movimento, que sao: S, J, p, de tal forma que:

Ola) = | — ) (13)
E mantém os outros operadores inalterados. Este operador é antiunitario e a sua forma funcional
para um sistema de spin % é dada por:

—iSym 2

O=ne n K= —inﬁSy (14)

Em que 7 corresponde a uma fase arbitraria, K ¢ o operador de conjuncao complexa e S, ¢ a

componente y do operador de spin S. E ainda, (©)% = —1 para qualquer sistema que possua
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momento angular total J semi-inteiro.

Além de a simetria com a qual o operador de reversao temporal © esta associado, estar
relacionada com a protecao dos estados de borda que ocorrem nos isolantes topolégicos. Esse

operador também nos permite deduzir o teorema de Kramers.

Teorema 1 Todo estado de um sistema, cujo momento angular total é semi-inteiro e que

apresente a simetria de reversao temporal, serd degenerado.

Para a deducao deste teorema, vamos considerar um sistema que possua spin semi-inteiro e que
a hamiltoniana do mesmo comute com o operador de reversao temporal: [H,©] = 0. Assim,
para um autoestado arbitrario |n)

Hin) = En[n) (15)

e como assumimos que H comuta com O, ©|n) também é um autoestado da hamiltoniana com
energia F,, pois:
HO|n) = ©H|n) = OF,|n) = E,O|n) (16)

Entretanto, precisamos verificar se os estados |n) e ©|n) equivalem ao mesmo estado fisico, ou
se sao estados degenerados, ou seja, sao estados que possuem a mesma energia. Essa verificacao
pode ser feita partindo da suposigao de que estes estados correspondam ao mesmo estado fisico

e assim, a diferenga entre [n) e ©|n) seria dada no maximo por uma diferenga de fase, portanto:
Oln) = e“|n) (17)

Entao, atuando novamente com o operador de reversao temporal na equagao (17):
0(0O|n)) = Be®|n) = e ?(0n)) = e ?|n) = +1|n) (18)

E esse resultado estd em contradicao com o descrito anteriormente, de que ©* = —1. Desta
forma a suposigao feita inicialmente de que |n) e ©|n) corresponderiam ao mesmo estado fisico
estd errada e concluimos que qualquer estado que possua a simetria de reversao temporal e o
momento angular total seja semi-inteiro, serd degenerado, como enunciado pelo Teorema de

Kramers.

Quando o sistema nao possui interagao spin-orbita, a degenerescéncia de Kramers refere-se
apenas a degenerescéncia entre as componentes up e down do spin. Mas, quando consideramos
esta interagao, para sistemas que sejam invariantes perante a simetria de reversao temporal e
o momento angular total seja semi-inteiro, a estrutura de bandas do sistema sofrera algumas
consequéncias. Uma dessas consequéncias estd no fato de que os estados localizados em +k
e -k, no espaco dos momentos, possuem a mesma energia. Isso implica que os sistemas que
possuem simetria de reversao temporal as bandas de energia ocorrem aos pares e esses pares
sao chamados de pares de Kramers. Esses pares acontecem em torno dos pontos k que sao

invariantes perante essa simetria, sendo denominados de Momentos Invariantes por Reversao



Temporal (TRIM)[7,8]. A estrutura de bandas em torno desses pontos, que devem estar na
parte interna da primeira zona de Brillouin sdo definidos por:A4; = %(vlb: 1 woby + Ugb_::,), é

simétrica.

* byths

Hexagonal

Figura 4: Exemplo de pontos correspondentes aos Momentos Invariantes por Reversao Temporal
(TRIM) de uma Zona de Brillouin hexagonal.

Desta forma, se considerarmos um sistema que contenha elétrons e que este sistema seja
submetido a um campo magnético externo B , teremos que o hamiltoniano deste sistema seré
constituido de termos dados por: (Sé) e pf_f + ffp. E atuando com o operador © sobre esses
termos, temos que ele ird reverter p e S, mas deixara o campo externo Beo potencial vetor A
inalterados. Como os fatores p e S sao impares em relagao a reversao temporal, teremos que a
hamiltoniana do sistema nao comutara com o operador © e devido a agao do campo magnético
externo acontecera a quebra da simetria de reversao temporal. Portanto, no caso do Efeito
Hall Quéntico, a aplicacao do campo magnético gera uma mudanca no estado do sistema. E
o que impulsionou a busca por isolantes topoldgicos, foi a possibilidade de existirem materiais
que assim como no QHE apresentem estados de borda nao triviais, mas que preservassem a

simetria de reversao temporal.

1.6 Isolantes Topolbogicos

O primeiro estado topologico observado na matéria foi o estado descrito pelo QHE. Mas,
certo tempo depois um novo estado topologico, que estava associado a uma nova fase quantica,
constituida pela inversao da paridade das bandas de valéncia e conducao, que ocorre devido a
interacao spin-orbita, foi descoberto. Este novo estado foi chamado de Isolante Hall Quantico
de Spin, e sdo também conhecidos como Isolantes Topologicos Bidimensionais(IT). Os materi-
ais que sao classificados como IT, sao materiais que assim como nos isolantes comuns possuem
um gap entre as suas bandas de energia, nos estados de bulk, ou seja, no interior do material,
entretanto para os IT possuem estados de borda, tais estados sao compostos por dois canais

spin-polarizados, que se deslocam em sentidos opostos. Sendo a interagao spin-o6rbita a respo-



savel nao s6 pela existéncia desta nova fase topoldgica, mas também por preservar a simetria
de reversao temporal. Desta forma, o estado IT é caracteristico de materiais que apresentem

um forte acoplamento spin-orbita.

O acoplamento spin-orbita é um efeito relativistico e ocorre devido ao fato de que para o
elétron, o proton esté se movendo. Pois como sabemos, quando uma particula que possui carga,
estd em movimento ela acaba induzindo um campo magnético, e esse campo magnético que é
induzido pelo proton acaba exercendo um torque sobre o elétron. Esse torque exercido sobre
o elétron acaba fazendo com que o seu momento de dipolo magnético tenha a tendéncia de se
alinhar paralelamente & direcao do campo magnético produzido pelo proton. A essa interacao,

damos o nome de interacao spin-érbita.

O invariante topolégico dos IT, é representado por v, que pode ser obtido através da
analise da estrutura de bandas do sistema. Uma vez que, para sistemas que contenha tanto
a simetria de reversao temporal, quanto a simetria de paridade, os autoestados de Bloch nos
pontos em que os momentos sao invariantes por reversao temporal, também serao autoestados
da paridade, cujo os autovalores serdo dados por: &, (4;) = £1 [9]. E assim, o invariante

topologico v que é classificado como Z5 pode ser obtido por:

(-0 =] (19)

Em que §; equivale ao produto realizado entre todos os pares de Kramers das bandas ocupadas
e é representado matematicamente por: 0; = [[, . &, (4;). Assim, ao analizarmos a paridade das
funcoes de onda de Bloch correspondentes aos estados ocupados, nos pontos que equivalem a
momentos invariantes por reversao temporal, se v = 0, entao o estado possui topologia trivial

e se v = 1, teremos um estado com topologia nao trivial, ou seja um IT.

Entretanto, existem materiais que nao possuem simetria de paridade, devido a isso a
obtencao do invariante topologico se torna um pouco mais complicado e passa a ser feito com
base na analise da matriz que representa o operador de reversao temporal, escrita na base das

fun¢des de onda de Bloch para os estados ocupados |, (k)).

2 Metodologia

2.1 O Hamiltoniano do Sistema

Conforme citado no Capitulo 1, a descri¢ao de sistemas microscopicos é dada pela equacao
de Schrédinger dependente do tempo, que desprezando os efeitos relativisticos é dado pela

equagao (1) e para os casos em que o potencial correspondente ao sistema em que se deseja
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estudar seja independente do tempo, é possivel aplicar o método de separacao de varidveis e

desacoplar a parte temporal e espacial desta equacao, cuja solucao para a parte espacial resulta

na equagao de Schrodinger independente do tempo (2) e a solugdo para a parte temporal é
iBn

dada por: T(t) =e

Para que possamos resolver a equagao de Schrodinger independente do tempo é necessario

que conhecamos o Hamiltoniano do sistema. Neste caso estamos interessados em um sistema
de muitos corpos composto por N-particulas e M-ntcleos, cujo Hamiltoniano deve conter os

seguintes termos:
H = T.(7) + To(R) + Veee (") + Viie(r, R) + Vi (R) (20)

em que o primeiro e o segundo termos correspondem respectivamente a energia cinética eletro-
nica e nuclear do sistema e o terceiro, quarto e quinto termos sao referentes a energia potencial
devido respectivamente a interacao elétron-elétron, a interacao elétron-niicleo e a interacao
ntucleo-ntcleo dos atomos. Escrevendo esses termos explicitamente,
P S TN il L1 al
=3 LV V0 X ZZV .
i=1 I=1 1

i:j,i;éj I=1 =1

_Adr o
=JI#J] |Rr — Ryl
Em que, com a finalidade de simplificar a equacao foram consideradas as unidades atomicas,
portanto, a carga (e) e a massa (m,) do elétron, também a constante de Planck dividida por
27 (h) e a constante de forca eletrostatica (K), foram igualadas a 1.
Como sabemos, a partir da equacao de Schrodinger é possivel resolver, analiticamente, apenas
o atomo de hidrogénio. Ao tratarmos de um problema de N-particulas interagentes, como é o
caso do nosso sistema, torna-se necessério fazer algumas aproximacoes para que a equagao se

torne soluvel.

2.2 Aproximacao de Born-Oppenheimer

A massa do elétron é aproximadamente 2000 vezes menor do que a massa do nicleo, sendo
assim, como a energia cinética de uma particula varia com o inverso da massa da mesma, a
energia cinética do niicleo é muito pequena se comparada a do elétrons. Portanto, podemos
assumir que a cada variagao nas coordenadas nucleares os elétrons se ajustam de forma simul-
tanea, como se eles estivessem se movendo em um referencial com ntcleos fixos e entao o termo
correspondente a energia cinética desses nicleos (Tn(ﬁ)) pode ser desprezada e a equagao (20),

torna-se:
H =T,(7) + Voo () + Voo(r, R) + Vyr_n(R) (22)

Esta aproximacao nos permite desacoplar a parte eletronica da parte nuclear do Hamiltoniano

e escrevé-lo como:

H = Hye + Hoar (23)

em que:
Heper = To(7) + Ve (7) + Voo (1, R) (24a)
{ Hyer = Vi n(E) (24b)



E utilizando o formalismo de Heisenberg, como H,,.; comuta com as coordenadas das posicoes
nucleares, ou seja, HyoeR = RH.., podemos resolver a equacgao de Schrodinger para um

autoestado que seja funcdo da posicio nuclear |1 (R)):
Haalt(R)) = E'(R)|¢(R)) (25)

E para obter a energia total do sistema Ewtal(l%) basta somar o termo correspondente a interacao
nuclear:

Etotal(ﬁ) — Eeld(ﬁ) + Vn—n (26)

Embora muito util a aproximacao de Born-Oppenheimer, ainda nao nos permite obter uma
solucao numérica da equacao de Schrodinger e assim necessitamos de utilizar outros métodos

para soluciona-la. Um dos métodos mais bem sucedidos é o da Teoria do Funcional de Densidade

(DFT).

2.3 Teoria do Funcional de Densidade - DFT

Baseada em dois teoremas propostos por Hohenberg e Kohn, a DFT teve sua origem na
década de 1960. E diferente do formalismo padrao, nesta teoria a variavel que contém toda a
informagao do sistema é densidade de carga p(r) e ndo a fungao de onda .

A DFT é uma teoria extremamente relevante na fisica do estado sélido, tanto pela sua grande
concordancia com os resultados experimentais, quanto pelo seu baixo custo computacional e é
empregada nos célculos de primeiros principios para a descricao e estudar as propriedades de

materiais em seu estado fundamental.

2.3.1 Teoremas de Hohenberg e Kohn

Teorema 2 Para um sistema de muitos elétrons, a densidade de eletronica p(T) do estado
fundamental pode ser determinada de forma univoca, a menos de uma constante, a partir do

poténcial externo V.. que atua sobre os elétrons.

Sendo Vg 0 potencial dado pelo termo devido a interacao niicleo-elétrons (Vn_e) da equacao
(20). Este teorema nos diz que se conhecermos a densidade eletronica p(7) podemos determinar
o potencial V;zt e uma vez que os demais termos do Hamiltoniano constituem um Funcional
Universal dependente apenas do ntimero de elétrons, a validade do Teorema 2 nos garante que

o sistema pode ser completamente caracterizado pela densidade eletronica.

¢ Demonstragao

Supondo que temos dois potenciais externos aos elétrons de valéncia: V' (7) e V" oy (7), sendo
esses potenciais diferentes, mas que fornecendo a mesma densidade eletronica para o estado
fundamental. Esses potenciais darao origem aos operadores V... (7) e V. (), que vao corres-

ponder a H' e H” respectivamente e a cada um desses Hamiltonianos havara a sua respectiva
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fungao de onda, [¢') e [0"). Assim, lembrando que o Hamiltoniano eletrénico do sistema é dado

pela equagao (24a), em que V,.;(7) é equivalente a Vi_e, teremos que: H = H..,, portanto:

[:[, = Te(ﬁ + ‘A/efe<7_”> + V,ext (273)
H" = To(7) 4 Vi o (F) + V" oy (27b)

Com isso a equagao (25) para esses dois potenciais fica da seguinte forma:
H'[) = E'(R)[¢) (28a)
H"|§") = E"(R)|¢") (28b)

Sendo que [¢') e [1") devem resultar na mesma densidade eletronica e as energias do estado
fundamental que serao os autovalores obtidos a partir da solucao dessas duas equagoes sao

respectivamente F| e E{, entdo podemos escrever:

(W H'Y) = B (29)

(W' H"[") = Ey (30)
E como [¢)") nao equivale ao estado fundamental de H', temos que:
(W'[H'1Y) = By < ("|H'[Y") (31)
E somando (H” — H") do lado esquerdo da equacio (31):
Ey < ("[H'+ (H" — H")[")
By < (/| + @ — Ho
Ey < By + (@|H' — H"|9")
Ey < Ef + ("|[To(7) + Veee(F) + Veat] = [To(F) + Veee(F) + VVea][¢")
Ef < By + @[V ewr = VVeut ") (32)
Analogamente, [¢/') nao equivale ao estado fundamental de H", entdo:
(W H ") = By < (0| H"[v") (33)

E seguindo o mesmo procedimento feito acima, obtemos:

Eq < ('|H" + (H' = H")[¢')
E§ < (/' [H'|¢') + (/| H" — H'|[¢))
Ey < B+ (¢|H" — H'|¢/)
B! < B+ (O |[To(7) + Vieo(F) + V7 est] — [To(F) + Vero () + V] |0)
Bl < Ey+ (@ |V ey — V|0 (34)
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E sabemos que:

N
<@/J|Vext|?/)> = Z / e / V(11,75 o, TN Aextq/](’l“_ia T3y TS AP (35)
i1

E como para um sistema com N elétrons, a densidade eletronica é dada por:

N
p(F) = /---/w*(ﬁ,r‘é,...,r})[Zd(F—ﬁ)]w(ﬂ,rB,...,r?v)d3r}d3 AP
=1

p(r) = N/---/?ﬁ*(ﬁ,r},...,r}{;)w(ﬁ,@,...,r?v)d:gﬁd?’r}...d:sﬁv (36)

E utilizando esse resultado na equagao (35), obtemos:

W1Veali) = [[ [ ool VeV (37)

E como assumimos que V', € V”ext, correspondem a mesma densidade eletrénica no estado

fundamental py(r), as equagoes (32) e (34), podem ser reescritas como:

Bl < B+ ﬂymm ot — Vo) (38D)

E somando essas duas equagoes:
E/ + E// E// + E/ /// Po Voot — V//ezt) + (V”ext _ V’ea:t)dBF
E// E// + El (39)

Temos portanto que a suposi¢ao inicial de que dois potenciais externos distintos fornece-
riam a mesma densidade de carga, nos retorna como resultado um absurdo e com isso podemos
concluir que, diferentes potenciais externos devem levar a diferentes densidades eletronicas, es-

tando de acordo com o primeiro teorema de Hohenberg-Kohn.

Desta forma, uma vez que conhecemos o potencial externo torna-se possivel determinar
o operador Hamiltoniano e entao poderemos encontrar a funcao de onda v do sistema. Ou
seja, no estado de menor energia ha uma relagao direta entre a funcao de onda e a densidade
eletronica do mesmo. Isso implica que a funcao de onda deste estado pode ser escrita como
um funcional da densidade eletronica. Portanto, assim como a funcao de onda, a densidade
eletronica deve conter todas as informacgoes do sistema e consequentemente o funcional de todos

0s observavéis fisicos, também tornarao-se funcionais de po(7)

Teorema 3 A energia como um funcional da densidade E(p) pode ser definida e € vdlida
para qualquer potencial externo Viwi. Para um determinado potencial, o valor exato da energia
no estado fundamental Ey(p) € o minimo global do funcional energia, sendo a densidade que

minimiza este funcional a densidade exata do estado fundamental po(T).
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Este teorema nos diz basicamente que a energia do estado fundamental é fornecida pelo
minimo do funcional de energia Fy[po(7)], que é obtido a partir da densidade eletronica exata
do estado fundamental py(7) e portanto, qualquer densidade eletronica diferente de po(7), nos

fornecerd uma energia maior do que a do estado fundamental.

e Demonstracao

Temos que:

Elp(")] = (¢|Hepet|t))
Elp(P)] = ([T, + Voo + Vin_o|t))
Elp(P)] = ([T, + Vie + Vgt ) (40)

E para todos os sistemas que contenham muitos &tomos entre os quais ocorre interagao coulom-
biana, os dois primeiros termos da equagao (40) serdo comuns, devido a isso este termo recebe

o nome de funcional universal F[p(r)| e assim, a equacao (40) pode ser escrita como:

Elp(7)] = Flp(7)] + (4| Vet 1)) (41)

E assim, para o estado fundamental esta expressao torna-se:

Elpo(7)] = Flpo(7)] + (¢o|Vear|to0) (42)

E utilizando o resultado obtido para o Teorema 2 de que a densidade eletrénica determina de

forma tnica a funcao de onda:
Ey = Elpo()] = E[th] (43)

e levando em consideracao o Teorema 3, teriamos que:

Elih] < E[Y] (44)

E escrevendo a equagao (44) explicitamente:

<¢0|ﬁ6l€t|¢0> < <¢|]:Ielet|¢>

<w0|Te + ‘76—6 + ‘7e$t|,¢)0> < <¢|Te + ‘76—6 + ‘A/ext|¢>
Flpo(P)] + ($o[Vearltbo) < Flp(R)] + (|Vere )
Elpo(r)] < E[p(7)] (45)

Sendo assim, uma densidade que nao seja a do estado fundamental ird nos fornecer uma energia

maior do que a do estado fundamental, concordando com o que nos propoe o Teorema 3.

Assim, segundo os dois teoremas de Hohenberg-Kohn a energia do estado fundamental de
um sistema pode ser obtida através da densidade eletronica deste estado, que por sua vez pode
ser encontrada a partir do potencial externo. Porém, estes teoremas nao nos fornecem métodos
de determinar essa energia, tal método foi proposto por Kohn-Sham e sera explicado na secao

posterior.
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2.4 Equacgoes de Kohn-Sham

As equagoes de Kohn-Sham, constituem um método sistemético através do qual se obtém
a energia do estado fundamental a partir da densidade eletronica exata deste estado. Assim,
supoe-se que o sistema composto por muitas particulas interagentes possa ser transformado em
um sistema de particulas nao interagentes e com isso, transformamos o problema de N corpos
interagentes em N problemas de um tnico corpo, em que a densidade eletronica do estado

fundamental é a mesma para os N sistemas.

Como ja vimos na secao anterior, a energia escrita como um funcional da densidade pode

Ser expressa Ccomao:

E(p) = F(p) + (Ve |1)) (46)
vimos ainda que, para todos os sistemas multieletronicos o funcional universal F'(p) é o mesmo:
F(p) = (|T. + Vie|th) (47)

Na aproximagao de Kohn-Sham, o termo de energia cinética é separado em duas componentes,
um correspondente a energia cinética de um gés de elétrons nao interagentes Ty(p) que é dado

por:

N
1= 3> [ 09t (48)
i=1

em que ¢; sao denominados de orbitais de Kohn-Sham. A outra componente refere-se a energia
de troca e correlagao F,., este termo tem como funcao incluir todas as contribui¢oes energéticas
nao contadas. Além das componentes da energia cinética, o funcional universal possui um termo

referente a interagao classica Coulombiana, que também é conhecida como energia de Hartree

J(p):
-5 //" ;_r,, (") (49)

E portanto, a equagao (46) para o formalismo de Kohn-Sham, torna-se:

—

:——Z [0+ Bt 5 // p(‘ ET) + Velp)  (50)

Conforme demonstrado para o Teorema 2 de Hohenberg-Kohn, a energia do estado funda-

‘il

mental pode ser obtida ao minimizarmos o funcional E(p) em relacao a densidade de carga.
Assim, py(7) corresponde a condigao de extremo, ou seja, ao valor que minimiza essa energia e
a condicao de vinculo do sistema esté contida no fato de o niimero de particulas N do sistema
nao ird mudar e portanto a carga do sistema deve permanecer fixa. E para escrever o funcional

de Ep] é necessério que seja incluido esta condi¢ao de vinculo,

OE(p) —eN

op
dE(p) eN

op op
SE(p) €N
— 1

=0
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E ainda, lembrando que o ntimero total de particulas pode ser dado por Ne, entretanto aqui

assumimos as unidades atdmicas e portanto e=1 e que:

N = [ oo (52

Como os limites da equagao (52) sao fixos, ao aplicarmos a derivada funcional sobre N a mesma

ird atuar somente no integrando:

ON _ p(7)
— = €—=
op p
ON
o 53
op ‘ (53)
Substituindo na equagio (51): —6Egppm] = ¢. E agora, aplicando a derivada funcional na equagao
(50):
SElp(] _ 0| 1y o i L[ PPP07) .
o dp| 2 i . 92 7 Eﬂﬁc ex
op 5p 2; ¢ZV¢zd(r)+2// |F—r’|drdr+ 0] + Viatlp]

\\,

SElp(M] _ 8 [ 1y
op B 5_,0(_52
)

op op
IE[p(r)] 1o / P(ﬁ) 3,7 0 / ’ - 713
—— = —=V'+ | —=dr"+V,e(p) + — | Verr(7)p(7)d’r
5 5 . W +35, +(7)p(7)
OF 1 )
0Elp(M)] _ ——V? +/—f(rl 1" + Ve (p) + Vet (7) (54)
(Sp 2 ’r — 'r/|
E entao definimos: .
VKS(/O) = /%dsﬁ + Vae(p) + Veart (7) (55)
r—r

como sendo o potencial efetivo de Kohn-Sham e com isso a equagao (54) passa a ser expressa

COIMo:

0 E[p(r)]

1
= —§v2 +VES(p) = HXS (56)

Essa equacao final nos permite escrecer uma equagao do tipo Schrédinger,

H.KS@(F) = €¢;(7) (57)

Sendo que o hamiltoniano corresponde ao de um sistema nao interagente, possuindo o termo
de energia cinética e o de energia potencial efetivo VES que atua sobre cada elétron do sistema.

A partir desta equacao podemos obter a densidade de carga p(7) utilizando o fato de que:

o) = S0 = [ ST (59

As equagoes (57) e (58) nos permite obter a densidade do estado fundamental de um sistema de

elétrons interagentes, através da densidade eletronica do estado fundandamental de um sistema
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de elétrons ndo interagentes submetidos a um potencial efetivo V5%, a partir de um processo
autoconsistente e sao denominadas de equacoes de Khon-Sham. O procedimento para obtencao
desta densidade ocorre da seguinte maneira: inserimos uma densidade de carga tentativa p'(7),
entao o potencial efetivo de Kohn-Sham é calculado e com esse resultado a equacao para esse
potencial efetivo escrita na forma de equagao de Schrédinger é solucionada e os orbitais de
Kohn-Sham de particula tinica sdo obtidos. Com isso, utilizando a equagdo (58) determinamos
uma nova densidade eletronica p”(7) e o procedimento é feito novamente até que as densidades
de entrada e saida sejam iguais. E ainda, uma vez que a equagao do tipo Schrédinger foi
resolvida, obteremos também os autovalores ¢; das equagoes de Kohn-Sham, isso nos possibilita

obter a energia do sistema E(p):
Exs = (¢ilHkslén)
Brs = [ 610 o) (59)

Em que:

Hics¢4(F) = €1¢4(F)

¢; (7 )HKS¢Z< = ¢; (Meii(7)
1) | =57+ VIS0 | 6 = (e
) |7+ [ E V) + vm@] 67 = Gi(Pea® (0

integrando ambos os lados da equagao (60) sobre todo o espago e utilizando a relagao dada pela

expressao (58), obtemos:

-5 [ [[HO D pioms v+ [Vatrndr= [apotr

ocupados

+ / / —p|(f )p%)d?’ﬁd?’ﬁr / Vaeh(F)PT + Ve (p) = ) € (61)
r—7T

=1

Por outro lado, retomando a equagao da energia expressa como um funcional da densidade:

_ ——Z/¢ V26 (7) + = // ) () + Brelp) + Viar(p)

—
/

B(p) = /< v+ [ i 1: ()A) + Evelp) + V()

Bp) = To(o) + 5 [[ f’p V) + Bulp) + Vinlp)  (62)

F—r ]
E ainda, como sabemos a energia de um sistema é dada pelo hamiltoniano do mesmo, que de

um modo geral, é composto por dois termos que sao as energias cinética e potencial. Desta

forma, colocando os termos de energia cinética e energia potencial em evidéncia nas equacao

(61) e (62):

ocupados

_7
Ttral) = Y - /; ) pridor - [ Vaupler (63)
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Ty +vealp) = B) — 5. [ [ 22200 T) — Buclo (64)

E igualando essas duas expressoes:

ocupados —; ~ 1 - . .
2 // AP o / Vaep ()07 = E(p) — 5 / / PO 50)a¥ ) — Enelp)
|7 — 7| 2 |7 — 7|
()p(7) (7)p(r)
E(p)= Y &+ Eulp) - / Viop (F)d37 — / / PP g riddr + / PP 3 (r)d® ()
i=1 |77 — 1] |7 — 7|
ocupados 1 (7:;) (F)
E(p)= > €+ Eulp) - / Ve (F)dPF — = / / PO BrddF (65)
2 |7 — 7|

i=1
E é a partir desta equacao e das equagoes de Khon-Sham ((57) e (58)) que se determina a
energia do sistema na Teoria do Funcional de Densidade. Entretanto, além dos autovalores ¢;
obtido das equagoes de Kohn-Sham, para calcular essa energia é necessario conhecer os valores
da energia e do potencial de troca e correlacao. Como nao ha uma forma conhecida para
esses termos, fazemos uma aproximacgao. Tal aproximacao é de extrema importancia pois é
ela quem determina a precisao do nosso célculo. Neste trabalho a aproximagao utilizada foi
a Aproximagao do Gradiente Generalizado (GGA-General Gradient Approzimation) e para
a melhor compreensao a cerca da mesma, é preciso introduzir a Aproximacao da Densidade

Local(LDA- Local Densit Approzimation) da qual esta aproximagao deriva.

2.5 Aproximacao para o termo de troca e correlagao
2.5.1 Aproximacgao da Densidade Local

Para a Aproximacao da Densidade Local, consideramos que a energia de troca e correlagao
por elétron ¢,. situado em um ponto 7, coincida com a energia de troca e correlagdo por
elétron de um gés homogéneo de elétrons, cuja densidade eletréonica em torno deste ponto
7 seja a mesma. Ou seja, assumimos que cada regiao do espago do sistema nao-homogéneo é
composto por N pequenos infinitésimos de volume e que esses N-infinitésimos de volume podem
ser tratados como um gas de elétrons homogéneo.Assim podemos calcular a energia de troca e
correlagao somando as contribuicoes de energia por elétron correspondente a cada infinitésimo
de volume. Com isso, a energia de trocar e correlagao do sistema em que estamos considerando
pode ser substituida localmente pela energia de troca e correlagao do gés de elétrons homogéneo

que possui a mesma densidade eletronica do sistema, ou seja:
EEPAp() = [ o0tz p(r) (66)

Em que sh"m pode ser escrito como a soma dos termos correspondentes & energia de troca e a
energia de correlagao:
hom __ _hom hom
‘gxc - gx (p) + € (IO) (67>

Cc
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hom
c

hom

: (p) & um

Sendo o termo de troca £.°™(p) bem conhecido, entretanto o termo de correlagao €

pouco mais complexo e nao possui uma forma exata para um gas de elétrons homogéneo.

Quando estamos tratando de um sistema em que os elétrons se encontrem em uma deter-
minada regiao do espago infinito e que estejam submetidos a um potencial externo positivo, ou
seja, quando estamos tratando de um sistema eletronico uniforme a Aproximacao da Densidade
Local é exata. Porém, para sistemas nao uniformes a LDA nao fornece bons resultados, este
problema é resolvido ao expressarmos a energia de troca e correlacao por elétron em funcao do
gradiente da densidade Vp(7) e essa mudanga é o que da origem a Aproximacao do Gradiente

Generalizado.

2.5.2 Aproximacgao do Gradiente Generalizado

Esta aproximacao tem como intuito aprimorar a aproximacao feita pela LDA. Para esta
aproximacao ao invés de escrevermos a energia de troca e correlacao em funcao apenas da

densidade local, expressamos a mesma também em funcao do gradiente desta densidade:

Euolp) = / f(p, Vp)d7 (68)

hom

Ou seja, o que fazemos é substituir a energia de troca e correlagao por elétron £

por uma
funcao local nao s6 da densidade eletronica, mas também do gradiente da densidade. De um
modo geral, f(p, Vp) é definida a partir da andlise da forma com que a energia por elétron varia

em determinadas situagoes, sendo a forma mais utilizada para o funcional GGA, a formulagao
do funcional de Perdew, Burke e Ernzerhof(PBE).

2.6 Fungoes de Base-Expansao dos Orbitais de Kohn-Sham

Na segao 2.4 obtivemos as equagoes de Kohn-Sham:

H"S () = ehi(7)
p(7) = Z | (7)|?

Para a solugao destas equacoes, os orbitais de Kohn-Sham ¢; precisam ser expandidos em uma
base. Para os sistemas que trabalharemos, a forma mais conveniente de expandir esses orbitais é
feita a partir da teoria de Bloch, esta teoria tem como base o fato de que um cristal é constituido
por uma reproducao infinita de uma estrutura fundamental que contém um ntmero minimo
de atomos que se reproduz de forma infinita e em todas as dire¢oes. Esta estrutura minima é

chamada de célula unitaria e a translacao desta célula é feita através do vetor de translagao:

—

T = nlc_il + n262 + ngag; (70)

Sendo n1,n9,n3 nimeros inteiros e variando 71" para todos os valores possiveis de nq, ng, ns,

teremos como resultado o cristal. Sendo assim, o potencial externo sentido pelos elétrons do
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sistema considerado, serd tal que: V() = V(7 + T), ou seja, os elétrons irdo interagir com
um potencial periddico que se repete por todo o cristal e consequentemente, as autofuncoes
destes elétrons também irao possuir a periodicidade do potencial. Felix Bloch, demonstrou que
as autofungoes, obtidas da solucao da equacao de Schrodinger, para uma particula que esteja
submetida a um potencial periédico sao dadas pelo produto de uma onda plana (6“;77) por uma

funcao uk () que contenha a periodicidade da rede. Ou seja:
V() = up(P)e™” (71)

Que é conhecida como funcao de onda de Bloch, em que u; é a periodicidade da rede cristalina
¢ ainda, u(7) = up(F + T) = ue(F+ nT), com n sendo um nimero inteiro. Temos também,
que:

¢k (77_+_ T’) =y, (F)eil;i‘uk (T’)ezlzf _ uk(f'—l— T’)eiﬁf‘eiﬁ’f = u (,r—,‘)eilzf‘eilzf _ ¢k€iﬁf (72)

—

Esta equacao nos fornece a informacao de que a menos de uma diferenca de fase, e**7, as funcdes

de onda do sistema serao idénticas dentro de um periodo T'.

Analogamente ao demonstrado por Bloch, na DF'T, as autofungoes descritas pelos orbitais

de Kohn-Sham ¢; sao escritas da seguinte maneira:

i (7) = fi(7)el®T (73)

Em que f;(7) corresponde ao termo que contém a periodicidade da rede e este termo é ainda

expandido em um conjunto de ondas planas:

f =) C(i,é)eiéF (74)
G

Sendo G um vetor de translacdo da rede reciproca e com isso a equacio (73) torna-se:

MGEDY C(i,é)@ié%‘“—éﬂ
G
Gix(F) = Z C@(EJFG*)e'"(“Gm (75)
G

Embora quanto mais termos forem considerados na expansao, maior serda a precisao do
nosso céalculo. Nao podemos deixar de lado o fato de que ha um limite computacional a ser
levado em consideragao e portanto, faz-se necessério restringir a soma G auma energia de corte.
Definimos essa energia de corte E.,.,; como sendo o valor méximo de energia cinética para um

elétron do sistema em que estamos analisando:
AT
é‘k + G’ < Eencut (76)

As vantagens de obter os orbitais de Kohn-Sham por este método é que além de ele ser cons-
tituido por uma base simples e de facil utilizagdo computacional, o tinico parametro que o

controla ¢ a energia de corte.
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2.7 Meétodo do Pseudopotencial

A DFT, simplifica de forma consideravel os célculos de estrutura eletronica para sistemas
de muitos dtomos. Entretanto, mesmo com essas simplificagoes, esses calculos demandam um
alto custo computacional e ainda, essa teoria também apresentava certa dificuldade em des-
crever as funcgoes de onda dadas pelas equagoes de Kohn-Sham nas proximidades do ntucleo
atomico, pelo fato de que nessas regioes, devido a alta energia cinética ou potencial de atracao
nuclear, as fungoes de onda sofrem instantaneas variagoes espaciais. Com o intuito de solucio-

nar esses problemas o método do pseudopotencial foi desenvolvido.

O método do pseudopotencial parte do principio de que apenas os elétrons que estejam
na camada de valéncia participam das ligagoes quimicas e portanto, esses elétrons seriam os
responséaveis pela maioria das propriedades de s6lidos e moléculas. Desta forma, os elétrons do
atomo sao divididos em duas partes: uma que corresponde aos elétrons presentes nas camadas
internas juntamente com a carga do niicleo e essa parte é denominada de carogo; e a outra
parte corresponde aos elétrons que estao mais afastados do niicleo, que sao os elétrons de valén-
cia. Assim, podemos substituir a funcao de onda das proximidades do ntcleo atémico por um
pseudopotencial de onda, tal que este pseudopotencial seja suave dentro de um determinado
raio, que chamamos de raio de corte r.. E com isso, conseguimos obter de forma aproximada o

potencial externo V,,;, tornando a obtencao dos autoestados de Kohn-Sham ;.

Os pseudopotenciais podem ser obtidos de duas formas distintas, uma forma é a partir
de parametros experimentais e sao chamados de pseudopotenciais empiricos e a outra forma, é
através de solugoes autoconsistentes da equagao de Schrodinger e das equagoes de Dirac para
o atomo e esses sao chamados de pseudopotenciais primeiros principios. Os pseudopotenciais
de primeiros principios, que serao os utilizados neste trabalho, possuem algumas classes. Na
classe escolhida os potenciais sdo chamados PAW-Projector Augmented Wave|4] e é baseado nas
ideias de Slater|[5] de que o espago é dividido em duas regioes, a interstical entre os d&tomos, que
¢é a parte inteior da regiao do raio de corte r. e as regioes proximas aos atomos, regiao externa
do raio de corte. E de que essas regioes apresentam um comportamento distinto, com a funcao
de onda apresentando um comportamento suave nas regioes intersticais, porém, mantendo um
comportamento perturbativo nas regides proximas ao niucleo devido ao forte potencial nuclear
atrativo. Sendo que na interface entre essas duas regioes as fungoes de onda devem ser iguais,
devido a continuidade das mesmas. Este método nos fornece uma base completa , que é
composta pela expansao das fungoes de onda em orbitais atomicos e ondas planas, isso faz com

que os erros devido a escolha do conjunto de base seja reduzido.
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3 Resultados e Discussoes

3.1 Os materiais estudados

O nosso objetivo com a realizacao deste trabalho é fazer um estudo a cerca dos isolantes
triviais e topologicos. Neste sentido escolhemos investigar os materiais formados por silicio (Si),
que é um elemento extremamente abundante na crosta terreste e além de ser um dos elementos
mais utilizados na fabricacao de semicondutores que sao usados em equipamentos eletréonicos. O
outro material estudado sera o bismuto (Bi) que embora ndo seja muito abundante na natureza,

o que faz com que o seu custo seja alto, é muito utilizado na producao de ligas metalicas.

3.2 Estrutura Cristalina

Lembrando de fisica da matéria condensada, sabemos que um cristal é constituido por
uma repeticao infinita de grupos idénticos de atomos. Cada grupo desse é chamado de base e o
conjunto de pontos mateméticos ao qual esta base esté associada é o que forma a rede cristalina.
Podemos definir essa rede cristalina a partir dos vetores de translacao, que denotaremos de a1,
e ds, e esses vetores sao tais que a estrutura do cristal permanece inalterada para um atomo
que esteja situado no ponto 7’ ou no ponto 7, transladado em relacao a @ de um miltiplo inteiro

dos vetores de translagao:

-
/

r = ’F‘l‘ Ulal + Ug&Q + u363 (77)

A estrutura cristalina do silicio é mesma do diamante, que é uma estrutura cibica de

face centrada (fcc), cuja base é composta por dois dtomos de silico que estao localizados nas

coordenadas: (0,0,0) e (1,1, 1). Os vetores de translagdo primitivos da rede cristalina do silicio
S20:

. | . r .. . T, .

a = §a(y + 2) ; dy = §a(x +2) s = ia(:v +9) (78)

Sendo a a distancia entre dois &tomos da rede, que recebe o nome de parametro de rede.
Os vetores, correspondentes aos vetores primitivos do espaco real, no espago reciproco sao

obtidos através das seguintes relagoes:

- Ay X @ - a3 X a - a1 X a
by = 27% ; by = QW% ) by = QW% (79)
dy(ds X d3) dy(de X d3) dy(dy X ds)
Apos efetuar os produtos vetoriais e escalares, obtemos:
- 2 . A - 2T, A = 2m N A
b= (i4g+E) 5 b= (@-g+E) 5 B=—(@+i-2)  (80)
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Podemos agora descrever os pontos da primeira zona de Brillouin, correspondentes aos

pontos de alta simetria, sobre os quais a estrutura de bandas sera plotada:

o . 1- 1- 1- 1- - 1=

F = Obl —+ ObQ —+ Ob3 3 L = —bl + —bg + —bg 3 X = —b1 + Ob2 + —b3 (81)
2 2 2 2 2

O bismuto possui uma estrutura cristalina do tipo romboédrica, e os seus vetores de

translacao primitivos sao dados por:

1 1 1

a, = §a(§c +9) ; s = 5@(@ +2) ; as = éa(,% + ) (82)
E a partir desses vetores podemos encontrar os vetores da rede reciproca a partir da
equagao (79), obtendo como resultado:

bh=—E+9—-2) 5 b=—(2+9+2) ; bs=—(@+7+2) (83)

E por fim, para o Bi, os pontos k de alta simetria em torno dos quais a estrutura de

bandas serd formada seram:

D=06 +06+ 05 ;  K=ghitsbht0h M= h+0h+05 (30

Com relagao aos parametros estruturais dos materiais estudados e com a finalidade de
conseguirmos uma configuragao estrutural mais estavel, estimamos o parametro de rede a desses
dois materiais. Para essa estimativa, utilizamos o pacote computacional VASP( Vienna Ab-initio
Simulation Package), em que baseados no valor de parametro de rede encontrado na literatura
e obtido experimentalmente, variamos os parametros de rede, obtendo os valores de energia
total Eproren. plotamos um gréafico desses valores de energia em fungao dos mesmos, conforme

o grafico abaixo.

Com a finalidade de encontrar o parametro de rede que equivale ao minimo de ener-
gia,tomamos para o silicio 15 valores e para a folha de bismuto 9 valores de energia e com o
auxilio do software Grace efetuamos a regressao polinomial quadratica, tanto para o Si, quanto
para o Bi, sobre os dados obtidos através do VASP. O valor obtido para o parametro de rede do
silicio foi @ = 5.48A, que possui uma pequena diferenca do valor experimental que é a. = 5.43A

e para o bismuto foi a = 4.33A, estando de acordo com o valor experimental.

3.3 Estrutura de Bandas

Depois de obtermos o parametro de rede dos materiais que iremos analisar, ainda através

do pacote computacional VASP, fizemos os calculos necessarios para construir a estrutura de
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Figura 5: Gréaficos da energia em funcdo do parametro de rede, para (a) o Silicio (Si) e (b) a
folha de bismuto (Bi).

bandas de cada material. Como neste trabalho desejamos analisar se os materiais estudados sao
isolante triviais ou topoldgicos, o que devemos fazer é analisar o efeito causado pelo acoplamento
spin-Orbita na estrutura eletronica desses materiais. Desta forma, para que esta anélise seja
realizada, plotamos a estrutura de bandas do silicio e do bismuto em torno dos pontos de alta

simetria que estejamos interessados, sem e com a inclusao do acoplamento spin-érbita.

3.3.1 Silicio Bulk

Calculando a dispersao de energia sem e com o acoplamento spin-6rbita, obtivemos para

o silicio a seguinte estrutura de bandas:

E como podemos observar o silicio possui um gap indireto, ou seja, o topo da banda de
valéncia e o fundo da banda de conducao estao situados em diferentes pontos k, neste caso
correspondem aos pontos X e I' . Além disso, ¢ possivel notar que o acoplamento spin-érbita
tem pouca influéncia sobre a estrutura de bandas desse material, tendo como efeito apenas
um pequeno aumento do gap de energia (E,), que conforme nossos resultados, sem considerear
essa interagao é de I, = 0.57¢V e considerando essa interacao F, = 0.55¢V. KEstando esses

resultados de acordo com os existentes na literatura [10] £, = 0.50eV/

A segunda parte da analise, consiste em verificar se houve uma inversao do carater das
bandas de conducao e valéncia do material, para isso precisamos projetar os orbitais que contri-
buem significativamente para os estados que estao no nivel de Fermi. A projecao desses orbitais
e das componentes dos orbitais que mais contribuem para esses estados sem e com spin-6rbita

seguem na figura (7).
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Figura 6: Estrutura de Bandas para o silicio,em torno dos pontos de alta simetria I',L,X. (a)

Sem e (b) com, o efeito do acoplamento spin-orbita.

r X r
(2pi/Param.) (2pi/Param.) (2pi/Param.) (2pi/Param.)

(a) (b) (c) ()

Figura 7: As figuras (a) e (c) correspondem & projegao dos orbitais s(azul),p(vermelho) e d.
Enquanto (b) e (d) da proje¢ao da componentes do orbital p, que é o que apresenta maior
contribui¢do nas bandas de conducéo e valéncia, p, (azul),p, (vermelho),p. (verde). Sendo (a)
e (b), a projecao dos orbitais sem e (c),(d) a projecao desses orbitais com o efeito do acoplamento

spin-orbita, para o silicio bulk.
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Analisando essas projecoes podemos verificar que tanto sem, quanto com spin-6rbita, o
orbital que fornece a maior contruibuicao para as bandas de conducao e de valéncia ¢ o orbital
p. E a projecao das componentes desse orbital nos revela que nao ocorre a inversao do carater
das bandas de conducao e valéncia ao considerarmos o spin-érbita, o que nos leva a concluir

que o silicio bulk possui uma topologia trivial.

3.3.2 Bismuto Bidimensional (2D)

Fazendo os calculos, via DFT, da dispersao de energia sobre os pontos k, encontramos a
estrutura de bandas para a folha de bismuto. E a partir dessas estruturas de bandas notamos
que a interacao spin-érbita faz com que aumente o nimero de estados possiveis, isso ocorre
devido ao fato de que essa interacao faz com que a degenerescéncia existente entre os spins 1 e
down | seja quebrada. O gap de energia desse sistema sem considerar a interacao spin-orbita

¢ de B, = 0.01eV, e considerando essa interacao encontramos F, = 0.56eV .

s ECV) E(eV)

T K M r K M
(2pi/Param.) (2pi/Param.)

(a) (b)

Figura 8: Estrutura de Bandas para a folha de Bismuto, em torno dos pontos de alta simetria

I"K,M. (a) Sem e (b) com, o efeito do acoplamento spin-orbita.
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Figura 9: As figuras (a) e (c) correspondem & projegao dos orbitais s(azul),p(vermelho) e d.
Enquanto (b) e (d) da proje¢ao da componentes do orbital p, que é o que apresenta maior
contribuicao nas bandas de condugao e valéncia, p, (azul),p, (vermelho),p, (verde). Sendo (a)
e (b), a projecao dos orbitais sem e (c),(d) a proje¢ao desses orbitais com o efeito do acoplamento

spin-Orbita, para a folha de bismuto.

Como foi feito para o silicio, com a finalidade de analisarmos se h& ou nao inversao das
bandas de condugao e valéncia do material, fizemos as projecoes das contribui¢oes dos orbitais
s,p e d. A partir dessas projecoes verificamos qual dos orbitais mais contribui para a estrutura
de bandas e entao projetamos as componentes do mesmo, sem e com a interacao spin-orbita.
Verificamos que o orbital que mais contruibui para a estrutura de bandas desta estrutura o
orbital p. Ao analisarmos as proje¢oes das componentes deste orbital sem, figura (b) e com,
figura (d), a interagao spin-oérbita, verificamos que ocorre uma inversao do carater da banda.
Isso indica que a folha de bismuto, conforme previsto na literatura, ¢ um material que possui

uma topologia nao-trivial,com v = 1 e portanto ¢ um material topoldgico.

Quando o material possui uma topologia nao-trivial dizemos que o mesmo ¢ um material
topologico. Para esse tipo de material, é interessante fazer uma anélise do que acontece na
interface entre esse tipo de sistema e um sistema trivial, que pode ser por exemplo o vacuo,
uma vez que conforme previsto pela teoria, esperamos que estados de borda e topologicamente
protegidos pela simetria do sistema aparecam. Assim, na se¢ao seguinte faremos uma analise

de uma nanofita deste material.

3.4 Nanofita de Bismuto-2D

As nanofitas de bismuto foram construidas a partir do corte cristalografico das folhas de

bismuto na dire¢do [110|. Essa dire¢do foi escolhida devido ao fato de estarmos interessados
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dos efeitos que acontecem nas bordas da fita (interface entre o vacuo e bismuto) e a diregao de

corte que nos fornece bordas com a mesma configuragao ¢ a diregao [100].

Considerando um total de 24 "linhas” de atomos, obtivemos a seguinte estrutura de ban-

das:

E(eV)

NAGAZENG

(&)

(2pi/Param.) (2pi/Param.)

Figura 10: Estrutura de Bandas para a folha de Bismuto, em torno dos pontos de alta simetria

X,I',X. (a) Sem e (b) com o efeito do acoplamento spin-orbita.

Em que conforme previsto, ao considerarmos o efeito do acoplamento spin-orbita, ocorre
o fechamento do gap de energia. O fechamento do gap acontece porque como jé descrito a folha
de bismuto ¢ um isolante topoldgico e possui uma topologia nao-trivial, enquanto que o vacuo ¢é
um isolante trivial, assim como o silicio. Desta forma, nao é possivel conectar adiabaticamente
a hamiltoniana desses dois materiais sem que o gap de energia se feche, provocando uma alte-
racao do invariante topologico do sistema, dando origem aos estados condutores de superficie

que sao observados tanto nos isolantes topoldgicos, quanto no efeito Hall quantico.

Fazendo as projecoes dos orbitais que mais contribuem para as bandas de valéncia e con-
dugao, que como pode ser observado pela figura abaixo, foi o orbital p e logo em seguida fazendo
as projecoes das componentes desse orbital e levando em consideragao o fato de que a fita esta
confinada na diregao [110], podemos observar os estados de superficie que sdo protegidos pela
simetria do sistema. Os estados que se cruzam no nivel de Fermi, nao sao observados quando o
acoplamento spin-orbita nao é considerado e portanto, concluimos que estes estados sao devido
a essa interac¢ao, assim como acontece para os isolantes topologicos.

Ao aumentar, (ou diminuir) o tamanho das nanofitas, observamos uma diminui¢do, (ou au-
mento), do gap de energia. Isso ocorre devido ao fato de que, dois estados que se cruzam no

nivel de Fermi geralmente sao oriundos dos atomos que estao localizados em uma das bordas da
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Figura 11: Considerando a interagao spin-érbita as figuras (a)corresponde a projegao dos orbi-
tais s(azul),p(vermelho) e d. Enquanto (b) é a proje¢do da componentes do orbital p, que é o
que apresenta maior contribuicdo nas bandas de condugao e valéncia, p, (azul),p, (vermelho).p,

(verde) e a figura (c) mostra as contribuigdes dos estados de superficie.

nanofita, o que nos indica que esses estados sao estados de borda. Estes estados provenientes
de uma borda irao possuir a mesma energia que os estados da borda oposta e portanto, esses
estados serao degenerados. Como sabemos estes estados sao descritos por fungoes de onda e
essas fungoes de onda, possuem um certo comprimento de penetracao. Assim, elas serao mais
intensas na borda, entretanto havera contribuicao das mesmas ao longo da fita. Desta forma,
as nanofitas de menor largura, neste caso sera a nanofita com 4 linhas de dtomos, ocorrerd um
grande confinamento quantico e as func¢oes de onda, correspondentes a estados de bordas opos-
tas, irao se sobrepor. Tal interagao acaba promovendo uma abertura do gap de energia. Porém,
conforme aumentamos a largura da fita, a subreposicao das func¢oes de onda vai diminuindo,
até que essa interacao deixa de ser significativa e entao o gap se fecha. Variando o tamanho da
nossa nanofita, de 4 até 36, variando de duas em duas, ’linhas’ de d4tomos e fazendo o célculo

da estrutura de bandas, obtivemos:
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Figura 12: Estrutura de bandas para diferentes larguras das nanofitas da folha de bismuto.

Como podemos verificar, conforme a largura das nanofitas aumenta o gap de energia vai

se fechando. E o gréafico do gap das nanofitas em funcao da largura das mesmas, resulta em:
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Figura 13: Grafico do gap de energia em funcgao das larguras das nanofitas.

E como podemos observar, para as nanofitas de menor largura o gap é maior e quando a
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largura vai aumentando o gap vai se fechando.
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4 Conclusao

Esta monografia foi feita com o objetivo de verificarmos o efeito das contribuigoes rela-
tivisticas, como o acoplamento spin-érbita, sobre a estrutura de bandas de dois sistemas, o
silicio na estrutura tridimensional (Si-bulk) e do bismuto bidimensional (folha de bismuto). E
classificar esses materiais conforme a sua topologia. Uma vez que classificamos esses materiais
conforme a sua topologia, temos interesse também em analisar o que acontece quando o um

material de topologia trivial é colocado em contato com um material com topologia nao trivial.

Conforme obtido nos nossos resultados, ao considerarmos o efeito do acoplamento spin-
orbita sobre a estrutura de bandas do silicio ocorre uma pequena diminuicao do gap de energia,
que sem esse efeito ¢ de F, = 0.57e¢V e ao considerar este efeito passa a ser F, = 0.55eV.
Analisando as projecoes dos orbitais que mais contribuem para a estrutura de bandas deste
sistema, foi possivel ver que nao ha uma inversao das bandas de valéncia e condugao. Portanto,
a topologia do silicio bulk é trivial. Para a folha de bismuto, antes de ser levado em consideracao
o efeito do acoplamento spin-6rbita, o gap de energia era de F, = 0.01eV, e quando levamos
em conta este efeito, o gap de energia aumenta e passa a ser F, = 0.57e¢V. Fazendo a analise
das contribuicoes dos orbitais das bandas de conducao e valéncia, verificamos que quando o
acomplamento spin-orbita é levado em consideracao, ocorre uma inversao dessas bandas. Desta

forma, a folha de bismuto é um sistema de topologia nao trivial.

A partir desses resultados e com o objetivo de verificar o que ocorre na interface entre
um isolante trivial e um topologico, construimos uma nanofita da bolha de bismuto (isolante
topologico) e vacuo (isolante trivial). Célculamos a estrutura de bandas desta nanofita sem e
com a interacao spin-orbita, também fizemos a projecao dos orbitais que contribuiam de forma
significativa para os estados ao nivel de Fermi. Desses resultados podemos concluir que o efeito
do acoplamento spin-orbita sobre essa interface é de promover o fechamento do gap de energia e
dar origem a estados de superficie que sao protegidos pela simetria do sistema e portanto permi-
tem que ocorra conducao sem que haja dispersao. Além disso, variando a largura das nanofitas
concluimos ainda que, o gap de energia das nanofitas vai diminuindo conforme a aumentamos
a largura da mesmo. Isso acontece devido a sobreposicao das func¢oes de onda correspondentes
aos estados oriundos da borda. E portanto, os estados protegidos pela simetria do sistema sao

melhor descritos ao considerarmos nanofitas mais largas.

Portanto, a partir dos nossos resultados concluimos que o silicio bulk é um material
trivial, enquanto a folha de bismuto ¢ um material de topologia nao trivial, sendo um isolante
topologico. Ao construirmos nanofitas de bismuto, verificamos os estados de borda, previstos
pela teoria. Estes estados sao protegidos pela simetria de reversao temporal e nao podem ser
destruidos caso sofram deformagoes suaves e continuas, que sao propriedades muito relevantes

para aplicacoes tecnologicas. Variando o tamanho das nanofitas, verificamos ainda que devido
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ao grande confinamento quéntico para nanofitas muito pequenas, o gap entre as bandas de
energia nao se fecha. Isso ocorre, devido a superposicao das fungoes onda dos estados de borda

desses sistemas.
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