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Resumo

A determinacdo dos parametros dinAmicos de estruturas grandes ou complexas pode ser
feita utilizando métodos de sintese modal subdividindo a estrutura completa em
subestruturas. A aplicacdo deste método pode ser feita utilizando formulacdes analitica ou
experimental. Em geral, autovalores e autovetores imprecisos podem ser identificados
utilizando métodos experimentais de sintese modal devido a um processo deficiente de
normalizacdo das bases modais e a condicdo de baixa ortogonalidade das bases
identificadas. Este trabalho contribui para a melhoria do processo de identificagdo dinamica
de estruturas grandes ou complexas utilizando o método sintese modal experimental. A
formulacao utiliza como base o método SMFR (Sintese Modal com Flexibilidades Residuais)
e um método de identificacdo das matrizes fisicas do sistema usando as FRF (Func¢éo de
Resposta em Frequéncia) experimentais, denominado meétodo ACS. Através dessas
matrizes € possivel melhorar as condi¢des de ortogonalidade e de normalizacdo das bases
modais experimentais. Paralelamente, foram desenvolvidos dois novos métodos (CSME e
CSMF) para a escolha automatica das bases modais das subestruturas usadas no processo
de sintese modal. As metodologias foram validadas através de exemplos de simulacao
numérica e modelos experimentais. Utilizando o método CSMF foi possivel melhorar o
processo de escolha modal, automatizando e minimizando a interferéncia do usuario no
método de sintese modal. Através das metodologias analisadas para melhorar o processo
de sintese modal experimental, recomenda-se utilizar o método iterativo quando forem

utilizados dados experimentais com alto nivel de ruido.

Palavras-chave: Normaliza¢@o. ldentificacdo. Sintese Modal Experimental. Modelagem

Dinamica. Vibracao.
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Abstract

The determination of the dynamic parameters of great or complex structures can be made
using modal synthesis methods subdividing the complete structure in substructures. The
employment of this method may be done by using analytical or experimental procedures.
Generally speaking, poor eigenvalues and eigenvectors may be identified using experimental
modal synthesis methods due to a normalization deficient process of the modal bases and to
the low orthogonality condition of the identified bases. The contribution of this current work is
about the improvement of the great or complex structures’ dynamic identification process by
using the experimental modal synthesis method. The basis of this research methodology is
the SMFR (Modal Synthesis with Residual Flexibilities) method and an identification of the
physical matrices of the system by using the experimental FRF (Frequency Response
Function), called ACS (Simultaneous Curve Fitting) method. These matrices contribute to the
improvement of the orthogonality conditions and normalization of the experimental modal
bases. Simultaneously, two new methods (CSME and CSMF) for the automatic choice of the
used substructures modal bases in the modal synthesis process have been developed. The
validation procedures of these methodologies were developed by using examples of
numerical simulation and experimental models. Using CSMF method, it was possible to
improve the modal choice process, automatizing and minimizing the interference of the user
in the modal synthesis method. In the case of experimental data with high level noise, the

recommended is the iterative method.

Keyword: Normalization, identification, experimental modal synthesis, dynamic modeling.



Figura 2.01

Figura 2.02
Figura 3.01

Figura 3.02

Figura 3.03

Figura 3.04

Figura 3.05

Figura 3.06

Figura 3.07

Figura 3.08
Figura 3.09

Figura 3.10

Figura 4.01
Figura 4.02

Figura 4.03
Figura 4.04

Figura 4.05

Figura 5.01

Figura 5.02
Figura 5.03

LISTA DE FIGURAS

Representacdo esquemética de duas subestruturas A e B
discretizadas e interligadas por uma interface comum-------------------

Fluxograma para aplicagdo do método SMFR

Associacdo entre as frequéncias usando qualquer numero de
modos mantidos em cada uma das duas subestruturas ----------------

Associacdo entre as frequiéncias usando um modo mantido em

uma das duas subestruturas -
Associagdo entre as frequéncias usando o mesmo numero de

modos mantidos em cada uma das duas subestruturas-----------------

Modelos massa-mola-amortecedor com nove GDL
Modelos massa-mola-amortecedor com dezenove GDL----------------
Erro relativo da frequéncia e indice MAC:modelo discreto com nove
GDL

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC:modelo discreto com

dezenove GDL
Viga bi-engastada de aluminio modelada por elementos finitos-------
Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC: modelo de viga com nove
GDL

Erro relativo da frequéncia e indice MAC: modelo de viga com

dezenove GDL

Sistema discreto massa-mola-amortecedor com trés GDL-------------
Normalizag&o via massa modal unitaria utilizando os residuos, para

um sistema amortecido

Funcéo de transferéncia
Sistema discreto massa-mola com 3 graus de liberdade sem

amortecimento---

Normalizacdo via massa modal unitaria utilizando os residuos, para

um sistema ndao amortecido

Curva de frequiéncia relativa gerada pela Eq. (5.01)-----------=--=-=-----
Curva da Fig. 5.01 ajustada segundo uma gaussiana-------------------
Fluxograma do algoritmo do Método de Chen implementado em

codigo Matlab -

Xiii

027

033

034

034

036

036

037

038
039

041

042
054

055
057

058

059

062

063

070



Figura 5.04
Figura 5.05

Figura 5.06

Figura 5.07

Figura 5.08
Figura 5.09

Figura 5.10

Figura 5.11

Figura 5.12

Figura 5.13

Figura 5.14

Figura 5.15

Figura 5.16

Figura 5.17

Figura 5.18

Figura 5.19

Figura 5.20

Figura 5.21

Figura 5.22

Figura 5.23
Figura 5.24

Sistema discreto massa-mola-amortecedor de quatro GDL------------
Modos e FRF de simulagdo do modelo com quatro GDL(com 5%

de ruido e uma contagem — Chen)

Modos e FRF de simulacdo do modelo com quatro GDL(com 5%

de ruido e quinze contagens — Chen)

Modos e FRF de simula¢do do modelo com quatro GDL (sem ruido
— Chen)

Sistema discreto massa-mola-amortecedor com oito GDL-------------

Quatro modos e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL

(com 5% de ruido e uma contagem — Chen)

Quatro m e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL(com

5% de ruido e quinze contagens — Chen)

Quatro m e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL(sem
ruido — Chen)---

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC identificado para o modelo

discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen)---------
Modelo experimental utilizado para avaliar os métodos de

identificacdo

Montagem experimental para determinar as FRFs
FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen)----------------------

Modos e FRF de simulacdo do modelo com quatro GDL(com 5%

de ruido e uma contagem — ACS)

Modos e FRF de simulacdo do modelo com quatro GDL(com 5%

de ruido e quinze contagens — ACS)
Modos e FRF de simulagdo do modelo com quatro GDL(sem ruido
— ACS)

Quatro modos e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL

(com 5% de ruido e uma contagem — ACS)

Quatro modos e uma FRF de simulagédo do modelo com oito GDL

(com 5% de ruido e quinze contagens — ACS)
Quatro modos e uma FRF de simula¢gdo do modelo com oito GDL
(sem ruido — ACS)
Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC identificado para o modelo

discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — ACS)----------

FRF do modelo experimental com trés GDL (ACS)

Sistema discreto massa-mola-amortecedor de seis GDL---------------

Xiv

072

073

074

075
076

078

079

080

081

086

086

087

098

099

100

103

104

105

106
110



Figura 5.25

Figura 5.26

Figura 5.27
Figura 6.01
Figura 6.02
Figura 6.03
Figura 6.04
a—r
Figura 6.05
Figura 6.06

Figura 6.07

Figura 6.08

Figura 6.09
a—h
Figura 6.09
A-H
Figura 6.10

Figura 6.11

Figura 6.12

Figura 6.13

Figura 6.14

a—t

Figura 6.14

A-T
Figura 7.01

Quatro modos e uma FRF de simulagdo do modelo com seis GDL
(com 5% de ruido e uma contagem — Método lIterativo/ACS)----------
Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC identificado para o modelo
discreto com seis GDL (Ruido de 5% — uma contagem — Método
Iterativo/ACS)

FRF do modelo experimental com trés GDL (Método Iterativo/ACS).

Viga bi-engastada de aluminio modelada por elementos finitos-------
Os trés primeiros modos originais das subestruturas da viga----------
Os trés primeiros modos originais e sintetizados do modelo da viga.
Erro relativo da frequiéncia e indice MAC do 2° modo sintetizado

para o modelo de viga com vinte GDL (SMFR — sem ruido)-----------
Sistema discreto massa-mola-amortecedor com oito GDL-------------
Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com oito
GDL (sem ruido)--

Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com oito

GDL (com ruido de 5% e uma contagem) -

Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com oito

GDL (com ruido de 5% e quinze contagem)-----

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC para o modelo discreto
com oito GDL (SMFR — sem ruido)

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC para o modelo discreto

com oito GDL (SMFR — com ruido de 5% e uma contagem)-----------
Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com oito

GDL usando dois modos em cada subestrutura; um mantido e

outro ndo mantido

Sistema discreto massa-mola-amortecedor com vinte GDL e quatro

subestruturas

Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com vinte
GDL
Modos originais e sintetizados de um modelo discreto com vinte
GDL
Erro relativo da freqiéncia e indice MAC para o modelo discreto
com vinte GDL (SMFR — sem ruido)

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC para o modelo discreto

com vinte GDL (SMFR — com ruido de 5% e uma contagem)---------

Esquema do modelo experimental analisado

XV

119

120
124
130
132
133

134
143

149

150

151

152

152

160

162

167

168

169

169
190



Figura 7.02
Figura 7.03
Figura 7.04
Figura 7.05
Figura 7.06
Figura 7.07
Figura 7.08
Figura 7.09
Figura 7.10
Figura 7.11a
Figura 7.11b
Figura 7.11c
Figura 7.11d
Figura 7.11e
Figura 7.12
Figura 7.13
Figura 7.14
Figura 7.15a
Figura 7.15b
Figura 7.15c

Figura 7.15d

Figura 7.16

As duas subestruturas, desconectadas, do modelo experimental ----
As duas subestruturas, conectadas, do modelo experimental --------
Esquema do aparato experimental utilizado nas medidas das FRFs.

Instrumentacao e estrutura fixada a mesa inercial

FRF experimental e dos modos ortogonalizados da subestrutura A-
FRF experimental e dos modos ortogonalizados da subestrutura B-
FRF experimental e dos modos ortogonalizados da estrutura

completa

FRFs do modelo experimental e sintetizado — MMD----------=--==-=----
Modos do modelo experimental e sintetizado — MMD--------------------
Erro relativo da freqliéncia e indice MAC do primeiro modo
sintetizado — MMD

Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do segundo modo
sintetizado — MMD

Erro relativo da frequéncia e indice MAC do terceiro modo
sintetizado — MMD

Erro relativo da frequéncia e indice MAC do quarto modo
sintetizado — MMD

Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do quinto modo
sintetizado — MMD

Escolha automatica dos modos (CSMF — total de quatro modos

mantidos)

FRFs do modelo experimental e sintetizado (SMFR — quatro

modos sintetizados)

Modos do modelo experimental e sintetizado (SMFR — quatro

modos sintetizados)
Erro relativo da freqliéncia e indice MAC do primeiro modo
sintetizado — SMFR

Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do segundo modo
sintetizado — SMFR
Erro relativo da frequéncia e indice MAC do terceiro modo
sintetizado — SMFR
Erro relativo da frequéncia e indice MAC do quarto modo
sintetizado — SMFR

Escolha automatica dos modos (CSMF - total de trés modos

mantidos)

XVi

191

191

192

192

196

196

197

199

199

200

200

201

201

202

203

204

204

205

205

206

206

207



Figura 7.17
Figura 7.18
Figura 7.19a
Figura 7.19b
Figura 7.19c
Figura 7.20
Figura 7.21a
Figura 7.21b
Figura 7.22a
Figura 7.22b
Figura 7.23a
Figura 7.23b
Figura A.01
Figura A.02
Figura A.03
Figura A.04
Figura A.05
Figura A.06
Figura A.07
Figura A.08

Figura A.19
Figura A.10

FRFs do modelo experimental e sintetizado (SMFR — trés modos

sintetizados)
Modos do modelo experimental e sintetizado (SMFR — trés modos

sintetizados)

Erro relativo da freqliéncia e indice MAC do primeiro modo
sintetizado — SMFR

Erro relativo da frequéncia e indice MAC do segundo modo
sintetizado — SMFR

Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do terceiro modo
sintetizado — SMFR

Escolha automética dos modos (CSMF - total de dois modos

mantidos)----

FRFs do modelo experimental e sintetizado (SMFR — dois modos

sintetizados [classificados em 1°])

FRFs do modelo experimental e sintetizado (SMFR — dois modos

sintetizados [classificados em 2°])

Modos do modelo experimental e sintetizado (SMFR — dois modos

sintetizados [classificados em 1°])

Modos do modelo experimental e sintetizado (SMFR — dois modos

sintetizados [classificados em 2°])
Erro relativo da frequéncia e indice MAC do segundo modo
sintetizado — SMFR

Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do terceiro modo
sintetizado — SMFR

Base de fixacdo do modelo experimental

Lamina de aco inoxidavel

Placas inferiores do modelo experimental

Placas superiores do modelo experimental
Conexdao entre as duas subestruturas do modelo experimental-------
Suportes das placas inferiores do modelo experimental-----------------
Suporte das placas superiores do modelo experimental----------------
Suporte de fixagdo das laminas as placas do modelo experimental--
Placa de fixacdo das laminas aos suportes da Fig. 7.08----------------

Placa de fixacdo das laminas aos suportes das Fig. 7.09-7.10--------

Xvii

208

208

209

209

210

211

212

212

213

213

214



Tabela 4.01
Tabela 4.02
Tabela 4.03
Tabela 4.04
Tabela 4.05
Tabela 4.06

Tabela 5.01

Tabela 5.02

Tabela 5.03

Tabela 5.04

Tabela 5.05

Tabela 5.06

Tabela 5.07

Tabela 5.08

Tabela 5.09

Tabela 5.10

Tabela 5.11

LISTA DE TABELAS

Autovalores e bases modais obtidas da solu¢do do autoproblema---

Bases modais normalizadas

Matrizes de massa e identidade identificadas--

Autovalores e bases modais obtidas da solu¢do do autoproblema---

Bases modais normalizadas

Matrizes de massa e identidade identificadas via funcdo de

transferéncia
Frequéncias naturais amortecidas, originais e identificadas e indice

MAC para o modelo discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma

contagem)
Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo
discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem)---------------

Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto

com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem)
Freqguéncias naturais amortecidas originais e identificadas e indice

MAC para o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma

contagem)
Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo
discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem)-------------------

Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto

com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem)-----
Valores originais e identificados de massa do modelo experimental-
Frequéncias naturais amortecidas originais e identificadas e indice

MAC para o modelo discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma

contagem)
Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo
discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem)---------------
Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto

com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem)

Frequéncias naturais amortecidas originais e identificadas e indice
MAC para o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma

contagem)

XiX

056
056
056
058
059

059

072

072

076

077

077

085

087

097

097

101

102



Tabela 5.12

Tabela 5.13

Tabela 5.14

Tabela 5.15

Tabela 5.16

Tabela 5.17

Tabela 5.18
Tabela 6.01

Tabela 6.02

Tabela 6.03

Tabela 6.04

Tabela 6.05

Tabela 6.06

Tabela 6.07

Tabela 6.08

Tabela 6.09

Tabela 6.10

Tabela 6.11

Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo
discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem)-------------------
Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto

com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem)-----

Valores originais e identificados de massa do modelo experimental-
Frequéncias naturais amortecidas originais e identificadas e indice
MAC para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma

contagem)

Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo
discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem)-------------------
Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto

com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem)

Valores originais e identificados de massa do modelo experimental-
Relacdo entre as frequéncias e modos da estrutura sintetizada e

original

Frequéncias originais das subestruturas e estrutura completa do

modelo discreto com oito GDL e trés subestruturas

Frequéncias e indice MAC referente a primeira etapa da sintese de

trés subestruturas(SMFR sem ruido)

Frequéncias e indice MAC referente a segunda e Ultima etapa da

sintese de trés subestruturas(SMFR sem ruido)
Frequéncias e indice MAC referente a primeira etapa da sintese de
trés subestruturas(SMFR com ruido de 5%-uma contagem)-----------
Frequéncias e indice MAC referente a segunda e Ultima etapa da

sintese de trés subestruturas(SMFR com ruido de 5%-uma

contagem)
Frequéncias e indice MAC referente a primeira etapa da sintese de
trés subestruturas(SMFR com ruido de 5%-dez contagens)-----------
Frequéncias e indice MAC referente a segunda e Ultima etapa da

sintese de trés subestruturas (SMFR com ruido de 5%-dez

contagens)
Frequéncias e indice MAC referente a sintese de trés subestruturas
(MMD sem ruido)

Frequéncias e indice MAC referente a sintese de trés subestruturas

(MMD com ruido de 5%-uma contagem)

Frequéncias e indice MAC referente a sintese de trés subestruturas

XX

102

102

113

118

118

123
127

131

146

146

146

146

147

147

147

147

148



Tabela 6.12

Tabela 6.13

Tabela 6.14

Tabela 6.15

Tabela 6.16

Tabela 6.17

Tabela 6.18

Tabela 6.19

Tabela 6.20

Tabela 6.21

Tabela 6.22

Tabela 7.01

Tabela 7.02

Tabela 7.03

Tabela 7.04

Tabela 7.05

Tabela 7.06

(MMD com ruido de 5%-dez contagens) --

Frequéncias e indice MAC referente a segunda e Ultima etapa da

sintese de trés subestruturas usando os dois primeiros modos de

cada subestrutura (SMFR sem ruido)---
Frequéncias e indice MAC referente a segunda e Ultima etapa da

sintese de trés subestruturas usando os dois Ultimos modos de

cada subestrutura (SMFR sem ruido)---
Frequéncias originais das subestruturas e estrutura completa do
subestruturas

modelo discreto com vinte GDL e quatro

representado pela Fig. 5.08

Frequéncias e indice MAC referente a primeira etapa da sintese de

quatro subestruturas(SMFR sem ruido)

Frequéncias e indice MAC referente a segunda etapa da sintese de

quatro subestruturas(SMFR sem ruido)

FreglUiéncias e indice MAC referente a terceira e Gltima etapa da

sintese de quatro subestruturas(SMFR sem ruido)
Frequéncias e indice MAC referente a primeira etapa da sintese de
guatro subestruturas(SMFR com ruido de 5%-uma contagem)-------
Frequéncias e indice MAC referente a segunda etapa da sintese de
guatro subestruturas(SMFR com ruido de 5%-uma contagem)-------
Frequéncias e indice MAC referente a terceira e Ultima etapa da
sintese de quatro subestruturas(SMFR com ruido de 5%-uma

contagem)

Frequéncias e indice MAC referente a sintese de quatro

subestruturas (MMD sem ruido)

Frequéncias e indice MAC referente a sintese de quatro
subestruturas (MMD com ruido de 5%-uma contagem)-----------------

Matrizes fisicas da subestrutura A

Matrizes fisicas da subestrutura B

Matrizes fisicas da estrutura completa

Erro relativo e indice MAC referente a sintese do modelo

experimental (MMD)

Erro relativo e indice MAC referente & sintese do modelo
experimental pelo método SMFR com dois modos mantidos em

cada subestrutura

Erro relativo e indice MAC referente a sintese do modelo

XXi

148

148

148

162

163

164

164

165
165

165

166

166

195

195

195

198

203



Tabela 7.07a

Tabela 7.07b

experimental pelo método SMFR com dois modos mantidos em

uma subestrutura e um na outra
Erro relativo e indice MAC referente a sintese do modelo

experimental pelo método SMFR com um modo mantido em cada

subestrutura (classificado em 1°)
Erro relativo e indice MAC referente a sintese do modelo

experimental pelo método SMFR com um modo mantido em cada

subestrutura (classificado em 2°)

XXii

207

211

211



SIMBOLOGIA

Letras latinas:

—h

gi

Matrizes dinamicas de estado
Matriz auxiliar

Constante de escalonamento
Matrizes dinamicas de estado

Inversa da funcéo de resposta em freqiéncia

Matriz auxiliar

Termos de amortecimento

Vetor solucédo da matriz de amortecimento
Matriz de restrigcbes linearmente dependentes
Matriz de restrigdes linearmente independentes

Matriz de amortecimento do sistema

Matriz auxiliar
Matriz coluna auxiliar
Energia dos modos

Matriz de autovetores
Matriz auxiliar

Vetor de forcas externas do sistema

Vetor de forcas externas de ordem dobrada do sistema amortecido

Vetor de forgas externas do sistema amortecido

Vetor de forcas

Termos de flexibilidade
i-ésimo vetor linha da matriz transformacao

Matriz transformacao
Matriz de flexibilidade

Matriz de flexibilidade elastica

XXiil



>

3

o oz Z

| O]

wn

< < SN o]

< x <

XXiV

Matriz de flexibilidade residual

i-ésimo vetor linha da FRF normal

Funcéo de resposta em freqiiéncia

Funcéo de resposta em freqtiéncia normal

Funcao de resposta em frequiéncia simulado com ruido
Termos de rigidez

Matriz de rigidez do sistema

Rigidez modal sintetizada do sistema amortecido
Termos de massa

Numero de modos mantidos nas subestruturas

Matriz de massa do sistema

Massa modal sintetizada do sistema amortecido
Coordenadas generalizadas reduzidas
Coordenadas modais do sistema ndo amortecido

Matriz coluna auxiliar

Matriz auxiliar

Matriz de residuos para o k-ésimo modo

Ruido gaussiano

Matriz auxiliar

Matriz de restricdes do sistema amortecido

Matriz auxiliar

Vetor solugdo das matrizes de massa e rigidez

Soma das diferencas relativas das frequiéncias que define a classificacdo dos modos
Matriz auxiliar

Matriz de compatibilidades do sistema amortecido

Coordenadas fisicas
Matriz auxiliar
Matriz auxiliar
Matriz auxiliar

Vetor de deslocamento resultante

Coordenadas fisicas de ordem dobrada do sistema ndo amortecido



XXV

Letras gregas:

a

jj
aj
B
Bij

mQ'J b S)

%

>
=

Qn
2.

€ R SO M Q U o> > N D I N Do

o

Rigidez modal relativa ao superconjunto modal do sistema amortecido

Rigidez modal relativa os modos de flexibilidade residual do sistema ndo amortecido

Rigidez modal relativa os modos de flexibilidade residual do sistema amortecido

Massa modal relativa ao superconjunto modal do sistema amortecido

Massa modal relativa os modos de flexibilidade residual do sistema ndo amortecido
Massa modal relativa os modos de flexibilidade residual do sistema amortecido

Rigidez modal das subestruturas conectadas do sistema amortecido

Modos de elasticos de alivio de inércia

Modos de flexibilidade residual do sistema nao amortecido
Modos de flexibilidade residual do sistema amortecido

Massa modal das subestruturas conectadas do sistema amortecido

Autovetores sintetizados do sistema original para o caso amortecido
Coordenadas generalizadas do sistema amortecido

Modos normais do sistema n&do amortecido

Modos normais do sistema amortecido

Autovalores do sistema amortecido original

Matriz de autovalores do sistema ndo amortecido

Matriz de autovalores do sistema amortecido

Fator de amortecimento

Coeficiente de amortecimento

Autovetores sintetizados das subestruturas do sistema amortecido
Matriz de modos normais do sistema amortecido

Matriz de deslocamentos modais

Superconjunto modal do sistema ndo amortecido

Superconjunto modal do sistema amortecido
Frequéncia natural

Matriz rigidez do sistema amortecido



Superescritos:
a Referente a subestrutura A

b Referente a subestrutura B

Conjugado de um namero ou matriz complexa

Subscritos:

d Modos ndo mantidos

f Modos normais de interface fixa
g Modos elésticos

i Graus de liberdade internos

J Graus de liberdade de juncéo

Modos de interface livre
Modos normais com interface carregada
Modos mantidos

Soma dos graus de liberdade de interface e internos

T S5 3 =~

Coordenadas de corpo rigido em excesso

r Modos estéticos de restricdo
Modos de corpo rigido
Coordenadas suficientes para considerar movimento de corpo rigido

S Modos de jungéo de interface fixa

Abreviacdes:

ACS Ajuste de Curvas Simulténeas

CEAM Ciritério de Eliminagdo Automatica de Modos
FRF Funcédo de Resposta em Frequéncia

CSME Critério de Selecdo Modal pela Energia
CSMF Critério de Selecdo Modal pelas Freqiiéncias
MAC Critério de confian¢ca modal

MEF Método de Elementos Finitos

MMD Montagem das Matrizes Dinamicas

SMFR Sintese Modal que utiliza o superconjunto modal de Flexibilidade Residual

XXVi



XXVil

SUMARIO

CAPITULO | — introdugao 001
1.1 Revisédo bibliografica 003
CAPITU LO Il — sintese Modal de Estruturas 007
2.1 Modelo dinAmico das subestruturas -----------=-=-=====-=-mmemmomm oo 007

2.2 Modos utilizados no método de sintese modal 009

a) Modos normais com interface fixa 010

b) Modos normais com interface livre 011

¢) Modos normais com interface carregada -- 011

d) Modos de corpo rigido 012

e) Modos estéticos de restricao 012

f) Modos estéticos de juncéo - subestruturas fixas -- 013

g) Modos estéticos de juncdo - subestruturas livres 013

h) Modos de juncéo com alivio de inércia 014

i) Modos de flexibilidade residual 017

2.3 Método de Sintese Modal com Flexibilidade Residual (SMFR) ------------- 020

2.4 O Método da Montagem das Matrizes Dinamicas (MMD) 028
CAPITU LO Il - Selecdo Automatica de Modos - 029
3.1 Critério de selecdo modal pela energia 030

3.2 Critério de selecdo modal pelas frequéncias 032

3.3 Modelos de simulac&o numérica 035

3.3.1 Modelo de massa-mola-amortecedor 036

3.3.2 Modelo de uma viga bi-engastada 039
CAP|’TU LO IV — Normaliza¢do das Bases Modais 045
4.1 Normalizacdo das bases modais via residuos modais 046

4.2 Simula¢cBes numéricas 054

a) Sistema discreto massa-mola-amortecedor com 3 graus de liberda-

de — caso amortecido 054

b) Sistema discreto massa-mola com 3 graus de liberdade — caso néo

amortecido 058

4.3 Novas abordagens para o problema 060



XXVili

CAPITU LOV — Identificacdo das Matrizes Fisicas 061
5.1 Ruido gaussiano 061

5.2 Método de Chen 064

5.2.1 Estimativa da matriz de amortecimento 067

5.2.2 Estimativa das matrizes de massa e rigidez 068

5.2.3 Simulagdes numéricas 071

a) Sistema massa-mola-amortecedor com quatro graus de liberdade --- 071

b) Sistema massa-mola-amortecedor com oito graus de liberdade ------- 076

5.2.4 Modelo experimental ----- 085

5.3 Ajuste de curvas simultaneas 090

5.3.1 Simulacbes numéricas 096

a) Sistema massa-mola-amortecedor com quatro graus de liberdade --- 097

b) Sistema massa-mola-amortecedor com oito graus de liberdade ------- 101

5.3.2 Modelo experimental ----- 110

5.4 Método iterativo 114

5.4.1 Simula¢des numéricas 117

5.4.2 Modelo experimental-- 123

5.5 Avaliacdo dos métodos 127
CAPITU LO VI — Simulac6es Numéricas ---- 129
6.1 Modelo de elementos finitos de uma viga bi-engastada 129

6.2 Modelo discreto massa-mola-amortecedor (oito GDL) -- 143

6.3 Modelo numérico de vinte GDL com quatro subestruturas ------------------- 161
CAPITU LO VII - Modelagem Experimental 189
7.1 Modelo experimental -- ---- 189

7.2 ReSUtadOS -----m-mmm e oo oo 194

7.2.1 MEtOAO MMD —--mmmmm o oo 198

7.2.2 Método SMFR ----- 202

a) Quatro modos mantidos 202

b) Trés modos mantidos 207

c) Dois modos mantidos 210
CAP|’TU LO VIII — piscussao dos Resultados 215
8.1 Estimativa das matrizes fisicas e normalizacéo 215

8.2 Sintese Modal ---------=-m-m e 217

8.2.1 Escolha automatica de modos 217

8.2.2 Resultados simulados 217

8.2.3 Resultados experimentais 219




CAPITULO IX — conclusdes

9.1 Sugestoes --

9.2 Trabalhos publicados
CAPITU LO X — Referéncias Bibliogréficas

ANEXO | — Programa em Matlab para a identificacéo das matrizes fisicas pelo
método de Chen

ANEXO Il — Programa em Matlab para o método SMFR -

ANEXO |ll — pesenhos das pecas utilizadas na modelagem experimental

XXiX

221

223
223
225

231
235

239



CAPITULO |

Introducéo

O método de sintese modal baseia-se na divisdo de uma estrutura em varias
subestruturas menores cujas bases modais reduzidas sdo agrupadas para sintetizar a base
modal do sistema original. O método € uma forma conveniente de modelagem dinamica de
grandes estruturas devido ao seu principio de modulacdo. A independéncia das
subestruturas possibilita analises individuais para a montagem da estrutura completa. A
andlise separada de cada componente facilita os testes e ajuste de modelos, além da
reducéo do custo computacional.

As técnicas de sintese modal podem ser divididas em numéricas e experimentais.
Devido as dificuldades inerentes de uma abordagem experimental, os pesquisadores
normalmente utilizam um processo misto de analise. Geralmente, um aparato experimental
utilizando sensores apropriados, condicionadores de sinais e analisador espectral € utilizado
para obter os sinais no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia da excitacdo e
respostas em deslocamento, velocidade e aceleracdo em pontos discretos. Estes sinais
servem para ajustar um modelo numérico de elementos finitos das subestruturas analisadas.
Uma vez ajustado o modelo numérico este sera utilizado para o processo de sintese
subseqlente. Esta abordagem é adequada quando os modelos ndo sao tdo grandes nem
possuem uma geometria muito complexa. Nestes casos, a modelagem numérica
demandaria muito tempo para a analise do problema. O processo seria muito mais rapido se
os dados experimentais medidos pudessem ser analisados diretamente, para aplicacdo
direta do processo de sintese modal.

No entanto, na técnica de sintese modal observa-se que, na maioria dos casos, a
identificacdo dos parametros dindmicos ndo é satisfatéria se forem utilizados dados
puramente experimentais. Isso ocorre devido a varios problemas:

- Erros no processo de ajustes feitos para a identificagdo dos pardmetros modais;

- Normalizagédo deficiente das bases modais;

- Baixa condigdo de ortogonalidade da base modal identificada.



Além disso, outras deficiéncias dos métodos puramente experimentais estdo na
escolha das bases modais que serdo mantidas no processo de sintese modal. Normalmente
existem duas formas de se fazer esta escolha:

- O usuéario alimenta as bases modais das subestruturas com uma grande

guantidade de modos de forma a manter a maxima energia no sistema;

- O usuério conhece a estrutura analisada e dentro da faixa de interesse de analise

define aqueles modos de maior energia e adequados para a andlise.

Os dois processos de escolha citados anteriormente sdo deficientes. No primeiro se
a estrutura for muito grande, o volume de dados finais pode ser muito grande e no segundo
pode haver perda de informacdes importantes por conta de modos que ndo seriam
incluidos. No trabalho de Aradjo (1998) foi definido um novo processo de escolha
automética de modos utilizando como critério o nivel de energia do contorno comparado
com o nivel de energia interna das subestruturas. Este critério € baseado na norma
euclidiana, (KREYSZIG, 1993), das bases modais internas e do contorno das subestruturas.
O autor mostrou que o método é viavel, porém nem sempre as melhores sele¢fes séo
feitas, principalmente, com uma quantidade reduzida de modos mantidos para as
subestruturas.

Neste trabalho a técnica de sintese modal experimental foi avaliada e diferentes
metodologias foram utilizadas visando melhorar sua precisdo e a sua aplicacdo direta em
modelagens dindmicas de estruturas. Para isto, utilizou-se o método de sintese modal
SMFR (Sintese Modal com Flexibilidade Residual), (ARAUJO, 1998). A técnica SMFR,
utiliza o superconjunto modal de flexibilidade residual e pode ser utilizada tanto em
modelagens numéricas como em modelagens experimentais. De acordo com esta técnica
também € possivel utilizar amortecimento geral nos modelos analisados. A utilizacdo desta
técnica é justificada uma vez que ela pode ser utilizada em todos os tipos de abordagem
(numérica ou experimental) podendo ser aplicada em sistemas sem amortecimento ou com
amortecimento geral.

O método SMFR foi implementado em ambiente Matlab e os seguintes aspectos
foram abordados:

- Melhoria do processo de normalizagéo das bases modais;

- Melhoria das condigdes de ortogonalidade das bases modais;

- Implementacdo de um novo processo de escolha das bases modais

automatizando a quantidade e a qualidade dos modos utilizados no processo.

Em cada uma destas etapas diferentes metodologias de identificacdo das matrizes
fisicas e de sintese modal foram validadas através de exemplos de simula¢cdo numérica e/ou

modelos experimentais. Finalmente, um modelo experimental foi utilizado para a modelagem



dindmica utilizando a técnica de sintese modal proposta utilizando todas as analises
efetuadas.
A seguir tem-se a estruturacao deste trabalho:
- Capitulo I : Uma introducdo comentando a importancia do tema, as motivacoes,
os objetivos do trabalho e a reviséo bibliogréfica.
- Capitulo Il : Desenvolvimento da técnica de sintese modal (SMFR e MMD) para
sistemas com amortecimento geral.
- Capitulo Il : Selecédo das bases modais. Neste capitulo foi proposta uma nova
abordagem para a selecéo das bases modais.
- Capitulo IV : Normalizacao das bases modais via residuos modais.
- Capitulo V : Identificacdo das matrizes dindmicas a partir de dados simulados e
experimentais.
- Capitulo VI : Simula¢des Numéricas.
- Capitulo VII : Modelagem Experimental.
- Capitulo VIII : Discussao dos Resultados.
- Capitulo IX : Conclusdes.

- Capitulo X: Referéncias Bibliograficas.

1.1 Revisédo bibliogréfica

O conceito de sintese modal foi introduzido por Hurty (1960 1965). Foram
sintetizados os modos e as freqUéncias naturais de uma estrutura completa a partir dos
modos e das freqliéncias naturais selecionados das subestruturas isoladas que compunham
o0 sistema. Sua sintese foi realizada por uma técnica que resulta de aplicagdo de equacdes
de compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de forgcas nas interfaces entre as
subestruturas conectadas.

Mais tarde Craig e Bampton (1968) desenvolveram um método similar ao de Hurty
simplificando o tratamento dos modos de corpo rigido das subestruturas. Com uma
formulacdo mais compacta tornou-se possivel 0 mesmo tratamento para todos os modos
associados aos graus de liberdade de interface, facilitando a programagao e diminuindo o
tempo de processamento.

A partir de entdo esta técnica tem sido usada extensivamente na resolucdo de
problemas relacionados a sistemas dindmicos. Likins (1969) usou modos complexos para

representar o movimento de hastes flexiveis de satélites.



Hasselman e Kaplan (1974) desenvolveram o método de Craig e Bampton (1968)
usando modos complexos de subestruturas, aplicando duas transformacfes sucessivas nas
equacBes de movimento. A formulacdo considera o amortecimento discreto. Pode ser
generalizado para uma grande variedade de modelos mas é limitado no tratamento de
compatibilidade entre alguns subsistemas.

Rubin (1975) empregou conjuntos incompletos usando modos normais de interface
livre de mais baixa freqiiéncia. Adotou-se um critério conservativo para a sele¢cdo dos modos
necessarios onde foram empregados todos com freqiéncia natural até 50% acima da
freqiéncia mais alta dentro da banda de interesse. O método pode representar as
subestruturas a partir de dados de teste. Isso possibilita a representacdo de subestruturas
reais a partir de dados experimentais.

Kana et al. (1975) sintetizaram o amortecimento de um sistema baseando-se em
métodos de energia utilizando subestruturas visando a obten¢do dos autovalores do
sistema.

Jezequel (1979) empregou modos de interface fixa juntamente com modos de
interface carregada, em uma andlise de sintese com amortecimento ndo-proporcional.

Craig e Chung (1981) desenvolveram um procedimento generalizado de
acoplamento de subestruturas na presenca de amortecimento geral baseando-se no método
de Goldman (1969).

Os modos de interface fixa e de flexibilidade residual foram implementados e
tratados de uma forma conveniente no trabalho de Glasgow e Nelson (1980) enquanto que
Bucher (1986) incorporou os modos de flexibilidade residual no desenvolvimento do método
usando modos de interface livre.

Curnier (1983) apresentou uma formulacéo unificada usando modos de interface fixa,
livre e de interface carregada.

Wu e Greif (1983) desenvolveram uma metodologia aplicando uma transformacéo
sucessiva nas equacdes livres de amortecimento baseando-se em modos de interface livre
e uma outra transformac&o sucessiva nas equacdes de estado baseando-se em modos de
interface fixa amortecida.

Martim e Ghlaim (1984) desenvolveram um método de sintese modal utilizando
molas e amortecedores para conectar as subestruturas. Determinou-se a massa e 0
amortecimento interno assim como a rigidez e o amortecimento das conexdes entre as
subestruturas.

Soni (1984) desenvolveu um método de sintese modal com amortecimento geral,
analisando casos de variacdo significativa da intensidade do amortecimento, validando este

procedimento experimentalmente.



Hale e Bergman (1985) desenvolveram um método de sintese incluindo sistemas
n&o conservativos compostos por subestruturas.

Gaul (1985) estudou a resposta de sistemas acoplados compostos de uma estrutura
principal conectada a subestruturas leves com poucos graus de liberdade.

Lips e Vigneron (1984) desenvolveram um método para sintetizar os fatores de
amortecimento e outros dados modais de um satélite, baseando-se nas influéncias das
subestruturas.

Craig (1987) apresentou uma revisao do método de sintese modal no dominio do
tempo e da freqiiéncia.

Li e Stihler (1989) propuseram um método acoplando as subestruturas através de
molas e amortecedores, juntamente com um procedimento para correcdo modal de sistemas
com amortecimento ndo proporcional.

Wang e Liou (1989) apresentou um trabalho onde identificou, com certa preciséo, as
FRFs de uma estrutura completa a partir das FRFs experimentais das subestruturas. O
método foi proposto com atencédo especial aos efeitos de juntas. Notou-se que a resposta
dindmica do sistema é bastante afetada pelas propriedades das conexdes entre as
subestruturas. Conforme os resultados experimentais o numero de pontos de medidas em
cada subestrutura deve ser, no minimo, igual ao numero de frequiéncias naturais na banda
de freqiiéncia de interesse.

Santos (1993) e Duarte (1994) utilizaram o método de Martim e Ghlaim (1984) para
estudar estruturas acopladas por juntas mecanicas em sistemas nao lineares.

Craig (1995) fez uma revisdo do método em varias aplicacbes de resposta dindmica
linear de estruturas. Baseou-se em controle de componentes de estruturas flexiveis e
identificacdo de sistema experimental de subestruturas.

Balmés (1996) introduziu um método automatizado no tratamento das condi¢des de
acoplamento das subestruturas com interface continua. Interface continua implica em
modelos mais complexos e maior custo computacional. O método apresentado por Balmés é
computacionalmente robusto e eficiente mas ndo elimina os riscos de baixa precisdo dos
resultados nos modelos de subestruturas incompativeis.

Kammer e Triller (1996) desenvolveram um método de selecdo de modos baseado
na forca, velocidade e deslocamento nos graus de liberdade de interface.

Qiu; Ying; Yang (1997) apresentou uma nova técnica usando modos mistos. O
método foi apresentado de forma simples e obteve resultados com boa preciséo.

Morgan; Pierre; Hulbert (1998a, 1998b) apresentaram um método de sintese modal

onde as matrizes dindmicas das subestruturas sdo montadas para formar a estrutura



completa. As matrizes das subestruturas sao identificadas través de um processo baseado
no método de flexibilidade residual modificado.

Araujo (1998) utilizou uma metodologia generalizada de sintese modal que aborda
simultaneamente os casos com amortecimento geral e sem amortecimento, através de um
superconjunto modal de flexibilidade residual. Além disso, ele propés uma técnica de sintese
modal adaptada a um novo procedimento de remontagem das subestruturas e também
condicionada a um critério de escolha automatica de modos podendo facilitar a andlise
experimental.

Richardson (2000) apresentou um método de normalizacdo via residuos modais para
sistemas com amortecimento geral.

Rixen (2004) apresentou um novo método de sintese modal baseado em modos de

interface livre e de flexibilidade residual.



CAPITULO 1l

Sintese Modal de Estruturas

O método de sintese modal tem sido bastante utilizado em analises dindmicas de
estruturas grandes e/ou complexas. Na maioria dos métodos de sintese modal, geralmente,
assume-se que 0s sistemas ndo sdo amortecidos ou possuem amortecimento proporcional.
Esta suposicdo define equacbes de movimento desacopladas. Muitas aplicagbes em
engenharia podem ser aproximadas por estruturas com amortecimento proporcional. No
entanto, na maioria das vezes, em uma estrutura real, h4 amortecimento nao-proporcional,
principalmente em subestruturas acopladas através de molas e/ou amortecedores lineares,
interacdo solo/estrutura de edificios etc. Em problemas com amortecimento geral, a solugéo
das equacdes é obtida utilizando algebra complexa, onde geralmente o sistema €& descrito

em forma de equactes de estado de primeira ordem, (EWINS, 1985).

2.1 Modelo dindmico das subestruturas

Para que o conjunto de autovetores das subestruturas possa representar
adequadamente o movimento do sistema sintetizado, ndo importando quais sejam as suas
condi¢des de contorno, os modos normais precisam ser enriquecidos com modos estéticos,
que prevéem os movimentos devidos a vinculacdo dos contornos das subestruturas. A
combinacéo destes modos define os superconjuntos modais, (CRAIG, 1981).

A forma do acoplamento das subestruturas e a base modal utilizada sdo os
parametros mais importantes na metodologia. Baseado nisto, os métodos de sintese modal
podem ser classificados como:

- métodos de interface fixa
- métodos de interface livre
- métodos hibridos.
A formulacdo do método de sintese modal & baseada em trés pontos basicos:
- Divisdo da estrutura global em uma série de subestruturas

- Obtencédo do superconjunto modal (modos flexiveis mais modos estaticos) através



de uma formulagdo numérica ou experimental.

- Montagem e solucao das equagdes globais de movimento segundo a conectividade
imposta.

A Fig. 2.01 mostra uma representacdo esquematica das duas subestruturas A e B
interligadas por uma interface comum no ponto 2, para formarem uma estrutura global.

Estas subestruturas sao discretizadas utilizando coordenadas fisicas internas e de interface.

Estrutura completa

1 4 5 6 7 2 2 8 9 10 11 3

Sub A Sub B

Figura 2.01 — Representacdo esquemaética de duas subestruturas A e B

discretizadas e interligadas por uma interface comum.

A equacdo de movimento para uma subestrutura genérica ndo amortecida pode ser
escrita como:

M J{a}+ [K Huj =)

(2.01)

ou de outra forma,



{mn minUi}J{kn kin“i}_{Oi} (2.02)
My om0 Lk kg Jlus) L |

onde [M] e [K] sdo, respectivamente, as matrizes de massa e rigidez da subestrutura e

{u} € o vetor de deslocamentos devidos as forgas atuantes {f } Os indices i e j indicam

os graus de liberdade internos e de juncdo das subestruturas, respectivamente.

Para que se possa desacoplar as equac¢des de movimento e também obter o modelo

via ensaio experimental, as coordenadas fisicas {u} sdo transformadas em coordenadas

modais {q} através da seguinte transformacao linear:

uf=[¥] {a} (2.03)

onde [‘P] € a base de autovetores e {q} sdo as coordenadas modais.

Aplicando a transformacao linear da Eq.(2.03) na Eq.(2.01), e pré-multiplicando ambos

0s membros da equacao pela base modal transposta [‘P]t tem-se:

M J{d b+ [k, Ja =[]t {£) (2.04)

onde,

[Mq]= L) M][¥] e [KeJ=[¥IKILY]

A Eq.(2.04) define 0 modelo dindmico de uma subestrutura em coordenadas modais.
Supbe-se que as colunas da matriz modal sejam funcbes de forma linearmente
independentes, (EWINS, 1985), cuja combinacdo linear serve para representar
adequadamente a configuracdo deformada da subestrutura. A metodologia de sintese modal
mostrada baseia-se na utilizacdo de diferentes combinacdes lineares dos modos das

subestruturas para descrever uma configuracdo de deformacéo.
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2.2 Modos utilizados no método de sintese modal

Para estruturas ndo amortecidas todos os modos das subestruturas séo reais e
podem ser classificados como:
1. Modos normais
a) interface fixa
b) interface livre
¢) hibridos
d) interface carregada
2. Modos de Corpo Rigido
3. Modos de flexibilidade Residual
4. Modos Estaticos
a) restricdo
b) junc&o com interface fixa
C) jungao com interface livre
d) juncdo com alivio de inércia
Varios pesquisadores, (ALLEMANG; BROWN; SONI, 1987) observaram que o
método de sintese modal obtém precisdo nos resultados finais somente quando sé&o
utilizados superconjuntos modais. Estes superconjuntos, normalmente, utilizam algum tipo
de modo normal juntamente com uma combinagdo de algum ou alguns outros tipos de
modos, como definido anteriormente. A seguir, é descrita a forma de obtencéo dos principais

modos utilizados nos varios métodos de sintese modal.

a) Modos normais com interface fixa

Os modos normais com interface fixa sdo obtidos do auto-problema definido pela
Eq.(2.02), utilizando apenas coordenadas fisicas internas. Neste caso, as parcelas das

coordenadas fisicas de interface sdo consideradas nulas. Com isso, obtém-se uma

formulacgéo do tipo:
[mii ] {Ui }"' [kii ]{ui } = {0} (2.05)

A solucao da Eq.(2.05) sera da forma:

([kn - 42 Jimy ] )[Hfi J=[0] (2.06)
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Com isso, os modos normais de interface fixa obtidos pela solucdo da Eq. (2.06) e

normalizados pela matriz de massa, sédo dados por:
[af ]= [m; ]_1/2[9fi]

(2.07)
‘9fi
[ef]{oﬂ]

b) Modos normais com interface livre

Os modos normais com interface livre sdo obtidos considerando as forgcas nulas na
Eq.(2.02). Com isso, séo utilizados todos os termos das matrizes de massa e rigidez, ou
seja;

[M] {u}+[K] {u}=1{0} (2.08)

A solucdo da Eq.(2.08) sera da forma:

(K]-[a2]M])[81=[0] (2.09)

Com isso, os modos normais de interface livre obtidos pela solucdo da Eq.(2.09) e

normalizados pela matriz de massa [5, ] sdo dados por:

[e.]{g;j -

Na prética, somente é disponivel um conjunto parcial de modos normais
representativos do comportamento dindmico da subestrutura. Os modos normais hibridos,

de aplicacdo mais rara, sdo combinac¢des das duas possibilidades mostradas anteriormente.

¢) Modos normais com interface carregada
Estes modos sdo obtidos de um auto-problema modificado para a subestrutura, onde

séo introduzidas varia¢gdes na matriz de massa nas coordenadas de interface, (BENFIELD,
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1971). Este procedimento foi empregado por Jezequel (1979) na determinacdo experimental

de modos normais. Analiticamente a solucdo desta equacgéo é determinada por:

Ki kij 2 [ Mii m;; J {(ﬁki } {0}
A = .
Kkii kii}- k [mij mj +Amj; :l $i| |0 (21D

Com isso, os modos normais de interface carregada normalizados sdo dados por:

[4]= {Zﬂ 2.12)

d) Modos de corpo rigido

Supondo que as coordenadas de interface sejam subdivididas em um conjunto de r
coordenadas, suficientes para considerar o movimento de corpo rigido da subestrutura e um

conjunto de p coordenadas em excesso, podem-se representar os modos de corpo rigido
através da solucao do problema:

i Koo Kpr [0 |=|0 (2.13)
|

ri rp krr rr 0

{kii kipi||:6rii|:_|:kir} (2.14)
Kpi Kpp || Orp Kpr

Das Eq.(2.13) e (2.14) pode-se obter os modos de corpo rigido como:

O Kii kip ! Kir
[Hr]: Hrp =|" kpi kpp kpr (2.15)

I I

r
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e) Modos estéticos de restricao

Os modos estaticos de restricdo sdo obtidos através das deformacdes resultantes de
um deslocamento estético unitario imposto em uma das coordenadas de interface,
considerando deslocamentos nulos para as demais coordenadas. Com isso, a matriz dos

modos estaticos sera:

{k” ki H&Hj}{oﬂ (2.16)
kji kjj i Rjj

onde [RJ-J-J sdo as forcas de rea¢do nas coordenadas de interface. Com isso, a base modal

estatica com p modos em excesso sera:

—k1k.

[@]{ " ”} (2.17)
I

Se a subestrutura for livre-livre, a base modal estatica contera um nimero de modos

de corpo rigido igual ao niumero de graus de liberdade da subestrutura.

f) Modos estéticos de juncéo - subestruturas fixas

Os modos de juncdo podem ser obtidos através das deflexdes estéaticas produzidas na
estrutura, decorrentes da aplicacdo de uma forca unitaria em uma das coordenadas de
interface, a0 mesmo tempo em que as outras coordenadas estdo isentas de carregamento.
Os modos de juncdo podem ser utilizados com a finalidade de complementar as bases
modais das subestruturas. Para o caso de juncgéo fixa, as for¢as unitarias sédo aplicadas no

conjunto das coordenadas de interface da subestrutura, definida por:

{kii kij j“é‘s—ij }:{Oij } (2.18)
kji kjj 55—1'] I i

Com isso, a base modal estéatica de juncgao fixa com p modos em excesso sera:

_l .
[6,]= i {g” } (2.19)
9j
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g) Modos estéaticos de juncéo - subestruturas livres
Neste caso, deve-se eliminar os movimentos de corpo rigido através de um conjunto

de r restricbes determinadas estaticamente, definidas através da relacao:

i ip ir 5I—ip in
oi Koo Kpr | Oipp |59 (2.20)
Il kl’p kl"l" Orp Rrp

Com isso, a base modal estatica de jungéo livre com p modos em excesso sera:

gip
[6:]= {9, (2.21)

Oy

Portanto, os modos de juncdo livres sdo colunas da matriz de flexibilidade da
subestrutura nas r coordenadas definidas, que podem ser quaisquer, desde que restrinjam

0 movimento de corpo rigido da subestrutura.

h) Modos de jun¢ao com alivio de inércia

Quando uma subestrutura possui movimento de corpo rigido, os modos de alivio de
inércia podem ser utilizados para representar a resposta estatica completa, (HINTZ, 1975).
Estes modos podem ser definidos como sendo a deflexdo estatica da subestrutura mediante

a aplicacdo de forcas unitarias em todas as coordenadas de interface. Ou seja,
0.
[f]- {," } 2.22)

Estas forcas sdo aplicadas para uma certa subestrutura cuja equacao de movimento é

definida por:
[M ][]+ [K][u]=f, ] (2.23)

As matrizes fisicas sdo de ordem nxn e o vetor de deslocamentos u de ordem nx1é

composto por r deslocamentos de corpo rigido e por g deslocamentos elasticos, ou seja,
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u]=[u, ug] (2.24)

Portanto, a Eq.(2.23) pode ser escrita como,

M, Mg][jj+[Kr Kg]ﬁjr

9

|15

Uma vez que para no movimento de corpo rigido ndo existem for¢as elasticas internas, tem-

[K][u, ]=[0] (2.25)

Portanto, das Eq.(2.23), (2.24) e (2.25) pode-se efetuar o equilibrio de forcas para o sistema

considerando os modos elasticos, ou seja,
[y J= Mg g J+ [ Jlug =Ly |- [, ]l ] (2.26)
Aplicando a transformacao linear nos modos de corpo rigido,
[u.]=16,]]a,] (2.27)

onde [Qr] € de ordem nxr, e pré-multiplicando a Eq.(2.26) pela transposta da base modal

de corpo rigido, tem-se:
(6.1 Mg Jlag + 6.1 (K Jlug ]= 601" [ 1] = e e (2.28)
onde,

[ﬂrr]:[er]t [Mr] [er]

Uma vez que a base modal de corpo rigido é ortogonal a todos os modos elasticos, a

Eq.(2.28) transforma-se em:
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[t 1= [ 1 6] [ £15] (2.29)

Portanto, das Eq.(2.27), (2.26) e (2.29) as forcas elasticas sdo dadas por:

[,]=(1 - ™, ]8]I [0 1)1, )= P11, (2.30)

Deve-se restringir as forcas elasticas com as forcas atuantes na interface, de acordo
com os graus de liberdade de corpo rigido. Com isso, pode-se obter uma matriz onde as
colunas sejam os deslocamentos da subestrutura sob a acdo de forcas aplicadas na

interface, da seguinte forma,
[]=[e]lf, |- [c]P]l1,] (2.31)

onde [G] € uma matriz de flexibilidade definida por:

95 9jg O
[Gl=| gy g4 O (2.32)
0 0 O

Na Eq.(2.32), o indice g representa o numero total de modos elasticos. A matriz de
deslocamentos modais ¢ uma combinag&o dos modos elasticos de alivio de inércia [J, ]

mais os deslocamentos de corpo rigido, ou seja:

[7]=[8.]+ [u,] (2.33)
Aplicando a transformacéo da Eq.(2.27) na (2.33), tem-se:
Lx]=ls:1+16:]la,] (2.34)

Pré-multiplicando a Eq.(2.34) pela matriz de massa e pela transposta da matriz modal

de corpo rigido, tem-se:
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6, '™, 1120=[6. ] ™, ls.]+ o, | M, 160 [ ] (2.35)

A primeira parcela do lado direito da Eq.(2.35) € nula, pela propriedade de

ortogonalidade dos modos e ainda, aplicando-se a condicdo da Eq.(2.28), encontra-se:

[a:1= e | 0] M, 1] (2.36)

Obtém-se das Eq.(2.36) e (2.34) que os modos de juncao com alivio de inércia sao:

(8. 1=([11-[00] [ | o J W) 2] @a7)

Finalmente, das Eq.(2.31), (2.32) e (2.37) obtém-se que:
5. [P I'fe] [P) (1] 2.39)

i) Modos de flexibilidade residual

Os modos de flexibilidade residual tém sido aplicados, principalmente, na andlise
modal experimental. Sua definicdo € obtida através dos modos flexiveis ndo selecionados
da base modal. Considere uma subestrutura composta por r modos de corpo rigido e por
modos normais de interface livre. A equacdo contendo a matriz rigidez pode ser escrita

como:
[KJ{ut={f} (2.39)
Os deslocamentos fisicos sdo combinacfes das deformacfes elasticas e movimentos

de corpo rigido. Estes deslocamentos podem ser escritos em termos de coordenadas

modais pela seguinte transformacéo linear:
ut=lo, liag i+ [0: 1ar } (2.40)

Sabendo-se que



18

[K][6,]=[0] (2.41)

e utilizando as EQq.(2.39), (2.40) e (2.41) e pré-multiplicando a equacdao resultante pela matriz

transposta dos modos elasticos, obtém-se:

o, ] [K1le,] oy )= e, | {1} 2.42)
A Eq.(2.42) pode ser escrita em fungéo dos autovetores elasticos, como:

lag = [Ag ]_1 [9g ]t {f} (2.43)
onde,

(g 1= 6, ]'[K]le,
Da Eq.(2.42) e (2.43) pode-se escrever que:

[<1le, ][a, "o, ]t {1 }={1) (2.44)
ou de uma forma mais compacta, tem-se:

[Kle, Jit}={f} (2.45)
onde

AR EAL (2.46)

A Eq.(2.46) define a matriz de flexibilidade eléstica, que também pode ser determinada
pela inversa da matriz de rigidez. Mantendo-se m modos na base modal e descartando d

modos, a matriz de flexibilidade elastica pode ser escrita como:

[Gg] = [ls’nm][[\mm]-1 [ls’nm]t + [end ][Add ]-1 [end ]t = [Gm]+ [Gd ] (2-47)
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O segundo termo desta equacao é denominado de matriz de flexibilidade residual, que
representa a flexibilidade da estrutura relativa aos modos néo selecionados ou fora da faixa
de andlise. Portanto, os modos de juncdo de flexibilidade residual podem ser definidos

como:

|6 =[G4 1| f] (2.48)

Nota-se na EQ.(2.48) que o numero de modos de flexibilidade residual € igual ao
nimero de graus de liberdade da interface entre as subestruturas. Utilizando-se as
Eq.(2.22), (2.47) e (2.48) tem-se, finalmente, que:

[5nj]=[‘9nd ][Add ]-1 [6,4]' [fnj] = [gnd][Add ]-1 [gjd ]t (2.49)

Ou seja, a EQ.(2.49) representa os modos de flexibilidade residual ponderados nas

coordenadas de interface j. A matriz rigidez e a matriz de massa das subestruturas quando

estdo associadas aos modos de flexibilidade residual, podem ser escritas como:
[5nj]t [K][5nj]:[‘9jd ][Add ]_1 ([gnd ]t [K] [0 ])[Add ]_l [de ]t (2.50)
[5nj ]t [M ][5nj ]: [de ][Add ]_1 ([Hnd ]t [M][6,g ])[Add ]-l [‘91(1 ]t (2.51)

onde [Ags]=[0na | [K][0ns] € [1ag]=[60s ] M][6]

Considerando que a base modal seja hormalizada pela matriz de massa, tem-se que:
[ajj] = [5nj ]t [K][5nj ]: [de ][Add ]-1 [91(1 ]t (2.52)

[ﬂjj] :[5nj ]t [M ][5nj ]= [ejd ][Add ]-2 [ejd ]t (2.53)
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As EQ.(2.52) e (2.53) mostram que as matrizes de rigidez e de massa podem ser
simuladas através da parcela modal ndo selecionada ou descartada quando associadas aos
modos de flexibilidade residual. Esta particularidade torna esta base modal indicada para a
analise experimental, ja que ndo h& a necessidade do conhecimento dos parametros fisicos

do sistema, ou seja, da matriz de massa e a matriz de rigidez.

2.3 Método de Sintese Modal com Flexibilidade Residual (SMFR)

O método SMFR aplicado a sistemas com amortecimento geral utiliza o superconjunto
modal de flexibilidade residual que é formado por autovetores complexos devido ao
amortecimento ndo-proporcional. A formulagdo dos modos de flexibilidade residual utiliza as
equacgbes de movimento das subestruturas que séo transformadas em equacdes de estado
de primeira ordem. Esse superconjunto modal é entdo utilizado para transformar as
coordenadas fisicas em coordenadas modais. O método forca a compatibilidade das
subestruturas considerando a conectividade através dos deslocamentos e coordenadas
generalizadas relativas as coordenadas fisicas de interface ou do contorno. Estas equagdes
sdo adaptadas ao problema de estado, que definird a solucdo do sistema de ordem 2n. A
generalizacdo facilita o procedimento de sintese modal podendo ser aplicado em sistemas
com ou sem amortecimento geral utilizando uma formulacdo numérica, experimental ou
mista, (ARAUJO, 1998).

Considerando a estrutura a ser analisada constituida de um amortecimento geral nao
proporcional, a equac¢do de movimento pode ser definida através de uma equagéo

diferencial de segunda ordem da seguinte forma,
(M {a}+[Cluj+ (K] {u}={f} (2.54)

onde [M] [C] e [K] de ordem nxn sdo as matrizes de massa, amortecimento e rigidez,

respectivamente. Os vetores {u} e {f} sdo os deslocamentos e a forca aplicada nos graus

de liberdade que podem ser divididos em coordenadas internas e de contorno entre as
subestruturas conectadas entre si, como mostrado na figura 2.1. Para uma subestrutura

especifica a Eq.(2.54) pode ser escrita como,

S SR e
mi My U] [Ci Cy|Uy] [k Ky |lu; f; '
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onde i e j s&o os indices que indicam os graus de liberdades internos e de interface,

respectivamente.

Na Eqg.(2.54) a matriz de amortecimento € geral, ou seja, ndo proporcional. Com isso,
a solucdo da equacado diferencial nesta forma ndo é tdo simples como no caso nao
amortecido, uma vez que os termos da parcela de amortecimento ndo sdo desacoplados
pela transformacéao linear que utiliza a base modal do sistema ndo amortecido. A forma mais
conveniente de solucdo da EQq.(2.55) é utilizar uma formulacdo de estado, ou seja,
transforma-la em uma equacédo diferencial de primeira ordem de dimensédo 2n, (CRAIG,
1981). Ou seja,

[Aly}+[B] {y}=1{f"} (2.56)

onde [A] e [B] sdo denominados matrizes de estado e {y} € o vetor de estado, sendo

definidos por,

W[ o] B-[5 ] w-f 0[] 257

A solucdo homogénea da Eq.(2.56) fornece os autovalores e autovetores complexos
do sistema fisico com 2n graus de liberdade. A vantagem da utilizacdo da equacédo de
estado € a possibilidade de desacoplar a equacdo do movimento. Além disso, a base modal
determinada esta relacionada com os autovalores e autovetores do sistema original com n

graus de liberdade, (EWINS, 1985). As coordenadas fisicas sdo substituidas pelas

coordenadas modais {77} através da seguinte transformacao linear:

{y}=¥] {n} (2.58)

Utilizando a transformacao da Eq.(2.58) na (2.56) e pré-multiplicando o resultado pela
transposta da matriz modal l‘i’tJ obtém-se um conjunto de equacbes diferenciais

desacopladas da forma:

i+l =¥ [ir) (2.59)
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Na Eq.(2.59) utilizam-se as seguintes propriedades de normalizacdo da matriz de

autovetores de estado:

[ [l |= 1]
[#]iB][%]= o]

(2.60)

Os modos de flexibilidade residual s&o similares aqueles da Eq.(2.49) escritos aqui

utilizando a base modal complexa. Ou seja,

[Snj ]: [énd ][/A\dd ]_1 [éjd ]t (2.61)

Assim como mostrado nas eqs. (2.52) e (2.53) pode-se mostrar que as parcelas de

inércia e rigidez das matrizes dindmicas séo dadas por:
a =[5nj ]t [B][gnj]:[éjd ][j\dd ]_l [é,-d ]t (2.62)

ﬂAn‘ =[3nj ]t [A] [3nj]= [éjd ][]\dd ]_2 [éjd ]t (2.63)

O superconjunto modal de flexibilidade residual é composto pelos modos normais de

interface livre selecionados [é, J obtidos da solugdo homogénea da Eq.(2.54), de modos de

corpo rigido [érJ e modos de flexibilidade residual [5nj J que séo obtidos pelos modos néo

selecionados ou ndo considerados na base modal como mostrado na secdo anterior, ou

seja,

A

[‘i’J=[5nj 0, 5|J=[5nj f/gnmJ (2.64)

No método considera-se que os modos de corpo rigido serdo incorporados aos modos
normais selecionados definidos por [¢nmJ. Com isso, a transformacéo linear que relaciona os

deslocamentos fisicos com as coordenadas generalizadas € definida por:
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5ij &im
)= {Z’} =[]t} (2.65)

A

S5 Pim
Aplicando a transformacado linear da Eq.(2.65) na EQ.(2.56) e pré-multiplicando a
equacdo resultante pela transposta do superconjunto modal de flexibilidade residual,

Eq.(2.64), obtém-se uma equacdo de movimento para cada subestrutura em termos das

coordenadas modais, definida por:

B3} +[a)in} = it} (2.66)

onde,

[ﬁ]=[‘i’t][A][@]:{fh: ?jm]

mj

- [ lelfe- 7 2

A equacdo de movimento para as duas subestruturas conectadas mostradas na Fig.

2.01 é similar a Eq.(2.66) , sendo expandida em fun¢é@o da forma de montagem do vetor de
coordenadas modais {77}

A equacao de movimento para as duas subestruturas conectadas, mostradas na Fig.

2.01, considerando a formulacdo de estado, é dada por:

&[5+ ]t} =[E {7} (2.67)

onde,
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(52 0. 42 02 |
jj 1] jm jm
n; ff
. 5 Oj dm O 775-) o¢
0j 5?1 Ok}m me Tm f;
b b
A - 0
05 5 b dn] r |

gy 0 0 0 ai 0 0 0
b ~ b
0 0 123, 0 0 0 A, O
o 0 0 12 0 0 0 Al

O os superescritos a e b significam subestrutura A e B, respectivamente. A
autosolucdo do sistema, para o caso amortecido, fornece 2n equacgbes de movimento,
através da formulacdo de estado. Neste caso, faz-se uma adaptacdo das equacdes de
compatibilidade utilizando-se apenas as coordenadas de interface e as pseudo-forgas,
juntamente com 2n modos selecionados das subestruturas. Esta suposicdo néo
compromete o sistema fisico, uma vez que, o sistema real possui apenas n graus de
liberdade com possiveis n autovalores e autovetores. Portanto, através do procedimento de
sintese das duas subestruturas conectadas, obtém-se as equag¢fes de compatibilidade da
forma:

(2.68)
n +mj =0

De acordo com as EQq.(2.67) e (2.68) obtém-se a seguinte matriz de restricdo:

o ob n 7b
3 Si =05 Pm —Pm
[R]: [Cld Cli]: (2.69)
b b
515 05 Ofn
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No processo de sintese modal, as bases modais devem ser reduzidas considerando a

parcela do conjunto modal relativa as coordenadas modais mantidas, ou seja,

mm

n}=1s] {p} {ﬁ}={77’i} (2.70)

Portanto, a matriz de conectividade geral pode ser obtida através das Egs. (2.68),
(2.69) e (2.70), ou seja,

- D¢?m D¢me
_ - Clzll C|I D ¢?m D ¢me
[s]= = (2.71)
I |,?1 Omamb
L Ombma Ir?] ]

onde,

3 5 sb
D D&

e = e [p]=(63+33)

B (1,-53)

Aplicando a transformacéo linear definida pela Eq.(2.70) na equacdo de movimento do
sistema definida na Eq.(2.67), juntamente com as rela¢des previamente definidas, e pré-
multiplicando esta equacgédo resultante pela matriz transposta de conectividade, obtém-se

uma equacdo homogénea da forma:

p}=1{0} 2.72)
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A A 12+ ) Vg (g2 ) Vgt
)= 51 ilis)-

VSR LN L Vi

A ) B0 -65) B4
[]=Is) Flis)-

(@) Bds A, (gt ) D,

V=[] (45 + 53 )lo]

A equacao de movimento sintetizada para o sistema completo, Eq.(2.72) € reduzida
em termos das coordenadas mantidas {f)} e na redugdo prévia das bases modais das

subestruturas em coordenadas selecionadas e ndo selecionadas. A andlise do

autoproblema fornecido pela Eq.(2.72) fornece os autovalores e autovetores complexos [ﬁ]

que podem ser utilizados para retornar a base modal original do sistema. Esse retorno é
feito utilizando uma substituicdo inversa nas equacdes de transformacdo linear que
modificaram a base de coordenadas originais. Esta operacdo fornece uma base modal

reduzida da seguinte forma:

¢] = [#]is]E] (2.73)

O fluxograma da Fig. 2.02 mostra o algoritmo do método SMFR de acordo com a
formulacdo mostrada anteriormente. Inicialmente sdo estimadas as matrizes fisicas das
duas primeiras subestruturas para inicio da sintese. Se a estrutura é composta de varias
subestruturas, apos a sintese modal das duas subestruturas iniciais, estas sdo remontadas
como uma nhova subestrutura que sera ligada a uma terceira subestrutura de acordo com
uma conectividade geral, (ARAUJO, 1998). Com isso, a formulacdo é efetuada somente
com duas subestruturas mutuamente conectadas. Assim, sdo estimadas as matrizes fisicas
das subestruturas seguintes e incorporadas, uma a uma, a subestrutura anterior até a
sintese da estrutura completa. A listagem do programa de sintese modal SMFR

implementado em ambiente Matlab encontra-se no Anexo I.
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O indice MAC (Modal Assurance Criteria) foi definido por Ewins (1984) como,

(2.74)

MAC ({u, b u, ) -
(1) fu ) ) Hus))

e indica a precisao entre o modo original {ul} e 0 modo sintetizado {uz}. Na Eg. (2.74) o
maior valor que do indice MAC pode atingir é a unidade indicando a precisdo maxima..
Neste caso {u,} éiguala {u, }.

O erro relativo é definido como,

|a’1 ‘a’2|

2]

ER = %100 (2.75)

e indica a preciséo entre a frequéncia original @, e a frequéncia sintetizada @,. Na Eq.
(2.75) o menor valor que erro relativo, ER, pode atingir é zero indicando a precisdo maxima.

Neste caso @, € igual aw, .

2.4 O Método da Montagem das Matrizes Dinamicas (MMD)

Este método consiste na identificacdo das matrizes dindmicas das subestruturas e a
formagdo das matrizes da estrutura completa. As matrizes identificadas sdo montadas
conforme os graus de liberdade de interface que conectam as subestruturas entre si. Os
autovalores e autovetores da estrutura completa sao obtidos da matriz resultante.

A desvantagem do MMD em relacdo ao SMFR € o tempo de processamento para a
solucdo do autoproblema, se por acaso, a matriz da estrutura completa for de ordem
elevada. O método SMFR permite escolher as bandas de freqiiéncia de interesse enquanto
que no MMD a solucao s6 pode ser obtida para todos autovalores e autovetores. Por outro
lado se houver interesse na solucao completa, o método MMD tem vantagem sobre o SMFR

gque ha casos onde a sintese de todos os modos é impossivel.



CAPITULO 1lI

Selec&o Automética de Modos

A escolha dos modos usados no processo de sintese modal define a qualidade dos
resultados e a banda de freqiéncia que se deseja sintetizar.

Nos processos de sintese modal que utilizam o superconjunto modal de flexibilidade
residual, o usuério pode definir quais modos serdo mantidos e retirados da base modal. Os
modos retirados sdo usados para obter os modos de flexibilidade residual que vai compor a
base modal de cada subestrutura. Assim, mesmo mantendo-se um numero suficiente de
modos ha base, alguns modos que seriam significativos na identificacdo do sistema original
poderiam ser retirados. Este fato também é observado na maioria dos métodos de sintese
modal. No método CEAM (Critério de Escolha Automatica dos Modos), proposto por Araujo
(1998), observou-se que quando o nivel de energia de interface das subestruturas era
pequeno, obtinha-se resultados mais precisos para o0s autovalores e autovetores
sintetizados. Para cada subestrutura isolada quanto menor a energia das coordenadas de
interface relativamente a energia das coordenadas internas para um determinado modo,
menor seria a influéncia deste modo na sintese do sistema completo. Esta suposicdo foi
fundamentada no fato de que as parcelas internas de energia dos modos selecionados sao
as principais responsaveis pelo movimento de vibracdo do sistema completo, jA que as
parcelas relativas a interface das subestruturas ficardo sujeitas as condicbes impostas pelo
acoplamento. Com isso, a comparacao entre as parcelas de energia de interface e interna
das subestruturas fornece um indice de qualidade entre os modos de uma dada
subestrutura. Esta suposicéo é a base do CEAM. A escolha de um determinado modo com
alta energia de interface em relacdo aos ndés internos significa baixa qualidade nos
resultados finais da sintese.

O CEAM melhorou a eficiéncia da técnica de sintese modal introduzindo um
processo automatizado de escolha modal. Deve-se destacar que a selecdo de modos
adequados ao problema analisado é fundamental na convergéncia final e, geralmente, isto
tem sido feito manualmente pelo usuario que deve conhecer a estrutura analisada. Porém,
no trabalho de Araudjo (1998), foi mostrado que determinadas faixas de modos que seriam

adequadas ao processo de sintese final ndo foram obtidas, principalmente se a estrutura
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experimental analisada fosse complexa e apresentasse nao linearidades. Por isso, além do
efeito da energia de interface deveria haver procedimentos complementares visando
melhorar ainda mais o processo de escolha das bases modais que serdo mantidas nas
subestruturas.

Neste trabalho foram implementados dois novos métodos de escolha automatica de
modos. O primeiro é baseado na energia dos modos das duas subestruturas, como no
CEAM. Porém, essa energia é dividida em duas parcelas distintas. Uma esta relacionada
aos graus de liberdade de interface entre as subestruturas e a outra se refere aos graus de
liberdade internos. S&o consideradas as duas parcelas de energia e a relacdo entre elas. De
acordo com o critério definido os modos sdo comparados entre si. Cada modo é comparado
com os demais da prépria subestrutura e com todos 0os modos da outra subestrutura. A
partir dai sdo definidos, automaticamente, os modos selecionados e removidos, das duas
subestruturas, que serdo usados para sintetizar a estrutura completa. O segundo é baseado
na simples combinagéo das frequiéncias dos modos das subestruturas.

Os critérios propostos s&o avaliados na técnica de sintese modal SMFR, (ARAUJO,
1998). O processo de escolha definido pode ser aplicado em processos de sintese modal
experimental e a metodologia é avaliada em modelos discretos massa-mola e em modelos

de elementos finitos

3.1 Critério de selecdo modal pela energia

Apesar de ter obtido bons resultados com o0 CEAM em varias estruturas analisadas,
perceberam-se que existiam bases modais ndo selecionadas que em alguns casos
apresentaram uma melhoria na sintese. Porém, o método como foi proposto ndo conseguiu
montar este conjunto. Visando melhorar a precisdo destes resultados foi desenvolvido um
novo critério de escolha automatica dos modos denominado de CSME (Critério de Selecéo
Modal pela Energia) que também se baseia na energia dos modos, como definido no CEAM.

Neste novo critério sera considerada a energia interna, energia de interface e energia
total. Considere duas subestruturas conectadas A e B onde as coordenadas de interface
estdo no ponto 2, de acordo com a Fig. 2.01.

A energia total e as parcelas de energia interna e de interface sao obtidas através
das Eq. (3.01) a (3.06). Nestas equagfes sao considerados apenas os graus de liberdades
correspondentes a cada parcela de energia de interface e interna. Para os modelos de viga
formulados por elementos finitos o célculo de energia é aproximado mas para 0os modelos

de massa concentrada os valores de energia sdo exatos pois a matriz de massa é diagonal.
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e =2 sl Jo ) (3.01)
Eiak — %[¢iak ]t [M ia][¢iak ](a)ak )2 (3_02)
EX =EX +EX (3.03)
e = 2] e oo (3.0)
£k :%[¢ibk]t [M ib][¢ibk](a)bk)2 (3.05)
EX =EY +EX (3.06)

onde,

E]f"k Energia de interface da subestrutura A E?k Energia de interface da subestrutura B

Eiélk Energia interna da subestrutura A Eibk Energia interna da subestrutura B
Etak Energia total da subestrutura A Etbk Energia total da subestrutura B
[¢a] Base modal da subestrutura A [(éb] Base modal da subestrutura B
o™ Frequiéncia da subestrutura A o Frequéncia da subestrutura B

lM aJ Matriz de massa da subestrutura A [M bJ Matriz de massa da subestrutura B

k Indicao k —ésimo modo da estrutura A ou B

Para definir as bases modais que serdo selecionadas de cada subestrutura,
inicialmente, calculam-se as energias internas e de interface através das Eq. (3.01), (3.02),
(3.04) e (3.05). A seguir, sdo calculadas as energias totais das duas subestruturas
conectadas através das EQ.(3.03) e (3.06), considerando, separadamente, 0s possiveis

conjuntos modais mantidos para cada subestrutura. De posse de todas as combinacdes de
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energias totais classificam-se as bases modais das subestruturas de acordo com os
minimos valores obtidos.

Além da avaliacdo das bases modais considerando as energias totais, o critério
pondera também, separadamente, somente a somatdria das energias internas, a somatdria
das energias de interface e a variacdo da energia de interface. No caso da variacdo da
energia de interface o critério avalia o nivel de discrepancia entre as energias de interface
entre as subestruturas. Se por acaso, esta variacdo for pequena, ocorre uma boa
convergéncia da sintese final.

Toda a metodologia foi implementada em um cddigo computacional desenvolvido em

ambiente Matlab.

3.2 Critério de selecao modal pelas frequéncias

O CSME identifica alguns conjuntos de modos para serem usados na sintese modal
que oferecem bons resultados. No entanto, por este método, nem sempre é possivel indicar,
entre todos, o conjunto de modos que produzem os resultados mais precisos. Por isso foi
desenvolvido outro método denominado CSMF (Critério de Sele¢cdo Modal pelas
Frequéncias) onde os modos mantidos sdo escolhidos pela comparacdo entre as
frequiéncias das subestruturas mutuamente conectadas. Além de mais preciso, este método
possui processamento mais rapido que o anterior e complementa o processo de escolha
modal definido pelo CSME.

A técnica baseia-se na diferenca relativa entre as freqiéncias associadas aos modos
mantidos das duas subestruturas conectadas. Os modos séo classificados de acordo com a
soma ponderada destes valores. Quanto menor esta soma, melhores serdo os resultados

obtidos na sintese modal.
Seja m; e m, os dois numeros de modos mantidos nas duas subestruturas
conectadas, sendo m;, menor ou igual a m,. A subestrutura com m, modos sera

denominada, aqui, de subestrutura 1 e a outra de subestrutura 2. Considere as freqiiéncias

associadas aos modos mantidos nas duas subestruturas, em ordem crescente, como uma
linha continua com m, particdes cada uma. Cada particdo da subestrutura 2 vale 1 e esta

associada a uma unica frequéncia. Cada particdo da subestrutura 1 vale r, conforme a
Eq.(3.07).

p= M (3.07)
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Se r é menor do que 1 entdo uma Unica freqiiéncia estara sempre associada a mais
de uma particdo. Se r é menor do que 1 mas ndo é submdltiplo de 1 entdo ha particdo
associada a mais de uma frequéncia. Ha também tanto freqiiéncias da estrutura 1
associadas a mais de uma freqiéncia da estrutura 2 como h& frequiiéncias da estrutura 2

associadas a mais de uma frequéncia da estrutura 1 como ilustrado na Fig. 3.01.

” 6021
r
a)ll __________________
1-r
a)22
2r-1
r —E Y SO S —
’ 2-2r
_________ e W3
W3 B
- ) Wy
Sub 1

Sub 2

Figura 3.01 — Associacéo entre as freqliiéncias das duas subestruturas.

Para determinar os melhores pares de conjuntos de modos mantidos nas duas
subestruturas € realizada uma soma ponderada dos médulos das diferencas relativas entre
as freqliéncias, denominadas de S. No exemplo da Fig. 3.01, onde ha trés modos mantidos
em uma subestrutura e quatro na outra, esta soma € representada pela Eq.(3.08) com r
igual a 3/4.

As Fig. 3.02 e 3.03 mostram os dois extremos onde m, =1 e m =m,
respectivamente. Para m, =1, S é calculado pela Eq.(3.09) e pela Eq.(3.10) quando

m, =m,.
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Figura 3.03 — Associacao entre as frequéncias das duas subestruturas com m;, =m, .
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| 0y — oy | } { | 05y — 0y | } | 055 — 0y |
sortoazonl | gy 1oezoul | o g l@op=onl
{ max(w,,, @y, ) max(ws, , @y, ) max(wy,, @)

max(@,s, @1, max(@ys, @15 max(ay,, @y3)

(3.08)

_rz[ @2 — | } (3.09)

) max(a’zu , 0)11)

_rZ[ 021 = } (3.10)

=1 max(a)2| 1 Wy )

Como r = l/m2 e r =1 nas Eq.(3.09) e Eq.(3.10) respectivamente estas se tornam

m2 R
S ZLZ[M} (3.11)

m, o max(a)Zi , 0)11)

S = z{ 22 — 4 } (3.12)

=1 max(wm 1 Dy )

onde as frequiéncias w,;; pertencem a subestrutura 1 e as freqiéncias ®,; pertencem a

subestrutura 2. No exemplo da Fig. 3.02 e da Eq.(3.11) o valor de r é igual a 1/4. O valor

de S é calculado para todas as combinacdes possiveis de modos e os melhores séo
agueles com menor valor de S.

Além de indicar os modos que fornecem os resultados mais precisos em sintese
modal o CSMF aponta outros modos que também poderiam dar bons resultados em
diferentes bandas de freqUéncia. Entdo na escolha dos modos deve-se considerar ndo sé o

menor valor de S mas, também, a banda de freqiiéncia de interesse.

3.3 Modelos de simula¢cdo numérica

Para avaliar os critérios de escolha das bases modais propostos (CSME e CSMF)

foram utilizados quatro modelos de simulagdo numérica. Dois séo modelos discretos massa-
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mola-amortecedor sendo um com nove graus de liberdade e o outro com dezenove. Os
outros dois modelos sdo vigas modeladas por elementos finitos também com nove e

dezenove graus de liberdade. Todos os modelos foram simulados em cédigo Matlab.

3.3.1 Modelos de massa-mola-amortecedor

A Fig. 3.04 e 3.05 apresentam os modelos discretos mola-massa-amortecedor
utilizados na avaliacdo da metodologia. As estruturas completas foram subdivididas em duas
subestruturas simétricas. As subestruturas, nos dois modelos, possuem cinco e dez graus
de liberdade respectivamente. Todas as estruturas possuem condicdo de contorno bi-
engastada. As massas discretas sao iguais para cada modelo. No modelo menor é de 2 Kg
e no maior de 1 Kg em cada grau de liberdade. A rigidez e o amortecimento sdo todos iguais

nos dois modelos. Os valores de rigidez e de amortecimento s&o de 10° N/m e de 1 N.s/m

8 9
b

Figura 3.04 — Modelos massa-mola-amortecedor com nove GDL.

respectivamente.
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Figura 3.05 — Modelos massa-mola-amortecedor com dezenove GDL.

Os autovalores e autovetores das duas subestruturas e da estrutura completa foram
determinados usando os métodos implementados em Matlab. Os modos das subestruturas
sdo usados na sintese da estrutura completa que sdo comparados com o0s modos do
sistema original. Cada subestrutura do modelo menor possui cinco modos. Como ha um
grau de liberdade de interface que é comum as duas subestruturas, a estrutura completa
possuird nove modos. A estrutura maior possui dez modos em cada subestrutura e
dezenove modos na estrutura completa. Entdo, conforme SMFR, tem-se apenas um modo
de flexibilidade residual que vai compor o superconjunto modal de flexibilidade residual.

As Fig. 3.06 e 3.07 mostram 0s erros percentuais nas freqiiéncias naturais e no
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indice MAC, (EWINS, 1984), para todas as combinacdes possiveis de modos mantidos para
0 modelo discreto com nove e dezenove graus de liberdade respectivamente. Nas Fig. 3.06a
e 3.07a as combinacdes sao classificadas de acordo com a soma isolada da energia dos
graus de liberdade internos (CSME) e nas Fig 3.06b 3.07b a classificacdo é feita conforme o
CSMF. A posicao do erro relativo e do indice MAC nos graficos € determinada pela ordem

de classificacdo dos resultados.

3.3.2 Modelo de uma viga bi-engastada

O modelo é constituido de uma viga de aluminio engastada nas extremidades. Para
efetuar a sintese modal, a estrutura foi dividida em duas subestruturas simétricas, Fig. 3.08.

As bases modais utilizadas na sintese modal foram determinadas utilizando o
método dos elementos finitos. Cada subestrutura foi subdividida em dez elementos de viga
de Euler-Bernoulli. Devido as dificuldades de realizarem-se medidas experimentais dos
graus de liberdade rotacdo e visando testes experimentais futuros, foram considerados
apenas os deslocamentos transversais. Na viga com dez elementos e onze nds, um no é
fixo devido ao engaste. Assim ha dez graus de liberdade sendo um de interface, comum as

duas subestruturas. Devido a simetria esses valores valem para as duas subestruturas.

= =
= =
L
= =
~—1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 2 13 14 15 16 17 18 19 20 21 3 —
T3 1424344454647+ 84¢09410011$12$133143 154164174 184 19420 ¢
= | =
—] L—
— Sub A Sub B —
2 1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 2 2 13 14 15 16 17 18 19 20 21 3 2
f» 1¢2¢344345496¢748¢09+10% +11+12+13+14+15+16+17+18+19+20«2
= Sub A Sub B —
Massa Especiﬁca(Kg/m?’) Coeficiente de Poisson Largura(m)
p =2,78.10° v=34.10" a=510" b
Moédulo de Elasticidade(N/m?) Comprimento(m) Altura(m) a
E=7.10% L=1 b=3.103

Figura 3.08 — Viga bi-engastada de aluminio modelada por elementos finitos.
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Para obter as bases modais do sistema original modelou-se, também, a estrutura
original por elementos finitos, utilizando a mesma opc¢édo de elemento de viga de Euler-
Bernoulli. A estrutura completa foi dividida em vinte elementos de viga com 21 nés. Como a
viga é engastada nas duas extremidades h& dois nds fixos e dezenove graus de liberdade.
Na Fig. 3.08 sdo mostrados os modelos esquematicos de elementos finitos das
subestruturas e da estrutura completa.

Para avaliar os métodos de escolha propostos, além desse modelo descrito foi usado
outro constituido da mesma viga com a metade dos graus de liberdade em cada
subestrutura. Em cada um dos modelos ha um Unico grau de liberdade de interface entre as
subestruturas. Com isso tem-se apenas um modo de flexibilidade residual que vai compor o
superconjunto modal de flexibilidade residual.

As Fig. 3.09 e 3.10 mostram os erros percentuais nas frequiéncias naturais e o indice
MAC para todas as combinag@es possiveis de modos mantidos para uma viga modelada por
elementos finitos com nove e dezenove graus de liberdade respectivamente. Nas Fig. 3.09a
3.10a as combinacdes séo classificadas de acordo com a soma isolada da energia dos
graus de liberdades internos (CSME) e nas Fig 3.09b e 3.10b a classificacdo € feita
conforme o CSMF.

As Fig 3.07 e 3.10 mostram as mesmas classificacbes apresentadas pelas Fig. 3.06
e 3.09 alterando apenas o numero de graus de liberdade de nove para dezenove.

De acordo com a definicdo dos critérios, observou-se que quanto menor a soma da
energia dos nés internos dos modos mantidos nas duas subestruturas melhores serdo os
resultados da sintese, como pode ser observado na Fig. 3.06a e 3.09a. Além disso,
observou-se que quanto menor a variacdo da energia de interface de cada modo de uma
subestrutura em relacdo aos modos da outra, melhor sera a precisdo dos resultados obtidos
na sintese modal. Verificou-se que a escolha dos modos é mais precisa para os modelos
com maiores numeros de graus de liberdade. No caso dos modelos de viga o uso da
variacdo da energia de interface gerou melhores resultados.

Pelo CSME nem sempre é possivel escolher os melhores modos, como pode ser
visto nas Fig. 3.09a e 3.10a que classifica os modos nos modelos de viga. A classificacédo
dos modos usando o CSME em modelos discretos é aceitdvel como mostram as Fig 3.06a e
3.07a. Na maioria dos testes realizados o CSME apresentou bons resultados,
principalmente nos modelos discretos, mas o0os modos escolhidos nem sempre s&o
confiaveis. Em alguns casos os resultados ndo foram satisfatorios.

Porém o CSMF conseguiu classificar os melhores modos nos quatro modelos
analisados, Fig 3.06b — 3.10b, com boa definicdo, principalmente nos modelos de elementos

finitos.



20-Erro(%)

MAC

20-Erro(%)

MAC

=
a1
T

=
o
T

25

30

0.2

0 5 10 15 20
Energia Interna - M

a) Classificacdo pela Energia Interna (CSME)

25

30

20

15+

=
o
T

25

30

0.6

0.4

0.2

0 5 10 15 20
Combinagao de Frequencias

b) Classificacdo pela CSMF

Figura 3.09 — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC: modelo de viga com nove GDL.

25

30

41



42

8-Erro(%)
N
T

0 20 40 60 80

100

120

0.8

0.6

MAC

0.4

0.2

0 20 40 60 80
Energia Interna - M

a) Classificacéo pela Energia Interna (CSME)

100

120

8-Erro(%)
N
T

0 20 40 60 80

120

0.8

0.6

MAC

0.4

0.2

0 20 40 60 80
Combinagao de Frequencias

b) Classificacdo pela CSMF

100

120

Figura 3.10 — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC: modelo de viga com dezenove GDL.
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Na melhor condicdo de montagem das bases modais tém-se quatro modos mantidos
para cada subestrutura, que resulta em oito modos sintetizados para a estrutura completa
com nove graus de liberdade. Para a estrutura com dezenove graus de liberdade sao
escolhidos nove modos de cada subestrutura resultando um total de dezoito modos
sintetizados.

Utilizando o CSMF foi possivel selecionar os melhores modos mantidos a serem
usados no processo de sintese modal. Diante desta observacdo, nas analises de modelos
de simulacdo e experimentais deste trabalho, que utilizou o método SMFR, serdo sempre
utilizados modos escolhidos pela técnica CSMF.

Deve-se destacar que nao foi considerado nenhum ruido adicionado aos modelos

analisados neste capitulo.



CAPITULO IV

Normalizacdo das Bases Modais

Desde 1965 quando Hurty desenvolveu o método de sintese modal, varios trabalhos
sobre o0 assunto ajudaram a aprimorar a técnica, melhorando a qualidade da analise através
de variacfes implementadas no método adaptando-o a sistemas ndo amortecidos ou com
amortecimento geral. Porém, a maioria dos métodos implementados era direcionada para
uma formulacdo analitica ou numérica. Em alguns trabalhos, (MACNEAL, 1971) e
(ARAUJO, 1998), foi desenvolvida uma abordagem visando utilizar uma base de dados
puramente experimental.

A utilizacdo de um processo de analise puramente experimental é viavel,
principalmente para sistemas complexos, onde o desenvolvimento de um modelo numérico,
as vezes, pode ser de dificil execucdo, (DUARTE; EWINS, 1996.) Infelizmente, algumas
fontes de erros, como por exemplo a qualidade da base modal, influenciam
significativamente na andalise modal experimental. A propagacdo destes erros no processo
de ajuste de curvas influencia, geralmente, na identificagdo de uma base modal n&o
ortogonal. A ordem do modelo, também, influencia nos resultados. Geralmente, um
processo convencional de escalonamento da base modal via massa modal unitaria é
inadequada, uma vez que, a principio, ndo se conhecem as matrizes fisicas do sistema. Ou
seja, em uma abordagem experimental, em geral, ndo se conhecem as matrizes de massa,
rigidez e de amortecimento. Neste caso, ndo € possivel ponderar sobre a nova base modal
com relacdo a esta matriz de massa pois 0 processo de sintese modal, na maioria das
vezes, requer a utilizacdo de modos normalizados pela massa.

Para a aplicacdo da técnica de sintese modal proposta neste trabalho é essencial
que a base modal das subestruturas seja normalizada pela matriz de massa. Quando se
trata de dados puramente experimentais este tipo de analise tem sido feita utilizando-se um
método de normalizacéo via residuos modais, (RICHARDSON, 1977, 2000). No trabalho de
Araujo; Jacomine; Consentino (2001) este processo de normalizacéo foi avaliado atraves de
um modelo discreto massa-mola-amortecedor. Os autores mostraram que a utilizacdo deste

processo de normalizacdo das bases em uma técnica de sintese modal experimental



46

poderia gerar imprecisbes no processo de identificacdo dos parametros modais das

subestruturas.

4.1 Normalizacéo das bases modais via residuos modais

A base desta formulacdo foi desenvolvida no trabalho de Rrichardson (1977).
Rrichardson (2000) apresenta uma variagdo da metodologia, contornando o problema
inerente a inversdo da matriz fungdo de transferéncia. A formulacdo é direcionada para
sistemas com amortecimento geral através de uma analise modal experimental onde os
modos identificados s&o nameros complexos. No entanto, esta técnica s6 pode ser aplicada
em sistemas com leve amortecimento onde considera-se uma aproximagao da base modal
complexa com os modos normais da estrutura. Sera mostrado através dos exemplos de
simulacdo que a utilizagédo desta técnica, desprezando completamente o amortecimento do
sistema pode ocasionar erros na identificacdo da base modal normalizada via massa modal
unitaria. Para desenvolver a metodologia, considere um sistema discreto com n graus de
liberdade modelado por uma equacéo diferencial ordinaria de segunda ordem no dominio do

tempo definida por:
M Jix@}+ [Clix®+[K ]ix®)) = {f O} (4.00)

onde [M] [K] e [C] sdo as matrizes de massa, rigidez e de amortecimento,
respectivamente, de ordem nxn e {x} {x} e {X} sdo vetores de aceleracdo, velocidade e

deslocamento, respectivamente, de ordem nx1.
Aplicando a transformada de Laplace na Eq. (4.01), obtém-se uma equacdo de

movimento equivalente no dominio da frequiéncia, dada por:
[Bs)] [X()]=[F(s)] (4.02)
onde,

[B(s)]=[M]s® +[C]s +[K] (4.03)
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Neste caso, s € a variavel de Laplace, [F(S)] € a transformada da excitagéo

aplicada ao sistema e [X (s)] € a transformada da resposta. A funcdo de transferéncia do

sistema é definida por:

[H©)= [XOI[F©] ™ =[Bs)]* = (M]s? +[c]s+[K])” (4.09

Os elementos de [B(s)] sao fungbes quadraticas de s, e portanto [H (S)] pode ser

representada em forma de fragdes parciais, ou seja,

[H(S)]=Zri‘, AR (4.05)

< 2i(s—s,) 2i(s—s,)

onde [r,] é a matriz de residuos para o k—ésimo modo e [r;] € 0 seu complexo
conjugado.
Os pdlos ocorrem em s =S, e cada polo tem uma matriz de residuos [rk] de ordem

nxn que aparecem em pares conjugados complexos. Os poélos podem ser definidos como

Na Eq. (4.06) o, € o coeficiente de amortecimento e o, € a freqiiéncia natural
amortecida do modo k. Experimentalmente, os valores da funcdo de transferéncia sdo
medidos somente ao longo do eixo iw. Neste caso, [H (ia))] é denominada de Funcéo de

Resposta em Frequéncia (FRF). A freqiiéncia de ressonancia e o fator de amortecimento

S0 expressos por:

(4.07)

Considerando que existe um vetor modal [ k] para cada polo, os residuos [rk]

podem ser representados por:
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[ 1= Adb s ' (4.08)

onde A é uma constante de escalonamento. A Eq. (4.08) pode ser desenvolvida da

seguinte forma:

M1 Tz oo Tean PP PPk - PP
ko1 T2z -+ Tieon PP PPok - PPk
Al : ' (4.09)
it Tej2 -+ Tojn PP PPk - PPk
[Tkt Tken2z oo+ Tienn PP PP - PP |
ou seja, para um residuo particular tem-se que:
M1 PPk P
—2j PPk Pox
i PikDi . Pix
M—nj Pk Pk Prk

Uma vez que os vetores modais possuem uma forma Unica, porém ndo possuem
valores unicos, o processo de normalizagdo pode ser feito através de diferentes formas. A
normalizacdo da base modal é importante na busca de um significado fisico, uma vez que a
base modal ndo é Unica. Dentre os varios procedimentos de normalizacdo destacam-se 0
processo de normalizacdo via valor maximo unitario e a normalizacdo pela massa modal
unitaria.

Em vérias técnicas de identificagdo, processos de sintese modal e técnicas de
controle, a utilizacdo de uma base modal normalizada é de fundamental importancia para a
obtencdo de resultados satisfatorios. Nestes casos, o processo mais utilizado e o que
permite maior flexibilidade e precisdo é o processo de normalizacdo via massa modal
unitaria. Em formulacdes analiticas ou numéricas, onde se conhece a matriz de massa do
sistema, este procedimento é relativamente simples e utiliza simplesmente um fator de

escala ponderado pela massa modal, ou seja,
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[m]= ¢ |M] o]

[6]= 4] [m¥2

(4.11)

No entanto, quando se utilizam dados experimentais ndo € possivel utilizar a
normaliza¢do desta forma, pois, a principio, ndo se conhece a matriz de massa do sistema.
Para contornar este problema pode-se utilizar os residuos modais para obter um fator de

escala. Neste caso, a matriz de massa modal sera aproximada por uma expressao que é

funcdo do fator de escala A, . Para mostrar esta relagio serdo feitas algumas suposicoes

sobre o sistema analisado e ao final da formulacdo serdo apresentados os procedimentos
que deverao ser efetuados para que se possa implementar adequadamente a técnica. Para
isto, suponha que na estrutura a parcela relativa ao amortecimento modal seja muito menor
que a frequéncia natural amortecida de cada modo, e que as formas dos modos sejam

aproximadas aos modos normais de maneira que possam ser avaliados como modos reais,

{ o << @, 4.12)
Im[g(k)] << Re[#(k)]

Em uma analise experimental as matrizes fisicas do sistema ndo sdo conhecidas. No
entanto, estas matrizes podem ser estimadas a partir da matriz de transferéncia do sistema.

Discussfes sobre esta aproximacédo serao feitas na sequéncia do trabalho quando for feita a

analise dos exemplos de simulagcédo numérica. Da Eq. (4.03) observa-se que:
[K]=[BO)]=[HO]" (4.13)
Neste caso, as matrizes [H] e [B]devem obedecer a seguinte relacao,
[1]=[H][] (4.14)

onde [I] € a matriz identidade. Tem-se que a 12 e a 22 derivadas em relagéo a S para a Eq.

(4.14) sédo dadas por:

[H][8"}+[H ][B]= 0] (4.15)
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H]B" [+ 2[H |8 |+ [H" [[B]=[0] (4.16)

Da Eq. (4.03), pode-se mostrar que:
c]=8'©)] (4.17)
-8 0] (4.18)
e das Eq. (4.13), (4.15) e (4.17) tem-se que:
c]=-[K]|H ©@]K] (4.19)

Pré-multiplicando a Eqg. (4.16) por [B] e as Eq. (4.13), (4.14), (4.17) e (4.18), tem-se que:

2[M]=-2[K]|H ©][c]-[K]|H" ©][K] (4.20)

Substituindo as Eq. (4.13) e (4.17) na Eg. (4.15) e considerando a simetria das matrizes, a

Eq, (4.20) pode ser escrita na forma:

[M]=[c][H(][c [H (0)] (4.21)

Portanto, as Eq. (4.13), (4.19) e (4.21) apresentam uma forma de se estimar as
matrizes fisicas do sistema a partir da funcao de transferéncia e de suas derivadas no ponto
s =0. A principio, esta matriz poderia ser utilizada para uma normalizacdo via massa modal
unitaria aproximada. No entanto, algumas dificuldades podem ocorrer e seréo discutidas na
proxima sec¢do. Em fungdo da suposicdo de pequeno amortecimento e modos normais

equivalentes, definidos pela Eq. (4.12), a matriz [H (O)] pode ser escrita como:

[H(O)]=- kzl [[(k)]j i(a’k [Qk)]J (4.22)

k=1 O-k +C()k
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Na Eg. (4.22) é considerada apenas a parte real dos residuos que pode ser estimada
através da Eqg. (4.08). Portanto, a matriz de rigidez [K] pode ser estimada das Eq. (4.13) e

(4.22). Utilizando a Eq. (4.19), uma condicdo de pequeno amortecimento e utilizando a Eq.
(4.22) pode-se obter uma expressdo aproximada para a matriz de amortecimento da

seguinte forma:

J-[K] (;u ([f;]jj -k ](z[zjw—[;mm 29

Considerando a base modal, a fungdo de transferéncia pode ser escrita como:

[H(©O)]=[g] [k] ™ [4]' (4.24)

Com isso, das Eq. (4.08), (4.22) e (4.24), tem-se que:

Ao,
ol + o}
k]™* = (4.25)
An @y
oh+of |

Utilizando as Eq. (4.13), (4.24) e (4.25) obtém-se a rigidez modal, da seguinte forma:

[4]' [K]lg]=k]= olrot (4.26)

Utilizando as suposi¢cOes definidas na Eq. (4.12), a Eq. (4.21) e com as mesmas
consideracfes anteriores, pode-se obter de forma analoga, uma equacao para a estimativa

da matriz de massa da seguinte forma:
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[¢t]_1 . 4o? . (o +w?)?

Aw(c? +w?) Aw®

[s]™ (4.27)

Supondo uma condicdo de pequeno amortecimento e de acordo com as Eq. (4.12) e (4.27),

a matriz de massa modal pode, finalmente, ser definida como:

m =l Imll-| (4.29

“imxm

As relagbes entre os residuos e os modos de vibrar do sistema séo definidas pelas

Eq. (4.09) e (4.10). De uma maneira geral o j —ésimo residuo pode ser escrito como:

rk—lj ¢1k¢jk
r|<—2j ¢2k¢jk
“load L k21 20 e om (4.29)
M- ‘ ¢jk¢jk
rk—nj ¢nk¢jk

Enquanto os modos de vibrar possuem valores arbitrarios, os residuos mostrados na

Eq. (4.29) refletem as propriedades fisicas Unicas da estrutura. Neste caso, o fator de escala

A, deve sempre ser escolhido de tal forma que a Eq. (4.29) seja vélida. Portanto, para obter

modos normalizados via massa modal unitaria, de acordo com a Eq. (4.28), a constante de

escalonamento deve ser tal que:

A=, k=1 2 .. m (4.30

Para obter a informacdo modal completa do sistema, somente uma linha ou coluna da

funcdo de transferéncia necessita ser medida e analisada. Da Eq. (4.29) observa-se que a
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J —ésima coluna dos residuos esta relacionada com o j—ésimo modo através da seguinte

relacao:
rj =A ¢,—2k (4.31)

Portanto, das Eqg. (4.29), (4.30) e (4.31), um k —ésimo modo normalizado por uma condigdo

de massa modal unitéria pode ser definido por:

P M1
Pox k2]
| [ :
Pik Mejj | M- i
(4.32)
P Me—nj

Observa-se na Eq. (4.32) que para efetuar o processo de normalizacdo é necessario a

utilizagéo do residuo medido no ponto de excitagéo rj para que se possa simular a parcela

modal ¢jk. Neste caso, na andlise experimental, a resposta no ponto de excitagdo deve

também ser medida. Se nao for possivel obter a resposta no ponto de excitagdo pode-se
utilizar um procedimento alternativo chamado de medida triangular, (RICHARDSON, 2000).

Neste caso, o valor de ¢, pode ser estimado por:

¢jk:\/ Ak'rji(k()k;jq(k) k=1 2 .., m (4.33)

Neste procedimento devem ser feitas trés outras medidas envolvendo graus de liberdade

(p, g9 e J). A referéncia fixa € a j—ésima coluna de [H(S)] onde Hj, e Hj,
normalmente serdo obtidas. Uma medida extra H b devera ser efetuada visando resolver a

Eq. (4.33). Por isso, diz-se que a funcéo de transferéncia H possui uma forma triangular.
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4.2 Simulagbes numéricas

A metodologia de normalizacdo via residuos modais foi avaliada através de dois
exemplos numéricos consistindo de modelos discretos massa-mola com amortecimento e
sem amortecimento. O objetivo foi verificar a precisdo do processo de normalizacdo via
massa modal unitaria através da utilizacdo dos residuos. Pretende-se mostrar que a
formulacdo é adequada partindo-se de uma base modal complexa e que os resultados sao
bastante sensiveis as restricdbes impostas pela formulacdo. Quando se considera um
sistema sem amortecimento, as aproximacdes oriundas da formulacdo ndo sdo adequadas
e 0 modelo de normalizacdo ndo pode ser utilizado. Em cada caso analisado seréo
apresentados os passos de analise com os devidos ajustes a serem efetuados visando
efetuar adequadamente o processo de normalizacdo. A analise nos dois casos e toda a

formulacao foi implementada em um cddigo Matlab.

a) Sistema discreto massa-mola-amortecedor com 3 graus de liberdade — caso
amortecido
O sistema analisado consiste de um modelo discreto massa-mola-amortecedor com

3 graus de liberdade, mostrado na Fig. 4.01.

Vs c
|
2
c c
] k ]
my Mg
e VVVYV c c VVVYV
k ] ] k
m,
k k y
1 2 3 4 5
Massa(Kg) Rigidez (N/m) Amort (N.s/m)
m, =04 k = 3,6.10% c=03
m, = 0,8
m,=1,2

3

Figura 4.01 — Sistema discreto massa-mola-amortecedor com trés GDL.

A implementacdo do processo de normaliza¢do via massa modal unitaria utilizando
os residuos, para um sistema amortecido, € realizada de acordo com as etapas

apresentadas na Fig. 4.02.



Inicialmente monta-se a equagdo de movimento utilizando a formulagéo de estado através

das matrizes [A] e [B], Eq. (2.56)

\ 4

Resolve-se o autoproblema resultante

\4

Extrai-se a base modal normalizada [‘P] e a base de autovalores s do sistema de ordem

A 4

Extrai-se a base modal normalizada [‘I’] e a base de autovalores s do sistema de ordem

A 4

Normaliza-se a base modal [‘P] pela matriz de massa modal obtendo [‘{fn]

A 4

Normaliza-se a base modal [‘P] pela matriz de massa modal obtendo [‘Pn]

\ 4

Estimam-se os residuos pela Eq. (4.09) utilizando-se: A = |s|

A 4

Estima-se a base modal normalizada via residuos [‘Pm] da Eq. (4.30) e (4.32). Utiliza-se:

A = (2 Im(s))*?

\ 4

Verificam-se as condicdes de ortogonalidade e da massa modal unitaria

A 4

Estimam-se as matrizes fisicas através das Eq.. (4.13), (4.19) e (4.21). Estima-se [H (s)],
primeiro corrigindo [¥,,] por [A =s7"?], ou seja, [¥, ]=Re[¥,]A,, depois usando a

Eq. (4.05) com A =2 e multiplicando o segundo membro da Eq. (4.21) por (-2);

Figura 4.02 — Normaliza¢do via massa modal unitaria utilizando os residuos, para um
sistema amortecido.




56

A Fig. 4.03 apresenta a fungédo de transferéncia em termos de receptancia. A Tab.
4.01 apresenta os autovalores s e as bases modais inicialmente identificadas [‘I’] e [‘Pna].
A Tab. 4.02 apresenta os modos [‘I’n] normalizados pela matriz de massa e [‘Pm],

normalizados via massa modal usando os residuos. A Tab. 4.03 apresenta as matrizes de

massa identificadas usando as funcdes de transferéncia, considerando as bases modais
[W.] e [¥o].

Tabela 4.01 — Autovalores e bases modais obtidas da solu¢do do autoproblema.

s(rd/s)

-1,24+545,65i -0,53+355,60i -0,11+160,68i
]
0,0018+0,0000i 0,0001-0,0001i -0,0024-0,0015i

-0,0003-0,0000i 0,0020-0,0007i -0,0037-0,0023i

-0,0002-0,0000i -0,0018+0,0006i -0,0029-0,0018i
[
0,0321+ 0,0321i 0,0015+0,00151# -0,0198- 0,0198i

-0,0061-0,0061i
-0,0037-0,0037i

0,0201+ 0,02011
-0,0178-0,0178i

-0,0304-0,03041i
-0,0235- 0,0235i1

Tabela 4.02 — Bases modais normalizadas.

[, ]

1,4980-0,0000i
-0,2866-0,0000i

0,0555-0,0000i
0,7585-0,0000i

-0,5030+0,0000i
-0,7698+0,0000i

-0,1749+0,0000i -0,6699-0,0000i -0,5949-0,0000i
[0
1,3800+0,00141i 0,0732-0,02541 0,5488+0,34741i

-0,2640-0,0003i
-0,1612-0,0002i

0,9999-0, 34691
-0,8831+ 0,3064i

0,8398+0,5317i
0,6491+0,4109i

Tabela 4.03 — Matrizes de massa e identidade identificadas.

[¥,] (¥, ]

0,39+0,0i 0,00+0,0i 0,00+0,0i  0,44+0,0i -0,10-0,0i -0,13-0,0i

Matnz de 0,00+0,0i 0,79+0,0i 0,00+0,0i -0,10-0,0i 0,68+0,0i -0,46-0,0i
assa 0,00+0,0i 0,00+0,0i 1,19+0,0i -0,13-0,0i -0,46-0,0i 1,08+0,0i
1,00-0,0i -0,00-0,0i -0,00+0,0i __ 0,90+0,0i -0,00+0,0i1 0,00+0,01

Matriz -0,00-0,0i 1,00-0,0i -0,00+0,0i -0,00+0,0i 1,50-1,2i 0,00+0,0i
Identidade B} N B} B} B} .
-0,00+0,0i -0,00+0,0i 1,00+0,0i 0,0+0,0i 0,00+0,0i 0,70+1,5i
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FRF(2.2)
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Figura 4.03 — Funcao de transferéncia

Observa-se que o modelo de simulacdo proposto estd adequado as condicbes
impostas na formulacdo, ou seja, uma condi¢do de leve amortecimento (Valor maximo do

fator de amortecimento de 0.23%). Através da Tab. 4.03, verifica-se que considerando os

modos normalizados pela massa [‘Pn] identifica-se uma matriz identidade e matrizes fisicas

com boa precisdo. Para a base modal normalizada via utilizagdo dos residuos [‘Pm], as

matrizes fisicas foram razoavelmente identificadas. Porém, o fato mais importante a ser

observado € que apesar da forma de [‘Pm] ser razoavelmente coerente com a forma de

[‘Pn], existe um erro quando se utilizam os residuos no processo de normalizacéo,

conforme mostrado na identificacdo das matrizes fisicas. Com isso, observa-se que apesar
do modelo numérico analisado ser “bem comportado” o processo de normalizacao via
massa modal unitaria utilizando os residuos, poderia gerar erros consideraveis em uma
abordagem puramente experimental. Isto ocorre porque as bases modais identificadas sdo

mais imprecisas devido a aproximacdo considerada na formulagcdo. Com isso, a utilizagédo
de [‘Pm] extraida de dados experimentais em uma técnica de modelagem, via sintese
modal, que exigisse uma condi¢do de massa modal unitaria em sua formulacéo, poderia ndo

conseguir obter resultados satisfatorios, (ARAUJO, 1998).

Um inconveniente do processo de normalizacdo via residuos € a necessidade de

medidas experimentais em n pontos para possibilitar a inversdo de [H (s)] que é&,
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geralmente, mal condicionada. Além disso, a formulagcao proposta considera sistemas com
leve amortecimento. Esta condi¢cdo ocorre em grande parte das estruturas em engenharia.
Quando o amortecimento esta acima de certos limites, que variam de acordo com o sistema

analisado, a metodologia apresentada nao podera ser utilizada.

b) Sistema discreto massa-mola com 3 graus de liberdade — caso ndo amortecido
O sistema analisado consiste de um modelo discreto massa-mola com 3 graus de
liberdade idéntico ao mostrado na Fig. 4.01, porém sem amortecimento, conforme mostrado
na Fig. 4.04. Neste caso, a analise foi feita de acordo com as etapas apresentadas na Fig.
4.05.

1 3
k k
m,
k k g

Massa (Kg) Rigidez (N/m)

m, = 0,4 k = 3,6.10*

mZ:OB

m, =12

Fiura 4.04 — Sistema discreto massa-mola com 3 graus de liberdade sem amortecimento.

A Tab. 4.04 apresenta os autovalores S e as bases modais inicialmente identificadas

[‘P] A Tab. 4.05 apresenta os modos normalizados pela matriz de massa [‘I’n] e aqueles

via massa modal utilizando os residuos [‘Pm]. A Tab. 4.06 apresenta as matrizes de massa

e identidade identificadas utilizando as funcbes de transferéncia, considerando as bases

modais [‘I’n] e [‘I’m].

Tabela 4.04 — Autovalores e bases modais obtidas da solu¢do do autoproblema.

A(rd /s)?
545,65 160,68 355,60
b
0,9758 0,4593 ~0,0548
-0,1867 0,7029 -0,7484

-0,1140 0,5432 0,6610




Tabela 4.05 — Bases modais normalizadas.

[¥,] [0
1,4980 0,5030 -0,0555 1,3800 0,6495 0,0775
-0,2866 0,7698 -0,7585 -0,2640 0,9940 1,0584
-0,1749 0,5949 0,6699 -0,1612 0,7682 -0,9348

Tabela 4.06 — Matrizes de massa e identidade identificadas via fun¢des de transferéncia.

(v, ] (W
0,4000  0,0000  0,0000  0,4476 -0,0806 -0,0712
Matriz de 0,0000 0,8001  0,0001 -0,0806 0,4786  0,0700
Massa 0,0000  0,0001  1,2002 -0,0712  0,0700  0,6896
1,00 -0,00 ~0,00 0,85 0,00 0,00
Matriz ~0,00 1,00 -0,00 -0,00 1,67 ~0,00
identidade -0,00 -0,00 1,00 0,00 -0,00 1,95

Inicialmente monta-se as matrizes fisicas [M ] e [K]

A 4

Resolve-se o autoproblema, o

btém [4] e os autovalores {1}

A 4

Normaliza-se a base modal [‘P] pela

matriz de massa modal obtendo [‘Pn]

A 4

Estimam-se os residuos pela Eq. (4.09). Neste caso, utiliza-se : A, = (ﬂk )]/2

A4

Estima-se a base modal normalizada via residuos [‘Pm] da Eq. (4.30) e (4.32). Utiliza-

se: A, =

(24,)"

A 4

Verificam-se as condicdes de ortogonalidade e da massa modal unitaria

A\ 4

Estimam-se as matrizes fisicas através das Eq.. (4.13), (4.19) e (4.21). Neste caso,

multiplica-se o segundo membro da Eq. (4.21) por (-2)

Figura 4.05 — Normalizacao via massa modal unitaria utilizando os residuos, para um

sistema nao amortecido.
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Observa-se nos resultados anteriores que a base modal [‘Pn] comporta-se bem em

todas as analises, porém a base modal normalizada pelo método [, ] ndo identifica

adequadamente os parametros fisicos nem a matriz identidade.

O objetivo de utilizar este modelo sem amortecimento é mostrar que a técnica de
normalizacdo via massa modal unitaria utilizando os residuos ndo é adequada para ser
utilizada até mesmo em um modelo completamente sem amortecimento. E claro que este
ndo é o caso de uma analise experimental que, via de regra, as bases modais sdo niameros
complexos. No entanto, poderia ser feito um processo posterior de conversdo das bases
modais complexas em modos reais equivalentes, (ARAUJO, 1998), que é feito geralmente
para fins de comparacdo com modelos numéricos. Neste caso, esta nova base modal

equivalente néo seria adequada para a normalizacdo via massa modal unitaria proposta.

4.3 Novas abordagens para o problema

Nas sec¢bes anteriores mostrou-se que a opcéo de utilizar os residuos modais para
simular uma normalizacdo via massa modal unitéria quando as matrizes de massa ndo séo
conhecidas pode néo ser adequado dependendo do sistema a ser analisado.

Como o objetivo deste trabalho é propor alternativas para aplicar a técnica de sintese
modal em dados experimentais, onde, em geral, ndo sdo conhecidas as matrizes fisicas dos
sistemas, propde-se uma nova abordagem para tentar minimizar os erros de um processo
de normalizagdo que é fundamental na técnica de sintese modal. A proposta é utilizar
métodos para identificar as matrizes fisicas e utilizar a matriz de massa identificada em um
processo de normalizacdo via massa modal unitaria.

O capitulo V apresenta as técnicas propostas para a identificacdo das matrizes
fisicas onde séo avaliados através de exemplos de simulacdo numérica. Nos capitulos VI e
VIl sdo avaliadas todas as técnicas propostas neste trabalho através de modelos de

simulacdo numérica e experimentais.



CAPITULO V

Identificacdo das Matrizes Fisicas

No capitulo anterior foi mostrado que o método de identificacdo de uma matriz de
massa normalizada via residuos modais ndo apresenta resultados satisfatérios para serem
utilizados em um processo de sintese modal. Neste capitulo sdo propostas alternativas para
a realizacdo de um processo convencional de normalizacdo da base modal pela matriz de
massa identificada da estrutura analisada.

Esta metodologia é similar a metodologia tradicional de normalizacdo via massa
modal unitaria como mostrado na Eq. (4.12), exceto que a matriz de massa da estrutura
sera estimada por métodos aproximados que utilizam os par&dmetros dinamicos identificados
dos dados experimentais.

Foram implementados trés métodos para identificar as matrizes fisicas, o Método de
Chen, um método de minimos quadrados e um método iterativo. Todos os métodos foram
implementados em codigo MATLAB onde foram avaliados exemplos de simulagdo numérica
e de um modelo experimental para avaliar a precisdo das matrizes identificadas.

Nos exemplos de simulacdo numérica serd introduzido um ruido gaussiano. Sera

mostrado o procedimento de como foi gerado e adicionado o ruido aos dados simulados.

5.1 Ruido gaussiano

Geralmente os dados experimentais estdo acompanhados de algum nivel de ruido
eletrbnico inerente aos processos de medida. O objetivo de uma modelagem numérica é
aproximar a0 maximo o processo fisico que ocorre nas estruturas reais. Uma forma de
melhorar o0 modelo é adicionar um nivel de ruido simulado aos dados obtidos na modelagem
numérica. Neste trabalho, o ruido sera definido como a flutuagdo dos dados conforme uma
distribuicdo gaussiana cujo desvio padrédo é uma porcentagem do valor de medida numérica
no ponto considerado.

Cada ruido gaussiano r é gerado em funcdo de dois numeros randémicos

independentes 1, e r, dado por,
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r = cos(r,z)/—2In(r,) (5.01)

Na Eq.(5.01) observa-se que o termo ,/—2In(r,) varia de (0) a (+%) enquanto o termo

cos(r,z) varia de (-1) a (+1). Entdo o valor do ruido r varia de (—©) a (+w), uma
condi¢@o necesséaria mas nado suficiente para uma distribuicdo gaussiana.

Para verificar se a distribuicdo gerada pela Eq.(5.01) € gaussiana foi calculado um
grande numero de valores de r e distribuido acumulativamente conforme seu valor. Estas
distribuicbes cumulativas foram organizadas em curvas de freqiéncia relativa que foram
ajustadas por uma curva gaussiana. A norma do erro obtida entre as curvas geradas e
ajustadas é tanto menor quanto maior for o numero de uma distribuicdo cumulativa. Entéo a

Eq.(5.01) gera uma curva gaussiana e r pode ser utilizado para gerar um ruido gaussiano.
A Fig. 5.01 mostra uma curva com 10° distribuices cumulativas e a Fig. 5.02 mostra a
curva da Fig. 5.01 ajustada segundo uma curva gaussiana. Neste exemplo o erro relativo
médio foi da ordem de 107%. Mas este valor pode ser reduzido tanto quanto se queira, tendo

como limite o tempo e a precisdo humérica do computador.

Ruido Gaussiano
0.08

T T
Numero Total de Contagens: 108

Desvio Padrao Original: 5,01

0.07F  Média Original: - 3,62.10°4
0.06|-

0.05-

0.04 -

Freqliiéncia Relativa

0.03+

0.02

0.01+

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 5.01 — Curva de freqiiéncia relativa gerada pela Eq.(5.01).
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Ajuste de Curva do Ruido Gaussiano

0.08 ‘ ‘ \ \
e Cuna Ajustada e Cunva Original
Erro Relativo Médio: 2,1.10'3 Numero Total de Contagens: 108
0.07 - Desvio Padréo Ajustado: [ 5,00] [ 5,01] Desvio Padréo Original: 5,01
Média Ajustada: 4,32.10° Média Original: - 3,62.10°
0.06 - -
s 0.05- -
=
8
[J]
14
< 0.04+ -
o
o
«@
2
o
o
L 0.03¢ i
0.02 - |
0.01- -
0 L
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

X
Figura 5.02 — Curva da Fig. 5.01 ajustada segundo uma gaussiana.

Para calcular o valor simulado da medida no ponto considerado em fungéo do nivel

de ruido pc(%) adicionado procede-se da seguinte forma,

pc
=" 5.02
P=100 (5.02)
dv=pxH (5.03)

onde pc, definido como nivel de ruido, é a percentagem de H que é medida simulada,

sendo dv o desvio que é a fragdo p de H . A flutuagdo em torno da média H é dada por,

dH =rxdv (5.04)

Portanto os dados com ruido adicionado podem ser calculados pela equacao,

Hs = H +dH (5.05)
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onde Hs sao os dados simulados com ruido adicionado para aproximar os dados numéricos
aos experimentais. Substituindo as Eq.(5.03) e (3.04) na Eq.(5.05) pode-se escrever Hs

como

Hs=H@+rxp)

5.2 Método de Chen

Em geral, na modelagem de estruturas, a matriz de amortecimento ¢é dificil de ser
identificada a partir de medidas com ruido, especialmente para estruturas levemente
amortecidas. Varias técnicas foram desenvolvidas visando estimar as matrizes de massa,
rigidez e de amortecimento de uma estrutura. Ibrahim (1983) apresentou uma formulacéo de
estado que usa um conjunto de modos complexos identificados junto com um modelo
matematico analitico da estrutura sob teste. Em tal método um conjunto de modos normais
identificados, calculados dos modos complexos é usado nas equacdes de ortogonalidade
para melhorar o célculo da matriz de massa. Nesta matriz de massa estimada, os modos
complexos medidos e os modos analiticos mais altos séo usados para melhorar o célculo da
rigidez e do amortecimento. Fritzen (1986) e Wang (1988) desenvolveram um método para a
estimativa de modelos a partir de dados contaminados com ruidos. Minas e Inman (1991)
apresentaram um método para estimar a matriz de amortecimento de uma estrutura a partir
de dados experimentais incompletos. Craig; Kurdila; Kim (1987) desenvolveram um novo
algoritmo para a estimativa de parametros modais MIMO para a identificagdo da ordem de
modelos estruturais. O método é baseado no dominio da freqtiéncia utilizando a excitacéo e
0 espectro de resposta. Roemer e Mook (1992) identificaram a matriz de massa, rigidez e
amortecimento usando uma aproximacao integrada. O amortecimento identificado tem um
maior erro relativo. A razdo é devido a ordem dos coeficientes de amortecimento que, em
geral, sdo muito menores que a ordem dos coeficientes de rigidez.

O Método de Chen é aplicado neste trabalho para a identificagdo da matriz de massa
e utiliza um processo de minimos quadrados. Por este método existe, também, a
possibilidade de obter os parametros rigidez e amortecimento de uma Unica vez sem
iteracdes adicionais.

No Método de Chen serdo empregadas as FRFs normais extraidas das FRFs
complexas. Esta técnica, no dominio da frequéncia, é apropriada para medidas
contaminadas com ruido, e em dados experimentais medidos. O método foi proposto

inicialmente por Chen; Ju; Tsuei (1996) onde foram feitas apenas validagbes numéricas.
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Neste trabalho, além de simula¢cdes numéricas também serdo realizados testes em modelos
experimentais para validar a metodologia. A analise numérica foi feita a partir das FRFs
contaminadas com ruido extraidas das matrizes fisicas obtidas pelo método dos elementos
finitos e modelos discretos. A andlise experimental é feita utilizando as FRFs medidas.

Para identificar as matrizes fisicas utilizando o Método de Chen, considere uma

estrutura com amortecimento, com a equacdo do movimento dada por

M@+ [Clxm )+ K]k = {F @)} (5.06)
onde
X(t) = {x(w)}e'" f(t)={f(w)e'" (5.07)

Para excitacdo harménica, substituindo a Eq.(5.07) na Eq.(5.06) tem-se:
- o? M+ [K])ix(@)} +io[Clix(@)} = {f ()} 5.08)

O termo dentro dos paréntesis representa a inversa da FRF normal [H N (a))]_l. A Eq.(5.08)

pode ser escrita como:

[H " (w)Tl{x(co)}+ io[Cl{x(w)}={f (@)} (5.09)

onde [H N (a))] € a matriz FRF gerada dos modos normais. Pré-multiplicando a Eq.(5.09) por

lH N (a))J , tem-se:

X(@)}+i[6(@)|X(@)} = [H" (@) [{ ()} (5.10)

onde

[G(@)]=o0|H" ()] (5.11)
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€ chamada de matriz de transformacéo. Nota-se que [G(a))] € uma matriz real. A Eq.(5.10)

pode Ser expressa como:

(@)} = (1]+i[G@) R @)](f W) (5.12)

onde [I] € uma matriz identidade de ordem nxn. A resposta em freqiiéncia pode ser

representada também como:
[x(@)]=[H (@) ]{ (o)} (5.13)

onde [H (a))] € a matriz FRF complexa. Comparando as Eq.(5.12) e (5.13), a relag&o entre

as FRFs para modos complexos e modos normais € dada por:

H" @]=(1]+i[6@)[H@) (5.14)

Nota-se que [H (a))] € uma matriz quadrada desde que foi sintetizada pela

identificacdo dos modos complexos. Separando [H (a))] em partes real e imaginaria, e

expandindo a equacéo resultante tem-se que:

H" (@)]= (Hr (@)]-[6@)][H, (@) +i ([G(@)][Hg (@)]+[H, (@) (5.15)

Se o lado esquerdo da Eq.(5.15) é uma matriz real, entdo a parte imaginaria do lado

direito deve ser igual a zero para todas as frequéncias e a matriz de transformagéo [G(a))]

pode ser resolvida em termos das matrizes [Hy (w)] e [H, (@)]. Ou seja;

[G(@)]=-[H, (®)] [Hg (@)] (5.16)

Substituindo a Eq.(5.16) na Eq.(5.15) e sabendo-se que é real, tem-se que:

[H " (a’)]z [Hp(@)]+[H, (@)][Hg (@)] " [H, (@)] (5.17)
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A matriz de transformacao [G(a))] e a matriz FRF normal [H N (a))] podem ser calculadas

respectivamente pelas Eq.(5.16) e (5.17). Uma vez disponiveis as matrizes [G(a))] e

[H N (a))], a matriz de amortecimento pode ser calculada da Eq.(5.11).

5.2.1 Estimativa da matriz de amortecimento
Para uma estrutura livre de ruido, uma solucéo exata para a matriz de amortecimento

pode ser obtida diretamente da Eq.(5.11) por:

[C]=%[H " (60)]71[@(60)] (5.18)

onde w é uma freqUéncia qualquer. Na pratica as FRFs sdo contaminadas com ruido cuja
intensidade depende das condi¢Bes experimentais. Neste caso, emprega-se o Método dos

Minimos Quadrados para obter a matriz de amortecimento. Da Eq.(5.11) obtém-se;

o[H" (@) [C]=[6(o,)]
(5.19)

a)[th (‘ok)] [Cl=[gi ()]

onde {hiN (a)k)} e {gi(a)k)} sdo os i—ésimos vetores linhas de [HN(a)k)] e [G(a)k)],

respectivamente. A Eq.(5.19) pode ser escrita como:
V]c]- Q] (5.20)

onde as matrizes \7] e [6] sao dadas por:

[ [9i (@) ]1n ]
[gi (a)Z)]lxn

W :hiN (@) ]1X”

b (@),

<

I
S

=l
I

(5.21)

_[gi (a)m)]lxn |

O, _hiN (a)m )]1>< n |

mnxn mnxn

Sendo [C] uma matriz simeétrica, define-se um vetor {c} da matriz triangular superior, ou

inferior, de [C] como:
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t
{C}=[C11 Cp v Gy Cpp Cpz or Cpp o Cnn]lxn(n+1) (5.22)
2

onde c; € o ij—ésimo elemento da matriz de amortecimento [C]. Re-arranjando as

matrizes W] e [6] apropriadamente, de acordo com a Eq.(5.22), tem-se que:
[V ic} = {a} (5.23)

onde [V] e {q} sdo formados pelas matrizes W] e [6] [V] , {c} e {q} séo de ordem

2 n(n+l) n(n+1)
T T2

x1 e mn®x1 respectivamente. A Eq.(5.23) pode ser resolvida pelo

Método dos Minimos Quadrados, ou seja;

{ct=VT{a} (5.24)

Da solugédo do vetor {C} obtém-se a matriz de amortecimento [C] Nota-se que o

amortecimento é obtido independentemente das matrizes de massa e da rigidez.

5.2.2 Estimativa das matrizes de massa e rigidez
Considerando um sistema ndo amortecido, a equacdo do movimento pode ser escrita

o2 M]+ (K] (@)= {F (@)} (5.25)
onde

oM+ [K]H" @)]=D] (5.26)
Considerando a simetria de |H" ()], [M] e [K], e tomando a i —ésima linha, tem-se que:

[A]m]+[B][K]=[E] (5.27)

onde
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- :a)lzh!\] (a)l):lxn ) h:\' (a)l):-lxn
I e R oz
o, | e, ]
sendo [E] a matriz identidade. A Eq.(5.27) pode ser escrita na forma:
A Eﬂ{r}:{ﬁ] (5.29)

Fazendo[§]: [K E] e [s]= B\(/I } a Eq.(5.29) pode ser escrito como,

R][s]=[E] (5.30)

Sendo [S] formado por duas matrizes simétricas, define-se um vetor {s} formado pelas

duas matrizes triangulares inferiores de [M] e [K] como

{m}=[m11 My oo My My My eeo My, oo mnn]ixm

2

{k}:[kn Kip o0 My My My o My, oo mnn];xm

2

&}:{m} (5.31)
k n(n+1)x1

onde m; e k; s8o os ij—eésimos elemento das matrizes de massa e rigidez

respectivamente. Re-arranjando as matrizes [ﬁ] e [E] apropriadamente, de acordo com a

Eq.(5.31), a Eq.(5.30) pode ser escrita na forma

[Rlis}={e} (5.32)

onde [R] e e sdo formados pelas matrizes [ﬁ] e [E] [R] {s} e {e} sdo de ordem

mn®xn(n+1), n(n+1)x1 e mn®x1 respectivamente. A Eq.(5.32) pode ser resolvida pelo

Método dos Minimos Quadrados, ou seja;
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isi=[R]'{e} (5.33)

onde [R] {s} e {e} s&o formados pelos matrizes [ﬁ] [S] e [E] respectivamente. Da
solug&o do vetor s obtém-se as matrizes [M] e [K].

O Método de Chen foi implementado em ambiente MATLAB juntamente com o0s

métodos de sintese modal SMFR e MMD mostrados no capitulo 1l. O fluxograma da Fig.

5.03 mostra o algoritmo implementado para o do Método de Chen.

Inicio

Célculo da FRF normal

A 4

S Montagem das matrizes
dos coeficientes e dos
vetores das constantes

conforme os elementos de
C, M e K reajanjados

Experimental
ou simulado

| Calculo das \ nos vetores c. m e k )
Leitura dos dados matrizes
medidos (FRF) fisicas(MEF) v

Calculo dos vetores ¢,m e
k pela pseudo-inversa

A\ 4
Célculo das FRFs

com ruido
A 4
v v Restituicdo das matrizes
Calculo da matriz de transformacéo ] C,MeK
Fim

Figura 5.03 — Fluxograma do algoritmo do Método de Chen implementado em cédigo MATLAB.

O primeiro passo a ser definido é se as matrizes fisicas a serem calculadas sdo de
um modelo experimental ou simulado. No primeiro caso serdo lidas as FRFs medidas. Caso
contrario serdo lidos os dados da estrutura simulada para que sejam obtidas as matrizes
fisicas do sistema. A partir destas matrizes sdo calculadas as FRFs que serdo usadas no
método. A estas Ultimas sera adicionado ruido, para simular as FRFs experimentais. A

seguir s&o calculadas a matriz de transformacéo e as FRFs normais para fazer a montagem

das matrizes dos coeficientes e dos vetores das constantes. Os elementos de[M], [C] e

[K] sdo determinados usando o Método dos Minimos Quadrados. Esses elementos s&o
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calculados na forma vetorial e depois sdo ajustados a forma matricial. A listagem do

programa desenvolvido em MATLAB encontra-se no Anexo Il.

5.2.3 SimulacGes numéricas

O processo de identificacdo utilizando o Método de Chen foi avaliado através de
exemplos de simulacdo numérica e de um modelo experimental. O objetivo principal destas
analises foi verificar a sensibilidade do método e avaliar a precisdo das identificacdes das
matrizes de massa.

Nos modelos de simulacdo do tipo massa-mola-amortecedor foi utilizado ruido
gaussiano, como mostrado na secdo 5.1, no sinal das FRFs numéricas para simular as
FRFs experimentais. No processo de medidas experimentais € comum obter a FRF como
média de varias medidas. Nas FRFs simuladas também serd usado a média de varias FRFs
com ruido. A cada FRF incluida na média sera atribuida uma contagem. Assim uma em
média de dez FRFs considera-se uma FRF com dez contagens.

Foram realizadas duas simula¢cdes numéricas com diferentes graus de liberdade
para avaliar a sensibilidade do método. Foi avaliada uma estrutura com quatro e outra com
oito graus de liberdade. Foram realizados trés simulacdes em cada um dos modelos. Em
duas delas foi adicionado ruido gaussiano aos dados calculados para torna-los mais
proximos de uma formulagédo experimental e a outra foi considerada sem ruido afim de
verificar a precisdo do método. Em uma das duas simula¢cdes com ruido foram utilizadas

FRFs com uma Unica contagem e na outra foi utilizada as FRFs com quinze contagens.

a) Sistema massa-mola-amortecedor com quatro graus de liberdade

A Fig. 5.04 apresenta o modelo discreto massa-mola-amortecedor com quatro graus
de liberdade utilizado para avaliar o Método de Chen.

A matriz de transformacéo e as FRFs normais foram calculadas a partir das FRFs

simuladas e as matrizes de massa, rigidez e de amortecimento foram estimadas pelas
Eq.(5.24) e (5.33).
Os resultados da simulacdo com 5% de ruido com uma contagem sdo mostrados nas Tab.
5.01, 5.02 e 5.03. A Tab. 5.01 mostra o erro relativo das frequiéncias e o indice MAC dos
modos obtidos das matrizes fisicas identificadas. Na Tab. 5.02 sdo mostrados os fatores de
amortecimento com seus respectivos erros relativos e a Tab. 5.03 mostra a precisdo da
massa identificada. As tabelas referentes as simulagdes sem ruido e com quinze contagens
foram omitidas porque os valores sdo iguais ou muito proximos aos valores exatos.

O erro relativo na identificagdo da massa aproximou-se dos 11%. Mesmo assim 0s

erros relativos das frequiéncias foram bem menores do que 1% e o indice MAC ficou muito
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Figura 5.04 — Sistema discreto massa-mola-amortecedor de quatro GDL.

proximo da unidade. Isto significa que o método identifica matrizes equivalentes. Os fatores
de amortecimento tiveram erros relativos até 48%. Estes indices elevados devem-se aos
baixos valores dos fatores de amortecimento.

A Fig. 5.05 representa os modos e as FRFs da simulagdo com ruido de 5% e uma
Unica contagem. As matrizes fisicas identificadas sé@o idénticas as matrizes fisicas exatas do
sistema para o0 caso sem ruido e muito préximas para o caso onde usa FRFs com quinze
contagens como pode ser visto nos graficos das Fig. 5.06 e 5.07, respectivamente.
Observou-se que quanto maior o namero de contagens nas médias das FRFs, mais
precisos serdo os resultados. Com um ndmero infinito de contagens as matrizes fisicas

identificadas serdo exatas pois, nesse caso, as FRFs seriam iguais as originais.

Tabela 5.01 — Frequiéncias naturais amortecidas (Hz) , originais e identificadas e indice MAC
para o modelo discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%) MAC

47,4208 47,4838 0,1328 1,0000
129,3873 129,2981 0,0670 0,9998
150,3482 149,6519 0,4631 0,9998
185,4626 184,9347 0,2847 1,0000

Tabela 5.02 — Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo discreto
com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificado Erro Relativo(%)

0,0010 0,0005 47,9893
0,0026 0,0034 27,0270
0,0029 0,0035 21,2656

0,0039 0,0043 9,5773
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Tabela 5.03 — Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto com quatro
GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Valores Originais

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

Valores ldentificados

0,9519 0,0285 0,0095 -0,0207
0,0285 1,8252 0,0441 0,0568
0,0095 0,0441 0,8923 0,0408
-0,0207 0,0568 0,0408 1,8411

Erro Relativo(%)

4,8051 - - -
- 8,7409 - -
- - 10,7701 -
- - - 7,9469

b) Sistema massa-mola-amortecedor com oito graus de liberdade
A Fig. 5.08 mostra o segundo exemplo de simulacdo numérica avaliado. O sistema
consiste de elementos discretos do tipo massa-mola-amortecedor com oito graus de
liberdade. Para este modelo foram realizadas simulacfes nas mesmas condicdes realizadas

com o modelo anterior.

k

.
1m:Fl

Massa(Kg)
mlzl

2 t% ¢ m,=5
1

2

m3:2

Rigidez(N/m)
2 k, =10
k, = 103
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L, C .
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] 02:1
[
|

03:3
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Figura 5.08 — Sistema discreto massa-mola-amortecedor com oito GDL.
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Os resultados da simulagdo com 5% de ruido com uma contagem sdo mostrados nas
Tab. 5.04, 5.05 e 5.06. A Tab. 5.04 mostra o erro relativo das freqtiéncias e o indice MAC
dos modos obtidos das matrizes fisicas identificadas. Na Tab. 5.05 sdo mostrados os fatores
de amortecimento com seus respectivos erros relativos e a Tab. 5.06 mostra a precisdo da
massa identificada. As tabelas referentes as simulagdes sem ruido e com quinze contagens
foram omitidas porque os valores séo iguais ou muito préximos aos valores exatos.

O erro relativo na identificacdo da massa foi proximo de 21% mas os erros relativos
das fregliéncias foram préximos de 3% e o indice MAC ficou muito préximo da unidade. O
erro relativo da massa nédo afeta a precisdo dos resultados pois as matrizes identificadas
sdo equivalentes. Os fatores de amortecimento tiveram erro relativo maximo de 208%.

A Fig. 5.09 mostra os modos e as FRFs da simula¢do com ruido de 5% e uma Unica
contagem. Para este modelo também, as matrizes fisicas identificadas sdo bem proximas as
matrizes fisicas exatas do sistema para o caso sem ruido e para o caso onde usa FRFs com
quinze contagens como pode ser visto nos graficos das Fig. 5.10 e 5.11 respectivamente.

Os gréficos do indice MAC e dos erros relativos das freqiiéncias estéo na Fig. 5.12.

Tabela 5.04 — Freqiiéncias naturais amortecidas (Hz) originais e identificadas e indice MAC
para o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%) MAC

8,0419 8,0884 0,5787 0,9999
12,4666 12,4631 0,0281 0,9996
19,2000 19,3013 0,5276 0,9994
23,5342 23,5142 0,0848 0,9997
32,1776 32,1249 0,1639 0,9951
44,0790 43,6845 0,8950 0,9766
56,7682 54,9643 3,1777 0,9864
58,4941 57,8095 1,1705 0,9958

Tabela 5.05 — Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo discreto
com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificado Erro Relativo(%)

0,0024 0,0074 208,0556
0,0087 0,0081 6,7008

0,0092 0,0108 18,3933
0,0144 0,0154 6,9958

0,0022 0,0037 62,5057
0,0020 0,0030 48,3789
0,0039 0,0089 126,5771

0,0058 0,0073 26,6126
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0 modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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para o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12c — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do terceiro modo identificado para
0 modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12d — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do quarto modo identificado para
0 modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12e — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do quinto modo identificado para

o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12f — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do sexto modo identificado para

o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12g — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do sétimo modo identificado para

o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Figura 5.12h — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do oitavo modo identificado para

0 modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — Chen).
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Tabela 5.06 — Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto com oito
GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Valores Originais
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 5 0 0 0 0
0 0 0 0 5 0 0 0
0 0 0 0 0 5 0 0
0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0 0 5

Valores ldentificados

0,9884 0,0122 0,0009 -0,0030 -0,0119 -0,0009 0,0003 -0,0026
0,0122 0,8426 0,0158 -0,01112 0O,1065 -0,0334 -0,0007 0,0127
0,0009 0,0158 0,7849 0,1584 -0,0204 0,0277 -0,0010 -0,0327
-0,0030 -0,0111 0,1584 3,9320 0,0706 -0,0870 0,0212 0,5099
-0,0119 0,1065 -0,0204 O0,0706 4,3319 0,3212 -0,0259 -0,0166
-0,0009 -0,0334 0,0277 -0,0870 0,3212 4,0604 -0,0155 0,3287
0,0003 -0,0007 -0,0010 0,0212 -0,0259 -0,0155 1,9805 -0,0007
-0,0026 0,0127 -0,0327 0,5099 -0,0166 0,3287 -0,0007 4,1545

Erro Relativo(%)

1,1605 - - - - - - -
- 15,7387 - - - - - -
- - 21,5140 - - - - -
- - - 21,3593 - - - -
- - - - 13,3624 - - -
- - - - - 18,7915 - -
- - - - - - 0,9744 -
- - - - - - - 16,9097

5.2.4 Modelo experimental

A avaliacdo do Método de Chen com dados experimentais foi feita utilizando uma
estrutura com trés graus de liberdade mostrada na Fig. 5.13. A estrutura € constituida por
trés placas de aluminio paralelas entre si e conectadas por laminas de aco de 1 mm de
espessura. Cada conexdo é feita por um conjunto de quatro laminas que séo fixadas as
placas através de parafusos. O conjunto € montado em uma base fixada a uma mesa
inercial. As placas podem ser aproximadas por massas concentradas, M;, M, e M, com
coeficientes de rigidez, Ki, K, e Ks, constituidos pela combinacdo da rigidez das quatro
laminas que fazem as respectivas conexdes entre as placas e o suporte fixo. O sistema
conta ainda com um amortecedor acoplado entre a massa M; e o suporte fixo, conforme
mostrado no desenho esquematico da Fig. 5.14 que apresenta o esquema experimental
utilizado para medir as FRFs experimentais. Neste sistema cada placa foi excitada
independentemente por uma forca impulsiva utilizando um martelo de impacto e as
respostas foram captadas através de um acelerbmetro acoplado as placas. Os sinais foram
condicionados e enviados a um analisador de sinais SD380. As FRFs extraidas foram

utilizadas na metodologia proposta.
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Figura 5.13 — Modelo experimental utilizado para avaliar os métodos de identificacao.

Computador
y 4

Martelo de Impacto

Célula de Carga

M3
Ks
Mz ]
C M. .
Ky @
Condicionadores
de sinais
Base Fixa A Analisador Espectral SD380

Acelerbmetro

Figura 5.14 — Montagem experimental para determinar as FRFs.
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A Tab. 5.07 apresenta os valores identificados da matriz de massa e 0s erros

relativos em relagdo a matriz de massa verdadeira do sistema.

Tabela 5.07 — Valores originais e identificados de massa do modelo experimental.

Valores Originais

3,3000 0 0
0 2,2230 0
0 0 0,9290

Valores ldentificados

3,1939 -0,0343 -0,0075
-0,0343 2,1156 0,0016
-0,0075 0,0016 0,9572

Erro Relativo(%)

3,2156 - -
- 4,8335 -
- - 3,0376

A Fig. 5.15 mostra a comparacdo entre as FRFs obtidas das matrizes fisicas
identificadas com as FRFs experimentais. Como pode ser visto os graficos estdo bem

préximos o que indica uma boa precisao.
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Figura 5.15a — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).
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Figura 5.15b — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).
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Figura 5.15¢ — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).
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Figura 5.15d — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).
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Figura 5.15e — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).
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Figura 5.15f — FRF do modelo experimental com trés GDL (Chen).

Na identificacdo das matrizes do sistema, verificou-se que o amortecimento € mais
dificil de ser identificado precisamente a partir de dados com ruido. Como ja havia sido
observado por outros autores, este resultado é devido, na maioria dos casos, a ordem de
grandeza dos coeficientes de amortecimento que € muito menor que os coeficientes de
rigidez. Em outros métodos de identificacdo de parametros fisicos, em geral, a massa, a
rigidez e o amortecimento séo identificados simultaneamente, utilizando uma Unica equacao.
No Método de Chen esta situacdo ndo ocorre e o0s parametros de amortecimento
identificados sdo mais precisos, uma vez que, a matriz de amortecimento é estimada
independentemente da matriz de massa e rigidez. Quanto a matriz de massa observa-se

que o erro relativo maximo foi da ordem de 5%.

5.3 Ajuste de curvas simultaneas

Nesta secdo é apresentada uma nova técnica para identificacdo das matrizes de
massa, amortecimento e rigidez utilizando o método dos minimos quadrados para ajustar as
curvas das FRFs do sistema dindmico. As FRFs de uma estrutura real sdo acompanhadas

de distor¢des devido aos ruidos inerentes ao processo de medidas experimentais. No caso
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de estruturas modeladas matematicamente sao adicionados ruidos as FRFs simuladas para
aproxima-las as FRFs experimentais.

O método é baseado no ajuste de curvas que sera denominado ACS (Ajuste de
Curvas Simultaneas). O método consiste em ajustar simultaneamente todas as curvas que
representam as FRFs de um sistema dindmico. Os coeficientes da funcdo que geram as
curvas das FRFs ajustadas sdo as matrizes de massa, rigidez de amortecimento.

A funcado que gera as curvas a serem ajustadas é dada por,

FiMlo? +ilclo+ K]  =[H(@)] -M]e?+i[clo+[K]=[H@)]" (.34

onde [M] € a matriz de massa, [C] € matriz de amortecimento, [K] € matriz rigidez e
[H(w)] é a FRF medida na frequiéncia . As matrizes [M], [C] e [K] s&o os coeficientes
que devem ser calculados de modo que determinem as curvas de [H (a))] gue mais se

aproximam das FRFs experimentais ou simuladas conforme o caso.

Desenvolvendo a técnica de ajuste de curva pelo método dos minimos quadrados

tem-se que,
anC + apt o+ o+ 6 = b,
a21. Co + 8pC + - + &0 = b.2 (5.35)
A11C * QG o+ QG = bt
onde t € o grau do polindmio, €, , sao os coeficientes a serem determinados e
m m
apq :ng(xk)gq(xk) bp :ng(xk)f(xk) (536)
k=1 k=1

Nas Eq.(5.36) m € o ndmero de pontos e g¢,(X) séo as fungbes usadas no ajuste. No
ajuste das curvas da Eq.(5.34) os coeficientes C, , sdo substituidos pelas matrizes [M]
[C] e [K] g,(x) pelas funcbes de freqiiéncia g,(w) e f(x) pelas FRFs, ou seja,

Portanto,



leo]=k]al=ilc)  fe]=-M]

9, (@) =1, 9, (@) = o, 9;(0) = w? f(w) =[H(w)]™
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(5.37)

Substituindo as Eq.(5.37) em (5.36) e esta em (5.35) obtém-se o sistema de equacbes

lineares que identifica as trés matrizes fisicas:

Z
3
)
11
£
|
<
]
RS
Il
NNGE

k=1 k=1
[K]zwk '[C]Z(wk)z _[M]Z,(Cf)k)3 = z
k=1 k=1 k=1 k=1

=
M
£
=
(2)
NgE
3
%
|
<
NNGE
5
=
Il

k=1 k=1 k=1 k=1

m m

1 k=1

k
[A]= zwk 2(wk)2
k=1 k=1

k=1 13x3
As matrizes [A] e [B] podem ser escritas na seguinte forma,

A 3 A3 Hi Hli
[A]: Ay Ap Ay [B]: H; [+ H;

d3 @dzp g HJ H.

[H(@)]™
o [H(@)]™

> (@) [H(@)]™

m e i(wk)z > H@)]™
=1 k=

Z (o )? [B] = zwk [H (a’)]il

k= k=1

(@) D) D) > (@) [H(@)]™

| k=1 k=1 | k=1

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)
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onde a,, sdo os elementos de [A] e, [H ;] e [H 'p] sd0 as partes real e imaginaria de [B],

respectivamente. Substituindo a Eq.(5.41) em (5.39) tem-se que,

a,, @&y a K Hi | |H]
ay 8y ag|| —-M Hj H.

Na Eq.(5.42) nota-se que do lado esquerdo a multiplicacdo associada as matrizes [K] e
[M] resultam em numeros exclusivamente reais enquanto que os resultados relativos a
matriz [C] sdo compostos por numeros exclusivamente imaginarios. Como no lado direito as
partes real e imaginaria estdo separadas em [H;] e [H'p] entdo a Eq.(5.42) pode ser

dividida nas seguintes equacoes,

d; a3 K Hy

a, Ay L " } =| H, (5.43)
a3 dag HJ

a, H,

ay, [i[C]=|H} (5.44)
az H.

Multiplicando a Eq.(5.44) por i tem-se que,

a, HY
ay [[C]=| H; (5.45)
az HS

onde [H g] € real e é obtida pela seguinte equacao,
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H; ‘

HS |=|H)[i! (5.46)
HS i

Efetuando a multiplicacéo das Eq.(5.43) e (5.45) tem-se que,

a,, K —a,;M H/

ay K- Ayg M =|H 2r (5.47)
a31 K - a33 M 3nxn H ?: 3nxn

a,,C ch

a,C| =|H; (5.48)
3320 3nxn H; 3nxn

As matrizes [M], [C], [K], [H {)] e [Hf,] séo de ordem n que € o nimero de graus de
liberdade do sistema. Considerando a igualdade entre os elementos correspondentes na

Eq.(5.47) pode-se obter um sistema de equagdes lineares para determinar os elementos m;

e kij das matrizes de massa e rigidez respectivamente conforme,

r

ap ki —apsm =hg_j (5.50)

pl

Como [M] e [K] sdo matrizes simétricas as equacgdes associadas aos elementos
simétricos sdo agrupadas em uma Unica equacgao conforme a Eq.(5.49). Assim obtém-se

n(n+1)/2 equagdes para cada uma das matrizes [M]| e [K] associadas a uma tnica

matriz [H {)] Das Eq.(5.47), (5.49) e (5.50) obtém-se o0 seguinte sistema,

I

(5.51)

Fl >l >
T
e

T I
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@, 0 0 0 0O 0 O -a5 0 0O O 0 0 0]
0 2ap1 0 0 0 0 0 0 —2ap3 0 0 0 0 0
0 0 2ap1 0 0 0 0 0 0 —2ap3 0 0 0
AJsl0 0 0 a, 0 0o 0 0 0 0 -ay O 0 0
0 0 0 0 ap 0 0 0 0 0 0 2ap3 0 0
0 0 0 0 0 ap 0 0 0 0 0 0 —2ap3 0
0 0 0 0 0 0 a O 0O 0 0 0 0 —ag
N t
{M }: [kn Kij ki Ki Ky Kip Kpn Mg omy;omg omyoomy my, mnn]

T

r r
+h o-ni

r r
+h p—nl p—ii

ar _ r r ) ) r B r r
{H p} —[ 11 Mpaj N Npay hp_j +h

p—ji p—in

A matriz [Kp] é de ordem [3n(n+1)/2]x[n(n+1)], {M} é de ordem [n(n+1)]x1 e {ﬁr}

[3n(n +1)/2]x1. Pré multiplicando a Eq.(5.51) por [K]_l tem-se

|

-
Il
[,

(5.52)

>l >l >
L I

Os elementos de {IW} podem ser re-arranjados na forma original das duas matrizes [M] e

[K].
Da mesma forma, da Eq.(5.48), pode-se determinar os elementos C; pertencentes a

matriz de amortecimento conforme as Eq.(5.53) e (5.54). Logo,

__ IC c
2apy Gy =Ny +Np 5 (5.53)

ap, G = hpj; (5.54)

A matriz [C] é simétrica e as equages associadas aos elementos simétricos sdo somadas

de acordo com a EQ.(5.53). Assim obtém-se [n(n +1)/2] equacles para cada uma das

matrizes [H ;] Das Eq.(5.48), (5.53) e (5.54) obtém-se 0 seguinte sistema,
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2
| Ll

(5.55)

W w|

w N
O]
——
Il

I =T

Wo No FPo

onde

a, 0 0 0 0 0 0
0 2a, 0 0 0 0 0
0o 0 2a, 0 0 0 0
[B,J=|l0o o o0 a, 0 0 O
o 0 0 0 2, 0 0
o 0 0 0 0 2, 0
o 0 0 0 0 0 a,

~ t
{C}:[Cn Cij Cm Gi Gy Gy Cnn]

_ t
C C C C C C C C C C C C
{H b }Z [hp—ll hpaj+hpo Mpoan +0p P o +hp s Mo +hpg hp—nn]

A matriz [§p] ¢ de ordem[3n(n +1)/2]x[n(n+1)/2], {C} & de ordem [n(n+1)/2]x1 e {ﬁc}

[3n(n+1)/2]x1 por 1. Pré multiplicando a Eq.(5.55) por [5]_1 tem-se que,

5 (A
1
ci=|8,| {As (5.56)
By| |HS

Considerando a simetria os elementos de {C_Z} podem ser re-arranjados na forma original da

matriz [C].

5.3.1 Simula¢Ges numéricas
A avaliacdo do método ACS no processo de identificacdo das matrizes fisicas foi
feita através de simulacdes numeéricas nas mesmas condi¢Bes usadas para avaliar o Método

de Chen. Dois modelos foram simulados, um com quatro e outro com oito graus de



97

liberdade. Como na secdo 5.3 foi realizado, também, teste com o mesmo modelo

experimental utilizado para avaliar o Método de Chen.

a) Sistema massa-mola-amortecedor com quatro graus de liberdade
O modelo usado nesta secdo foi o mesmo modelo usado na secdo 5.2 mostrado na
Fig. 5.04. Aqui foram feitas simulacdes nas mesmas condi¢des realizadas com o Método de
Chen.
Os resultados da simulacdo com 5% de ruido com uma contagem sao mostrados nas
Tab. 5.08, 5.09 e 5.10. A Tab. 5.08 mostra o erro relativo das freqiiéncias e o indice MAC

para os modos identificados.

Tabela 5.08 — Freqiiéncias naturais amortecidas (Hz) originais e identificadas e indice MAC
para o modelo discreto com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%) MAC

47,4208 46,5634 1,8082 1,0000
129,3873 130,7852 1,0804 0,9971
150,3482 152,5890 1,4904 0,9989
185,4626 185,2781 0,0995 0,9999

Na Tab. 5.09 podem ser verificados os fatores de amortecimento com seus
respectivos erros relativos e a Tab. 5.10 mostra a precisdo da massa identificada. As tabelas
referentes as simulacées sem ruido e com quinze contagens foram omitidas porque os
valores séo iguais ou muito préximos aos valores exatos.

O maior erro relativo na identificacdo da massa foi menor do que 3%, que é bem
menor do que os 11% obtidos pelo Método de Chen. Os erros relativos das frequéncias
estdo um pouco acima de 1% enquanto o indice MAC ficou muito proximo da unidade como
no método anterior. O erro de um dos fatores de amortecimento ficou muito alto, 1293%.

A Fig. 5.16 mostra os modos e as FRFs da simulacdo com ruido de 5% e uma Unica
contagem. As matrizes fisicas identificadas sdo idénticas as matrizes fisicas exatas do
sistema para o caso sem ruido e muito proximas para o caso onde usa FRF com quinze

contagens como pode ser visto nas Fig. 5.17 e 5.18, respectivamente.

Tabela 5.09 — Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo discreto
com quatro GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%)

0,0010 0,0137 1292,7828
0,0026 0,0020 22,6852
0,0029 0,0033 13,3455

0,0039 0,0040 2,7902
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99

 Original

O Identificado

e Modo 1

Modo 2

Modo 3
* Modo 4

0.8

0.6

0.2+

0.4}

-0.6 -

-0.8

5.5

4.5

3.5

2.5

15

FRF(1.1)

m
hel

150

100

50

(0]

¢ Original
* Simulad
TT T e OrthIIVIQ

150
Frequéncia(Hz)

100

50

Figura 5.17 — Modos e FRF de simulacdo do modelo com quatro GDL

(com 5% de ruido e quinze contagens — ACS).



100

» Original
O Identificado

e Modo 1

* Modo 4

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2+

-0.6 -

-0.8

-1

5.5

4.5

3.5

25

15

FRF(L.1)

om
©

150

100

50

[ R

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

[ Y © 1 A R R N

i ,ﬁladq i i

| 1 885 | |

| 52 | |

| ,.ﬂ.mﬂ | |

| FrOoOn o | |

I e e | I I

I I I I I

I I I I I

I I I I I

I | | | |

5 e e

I I I I | |

I I I I S

I I [ ———

| | | | Y

I I I I [

I I I I I

I I I I I |

I I I I o

I I I | o J

[~ =T =7 T ==~ -~

| ,f o |

I I | | T

I I I I I

I bt

| i | | |

I { I I I

I I I I

I I I I

I I I I

[ e e Rttt S

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I |

I I [ i [

I I I I I

I I I I I

e

I s T T i

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

| | | |

o o (=] o o o

n Te) o T9) o
' - - o
9seH

150
Frequiéncia(Hz)

100

50

Figura 5.18 — Modos e FRF de simulacdo do modelo com quatro GDL

(sem ruido — ACS).
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Tabela 5.10 — Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto com quatro
GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Valores Originais

1 0 0] 0
0] 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

Valores ldentificados

1,0164 -0,0072 -0,0078 0,0029
-0,0072 2,0572 -0,0158 -0,0311
-0,0078 -0,0158 1,0067 0,0284

0,0029 -0,0311 0,0284 2,0140

Erro Relativo(%)

1,6405 - - -
- 2,8578 - -
- - 0,6717 -
- - - 0,7005

b) Sistema massa-mola-amortecedor com oito graus de liberdade

Aqui também o modelo de oito graus de liberdade usado para avaliar este método de
identificacdo € o mesmo usado na secdo anterior mostrado na Fig. 5.08. Aqui foram
realizadas simula¢gdes nas mesmas condi¢cdes do Método de Chen.

Os resultados da simulagdao com 5% de ruido com uma contagem sao mostrados nas
Tab. 5.11, 5.12 e 5.13. A Tab. 5.11 mostra o erro relativo das freqiéncias e o indice MAC
dos modos obtidos das matrizes fisicas identificadas. Na Tab. 5.12 podem ser verificados os
fatores de amortecimento com seus respectivos erros relativos e a Tab. 5.13 mostra a
precisdo da massa identificada. As tabelas referentes as simulagdes sem ruido e com
quinze contagens foram omitidas porque os valores sao iguais ou muito préximos aos
valores exatos.

O erro relativo na identificacdo da massa ficou menor que 3%, que é bem menor do
que os 21% obtidos pelo Método de Chen. Os erros relativos das freqiiéncias estdo um
pouco acima de 1% enquanto o indice MAC ficou muito préximo da unidade como no
método anterior. O erro relativo de um dos fatores de amortecimento ficou em 89%.

A Fig. 5.19 mostra os modos e as FRFs da simulacdo com ruido de 5% e uma Unica
contagem. As matrizes fisicas identificadas sdo iguais as matrizes fisicas exatas do sistema
para o caso sem ruido e muito préximas para o caso onde usa FRF com quinze contagens
como pode ser visto nos graficos dos modos e das FRFs na Fig. 5.20 e 5.21
respectivamente. Os gréficos do indice MAC e do erro relativos das freqiéncias estdo na
Fig. 5.22.
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Tabela 5.11 — Freqiiéncias naturais amortecidas (Hz) originais e identificadas e indice MAC
para o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%) MAC

8,0419 7,6598 4,7513 0,9961
12,4666 12,0400 3,4224 0,9970
19,2000 19,3019 0,5308 0,9977
23,5342 23,6261 0,3906 0,9996
32,1776 31,5372 1,9902 0,9983
44,0790 42,5828 3,3942 0,9653
56,7682 56,6071 0,2839 0,9758
58,4941 58,2694 0,3842 0,9842

Tabela 5.12 — Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo discreto
com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%)
0,0024 0,0003 89,2042
0,0087 0,0075 12,9086
0,0092 0,0081 11,8775
0,0144 0,0141 1,7580
0,0022 0,0016 28,8754
0,0020 0,0017 14,4743
0,0039 0,0035 11,5856
0,0058 0,0050 13,0967

Tabela 5.13 — Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto com oito
GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Valores Originais

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 5 0 0 0 0

0 0 0 0 5 0 0 0

0 0 0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 0 5

Valores ldentificados
1,0028 -0,0015 0,0011 -0,0013 0,0003 0,0012 -0,0002 0,0017
-0,0015 1,0096 0,0020 -0,0104 0,0182 -0,0451 0,0014 0,0227
0,0011 0,0020 1,0019 0,0161 -0,0271 0,0573 -0,0011 -0,0119
-0,0013 -0,0104 0,0161 5,0114 0,0331 -0,0906 0,0029 0,0651
0,0003 0,0182 -0,0271 0,0331 4,9864 0,0998 -0,0009 -0,0527
0,0012 -0,0451 0,0573 -0,0906 0,0998 4 ,8552 0,0011 0,1101
-0,0002 0,0014 -0,0011 0,0029 -0,0009 0,0011 1,9948 -0,0022
0,0017 0,0227 -0,0119 0,0651 -0,0527 0,1101 -0,0022 4,9219
Erro Relativo(%)

0,2810 - - - - - - -

0,9566
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Figura 5.20 — Quatro modos e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL

(com 5% de ruido e quinze contagens — ACS).



105

e Modo 1.1

Modo 1.2

Modo 1.3
e Modo 1.4

0.4

-0.6 -

-0.8

10

FRF(1.1)

| | | | | ]

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

L S

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

[ e e A e

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | !

| | | | | 1

| | I | | 1/

[ R e e

| | | | | >

I I I I I if

| | | | | /

| | | | | b

| | | | | N

L D O

i | I | | |

| | | | | |

| | | | [

| | | | [

| | | | 7

| | | | [

R A I

| | | | 1/ |

| | | | i/ |

| | | | A |

| | | | yal |

| | | 1 |

| | | [ |

i e e B

| | | A |

| | | A | |

| | L | | |

| A | | |

| [ | | |

| | | e |

[ Rl e i il ity

| | T | |

I I [N I I

| | | N | |

| | | PN |

| | | S |

. NS Y

i | i [N i

| | | ——=— T T

| | | (RN | |

| | | | | |

| | | | | |

| | | | | |

L 1 1 1 1 1

o o o o o o o

Yol © N~ [¢) [e2) o -

i T b T d =t a
] ]

ap

80

70

60

40

30

20

| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
O N
| | o | |
I ,dwm I I
| ES | |
| =] | |
| ,.H.mm | |
| 0w | |
Pem— e fo— — — 4 — — — 4 — —|—
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
[ e B R A
| | | | 1=
| | | | [
| | | | | 1
| | | | |
| | | | |
S A
i | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | [
| | | | |
| | | | |
O N (S
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
I I I I Ty
[ e e B e
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | [
| e | |
| | f, | |
[ s B —
| | | | |
| [ | | |
| [ | | |
| I | | |
| | |
e A
i | I i i
| s B m—
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
L 1 1 1 1
(@) o (@} o o o
[T o o Lo o
' i i o

aseH

80

70

60

40

30

20

Frequéncia(Hz)

Figura 5.21 — Quatro modos e uma FRF de simulacdo do modelo com oito GDL

(sem ruido — ACS).
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Figura 5.22a — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do primeiro modo identificado para
o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — ACS).
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o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — ACS).
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Figura 5.22c — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do terceiro modo identificado para

o modelo discreto com oito GDL (Ruido de 5%-uma contagem — ACS).
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5.3.2 Modelo experimental

O modelo experimental usado na avaliacdo deste método foi 0 mesmo usado na
secao anterior, Fig. 5.13. Nesta andlise foram usados os mesmos dados experimentais. A
Tab. 5.14 mostra os valores identificados da matriz de massa e os erros relativos em relacao
a matriz de massa verdadeira do sistema. A Fig. 5.23 mostra a comparacao entre as FRFs
obtidas das matrizes fisicas identificadas com as FRFs experimentais. Como pode ser visto
existe uma boa concordancia entre as curvas.

O erro relativo observado na identificacdo da matriz de massa ficou em torno de 2%
enquanto que pelo Método de Chen o erro foi aproximadamente de 5%.

Comparando os erros relativos das massas identificadas pelos métodos de Chen e
pelo método ACS nota-se que neste Ultimo os resultados foram melhores em todas as
identificacbes realizadas tanto em testes simulados como no teste experimental. Mas
comparando-se os erros relativos das freqiiéncias ocorreu o inverso. Os resultados obtidos
pelo método Chen foram ligeiramente melhores nas duas simulagfes realizadas. Quanto ao
teste experimental ndo € possivel comparar a precisdo dos dois métodos pois ndo héa

freqUéncias exatas para calcular o erro relativo.
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Figura 5.23a — FRF do modelo experimental com trés GDL (ACS).
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Figura 5.23e — FRF do modelo experimental com trés GDL (ACS).
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Figura 5.23f — FRF do modelo experimental com trés GDL (ACS).

Tabela 5.14 — Valores originais e identificados de massa do modelo experimental.

Valores Originais

3,3000 0 0
0 2,2230 0
0 0 0,9290
Valores ldentificados
3,2265 0,0198 -0,0158
0,0198 2,2195 -0,0008
-0,0158 -0,0008 0,9465

Erro Relativo(%)

2,2281 - -
- 0,1572 -
- - 1,8812

5.4 Método iterativo

Nos capitulos anteriores foram apresentados métodos de identificacdo das matrizes
dindmicas com boa precisdo mas com um inconveniente de exigir medidas experimentais
gue utilizam uma quantidade elevada de FRFs, dependendo do numero de graus de

liberdade da estrutura a ser analisada. O numero de FRFs necessario para a identificacdo
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das trés matrizes fisicas € igual a [n(n +l)/2] onde n é o nimero de graus de liberdade da

estrutura.

Nesta secdo é apresentado um método que pode identificar as matrizes de massa,
amortecimento e rigidez utilizando apenas n FRFs. Considerando as dificuldades e o tempo
exigido nas medidas experimentais, este método é muito conveniente em analises

experimentais, principalmente para estruturas com ordem elevada de graus de liberdade.

Este método baseia-se no ajuste dos parametros dinamicos, freqliiéncia o, ,fator de

amortecimento ¢, e amplitude A, , no k—ésimo pico da FRF H, por meio de métodos

iterativos.
O desenvolvimento tedrico para a estimativa dos parametros dinamicos foi baseado
no trabalho do Inman (1996).

Seja H, a FRF localizada na i—ésima linha e na primeira coluna. Inicialmente séo

localizados todos os picos das freqiiéncias determinando cada um dos intervalos fechados
onde estes estdo localizados. As freqiiéncias naturais de partida sdo as freqliéncias
correspondentes aos picos de cada intervalo.

Os fatores de amortecimento de partida sédo determinados pela média dos fatores de

amortecimento calculados na vizinhanca dos respectivos picos, ou seja,

_ 1 v Im(H, (@,)) (@2 - ?)
Sk = [mz -m, +1jn§1 Re(H,,(w,)) 20,0, (5.57)

onde m, e m, sdo os extremos dos k —ésimos intervalos.

As amplitudes de partida nos picos de H, s&o determinadas da seguinte forma,

Alk—( . j H, (o, )J ~0?f + 40t} (5.58)

m,-m, +1

Uma vez estimados os parametros dinamicos calcula-se hp,, ,, no intervalo k ,

conforme a Eq.(5.59) e determina-se a norma em relagdo a H,_,, ou seja.

hpy (@) = \/ Ail_k (5.59)

a)k 2 +4§kwk
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dhl = ”Hil—k - hpil—k ” (5.60)

onde hp, , e H, , séo as FRFs ajustadas e simulada ou experimental no intervalo k. Os
parametros séo ajustados enquanto hp,, , e dh sdo calculados iterativamente até atingir a

precisdo especificada. Este procedimento é repetido para todos os k intervalos.
Apobs esse processo iterativo todos os parametros estardo calculados. Assim a FRF

ajustada h,, pode ser obtida da seguinte forma,

hu(wm)=Zn', ; A (5.61)

2 -
a0 —o, + 215 0,0,
Quanto mais h,; (ajustada) se aproxima de H, (simulada ou experimental), mais precisos
sdo os parametros o, , ¢, e A, -

O calculo das demais FRFs h;|,, , . € realizado, também, pela Eq.(5.61)

n
alterando apenas o valor de A; , ja que as frequéncias naturais e o fator de amortecimento
sdo iguais para todas as FRFs. Para cada j variando de 2 a n sdo calculados, em um

mesmo processo iterativo, os parametros A; , e a FRF hij conforme as Eq.(5.63) e (5.64).

Os valores de partida de A; , sdo determinados pela Eq.(5.62), em fungéo do maximo valor

absoluto no k —ésimo intervalo de H; , ou seja,
A = max(abs(H ik ))Zig O] (5.62)
: A
h; (0,) = ’ 5.63
i (n) kz;‘a),f—a)é+2icjka)ka)m (5.63)
dh; =[H; —hy] (5.64)

Os parametros A;, sdo ajustados enquanto hp; e dh; s&o -calculados
iterativamente até atingir a precisdo desejada. Este procedimento se repete para as (n—1)

FRFs restantes. Uma vez ajustados os parametros, calcula-se hij =2 3 .. n PelaEQq.(5.63).
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Os modos podem ser determinados utilizando a fungéo de transferéncia, ou seja,

Uﬂ%ﬂ=§1(2 U} } (5.65)

o —02)+2i¢ o0,

onde {U,} € o k—ésimo modo e [H] é a FRF complexa. A contribuigio do somatério da
Eq.(5.65) € muito maior nos picos onde @, € igual a ®,, pois neste caso o termo

(a)k2 - a)nzq) no denominador é igual a zero. Assim a Eq.(5.65) pode ser escrita como,

_ududt
W@M—mﬁﬁ (5.66)

A Eq.(5.66) estabelece uma relagdo entre os modos e as FRFs [H (a)k)] e pode ser

escrita na forma
U HU G =[H@)]2i¢, (5.67)

onde {U k} pode ser identificada em funcéo de [H] Considerando apenas a primeira coluna

da matriz {Ul}{Ul}t obtida na Eq.(5.67) e substituindo H; (simulada ou experimental) por

h; (ajustada) tem-se que,

Upg Uy = hyy (@) 2065 a)lz

Upy Uyy = hyy (1) 20 &, @f (5.68)

Up Upy =hyy (@) 218 0)12

Das Eq.(5.68) e (5.69) obtém-se, respectivamente,
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Uy = \/hll(a)l)Zié/l a)lz

_ hyy (@) 2i ¢, f

21 Uy (5.69)

_ hy (@) 21, a)lz

nl —

Ugq

Portanto, o primeiro modo {Ul} pode ser determinado por

Uif=lun ux - ugl' (5.70)
Da mesma forma identificam-se os demais {U k} obtendo-se todos os modos de [U ]

5.4.1 Simula¢cBes numéricas

A estimativa dos parametros dinamicos foi realizada através de um programa
computacional que teve como base uma versdo cedida pelo Prof. Dr. Francisco Paulo
Lépore Neto do Laboratério de Dindmica da Faculdade de Engenharia Mecéanica da
Universidade Federal de Uberlandia. Esse programa estima as freqiiéncias naturais, fator de
amortecimento, modos e ajusta as FRFs simuladas ou experimentais conforme o caso.

Foi implementada uma nova versdo deste programa alterando e adaptando para
gerar 0s parametros dindmicos a partir dos quais foram obtidas todas as FRFs necessarias
para a identificacdo das matrizes fisicas do sistema. O programa foi desenvolvido em codigo
MATLAB.

A simulagéo foi feita com um modelo discreto com seis graus de liberdade mostrado
na Fig. 5.24.

Massa (Kg) Rigidez (N/m) Amortecimento (N.s/m)
m=1 k = 5.103 c=0,1

Figura 5.24 — Sistema discreto massa-mola-amortecedor de seis GDL.
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Os resultados da simulagdao com 5% de ruido com uma contagem sao mostrados nas
Tab. 5.15, 5.16 e 5.17. A Tab. 5.15 mostra o erro relativo das freqiéncias e o indice MAC
dos modos obtidos para as matrizes fisicas identificadas. Na Tab. 5.16 podem ser
verificados os fatores de amortecimento com seus respectivos erros relativos e a Tab. 5.17

mostra a precisdo da massa identificada.

Tabela 5.15 — Frequiéncias naturais amortecidas (Hz) originais e identificadas e indice MAC
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%) MAC
5,0085 5,0087 0,0053 0,9684
9,7658 9,7648 0,0108 0,9951

14,0334 14,0342 0,0051 0,9982

17,5974 17,5956 0,0102 0,9698

20,2789 20,2805 0,0080 0,9556

21,9436 21,9568 0,0604 0,7967

Tabela 5.16 — Fatores de amortecimento originais e identificados para o modelo discreto
com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Original Identificada Erro Relativo(%)

0,0003 0,0003 12,4197
0,0006 0,0006 2,0911
0,0009 0,0009 4,4111
0,0011 0,0011 2,8711
0,0013 0,0012 3,8096
0,0014 0,0012 13,4078

O méximo erro relativo na identificacdo da massa foi de aproximadamente 36%, o
pior resultados entre todos os métodos analisados. Porém, os erros relativos das
freqUiéncias naturais ficaram bem proximos de zero e o indice MAC ficou muito proximo da
unidade exceto o valor referente ao ultimo modo que ficou em aproximadamente 0,8. A
maioria dos fatores de amortecimento ficou em torno de 3% e dois ficaram em torno de 13%.

A Fig. 5.25 mostra os graficos dos modos originais e identificados de uma das FRFs
e os gréficos do indice MAC e dos erros relativos das frequéncias estéo na Fig. 5.26. A FRF
numérica é obtida pelo método iterativo através de ajustes sucessivos até atingir a precisdo
desejada em relacdo a FRF simulada, com ruido. As FRF ajustadas d&o origem aos modos,
fatores de amortecimento e as frequéncias. Estes geram as FRFs a partir das quais sdo
identificadas as matrizes fisicas simétricas, pelo Método de Chen ou ACS, de onde se
obtém as bases modais ortogonais. Estas geram as FRF, de cor verde, para comparar com

as simuladas.
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Figura 5.25 — Quatro modos e uma FRF de simulacdo do modelo com seis GDL

(com 5% de ruido e uma contagem — Método lterativo/ACS).
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Figura 5.26a — Erro relativo da frequéncia e indice MAC do primeiro modo identificado
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —

Método lterativo/ACS).
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Figura 5.26b — Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do segundo modo identificado
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —

Método lIterativo/ACS).



100

80

100-Erro(%)

20

60 -

40 -

121

0.8+

0.6

MAC

0.4

0.2+

0

0

1

2

3 4
Modos Simulados Identificados

5

6

7

Figura 5.26¢ — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do terceiro modo identificado
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —
Método lIterativo/ACS).
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Figura 5.26d — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do quarto modo identificado
para 0 modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —
Método Iterativo/ACS).
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Figura 5.26e — Erro relativo da freqiiéncia e indice MAC do quinto modo identificado
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —

Método lterativo/ACS).
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Figura 5.26f — Erro relativo da freqiéncia e indice MAC do sexto modo identificado
para o modelo discreto com seis GDL (Ruido de 5%-uma contagem —
Método lIterativo/ACS).
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Tabela 5.17 — Matrizes de massa originais e identificadas para o modelo discreto com seis
GDL (Ruido de 5%-uma contagem).

Valores Originais

[cNoNoNeoNoN
cNoNoNol Ne)
cNoNok NoNe)
cNeol NeoloNe)
OPrO0OO0OO0O0
POOOOO

Valores ldentificados

1,0937 -0,0777 0,1356 -0,1286 -0,0717 0,1236
-0,0777 1,2804 -0,3586 0,4629 -0,0222 -0,1981
0,1356 -0,3586 1,3571 -0,3866 0,0682 0,3479
-0,1286 0,4629 -0,3866 1,1886 -0,0931 -0,3609
-0,0717 -0,0222 0,0682 -0,0931 1,1970 0,1740
0,1236 -0,1981 0,3479 -0,3609 0,1740 0,9679

Erro Relativo(%)

9,3711 = = = = =
- 28,0384 - - - -
- - 35,7104 - - -
- - - 18,8568 - -
- - - - 19,7023 -
- - - - - 3,2097

5.4.2 Modelo experimental

Nesta etapa, a andlise foi feita utilizando o mesmo modelo experimental mostrado na Fig.
5.13 e os mesmos dados do teste experimental. O procedimento € o mesmo adotado na
simulacdo numérica. A diferenca é que as FRFs simuladas sdo substituidas pelas FRFs
experimentais.

A Tab. 5.18 mostra os valores identificados da matriz de massa e os erros relativos
em relacdo a matriz de massa real do sistema. A Fig. 5.27 mostra a comparacdo entre as
FRFs obtidas das matrizes fisicas identificadas com as FRFs experimentais.

Comparativamente aos outros métodos analisados verifica-se que, em alguns casos,
é possivel identificar as matrizes fisicas usando este método. As curvas ajustadas mostram
boa concordancia, principalmente, na regido do pico das frequéncias. O erro relativo
observado na identificacdo da matriz de massa ficou em torno de 62%, o pior indice para a
identificacdo da massa entre todos os métodos. Porém, os resultados apresentados pelos
graficos das FRFs indicam que a matriz de massa identificada € proxima a uma matriz

equivalente a matriz verdadeira.



124

FRF(1.1)

g | |
1 I
- 28%0 |
| .nrHMM |
8 es S 1]
T XI5 Ot
wz =0
e .

I

I

I

BIOUIB0D

30 40 50 60
Frequéncia(Hz)

20

10

Figura 5.27a — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método Iterativo/ACS).

FRF(1.2)

Q

o—t
=
=

Nurhérico

¢ [Experimental
« ModMM

<ot

BI0UIB0D

30 40 50
Frequéncia(Hz)

20

10

Figura 5.27b — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método lterativo/ACS).



125

FRF(1.3)

o o
—————————----50 e — - — S
| | | ] — [ | | —
| | | | Lo | |
| | | i I “oto-o I
I I I I g8 SO
| | | I | .al.u,,m_u M,M !
| | ! I o | | | ! o
| | | | (&} | mﬂumu HOJW | (&}
| | | 1 | Tz SO
| | | I | —t =: i
| | | K | | | |
| | | I | | | |
___t__1__2k= _Jo e s mil o}
| i | 1 [=¢] | ; 1 1 [=9]
| | | | | ]
| | | | | 7 I I
| | | I | T 1
| | | I | I i
| | | T o | I i o
[ N [ ———
| | | | | ] i
| | | i | T T T
| | | | ] T 0
| | | | I i |
| I | o | | T | o
[ e E I S I e [ e s i R e
| | | ] | | 1
| | | | | i |
| | | (3 | | | T
| | | T | 1 1 T
| | | [ o | T T T o
[l e N = A A o) [ e e N R A Te)
| | | | | i | |
| | | | | | | |
| | | | [ Ty |
| | | | | | i |
| | | | | | i
I - + -+ -— - T - -
| | | | | | 1
| | | | | |
| | | | | |
| | | | |
| | | | |
I - +< -+ I
| | 4 | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| = -+ |
| | | |
| | | |
| I | |
| T | | I/
| | | |
I L 1 I
| fo | | | |
| [ | [ |
| [y | | I |
| | g | | i |
| | | | | I L
L I | | o L | I o

o o o o o o o o o o
Yol o Lo o o o o o
I R S AN

ap ased

BIOUIB0D

90

60

Frequéncia(Hz)

Figura 5.27c — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método lterativo/ACS).
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Figura 5.27d — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método lIterativo/ACS).
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Figura 5.27e — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método lIterativo/ACS).
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Figura 5.27f — FRF do modelo experimental com trés GDL (Método Iterativo/ACS).
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Tabela 5.18 — Valores originais e identificados de massa do modelo experimental.

Valores Originais

3,3000 0 0
0 2,2230 0
0 0 0,9290

Valores ldentificados

1,2384 0,2860 0,0161
0,2860 1,3510 0,1183
0,0161 0,1183 0,7447

Erro Relativo(%)

62,4736 - -
- 39,2242 -
- - 19,8388

5.5 Avaliacdo dos métodos

O resultado da normalizacdo pela matriz de massa identificada apresentou bons
resultados na aplicacdo em sintese modal. A estrutura real, a principio, possui infinitos graus
de liberdade e é discretizada nos pontos de medida. Essa aproximacédo pode levar a erros
que podem ser minimizados através de refinamentos no processo de discretizacéo.

Os métodos de Chen e ACS identificaram as matrizes fisicas exatas a partir de
dados simulados sem ruido. No entanto, essa precisdo diminui conforme o nivel de ruido
adicionado nos dados simulados. Com ruido adicionado o Método de Chen é melhor que o
ACS na precisdo das frequéncias identificadas, mas em relacdo a matriz de massa a
precisado obtida pelo ACS é melhor.

Utilizado o método iterativo as matrizes fisicas foram identificadas com erros relativos
bastante elevados até mesmo com dados simulados sem ruido. Mas as frequéncias,
calculadas a partir destas matrizes, apresentaram boa precisdo mesmo com um nivel de
ruido elevado.

Entdo para dados sem ruido sdo indicados os métodos de Chen ou ACS. Para os
dados com baixo nivel de ruido indica-se o método ACS devido sua melhor precisdo na
identificag@o da matriz de massa, utilizada também na normalizacdo das bases modais.

Se o0s dados sdo contaminados com alto nivel de ruido a melhor opcdo € o método
iterativo. Nesse caso as matrizes fisicas devem ser identificadas pelo método ACS para que
0s modos possam ser ortogonalizados e normalizados pela massa.

Nos capitulos VI e VII serdo utilizados o método ACS para dados simulados e o

método iterativo para dados experimentais que estdo contaminados com alto nivel de ruido.





