Universidade Federal de Uberlandia

Faculdade de Matematica

Gabriel Faria Pinheiro

Algumas Consideracoes Envolvendo
Proporcoes

Orientador: Walter dos Santos Motta Junior

Uberlandia - MG
2017



Algumas Consideragoes Envolvendo
Proporgoes

Gabricl Farin Pinliciro

Monografia apresentada i Facul-
dade de Matemitien, UFU, como
requisito pareinl - para olitengio
do titulo de Licenciado em Ma-
tenuiticn,

Ubwerliandia, 20 de Dezemibiro de
2A117.

BANCA:

f L. if - A
L L Jo ALy "
/Lj:'-'f 0 (17 9.{‘:’1’," 2 ﬁél S
Prof. Dr. Walter dos Santos Motta Junior (Orientador)

A 00

Prof. Dr. Antonio Carlos Nogueira

%Mm LB

Profa. Dra. Vanessa Dertom

_E!H_l‘M Ql\-‘f‘\r

Prof. Dr. Fernandn Rodrigo Rafacl



Algumas Consideracoes Envolvendo
Proporcoes

Monografia apresentada a Faculdade
de Matematica, UFU, como requisito
parcial para obtencao do titulo de Li-
cenciado em Matematica.

Uberlandia, 20 de dezembro de 2017.

Orientador

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Walter dos Santos Motta Junior (FAMAT-UFU, Orientador)
Prof. Dr. Antonio Carlos Nogueira (FAMAT-UFU)
Profa. Dra. Vanessa Bertoni (FAMAT-UFU)



Sumario

1 Introducao

2 Comportamento assintotico de certas sequéncias de diferencas e a proporgao

divina

2.1 A equagao z(n+2)-bx(n+1)-cx(n)=0. . . . . . ...
2.2 A equagdo particular z(n+2)-z(n+1)-z(n)=0 com z(1)=1 e z(2)=1 . . . .. ..
2.3 A Proporgao Divina e construgdes geométricas . . . . . . . . ... ...

3 Outras proporcgoes - definigcoes geométricas
3.1 Proporcao Aritmética . . . . . . ...
3.2 Proporcao Geométrica . . . . . . . ...
3.3 Harmonica . . .

4 Uso de proporcgoes na descricao de formas
4.1 O tragado regulador . . . . . . . ..
4.2 Aplicacoes do tracado regulador em construgoes . . . . . . . . .. .. .. .. ..
Pharthenon . . . . . . . . . .
4.3 Aplicagoes do tracado regulador em logomarcas . . . . . . . .. ... ... ...

4.2.1

4.3.1
4.3.2

Twitter
Apple .

4.3.3 Pointless Corp. . . . . . . . .
4.4 Aplicacoes do tracado regulador em Posters de cinema . . . . . . . . ... ...
Doctor Strange . . . . . . ...

4.4.1
4.4.2
4.4.3

Referéncias

Mad Max
Ant-Man

13
18

23
23
23
24

26
26
26
26
27
27
28
28
29
29
30
30

31



Capitulo 1

Introducao

Este trabalho promove um detalhamento metodolégico quanto as técnicas de demonstragao
associadas a especificas relagoes de recorréncia homogeneas de 2* ordem, conforme exposto
em [4]. Essas agoes utiliza procedimentos presentes em problemas de Modelagem Matemética,
conforme [1] ou [3]. Nosso objetivo é caracterizar o espago-solugao deste tipo de relagao e
estudar seu comportamento assintético, obtendo condigoes numéricas que venham a garantir a
convergéncia para zero de sequéncias solucoes.

Adiante, observaremos um caso particular de uma relacao de recorréncia de 2* ordem e
algumas propriedades existentes na mesma, dentre elas uma convergéncia para o nimero de
ouro, que é resultado da proporcao divina, como é possivel ver em [5] e [6].

Outras proporgoes serao apresentadas e havera uma analise sobre o uso de certas proporgoes
como um meio auxiliar para o design e a arquitetura ([2]).



Capitulo 2

Comportamento assintético de certas
sequéncias de diferencas e a proporcao
divina

2.1 A equagao z(n+2)-bx(n+1)-cx(n)=0
Considere b e ¢ dois nimeros reais nao nulos e a equacao

x(n+2) —bxr(n+1) + cx(n) =0, VneN bceR (2.1)

usualmente chamada de equagao de diferencas linear de segunda ordem com coeficientes
constantes.

Deixando livres os valores de x(1) e z(2) sempre é possivel construir sequéncias solugoes de
(2.1) que ficardo dependentes dessas condigoes iniciais. Portanto, basta escolher aleatoriamente
dois valores iniciais e utilizar (2.1).

Exemplo: As sequéncias 2" :2,4,8,... e 3" :3,9,27,... satisfazem a equacao xz(n + 2) =
5z(n 4+ 1) — 6z(n) uma vez que 52" — 6.2" = 10.2" — 6.2" = 2".4 = 272 ¢ 53" — 6.3" =
(15— 6).3" = 9.3" = 3"*+2,

Portanto, sempre seréd possivel obter uma infinidade de solugoes de (2.1) que aparentemente
nao estao relacionadas entre si, mas sao dependentes da prépria equagao (2.1) e das condigoes
iniciais escolhidas.

Por outro lado, se forem impostas as mesmas condigoes iniciais para duas sequéncias solucoes
da forma (2.1), z(1) = y(1) = A e z(2) = y(2) = B, em que A e B sao constantes reais dadas,
entdo necessariamente z(n) = y(n),¥n € N. Em outras palavras, a solu¢do do Problema de
Valor Inicial (PVI) associado a (2.1)

Jx(n+2) =br(n+1)+cx(n), VneN,
z(1)=Aex(2)=1B
é inica. De fato, se z(n) e y(n) sao sequéncias solucoes de S, entao x(3) = bB+cA = by(2)+

cy(l) = y(3); x(4) = bx(3 )—l—cx(Q) = by(3) +cy(2) = y(4). Logo, repetindo recursivamente essa
dindmica, segue que z(n) = y(n).



Mesmo que as condigoes iniciais nao sejam fixadas, desejamos mostrar que existe um rela-
cionamento algébrico entre as infinitas solugoes de (2.1).

Definigao: Dadas as sequéncias x1(n), ..., zx(n), k € N, dizemos que elas sao linearmente
dependentes (L.D.) se existirem constantes reais ay, ..., a; nao todas nulas tais que
k
Zaixi(n) =0, Vn > ny, (2.2)
i=1

com ny um “ponto de partida”onde os a;x;(n) ndo sejam todos nulos.
Se a; # 0,1 < j <k, entdo multiplicando ambos os lados de (2.2) por % obtemos

k

a;
zj(n) = — Z ;xi(n)a (2.3)
i=1,
J#
ou seja, cada xj(n) com coeficiente ndo nulo é uma combinagao linear dos demais z;(n),
Quando z1(n),...,xk(n) nao sao L.D., dizemos que essas sequéncias sao linearmente in-

k

dependentes (L.1.). Portanto, em geral, a igualdade Zaixi(n) = 0 somente é valida quando
i=1

ar=...=a, =0.

Exemplo: As sequéncias z1(n) = 2" e z3(n) = 3" sao L.I.. De fato, sejam a; e as € R
tais que a1.2" 4+ a2.3" = 0. Entao, para n = 0 segue que a; + a; = 0 e para n = 1, tem-se que
2a1 + 3as = 0. Logo, as =0 = a; = 0.

Definigao: Um conjunto formado por duas solugoes L.I. de (2.1) é chamado de conjunto
fundamental de solugoes dessa equagao.

Se houver uma forma de caracterizar quando as solugoes de (2.1), com condigoes iniciais
distintas, sao L.I., isso viabilizara uma caracterizacao de conjunto fundamental de solugoes.

Suponha que z1(n) e z3(n) sdo solugdes de (2.1) com x1(1) = Ay, 21(2) = By, a2(l) =
Ay, x9(2) = By tais que (Ay, By) # (Ag, By). Assim, se ajx1(n) + asxe(n) = 0, entdo fazendo

n=1en =2 segue que
Al AQ ay\ 0
Bl BQ a9 o 0/

Logo, esse sistema homogéneo é possivel determinado se, e somente se,

‘Al Al

By B

Exemplo: O conjunto {2",3"} ¢ um conjunto fundamental de solugoes de z(n + 2) =
S5x(n + 1) — 6z(n) pois
2 3
2o



Portanto, dada qualquer equagao do tipo z(n + 2) = bz(n + 1) + cz(n) e escolhendo, por
exemplo, z(1) = 1 e 2(2) = 0 e, posteriormente, y(1) = 0 e y(2) = 1, iremos encontrar duas
distintas sequéncias solugoes de (2.1), tais que
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isto é, {xz(n),y(n)} é um sistema fundamental de solugdes associado a (2.1). Observe que
essa estratégia de escolha, produzindo determinantes nao nulos, produz uma infinidade de
conjuntos fundamentais de soluges para (2.1).

Seja X o conjunto de todas as sequéncias solugoes de (2.1). Observe que a solugdo nula
x(n) = 0 naturalmente satisfaz (2.1). Por outro lado, as operagoes Az1(n) e z1(n)+z2(n), com
A € R, zq1(n), xe(n) € X sao fechadas em X, ou seja, Az1(n), multiplicacdo termo a termo, e
x1(n) + xo(n), soma termo a termo sao solugoes de (2.1). De fato,

-sez1(n) € X, entdo A\xy(n+2)—Abxy(n+1)—Aczy(n) = ANz (n+2)—bri(n+1)—czi(n)) =
A0 =0,

- se z1(n), x2(n) € X, entao (z1 + x2)(n +2) — b(z1 + z2)(n + 1) — c(z1 + 22)(n) = x1(n +
2) —bri(n+1) — cxy(n) + xo(n + 2) — brg(n + 1) — cxe(n) =0+ 0 = 0;

Principio da Superposicao Se x;(n),z2(n) € X e aj,as € R, entao x(n) = ayz1(n) +
asxa(n) € X.

O fechamento das operacoes, multiplicagao por escalar e soma, das sequéncias acima de-
finidas faz com que elas satisfacam esse principio. E como consequéncia, temos o seguinte
teorema

Teorema: Se {z1(n),z3(n)} é um conjunto fundamental de solugdes de (2.1), entdo X é
um espago vetorial real tal que {z1(n),zo(n)} é uma base desse espago.

Basta observar que se z(n) € X, com z(0) = Hy e x(1) = Hy e 1(0) = Ay, z1(1) = By,
ZEQ(O) = AQ, (L’Q(l) = B2 com
A Ay
By B,

() (@)= ().

Exemplo: {2",3"} é um conjunto fundamental de solugdes para z(n+2) = 5x(n+1)—6x(n).
Considere z(n) solugao dessa equagao com x(1) = 0 e z(2) = 4, entdo x(n) : 0,4, 20, 76, 260, . . ..
Por outro lado,

(o 3) () = ()= (2 3) () = () o= 2o

entdo, —4.2" +4.3" = z(n).

70,

entao, o sistema

sempre admite solugao unica.



Observe que —2.2+3.3=0; —2.22+332=4; —22%42.3°=20;....

O exemplo modelo que estamos explorando utiliza um tipo especial de sequéncia: as pro-
gressoes geométricas. Naturalmente surge a questdao: quando um modelo genérico z(n + 2) +
bx(n + 1) + cx(n) = 0 admite como solugdo uma progressao geométrica x(n) = r",r # 07

Observe que z(n) = r™ é solugao de x(n+2)+bzx(n+1)+cx(n) = 0 quando 7" (r*+br+c) = 0
o que acarreta que r deve ser a raiz da “equacao caracteristica”z? 4+ bx + ¢ = 0. Vejamos todas
as possibilidades para o comportamento das raizes dessa equacao.

- Se r; # ry sdo raizes reais distintas da equagao caracteristica, entao a solugao geral de
(2.1) é
z(n) = ayr™ + agry”, neN

De fato, para ver que z(n) = ar} + asory é solucdo de (2.1), basta mostrar que r{, 5 é um
conjunto fundamental de solugoes. Para isso, basta observar que:

rn ,r,n
1 2 . .n..n
gl | =TT (rg —m1) #0, Vn € R.
1 2

- Se 11 = ry sdo raizes reais da equagao caracteristica, entao a solucao geral de (2.1) é

x(n) = ayr"™ + agnry”, neN

De fato, para ver que x(n) = a;r"™ 4 agnr™ é solugao de (2.1), basta mostrar que r", nr" é
um conjunto fundamental de solugoes. Para isso, basta observar que:

n n

r nr n
Pl (g 1)t T A, vn € R.

- Se r1 e r9 =77 € C sao raizes conjugadas da equacgao caracteristica, entao a solucao geral
de (2.1) é
x(n) = r"(aicos(6n) + agsen(6n)), neN
onde r = |r1| e 8 = arg(ry).

Seja 12 = —1. Mostremos que

p(n) = r"e™ = r"(cos(On) + i.sen(fn))

Y(n) =r"e”™ = r"(cos(—6n) + i.sen(—6On))

satisfazem a equacao (2.1):
Repare que

¢(n +2) +bo(n + 1) + co(n)
— rn+2€i(n+2)9 + brn—i—lei(n—i-l)ﬁ + cr’ein?

— rn(,r.26i9n€i02 + brei@neiﬁ + cei@n)



= r"eif(r2e2 4 bret + ¢

=7 0 =0
analogamente,

D(n+2) + bp(n + 1) + c(n)
— rn+2€—i(n+2)0 + brn—kle—z’(n—i-l)@ =+ cr™e— o
— Tn(r267i9n67i92 + bre’w”e’w + Cefian)

= e~ 0 = 0.
Pela linearidade da equagao (2.1), as sequéncias dadas por

1 1

a(n) = 5(6(n) +¥(n) e f(n) = o

sao solugoes L.I. de (2.1), pois

(@(n) = 3(n))

a(n) = %(r”(cas(n@)) +i.sen(nd) + " (cos(—nb) + i.sen(—nb))) = r"cos(nh) € R

! (r"(cos(nf)) + i.sen(nf) — r"(cos(—nb) + i.sen(—nb))) = r"sen(nf) € R

B(n) = %

Portanto, como ¢(n) e 1¥(n) sao solugdes, a combinagao linear delas também é, o que nos
dé que a solugao geral da equagao (2.1) é dada por
x(n) = r"*(aicos(nf) + azsen(nb))

como queriamos.

Também podemos perceber que as solugoes da equacao (2.1) tendem a zero se, e somente
se, os modulos das raizes da equacao caracteristica forem menores do que 1. Dos trés itens
apresentados acima, segue que

a) lim xz(n) = lm a1r} +ary =0<|r| <le|r <1
n—oo n— oo

b) lim z(n) = lim a;7r] + aenr”™ = a; (hm r”) +a; lim —=0&|r| <1
n—00 n—00 n—00 n—00 s

c) lim z(n) = lim r"(ajcos(nd) + azsen(nd)) =0 < |r| < 1

n—o0 n—o0

Proposicao: O médulo das raizes da equacgao caracteristica é menor do que 1 se, e somente
se,

10



Figura 2.1: Regiao onde o médulo das raizes é menor do que 1.

1-b+c>0, 1+b+c>0 e le| < 1.

Demonstragao: (=) Seja a fungao f(r) = r* + br + ¢. Observe que devemos analisar os

trés casos de A = b? — 4c¢ para as raizes r; e 7.

- Caso b* —4c <0
Temos que 4c > b > 0, entao, devemos ter, ¢ > 0 para que este caso seja satisfeito. Neste

caso, as raizes da equagao sao da forma

g b Vb —de b
1= 75 2 2 “T

onde temos, por hipdtese

|7“1|=|7“2|=\/(_7b)2+c— (2)2:\/5<1

Logo, temos que 0 < ¢ < 1.

- Caso b —4c=10
Temos que que b? = 4c.
Diretamente, pela hipotese, temos que

—b
|’I"1| = |’I“2| = ‘7‘ <1
Dai, |b| < 2 < b < 4. Assim, b*> = 4c < 4, o que implica em ¢ < 1.

- Caso b* —4c > 0
Temos duas raizes e, por hipdtese, sabemos que o modulo delas é menor do que 1, logo

f(1)>0e f(—1) > 0. Ou seja,

11



f)=14+b+c>0

f(=)=1-=b4+c>0

Com isso, podemos montar o seguinte sistema:

14b4+c¢>0
1—-b+c¢c>0

onde, somando as equagoes, temos que ¢ > —1.
Desta forma, temos o desejado, pois —1 < ¢ < 1, f(1) = 1+b+c>0e f(—1) = 1—b+c > 0.

(<) Da hipdtese, temos,
{1+b+c>0 {b>—(1+c)
=

1—-b+¢>0 1+e>b

ou seja, —(14c¢) < b < 14+¢. Também por hipdtese, —1 < ¢ < 1, assim conseguimos limitar
b entre —2 e 2, isto é, |b| < 2, dai |’7b| < 1.

Isso implica que o vértice da pardbola (com concavidade para cima) de f(r) estd entre os
pontos —1 e 1. Para isso, teremos 4 casos possiveis:

- Caso onde o ponto 1 esta entre as raizes:

N/
S

Figura 2.2: Ponto 1 entre as raizes

Nesse caso, vemos que f(—1) > 0 e f(1) < 0, o que contraria a hipétese de que f(1) =
1+b+c>0.

- Caso onde o ponto —1 estd entre as raizes:

N_J
o

Figura 2.3: Ponto —1 entre as raizes

Neste caso, vemos que f(—1) < 0 e f(1) > 0, o que contraria a hipétese de que f(—1) =
1—b04+c>0.

- Caso onde as raizes sao menores que —1 e maiores que 1:

Neste caso, vemos que f(—1) < 0 e f(1) < 0, o que contraria as hipdteses de que f(1) =
l+b+c>0e f(-1)=1—-b+c>0.

12



Figura 2.4: Raizes menores que —1 e maiores que 1.

0 [ 4

Figura 2.5: Mdédulo das raizes menor que 1.

- Caso onde o médulo das raizes é menor que 1:

Repare que este é o ultimo caso e o Unico que satisfaz as hipdteses, tendo assim o desejado.
|

2.2 A equagao particular z(n+2)-x(n+1)-x(n)=0 com
x(1)=1 e z(2)=1

Definicao: Sequéncias de Fibonacci sao sequéncias que obedecem a lei recursiva:

Upt1 = Up + Up_1, Vn > 2.

Assim temos alguns exemplos de sequéncias de Fibonacci como (0,4, 4,8,...) e (—2,2,0,2,...).

A sequeéncia de Fibonacci é uma consequéncia da relacao de recorréncia de segunda ordem
do tipo (2.1), em que b = ¢ = 1l e x(1l) = x(2) = 1. Os termos dessa sequéncia chamam-se
numeros de Fibonacci.

Proposicao: Seja a sequéncia de Fibonacci x(n). Entao, para n € N, sado vélidas as
seguintes propriedades:

1) A soma dos n primeiros nimeros da sequéncia é dada por Z z(i) =x(n+2) — 1.
i=1

Demonstragao: Demonstremos por indugao: paran = 1, temos que z(1) =1 e (1 +2) —
1=2(3)—1=2—-1=1. Dessa forma, (1) = z(1+2) — 1, o que confirma a base da inducao.

Agora, suponha que a identidade seja vélida para um indice n qualquer. Entao a hipdétese
de inducao sera

z(1)+z2)+...+z(n)=z(n+2)—1

Vamos mostrar que esta também ¢é verdadeira para n + 1, isto é:

(1) +z22)+...+z(n+1)=2(n+3) -1

13



Para isso, basta somar z(n + 1) em ambos os membros da hipétese de indugao, tendo como
resultado

z(1)+z2)+...+z(n)+z(n+1)=zn+2)—1+z(n+1)=2(n+3) -1,
como desejavamos. W

2) A soma dos nimeros de ordem impar da sequéncia é dada por Z x(2i — 1) = 2(2n).
i=1

Demonstragao: Demonstremos por indugao: para n = 1, temos que z(1) = z(2.1) =1, o
que confirma a base da inducao.

Agora, suponha que a identidade seja vélida para um indice n qualquer. Entao a hipétese
de inducao sera

(1) +z3)+x(B)+...+2(2n —1) = z(2n).

Para mostrar que esta também é verdadeira para n + 1, deve-se somar o proximo termo
impar em cada lado da hipétese de indugao:

(1) +z3)+zB)+...+z@2n—-1)+22n+1) =2(2n) +z(2n + 1) = 2(2n + 2),
como desejavamos.Hl

n

3) A soma dos nimeros de ordem par da sequéncia é dada por Z z(20) =z(2n+1) — 1.
i=1

Demonstragao: Demonstremos por indugao: paran = 1, temos que z(2) = x(2+1)—1 =
z(3) —1=2—1=1, o que confirma a base da indugao.
Agora, suponha que a identidade seja vélida para um indice n qualquer. Entao a hipdétese
de inducao sera
z(2)+z(4) +2(6) +...+z(2n) =zx(2n+1) — L.

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n + 1 somando o préoximo termo par em
cada lado da hipodtese de inducao, isto é:

z(2)+2(4)+206)+...+22n)+22n+2) =22n+1) —1+2(2n+2) =2(2n + 3) — 1,
como desejavamos. W

4) A soma dos quadrados dos nimeros da sequéncia é dado por Z 22(i) = z(n).x(n +1).
i=1

Demonstragao: Demonstremos por inducao: paran = 1, temos que (1) = z(1).z(2) isto é,
12 = 1.1 = 1, o que confirma a base da inducao.

14



Agora, suponha que a identidade seja vélida para um indice n qualquer. Entao a hipétese
de inducao sera

22(1) + 2%(2) + ... + 2%(n) = 2(n).x(n + 1)
Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n + 1 somando o quadrado do termo de

ordem n + 1 dos dois lados da hipdtese de indugao, isto é:

2(1)+22(2) +...+2%(n) + 22(n+ 1) = z(n).a(n+ 1)+ 2*(n+ 1) =
z(n+1).(z(n)+xz(n+1)) =z(n+1).z(n+2)

como desejavamos. W
Proposicao[Férmula de Cassini]: Os nimeros de Fibonacci satisfazem:

z(n—1).x(n+1) — 2*(n) = (-1)", neN

Demonstragao: Demonstremos por indugao: paran = 1, temos z(1—1).z(1+1) —z%(1) =
(-1 < 2(0).2(2) —2%(1) = (-1)! © 0.1 — (1)2 = —1 & —1 = —1, 0 que confirma a base da
inducao.

Agora, suponha que a identidade seja valida para um indice n qualquer. Entao a hipotese
de indugao sera

z(n—1)+z(n+1) —2%(n) = (=1)"

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n + 1, isto é:

z(n).ax(n+2) —2?(n+1) = (—=1)"*!

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade, temos:
z(n).z(n+2) —2%(n+1)

=(z(n+1)—z(n—1).(z(n) +z(n+1)) —2*(n+ 1)
=z(n+1).z(n)+2*(n+1) —z(n)z(n—-1)—z(n—1).xn+1) —2%(n+1)
=z(n+1).xz(n) —z(n)x(n—1) —z(n —1).xz(n+1).

Mas, da hipétese de inducao, temos x(n—1).z(n+1)—2z*(n) = (—-1)" & z(n—1).z(n+1) =
(=1)" + 22(n).

Substituindo, no desenvolvimento temos z(n).z(n + 2) — x%(n + 1)

=x(n+1).2(n) —z(n).x(n — 1) — ((=1)" + z%(n)
= o+ 1).2(n) — af 1y
=xz(n+1).z(n) —z(n).(x(n — 1)+ z(n)) + (=1)"*
=xz(n+1).z(n) —z(n).z(n+1)+ (=1)"*

— n+1
- (_1) )
como desejavamos. W

z(n).x(n —1) — z%(n)
(n)

T

Proposicao: Seja x(n) a sequéncia de Fibonacci. Entdao, para todo n, vale a propriedade
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z(m+n)=z(m—1).z(n) +z(m).z(n+1), VYm,n, com m > 1

Demonstracgao: Por indugao e fixando m, a igualdade se desenvolvera para n=1:

x(m+1)=z(m—1).2(1) + z(m).z(2)
z(m+1)=z(m—1).1+x(m).1

x(m+1) =z(m—1) 4+ x(m),
o que é verdade por ser a relacao fundamental da sequéncia de Fibonacci. Entao é valida a

base da inducao.
Supondo que a identidade acima seja verdadeira para algum n, temos a hipétese de indugao

x(m+n)=z(m—1).x(n)+z(m).x(n+1)
Para n — 1, temos
z(m+n—1)=x(m—-1)x(n—1)+z(m).x(n —1+1)
z(m+n—1) =xz(m—1).z(n —1) + z(m).z(n)

Somando essa equacao com a hipdtese de inducao, temos
z(m+n)+zx(m+n—1)=x(m—1)x(n)+z(m—1).z(n—1)+z(m).x(n+ 1)+ x(m).z(n)
z(m+ (n+1))=z(m—1).(z(n)+z(n—1)) +x(m).(x(n + 1) + z(n))
z(m+ (n+1))=z(m—1).z(n+ 1)+ x(m).x(n+2),

como queriamos demonstrar. W

Definigao: Uma progressao geométrica (q,¢%, ¢>, ..., q",
se, para todon > 3,¢" = ¢ + ¢" 2

Dessa forma, podemos dividir esta tltima expressao por ¢" 2 # 0, assim

..) é uma sequéncia de Fibonacci

¢ =q+1 (2.4)
que tem como raizes
L-V5 1++5
q1 = B a2 5
Proposicao: Seja (uq,ug,us, ..., u,) uma sequéncia de Fibonacci qualquer. Entao existem

valores unicos de a e # € R, tais que, para todon > 1

em que ¢ € go sao as raizes encontradas logo acima.
Demonstracao: A prova sera feita por indugao em n.
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Paran =1 e n =2, podemos montar o sistema

aqr+ g2 = w (2.6)
agi + g3 = us
Para ¢; = 1_2\/‘?’ e gy = 1+2\/5’ temos para o determinante das incégnitas
a1 G2 _ — V540
@ ¢ 7

o que faz valer a base de indugao, ou seja, a e  sao unicamente determinados para n = 1
en=2.

Agora, suponhamos que a afirmagao seja verdadeira para todo m < n e mostremos que
também é verdadeira para n + 1.

Seja

z(n+1)=a(n)+z(n—1)=aq] + B¢ +aq " + By " =agt (g +1) + B¢y (g2 + 1).

Da equagao (2.4), as raizes q; e ¢o sao tais que ¢ = g+ 1. Substituindo na expressio acima,
tem-se

aq? G + Bas T a5 = agqlt + Bait,

como queriamos demonstrar. l

Teorema:[A férmula de Binet] O nimero de Fibonacci z(n) pode ser obtido pela férmula

x(n)—i 1++5 ”_ 1-v5)" (2.7)
V5 2 2 '
Demonstragao: Substitui = = = — _ 1=V5 _ 1+V5
¢ao: Substituindo u; = x(1) = Liupg = 2(2) = 1,1 = 52 e o = 52 na
equagao (2.5) temos
aqr + fge = u @ (1_2\/5> +0 <1+2\/g> =1
— 2 2
aq; + g5 = ug o (1—2\/5> 48 (1+2\/5> 1
B o 1—2\/5 +6 1+2\/5 =1 B Oé(l—\/5>+ﬂ<l+\/3):2
a(358)+p(2%5) =1 a(3 = v5) + B3+ V5) =2

_ Ja(t=VBE)(3 = V5) + B(1+V5E)(3 — Vb)) = 2.(3 — V/5)
aB = VB (=1+v5) + BB+ VE)(—1+5) =2.(—1+5)

~ fa8—4vE) + B(—2+2v5) = 2.(3 — V/5)
~ la(—8+4V5) + B(2+2V5) = 2.(—1 4+ V/5)
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Somando as duas equagoes, temos [ = \/Lg e, substituindo em alguma das equagoes, encon-

— _ 1
tramos o = 75

Agora, sabendo os valores de a, 3, q1 e g2, substituindo na equagao (2.5), temos que
x(n) = up = aqi + Bgs

1 (1=vB5\" 1
=% (55%) + 3
1_

<
[0 - )’

O que conclui a prova. B

145\
2
n

2.3 A Proporcao Divina e construgoes geométricas

Definigao: Dizemos que um ponto C' divide um segmento na proporgao divina (ou razao
aurea) se:

AB AC

AC CB
A C B
@ L4 ®

Figura 2.6: Segmento dividido na proporcao divina

Repare que se AB =a e AC = z, temos CB = a — z. Dessa forma, temos

AB AC a T 9 9
—_— = — = S x4 axr —a® =0.
AC CB r a—=zx

Resolvendo a equacao do segundo grau em z e, observando que x é um comprimento, temos

como raiz
r=a — |-

Adequando-se a definigao, temos que a propor¢ao divina

a 2 6+l

r Vs-1 2

nimero que é conhecido como niumero de ouro e representado por . Assim

VB +1
2
Desta forma, um segmento de qualquer tamanho pode ser dividido em Proporcao Divina
multiplicando o seu tamanho por 0,618033988... ¢ marcando um ponto distando o valor resul-
tante do inicio do segmento.

=1,618033988...
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Podemos visualizar uma possivel aplicacao desta divisao na fachada da obra Taj Mahal
(mausoléu na India):

Figura 2.7: Os pontos G ¢ K dividem os segmentos FC e JH, respectivamente, na Proporcio
Divina

Teorema: A razao entre dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci converge para
o numero de ouro quando n tende para o infinito

lim _x(n +1)

Demonstragao: Pela Féormula de Binet, utilizando-a para n + 1 e n, temos

1 1+\/g n+1 1_\/5 n+1
a;(n—l—l)zE( 5 ) —( 5 > (2.8)

(=7) (=)

Dividindo a primeira equacao pela segunda, temos

+1 n+l n+1 1+v5)" T 1_(%5)n+i
o Sl [yt (e
R T [ ]
_ 1+vE ! (ilﬁ)nzl

> (3



n n+1
= 1—+5 1—+5
Como —1 < 1—v5 <1, temos que lim V5 = lim V5 =0.
Finalmente,
n+1

1-v5

hmx(n—i—l)_hm 1—|—\/51_<1+\/5> _1—1—\/5_
145

o que conclui a demonstracao. W

Definicao: Chama-se retangulo dureo qualquer retangulo no qual a razao de suas medidas
obedece a razao aurea com a seguinte propriedade: se dele tirarmos um quadrado, o retangulo
restante serda semelhante ao retangulo original.

F E D

Figura 2.8: Retangulo dureo

Dessa forma, temos que os retangulos ABDF e C' BDFE sao semelhantes e sua constante de
proporcionalidade é o niimero de ouro.

Repare que podemos destacar quadrados sucessivamente dos novos retangulos formados. Se
em cada quadrado destacado, desenharmos um quarto de arco de circunferéncia como na figura
abaixo, temos o que chamamos de espiral durea.
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Figura 2.9: Retangulos aureos e espiral aurea

Acredita-se que essa “Geometria Sagrada”comecou com Pitagoras, que era certo de que o
universo ¢ tao légico quanto a matematica.

Um dos principais motivos para a proporcao divina e o retangulo aureo terem esse nome,
¢ devido ao fato de encontra-la em varias situacoes da natureza, onde nao ha interferéncias
humanas como, por exemplo, na formacao de galaxias, furacoes ou nos miolos de girassdis:

Figura 2.11: Espiral aurea na formacao de um furacao
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Figura 2.12: Espiral aurea num miolo de girassol

Outras andlises do uso do retangulo e espiral durea podem ser encontrados em [6].
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Capitulo 3

Outras proporcoes - definicoes
geomeétricas

3.1 Proporcao Aritmética

Definigao: Quando a,b,c € R com a < b < ¢ tais que ¢ — b = b — a obedecem a proporcao

c—b
b—a
dizemos que esta é uma proporcao aritmética.
Repare que, fazendo manipulagoes algébricas, obtemos

k=1,

c—b=b—a
2b=c+a
b=,

Observe que, desta forma, toda sucessao de nimeros na qual o quociente entre cada um
pelo precedente é constante determina uma progressao aritmética e chamamos esse tipo de
proporc¢ao aitmética de continua.

No caso da proporg¢ao descontinua, teremos uma proporcao do tipo

d—c_

b—a

Neste tipo de proporcao, nao necessariamente determinamos uma progressao aritmética.

k, k constante,

3.2 Proporcao Geométrica

Definicao: Quando a,b,c € R com a < b < ¢ obedecem a propor¢ao

—=—-=k, k constante,

dizemos que esta ¢ uma proporcao geométrica.

A proporcao geométrica pode ser classificada em continua ou descontinua onde, na des-

continua, temos uma proporgao do tipo § = £, a qual envolve, no minimo, quatro grandezas
distintas entre si. Na proporgao geométrica continua, temos apenas trés termos, do tipo § = g
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Algebricamente, nesta tltima temos

b? = ac
b = +/ac.

isto é, uma proporcao geométrica continua se estabelece quando a grandeza intermediaria
se equivale a raiz da grandeza menor multiplicada pela raiz da grandeza maior.

Um exemplo do uso da proporcao geométrica continua é na disposicao das folhas de papel
do tipo A, como é possivel observar na figura a seguir.

52 mm 105 mm

210 mm + 420 mm
841 mm

A8

A6

= A4
A5

74 mm

148mm

A2

A\
| “ \l \\

L1

297 mm

A3

//\\

1189 mm

Al

594 mm

Figura 3.1: Tamanhos de papel do tipo A

3.3 Harmonica

Definicao: Quando a,b,c,d € R com a < b < ¢ obedecem a proporc¢ao

1 1

b «a
dizemos que esta é uma proporcao harmonica.
Pela definicao, temos que a relacao estabelecida entre trés grandezas de uma proporgao
harmonica pode ser vista como

ol
SN

S =
|
Q=
I
o=
|
S| =

I
Q= ol
+ +

SN SN
Q= ol



2 _ cta

b ac
2ac =b(c+a)

_ 2ac

b=t
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Capitulo 4

Uso de proporcoes na descricao de
formas

4.1 O tracado regulador

A procura de tracos e formas belos, os artistas e arquitetos estabeleceram um elemento
geométrico de suporte na elaboracao de projetos associados as obras arquitetonicas, expressoes
artisticas e ao design de objetos. Este recurso é conhecido desde a antiguidade e vem sendo
aplicado até os dias de hoje.

Le Corbusier (6 de Outubro de 1887 - 27 de Agosto de 1965), arquiteto, urbanista e pintor
Frances, destacou-se pela revolucao do pensamento arquitetonico ao dar énfase a funcionalidade
em seus projetos. Em seu livro Vers une architeture (Por uma arquitetura), abordou o conceito
de harmonia adquirida pelo tragado regulador.

O tracado designa um conjunto de elementos que tem como base a proporcao divina. Uti-
lizando este como um método de suporte para a criagao dos projetos.

4.2 Aplicacoes do tracado regulador em construcoes

Pode-se procurar relagoes do tragado regulador em qualquer construgao que se desejar.
Tanto obras mais antigas quanto mais atuais podem conter esse elemento como um norte para
suas construgdes, como é possivel observar em |[2]

4.2.1 Pharthenon

Um dos tragados mais famosos é o pertencente ao Parthenon, construido e decorado pelo
escultor Fidias (daf a justificativa da letra ¢ pela notagdo do ntimero de ouro).
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Figura 4.1: Detalhes da proporcao divina na construcao do Parthenon

Pela figura 4.1 é possivel visualizar varias divisoes por segmento aureo como, por exemplo,
a altura da obra.

4.3 Aplicacoes do tracado regulador em logomarcas

Atualmente, muitos designers utilizam o tracado regulador para criarem logomarcas de
empresas.

4.3.1 Twitter

A Twitter é uma rede social e um servidor de microblogging. Em sua logomarca é possivel
observar alguns circulos criados a partir de diametros iguais ao lado dos quadrados que sao
obtidos a partir do retangulo aureo.

Y
Wi

\
N/

Figura 4.2: Criacao da logomarca da Twitter
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4.3.2 Apple

A Apple é uma empresa multinacional focada em projetos e comercializacao de produtos
eletronicos. Na logomarca da empresa, é possivel observar vérias contribuicoes de retangulos,
circunferéncias e segmentos gerados a partir do nimero de ouro.

Figura 4.3: Criacao da logomarca da empresa Apple

4.3.3 Pointless Corp.

A Pointless Corp. é um espago criado dentro de uma empresa de consultoria para que os
funcionarios trabalhassem em projetos experimentais, sem nenhuma relacao com suas fungoes
na empresa e compromissos com os clientes.
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P
T L

Figura 4.4: Criacao da logomarca da empresa Pointless Corp.

4.4 Aplicacoes do tracado regulador em Posters de ci-
nema

A disposicao dos textos e das imagens contidas nos Posters de cinema geralmente sao feitas
utilizando algum auxilio da proporg¢ao divina.

4.4.1 Doctor Strange

Figura 4.5: Possiveis tracados auxiliares para a disposicao dos elementos do Poster do filme
Doctor Strange
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4.4.2 Mad Max

Figura 4.6: Possiveis tracados auxiliares para a disposi¢ao dos elementos do Poster do filme
Mad Max

4.4.3 Ant-Man

|

Figura 4.7: Possiveis tracados auxiliares para a disposi¢ao dos elementos do Poster do filme
Ant-Man
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