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4.4 Aplicações do traçado regulador em Posters de cinema . . . . . . . . . . . . . . 29
4.4.1 Doctor Strange . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.4.2 Mad Max . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.4.3 Ant-Man . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Referências 31

4



Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho promove um detalhamento metodológico quanto às técnicas de demonstração
associadas a espećıficas relações de recorrência homogêneas de 2a ordem, conforme exposto
em [4]. Essas ações utiliza procedimentos presentes em problemas de Modelagem Matemática,
conforme [1] ou [3]. Nosso objetivo é caracterizar o espaço-solução deste tipo de relação e
estudar seu comportamento assintótico, obtendo condições numéricas que venham a garantir a
convergência para zero de sequências soluções.

Adiante, observaremos um caso particular de uma relação de recorrência de 2a ordem e
algumas propriedades existentes na mesma, dentre elas uma convergência para o número de
ouro, que é resultado da proporção divina, como é posśıvel ver em [5] e [6].

Outras proporções serão apresentadas e haverá uma análise sobre o uso de certas proporções
como um meio auxiliar para o design e a arquitetura ([2]).
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Caṕıtulo 2

Comportamento assintótico de certas

sequências de diferenças e a proporção

divina

2.1 A equação x(n+2)-bx(n+1)-cx(n)=0

Considere b e c dois números reais não nulos e a equação

x(n+ 2)− bx(n+ 1) + cx(n) = 0, ∀n ∈ N b, c ∈ R (2.1)

usualmente chamada de equação de diferenças linear de segunda ordem com coeficientes
constantes.

Deixando livres os valores de x(1) e x(2) sempre é posśıvel construir sequências soluções de
(2.1) que ficarão dependentes dessas condições iniciais. Portanto, basta escolher aleatoriamente
dois valores iniciais e utilizar (2.1).

Exemplo: As sequências 2n : 2, 4, 8, . . . e 3n : 3, 9, 27, . . . satisfazem a equação x(n + 2) =
5x(n + 1) − 6x(n) uma vez que 5.2n+1 − 6.2n = 10.2n − 6.2n = 2n.4 = 2n+2 e 5.3n+1 − 6.3n =
(15− 6).3n = 9.3n = 3n+2.

Portanto, sempre será posśıvel obter uma infinidade de soluções de (2.1) que aparentemente
não estão relacionadas entre si, mas são dependentes da própria equação (2.1) e das condições
iniciais escolhidas.

Por outro lado, se forem impostas as mesmas condições iniciais para duas sequências soluções
da forma (2.1), x(1) = y(1) = A e x(2) = y(2) = B, em que A e B são constantes reais dadas,
então necessariamente x(n) = y(n), ∀n ∈ N. Em outras palavras, a solução do Problema de
Valor Inicial (PVI) associado à (2.1)

S :

{

x(n+ 2) = bx(n+ 1) + cx(n), ∀n ∈ N,

x(1) = A e x(2) = B

é única. De fato, se x(n) e y(n) são sequências soluções de S, então x(3) = bB+cA = by(2)+
cy(1) = y(3); x(4) = bx(3)+ cx(2) = by(3)+ cy(2) = y(4). Logo, repetindo recursivamente essa
dinâmica, segue que x(n) = y(n).
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Mesmo que as condições iniciais não sejam fixadas, desejamos mostrar que existe um rela-
cionamento algébrico entre as infinitas soluções de (2.1).

Definição: Dadas as sequências x1(n), . . . , xk(n), k ∈ N, dizemos que elas são linearmente
dependentes (L.D.) se existirem constantes reais a1, . . . , ak não todas nulas tais que

k
∑

i=1

aixi(n) = 0, ∀n ≥ n0, (2.2)

com n0 um “ponto de partida”onde os aixi(n) não sejam todos nulos.
Se aj 6= 0, 1 ≤ j ≤ k, então multiplicando ambos os lados de (2.2) por 1

aj
obtemos

xj(n) = −
k
∑

i=1,
j 6=i

ai

aj
xi(n), (2.3)

ou seja, cada xj(n) com coeficiente não nulo é uma combinação linear dos demais xj(n),
Quando x1(n), . . . , xk(n) não são L.D., dizemos que essas sequências são linearmente in-

dependentes (L.I.). Portanto, em geral, a igualdade
k
∑

i=1

aixi(n) = 0 somente é válida quando

a1 = . . . = ak = 0.

Exemplo: As sequências x1(n) = 2n e x2(n) = 3n são L.I.. De fato, sejam a1 e a2 ∈ R

tais que a1.2
n + a2.3

n = 0. Então, para n = 0 segue que a1 + a2 = 0 e para n = 1, tem-se que
2a1 + 3a2 = 0. Logo, a2 = 0 ⇒ a1 = 0.

Definição: Um conjunto formado por duas soluções L.I. de (2.1) é chamado de conjunto
fundamental de soluções dessa equação.

Se houver uma forma de caracterizar quando as soluções de (2.1), com condições iniciais
distintas, são L.I., isso viabilizará uma caracterização de conjunto fundamental de soluções.

Suponha que x1(n) e x2(n) são soluções de (2.1) com x1(1) = A1, x1(2) = B1, x2(1) =
A2, x2(2) = B2 tais que (A1, B1) 6= (A2, B2). Assim, se a1x1(n) + a2x2(n) = 0, então fazendo
n = 1 e n = 2, segue que

(

A1 A2

B1 B2

)(

a1
a2

)

=

(

0
0

)

.

Logo, esse sistema homogêneo é posśıvel determinado se, e somente se,

∣

∣

∣

∣

A1 A2

B1 B2

∣

∣

∣

∣

6= 0

Exemplo: O conjunto {2n, 3n} é um conjunto fundamental de soluções de x(n + 2) =
5x(n+ 1)− 6x(n) pois

∣

∣

∣

∣

2 3
9 4

∣

∣

∣

∣

= 6 6= 0.
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Portanto, dada qualquer equação do tipo x(n + 2) = bx(n + 1) + cx(n) e escolhendo, por
exemplo, x(1) = 1 e x(2) = 0 e, posteriormente, y(1) = 0 e y(2) = 1, iremos encontrar duas
distintas sequências soluções de (2.1), tais que

∣

∣

∣

∣

1 0
0 1

∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0,

isto é, {x(n), y(n)} é um sistema fundamental de soluções associado a (2.1). Observe que
essa estratégia de escolha, produzindo determinantes não nulos, produz uma infinidade de
conjuntos fundamentais de soluções para (2.1).

Seja X o conjunto de todas as sequências soluções de (2.1). Observe que a solução nula
x(n) = 0 naturalmente satisfaz (2.1). Por outro lado, as operações λx1(n) e x1(n)+x2(n), com
λ ∈ R, x1(n), x2(n) ∈ X são fechadas em X, ou seja, λx1(n), multiplicação termo a termo, e
x1(n) + x2(n), soma termo a termo são soluções de (2.1). De fato,

- se x1(n) ∈ X, então λx1(n+2)−λbx1(n+1)−λcx1(n) = λ(x1(n+2)−bx1(n+1)−cx1(n)) =
λ.0 = 0,

- se x1(n), x2(n) ∈ X, então (x1 + x2)(n+ 2)− b(x1 + x2)(n+ 1)− c(x1 + x2)(n) = x1(n+
2)− bx1(n+ 1)− cx1(n) + x2(n+ 2)− bx2(n+ 1)− cx2(n) = 0 + 0 = 0;

Prinćıpio da Superposição Se x1(n), x2(n) ∈ X e a1, a2 ∈ R, então x(n) = a1x1(n) +
a2x2(n) ∈ X.

O fechamento das operações, multiplicação por escalar e soma, das sequências acima de-
finidas faz com que elas satisfaçam esse prinćıpio. E como consequência, temos o seguinte
teorema

Teorema: Se {x1(n), x2(n)} é um conjunto fundamental de soluções de (2.1), então X é
um espaço vetorial real tal que {x1(n), x2(n)} é uma base desse espaço.

Basta observar que se x(n) ∈ X, com x(0) = H1 e x(1) = H2 e x1(0) = A1, x1(1) = B1,
x2(0) = A2, x2(1) = B2 com

∣

∣

∣

∣

A1 A2

B1 B2

∣

∣

∣

∣

6= 0,

então, o sistema

(

A1 A2

B1 B2

)(

a1
a2

)

=

(

H1

H2

)

,

sempre admite solução única.

Exemplo: {2n, 3n} é um conjunto fundamental de soluções para x(n+2) = 5x(n+1)−6x(n).
Considere x(n) solução dessa equação com x(1) = 0 e x(2) = 4, então x(n) : 0, 4, 20, 76, 260, . . ..
Por outro lado,

(

21 31

22 32

)(

a1
a2

)

=

(

0
4

)

⇒
(

1 1
2 3

)(

a1
a2

)

=

(

0
4

)

⇒ a1 = −2 e a2 =
4

3
,

então, −4.2n + 4.3n = x(n).
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Observe que −2.2 + 4
3
.3 = 0; −2.22 + 4

3
.32 = 4; −2.23 + 4

3
.33 = 20; . . ..

O exemplo modelo que estamos explorando utiliza um tipo especial de sequência: as pro-
gressões geométricas. Naturalmente surge a questão: quando um modelo genérico x(n + 2) +
bx(n+ 1) + cx(n) = 0 admite como solução uma progressão geométrica x(n) = rn, r 6= 0?

Observe que x(n) = rn é solução de x(n+2)+bx(n+1)+cx(n) = 0 quando rn(r2+br+c) = 0
o que acarreta que r deve ser a raiz da “equação caracteŕıstica”x2 + bx+ c = 0. Vejamos todas
as possibilidades para o comportamento das ráızes dessa equação.

- Se r1 6= r2 são ráızes reais distintas da equação caracteŕıstica, então a solução geral de
(2.1) é

x(n) = a1r1
n + a2r2

n, n ∈ N

De fato, para ver que x(n) = a1r
n
1 + a2r

n
2 é solução de (2.1), basta mostrar que rn1 , r

n
2 é um

conjunto fundamental de soluções. Para isso, basta observar que:

∣

∣

∣

∣

rn1 rn2
rn+1
1 rn+1

2

∣

∣

∣

∣

= rn1 r
n
2 (r2 − r1) 6= 0, ∀n ∈ R.

- Se r1 = r2 são ráızes reais da equação caracteŕıstica, então a solução geral de (2.1) é

x(n) = a1r1
n + a2nr2

n, n ∈ N

De fato, para ver que x(n) = a1r
n + a2nr

n é solução de (2.1), basta mostrar que rn, nrn é
um conjunto fundamental de soluções. Para isso, basta observar que:

∣

∣

∣

∣

rn nrn

rn+1 (n+ 1)rn+1

∣

∣

∣

∣

= r2n+1 6= 0, ∀n ∈ R.

- Se r1 e r2 = r1 ∈ C são ráızes conjugadas da equação caracteŕıstica, então a solução geral
de (2.1) é

x(n) = rn(a1cos(θn) + a2sen(θn)), n ∈ N

onde r = |r1| e θ = arg(r1).
Seja i2 = −1. Mostremos que

φ(n) = rneinθ = rn(cos(θn) + i.sen(θn))

e
ψ(n) = rne−inθ = rn(cos(−θn) + i.sen(−θn))

satisfazem a equação (2.1):
Repare que

φ(n+ 2) + bφ(n+ 1) + cφ(n)

= rn+2ei(n+2)θ + brn+1ei(n+1)θ + crneinθ

= rn(r2eiθneiθ2 + breiθneiθ + ceiθn)
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= rneiθn(r2eiθ2 + breiθ + c)

= rneiθn.0 = 0

analogamente,

ψ(n+ 2) + bψ(n+ 1) + cψ(n)

= rn+2e−i(n+2)θ + brn+1e−i(n+1)θ + crne−inθ

= rn(r2e−iθne−iθ2 + bre−iθne−iθ + ce−iθn)

= rne−iθn(r2e−iθ2 + bre−iθ + c)

= rne−iθn.0 = 0.

Pela linearidade da equação (2.1), as sequências dadas por

α(n) =
1

2
(φ(n) + ψ(n)) e β(n) =

1

2i
(φ(n)− ψ(n))

são soluções L.I. de (2.1), pois

α(n) =
1

2
(rn(cos(nθ)) + i.sen(nθ) + rn(cos(−nθ) + i.sen(−nθ))) = rncos(nθ) ∈ R

e

β(n) =
1

2i
(rn(cos(nθ)) + i.sen(nθ)− rn(cos(−nθ) + i.sen(−nθ))) = rnsen(nθ) ∈ R

Portanto, como φ(n) e ψ(n) são soluções, a combinação linear delas também é, o que nos
dá que a solução geral da equação (2.1) é dada por

x(n) = rn(a1cos(nθ) + a2sen(nθ))

como queŕıamos.

Também podemos perceber que as soluções da equação (2.1) tendem a zero se, e somente
se, os módulos das ráızes da equação caracteŕıstica forem menores do que 1. Dos três itens
apresentados acima, segue que

a) lim
n→∞

x(n) = lim
n→∞

a1r
n
1 + a2r

n
2 = 0 ⇔ |r1| < 1 e |r2| < 1

b) lim
n→∞

x(n) = lim
n→∞

a1r
n
1 + a2nr

n = a1

(

lim
n→∞

rn
)

+ a2 lim
n→∞

n
1
rn

= 0 ⇔ |r| < 1

c) lim
n→∞

x(n) = lim
n→∞

rn(a1cos(nθ) + a2sen(nθ)) = 0 ⇔ |r| < 1

Proposição: O módulo das ráızes da equação caracteŕıstica é menor do que 1 se, e somente
se,
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Figura 2.1: Região onde o módulo das ráızes é menor do que 1.

1− b+ c > 0, 1 + b+ c > 0 e |c| < 1.

Demonstração: (⇒) Seja a função f(r) = r2 + br + c. Observe que devemos analisar os
três casos de ∆ = b2 − 4c para as ráızes r1 e r2.

- Caso b2 − 4c < 0
Temos que 4c > b2 > 0, então, devemos ter, c > 0 para que este caso seja satisfeito. Neste

caso, as ráızes da equação são da forma

r1 = − b
2
+

√
b2 − 4c

2
= − b

2
+ i

√

c− b2

4
e

r2 = − b
2
−

√
b2 − 4c

2
= − b

2
− i

√

c− b2

4

onde temos, por hipótese

|r1| = |r2| =

√

(−b
2

)2

+ c−
(

b

2

)2

=
√
c < 1

Logo, temos que 0 < c < 1.

- Caso b2 − 4c = 0
Temos que que b2 = 4c.
Diretamente, pela hipótese, temos que

|r1| = |r2| =
∣

∣

∣

∣

−b
2

∣

∣

∣

∣

< 1

Dáı, |b| < 2 ⇔ b2 < 4. Assim, b2 = 4c < 4, o que implica em c < 1.

- Caso b2 − 4c > 0
Temos duas ráızes e, por hipótese, sabemos que o módulo delas é menor do que 1, logo

f(1) > 0 e f(−1) > 0. Ou seja,
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f(1) = 1 + b+ c > 0

e
f(−1) = 1− b+ c > 0

Com isso, podemos montar o seguinte sistema:

{

1 + b+ c > 0

1− b+ c > 0

onde, somando as equações, temos que c > −1.
Desta forma, temos o desejado, pois −1 < c < 1, f(1) = 1+b+c > 0 e f(−1) = 1−b+c > 0.

(⇐) Da hipótese, temos,

{

1 + b+ c > 0

1− b+ c > 0
⇒
{

b > −(1 + c)

1 + c > b
,

ou seja, −(1+ c) < b < 1+ c. Também por hipótese, −1 < c < 1, assim conseguimos limitar
b entre −2 e 2, isto é, |b| < 2, dáı

∣

∣

−b
2

∣

∣ < 1.
Isso implica que o vértice da parábola (com concavidade para cima) de f(r) está entre os

pontos −1 e 1. Para isso, teremos 4 casos posśıveis:

- Caso onde o ponto 1 está entre as ráızes:

Figura 2.2: Ponto 1 entre as ráızes

Nesse caso, vemos que f(−1) > 0 e f(1) < 0, o que contraria a hipótese de que f(1) =
1 + b+ c > 0.

- Caso onde o ponto −1 está entre as ráızes:

Figura 2.3: Ponto −1 entre as ráızes

Neste caso, vemos que f(−1) < 0 e f(1) > 0, o que contraria a hipótese de que f(−1) =
1− b+ c > 0.

- Caso onde as ráızes são menores que −1 e maiores que 1:
Neste caso, vemos que f(−1) < 0 e f(1) < 0, o que contraria as hipóteses de que f(1) =

1 + b+ c > 0 e f(−1) = 1− b+ c > 0.
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Figura 2.4: Ráızes menores que −1 e maiores que 1.

Figura 2.5: Módulo das ráızes menor que 1.

- Caso onde o módulo das ráızes é menor que 1:
Repare que este é o último caso e o único que satisfaz as hipóteses, tendo assim o desejado.

�

2.2 A equação particular x(n+2)-x(n+1)-x(n)=0 com

x(1)=1 e x(2)=1

Definição: Sequências de Fibonacci são sequências que obedecem à lei recursiva:

un+1 = un + un−1, ∀n ≥ 2.

Assim temos alguns exemplos de sequências de Fibonacci como (0, 4, 4, 8, . . .) e (−2, 2, 0, 2, . . .).
A sequência de Fibonacci é uma consequência da relação de recorrência de segunda ordem

do tipo (2.1), em que b = c = 1 e x(1) = x(2) = 1. Os termos dessa sequência chamam-se
números de Fibonacci.

Proposição: Seja a sequência de Fibonacci x(n). Então, para n ∈ N, são válidas as
seguintes propriedades:

1) A soma dos n primeiros números da sequência é dada por
n
∑

i=1

x(i) = x(n+ 2)− 1.

Demonstração: Demonstremos por indução: para n = 1, temos que x(1) = 1 e x(1+2)−
1 = x(3)− 1 = 2− 1 = 1. Dessa forma, x(1) = x(1 + 2)− 1, o que confirma a base da indução.

Agora, suponha que a identidade seja válida para um ı́ndice n qualquer. Então a hipótese
de indução será

x(1) + x(2) + . . .+ x(n) = x(n+ 2)− 1

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n+ 1, isto é:

x(1) + x(2) + . . .+ x(n+ 1) = x(n+ 3)− 1

13



Para isso, basta somar x(n+1) em ambos os membros da hipótese de indução, tendo como
resultado

x(1) + x(2) + . . .+ x(n) + x(n+ 1) = x(n+ 2)− 1 + x(n+ 1) = x(n+ 3)− 1,

como desejávamos. �

2) A soma dos números de ordem ı́mpar da sequência é dada por
n
∑

i=1

x(2i− 1) = x(2n).

Demonstração: Demonstremos por indução: para n = 1, temos que x(1) = x(2.1) = 1, o
que confirma a base da indução.

Agora, suponha que a identidade seja válida para um ı́ndice n qualquer. Então a hipótese
de indução será

x(1) + x(3) + x(5) + . . .+ x(2n− 1) = x(2n).

Para mostrar que esta também é verdadeira para n + 1, deve-se somar o próximo termo
ı́mpar em cada lado da hipótese de indução:

x(1) + x(3) + x(5) + . . .+ x(2n− 1) + x(2n+ 1) = x(2n) + x(2n+ 1) = x(2n+ 2),

como desejávamos.�

3) A soma dos números de ordem par da sequência é dada por
n
∑

i=1

x(2i) = x(2n+ 1)− 1.

Demonstração: Demonstremos por indução: para n = 1, temos que x(2) = x(2+1)−1 =
x(3)− 1 = 2− 1 = 1, o que confirma a base da indução.

Agora, suponha que a identidade seja válida para um ı́ndice n qualquer. Então a hipótese
de indução será

x(2) + x(4) + x(6) + . . .+ x(2n) = x(2n+ 1)− 1.

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n+1 somando o próximo termo par em
cada lado da hipótese de indução, isto é:

x(2) + x(4) + x(6) + . . .+ x(2n) + x(2n+ 2) = x(2n+ 1)− 1 + x(2n+ 2) = x(2n+ 3)− 1,

como desejávamos. �

4) A soma dos quadrados dos números da sequência é dado por
n
∑

i=1

x2(i) = x(n).x(n+ 1).

Demonstração: Demonstremos por indução: para n = 1, temos que x2(1) = x(1).x(2) isto é,
12 = 1.1 = 1, o que confirma a base da indução.
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Agora, suponha que a identidade seja válida para um ı́ndice n qualquer. Então a hipótese
de indução será

x2(1) + x2(2) + . . .+ x2(n) = x(n).x(n+ 1)

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n+1 somando o quadrado do termo de
ordem n+ 1 dos dois lados da hipótese de indução, isto é:

x2(1) + x2(2) + . . .+ x2(n) + x2(n+ 1) = x(n).x(n+ 1) + x2(n+ 1) =
x(n+ 1).(x(n) + x(n+ 1)) = x(n+ 1).x(n+ 2)

como desejávamos. �

Proposição[Fórmula de Cassini]: Os números de Fibonacci satisfazem:

x(n− 1).x(n+ 1)− x2(n) = (−1)n, n ∈ N

Demonstração: Demonstremos por indução: para n = 1, temos x(1−1).x(1+1)−x2(1) =
(−1)1 ⇔ x(0).x(2)− x2(1) = (−1)1 ⇔ 0.1− (1)2 = −1 ⇔ −1 = −1, o que confirma a base da
indução.

Agora, suponha que a identidade seja válida para um ı́ndice n qualquer. Então a hipótese
de indução será

x(n− 1) + x(n+ 1)− x2(n) = (−1)n

Vamos mostrar que esta também é verdadeira para n+ 1, isto é:

x(n).x(n+ 2)− x2(n+ 1) = (−1)n+1

Desenvolvendo o lado esquerdo da igualdade, temos:
x(n).x(n+ 2)− x2(n+ 1)

= (x(n+ 1)− x(n− 1)).(x(n) + x(n+ 1))− x2(n+ 1)

= x(n+ 1).x(n) + x2(n+ 1)− x(n).x(n− 1)− x(n− 1).x(n+ 1)− x2(n+ 1)

= x(n+ 1).x(n)− x(n).x(n− 1)− x(n− 1).x(n+ 1).

Mas, da hipótese de indução, temos x(n−1).x(n+1)−x2(n) = (−1)n ⇔ x(n−1).x(n+1) =
(−1)n + x2(n).

Substituindo, no desenvolvimento temos x(n).x(n+ 2)− x2(n+ 1)

=x(n+ 1).x(n)− x(n).x(n− 1)− ((−1)n + x2(n)

= x(n+ 1).x(n)− x(n).x(n− 1)− x2(n)− (−1)n

= x(n+ 1).x(n)− x(n).(x(n− 1) + x(n)) + (−1)n+1

= x(n+ 1).x(n)− x(n).x(n+ 1) + (−1)n+1

= (−1)n+1,

como desejávamos. �

Proposição: Seja x(n) a sequência de Fibonacci. Então, para todo n, vale a propriedade
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x(m+ n) = x(m− 1).x(n) + x(m).x(n+ 1), ∀m,n, com m > 1

Demonstração: Por indução e fixando m, a igualdade se desenvolverá para n=1:

x(m+ 1) = x(m− 1).x(1) + x(m).x(2)

x(m+ 1) = x(m− 1).1 + x(m).1

x(m+ 1) = x(m− 1) + x(m),

o que é verdade por ser a relação fundamental da sequência de Fibonacci. Então é válida a
base da indução.

Supondo que a identidade acima seja verdadeira para algum n, temos a hipótese de indução

x(m+ n) = x(m− 1).x(n) + x(m).x(n+ 1)

Para n− 1, temos

x(m+ n− 1) = x(m− 1).x(n− 1) + x(m).x(n− 1 + 1)

x(m+ n− 1) = x(m− 1).x(n− 1) + x(m).x(n)

Somando essa equação com a hipótese de indução, temos

x(m+ n) + x(m+ n− 1) = x(m− 1).x(n) + x(m− 1).x(n− 1) + x(m).x(n+ 1) + x(m).x(n)

x(m+ (n+ 1)) = x(m− 1).(x(n) + x(n− 1)) + x(m).(x(n+ 1) + x(n))

x(m+ (n+ 1)) = x(m− 1).x(n+ 1) + x(m).x(n+ 2),

como queŕıamos demonstrar. �

Definição: Uma progressão geométrica (q, q2, q3, . . . , qn, . . .) é uma sequência de Fibonacci
se, para todo n ≥ 3, qn = qn−1 + qn−2

Dessa forma, podemos dividir esta última expressão por qn−2 6= 0, assim

q2 = q + 1 (2.4)

que tem como ráızes

q1 =
1−

√
5

2
e q2 =

1 +
√
5

2
.

Proposição: Seja (u1, u2, u3, . . . , un) uma sequência de Fibonacci qualquer. Então existem
valores únicos de α e β ∈ R, tais que, para todo n ≥ 1

un = αqn1 + βqn2 , (2.5)

em que q1 e q2 são as ráızes encontradas logo acima.

Demonstração: A prova será feita por indução em n.
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Para n = 1 e n = 2, podemos montar o sistema

{

αq1 + βq2 = u1

αq21 + βq22 = u2
(2.6)

Para q1 =
1−

√
5

2
e q2 =

1+
√
5

2
, temos para o determinante das incógnitas

∣

∣

∣

∣

q1 q2
q21 q22

∣

∣

∣

∣

= . . . = −
√
5 6= 0

o que faz valer a base de indução, ou seja, α e β são unicamente determinados para n = 1
e n = 2.

Agora, suponhamos que a afirmação seja verdadeira para todo m ≤ n e mostremos que
também é verdadeira para n+ 1.

Seja

x(n+ 1) = x(n) + x(n− 1) = αqn1 + βqn2 + αqn−1
1 + βqn−1

2 = αqn−1
1 (q1 + 1) + βqn−1

2 (q2 + 1).

Da equação (2.4), as ráızes q1 e q2 são tais que q2 = q+1. Substituindo na expressão acima,
tem-se

αqn−1
1 q21 + βqn−1

2 q22 = αqn+1
1 + βqn+1

2 ,

como queŕıamos demonstrar. �

Teorema:[A fórmula de Binet] O número de Fibonacci x(n) pode ser obtido pela fórmula

x(n) =
1√
5

[(

1 +
√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n]

(2.7)

Demonstração: Substituindo u1 = x(1) = 1, u2 = x(2) = 1, q1 = 1−
√
5

2
e q2 = 1+

√
5

2
na

equação (2.5) temos

{

αq1 + βq2 = u1

αq21 + βq22 = u2
=







α
(

1−
√
5

2

)

+ β
(

1+
√
5

2

)

= 1

α
(

1−
√
5

2

)2

+ β
(

1+
√
5

2

)2

= 1

=







α
(

1−
√
5

2

)

+ β
(

1+
√
5

2

)

= 1

α
(

3−
√
5

2

)

+ β
(

3+
√
5

2

)

= 1
=

{

α(1−
√
5) + β(1 +

√
5) = 2

α(3−
√
5) + β(3 +

√
5) = 2

=

{

α(1−
√
5)(3−

√
5) + β(1 +

√
5)(3−

√
5) = 2.(3−

√
5)

α(3−
√
5)(−1 +

√
5) + β(3 +

√
5)(−1 +

√
5) = 2.(−1 +

√
5)

=

{

α(8− 4
√
5) + β(−2 + 2

√
5) = 2.(3−

√
5)

α(−8 + 4
√
5) + β(2 + 2

√
5) = 2.(−1 +

√
5)
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Somando as duas equações, temos β = 1√
5
e, substituindo em alguma das equações, encon-

tramos α = − 1√
5
.

Agora, sabendo os valores de α, β, q1 e q2, substituindo na equação (2.5), temos que
x(n) = un = αqn1 + βqn2

= − 1√
5
.
(

1−
√
5

2

)n

+ 1√
5
.
(

1+
√
5

2

)n

= 1√
5
.
[(

1+
√
5

2

)n

−
(

1−
√
5

2

)n]

O que conclui a prova. �

2.3 A Proporção Divina e construções geométricas

Definição: Dizemos que um ponto C divide um segmento na proporção divina (ou razão
áurea) se:

AB

AC
=
AC

CB
.

Figura 2.6: Segmento dividido na proporção divina

Repare que se AB = a e AC = x, temos CB = a− x. Dessa forma, temos

AB

AC
=
AC

CB
⇔ a

x
=

x

a− x
⇔ x2 + ax− a2 = 0.

Resolvendo a equação do segundo grau em x e, observando que x é um comprimento, temos
como raiz

x = a

(

−1 +
√
5

2

)

.

Adequando-se à definição, temos que a proporção divina

a

x
=

2√
5− 1

=

√
5 + 1

2
,

número que é conhecido como número de ouro e representado por ϕ. Assim

ϕ =

√
5 + 1

2
= 1, 618033988...

Desta forma, um segmento de qualquer tamanho pode ser dividido em Proporção Divina
multiplicando o seu tamanho por 0, 618033988... e marcando um ponto distando o valor resul-
tante do ińıcio do segmento.
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Figura 2.12: Espiral áurea num miolo de girassol

Outras análises do uso do retângulo e espiral áurea podem ser encontrados em [6].
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Caṕıtulo 3

Outras proporções - definições

geométricas

3.1 Proporção Aritmética

Definição: Quando a, b, c ∈ R com a < b < c tais que c− b = b− a obedecem a proporção

c− b

b− a
= k = 1,

dizemos que esta é uma proporção aritmética.
Repare que, fazendo manipulações algébricas, obtemos

c− b = b− a

2b = c+ a

b = c+a
2
.

Observe que, desta forma, toda sucessão de números na qual o quociente entre cada um
pelo precedente é constante determina uma progressão aritmética e chamamos esse tipo de
proporção aitmética de cont́ınua.

No caso da proporção descont́ınua, teremos uma proporção do tipo

d− c

b− a
= k, k constante,

Neste tipo de proporção, não necessariamente determinamos uma progressão aritmética.

3.2 Proporção Geométrica

Definição: Quando a, b, c ∈ R com a < b < c obedecem a proporção

c

b
=
b

a
= k, k constante,

dizemos que esta é uma proporção geométrica.
A proporção geométrica pode ser classificada em cont́ınua ou descont́ınua onde, na des-

cont́ınua, temos uma proporção do tipo a
b
= c

d
, a qual envolve, no mı́nimo, quatro grandezas

distintas entre si. Na proporção geométrica cont́ınua, temos apenas três termos, do tipo a
b
= b

c
.
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2
b
= c+a

ac

2ac = b(c+ a)

b = 2ac
c+a
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Caṕıtulo 4

Uso de proporções na descrição de

formas

4.1 O traçado regulador

À procura de traços e formas belos, os artistas e arquitetos estabeleceram um elemento
geométrico de suporte na elaboração de projetos associados às obras arquitetônicas, expressões
art́ısticas e ao design de objetos. Este recurso é conhecido desde a antiguidade e vem sendo
aplicado até os dias de hoje.

Le Corbusier (6 de Outubro de 1887 - 27 de Agosto de 1965), arquiteto, urbanista e pintor
Francês, destacou-se pela revolução do pensamento arquitetônico ao dar ênfase à funcionalidade
em seus projetos. Em seu livro Vers une architeture (Por uma arquitetura), abordou o conceito
de harmonia adquirida pelo traçado regulador.

O traçado designa um conjunto de elementos que tem como base a proporção divina. Uti-
lizando este como um método de suporte para a criação dos projetos.

4.2 Aplicações do traçado regulador em construções

Pode-se procurar relações do traçado regulador em qualquer construção que se desejar.
Tanto obras mais antigas quanto mais atuais podem conter esse elemento como um norte para
suas construções, como é posśıvel observar em [2]

4.2.1 Pharthenon

Um dos traçados mais famosos é o pertencente ao Parthenon, constrúıdo e decorado pelo
escultor F́ıdias (dáı a justificativa da letra ϕ pela notação do número de ouro).
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4.3.2 Apple

A Apple é uma empresa multinacional focada em projetos e comercialização de produtos
eletrônicos. Na logomarca da empresa, é posśıvel observar várias contribuições de retângulos,
circunferências e segmentos gerados a partir do número de ouro.

Figura 4.3: Criação da logomarca da empresa Apple

4.3.3 Pointless Corp.

A Pointless Corp. é um espaço criado dentro de uma empresa de consultoria para que os
funcionários trabalhassem em projetos experimentais, sem nenhuma relação com suas funções
na empresa e compromissos com os clientes.
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4.4.2 Mad Max

Figura 4.6: Posśıveis traçados auxiliares para a disposição dos elementos do Poster do filme
Mad Max

4.4.3 Ant-Man

Figura 4.7: Posśıveis traçados auxiliares para a disposição dos elementos do Poster do filme
Ant-Man
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