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Silva, T. D. Modelos para analise da forca critica de flambagem em arcos circulares.
Dissertagdo de Mestrado, Faculdade de Engenharia Civil, Universidade Federal de

Uberlandia, 2016. 112p.

RESUMO

Neste trabalho foram abordadas formulagdes para andlise da estabilidade estrutural de
arcos simétricos, com forma circular, por meio da determinacdo da forca referente ao
primeiro modo de flambagem (forca critica). Quatro condi¢des de carregamento foram
propostas para andlise: forca uniformemente distribuida na direcdo radial, forca
verticalmente concentrada no meio do vao, for¢a uniformemente distribuida ao longo do
vao e for¢a concentrada na direcdo radial. Trés modelos para andlise foram desenvolvidos
a partir das formulacdes, sendo um modelo teérico obtido pela resolucdo da equacdo
diferencial de deslocamento radial, um modelo matricial de analise por autovalor a partir
do Método das Focas Elasticas, e um modelo aproximado usando o Método dos Residuos
Ponderados e o Método de Galerkin. O modelo tedrico foi desenvolvido para andlise de
arcos triarticulados, biarticulados e biengastados, enquanto os demais modelos foram
voltados a anélise de arcos biarticulados. Para comparacdo dos resultados foram atribuidos
valores para o angulo de abertura do arco e relacdo flecha/vao a fim de caracterizar
coeficientes de flambagem, e realizada simulacdo numérica em programa computacional
baseado no Método dos Elementos Finitos. Foi constatado que os modelos propostos
forneceram resultados similares para a andlise de arcos biarticulados, e que a relacdo
flecha/vao proxima de 0,3 possibilita valores elevados para os coeficientes de flambagem
segundo as condi¢des de carregamento avaliadas, possibilitando ao arco maior eficiéncia
quanto a estabilidade. Também foi desenvolvido um programa computacional destinado a

determinagdo da forga critica de flambagem em arcos circulares.

Palavras-chave: Arco. Flambagem. Estabilidade estrutural. Coeficientes de flambagem.



Silva, T. D. Models for circular arches critical buckling load analysis. Msc

Dissertation, College of Civil Engineering, Federal University of Uberlandia, 2016. 112p.

ABSTRACT

This research presents formulations for structural stability analysis of symmetrical arches
with circular shape by determining the load related to the first buckling mode (critical
load). Four loading conditions were suggested for analysis: uniform distributed load in the
radial direction, concentrated load vertically in the middle of the span, uniform distributed
load in the span direction and radial concentrated load. Three models were formulated for
analysis, being a theoretical model obtained from the differential radial displacement
equation resolution, a matrix model with eigenvalue analysis obtained from the Elastic
Loads Method, and an approximate model using the Weighted Residual Method and the
Galerkin Method. The theoretical model was developed for three-hinged, two-hinged, and
hingeless arch analysis, while the others models were developed for two-hinged arch
analysis only. To compare the results were assigned values for the arch’s opening angle in
order to characterize buckling coefficients, and performed numerical simulation with Finite
Element Analysis software. The proposed models provide similar results for the analysis of
two-hinged arches, and the rise-to-span ratio almost 0.3 allows high values for buckling
coefficients evaluated according to the loading conditions, allowing the arch to be more
stability efficiently. It also has developed a software, which enables the critical buckling

load calculation of circular arches.

Keywords: Arches. Buckling. Structural Stability. Buckling coefficients.
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Carituro 1

InTRODUCAO

1.1 Consideracoes preliminares

Arcos sdo elementos estruturais caraterizados por barras curvas submetidas
predominantemente a esforcos de compressdo. Esses elementos permitem notoriamente

aliar eficiéncia mecanica com a beleza arquitetonica.

O uso de arcos nas construcdes civis tem ocorrido desde a Antiguidade, sendo suas
principais aplicacdes encontradas em pontes, coberturas e galpdes. Os primeiros arcos
foram construidos em pedra, alguns existentes até hoje, como os que foram utilizados para
suportar aquedutos romanos. Esses arcos, embora tenham apresentado -elevada
durabilidade, foram construidos para vencer pequenos vaos, uma vez que OS materiais
rochosos geralmente possuem baixa resisténcia a tracdo e o aumento do vao pode
ocasionar maior nivel de flexdo na estrutura. Atualmente os arcos sdo construidos em
madeira, aco, concreto, polimeros refor¢cados, ou em composi¢cdes que envolvem esses

materiais, podendo vencer vaos com centenas de metros.

Os arcos geralmente sdo executados para simular formas geométricas conhecidas, como
curvas circulares, parabodlicas, elipticas e catenérias. Preliminarmente, sdo concebidos para
coincidir com a forma da linha de pressdes da estrutura, quando € sujeito a acdo exclusiva
de esforcos normais. Nesse caso, os esforcos de forca cortante e flexao sdo nulos em todas
as secoes do arco. Porém, a coincidéncia entre a geometria do arco e a linha de pressdes

nao é aplicavel em diversas situacdes por afetar significantemente sua construcdo e
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estética, devido as variacdes dos tipos de agdes que geralmente atuam na estrutura, como

peso proprio, sobrecarga, vento, e, principalmente, cargas moveis no caso de pontes.

A configuracdo das condi¢des de contorno € outro aspecto que possui relevancia no
comportamento dos arcos, incluindo a quantidade de articulagcdes presentes no sistema. Na
Figura 1.1 sdo indicados trés dos principais sistemas de apoio de arcos, sendo apresentados
os sistemas triarticulado, biarticulado e biengastado. Apenas o sistema triarticulado é

isostatico, os demais sdo hiperestaticos.

Figura 1.1 — Arcos com diferentes formas de apoio

a) Triarticulado

b) Biarticulado

¢) Biengastado

Fonte: Autor

Quando um arco biarticulado ou triarticulado é submetido a acdo de forcas verticais
uniformemente distribuidas ao longo do vao, a forma parabdlica do eixo do arco garante
que somente forcas axiais de compressdo aparecam na se¢ao transversal. Dessa maneira, a
curvatura parabolica tem importancia direta na resisténcia do arco, que pode ser aplicada

em arcos de pontes e coberturas com bastante eficiéncia. J4 arcos com eixo em forma
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circular apresentam maior eficiéncia estrutural quando submetidos a pressdes radiais, como
mostrado por Litewka e Rakowski (1998). A forma circular também facilita a etapa

construtiva, pois o raio € constante ao longo da estrutura.

Na impossibilidade de curvatura, devido as propriedades geométricas ou de rigidez das
pecas, a estrutura interna do arco pode ser executada por meio de lamelas interligadas por
conectores, segundo Gesualdo e Riskowski (1999). Esse sistema € aplicavel principalmente
na constru¢do de arcos de madeira, podendo apresentar alta efici€éncia de acordo com a
disposi¢cdo dos conectores e das camadas de lamelas, sendo parte do sistema representado

na Figura 1.2.

Figura 1.2 — Arco formado por lamelas verticais

Fonte: Adaptado de Gesualdo e Riskowski (1999)

As estruturas em arco estdo sujeitas a efeitos de perda de estabilidade por flambagem,
devido aos esforcos preponderantes de compressdo atuantes na se¢do transversal. Assim, a
andlise da estabilidade estrutural ¢ um importante critério a verificar no projeto dessas
estruturas, principalmente quando hd a presenca de elementos esbeltos no sistema. Nesse
contexto, este trabalho apresenta um estudo relacionado a instabilidade de arcos circulares

por flambagem.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho € indicar modelos para andlise da estabilidade estrutural de
arcos por meio da determinagdo da forga critica de flambagem, avaliando a eficacia das

formulacoes e dos resultados alcancados.
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Além disso, é proposto o desenvolvimento de um programa computacional que possibilite
a determinacdo de parametros relacionados a flambagem de arcos circulares, e que tenha

uma interface simples e de facil acesso.

1.3 Metodologia

E proposta a analise de arcos com forma circular sujeitos a quatro condigdes de solicitagio:
forca uniformemente distribuida na direcdo radial, for¢ca verticalmente concentrada no
meio do vao, forca uniformemente distribuida ao longo do vao e for¢a concentrada na
direcdo radial. A andlise da forca critica de flambagem ¢ feita em fun¢do de coeficientes de
flambagem, que sdo propriedades adimensionais relacionadas a geometria do arco e

proporcionais as forcas criticas.

Trés modelos de andlise sdo formulados: um modelo teérico obtido pela resolucdo da
equacdo diferencial de deslocamento radial, referente a arcos circulares biarticulados,
biengastados e triarticulados; um modelo matricial de analise por autovalor elaborado a
partir do Método das Focas Elésticas para analise de arcos biarticulados; e um modelo
aproximado desenvolvido conforme a aplicacdo do Método dos Residuos Ponderados e o
Método de Galerkin, voltado também a analise de arcos biarticulados. O programa
computacional MATLAB® ¢ utilizado para auxiliar os calculos desenvolvidos nesse

contexto.

Adicionalmente, é apresentada simulacdo numérica no programa computacional ANSYS®

para comparag¢do dos resultados obtidos a partir do modelo tedrico.

1.4 Relevancia do tema e justificativas

A anélise de estabilidade € uma das etapas fundamentais da anélise estrutural, que por sua
vez € um dos procedimentos envolvidos no projeto de estruturas. Na anélise de estabilidade
elastica de uma estrutura estética, € verificado o maior nivel de solicitacdo possivel para
que sua condig¢do inicial de equilibrio ndo seja modificada abruptamente. Essa modificacao
abrupta do equilibrio é chamada de instabilidade ou perda de estabilidade, cuja ocorréncia

pode provocar grandes deformacdes na estrutura e conduzi-la a ruina.
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A teoria da estabilidade eléstica de arcos é abordada em livros sobre estabilidade estrutural,
sendo possivel citar notoriamente nesse contexto Timoshenko e Gere (1961), Bazant e
Cedolin (1991), e Sismites e Hodges (2006). Diversos conceitos envolvidos na anélise
estrutural de arcos sao indicados por Karnovsky (2012), inclusive principios de
estabilidade elastica. Porém, em muitos trabalhos somente € apresentada a analise de arcos
circulares sujeitos a acdo de for¢a uniformemente distribuida na direcdo radial, e outras

condicdes de carregamento ndo sdo avaliadas.

Em ambito nacional, é possivel afirmar que ha escassez de trabalhos voltados ao estudo da
estabilidade estrutural de arcos. As teses de doutorado de André (1984) e Junior (1989) sao

exemplos dos poucos trabalhos nacionais desenvolvidos a partir desse tema.

Apesar das publicagdes citadas, é perceptivel a necessidade de novas abordagens sobre o
tema, principalmente devido a andlise de arcos sujeitos a condi¢cdes de carregamento que
geralmente sdo pouco exploradas na literatura. Outro fator refere-se a importancia que a
andlise da estabilidade de estruturas representa no contexto da engenharia em termos de
seguranca, pois o colapso de estruturas devido a instabilidade pode ocasionar danos

materiais elevados e vitimas fatais.

1.5 Estrutura do trabalho

z

A partir do capitulo introdutério, o trabalho € constituido por sete capitulos e quatro

apéndices.

No Capitulo 2 sdo abordados conceitos fundamentais para analise de flambagem em arcos
circulares, a definicio da equacdo diferencial da linha eldstica para barras curvas e

consideracdes sobre modos de flambagem.

No Capitulo 3 € apresentada a formulacdo das forcas criticas de flambagem a partir da
resolucdo da equacgdo diferencial da linha eldstica para arcos circulares biarticulados,
biengastados e triarticulados, sendo esse modelo de andlise estabelecido como modelo
teérico. Também sdo indicadas informacdes a respeito do programa computacional

desenvolvido e baseado nesse modelo de anéalise.
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No Capitulo 4 € apresentada a formulacdo das forcas criticas de flambagem em arcos
circulares biarticulados a partir de conceitos matriciais baseados no Método das Forcas
Eléasticas e no Método de Smirnov. Esse modelo de andlise ¢ denominado modelo

matricial.

No Capitulo 5 € apresentada a formulacdo das forgas criticas de flambagem em arcos
circulares biarticulados a partir do Método dos Residuos Ponderados e Método de

Galerkin. Esse modelo de andlise é denominado modelo aproximado.

No Capitulo 6 sdo indicadas simula¢des numéricas para determinacdo da forga critica de
flambagem em arcos circulares biarticulados, biengastados e triarticulados no programa

computacional ANSYS.

No Capitulo 7 sdo discutidos os resultados alcancados e demais consideracdes sobre o

conteudo.

No Capitulo 8 s3o abordadas as conclusdes do estudo e recomendacdes para trabalhos

futuros.

No Apéndice A sdo verificados parametros geométricos relacionados a forma circular dos

arcos.

No Apéndice B sdo abordados tépicos sobre o Método das Forgas e sua aplicacdo em arcos

hiperestaticos.

No Apéndice C sao indicados fundamentos e aplicacdes do Método das Forgas Elasticas.
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CariTUuLO 2

REVISA0 BIBLIOGRAFICA

2.1 Instabilidade estrutural por flambagem

A instabilidade estrutural por flambagem € um fendmeno preocupante que deve ser evitado
no projeto de estruturas, uma vez que pode ocorrer ainda durante o regime elastico do
material. Nos arcos, a instabilidade ocorre por flambagem dentro ou fora do plano da
estrutura. A flambagem dentro do plano € associada a combinagdo entre esforcos de
compressao e flexdo, enquanto a flambagem fora do plano € caracterizada pela combinacao
entre esforcos de compressao, flexdo e torcao (ZIEMIAN, 2010). A flambagem fora do
plano pode ser evitada ao aplicar sistemas adequados para travamento, anulando possiveis

tor¢oes do arco.

A configuracdo da deformacdo referente a flambagem no préprio plano dos arcos pode
ocorrer de modo simétrico ou assimétrico com curvas espelhadas, conforme ilustrado na
Figura 2.1. A configuragdo resultante depende do tipo de solicitacdo suportada pelo arco e

suas condi¢Oes de contorno.

Segundo Xanthakos (2010), arcos simétricos submetidos a solicitacdes também simétricas
de pequena magnitude apresentam, inicialmente, perfil simétrico de deformacdo. O arco
eventualmente se torna instdvel de modo simétrico quando hd a possibilidade da curva
for¢ca-deslocamento alcangar o ponto limite (Figura 2.1a), cuja tangente se torna horizontal.
Apesar disso, o arco pode se tornar instavel de forma assimétrica caso haja a ocorréncia de

bifurcagdo na curva forca-deslocamento, ndo alcangando dessa forma o ponto limite. A
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forca critica de flambagem é, portanto, referente a forca associada ao ponto de bifurcacao

(flambagem assimétrica) ou ao ponto limite (flambagem simétrica).

Figura 2.1 — Instabilidade estrutural no préprio plano de arcos

a) Modo simétrico

Ponto limite

=

Forga

Deslocamento

Forga

b) Modo assimétrico

Bifurcacio

TN

Ponto limite

—

——

Deslocamento

Fonte: Adaptado de Xanthakos (2010)

Os conceitos referentes a flambagem de arcos s@o desenvolvidos a partir da teoria de

flexdo de barras curvas, que define a equacdo diferencial dos deslocamentos nessas

estruturas. Com a resolucdo dessa equacdo diferencial é possivel obter a forca critica de

flambagem.

2.2 Flexao de barras curvas com eixo circular

Os procedimentos para caracterizacao de flexdo de uma barra curva com eixo circular sdo

indicados por Timoshenko e Gere (1961), e sdo citados nessa se¢dao. Outros autores, como

Bazant e Cedolin (1991), Simitses e Hodges (2006) e Karnovsky (2012), também

demonstram procedimentos similares.

Supde-se que uma barra curva simétrica com eixo circular, compreendida entre o trecho

AB na Figura 2.2, é levemente flexionada em seu proprio plano. Assume-se que a

espessura da barra € pequena quando comparada a seu raio inicial, que € denominado por R

ao longo de qualquer ponto da barra. O raio de curvatura apds o deslocamento da estrutura

¢ definido por p e o Angulo de abertura até a linha central é representado, nesse caso, por 6.
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Figura 2.2 — Barra curva levemente flexionada

O
Fonte: Adaptado de Timoshenko e Gere (1961)

A relacdo entre a magnitude do momento fletor atuante, a rigidez flexional e a variacao na

curvatura da barra € expressa na Equacdo 2.1.

1 1 M ~
——— | = — Equagdo 2.1

Um elemento compreendido entre os pontos m € n na Figura 2.2 possui comprimento

inicial indicado na Equacdo 2.2 e curvatura inicial representada na Equacao 2.3.

ds=R-0 Equagdo 2.2
do _ 1 Equacdo 2.3
ds R

Uma vez que a barra € fletida, h4 a ocorréncia de deslocamentos radiais e tangenciais. Os
deslocamentos na direcdo tangencial sdo desconsiderados por terem intensidade muito
pequena para a configuracdo levemente deformada. O sinal positivo serda aplicado aos

deslocamentos radiais quando estes forem direcionados ao centro de curvatura.

A curvatura ap6s a flexdo da barra € definida na Equagao 2.4, de forma andloga a Equacao
2.3.
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1 do + Ade
- = — Equagdo 2.4

P ds + Ads

Sendo que ds + Ads representa o comprimento do elemento mn;, e df + Adf € a curvatura

entre ambos os pontos. Os elementos mn e mn; sdo melhor representados na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Elementos mn e mn,

"_/'
do /)
T/

vk dw | dw 74
I c 5 s
ds Tdst

w

Fonte: Adaptado de Timoshenko e Gere (1961)

O angulo dw/ds é abrangido entre a reta perpendicular ao raio e a tangente tracada com

relacdo ao ponto m; (Figura 2.3). O pequeno angulo Ad6, referente a n;, € indicado na

Equacio 2.5.
dw dzw

AdB = — + —— - ds Equagdo 2.5
ds d52

Uma vez que dw/ds é considerado muito pequeno para a leve variagdo no comprimento dos

elementos, o angulo Adf pode ser novamente exposto na Equacéo 2.6.
d'w ~
Ado = — -ds Equagdo 2.6

O comprimento do elemento mn; € identificado geometricamente com base nas Figuras

2.2 2.3 (Equacao 2.7).
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dSminl = ds+Ads = (R—w)-de Equagao 2.7

A variacdo de comprimento Ads € apresentada na Equacdo 2.8, desenvolvida a partir da

Equacido 2.3 e da Equacdo 2.7.

Ads = —w-do
Equacido 2.8
w-ds
Ads = —
R

A Equagdo 2.9 € alcancada ao substituir Adf (Equagdo 2.6) e Ads (Equagdo 2.8) na

expressao da curvatura apds a flexao da barra (Equacao 2.4).

2

d

do + —V; . ds
1 ds
P w

ds - (1 - Ej Equacdo 2.9
1 1 w d2w
—=—-|1l+=|+—
p R R ds’

A Equacgado 2.10 € determinada a partir da substituicdo da Equacdo 2.9 na expressdo que
relaciona a variacdo da curvatura com o momento atuante (Equagdo 2.1), sendo o

deslocamento representado em fun¢do da variavel de comprimento ou da variavel angular.

d2W W M
St TR
ds R E-1
Equacido 2.10
4w M. R?
—2 +wW = -
dO E * I

Segundo Timoshenko e Gere (1961), a Equacao 2.10 € considerada a equacgdo diferencial
da elastica de barras curvas fletidas com eixo circular. E importante verificar que quando R
tende ao infinito, a elevacdao do arco tende a zero e a Equacgdo 2.10 recai na equacio

diferencial da elastica para barras prismaticas.
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CariTurLo 3

F orMULACA0 DO MODELO TEORICO

3.1 Introducao

Nos arcos circulares a forca critica de flambagem pode ser obtida conforme a resolucdo da
equacdo diferencial da elastica de barras curvas fletidas com eixo circular, em que a

magnitude da forc¢a € isolada.

Dessa forma, nessa secdo sdo obtidas as forgas criticas de flambagem em arcos circulares
submetidos a for¢a uniformemente distribuida na direcdo radial e a forca verticalmente
concentrada no meio do vdo. Sdo analisados arcos biarticulados, biengastados e
triarticulados. As propriedades do material e da geometria da secdo transversal sdo
consideradas constantes. As componentes das reagdes nas extremidades dos arcos
hiperestaticos (biarticulados e biengastados) foram determinadas a partir do Método das

Forcas, que é abordado na Apéndice B.

3.2 Forca uniformemente distribuida na direcao radial

3.2.1 Arco biarticulado

Considerado um arco circular e simétrico com extremidades articuladas, submetido a for¢a
uniformemente distribuida na direcao radial, o provavel primeiro modo de flambagem € de
natureza assimétrica conforme ilustrado na Figura 3.1 pela linha tracejada. Nessa hipdtese
€ considerado que ha inflexdo da curva no ponto médio, referente ao ponto mais alto do

arco (coroa).
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Figura 3.1 — Flambagem de arco circular biarticulado submetido a forca uniformemente distribuida
na direcdo radial

Fonte: Autor

A geometria inicial do arco € funicular a for¢a distribuida, logo o arco € internamente
solicitado por compressdo pura. O descolamento radial w em direcdo ao centro € indicado
na Equagdo 3.1, considerando o momento originado a partir do esfor¢co axial de

compressao e o proprio deslocamento radial apos a solicitacao da estrutura (Equagao 3.2).

d2W N N-w- R2

B L A ——— Equagdo 3.1
d62 E-I

M=N-w Equacdo 3.2

A variavel N refere-se ao esfor¢o axial de compressao atuante no arco e € representado na

Equacido 3.3. Neste caso, o esfor¢o axial é constante ao longo de todo o arco.

N=gq-R Equacdo 3.3

Para simplificacdo, a notacao apresentada na Equacdo 3.4 é adotada para uma constante k.
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2
N-R
2= 14
E-1 Equacdo 3.4
3
-R
k=143
E-1

—+k7T-w =0 Equacdo 3.5

A Equacio 3.6 € considerada a solucdo geral do deslocamento na direcdo radial, obtida por

meio da resolucdo da Equacdo Diferencial Ordinaria (EDO) apresentada na Equacgao 3.5.
w = A-sen(k-0) + B-cos(k-0) Equacdo 3.6

Devido as articulacdes, o deslocamento radial é nulo em ambas as extremidades (w = 0).
Na extremidade esquerda, tem-se que 8 = 0 e, consequentemente, B = 0. Na extremidade
direita, o angulo € representado por 8 = a e deve satisfazer a condicdo w = 0. Se A =0, a
solucdo € dita trivial, logo € desconsiderada. Se A ndo € um ndmero nulo, entdo o seno
deve ser igual a zero para atender a condi¢do (Equagdo 3.7). O menor valor atribuido a k é
indicado na Equagdo 3.8, para que o seno do angulo e, portanto, o deslocamento radial

sejam nulos nas extremidades e na metade do arco.

sen(a - k) =0 Equagdo 3.7
k = z Equacio 3.8
(04

A obtencdo da Equagdo 3.9 ocorre com a substitui¢do da constante k na Equacgao 3.8 pelo
que foi atribuido na Equacgdo 3.4, e também pelo isolamento da for¢a distribuida. Tal forga,

que passa a ser denominada por ¢.,, € considerada a forca critica de flambagem.

E-1 [r?
Qor = IR 1 Equacgio 3.9
R o



Capitulo 3 — Formulagio do modelo teérico 24

3.2.2 Arco biengastado

Se as extremidades fossem engastadas, o procedimento para determinacdo da forca critica
de flambagem € adotado a partir do esquema considerado na Figura 3.2. As varidveis N e Q

representam os esforcos axiais e de cisalhamento, respectivamente.

Figura 3.2 — Flambagem de arco circular biengastado submetido a forca uniformemente distribuida
na direcdo radial

a) Situacdo de carregamento

Fonte: Autor
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A expressao geral do momento fletor é definida na Equacdo 3.10, considerando a anélise a

partir da metade do arco.

M=N-w—Q-R-sen(0) Equacdo 3.10

A equagdo diferencial da curva de deflexdo para esse caso € definida na Equagdo 3.11.

<

Equagdo 3.11

[\

42 [N-W-RZ—Q-R3-sen(9)j
W= -
de E'I

A Equacao 3.11 ¢é simplificada usando a notacdo k indicada na Equagado 3.4, resultando na

Equacdo 3.12.

dw 2 Q-R3-sen(e)
W = ~
> E-1 Equacgdo 3.12

A solucdo geral da EDO (Equagdo 3.12) € expressa na Equagdo 3.13.

Q- R3 -sen(0)

w:A-sen(k-e)+B-cos(k-e)+( ) Equacdo 3.13
k“—1)-E-1

As condi¢des de contorno do sistema sdo indicadas na Equacgao 3.14.

w=C( paa 06 =0

Equacido 3.14

dw

w=—=0 paa 0 =aqa
do

Conforme a primeira condi¢do verificada na Equacdo 3.14, tem-se B = 0. As demais

substitui¢des sdo reveladas na Equacgado 3.15.

Q- R3 -sen(a)

A -sen(k -a) + (kz_l)‘E.I

=0

Equacdo 3.15
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Q- R3 - cos(a)

A-k-cos(k-a)+ (kz_l).E'I

=0

A Equacido 3.16 € obtida a partir da Equacdo 3.15 ao isolar uma expressao na outra. Pode-
se notar que ndo € necessario conhecer o esforco de cisalhamento para a resolugdao do

sistema de equacdes.

k - tan(a) - cot(k - o) = 1 Equacio 3.16

Valores para k podem ser obtidos conforme seja atribuida a magnitude do angulo de

abertura. Na Tabela 3.1 sdo indicados alguns valores para k de acordo com esse critério.

Tabela 3.1 — Valores de k conforme a

a 15° 30° 45° 60° 75° 90°
k 17,183 8,621 5,782 4,375 3,542 3,0

Fonte: Adaptado de Karnovsky (2012)

No arco biengastado submetido a forca uniformemente distribuida na direcdo radial o
esfor¢co normal atuante € o mesmo (Equagado 3.3). Dessa forma, a Equacao 3.17 € obtida ao
substituir o valor de k na Equacdo 3.4 e isolar a forg¢a distribuida, agora também

denominada por ¢, € que se refere ao menor valor critico para a ocorréncia de flambagem.

E-I
Jer = —— - (k2 - 1) Equagdo 3.17
R3

3.2.3 Arco triarticulado

No caso do arco triarticulado submetido a forca uniformemente distribuida na direcao
radial (Figura 3.3), ao contrario dos arcos biarticulados e biengastados, o primeiro modo

predominante de flambagem ¢é considerado simétrico (KARNOVSKY, 2012).
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Figura 3.3 — Flambagem de arco circular triarticulado submetido a forca uniformemente distribuida
na direcdo radial

Fonte: Autor

A forga critica de flambagem, no caso do arco triarticulado, € indicada na Equacdo 3.18.
Equacido 3.18

A variavel n pode ser obtida numericamente pela relagdo indicada na Equacdo 3.19, em

funcdo do angulo de abertura.

tan(n) — tan(a ) —
—(ﬂ) 1-4. —( (@) ~a) Equagdo 3.19
3 3
n (04
Valores para # sdo identificados na Tabela 3.2 de acordo com alguns intervalos atribuidos

ao angulo de abertura.

Tabela 3.2 — Valores de # conforme a

15°

30°

45°

60°

75°

90°

1,369

1,387

1,417

1,458

1,510

1,571

Fonte: Adaptado de Karnovsky (2012)
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3.2.4 Coeficientes de flambagem

As Equagoes 3.9, 3.17 e 3.18 podem ser simplificadas, sendo os termos indicados entre
parénteses substituidos pelo coeficiente de flambagem vy; (Equacgdo 3.20). Coeficientes de

flambagem também sdo descritos como forgas criticas adimensionais.
Qer = 71 —— Equacgido 3.20

A forga critica de flambagem em funcao de outro coeficiente de flambagem (K;) € indicada
na Equacdo 3.21. O coeficiente de flambagem K; é considerado mais adequado para
padronizar a analise da forca critica de acordo com o angulo de abertura ou a relagdo
flecha/vao do arco, uma vez que a variacdo do coeficiente corresponde fielmente a
variacdo da forca. Ambos os coeficientes sdo parametros adimensionais.

ger = K1 - E Equacdo 3.21

L3

O coeficiente K; pode ser obtido a partir do coeficiente y; (Equagdo 3.22), considerando a

equivaléncia do raio pelo vao na Equacao 3.20.
Ki=8-71- (5&11(:1‘}}3 Equacdo 3.22

Na Tabela 3.3 sdo verificados diversos valores para os parametros v; € K; em funcdo do
angulo de abertura a e da relacdo flecha/vao, agrupados entre as condi¢des de contorno
analisadas. Os valores foram atribuidos de maneira que a variacdo do angulo de abertura
total ndo superasse 30° e 0,1 no caso da relacdo flecha/vao. As abreviacdes BIE, BIA e
TRI sao utilizadas para indicar os arcos biengastados, biarticulados e triarticulados,
respectivamente. E observado que quanto maior a quantidade de articulacdes no sistema,
menor € o coeficiente K; e, consequentemente, a forga critica de flambagem para um

mesmo angulo de abertura.
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Tabela 3.3 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico para arcos
circulares submetidos a forca uniformemente distribuida na direcao radial

K,
2a FIL Y1 1

graus BIE BIA TRI BIE BIA TRI
30,00 | 0,0658 | 294,26 143,00 108,38 | 40,81 19,83 15,03
45,24 | 0,1000 129,21 62,32 47,64 | 58,81 28,37 21,68
60,00 | 0,1340 73,32 35,00 27,07 | 73,32 35,00 27,07
87,21 0,2000 34,55 16,04 12,81 | 90,67 42,10 33,61
90,00 | 0,2071 32,43 15,00 12,02 | 91,73 42,43 34,00
120,00 | 0,2887 18,14 8,00 6,75 94,26 41,57 35,09
123,86 | 0,3000 17,01 7,45 6,34 | 93,50 40,93 34,86
150,00 | 0,3837 11,55 4,76 4,32 83,24 3432 31,17
154,64 | 0,4000 10,86 4,42 4,06 80,67 32,83 30,14
180,00 | 0,5000 8,00 3,00 3,00 | 64,00 24,00 24,00

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 3.3 para o coeficiente de flambagem K; também sdo
representados no grafico da Figura 3.4, em que € tracada sua curva de variacdo em fun¢do
da relacdo flecha/vio para cada classe de arco. E importante notar que se fossem ilustrados
os valores de 7y;, a variacdo das curvas indicadas no grifico seria decrescente e ndo
corresponderia a varia¢do proporcional da forga critica de flambagem conforme o angulo

de abertura ou a relagao flecha/vao do arco.

Figura 3.4 — Coeficiente de flambagem K; em funcdo da relagado flecha/vao
100,00 T

o0, 00 <

000

T 4

0,00 0,05 L8 (1] 0,15 020 025 030 0,35 040 043 050
fFIL

—fr—Arco biengestads == Arco HarSculade =@ Arco tiamiculado

Fonte: Autor
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3.3 Forca verticalmente concentrada no meio do vao

No caso de arcos circulares solicitados por for¢a verticalmente concentrada no meio do
vao, o processo para determinacdo da forca critica de flambagem € similar ao que foi

fundamentado na situac¢do de carregamento anteriormente indicada.

Ao contrario do caso anterior, porém, a acdo da forca concentrada provocard momento
fletor de primeira ordem nas se¢des do arco. Para andlise da estabilidade elastica, no
entanto, € adotada a hipétese de que esses momentos de primeira ordem sdo
desconsiderados na resolu¢do da equacdo diferencial do deslocamento radial, uma vez que

sua influéncia pode ser pequena na determinacao da forga critica (XU et al., 2014).

3.3.1 Arco biarticulado

Para o arco biarticulado submetido a forca verticalmente concentrada no meio do vao
(Figura 3.5), a equacdo do deslocamento radial é a mesmo que a indicada na Equacgdo 3.6.

O momento fletor atuante também pode ser definido como M = N - w.

Figura 3.5 — Flambagem de arco circular biarticulado submetido a forca concentrada no meio do
vao

Fonte: Autor
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O esfor¢o normal critico que atua no arco € indicado na Equacdo 3.23. Essa equagdo pode

ser obtida a partir da Equac@o 3.4 e da Equacgdo 3.8, apds a resolugcdo da EDO verificada na

Equacao 3.5.
E-1 [x°
Ng = — | — -1 Equacdo 3.23
2 2
R o

O esfor¢o normal critico ocorre nas extremidades do arco biarticulado submetido a forca

concentrada verticalmente no meio do vao e € indicado na Equacéo 3.24.
N = V-sen(a)+ H- cos(a) Equacdo 3.24

As reagdes de apoio sdo iguais nas duas extremidades devido a simetria da estrutura e do
carregamento atuante. As componentes nas dire¢des vertical e horizontal da reagdo em
uma das extremidades do arco sdo verificadas na Equacdo 3.25, obtidas a partir do Método

das Forgas.

P
V=—
2
Equacio 3.25
(2 -cos(a) —3- cos(oc)2 —a-sen(2-a)+ 1)

4.0 —3-sen(2-a)+2-a -cos(2-a)

H=P-

Por meio dos parametros indicados nessas equagdes, a forca concentrada P pode ser
isolada em funcdo das propriedades fisicas e geométricas do arco na Equagdo 3.23,
resultando na Equagdo 3.26. Essa forca passa a ser denominada por P, e corresponde ao

primeiro modo de flambagem do arco.

- ) -
Y
I
E-1 2
. ¢ Equacao 3.26

R sen(a ) N cos(a)~(2-cos(a) —3-c0s(a)2—oc -sen(2-a) + 1)
2 4-0 —-3-sen(2-a)+2-a-cos(2-a)
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3.3.2 Arco biengastado

Se as extremidades do arco fossem engastadas (Figura 3.6), nesse caso as componentes da
reacdo nas dire¢des vertical e horizontal sdo verificadas na Equacdo 3.27, bem como o

momento de engaste. Esses parametros também sdo obtidos com a aplicagdo do Método

das Forgas.

P
V=—

2
H=P (Cos(a)_l).(a_2'Sen(a)+0t'COS((x))

) E 40 3.27
4-cos(@)’+2-a>+2 o sen(a) - cos(a) — 4 quago
aj + bj
My = P- 1 1
Ci

Figura 3.6 — Flambagem de arco circular biengastado submetido a forca concentrada no meio do
vao

Fonte: Autor

Para efeito de simplificagdo, as constantes aj, b; e ¢; sdo indicadas na Equacdo 3.28,

respectivamente.
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aj = —2R(cos(a) - COS(O,)z - (:os(oc)3 + cos(a )4 + a2 . c:os(oc)3 —a -sen(a ))
2 3 2 ~
b; = 2R(—a +oa” -sen(a)+2-a -sen(a) -cos(a) —a - sen(a) - cos(a) ) Equagdo 3.28

ci=2-sen(2-a) -5« —sen(4-a)+a-cos(2-a)2+4-a3+4-a~cos(2-<x)

No arco biengastado sujeito a esse carregamento, o esfor¢co normal critico também ocorre
nas extremidades e € definido igualmente pela Equacdo 3.24. O esfor¢o normal critico é
indicado na Equacdo 3.29, a partir da Equacao 3.4.
E-1 2 .
Ner = — - \km =1 Equacdo 3.29
R2

A variédvel k é obtida de acordo com a resolu¢cdo numérica da Equacio 3.16, como indicado

na se¢do anterior.

A forca concentrada P pode ser isolada em funcdo das propriedades fisicas e geométricas
do arco biengastado pela substituicdo do esfor¢o normal na Equacdo 3.29, resultando na

Equacao 3.30.

E-1 (k2-1)

R2 sen(a) N (cos(a )2 — cos(a)) ‘(o —2-sen(a) +a -cos(a)) Equacdo 3.30
2

4-COS(a)+2-a2+2~a -sen(a) - cos(a) — 4

3.3.3 Arco triarticulado

No caso do arco triarticulado (Figura 3.7), as componentes da reacdo nas direcdes vertical

e horizontal sdo verificadas na Equacdo 3.31.

P
V=—
2
Equacao 3.31
sen(o )

2 —2cos(a)
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Figura 3.7 — Flambagem de arco circular triarticulado submetido a forca concentrada no meio do
vao

Fonte: Autor

O esfor¢co normal nas extremidades também é definido pela Equagao 3.24 no caso do arco
triarticulado. O esfor¢co normal critico € indicado na Equagao 3.32, a partir da Equacao 3.4,

substituindo a varidvel k pelo mesmo que foi admitido na Equacgao 3.18.

2
Ng = E [2_71) -1 Equagdo 3.32

A variavel 5 € obtida de acordo com a resolucio numérica da Equagdo 3.19, como

verificado na secio anterior.

A forca concentrada P pode ser isolada em fungao das propriedades fisicas e geométricas

do arco triarticulado (Equacao 3.33), pela substitui¢do do esforco normal na Equacao 3.32.

2
4
B
Py = E'I- a Equacio 3.33
R2 sen(a ) N sen(a ) - cos(a)
2 2 —2cos(a)
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3.3.4 Coeficientes de flambagem

Em geral, as mesmas considerac¢des indicadas para o coeficiente de flambagem no caso do

arco submetido a for¢ca uniformemente distribuida na direcao radial também sao validas.

As Equacdes 3.26, 3.30 e 3.33 podem ser simplificadas, sendo os termos indicados entre

parénteses substituidos por y, (Equacao 3.34).

Per = 72- —,J Equagdo 3.34

R

A forca critica em funcdo de outro coeficiente de flambagem K, € indicada na Equacdo

3.35.

E-1 ~
Per = Koo — Equacao 3.35
2
L
O coeficiente K, pode ser obtido a partir do coeficiente y, (Equagdo 3.36), considerando a

equivaléncia do raio pelo vao na Equacao 3.34.
2
K2 = 4-~2 - (sen{ny))” Equacao 3.36

Valores referentes ao coeficiente de flambagem K, sdo observados na Tabela 3.4 para as
condi¢des de contorno analisadas, determinados a partir da atribuicdo de valores para o
angulo de abertura o e a relacdo flecha/vao.

Tabela 3.4 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo teérico para arcos
circulares submetidos a forca concentrada verticalmente no meio do vao

2a FIL 72 K;
graus BIE BIA TRI | BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 82,50 47,91 28,54 | 22,11 12,84 7,65
45,24 | 0,1000 54,91 31,48 18,84 | 32,49 18,63 11,15
60,00 | 0,1340 41,61 23,43 14,51 | 41,61 23,43 14,51
87,21 0,2000 29,04 15,59 10,25 | 55,25 29,66 19,50
90,00 | 0,2071 28,20 15,05 9,96 56,40 30,10 19,92
120,00 | 0,2887 21,71 10,69 7,80 65,13 32,07 23,40
123,86 | 0,3000 21,12 10,27 7,61 65,77 31,98 23,70
150,00 | 0,3837 18,07 7,94 6,63 6744 29,63 24,74
154,64 | 0,4000 17,67 7,60 6,49 67,27 28,94 24,71
180,00 | 0,5000 16,00 6,00 6,00 64,00 24,00 24,00

Fonte: Autor
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De forma anéloga, os valores indicados na Tabela 3.4 para o coeficiente K, também sdao
representados no grifico da Figura 3.8, cuja variacdo é dada em fung¢do da relacdo

flecha/vao.

Figura 3.8 — Coeficiente de flambagem K, em funcdo da relagdo flecha/vao

80,00 I I
L:
K3 = Per-
2 or E 1l
70,00 H
60,00 P/"
50,00 /

K 40,00 A/

/
o el

0,00

000 005 010 015 020 025 030 035 040 045 0,30
Sf/L

Doyl

/
/-—’
/ﬂ"’

—— Arco biengastado —l— Arco biarficulado —@— Arco triarficulado

Fonte: Autor

3.4 Forca uniformemente distribuida ao longo do vao

No caso de arcos circulares submetidos a acdo de forca uniformemente distribuida ao
longo do va@o, o processo para determinagdo da forca critica de flambagem também é

similar ao que foi descrito anteriormente.

Assim como no caso anterior, a forca distribuida provocard momento fletor nas se¢des do
arco. Neste caso, também ¢é adotada a hipotese em que esses momentos de primeira ordem

sdo desconsiderados na resolucao da equacdo diferencial do deslocamento radial.
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3.4.1 Arco biarticulado

Para o arco biarticulado submetido a for¢ca uniformemente distribuida ao longo do vao
(Figura 3.9), a equacdo diferencial do deslocamento radial é a mesma que a apresentada na

Equacdo 3.5.

Figura 3.9 — Flambagem de arco circular biarticulado submetido a forca uniformemente distribuida
ao longo do vdo

q

Fonte: Autor

O esforco normal critico que atua no arco equivale ao mesmo indicado na Equacdo 3.23.
Nesse caso, o esforco normal critico ocorre nas extremidades do arco biarticulado, sendo

também indicado na Equacdo 3.24.

As reacdes de apoio sao iguais nas duas extremidades devido a simetria da estrutura e do
carregamento atuante. As componentes nas direcdes vertical e horizontal das reagdes sao

indicadas na Equacdo 3.37.
V =q-R:-sen(a)

6-a - COS(a)3 —7-sen(a) - COS(a)2 —3-a -cos(a)+4-sen(a) Equacdo 3.37

H=q- R
12 - a ‘COS(OL)Z—18'Sen(a)~COS(0L)+6‘oc
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Por meio dos parametros indicados nessas equagdes, a for¢a distribuida ¢ pode ser isolada
em fun¢do das propriedades fisicas e geométricas do arco na Equacdo 3.23. A Equacdo

3.38 ¢ obtida, e a forca denominada por ¢, corresponde ao primeiro modo de flambagem

do arco.
{ 2 j
L
E-1 2 ~
Qor = — - ¢ Equagio 3.38
3 3 2
R 60 - cos(a)” —7sen(a) - cos(a)” —3a - cos(a) + 4sen(a)

sen(m)2 + cos(a) -

12 - a ~cos(a)2— 18 - sen(a) - cos(a) + 6 - a

3.4.2 Arco biengastado

Se as extremidades do arco fossem engastadas (Figura 3.10), nesse caso as componentes da
reacdo nas direcdes vertical e horizontal sdo verificadas na Equagdo 3.39, assim como o

momento de engaste.
V =q-R:-sen(a)

‘ 3-cos(a)3+ 2-a -sen(a)-cos(a)2—3-cos(a)+ o -sen(a)

Aok 2 2 Equagio 3.39
12-cos(a)” +6-a -sen(a) -cos(a) +6-a” —12 quagao J.

-R2- aj + b;

Mo = q -
1

As constantes aj, b; e ¢; sdo indicadas na Equacao 3.40 para efeito de simplificacdo.
2 2
aj = 12a” - cos(2a) — 16cos(2 - a) + 5cos(2a)

bj = —14a - sen(2a) + asen (4o ) + 11 Equacio 3.40

¢ = 24-(2c05(20) + 202 + o - sin(2a) —2)
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Figura 3.10 — Flambagem de arco circular biengastado submetido a for¢ca uniformemente
distribuida ao longo do vao

Fonte: Autor

No arco biengastado sujeito a esse carregamento, o esfor¢co normal critico também ocorre
nas extremidades e é definido igualmente pela Equagdo 3.24. O esfor¢o normal critico é
indicado na Equacdo 3.29, a partir da Equacgdo 3.4. A varidvel k é obtida de acordo com a

resolucao numérica da Equacgdo 3.16, como indicado anteriormente.

A forc¢a concentrada g pode ser isolada em funcdo das propriedades fisicas e geométricas
do arco biengastado pela substituicdo do esfor¢co normal na Equacgdo 3.29, resultando na

Equacao 3.41.

E-1 (k2 - 1) ~

Qo = —~ 2 3 5 Equacgdo 3.41
R 3cos(a) + 2a sen(a) - cos(a)” —3cos(a)” + o sen(a ) cos(a)

2

12 cos(a)’+6 - a - sen(a) - cos(a) + 6 - —12

sen(a )2 +

3.4.3 Arco triarticulado

No caso do arco triarticulado (Figura 3.11), as componentes nas dire¢des vertical e

horizontal da reagdo em uma das extremidades sao verificadas na Equacdo 3.42.
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V =q-R:-sen(a)

cos(a) + 1

H=q-R >

Equagdo 3.42

Figura 3.11 — Flambagem de arco circular triarticulado submetido a for¢a uniformemente

distribuida ao longo do vao

q

Fonte: Autor

O esfor¢o normal nas extremidades do arco triarticulado também foi definido na Equacao

3.24, e a resolug¢do do esforco normal critico indicada na Equagdo 3.32. Valores para a

varidvel 7 sdo obtidos de acordo com a resolu¢do numérica da Equacdo 3.19, como

verificado anteriormente.

A forc¢a concentrada P pode ser isolada em fun¢do das propriedades fisicas e geométricas

do arco triarticulado a partir da substitui¢do do esfor¢co normal na Equacgdo 3.32, resultando

na Equacdo 3.43.

2
4
o
E-I o
o = 3 >
R cos(a)” + cos(a)

sen(o )2 +

2

Equacdo 3.43
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3.4.4 Coeficientes de flambagem

Em geral, as mesmas consideragdes indicadas para o coeficiente de flambagem nos casos

anteriores sdo validas.

As Equacodes 3.38, 3.41 e 3.43 podem ser simplificadas, sendo os termos indicados entre

parénteses substituidos por y; (Equacao 3.44).

E-

Qer = T3 3 Equacgido 3.44

—i

A forca critica em funcdo de outro coeficiente de flambagem K3 € indicada na Equacgdo

3.45.

E-1

qer = K3+ — Equacdo 3.45
R3

O coeficiente K3 pode ser obtido a partir do coeficiente y; (Equagdo 3.46), considerando a

equivaléncia do raio pelo vao na Equacao 3.44.
K3 =8-73-(sen (n‘}}3 Equacio 3.46

Valores referentes ao coeficiente de flambagem K3 s@o observados na Tabela 3.5 para as
condi¢des de contorno analisadas, determinados a partir da atribuicdo de valores para o
angulo de abertura o e a relacdo flecha/vao.

Tabela 3.5 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico para arcos
circulares submetidos a forca uniformemente distribuida ao longo do vao

K.
2a fIL 73 3

graus BIE BIA TRI BIE BIA TRI
30,00 | 0,0658 | 289,90 141,10 106,70 | 40,21 19,57 14,80
45,24 | 0,1000 124,80 60,48 46,03 | 56,81 27,53 20,95
60,00 | 0,1340 69,30 33,33 25,57 | 69,30 33,33 25,57
87,21 0,2000 31,41 14,78 11,65 | 82,43 38,79 30,57
90,00 | 0,2071 29,39 13,78 10,89 | 83,13 38,98 30,80
120,00 | 0,2887 16,13 7,23 6,00 83,81 37,56 31,18
123,86 | 0,3000 15,13 6,73 5,64 83,15 36,99 31,00
150,00 | 0,3837 10,54 4,40 394 | 7599 31,72 284l
154,64 | 0,4000 10,00 4,12 3,74 | 74,29 30,61 27,78
180,00 | 0,5000 8,00 3,00 3,00 | 64,00 24,00 24,00

Fonte: Autor
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De forma analoga, os valores indicados na Tabela 3.5 para o coeficiente K3 também sio
representados no grafico da Figura 3.12, cuja variacdo é dada em funcdo da relacdo

flecha/vao.

Figura 3.12 — Coeficiente de flambagem K; em func¢ao da relacio flecha/vao

90,00 | |
- / E\*ﬂ\Kz —=
70,00 -

60,00
4

20,00
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—&—Arco biengastado  —fl- Arco biarficulade  —@— Arco triarficuladoe

Fonte: Autor

3.5 Forca concentrada na direcio radial

No caso de arcos circulares submetidos a a¢do de for¢a concentrada agindo na direcdao
radial em uma posi¢cdo cuja referéncia € o centro de curvatura, o processo para

determinacdo da forga critica de flambagem também é similar ao que foi descrito

anteriormente para os demais casos.

Assim como nas duas situagdes anteriores, a a¢do do carregamento provocara momento
fletor nas secOes do arco. Neste caso, também € adotada a hipotese em que esses momentos
de primeira ordem sdo desconsiderados na resolucdo da equacdo diferencial do

deslocamento radial.

E necessério observar que quando o angulo que define o ponto de aplicac@o da forga é nulo
(¢ = 0), tem-se como condicdo de carregamento a forca verticalmente concentrada no meio

do vao, j4 abordada anteriormente.
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3.5.1 Arco biarticulado

Para o arco biarticulado submetido a for¢a concentrada na direcdo radial (Figura 3.13), a

equacgao de deslocamento radial € a mesma que a apresentada na Equacao 3.5.

Figura 3.13 — Flambagem de arco circular biarticulado submetido a for¢ca concentrada na direcao
radial

Fonte: Autor

O esfor¢o normal critico que atua no arco equivale ao mesmo indicado na Equagdo 3.23.
Nesse caso, o esforco normal critico ocorre na extremidade do arco biarticulado mais
proxima ao ponto de aplicacdo da forca concentrada, sendo indicado na Equagdo 3.47. As
componentes das reacoes com indice 1 (V; e H;) sdo referentes ao apoio mais proximo do
ponto de aplicagdo da forca concentrada, enquanto as demais reagdes com indice 2 (V; e

H,) sao decorrentes do outro apoio.

N; = Vi -sen(a) + Hjy - cos(a) Equagdo 3.47

As componentes nas direcOes vertical e horizontal das reagdes na extremidade mais

proxima ao ponto de aplicagdo da forca s@o verificadas na Equacao 3.48.
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v, = p.Salete)
2 -sen(a)
Equagdo 3.48
A; + B;
G

Os parametros A;, B;i e C; s@o indicados na Equacdo 3.49, sendo os dois primeiros
influenciados pelo angulo que define o ponto de aplicacdo da for¢a concentrada, enquanto

no dltimo os termos sao constantes.

Aj = 4sen(2a) —3sen(3a + ¢) —sen(a —¢) + 2sen(a + ¢ ) + 20 - cos(a + ¢)
Bi = 2¢ -cos(a + ¢) —4a -cos(a —¢) + 20 - cos(3a +9) —2¢ - cos(o — @) Equagdo 3.49

C;=8-: (3 cos(a )3 —3cos(a) + a -sen(a) + 2a - sen(a ) -COS(oc)Z)

Por meio dos parametros indicados nessas equagdes, a forca concentrada P pode ser
isolada em funcdo das propriedades fisicas e geométricas do arco na Equagdo 3.23. A
Equacdo 3.50 € obtida, e a for¢a passa a ser denominada por P, correspondendo ao

primeiro modo de flambagem do arco.

_ ) 5 _
-~ 1
P - E-1I o Equagio 3.50
o = .
R2 sen(o + ¢) N (Ai + Bi) - cos(a)
i 2 C; i

3.5.2 Arco biengastado

Se as extremidades do arco fossem engastadas (Figura 3.14), nesse caso as componentes da
reacdo nas direcOes vertical e horizontal sdo verificadas na Equagdo 3.51, assim como o
momento de engaste.
A.+B.+C.+D. +E.
1 1 1 1 1

V. = 8P
1 F +G,

Equacao 3.51
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X +Y. +Z.
1 1 1
H, =-P
1 0.
1
a.+b.+c.+d.+e. +f.
1 1 1 1 1 1
M1=P-R

i

Figura 3.14 — Flambagem de arco circular biengastado submetido a for¢ca concentrada na direcio
radial

Fonte: Autor

Os parametros relacionados a componente vertical V; sdo indicados na Equacao 3.52.

A, = 205 (0) 05 () — 405 (@) 005 () + 2-00s (00)-c05 () + 2-c0s (@) ~sen (00)-sen ()

B, = ~2.cos (@) sen(0)-sen(p) — 2-0-005(¢)-sen(e) — 2:¢-c0s (¢)-sen (1) — a-cos (o) -sen(p)

C, = a0 (9)-sen(@) + a:005(0)-sen(9) — o3 (@) c0s () + o™ 9-c0s (9)-sen (@)

D, = a-cos (o) -cos (9)-sen(a) + oo (a) -cos (¢)-sen (@) + 2:p-cos () -cos (p)-sen(o)  Equagdo 3.52
E, = 0v-cos (a)-cos () — o’-cos (0) ~sen(a)-sen(p)

F, = 2:cos(50) — 6:cos (3a) + 4-cos () — 26.c:sen (a)

Gi = 7-a-sen(3a) + a-sen(Sa) + 16&3'sen(a)

Os parametros relacionados a componente horizontal H; sdo indicados na Equagédo 3.53.
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2-cos(0c)2 —2-sen(a)-sen(p) — 2-cos(0c)3~cos () + 2-cos(a)-cos ()

o
[

2-cos ((x)z-sen(oc)sen((p) + a-cos(a)-sen(@) + o-cos (@)-sen(a) — o-cos (oc)3-sen((p)

=<
[

Equacio 3.53

Z. = ocz-sen(oc)-sen((p) — o-coS (oc)2~oos (p)-sen(a) + o-¢-sen(a)-sen(p) — 2

2-(2-005 (oc)z-sen(a) —2-sen(o) + a-cos (o) — o-cos (oc)3 + (xz-sen(oc))

®)
Il

Os parametros relacionados ao momento M; sdo indicados na Equacdo 3.54.

a, = cos(4a) —cos(3-a — @) + cos(a+ @) + cos(at — @) —cos(3-a+ @)

2-(12-cos (a—0o)+ 2-(12-005 B3-a+ @) + a-sen(3-a — @) + 8~oc3-sen(oc )

on
Il

2
c. = ¢-sen(3-a — @) —3-a-sen(a+ @) —7-¢-sen(a + @) + 4-a2~cos(oc +¢) —8&a

o
I

—7-a-sen(ao — @) —3-o-sen(3-a+ @) —5-¢-sen(a — @) + 3-¢-sen(3-a + Q)
2 Equacio 3.54

e = 8-a-sen(2-a) + 6-a-@-cos(ar — @) —2-o-@-cos(3-a+ @) + 8a -p-sen(aL — @)

fi = 4 a-@-cos(a+ @) — 1

g = 4-(2:sen(2-o0) — 5-a — sen(4-a))

hi = 4-(oc-cos (2~oc)2 + 4~0c3 + 4~0L-COS(2~OL))

Para o arco biengastado sujeito a esse carregamento, o esforco normal critico ocorre na
extremidade oposta ao ponto de aplicacdo da for¢ca concentrada, uma vez que € menor em

magnitude (N, < N;), sendo definido na Equacdo 3.55.

Ny = V3 -sen(a) + Hp - cos(a) Equagao 3.55

Nessa outra extremidade, as componentes das reacdes de apoio podem ser determinadas
com a aplicacdo das equagdes de equilibrio em fun¢do das demais reagdes computadas. As

componentes, nesse caso, sao definidas na Equagdo 3.56.

Vo = P-cos(p) —Vq
Hp = P-sen(o) + Hy Equacido 3.56

My = —P-R-sen(a + ¢ ) + V1 - 2R - sen(a) — M
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A resolu¢do do esfor¢o normal critico relativo ao primeiro modo de flambagem do arco
biengastado foi indicado na Equacgdo 3.29, a partir da Equacgdo 3.4. A obtencao da variavel

k ocorre com a resolu¢do numérica da Equacao 3.16, como indicado anteriormente.

A forga concentrada P pode ser isolada em fun¢do das propriedades fisicas e geométricas
do arco biengastado pela substituicao do esfor¢co normal na Equacdo 3.29. A Equacdo 3.57
¢ obtida, e a forca passa a ser denominada por P,,, correspondendo ao primeiro modo de

flambagem do arco.

E-l (k2 - 1)

cr 2 A +B +C+D +E X+ Y. +Z Equacao 3.57

8-sen(a)- — cos(a)-
Fi + Gi

i

3.5.3 Arco triarticulado

No caso do arco triarticulado (Figura 3.15), as componentes nas dire¢des vertical e
horizontal da reagdo mais préxima ao ponto de aplicagdo da for¢a concentrada sdo

verificadas na Equacgdo 3.58.

Figura 3.15 — Flambagem de arco circular triarticulado submetido a for¢a concentrada na direcio
radial

P

Fonte: Autor
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v, = p.Salete)
2 -sen(a)
Equacdo 3.58
H, = -P. sen(a +¢) —2-sen(op)

2-cos(a) —2

Assim como no caso do arco biarticulado, o esfor¢o normal critico ocorre na extremidade
mais prOxima ao ponto de aplicagdo da forca concentrada, que foi definido na Equacao
3.47. A resolucdo do esfor¢co normal critico relativo ao primeiro modo de flambagem do
arco triarticulado foi indicada na Equacdo 3.32. Valores para a variavel # sdo obtidos de

acordo com a resolu¢do numérica da Equacao 3.19, como verificado anteriormente.

A forc¢a concentrada P pode ser isolada em funcdo das propriedades fisicas e geométricas
do arco triarticulado (Equacdo 3.59), a partir da substitui¢ao do esfor¢o normal na Equacao

3.32.

2
o
Py = E-1 . a Equacdo 3.59
R2 sen(a + ) B cos(a) - (sen(a + @) —2 -sen(o))
B 2 2-cos(a) —2

3.5.4 Coeficientes de flambagem

Em geral, as mesmas consideracdes indicadas para o coeficiente de flambagem nos demais

casos sdo validas.

As Equacdes 3.50, 3.55 e 3.57 podem ser simplificadas, sendo os termos indicados entre

parénteses substituidos por y4 (Equacdo 3.60).

E-I 3
Per = 714 - — Equac@o 3.60

R
A forca critica em funcdo de outro coeficiente de flambagem K, € indicada na Equacgdo
3.61.
E-1
Per = K4 — Equacido 3.61

R2
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O coeficiente K, pode ser obtido a partir do coeficiente y4 (Equacao 3.62), considerando a

equivaléncia do raio pelo vao na Equacao 3.60.
2
Kq = 4-~4-(sen(cn))” Equacao 3.62

Para determinacdo de coeficientes de flambagem nesse caso, é necessario definir valores
para o angulo ¢ que define o ponto de aplica¢do da forca, além de dados para o angulo de
abertura a ou relacdo flecha/vao. Para efeito de comparacdo, serdo adotados trés valores,
em funcdo do angulo de abertura, para o angulo que define a posicdo da for¢a concentrada:

um ter¢o, um meio e dois tercos do angulo de abertura.

Dessa forma, atribuindo o angulo referente ao ponto de aplicagdo como um terco do angulo
de abertura (¢ = a / 3), é possivel obter valores referentes ao coeficiente de flambagem Ky
na Tabela 3.6, conforme a variacdo do angulo de abertura e a relacdo flecha/vao.

Tabela 3.6 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico para arcos
circulares submetidos a for¢a concentrada na direcdo radial adotando ¢ = (a./ 3)

2a FIL V4 K,
graus BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 103,75 55,15 42,55 | 27,80 14,78 11,40
45,24 | 0,1000 68,55 36,23 28,18 | 40,56 21,44 16,68
60,00 | 0,1340 51,42 26,98 21,20 | 51,42 26,98 21,20
87,21 0,2000 34,91 17,97 14,55 | 66,43 34,19 27,68
90,00 | 0,2071 33,79 17,34 14,08 | 67,59 34,68 28,17
120,00 | 0,2887 24,93 12,32 10,49 | 74,79 36,96 31,48
123,86 | 0,3000 24,07 11,84 10,17 | 7495 36,87 31,68
150,00 | 0,3837 19,58 9,15 8,36 73,06 34,15 31,19
154,64 | 0,4000 18,94 8,77 8,08 72,10 33,39 30,77
180,00 | 0,5000 16,09 6,93 6,93 6436 27,772 27,72

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 3.6 para o coeficiente K4 em que ¢ = (a / 3) também sdo
representados no grafico da Figura 3.16, cuja variacdo é dada em funcdo da relagcdo

flecha/vao.
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Figura 3.16 — Coeficiente de flambagem K, em func¢do da relacdo flecha/vao para ¢ = (a/ 3)
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Fonte: Autor

De forma analoga, adotando o angulo referente ao ponto de aplicacdo como um meio do
angulo de abertura (¢ = a / 2), valores referentes ao coeficiente de flambagem K; sdo
indicados na Tabela 3.7, conforme a variacao do angulo de abertura e a relacdo flecha/vao.

Tabela 3.7 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico para arcos
circulares submetidos a for¢a concentrada na direcdo radial adotando ¢ = (o / 2)

20 FIL V4 K,
graus BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 145,86 67,29 56,61 | 39,08 18,03 15,17
45,24 | 0,1000 96,50 44,21 37,39 | 57,10 26,16 22,12
60,00 | 0,1340 72,51 32,93 28,02 | 72,51 32,93 28,02
87,21 0,2000 49,45 21,95 19,03 | 94,09 41,76 36,21
90,00 | 0,2071 47,89 21,18 18,40 | 95,78 42,36 36,80
120,00 | 0,2887 35,60 15,07 13,49 | 106,80 45,21 40,47
123,86 | 0,3000 34,41 14,49 13,05 | 107,17 45,13 40,63
150,00 | 0,3837 28,27 11,07 10,52 105,50 41,31 39,24
154,64 | 0,4000 27,40 10,74 10,13 | 104,33 40,89 38,57
180,00 | 0,5000 23,60 8,50 850 | 94,42 34,00 34,00

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 3.7 para o coeficiente K4 em que ¢ = (a / 2) também sdo
representados no grafico da Figura 3.17, cuja variagdo é dada em funcdo da relacdo

flecha/vao.
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Figura 3.17 — Coeficiente de flambagem K, em func¢do da relacdo flecha/vao para ¢ = (a/2)
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Fonte: Autor
Atribuindo o angulo referente ao ponto de aplicacio como um meio do dngulo de abertura

(p = 2a / 3), valores referentes ao coeficiente de flambagem K, sdo indicados na Tabela

3.8, conforme a variagdo do angulo de abertura e a relacdo flecha/vao.

Tabela 3.8 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico para arcos
circulares submetidos a for¢a concentrada na direcdo radial adotando ¢ = (2a./ 3)

2a FIL Y4 Ky
graus BIE BIA TRI | BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 | 266,16 94,74 84,78 | 71,32 2539 22,72
45,24 | 0,1000 176,34 62,27 55,88 | 104,35 36,85 33,07
60,00 | 0,1340 132,79 46,39 41,76 | 132,79 46,39 41,76
87,21 0,2000 91,07 30,95 28,16 | 173,28 58,89 53,58
90,00 | 0,2071 88,26 29,88 27,21 176,52 59,76 54,41
120,00 | 0,2887 66,24 21,28 19,72 1198,72 63,84 59,16
123,86 | 0,3000 64,12 20,46 19,04 199,69 63,772 59,29
150,00 | 0,3837 53,31 15,65 15,15 |198,95 58,41 56,52
154,64 | 0,4000 51,80 15,18 14,56 | 197,22 57,79 55,42
180,00 | 0,5000 45,36 12,00 12,00 |181,43 48,00 48,02

Fonte: Autor

De forma analoga, os valores indicados na Tabela 3.8 para o coeficiente K, em que
@ = (2a / 3) também sao representados no grafico da Figura 3.18, cuja variacdo é dada em

func¢do da relagao flecha/vao.
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Figura 3.18 — Coeficiente de flambagem K, em funcio da relacdo flecha/vao para ¢ = (2a/ 3)
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Fonte: Autor

Nota-se que quanto menor o angulo que define a posi¢do da forca concentrada, menor € o
coeficiente de flambagem e, por consequéncia, a forca critica. Dessa forma, a posicdo mais
desfavoravel para a forca concentrada na direcao radial ocorre no meio do vao, recaindo no

caso da forca verticalmente concentrada no meio do vao.

3.6 Programa computacional

Como objetivo especifico deste trabalho, foi proposto o desenvolvimento de um programa
computacional para a determinacdo da forga critica de flambagem em arcos circulares. As

equacgdes empregadas no programa computacional foram baseadas no modelo teorico.

O desenvolvimento do programa computacional ocorreu no ambiente de desenvolvimento
integrado (IDE) Visual Studio® 2015, com aplicacdo da linguagem de programagao
orientada a objetos C#. O programa computacional foi nomeado como INSTARC, a partir

da juncao entre as palavras “instabilidade” e “arco”.
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O programa computacional INSTARC € executavel em sistemas operacionais Windows, e
permite a andlise de parametros relacionados ao primeiro modo de flambagem em arcos

simétricos e com forma circular.

As condigdes de carregamento estudadas foram propostas para constituir inicialmente os

tipos de solicitacdo disponiveis para andlise dos arcos no programa:

- Forca uniformemente distribuida na dire¢ao radial;
- Forca verticalmente concentrada no meio do vao;
- Foca uniformemente distribuida ao longo do vao;

- Forca concentrada na dire¢do radial;

Quanto as condi¢des de contorno do arco, no programa computacional € possivel defini-lo

CcOomo:

- Arco biarticulado;
- Arco biengastado;

- Arco triarticulado.

A execucdo inicial do programa € verificada na Figura 3.19. Na janela em destaque o
usudrio € introduzido ao programa computacional e sdo fornecidas informacdes basicas

sobre ele.

Figura 3.19 — Janela inicial do programa INSTARC

/7 INSTARC (= Er|EET

Definiro e Universidade Federal de Uberlandia
@j Programa de Pds-Graduac#o em Engenharia Civil
1 FECIV

| ;‘3 /F\ P~

Y 4 INSTARC

Programa computacional para determinagao da forga critica de
flambagem em arcos circulares

l | Thiago Damasceno Silva
<] Dr. Francisco Antonio Romero Gesualdo | .
o B

E—r—

Versdo 100

Fonte: Autor
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Uma vez finalizada a janela inicial, sdo verificadas as condi¢des de carregamento (Figura
3.20). E necessério definir uma dessas condi¢des para continuidade do processo de anélise.

Descricdes sdo informadas quando o cursor é sobreposto nas figuras.

Figura 3.20 — Defini¢@o da condicao de carregamento
~. INSTARC e

Definir o estado de carregamento do arco

Fonte: Autor

7

Em seguida, uma a janela de simulacdo da estrutura € iniciada, sendo que no caso da
Figura 3.21 foi escolhida a for¢a uniformemente distribuida ao longo do vdao como
condi¢cdo de carregamento. Nessa janela, deve-se selecionar o tipo de arco (biarticulado,
biengastado ou triarticulado), sendo que, como padrdo, o arco biarticulado € inicialmente
selecionado. Além disso, € necessario definir valores para as propriedades basicas do arco
nos formulédrios a esquerda. Descricdes também sdo informadas quando o cursor €

sobreposto nas legendas, formularios e botdes.
As propriedades bésicas do arco, que s@o necessarias como dados de entrada, sdo:

- Altura méaxima (flecha), definida por f.

- Vio entre apoios, definido por L.

- Moddulo de elasticidade longitudinal, definido por E.

- Momento de inércia da secdo transversal, definido por 1.

- No caso da solicitagao por for¢a concentrada na dire¢do radial, € necessario quantificar

o angulo que define o ponto de aplicacdo da forga, definido por 6.
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Figura 3.21 — Janela de simulacdo da estrutura

Arco circular submetido 2 forca distribuida na diregio radial l == &
q
\'. " ;( '}./
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L | i
r = . |
I'% ‘mmdﬂ"modudeﬂmhagﬂn: ‘
—| Momento de inércia da segdo transversal I[
| Calcular | [ Limpar valores | | Imprimir | Voltar |

Fonte: Autor

Definidas as condi¢Oes de contorno e as propriedades do arco, é possivel determinar as

propriedades indicadas na parte direita da janela de simula¢do quando o botdo Calcular é

pressionado. Como exemplo para simulag@o € proposto o arco verificado na Figura 3.22.

Figura 3.22 — Exemplo de arco proposto para simulagao

f=3m

L=10m
6 kN

E=20-10 = q
m

p=1 333300

L

Fonte: Autor
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A determinacdo dos parametros € indicada na Figura 3.23 apds o preenchimento dos
formularios e a execu¢do do botdo Calcular. Os parametros calculados sdo relativos a
geometria ¢ ao primeiro modo de flambagem do arco. E importante observar que o
programa computacional permite, no preenchimento dos formulérios, a utilizacdo da

(P2

notagdo “e” ou “E” como equivaléncia a multiplicagdo por poténcia de base 10.

Figura 3.23 — Calculo dos parametros relativos ao arco proposto para simulagao

. Arca circular submetido & forga distribuida na diregdo radial = | ﬂ"

Arco biarticulado | o | | i |
B | s 122 | | Nor 61354 ‘
L 10 ‘ - e | "” 115 ‘
"= [Cow ] [Ees ]
= Erer————
] e e e

I Caleular o arco |.

Fonte: Autor

Os parametros relacionados a geometria do arco sdo propriedades importantes para o

projeto e execugdo da estrutura, sendo definidos no programa computacional por:

- Comprimento axial total, definido por S.
- Raio, definido por R.

- Angulo de abertura correspondente a4 metade do arco, definido por a.

Ja os parametros calculados e relacionados ao primeiro modo de flambagem do arco sdo
fundamentais para os processos de andlise e dimensionamento da estrutura, sendo

indicados no programa computacional por:
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- Esfor¢o normal critico, definida por N,,.
- Forga critica, definida por g, no caso de forcas distribuidas, ou por P, no caso de
forcas concentradas.

- Coeficiente de flambagem, definido por K.

Além desses parametros, € descrita a curva referente ao primeiro modo de flambagem, que

pode ter forma simétrica ou assimétrica conforme o arco analisado.

Como possibilidade de exportacdo dos pardmetros e figuras, é possivel imprimir a janela
de simulacdo da estrutura clicando no botdo Imprimir, como indicado na Figura 3.24.

Também pode-se salvar a imagem nos formatos XPS ou PDF a partir desse procedimento.

Figura 3.24 — Procedimento para impressdo da janela de simulagdo da estrutura

| |
e P T i bkl i s 2z
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| #= Imprimir I&J
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] '_ 1l | »
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11| 2121 313
Cancelar

Calcular Limpar valores Imprimir Voltar
I . I |

Fonte: Autor

A execucdo do botdo Limpar valores permite apagar todos os valores inseridos ou
calculados na janela. A execu¢do do botdo Voltar fecha a janela atual e a janela de selecdo

da condi¢do de carregamento € novamente iniciada.
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As janelas de simulacdo do arco seguem o padrdo indicado para todas as condigdes de
carregamento disponiveis, sendo as equagdes utilizadas para determinacdo dos parametros
relativos ao primeiro modo de flambagem do arco correspondentes ao tipo de solicitacio,

obviamente.

Outro detalhe importante estd relacionado as unidades das propriedades inseridas nos
formularios, uma vez que os parametros sdo calculados a partir delas e ndo ha conversoes.
Dessa forma, o usuéario deve se atentar as unidades escolhidas para os dados de entrada,
que serdo as mesmas nos dados de saida e ndo serdo indicadas na tela. Por exemplo, se no
modulo de elasticidade longitudinal foi escolhida a unidade kN/m” e as demais
propriedades definidas em funcdo da unidade metro, a forca critica resultante serd
calculada com intensidade em kN no caso de solicitacdo por for¢a concentrada, ou kN/m

no caso de forc¢a distribuida.
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CariturLo 4

FoRMULACAO DO MODELO MATRICIAL

4.1 Introducao

O modelo matricial adotado é baseado na formulacdo do método de Smirnov, indicado por
Karnovsky (2012). Segundo esse autor, o método indicado permite determinar
numericamente de forma precisa as possiveis forcas criticas de flambagem nos arcos,
considerando a estrutura como uma série de segmentos curvos, sendo que cada segmento
corresponde a uma respectiva por¢ao do arco e estd submetido a uma forca unitaria agindo
na dire¢do radial. Esse modelo também ¢é baseado no Método das Forcas Elasticas (MFE),
uma técnica geralmente empregada na determinacdo de deslocamentos em elementos
estruturais ao considerar que a configuracdo deformada de uma estrutura equivale ao
diagrama de momento fletor de uma estrutura ficticia. Mais detalhes sobre o MFE sao

verificados no Apéndice C.

O modelo matricial € desenvolvido especificamente para a andlise da forca critica de
flambagem em arcos circulares biarticulados sujeitos as condi¢des de carregamento

estudadas.

4.2 Modelo matricial para analise de arco circular biarticulado

No caso dos arcos biarticulados com forma circular, o procedimento adotado consiste em
dividir a estrutura em um nuimero especifico de elementos (n) e estabelecer duas matrizes,

sendo uma relacionada as forgas elasticas e a outra referente a influéncia de momentos
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produzidos por forgas unitarias. O produto dessas duas matrizes € entdo relacionado a forca

critica por meio da andlise de autovalor.

A matriz das forgas elasticas € representada na Equacao 4.1, sendo quadrada e simétrica de

ordem (n — 1). Apesar da denominacdo, os elementos dessa matriz representam as

propriedades fisicas e geométricas do arco.

0 0 0 0 . Paw-1 P

Equacgao 4.1

Quando a divisdo do arco € feita por segmentos de mesmo comprimento (S, = Sp+1 = Sp), 0s

parametros S sdo definidos nas expressdes da Equacdo 4.2 para uma aproximagio

quadratica.

3 1
Bn(n-1) = Z ‘Pn — Z *Pn+1

5
Bnn = 5 '(Pn"‘ Pn+1)

1 3
Bn(n+l) = _Z “pPnt Z “Pn+l

E o parametro p € identificado na Equacao 4.3.

Salo_ o
I - S0 I

Pn

Equacgdo 4.2

Equacido 4.3

Se o momento de inércia € constante ao longo do arco, o parametro p assume valor unitario

e a matriz das forgas elasticas (Equacdo 4.1) resulta na matriz da Equacgao 4.4.
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5 05 0 0 0
0,5 5 0,5 0 0
B >0 0 05 5 0.5 0 Equacio 4.4
r = 3 3 e I uacao 4.
W 6 E. 1 s s quacg
L0 0 0 0 0,55,

A matriz de influéncia dos momentos é definida na Equacdo 4.5, sendo também quadrada e

simétrica de ordem (n — 1).

fmll miz O 0 0
m)1 mp2 m3 O 0

Lp=| 0 m32 m33 miy 0 Equacgdo 4.5
0 0 0 0 ... mp(p-1) man

Os coeficientes m da matriz verificada na Equacdo 4.5 sdo obtidos a partir das expressoes
identificadas na Equacdo 4.6, conforme a andlise do momento fletor ao considerar a acdo
de forcas unitarias agindo na direc¢do radial em cada n6 interno (Figura 4.1). Quanto maior
a divisdo da estrutura, maior € a quantidade de nos internos e de forgas unitarias atuantes.
Visando a simplificacdo do processo, a andlise € feita para um semiarco devido a simetria
da estrutura, como observado no esquema da Figura 4.1.

sen(i-p)-sen(a —k -B)

mjx = R- para (i < k)
sen(a)

k-B)- —k -
mgk = R- senk -p) - senfa —k -B) Equacio 4.6
sen(a )

mjsz.sen(j-B)-sen(a—j-B) para (j > k)
sen(a )

Na Equacao 4.6, os coeficientes m com duplo indice k correspondem a diagonal da matriz
indicada na Equacdo 4.5, enquanto os coeficientes com indice i e j correspondem as demais
posicdes ndo nulas. Devido a simetria da matriz, os coeficientes com indice i e j sdao

necessariamente iguais.
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Figura 4.1 — Esquema de anélise do semiarco

Fonte: Adaptado de Karnovsky (2012)

A expressdo que define a estabilidade do sistema € indicada Equacdo 4.7, em que A

representa autovalores e J € uma matriz identidade de ordem (n — 1).
det(C—2-J) =0 Equacgio 4.7

A matriz C € estabelecida a partir do produto matricial entre a matriz das forgas elésticas
(Equacao 4.1) e a matriz da influéncia dos momentos (Equacdo 4.5), sendo indicada na

Equacdo 4.8.
C = Lipnx By Equacido 4.8

O maior autovalor A obtido no sistema de equagdes é relacionado com o menor valor
possivel para o esforco normal critico atuante no arco, que equivale ao primeiro modo de
flambagem (Equacio 4.9).
1 ~
Ng = — Equagdo 4.9
xmax
Conforme as equagdes citadas para o modelo matricial, e de acordo com a quantidade

escolhida de segmentos para compor o semiarco, os coeficientes de flambagem sao
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determinados a partir dos esforcos normais atuantes nas situagdes de carregamento
indicadas. Dessa forma, no procedimento matricial, apenas a equacdo que define o esfor¢o

normal critico é modificada para cada situacio de carregamento atuante no arco.

Em geral, para cada caso de solicitacdo, a forca critica é determinada por meio do
procedimento matricial com a substituicdo do esfor¢co normal na Equagdo 4.9, assumindo a

divisdo do semiarco em 10 segmentos e valores para as demais propriedades do arco.

4.2.1 Forc¢a uniformemente distribuida na direcao radial

Para o arco biarticulado submetido a for¢a uniformemente distribuida na direcdo radial, o

esfor¢o normal foi indicado na Equacéo 3.3.

Conforme a determinagdo da forca critica de flambagem, € possivel determinar um dos
coeficientes na Equacdo 4.10. Para determinacdo do outro coeficiente de flambagem é

utilizada a equivaléncia indicada na Equacao 3.22.
qer - R Equacdo 4.10

Atribuindo a variagdo conhecida para o angulo de abertura e a relagdo flecha/vao, os
coeficientes de flambagem sdo calculados e indicados na Tabela 4.1. Os valores adotados
para o mddulo de elasticidade e 0 momento de inércia ndo interferem na determinacao dos
coeficientes de flambagem. Os valores verificados na Tabela 4.1 sdo muito proximos aos
que foram obtidos a partir do modelo tedrico na Tabela 3.3.

Tabela 4.1 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a uniformemente distribuida na direcdo radial

20
graus

30,00 | 0,0658 | 143,00 19,83
45,24 | 0,1000 | 62,33 28,37
60,00 | 0,1340 | 35,01 35,01
87,21 | 0,2000 16,04 42,10
90,00 | 0,2071 15,01 42,45
120,00 | 0,2887 8,01 41,62
123,86 | 0,3000 7,45 40,95
150,00 | 0,3837 4,77 34,39
154,64 | 0,4000 4,43 32,91
180,00 | 0,5000 3,01 24,08

f/L yl K]

Fonte: Autor
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4.2.2 Forga verticalmente concentrada no meio do vao

Para o arco biarticulado submetido a forca verticalmente concentrada no meio do vao, o

esfor¢o normal foi indicado na Equacao 3.24.

Conforme a forca critica de flambagem € possivel determinar um dos coeficientes na
Equacdo 4.11. Para determinacdo do outro coeficiente de flambagem ¢ utilizada a

equivaléncia indicada na Equacao 3.36.

2
Per- R

" Equacgao 4.11
=
E-1

Atribuindo a variacdo conhecida para o angulo de abertura e a relacdo flecha/vao, os
coeficientes de flambagem sdo calculados e indicados na Tabela 4.2. Novamente, os
valores verificados na Tabela 4.2 sdo muito proximos aos que foram obtidos a partir do
modelo tedrico (Tabela 3.4).

Tabela 4.2 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares biarticulados submetidos a forca concentrada verticalmente no meio do vao

2a
graus

30,00 | 0,0658 4791 12,84
45,24 | 0,1000 31,48 18,63
60,00 | 0,1340 | 23,44 23,44
87,21 0,2000 15,60 29,68
90,00 | 0,2071 15,05 30,10
120,00 | 0,2887 10,70 32,10
123,86 | 0,3000 10,27 31,98
150,00 | 0,3837 7,95 29,67
154,64 | 0,4000 7,61 28,97
180,00 | 0,5000 6,01 24,04

f/L }72 K2

Fonte: Autor

4.2.3 Forca uniformemente distribuida ao longo do vao

Para o arco biarticulado submetido a forca uniformemente distribuida ao longo do vao, o

esfor¢o normal também foi indicado na Equagao 3.4.
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Conforme a determinagdo da forca critica de flambagem, € possivel determinar um dos
coeficientes na Equacdo 4.12. Para determinacdo do outro coeficiente de flambagem ¢é

utilizada a equivaléncia indicada na Equacgao 3.46.

E 40 4.12
M3 = Qer- - quiagad

R?:
E-I

Atribuindo a variagdo conhecida para o angulo de abertura e a relacdo flecha/vado, os
coeficientes de flambagem sao calculados e indicados na Tabela 4.3. Outra vez, os valores

verificados na Tabela 4.3 sdo muito proximos aos que foram obtidos a partir do modelo

tedrico (Tabela 3.5).

Tabela 4.3 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a uniformemente distribuida ao longo do vao

20
graus

30,00 | 0,0658 | 141,13 19,57
45,24 | 0,1000 60,49 27,53
60,00 | 0,1340 33,33 33,33
87,21 0,2000 14,79 38,82
90,00 | 0,2071 13,79 39,00
120,00 | 0,2887 7,23 37,57
123,86 | 0,3000 6,74 37,04
150,00 | 0,3837 4,41 31,80
154,64 | 0,4000 4,13 30,68
180,00 | 0,5000 3,01 24,08

SfIL 73 K;

Fonte: Autor

4.2.4 Forca concentrada na direcio radial

Para o arco biarticulado submetido a for¢ca concentrada na direcao radial, o esfor¢co normal

foi indicado na Equacdo 3.47.

Conforme a forca critica de flambagem € possivel determinar um dos coeficientes na
Equacdo 4.13. Para determinacdo do outro coeficiente de flambagem ¢ utilizada a

equivaléncia indicada na Equagdo 3.62.

g = Pop - —— Equacgdo 4.13

2
R
E-I
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Os coeficientes de flambagem sdo calculados atribuindo a variacdo conhecida para o
angulo de abertura e a relacdo flecha/vao, e para o angulo que define o ponto de aplicacio
da forca concentrada. Na Tabela 4.4 sdo verificados os coeficientes de flambagem para
quando angulo relacionado a forca concentrada equivale a um ter¢o do angulo de abertura

(p=a/3).

Tabela 4.4 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢ca concentrada na direcao radial adotando ¢ = (a/ 3)

20
graus
30,00 0,0658 55,15 14,78
45,24 0,1000 36,23 21,44
60,00 0,1340 26,98 26,98
87,21 0,2000 17,98 34,21
90,00 0,2071 17,35 34,70
120,00 | 0,2887 12,33 36,99
123,86 | 0,3000 11,85 36,90
150,00 | 0,3837 9,17 34,22
154,64 | 0,4000 8,78 33,43
180,00 | 0,5000 6,94 27,76

Fonte: Autor

fIL Ya K,

Na Tabela 4.5 sao indicados os coeficientes de flambagem para quando angulo relacionado

a forca concentrada equivale a um meio do angulo de abertura (¢ = a /2).

Tabela 4.5 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares submetidos a for¢a concentrada verticalmente no meio do vao adotando ¢ = (a/ 2)

20
graus
30,00 0,0658 67,29 18,03
45,24 0,1000 44,22 26,17
60,00 0,1340 32,94 32,94
87,21 0,2000 21,96 41,78
90,00 0,2071 21,19 42,38
120,00 | 0,2887 15,08 45,24
123,86 | 0,3000 14,50 45,16
150,00 | 0,3837 11,23 41,91
154,64 | 0,4000 10,75 40,93
180,00 | 0,5000 8,50 34,00

Fonte: Autor

fIL | K,

Na

Tabela 4.6 sdo verificados os coeficientes de flambagem para quando angulo relacionado a

forca concentrada equivale a dois tercos do dngulo de abertura (¢ = 20/ 3).
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Tabela 4.6 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo matricial para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a concentrada na direcdo radial adotando ¢ = (2a:/ 3)

2a
graus

30,00 | 0,0658 94,74 25,39
45,24 | 0,1000 | 62,27 36,85
60,00 | 0,1340 | 46,40 46,40
87,21 0,2000 30,97 58,93
90,00 | 0,2071 29,89 59,78
120,00 | 0,2887 21,29 63,87
123,86 | 0,3000 | 20,48 63,78
150,00 | 0,3837 15,87 59,23
154,64 | 0,4000 15,20 57,87
180,00 | 0,5000 12,02 48,08

f/L Va K4

Fonte: Autor

Novamente, os valores verificados nas Tabelas 4.4, 4.5 e 4.6 sd0 muito proximos aos que

foram obtidos a partir do modelo tedrico (Tabelas 3.6, 3.7 e 3.8).
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CariTULO 5

FORMULACAO DO MODELO APROXIMADO

5.1 Introducao

O dltimo modelo proposto para andlise é baseado no Método dos Residuos Ponderados
(MRP) e no Método de Galerkin, e serd citado como modelo aproximado. O MRP e o
Método de Galerkin sdo utilizados na resolucdo de equacdes diferenciais, sendo também

geralmente aplicados no Método dos Elementos Finitos (ZIENKIEWICZ, 2000).

O modelo aproximado também € desenvolvido especificamente para a analise da forca
critica de flambagem em arcos circulares biarticulados sujeitos as condigdes de

carregamento estudadas.

5.2 Modelo aproximado para analise de arco circular biarticulado

Embora a premissa basica do MRP seja aproximar solucdes para as equacdes diferenciais
relacionadas a um problema fisico respeitando suas condi¢des, os resultados alcancados
podem ser bastante precisos. Dessa forma, pode-se aplicar a Equacdo 5.1 para obter

aproximadamente a solucdo da equacao diferencial do deslocamento radial em arcos.
W =2Ci-0j para 1=1,2,3,...,n Equacdo 5.1

A Equacdo 5.1 € uma funcdo de aproximacgdo, onde os coeficientes ¢ sdo constantes

inicialmente desconhecidas e os parametros ¢ sdo funcdes base. Essas fungdes base sdo
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atribuidas de forma a abranger as condi¢des iniciais € de contorno do sistema, sendo

geralmente funcdes lineares, polinomiais ou trigonométricas.

Como apresentado no Capitulo 2, a Equacdo 5.2 deve ser nula.

Wt — =0 Equagido 5.2

Porém, como uma solug@o aproximada é adotada, a Equacdo 5.2 contera erros (residuos) e,
portanto, ndo serd nula (MOAVENI, 1999). Essa expressdo € reescrita na Equagdo 5.3,

sendo conhecida como funcdo residual.

Equacgdo 5.3

Uma vez estabelecida a func¢do residual, é necesséario adotar um procedimento para anular
os residuos, sendo escolhido o Método de Galerkin. Segundo Moaveni (1999), no Método

de Galerkin o erro € ortogonal as funcdes base, como indicado na Equagao 5.4.

b
J ¢i-Fdx =0 para i=1,2,3,..,n Equagdo 5.4

a

Para andlise dos arcos, assume-se que a expressao indicada na Equacdo 5.4 pode ser
reescrita na Equagado 5.5, considerando que a integral abrange todo o dominio do arco e

ocorre em funcdo da varidvel angular.

2-a
J ¢i-F-Rdo =0 para i=1,2,3,..,n Equacdo 5.5
0

A forga critica pode ser obtida isolando o carregamento na Equacdo 5.5. Nota-se que os
coeficientes de flambagem podem ser obtidos a partir da forca critica de acordo com o

mesmo procedimento indicado anteriormente.
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No caso dos arcos biarticulados com forma circular, a Equag¢do 5.6 é adotada como a
funcdo de aproximacdo do deslocamento na direcdo radial. H4 apenas uma constante

indeterminada e uma fungao base.

W =C]" 0] Equacio 5.6

A funcdo base adotada € trigonométrica e indicada na Equacdo 5.7.

m -0
b1 = sen( ) Equagdo 5.7

A funcdo residual referente ao arco biarticulado € apresentada na Equacdo 5.8, por meio da
substituicdo do momento fletor (Equacao 3.2) na Equacdo 5.3.
d*w N R’

F=—+4+w-|1+
do E-1

Equagdo 5.8

Conforme as equacdes citadas para o modelo aproximado, e de acordo com a funcdo de
aproximacao escolhida, os coeficientes de flambagem sdo determinados a partir dos

esforcos normais atuantes nas situagdes de carregamento analisadas.

5.2.1 Forg¢a uniformemente distribuida na direcao radial

Para o arco biarticulado submetido a for¢ca uniformemente distribuida na direcdo radial, o
esfor¢co normal foi indicado na Equacgdo 3.3. Conforme a funcdo base adotada (Equacao
5.7), a forca critica pode ser isolada na Equagdo 5.8 de acordo com a substitui¢do do
esfor¢co normal pelo que foi considerado e atribuindo valores para as demais propriedades
do arco. Uma vez obtida a forca critica, o coeficiente de flambagem € alcancado conforme

a Equacdo 4.10 e a equivaléncia indicada na Equagao 3.22.

Adotando a variagdo conhecida para o angulo de abertura e a relagdo flecha/vao, os
coeficientes de flambagem sdo calculados e indicados na Tabela 5.1. Os valores
determinados sdo exatamente iguais aos que foram alcancados a partir do modelo tedrico.

(Tabela 3.3).
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Tabela 5.1 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a uniformemente distribuida na direcao radial

2a
graus

30,00 | 0,0658 | 143,00 19,83
45,24 | 0,1000 | 62,32 28,37
60,00 | 0,1340 35,00 35,00
87,21 0,2000 16,04 42,10
90,00 | 0,2071 15,00 42,43
120,00 | 0,2887 8,00 41,57
123,86 | 0,3000 7,45 40,93
150,00 | 0,3837 4,76 34,32
154,64 | 0,4000 4,42 32,83
180,00 | 0,5000 3,00 24,00

Fonte: Autor

f/L 71 Kl

5.2.2 Forga verticalmente concentrada no meio do vao

Para o arco biarticulado submetido a forca verticalmente concentrada no meio do vio, o
esforco normal foi indicado na Equagdo 3.24. De acordo com a funcdo base atribuida
(Equacao 5.7), a forga critica € isolada na Equacgdo 5.8 conforme a substitui¢do do esforco
normal pelo que foi considerado e definindo valores para as demais propriedades do arco.
Uma vez obtida a forca critica, o coeficiente de flambagem ¢ alcancado conforme a

Equacdo 4.11 e a equivaléncia indicada na Equagao 3.36.

Adotando a variagdo conhecida para o angulo de abertura e a relagdo flecha/vao, os
coeficientes de flambagem s3o calculados e indicados na Tabela 5.2. Os valores

determinados sdo exatamente iguais aos que foram alcangados a partir do modelo tedrico

(Tabela 3.4).

Tabela 5.2 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares biarticulados submetidos a forca concentrada verticalmente no meio do vao

20
graus

30,00 | 0,0658 | 47,91 12,84
45,24 | 0,1000 | 31,48 18,63
60,00 | 0,1340 | 23,43 23,43
87,21 | 0,2000 15,59 29,66
90,00 | 0,2071 15,05 30,10
120,00 | 0,2887 10,69 32,07
123,86 | 0,3000 10,27 31,98
150,00 | 0,3837 7,94 29,63
154,64 | 0,4000 7,60 28,94
180,00 | 0,5000 6,00 24,00

Fonte: Autor

f/L yz K2




Capitulo 5 — Formulag¢do do modelo aproximado 72

5.2.3 For¢a uniformemente distribuida ao longo do vao

Para o arco biarticulado submetido a forca verticalmente concentrada no meio do vio, o
esfor¢co normal foi indicado na Equacao 3.24. Conforme a fun¢ao base adotada (Equacao
5.7), a forca critica pode ser isolada na Equagdo 5.8 de acordo com a substitui¢do do
esforco normal pelo que foi considerado e atribuindo valores para as demais propriedades
do arco. Uma vez obtida a forca critica, o coeficiente de flambagem ¢é alcancado conforme

a Equacao 4.12 e a equivaléncia indicada na Equacgao 3.44.

Adotando a variacdo conhecida para o angulo de abertura e a relagdo flecha/vao, os
coeficientes de flambagem sdo calculados e indicados na Tabela 5.3. Os valores

determinados s@o proximos aos que foram alcancados a partir do modelo tedrico (Tabela

3.5).

Tabela 5.3 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a uniformemente distribuida ao longo do vao

2a
graus

30,00 | 0,0658 | 141,13 19,57
45,24 | 0,1000 | 60,48 27,53
60,00 | 0,1340 33,34 33,34
87,21 0,2000 14,77 38,76
90,00 | 0,2071 13,78 38,98
120,00 | 0,2887 7,23 37,57
123,86 | 0,3000 6,73 36,99
150,00 | 0,3837 4,40 31,72
154,64 | 0,4000 4,12 30,61
180,00 | 0,5000 3,00 24,00

SfIL V3 K;

Fonte: Autor

5.2.4 Forg¢a concentrada na direcao radial

Para o arco biarticulado submetido a forca concentrada na direcdo radial, o esforco normal
foi indicado na Equacdo 3.47. De acordo com a fun¢do base atribuida (Equacdo 5.7), a
forga critica € isolada na Equagdo 5.8 conforme a substitui¢cao do esforco normal pelo que
foi considerado e definindo valores para as demais propriedades do arco. Uma vez obtida a

forca critica, o coeficiente de flambagem é alcancado conforme a Equacdo 4.13 e a

equivaléncia indicada na Equagdo 3.62.
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Os coeficientes de flambagem sdo calculados atribuindo a variacdo conhecida para o
angulo de abertura e a relacdo flecha/vao, e para o angulo que define o ponto de aplicacdo
da forca concentrada. Na Tabela 5.4 sdo verificados os coeficientes de flambagem para
quando angulo relacionado a forca concentrada equivale a um ter¢o do angulo de abertura

(p=a/3).

Tabela 5.4 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢ca concentrada na direcio radial adotando ¢ = (a/ 3)

2a
graus
30,00 | 0,0658 55,13 14,77
45,24 | 0,1000 36,23 21,44
60,00 | 0,1340 26,98 26,98
87,21 0,2000 17,96 34,17
90,00 | 0,2071 17,34 34,68
120,00 | 0,2887 12,32 36,96
123,86 | 0,3000 11,84 36,87
150,00 | 0,3837 9,16 34,19
154,64 | 0,4000 8,77 33,39
180,00 | 0,5000 6,93 27,72

fIL Ya K,

Fonte: Autor
Na Tabela 5.5 sdo indicados os coeficientes de flambagem para quando angulo relacionado
a forca concentrada equivale a um meio do angulo de abertura (¢ = a /2).

Tabela 5.5 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares submetidos a for¢a concentrada verticalmente no meio do vao adotando ¢ = (a/ 2)

20
graus
30,00 | 0,0658 67,26 18,02
45,24 | 0,1000 | 44,21 26,16
60,00 | 0,1340 32,94 32,94
87,21 0,2000 21,95 41,76
90,00 | 0,2071 21,18 42,36
120,00 | 0,2887 15,07 45,21
123,86 | 0,3000 14,48 45,10
150,00 | 0,3837 11,22 41,87
154,64 | 0,4000 10,74 40,89
180,00 | 0,5000 8,49 33,96

fIL | K,

Fonte: Autor

Na Tabela 5.6 sdo verificados os coeficientes de flambagem para quando Aangulo

relacionado a forca concentrada equivale a dois tercos do angulo de abertura (¢ = 2a. / 3).
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Tabela 5.6 — Coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo aproximado para arcos
circulares biarticulados submetidos a for¢a concentrada na direcao radial adotando ¢ = (2a./ 3)

2a
graus

30,00 | 0,0658 | 94,70 25,37
45,24 | 0,1000 | 62,27 36,85
60,00 | 0,1340 | 46,40 46,40
87,21 | 0,2000 | 30,95 58,89
90,00 | 0,2071 29,88 59,76
120,00 | 0,2887 | 21,28 63,84
123,86 | 0,3000 | 20,46 63,72
150,00 | 0,3837 15,85 59,15
154,64 | 0,4000 15,18 57,79
180,00 | 0,5000 12,00 48,00

f/L Ya K4

Fonte: Autor

Os valores verificados nas Tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 s@o muito proéximos aos que foram

obtidos a partir do modelo tedrico (Tabelas 3.6, 3.7 e 3.8).
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CarPiTULO 6

SIMULA(;AO NUMERICA

6.1 Introducao

A simulacdo numérica € adotada como um referencial externo na comparacdo dos
resultados referentes aos coeficientes de flambagem determinados a partir dos modelos

propostos.

Para realizacdo das simulacGes numéricas foi utilizado o programa computacional ANSYS.
Neste programa sao aplicadas formulagdes pelo Método dos Elementos Finitos para a
andlise estrutural. Quanto a anélise de estabilidade, ha duas opcdes disponiveis no sistema:
andlise linear por autovalor e analise ndo-linear. No dmbito deste estudo foi aplicada a

andlise linear por autovalor.

6.2 Geraciao do modelo estrutural

Inicialmente foi gerada a geometria dos arcos no prdprio programa, cujas propriedades
foram atribuidas conforme os valores para o angulo de abertura e a relacdo flecha/vao
utilizados nas anélises e indicados em secdes anteriores. Algumas constantes listadas na
Tabela 6.1, referentes a geometria e ao material, foram propostas para possibilitar a
simula¢do numérica da estrutura. Os valores determinados para a forca critica a partir da
simulacdo sdo obtidos em fun¢do das unidades adotadas para essas constantes. Os

coeficientes de flambagem foram determinados de acordo com os valores calculados para
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as forcas criticas, sendo as equacdes verificadas ja descritas anteriormente usadas para essa

conversao.
Tabela 6.1 — Constantes atribuidas para simulacdo numérica
Propriedade Simbolo Valor Unidade
Viao L 10 m
Moédulo de elasticidade longitudinal E 2,00-107 kN/m?*
Area da secdo transversal A 0,04 m>
Momento de inércia da sec¢do 1 1,33:10" m*
Coeficiente de Poisson n 0,3 -

Fonte: Autor

Para constituir os arcos foi escolhido o elemento de barra tridimensional BEAM188, que
possui dois nds extremos e seis graus de liberdade por nd, sendo trés relacionados a
translacdo e trés a rotacao nas direcOes axiais. De acordo com ANSYS (2014), o elemento
BEAM188 ¢é baseado na hipotese de viga de Timoshenko e inclui o efeito de deformacao
por cisalhamento, sendo apropriado para andlise de barras esbeltas ou moderadamente
esbeltas. Por consequéncia da natureza tridimensional do elemento de barra, as anélises
numéricas foram tridimensionais, embora analises bidimensionais fossem suficientes para
determinar os valores criticos das forcas aplicadas uma vez que nio ha a¢des fora do plano

da estrutura.

Os elementos de barra foram divididos com comprimento equivalente a 1% do vao total, e
as condicdes de contorno foram simuladas adequadamente conforme as restricdes dos
graus de liberdade necessarias para cada sistema. Os arcos foram restringidos no eixo fora
do plano da estrutura para anular a possivel influéncia de flambagem por torcdo. A
projecdo obliqua de um dos arcos € indicada na Figura 6.1, que também ilustra a

distribuicdo da malha.

Figura 6.1 — Modelo de um arco circular no programa computacional ANSYS
(projecao ortogonal)

A,::"" - __,—.-:—ﬂ.':.'-‘-':.’.-_-mrm e
o s,

24
e

Fonte: Autor
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As forcas foram aplicadas com intensidade unitaria, pois o valor critico na analise por

autovalor € obtido em funcdo da magnitude da for¢a inicialmente admitida.

A forc¢a uniformemente distribuida na direcdo radial foi aplicada conforme o comando de

pressao linear em barras.

A forca verticalmente concentrada no meio do vao foi aplicada ao né correspondente ao

ponto mais alto do arco (coroa).

Para simulacdo da forca uniformemente distribuida ao longo do vao, foram aplicadas
forcas verticais concentradas em nds distanciados por uma unidade de comprimento na
direcdo horizontal. No caso, como foi usado o metro, os nés foram distanciados a cada 1 m

nessa direcao.

A forca concentrada na direcao radial foi simulada considerando uma componente agindo
na vertical e uma na horizontal, com a decomposi¢do sendo realizada conforme o angulo
relacionado ao ponto de aplicacio da forca, que também define o né em que as

componentes sao associadas.

A representacdo das forgas atuantes € verificada na Figura 6.2.

Figura 6.2 — Modelos de arcos circulares sujeitos as condi¢gdes de carregamento no programa
computacional ANSYS (projecdo ortogonal)

b) Forga verticalmente concentrada no meio do vao

" (continua)
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(continuagao)
¢) Forca uniformemente distribuida ao longo do vao

d) Forca concentrada na direcdo radial

Fonte: Autor

Anadlises estaticas foram efetuadas antes da analise de estabilidade, uma vez que esse
procedimento é requerido pelo programa computacional ANSYS, e ativado o comando

para conduzir as tensdes prévias para analise de estabilidade (/PSTRES).

6.3 Coeficientes de flambagem

Conforme o célculo das forcas criticas com auxilio do programa computacional ANSYS,
os coeficientes de flambagem sdo determinados a partir do tipo de solicitacdo e das

propriedades atribuidas aos arcos, incluindo as constantes indicadas na Tabela 6.1.

6.3.1 Forc¢a uniformemente distribuida na direc¢ao radial

No caso dos arcos submetidos a for¢a uniformemente distribuida na direcdo radial, as
forgas criticas e os respectivos coeficientes de flambagem definidos a partir da simulacdo

numérica pelo programa computacional ANSYS sdo indicados na Tabela 6.2, de acordo
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com a variacdo do angulo de abertura e da relacdo flecha/vao, e para cada condicao de

contorno estudada.

Os coeficientes de flambagem K indicados na Tabela 6.2 também sdo representados no
grafico da Figura 6.3, em que sdo tracadas curvas de variacdo em funcdo da relagdo
flecha/vao para cada condi¢@o de contorno dos arcos.

Tabela 6.2 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca uniformemente
distribuida na direcdo radial a partir de simula¢cdo numérica

20 L L| f R k;/ " K,
m
graus m| m m BIE BIA TRI| BIE BIA TRI | BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 0,6583(19,3185| 117,01 53,43 39,36 |316,36 144,45 106,42 |43,88 20,03 14,76
45,24 10,1000 1,0000 | 12,9999 | 161,14 75,83 57,30| 132,76 62,48 47,21 60,43 28,44 21,49
60,00 |0,1340 1,3397| 10,0000 | 197,82 93,33 71,76 | 74,18 35,00 26,91 |74,18 35,00 26,91
87,21 10,2000 2,0000 | 7,2500 |242,24 112,06 89,27 | 34,62 16,01 12,76 |90,84 42,02 33,48
90,00 |0,2071 2,0711| 7,0711 | 244,90 112,93 90,34 | 32,47 14,97 11,98 |91,84 42,35 33,88
120,00 | 0,2887 10 2,8868 | 5,7735 | 251,40 110,61 93,39| 18,14 7,98 6,74 |94,28 41,48 35,02
123,86 | 0,3000 3,0000 | 5,6667 249,50 108,93 92,72| 17,02 7,43 6,33 |93,56 40,85 34,77
150,00 | 0,3837 3,8366 | 5,1764 | 223,37 91,38 83,02| 11,62 4,775 4,32 |83,76 34,27 31,13
154,64 | 0,4000 4,0000 | 5,1250 | 216,79 87,46 80,53| 10,94 441 4,07 |81,30 32,80 30,20

180,00 | 0,5000 5,0000 | 5,0000 | 174,50 64,42 64,50 8,18 3,02 3,02 |65,44 24,16 24,19

Fonte: Autor

Figura 6.3 — Coeficiente de flambagem K; em funcao da relacdo flecha/vao obtidos por
simulacdo numérica
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6.3.2 Forga verticalmente concentrada no meio do vao

No caso dos arcos submetidos a forca verticalmente concentrada no meio do vao, as forcas
criticas e os respectivos coeficientes de flambagem definidos a partir da simulagdo
numérica pelo programa computacional ANSYS sdo indicados na Tabela 6.3, de acordo
com a variacdo do angulo de abertura e da relacdo flecha/vao, e para cada condicdo de
contorno estudada.

Tabela 6.3 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca verticalmente
concentrada no meio do vao a partir de simulacdo numérica

Pcr
2a fIL L f R KN 72 K,
graus m m m BIE BIA TRI | BIE BIA TRI | BIE BIA TRI

30,00 |0,0658 0,6583 19,3185 | 635,90 348,59 200,01 [89,00 48,79 27,99|23,85 13,07 7,50
45,24 |0,1000 1,0000 | 12,9999 | 895,31 506,42 296,71 | 56,74 32,09 18,80 33,57 18,99 11,13
60,00 |0,1340 1,3397| 10,0000 | 1132,60 643,10 381,52 (42,47 24,12 14,31|42,47 24,12 14,31
87,21 10,2000 2,0000 | 7,2500 | 1497,00 834,56 508,66 29,51 16,45 10,03 |56,14 31,30 19,07
90,00 |0,2071 10 2,0711| 7,0711 | 1527,60 848,82 519,24 (28,64 15,92 9,74 |57,29 31,83 1947
120,00 | 0,2887 2,8868 | 5,7735 | 1758,20 926,40 600,30 [21,98 11,58 7,50 [65,93 34,74 22,51
123,86 | 0,3000 3,0000 | 5,6667 |1773,80 925,66 606,23 |21,36 11,15 7,30 [66,52 34,71 22,73
150,00 | 0,3837 3,8366 | 5,1764 | 1788,90 854,58 619,12 17,98 8,59 6,22 |67,08 32,05 23,22
154,64 | 0,4000 4,0000| 5,1250 | 1774,80 830,62 616,55(17,48 8,18 6,07 |66,56 31,15 23,12
180,00 | 0,5000 5,0000 | 5,0000 | 1608,30 655,24 579,09 15,08 6,14 5,43 [60,31 24,57 21,72

Fonte: Autor

Os coeficientes de flambagem K, indicados na Tabela 6.3 também sdo representados no

grafico da Figura 6.4, em funcdo da relacdo flecha/vao.

Figura 6.4 — Coeficientes de flambagem K, em func¢do da relacdo flecha/vao obtidos por simulacdo

numérica
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6.3.3 Forca uniformemente distribuida ao longo do vao

No caso dos arcos submetidos a for¢a uniformemente distribuida ao longo do vao, as
forcas criticas e os respectivos coeficientes de flambagem definidos a partir da simulag¢do
numérica pelo programa computacional ANSYS sado indicados na Tabela 6.4, de acordo
com a variacdo do angulo de abertura e da relagdo flecha/vao, e para cada condicdo de
contorno estudada.

Tabela 6.4 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca uniformemente
distribuida ao longo do vao a partir de simulacdo numérica

qcr
20 |y (BT KN/m 73 K
graus m| m [BIE BIA TRI | BIE_BIA TRI| BIE BIA TRI

30,00 |0,0658 0,6583 106,79 49,14 36,00 | 288,74 132,86 97,33 | 40,05 18,43 13,50
45,24 10,1000 1,0000 | 149,47 70,91 53,42 | 123,14 58,42 44,01| 56,05 26,59 20,03
60,00 |0,1340 1,3397 | 187,41 89,12 68,70 | 70,28 33,42 25,76 | 70,28 33,42 25,76
87,21 10,2000 2,0000 | 241,27 112,21 91,44 | 34,48 16,04 13,07| 90,48 42,08 34,29
90,00 |0,2071 10 2,0711 (245,32 113,65 93,29 | 32,53 15,07 12,37| 92,00 42,62 34,98
120,00 | 0,2887 2,8868 (268,40 117,43 107,15| 19,37 847 7,73 | 100,65 44,04 40,18
123,86 | 0,3000 3,0000 | 268,48 116,36 108,05| 18,32 7,94 7,37 | 100,68 43,64 40,52
150,00 | 0,3837 3,8366 | 251,72 100,58 96,97 | 13,09 5,23 5,04 | 94,40 37,72 36,36
154,64 | 0,4000 4,0000 245,95 96,64 93,12 | 12,42 4,88 4,70 | 92,23 36,24 34,92
180,00 | 0,5000 5,0000 [ 202,01 71,57 69,28 | 947 3,35 3,25 | 75,775 26,84 25,98

Fonte: Autor

Os coeficientes de flambagem K3 indicados na Tabela 6.4 também sdo representados no
grafico da Figura 6.5, em funcdo da relacdo flecha/vao.

Figura 6.5 — Coeficientes de flambagem K; em funcio da relacdo flecha/vao obtidos por

simulacdo numérica
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6.3.4 Forga concentrada na direcao radial

No caso dos arcos submetidos a forca concentrada na direcao radial, as forgas criticas e os
respectivos coeficientes de flambagem definidos a partir da simulagdo numérica pelo
programa computacional ANSYS sdo indicados na Tabela 6.5, considerando o angulo
relacionado ao ponto de aplicacdo da for¢a concentrada equivalente a um terco do angulo
de abertura (p = a / 3).

Tabela 6.5 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca verticalmente
concentrada no meio do vao a partir de simulagdo numérica para ¢ = (o / 3)

P cr
20 f / L L f KN Y4 K4
graus m m BIE BIA TRI BIE BIA TRI | BIE BIA TRI

30,00 |0,0658 0,6583| 799,29 398,52 299,45|111,86 55,77 41,91(29,97 14,94 11,23
45,24 10,1000 1,0000 | 1124,61 578,77 443,774 | 71,27 36,68 28,12|42,17 21,70 16,64
60,00 |0,1340 1,3397 | 1420,89 734,26 569,30 | 53,28 27,53 21,35|53,28 27,53 21,35
87,21 10,2000 2,0000 | 1871,25 950,84 753,00 | 36,88 18,74 14,84|70,17 35,66 28,24
90,00 |0,2071 10 2,0711|1908,60 966,87 767,79 | 35,79 18,13 14,40|71,57 36,26 28,79
120,00 | 0,2887 2,8868 | 2185,84 1054,20 871,40 27,32 13,18 10,89|81,97 39,53 32,68
123,86 | 0,3000 3,0000 | 2203,78 1053,54 876,91 | 26,54 12,69 10,56|82,64 39,51 32,88
150,00 | 0,3837 3,8366 |2215,33 978,29 862,06 | 22,26 9,83 8,66 | 83,07 36,69 32,33
154,64 | 0,4000 4,0000|2194,59 952,91 849,33| 21,62 9,39 8,37 82,30 35,73 31,85
180,00 | 0,5000 5,0000 | 1984,57 766,70 721,37| 18,61 7,19 6,76 | 74,42 28,75 27,05

Fonte: Autor

Os coeficientes de flambagem K, indicados na Tabela 6.5, para ¢ = (a / 3), também sdo

representados no grafico da Figura 6.6, em funcdo da relacao flecha/vao.

Figura 6.6 — Coeficientes de flambagem K, em funcdo da relacdo flecha/vao para ¢ = (a / 3)
obtidos por simulagdo numérica
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Considerando o angulo relacionado ao ponto de aplicacdo da for¢ca concentrada equivalente

a um terco do angulo de abertura (p = o / 2), nesse caso as forgas criticas e os coeficientes

de flambagem determinados a partir da simula¢do numérica pelo programa computacional

ANSYS sao indicados na Tabela 6.6.

Tabela 6.6 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca verticalmente
concentrada no meio do vio a partir de simulagdo numérica para ¢ = (o / 2)

20 fIL L| f flc\; Y4 K,y
graus m m BIE BIA TRI BIE BIA TRI | BIE BIA TRI
30,00 |0,0658 0,6583 | 1127,75 488,24 398,64 | 157,83 68,33 55,79 | 42,29 18,31 14,95
45,24 10,1000 1,0000 | 1585,70 708,36 589,50 | 100,49 44,89 37,36| 59,46 26,56 22,11
60,00 |0,1340 1,3397 {2002,20 897,88 754,10 | 75,08 33,67 28,28 | 75,08 33,67 28,28
87,21 |0,2000 2,0000 | 2636,00 1161,60 989,35 | 51,96 22,90 19,50| 98,85 43,56 37,10
90,00 |0,2071 10 2,0711 |2688,90 1181,26 1007,72| 50,42 22,15 18,89|100,83 44,30 37,79
120,00 | 0,2887 2,8868 [3092,20 1294,50 1127,42| 38,65 16,18 14,09| 115,96 48,54 42,28
123,86 | 0,3000 3,0000 [3120,92 1295,48 1132,05| 37,58 15,60 13,63 117,03 48,58 4245
150,00 | 0,3837 3,8366 | 3164,50 1213,38 1096,28 | 31,80 12,19 11,02|118,67 45,50 41,11
154,64 | 0,4000 4,0000 | 3144,50 1194,67 1077,68 | 30,97 11,77 10,61 117,92 44,80 40,41
180,00 | 0,5000 5,0000 [ 2889,90 999,80 915,36 | 27,09 9,37 8,58 | 108,37 37,49 34,33

Os coeficientes de flambagem Ky

Fonte: Autor

indicados na Tabela 6.6, para ¢ = (a / 2), também sdo

representados no grafico da Figura 6.7, em funcdo da relacio flecha/vao.

Figura 6.7 — Coeficientes de flambagem K, em funcdo da relacéo flecha/vao para ¢ = (a/ 2)
obtidos por simulagdo numérica

140,00

120,00

100,00

80,00

60,00

40,00

20,00

0,00

0.00

| |
L:
K4 = Per 1
_o b —— T B -
2 P - '--.Jk
ﬁ/
Ve
s
rd
A
/
/ — —
—_— -
« B o0 T 88~
n P ==
-
g-
0,03 0,10 0,13 020 023 030 033 040 043 0,30

fIL

—A— Arco biengastado —0— Arco biarticulado —@— Arco triarticulado

Fonte: Autor



84

Capitulo 6 — Simula¢do numérica

No caso dos arcos submetidos a for¢a concentrada na direcao radial, as forgas criticas e os
respectivos coeficientes de flambagem definidos a partir da simulacio numérica pelo
programa computacional ANSYS sdo indicados na Tabela 6.7, considerando o angulo
relacionado ao ponto de aplicacdo da forca concentrada equivalente a um terco do angulo
de abertura (¢ =20,/ 3).

Tabela 6.7 — Coeficientes de flambagem de arcos circulares submetidos a forca verticalmente
concentrada no meio do vao a partir de simulagdo numérica para ¢ = (2a./ 3)

2 | L)1 o " K,
graus m m BIE BIA TRI BIE BIA TRI | BIE BIA TRI
30,00 |0,0658 0,658312055,37 687,92 596,93 |287,65 96,28 83,54 | 77,08 25,80 22,38
45,24 10,1000 1,0000 | 2895,08 999,61 881,38 | 183,47 63,35 55,86 (108,57 37,49 33,05
60,00 |0,1340 1,3397 | 3664,37 1269,80 1125,02|137,41 47,62 42,19|137,41 47,62 42,19
87,21 |0,2000 2,0000 | 4858,37 1655,51 1467,04| 95,76 32,63 28,92 182,19 62,08 55,01
90,00 |0,2071 10 2,0711 | 4960,30 1685,47 1493,09| 93,01 31,60 28,00|186,01 63,21 55,99
120,00 | 0,2887 2,8868 |5767,27 188145 1652,67| 72,09 23,52 20,66|216,27 70,55 61,98
123,86 10,3000 3,0000 | 5828,28 1889,70 1656,71| 70,18 22,76 19,95|218,56 70,86 62,13
150,00 | 0,3837 3,8366|5937,01 1850,90 1585,69| 59,66 18,60 15,93 222,64 69,41 59,46
154,64 | 0,4000 4,000015901,33 1826,07 1555,91| 58,13 17,99 15,33(221,30 68,48 58,35
180,00 | 0,5000 5,0000 | 5071,50 1559,69 1319,08 | 47,55 14,62 12,37|190,18 58,49 49,47

Fonte: Autor

Os coeficientes de flambagem K, indicados na Tabela 6.7, para ¢ = (2a / 3), também sdo

representados no grafico da Figura 6.8, em funcdo da relacio flecha/vao.

Figura 6.8 — Coeficientes de flambagem K, em funcdo da relagdo flecha/vao para ¢ = (20 / 3)
obtidos por simulagdo numérica
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6.4 Curvas do primeiro modo de flambagem

As curvas relativas ao primeiro modo de flambagem dos arcos, tracadas pelo programa
computacional ANSYS, seguiram os padrdes indicados na Figura 6.9. Independente das
condicdes de carregamento e do angulo de abertura ou relacdo flecha/vao, esses padrdes
foram constantes para as condi¢des de contorno indicadas.

Figura 6.9 — Curvas relativas ao primeiro modo de flambagem dos arcos simulados no programa
computacional ANSYS

a) Arco biarticulado (curva assimétrica)

Fonte: Autor

As curvas do primeiro modo de flambagem dos arcos possuem praticamente as mesmas
formas que foram indicadas esquematicamente no Capitulo 3, segundo os conceitos
tedricos. A curva referente ao arco triarticulado foi tracada pelo programa computacional
de forma oposta ao que foi indicado nos esquemas, porém, isso foi um procedimento
grafico associado a relatividade da configuragao do modo e nao influenciou no processo de

determinacao da forca critica.



Capitulo 7 — Discussdo 86

CarituLo 7

Discussio

7.1 Introducao

Nessa secao os resultados obtidos sdo comparados e analisados. As propriedades avaliadas
sdo os coeficientes de flambagem referentes as condi¢Oes de carregamento e as condigdes

de contorno dos arcos.

Os coeficientes de flambagem obtidos para o arco biarticulado conforme os trés modelos
propostos sao discutidos inicialmente. Posteriormente, os coeficientes determinados partir
do modelo tedrico para arcos triarticulados, biarticulados e biengastados sdo relacionados

aos obtidos por simula¢do numérica.

7.2 Discussao sobre os modelos formulados para o arco biarticulado

Em geral, ndo houve diferencas significativas nos coeficientes de flambagem determinados
para o arco biarticulado a partir dos trés modelos de anélise que foram propostos: modelo

tedrico, modelo matricial e modelo aproximado.

Para todas as condicdes de carregamento, as diferencas notadas nos coeficientes de
flambagem foram minimas. Os trés modelos sdo bastante influenciados pela expressdo que
define o esforco normal no arco biarticulado, logo é justificivel a proximidade dos

resultados.

Isso demonstra que, para o caso do arco biarticulado submetido as condigcdes de
carregamento indicadas, o modelo matricial e o aproximado estdo em conformidade com o

modelo tedrico.
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7.3 Discussao sobre o modelo tedrico e a simulacao numérica

Na comparagdo entre os coeficientes determinados com o modelo teérico e os obtidos a
partir da simulacdo numérica houve diferencas substanciais. Dessa forma, a diferenca

percentual entre ambos € avaliada em relagdo ao modelo teorico.

As discussoes sdo indicadas conforme o tipo de solicitacdo atuante nos arcos analisados a
partir do modelo teérico e por simulacio numérica. E importante destacar que para todos
os casos os coeficientes de flambagem associados ao arco biengastado sdo superiores aos
demais, enquanto os inferiores sao relacionados ao arco triarticulado. Outra consideracao
védlida para a maioria dos casos estd associada a relacdo flecha/vao préxima de 0,3, que

geralmente possibilita valores superiores ao coeficiente de flambagem.

7.3.1 Forg¢a uniformemente distribuida na direc¢ao radial

Com relagao aos arcos submetidos a forca uniformemente distribuida na direcdo radial, os
coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico sdo comparados aos
que foram obtidos por simulacdo numérica no programa computacional ANSYS. A
variacdo da diferenca percentual € indicada na Tabela 7.1.

Tabela 7.1 — Comparacdo dos coeficientes de flambagem K; a partir do modelo teérico e simulagio
numérica

K,

2 Difi tual
¢ f/L Modelo tedrico Simulaciao numérica Herenca Op ercentua
graus %o

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 0,0658 | 40,81 19,83 15,03 43,88 20,03 14776 | -7,51  -1,01 1,81
45,24 0,1000 | 58,81 28,37 21,68 60,43 28,44 21,49 | 2,74 -0,24 091
60,00 0,1340 | 73,32 35,00 27,07 74,18 35,00 26,91 -1,17 0,01 0,58
87,21 0,2000 | 90,67 42,10 33,61 90,84 42,02 33,48 | -0,19 0,18 0,41
90,00 0,2071 | 91,73 4243 34,00 91,84 42,35 3388 | -0,12 0,18 0,36
120,00 0,2887 | 94,26 41,57 35,09 94,28 41,48 35,02 | -0,01 0,22 021
123,86 0,3000 | 93,50 40,93 34,86 93,56 40,85 34,77 | -0,07 0,21 0,25
150,00 0,3837 | 83,24 34,32 31,17 83,76 34,27 31,13 | -0,63 0,15 0,11
154,64 0,4000 | 80,67 32,83 30,14 81,30 32,80 30,20 | -0,78 0,10  -0,19
180,00 0,5000 | 64,00 24,00 24,00 65,44 24,16 24,19 | -2,25  -0,66 -0,78

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 7.1 para o coeficiente de flambagem K; também sdo

representados no grafico da Figura 7.1.
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Figura 7.1 — Comparacio entre os coeficientes de flambagem K obtidos a partir do modelo
tedrico e simulacao numérica
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Nota-se que houve pequena variacio entre os resultados obtidos para K; conforme os dois
procedimentos, com exce¢do da diferenga maxima de 7,51% para o arco biengastado de
menor relacdo flecha/vao. Essas pequenas variacdes eram esperadas, uma vez que nao
existe momento fletor de primeira ordem no arco e o esforco normal € constante em toda a

estrutura.

7.3.2 Forga verticalmente concentrada no meio do vao

Em relacdo aos arcos submetidos a forca verticalmente concentrada no meio do vao, os
coeficientes de flambagem determinados com a aplicacdo do modelo teérico também sao
comparados aos que foram obtidos a partir da simulacio numérica no programa

computacional ANSYS. A variacdo da diferenca percentual € expressa na Tabela 7.2.



Capitulo 7 — Discussio 89

Tabela 7.2 — Comparacdo dos coeficientes de flambagem K, a partir do modelo tedrico e simulagao
numérica

K,

2a . . B . Diferenca percentual
fIL Modelo teérico Simula¢io numérica o
graus Yo

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 | 22,11 12,84 7,65 23,85 13,07 7,50 -7,87 -1,83 1,92
45,24 | 0,1000 | 32,49 18,63 11,15 33,57 18,99 11,13 -3,33 -1,95 0,19
60,00 | 0,1340 | 41,61 23,43 14,51 42,47 24,12 14,31 -2,07 -2,93 1,40
87,21 | 0,2000 | 55,25 29,66 19,50 | 56,14 31,30 19,07 -1,60 -5,51 2,19
90,00 | 0,2071 | 56,40 30,10 19,92 | 57,29 31,83 19,47 -1,57 -5,75 2,25
120,00 | 0,2887 | 65,13 32,07 23,40 | 6593 34,74 22,51 -1,23 -8,33 3,80
123,86 | 0,3000 | 65,77 31,98 23,70 | 66,52 34,71 22,73 -1,13 -8,53 4,08
150,00 | 0,3837 | 67,44 29,63 24,74 | 67,08 32,05 23,22 0,53 -8,15 6,17
154,64 | 0,4000 | 67,27 28,94 2471 66,56 31,15 23,12 1,07 -7,65 6,43
180,00 | 0,5000 | 64,00 24,00 24,00 | 60,31 24,57 21,72 5,76 -2,38 9,52

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 7.2 para o coeficiente de flambagem K, também sdo

representados no grafico da Figura 7.2.

Figura 7.2 — Comparacao entre os coeficientes de flambagem K, obtidos a partir do modelo
tedrico e simula¢do numérica
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Fonte: Autor
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A variacdo de K, foi maior em véarios intervalos, sendo a diferenga méxima de 9,52% para
o arco triarticulado. Por outro lado, em outros intervalos a variacdo foi pequena, mais

notavelmente no caso do arco biengastado.

As variagdes foram maiores, nesse caso, pois no modelo tedrico os momentos de primeira
ordem foram desprezados na andlise, enquanto na simulagdo numérica eles sao
considerados na anélise por autovalor. Além disso, € importante notar que para esse tipo de
solicitacdo o esforco normal varia ao longo do arco. No modelo teérico foi considerado
que o esforco normal critico ocorre nas extremidades do arco, enquanto na simulacio
numérica é considerada a variacio do esfor¢o normal ao longo da estrutura, influenciando

a determinacdo da forga critica.

7.3.3 For¢a uniformemente distribuida ao longo do vao

Com relacdo aos arcos submetidos a forca uniformemente distribuida ao longo do vao, os
coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico sdo comparados aos
que foram obtidos por simulacdo numérica no programa computacional ANSYS. A
variacdo da diferenca percentual € indicada na Tabela 7.3.

Tabela 7.3 — Comparacdo dos coeficientes de flambagem Kj; a partir do modelo teérico e simulagao
numérica

K3

20, Diferenca percentual

oraus fIL Modelo tedrico Simulacio numérica %

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 0,0658 | 40,21 19,57 14,80 40,05 18,43 13,50 0,40 5,84 8,78
45,24 0,1000 | 56,81 27,53 20,95 56,05 26,59 20,03 1,33 340 438
60,00 0,1340 | 69,30 33,33 25,57 70,28 33,42 25,76 | -1.41  -0,27 -0,75
87,21 0,2000 | 82,43 38,79 30,57 90,48 42,08 3429 | 9,76  -8,48 -12,15
90,00 0,2071 | 83,13 38,98 30,80 92,00 42,62 34,98 | -10,67 -9,35 -13,57
120,00 0,2887 | 83,81 37,56 31,18 | 100,65 44,04 40,18 | -20,09 -17,25 -28,89
123,86 0,3000 | 83,15 36,99 31,00 | 100,68 43,64 40,52 | -21,08 -17,97 -30,72
150,00 0,3837 | 75,99 31,72 284l 94,40 37,72 36,36 | -24,22  -18,89 -28,01
154,64 0,4000 | 74,29 30,61 27,78 92,23 36,24 34,92 | -24,15 -18,41 -25,69
180,00 0,5000 | 64,00 24,00 24,00 75,75 26,84 2598 | -18,36 -11,83 -8,25

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 7.3 para o coeficiente de flambagem K3 também sdo

representados no grafico da Figura 7.3.
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Figura 7.3 — Comparacio entre os coeficientes de flambagem K; obtidos a partir do modelo
tedrico e simulacao numérica
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Fonte: Autor
A variacdo de K; foi muito maior em varios intervalos, sendo a diferenca maxima de
30,72%. As diferencas foram maiores para os arcos biengastados e triarticulados, uma vez

que as diferencgas relacionadas ao arco biarticulado ficaram abaixo de 20%.

Nesse caso, além de haver a ocorréncia de momentos fletores de primeira ordem e do
esforco normal variar ao longo da estrutura, o procedimento adotado para a simulacio
numérica também pode ter afetado os resultados. A distribui¢do da forca vertical ao longo
do vao foi realizada com a aplicacdo de forcas concentradas agindo nessa direcdo, e

espacadas a cada unidade de comprimento, logo ndo € considerada a variacdo do

carregamento na continuidade da estrutura.

Apesar das diferengas ocorridas, os valores obtidos para os coeficientes de flambagem
determinados a partir do modelo tedrico foram geralmente menores que os alcancados pela
simula¢do numérica, indicando que a forga critica ocorre num intervalo menor. Por isso,

quando adotados, sdo favoraveis a seguranca da estrutura.
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7.3.4 Forga concentrada na direcao radial

Em relacido aos arcos submetidos a forca concentrada na direcdo radial, inicialmente sao
indicadas as diferencgas percentuais obtidas para os coeficientes de flambagem conforme os
trés valores admitidos para representar a variacdo do angulo ¢, e em seguida sdo discutidos

os resultados.

Considerando o dngulo que define o ponto de aplicacdo da forca como um ter¢o do angulo

de abertura do arco (¢ = o/ 3), a variagcdo da diferencga percentual é expressa na Tabela 7.4.

Tabela 7.4 — Comparacao dos coeficientes de flambagem K, a partir do modelo tedrico e simulagao
numérica considerando ¢ = (a / 3)

K,

2 Dif tual
N fIL Modelo tedrico Simulac¢io numérica ' eren(;aopercen Ha
graus Yo

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 | 27,80 14,78 11,40 29,97 14,94 11,23 -7,82 -1,13 1,51
45,24 | 0,1000 | 40,56 21,44 16,68 42,17 21,70 16,64 -3,97 -1,24 0,22
60,00 | 0,1340 | 51,42 26,98 21,20 53,28 27,53 21,35 -3,61 -2,06 -0,69
87,21 | 0,2000 | 66,43 34,19 27,68 70,17 35,66 28,24 -5,63 -4,29 -2,03
90,00 | 0,2071 | 67,59 34,68 28,17 71,57 36,26 28,79 -5,90 -4,55 -2,22
120,00 | 0,2887 | 74,79 36,96 31,48 81,97 39,53 32,68 -9,60 -6,96 -3,79
123,86 | 0,3000 | 74,95 36,87 31,68 82,64 39,51 32,88 | -10,26  -7,14 -3,80
150,00 | 0,3837 | 73,06 34,15 31,19 83,07 36,69 32,33 | -13,71 -7,43 -3,65
154,64 | 0,4000 | 72,10 33,39 30,77 82,30 35,73 31,85 | -14,14  -7,02 -3,50
180,00 | 0,5000 | 64,36 27,72 27,72 74,42 28,75 27,05 | -15,63  -3,72 2,42

Fonte: Autor

Adotando o angulo que define o ponto de aplica¢do da forca como um meio do angulo de

abertura do arco (¢ = a / 2), a variacdo da diferenca percentual € indicada na Tabela 7.5.

Tabela 7.5 — Comparacgao dos coeficientes de flambagem K, a partir do modelo tedrico e simulagcao
numérica considerando ¢ = (a / 2)

K,

2 Dif tual
¢ fIL Modelo teodrico Simulac¢ido numérica ! eren(;aopercen ua
graus %o

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 | 39,08 18,03 15,17 | 42,29 18,31 14,95 -8,20 -1,55 1,44
45,24 | 0,1000 | 57,10 26,16 22,12 59,46 26,56 22,11 -4,14 -1,54 0,08
60,00 | 0,1340 | 72,51 32,93 28,02 75,08 33,67 28,28 -3,55 -2,25 -0,93
87,21 | 0,2000 | 94,09 41,76 36,21 98,85 43,56 37,10 -5,06 -4,30 -2,47
90,00 | 0,2071 | 95,78 42,36 36,80 | 100,83 44,30 37,79 -5,27 -4,57 -2,69
120,00 | 0,2887 | 106,80 45,21 40,47 | 11596 48,54 42,28 -8,57 -1,37 -4,47
123,86 | 0,3000 | 107,17 45,13 40,63 | 117,03 48,58 42,45 -9,20 -7,65 -4,49
150,00 | 0,3837 | 105,50 41,31 39,24 | 118,67 45,50 41,11 | -12,48 -10,14  -4,76
154,64 | 0,4000 | 104,33 40,89 38,57 | 117,92 4480 4041 | -13,03  -9,56 -4,77
180,00 | 0,5000 | 94,42 34,00 34,00 | 108,37 37,49 34,33 | -14,78 -10,27  -0,96

Fonte: Autor
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Considerando o angulo que define o ponto de aplicacdo da for¢ca como dois tercos do

angulo de abertura do arco (¢ = 2a / 3), a diferenca percentual € observada na Tabela 7.6.

Tabela 7.6 — Comparacdo dos coeficientes de flambagem K, a partir do modelo tedrico e simulagdo
numérica considerando ¢ = (20 / 3)

K,

2 Dif tual
¢ fIL Modelo tedrico Simulacio numérica ' eren(;aopercen e
graus Yo

BIE BIA TRI BIE BIA TRI BIE BIA TRI

30,00 | 0,0658 | 71,32 25,39 22,72 77,08 25,80 22,38 -8,08 -1,62 1,46
45,24 | 0,1000 | 104,35 36,85 33,07 | 108,57 37,49 33,05 -4,04 -1,73 0,04
60,00 | 0,1340 | 132,79 46,39 41,776 | 137,41 47,62 42,19 -3,48 -2,65 -1,03
87,21 | 0,2000 | 173,28 58,89 53,58 | 182,19 62,08 55,01 -5,14 -5,43 -2,68
90,00 | 0,2071 | 176,52 59,76 54,41 | 186,01 63,21 55,99 -5,37 -5,76 -2,90
120,00 | 0,2887 | 198,72 63,84 59,16 | 216,27 70,55 61,98 -8,83  -10,52 4,76
123,86 | 0,3000 | 199,69 63,72 59,29 | 218,56 70,86 62,13 -9,45  -11,21 4,78
150,00 | 0,3837 | 198,95 58,41 56,52 | 222,64 69,41 59,46 | -1191 -18,84  -5,20
154,64 | 0,4000 | 197,22 57,79 55,42 | 221,30 68,48 58,35 | -12,21 -1848  -5,28
180,00 | 0,5000 | 181,43 48,00 48,02 | 190,18 58,49 49,47 -4,82  -21,85  -3,02

Fonte: Autor

Os valores indicados na Tabela 7.4 para o coeficiente de flambagem K4 sdo representados

no grafico da Figura 7.4 (¢ = a / 3).

Figura 7.4 — Comparacao entre os coeficientes de flambagem K, obtidos a partir do modelo
tedrico e simula¢do numérica
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Os valores verificados na Tabela 7.5 para a variacdo do coeficiente de flambagem K4

também sdo representados no grafico da Figura 7.5 (¢ = a / 2), e os valores indicados na

Tabela 7.6 sdo ilustrados no grafico da Figura 7.6 (¢ = 2a / 3).

Figura 7.5 — Comparacio entre os coeficientes de flambagem K, obtidos a partir do modelo

tedrico e simula¢do numérica
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Nota-se que a maxima diferencga percentual ocorreu para o arco biarticulado, sendo 21,85%
(p = 20 / 3). As outras diferencas percentuais miximas foram associadas ao arco
biengastado: 15,63% (¢ = a / 3) e 14,78% (¢ = a / 2). Em todos os casos, as variagdes

maximas ocorreram para a maior relagao flecha/vao (0,5).

Os coeficientes relacionados ao arco triarticulado foram os que menos variaram nas trés
situagdes quando comparadas as duas andlises. Para o arco biarticulado a variacdo foi
crescente de acordo com o aumento da relacdo flecha/vao, e tanto para arco biarticulado
quanto para o biengastado as principais diferengas foram notadas para as maiores relagoes

flecha/vao.

A diferenca percentual também foi superior conforme maior o valor de ¢, ou seja, para
quando a for¢a concentrada atua em uma posicdo mais proxima de uma das extremidades.
No modelo tedrico a a¢do do esfor¢o normal critico € considerada apenas em uma das
extremidades conforme as condi¢des de contorno do arco, logo essa concentragdo da forca
proxima a um dos apoios contribuiu para minimizar a forca critica em relacdo a simulacao
numérica, em que € considerada a distribuicdo dos esforcos na determinacdo da forca
critica. De forma andloga, para essa solicitacdo ha a ocorréncia de momentos fletores de

primeira ordem, que também ndo foram considerados na formula¢do do modelo tedrico.

Em geral, os valores obtidos para os coeficientes de flambagem determinados a partir do
modelo tedrico foram menores que os obtidos pela simulacio numérica, sugerindo que a
forca critica ocorre num intervalo menor. Dessa forma, sdo favoraveis a seguranca da

estrutura quando adotados.

7.4 Discussao sobre solicitacoes desfavoraveis

Com relacdo a solicitacdo mais desfavordvel para flambagem do arco circular, a
comparacdo € realizada de acordo com a forma de aplicacao da forca, sendo distribuida ou

concentrada.

Para o arco submetido a forca uniformemente distribuida ao longo do vao, os valores
determinados para o coeficiente de flambagem foram menores ou iguais que os calculados

para o arco sujeito a forca uniformemente distribuida na direcdo radial (K3 < K;). Dessa
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forma, para as forcas distribuidas analisadas, a for¢a uniformemente distribuida ao longo

do vao foi mais desfavoravel.

No caso da forca concentrada, foi constatado que a forca verticalmente concentrada no
meio do vao ocasionou valores menores para o coeficiente de flambagem, se comparado a
situacdo da forca concentrada na direcdo radial atuante em uma posicdo arbitraria
(K, < Ky). E importante ressaltar que se o angulo arbitrado para definir o ponto de
aplicacdo da forca concentrada na direcdo radial for nulo, tem-se a mesma condi¢do de
carregamento, logo os coeficientes de flambagem sdo idénticos nessa situacdo. Portanto,
segundo as forcas concentradas analisadas, a forca verticalmente concentrada no meio do

vao foi mais desfavoravel.
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CariTuLO 8

CONSIDERAC()ES FINAIS

8.1 Comentarios gerais

No estudo desenvolvido foram indicadas formulagdes para andlise da estabilidade
estrutural de arcos simétricos com forma circular por meio da determinacao da forca critica
de flambagem. Nesse contexto, foram apresentados trés modelos de andlise e realizada
simulacdo numérica por elementos finitos no programa computacional ANSYS, sendo os
resultados associados aos coeficientes de flambagem determinados a partir de dez valores
atribuidos ao angulo de abertura dos arcos e relacdo flecha/vao. A aplicacdo de coeficientes
de flambagem permite padronizar a anélise da forga critica quando o angulo de abertura ou
a relacdo flecha/vao do arco sdao conhecidos, sendo os coeficientes de flambagem também

considerados como forgas criticas adimensionais.

Como objetivo especifico deste trabalho, foi desenvolvido um programa computacional
para sistemas operacionais Windows, denominado INSTARC, que possibilita a
determinac¢do da forga critica de flambagem em arcos circulares submetidos as condi¢des
de carregamento e de contorno indicadas no trabalho. As equacdes empregadas no
programa computacional para a efetuacdo dos calculos foram baseadas no modelo tedrico.
Além de forcas criticas, o programa computacional possibilita a determinacdo de outros
parametros relacionados a flambagem, como esforco normal critico e coeficiente de
flambagem, além de parametros geométricos do arco, como raio, angulo de abertura e

comprimento axial.
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Além das equagdes voltadas a andlise da forca critica de flambagem, durante o
desenvolvimento do modelo tedrico, foram abordadas diversas expressdoes que definem
simbolicamente as componentes das reagdes de apoio em arcos circulares submetidos as
condi¢cdes de carregamento estudadas, que ndo sdo frequentemente indicadas na literatura.
Para os arcos biarticulados e biengastados, essas expressdes foram derivadas a partir do

M¢étodo das Forcas.

Com relacdo a analise da forga critica de flambagem em arcos biarticulados pelos trés
modelos desenvolvidos, a diferenca ocasionada nos coeficientes de flambagem
determinados a partir dos modelos matricial e aproximado foi muito pequena quando
comparados ao modelo tedrico. E justificdvel a proximidade dos resultados, uma vez que
os trés modelos sdo bastante influenciados pela expressdo que define o esfor¢o normal no
arco biarticulado, e pela hipdtese de que o esfor¢o normal critico ocorre em uma das
extremidades do arco. Portanto, para as condi¢des de carregamento analisadas, o modelo
matricial e o aproximado estdo em conformidade com o modelo tedrico na analise de arcos
biarticulados, sendo alternativas adequadas para determinagdo de forcas criticas e

coeficientes de flambagem.

Por outro lado, houve variagdes na comparacdo do modelo tedrico com a simulacdo
numérica realizada a partir do programa computacional ANSY'S, especialmente no caso de
arcos submetidos a forca uniformemente distribuida ao longo do vao e a forca concentrada
na direcdo radial. Essas varia¢des provavelmente foram ocasionadas pela desconsideracio
dos momentos fletores de primeira ordem no modelo tedrico, e também pela consideracio
do esforco normal critico em uma das extremidades do arco, ao contrario da simulacdo
numérica em que € considerada a variacao do esforco na estrutura. Apesar disso, os valores
obtidos para os coeficientes de flambagem determinados a partir do modelo tedrico, que
apresentaram variacdo significativa em relagdo aos obtidos por simulagdo numérica, foram
geralmente menores que esses ultimos. Nesses casos, a forca critica ocorre com menor
intensidade, logo os valores sdo favoriveis a seguranca da estrutura quando adotados. Nos
demais casos, em que a variacdo foi menor, mesmo consideradas as hipéteses citadas no
modelo tedrico foi obtida boa proximidade entre os valores determinados a partir do

modelo teérico e pela simulagcdo numérica.

Conceitualmente, segundo todas as andlises efetuadas, compreende-se que o arco

biengastado suporta valores muito superiores para o coeficiente de flambagem — e,
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N

portanto, para a forga critica — que os outros arcos devido a rigidez proporcionada,
considerando um mesmo angulo de abertura ou relacdo flecha/vdo e as demais
propriedades constantes. Por outro lado, no arco triarticulado sdo obtidos valores inferiores
em virtude do comportamento isostatico e descontinuo do sistema devido a presenga da
articulacdo interna, que possibilita a ocorréncia de esfor¢os internos com maior

intensidade.

Ainda de acordo com as andlises efetuadas, foi constatado que a forca distribuida mais
desfavoravel foi associada a for¢a uniformemente distribuida ao longo do va@o, uma vez
que os coeficientes de flambagem determinados foram menores. De forma aniloga, no
caso de solicitacdo por forca concentrada, a situacdo mais desfavoravel foi relacionada a

for¢a verticalmente concentrada no meio do vao.

Por fim, foi observada que a relacdo flecha/vao proxima de 0,3 ocasiona valores elevados
para os coeficientes de flambagem segundo as condi¢des de carregamento avaliadas, logo
essa relacdo possibilita ao arco maior eficiéncia quanto a estabilidade estrutural e pode ser

utilizada como parametro em situacdes de projeto e otimizacao estrutural.

8.2 Sugestoes para trabalhos futuros

No contexto da analise da forca critica de flambagem em arcos, é possivel indicar as

seguintes abordagens como sugestdes para trabalhos futuros:

1. Formula¢do dos modelos matricial e aproximado para andlise de arcos circulares com

outras condi¢des de contorno e carregamento.

2. Formula¢do de modelos para andlise de arcos com outras formas geométricas e

condig¢des de carregamento.

3. Considera¢do de imperfeicdes geométricas iniciais na formulagdo dos modelos de

analise.

4. Atribuicdo do efeito de plasticidade do material na formulacdo dos modelos de analise.
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A PENDICE A

P ARAMETROS GEOMETRICOS

B.1 Consideracoes gerais

Os parametros geométricos sdo importantes para definir a geometria do arco, sendo obtidos
a partir de principios trigonométricos. Na formulagao desses parametros forma usualmente
considera-se o vao e a flecha do arco como propriedades constantes e inicialmente
atribuidas. No caso do arco circular € possivel adotar o raio e o dngulo de abertura total

como propriedades iniciais.

Para o arco circular apresentado na Figura A.1 o raio é constante e indicado na Equacao

A.1 a partir de valores definidos para vao e flecha.

Figura A.1 — Parametros geométricos referentes ao arco circular

Fonte: Autor
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2
R = L_ + £ Equagdo A.1
8-f 2
O angulo de abertura do arco € calculado a partir da Equacdo A.2.
L
o = arcsen| —— Equacdo A.2
2-R

O conhecimento do raio e do angulo de abertura € necessario quando a analise do arco €

feita em coordenadas polares.

Quando a analise é realizada em coordenadas cartesianas, € necessario estabelecer
coordenadas horizontais e verticais. Quando a coordenada horizontal é admitida
inicialmente, a coordenada vertical de qualquer ponto no arco pode ser obtida pela

Equacdo A.3.

2 (L 2 Equaci
y= |[RT-| =-— +f—R quacdo A.3

O arco circular possui comprimento axial total indicado na Equacdo A.4.
S=2-R-a Equacédo A.4

A relacdo flecha/vao pode ser determinada em fun¢do do angulo de abertura na Equacio
AS.

f — 1 —cos(a) Equagdo A.5

L 2 -sen(a)
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APENDICE B

METODO DAS FORCAS

B.1 Consideracoes gerais

O método das forcas é amplamente utilizado na anélise de estruturas hiperestaticas. Nesse
método, as incOgnitas a serem determinadas sdo chamadas de hiperestdticos, geralmente
definidos como forcas e momentos que ndo podem ser determinados aplicando
exclusivamente as equacdes de equilibrio, uma vez que a quantidade de incognitas excede
o nimero de equacdes disponiveis no sistema. Dessa forma, o grau de hiperestaticidade de
uma estrutura esta relacionado a quantidade de hiperestiticos que possui: quanto maior o

nimero de hiperestaticos, maior o grau de hiperestaticidade do sistema.

Para determinacdo dos hiperestéticos, a estrutura original possui restricdes liberadas até
recair num sistema isostitico, conhecido como sistema principal, em que as equacgdes de
equilibrio sdo aplicadas. Os deslocamentos virtuais referentes as restri¢des liberadas sao
calculados para a estrutura isostitica empregando métodos especificos (PTV, por
exemplo), bem como a a¢do unitaria que os hiperestaticos exercem nesses deslocamentos.
Essa acdo unitaria € definida por meio de coeficientes de flexibilidade, que podem ser
padronizados conforme as caracteristicas da estrutura e o tipo de hiperestatico. A partir
desse procedimento, os hiperestaticos sdao obtidos conforme a compatibilidade das

equagoes de deslocamento.

Devido a sua complexidade de implementacdo computacional, o método das forcas é
recomendado principalmente para andlise de estruturas que apresentam pequeno nimero de

hiperestaticos.
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Como exemplo do método das forgas aplicado a andlise de arcos hiperestéticos, ¢ abordada
a condi¢do do arco biarticulado da Figura B.1 sujeito a um carregamento arbitrario. Nesse
caso, o grau de hiperestaticidade € igual a 1, pois hid apenas uma rea¢do de apoio que
excede a quantidade estritamente necessaria para o equilibrio. Essa reacdo excedente € o

hiperestatico do sistema.

Figura B.1 — Arco circular biarticulado sujeito a um carregamento arbitririo
P 2

Py

Fonte: Autor

Com a restricdo liberada no apoio direito, por exemplo, tem-se o chamado arco simples
(Figura B.2). A forca H,, que atua como reagdo de apoio na dire¢do horizontal, € associada

7z

a restricdo liberada e definida como o unico hiperestatico do sistema. No arco simples, é

necessario determinar o deslocamento 4, correspondente a restricdo liberada, que é

ocasionado pelo carregamento atuante.

Figura B.2 — Arco simples sujeito a um carregamento arbitrario

Fonte: Autor

A agdo unitaria que o hiperestatico causa na forma de deslocamento horizontal pode ser
determinado com a aplica¢cdo de uma for¢a unitaria (Figura B.3), agindo na mesma direcao
que o hiperestatico H, no sistema principal (arco simples). Essa acdo unitiria é o
coeficiente de flexibilidade, sendo ayx equivalente ao deslocamento horizontal provocado

pela acdo da forga unitaria.
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Figura B.3 — Arco simples sujeito a uma forca unitria

Fonte: Autor

O deslocamento horizontal referente a restricdo liberada € esquematicamente
compatibilizado na Figura B.4, considerando que o deslocamento horizontal deve ser

equivalente ao produto entre a reacdo e o coeficiente de flexibilidade.

Figura B.4 — Compatibiliza¢do do deslocamento

Fonte: Autor

Por superposi¢do, a equagdo de compatibilidade do deslocamento horizontal € indicada na
Equacdo B.1. Como o apoio fixo na estrutura real restringe o deslocamento na dire¢dao
horizontal, o mesmo deve ser nulo. A reacdo H, é, portanto, obtida em fun¢do do

deslocamento e do coeficiente de flexibilidade.

Aax Equacdo B.1
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A PENDICE C

METODO DAS FORCAS ELASTICAS

C.1 Consideracoes gerais

O Meétodo das Forcas Elasticas (MFE) é utilizado para determinacdo aproximada de
deslocamentos ocasionados numa estrutura. No caso de barras, o procedimento adotado
consiste em dividir a estrutura em uma quantidade finita de segmentos, determinar os
esforcos internos atuantes nos nos que constituem esses segmentos, € aplicar uma estrutura
ficticia que € idéntica a analisada (embora ndo tenha necessariamente as mesmas condigdes
de contorno). Essa estrutura ficticia suportard as chamadas forgas elasticas. Admite-se que
o diagrama do momento fletor da estrutura ficticia, definido a partir da acdo das forcas

elasticas, € equivalente a configuracdo deformada da estrutura original.

A determinacdo das forcas elasticas € realizada de acordo com a Equagdo C.1,
considerando apenas a influéncia do momento fletor. Nessa expressao € assumido que a
divisdo da barra em segmentos de mesmo comprimento, e as propriedades fisicas e
geométricas s@o constantes em toda a estrutura. Assume-se que as forcas elasticas verticais

sdo positivas quando atuam com sentido indicando para baixo.

S

Wy, = —(2-Mp+M aa n =0
f 6-E-I( 0+ Mi) b
Equacdo C.1
S
Wn:m-(Mn_1+4-Mn+Mn+1) paa n>0

Para ilustrar o funcionamento do método, serdo verificados os deslocamentos determinados

a partir do MFE em dois exemplos de vigas, e os valores serdo comparados com aqueles
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obtidos por meio da aplicacdo de métodos classicos. E importante verificar que nenhum
dos diagramas indicados nas proximas figuras estdo desenhados em escala, pois a

representacio seria prejudicada.

C.2 Viga em balanco submetida a forca concentrada extrema

A viga ilustrada na Figura C.la é dividida em trés segmentos (I, II e III) de mesmo
comprimento, que equivale a um terco do comprimento total da viga. O diagrama de
momento fletor respectivo € indicado na Figura C.1b, em que pode ser observada a

magnitude do momento fletor atuante nos nés analisados.

Figura C.1 — Viga em balango submetida a forca concentrada extrema

a) Situacdo de carregamento

P
§ I 1 1 2 111 3
D | | |
0 ! | I
! | I I
F' el -l -
: L L L I
| 3 3 3 !
i J
L

b) Diagrama de momento fletor

PL

PL
3

Fonte: Autor
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O deslocamento maximo ocasionado nessa viga ocorre em sua extremidade livre, e sua
magnitude € expressa na Equacdo C.2. Esse deslocamento pode ser determinado por meio
de métodos classicos para andlise de deslocamentos em vigas, como a resolucdo da

equacao diferencial da linha elastica ou o PTV.

S5 = Equacdo C.2

As forcas elasticas sdo calculadas na Equacdo C.3 apenas nos nds em que o momento fletor
nao € nulo (nds 0, 1 e 2). O sinal negativo dos momentos € destacado nas expressdes para

compatibilizar o sentido das forgas elésticas.

S
Wo = (2-Mp+M
0 6‘E-I( 0+ Mj)
S
W = \Mp+4-Mj+M
1= TR (Mo 1+ M)
W, = S (M) +4- M+ M3)
6-E-1
~ ) Equagao C.3
L (-2-P-L) —4-P-L
WO:—. 2.(_P.L)+ =
18-E-1 | 27 -E-1
- 2
L —2-P-L) (-P-L —2-.P-L
W)= ———. p.Li4. ! ), ( )| -
18-E-1 | 3 3 9.-E-1
L [=2-PL  (P-L p.1°
Wy = . +4. +0| =
18-E-1 | 3 9.-E-1

Para as forcas elasticas determinadas, o momento fletor na extremidade direita ¢é
exatamente o mesmo valor obtido para o deslocamento em tal extremidade na estrutura
original (Equacdo C.2). Outros valores obtidos para momentos fletores nessa viga ficticia
também coincidem com os correspondentes deslocamentos na viga original. Na Figura C.2
¢ indicada a atuacdo das forgas eldsticas e o respectivo diagrama de momento fletor
produzido por sua acdo (o engaste agora estd, ficticiamente, na extremidade direita da

viga).
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Figura C.2 — Viga em balan¢o submetida a forcas elasticas

a) Acao das forgas elasticas
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b) Diagrama de momento fletor
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Fonte: Autor

C.3 Viga biapoiada submetida a forca concentrada no meio do vao

A viga ilustrada na Figura C.3a é dividida em dois segmentos (I e II) de mesmo
comprimento, que equivale a metade do comprimento total da viga. O diagrama de
momento fletor respectivo € indicado na Figura C.3b, em que pode ser observada a

magnitude do momento fletor atuante nos nés analisados.
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Figura C.3 — Viga biapoiada submetida a for¢ca concentrada no meio do vao

a) Situacdo de carregamento
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b) Diagrama de momento fletor
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Fonte: Autor

O deslocamento maximo ocasionado nessa viga coincide com o ponto de momento fletor

maximo, e sua magnitude € expressa na Equacao C.4.

p.L>

§ = —— Equacao C.4
48 -E-1

A forca elastica € determinada na Equacao C.5 apenas para o n6 interno dos segmentos (nd
1), uma vez que o momento fletor atuante € nulo nos outros nds por consequéncia dos

apoios extremos.

W, = 5 (Mo +4-Mj + M)

2

L P-L P-L
W=——|0+4—+0|= ——
12-E-1 4 12-E-1

Equacdo C.5
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Para a forca elastica determinada, o momento fletor no meio do vao é exatamente 0 mesmo
valor obtido para o deslocamento na Equagdo C.4. Na Figura C.4 ¢ indicada a atuagdo das

forgas elasticas e o respectivo momento fletor produzido por sua acao.

Figura C.4 — Viga biapoiada submetida a forcas elésticas

a) Acdo das forgas elasticas
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b) Diagrama de momento fletor
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Fonte: Autor



