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RESUMO 

Um sistema multicorpo consiste em uma cadeia cinemática composta por segmentos, que 

podem ser rígidos ou flexíveis, conectados entre si por meio de articulações. Os sistemas 

multicorpos são de grande importância, pois são utilizados nas mais variadas aplicações tais 

como em aeronáutica, automobilística, máquinas ferramentas, mecanismos, exploração 

marítima, na área médica e robótica. Um sistema multicorpo que tem sido muito estudado nos 

últimos anos consiste na denominada estrutura paralela. Isto se deve às suas vantagens em 

relação às estruturas seriais. Embora apresente diversas vantagens, este tipo de estrutura 

apresenta desafios aos pesquisadores na solução de problemas tais como as singularidades, a 

rigidez e acuracidade. Nesta tese é realizado o estudo da rigidez de cadeias cinemáticas 

complexas, direcionado às estruturas paralelas, em função de sua grande aplicação industrial, 

sendo que os resultados obtidos podem ser aplicados em outros tipos de cadeia cinemática 

fechada como, por exemplo, em estruturas veiculares. Para o estudo da rigidez das estruturas 

robóticas é apresentada uma revisão das estruturas robóticas seriais e paralelas. É realizada 

uma revisão sobre o estudo de rigidez de estruturas robóticas presentes na literatura 

destacando suas vantagens e desvantagens. É também proposto o uso do método de análise de 

rigidez utilizando-se a teoria de análise matricial de estrutura – MSA (Matrix Structural 

Analysis) acoplado ao modelo cinemático da estrutura e das principais fontes de flexibilidade 

das estruturas robóticas: segmentos e articulações. Esta tese é uma das pioneiras a comparar 

diferentes metodologias de análise de rigidez, mostrando suas vantagens e desvantagens. São 

apresentados exemplos numéricos e experimentais aplicando-se o método MSA. É apresentada 

também uma nova metodologia de análise de singularidades utilizando-se do método MSA e 

de números condicionais. Finalmente, foi proposta uma nova metodologia para a consideração 

das folgas nas articulações de sistemas multicorpos, com uma aplicação para um mecanismo 

plano. 

 
 
Palavras Chave: Sistemas Multicorpos, Estruturas Robóticas, Rigidez, Análise Matricial de 

Estrutura, Singularidades.
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ABSTRACT

 

Multibody systems consist on a kinematic chain composed of links that can be rigid or 

flexible, interconnected by joints. The multibody systems are of great importance and are 

used in various applications such as in aerospace and automobile engineering, machine 

tools, mechanisms, sea exploration, medicine and robotics. An example of multibody 

system that has been widely studied in recent years is called parallel structure, which 

presents advantages over serial structures. In spite of its several advantages, this type of 

structure presents challenges to researchers on what concerns the solution of problems 

such as singularities, stiffness and accuracy. This thesis discuss the stiffness of complex 

kinematic chains directed to the parallel structures, due to their large industrial 

application, and the results can be applied to other closed kinematic chain systems, such 

as in vehicle structures. A review on the study of the stiffness of robotic structures was 

carried out in the literature, highlighting its advantages and disadvantages. It is also 

proposed the use of the stiffness method of analysis using the Matrix Structural Analysis 

theory (MSA) coupled to the kinematic model of the structure and main sources of 

flexibility of robotic structures: links and joints. This thesis is one of the pioneers to 

compare different methods of analysis of stiffness, showing its advantages and 

disadvantages. Numerical and experimental examples are presented applying the method 

MSA. It is also presented a new methodology for analyzing singularities through MSA 

method and conditional numbers. Finally, a new methodology was proposed for 

considering clearances in joints on multibody systems, with an application on a planar 

mechanism. 

 

 
 
Keywords: Multibody Systems, Robotic Structures, Stiffness, Matrix Structural Analysis, 

Singularity.
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO

 Um sistema multicorpo consiste em uma estrutura composta por segmentos, que 

podem ser rígidos ou flexíveis, conectados entre si por meio de articulações. As estruturas 

assim constituídas, conhecidas por cadeias cinemáticas, podem ser de forma aberta (serial), 

fechada ou uma combinação entre elas. Em função de sua aplicação, as articulações podem 

ser motorizadas (ativas), como em um robô serial industrial, ou sem motorização (passivas), 

como a suspensão de um veículo. A cadeia cinemática serial é constituída na forma de um 

braço humano, por isso normalmente é denominada “estrutura antropomórfica”, onde os 

segmentos e as articulações são instalados um após o outro desde a base até atingir o elemento 

terminal. Desta forma, para ir da base até o elemento terminal e retornar à base, o percurso é o 

mesmo, num trajeto de ida e volta passando pelos mesmos elementos. 

 Já na cadeia cinemática fechada, os segmentos e articulações são montados formando 

anéis. Nas cadeias cinemáticas fechadas, possuindo vários anéis, pode-se partir da base e 

atingir o elemento terminal utilizando-se de mais de um trajeto. 

Os sistemas multicorpos são de grande importância, pois são utilizados nas mais 

variadas aplicações tais como em aeronáutica, automobilística, máquinas ferramentas, 

mecanismos, veículos aquáticos, na área médica e robótica. 

Como exemplo, na automobilística um sistema multicorpo é utilizado na suspensão 

automotiva, que envolve o projeto dinâmico em função de sua rigidez, Fig. 1.1(a); na área 

médica o uso de sistemas multicorpos possibilita construir sistemas altamente precisos,      

Fig. 1.1(b); na aeronáutica, sistemas multicorpos podem ser encontrados no trem de pouso, 

Fig. 1.1(c) e 1.1(d). Atualmente, tem sido de grande interesse o uso de sistemas multicorpos 

em máquinas ferramentas de alta velocidade. 



 

           

      (a)                                                         (b) 

    

                                   (c)                                                               (d) 

Figura 1.1 – (a) Sistema de Suspensão traseira de automóvel; (b) Robô cirúrgico; (c) Trem de 

pouso  do Airbus A380; (d) Trem de pouso do Beechjet. 

  

 Um sistema multicorpo que tem sido muito estudado nos últimos anos consiste na 

denominada “estrutura paralela”. Esta estrutura paralela consiste, na realidade, de uma cadeia 

cinemática fechada complexa onde, em geral, existem várias outras cadeias cinemáticas 

fechadas unindo a base ao elemento terminal, que é denominado “plataforma móvel”. 

 A estrutura paralela tem sido objeto de inúmeras pesquisas, pois pode ser utilizada 

para varias aplicações tais como em robótica, máquinas de usinagem, sensores, simuladores 

de vôo e de terremotos, brinquedos, entre outras. Isto se deve às suas vantagens em relação às 

estruturas seriais. Embora apresente diversas vantagens, este tipo de estrutura apresenta 

desafios aos pesquisadores na solução de problemas tais como as singularidades, a rigidez e 

erros/precisão. 
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  A importância crescente da alta precisão e desempenho dinâmico para sistemas 

multicorpos tais como robôs, máquinas de usinagem de altíssima rotação e sistemas 

automáticos de manipulação e montagem, tem aumentado o uso de materiais de baixo peso e 

alta resistência, projetados com a finalidade de reduzir dimensões do projeto e o peso do 

sistema. Assim, a rigidez é um parâmetro de projeto importante para otimização de projetos. 

Além disso, o conhecimento das singularidades que porventura possam existir dentro do 

espaço de trabalho do sistema multicorpo permite a aplicação de um sistema de controle mais 

simples e confiável.  

  Outro aspecto importante a considerar é que o sistema multicorpo possui articulações 

e, com isso, folgas. Então, tem que existir um compromisso entre a rigidez, a mobilidade e a 

precisão. 

  Além de ser um importante parâmetro de projeto, a análise da rigidez pode ser 

utilizada também para a estimativa da performance esperada de sistemas em termos de carga 

útil e exatidão e para verificar a sua viabilidade em tarefas especificas (Pai e Leu, 1991; 

Carbone et al., 2002b; Ceccarelli et al., 2002). A análise da rigidez pode ser utilizada também 

nos algoritmos de controle com o objetivo de prover melhor performance em termos de 

precisão e estabilidade (Koganezawa e Ban, 2002; Tonietti e Bicchi, 2002).  

   No estudo da rigidez de sistemas multicorpos existem ainda alguns problemas abertos 

que não foram completamente resolvidos como, por exemplo, qual o melhor método de 

análise da rigidez a fim de permitir uma comparação adequada entre os resultados teóricos e 

experimentais. Estes aspectos requerem o desenvolvimento de modelos mais completos da 

rigidez permitindo associar com a análise de fenômenos que não são facilmente modelados 

como folgas e atritos. Existem também os erros de manufatura e problemas de geometria que 

devem ser considerados. Além disso, se possível, deve-se definir um procedimento padrão 

para avaliação experimental do desempenho da rigidez e um procedimento padrão para 

comparação do desempenho da rigidez para arquiteturas de sistemas multicorpos diferentes. 

   Desta forma, o estudo da rigidez das cadeias cinemáticas fechadas justifica-se por: 

 Permitir a pesquisa de novas metodologias para o estudo da rigidez das arquiteturas de 

sistemas multicorpos, constituindo uma inovação científica tecnológica; 

 A análise da rigidez é um importante parâmetro no projeto de sistemas mecânicos para 

otimização das dimensões das peças e seu peso, otimizando o seu comportamento 

dinâmico. 
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 O estudo pode ser aplicado em diversas áreas de interesse tais como aeronáutica, 

automobilística, usinagem, máquinas em geral e não apenas especificamente em 

estruturas robóticas; 

  Apesar dos trabalhos já realizados, ainda não se dispõe de resultados conclusivos sobre 

o comportamento da rigidez de sistemas multicorpos;  

 Os estudos realizados concentram-se em poucas estruturas para comparação e validação 

dos resultados. O mesmo pode se dizer com relação às singularidades; 

 A análise da rigidez pode ser utilizada no controle de estruturas para aumentar sua 

precisão e aumentar o desempenho de estruturas paralelas. 

 Assim, nesta tese é realizado o estudo da rigidez de sistemas multicorpos, direcionado 

às estruturas paralelas, em função de sua grande aplicação industrial, sendo que os resultados 

obtidos podem ser aplicados em outros tipos de cadeia cinemática fechada como, por 

exemplo, em estruturas veicular e aeronáutica. Para atingir seus objetivos, este trabalho está 

dividido nos capítulos de I a IX, sendo o Capítulo I a introdução. 

 No Capítulo II é apresentada uma revisão sobre estruturas robóticas seriais e paralelas.  

 O Capítulo III fornece uma revisão sobre o estudo de rigidez de estruturas robóticas. 

 Já no Capítulo IV é apresentado, em detalhes, o método de análise de rigidez 

utilizando-se a teoria de análise matricial de estrutura – MSA (Matrix Structural Analysis). 

Neste Capitulo é apresentada uma metodologia sistemática para análise de rigidez de 

estruturas robóticas incluindo a flexibilidade dos segmentos e articulações. 

 No Capítulo V são apresentados alguns resultados numéricos utilizando-se da metodologia 

desenvolvida nos Capítulos III e IV, realizando comparações entre os diversos modelos de análise 

de rigidez.  

 No Capítulo VI é realizado o estudo das singularidades conjuntamente com a rigidez 

de estruturas robóticas e proposta uma nova metodologia de análise de singularidade 

utilizando-se do método MSA (Matrix Structural Analysis) e de números condicionais. 

 Uma revisão dos estudos das folgas nas articulações das estruturas robóticas e um 

novo modelo para o estudo das folgas nas articulações das estruturas robóticas paralelas 

planas é proposto no Capítulo VII.  

 No Capítulo VIII a bancada experimental e os testes experimentais são apresentados 

permitindo a validação da metodologia proposta.  

 Finalmente, no Capítulo IX são apresentadas as conclusões e as sugestões de trabalhos 

futuros. 
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CAPÍTULO II 

 ESTRUTURAS ROBÓTICAS 

Este Capítulo tem como objetivo apresentar uma revisão sobre as estruturas robóticas, 

objeto de estudo desta tese, apresentando suas classificações e notações utilizadas. Um 

enfoque maior será dado para as estruturas robóticas paralelas tridimensionais devido ao seu 

grande desenvolvimento nos últimos anos. 

 

2.1. INTRODUÇÃO 

Um sistema robótico consiste basicamente de um manipulador mecânico com um 

elemento terminal na extremidade e munido dos seguintes subsistemas: atuadores, sistema de 

controle e sensores (Tsai, 1999). 

 A robótica pode ser dividida em duas grandes áreas: a robótica fixa e a robótica móvel. 

Um robô móvel pode ser visto como sendo um robô que tem uma mobilidade em relação ao 

ambiente em que está inserido. Ele pode ser classificado considerando vários aspectos tais 

como a habilidade de locomoção no ambiente (para ambientes internos ou externos); tipo de 

locomoção (com rodas, pernas ou esteiras); flexibilidade do corpo (corpo único, multicorpos 

flexíveis ou rígidos); finalidade de uso (para ensino, pesquisa, robôs de serviço); forma 

(antropomórfico, tipo inseto); ambiente que está inserido (espacial, submarino, terrestre) e 

nível de autonomia (teleoperado, totalmente autônomo) (Kelly, 1996; Gonçalves, 2006). 

 A robótica fixa, constituída por robôs manipuladores, é utilizada em aplicações 

industriais como manipulação de materiais, operações de soldagem, pintura e montagens. Os 
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robôs manipuladores são constituídos por segmentos conectados por articulações. Algumas 

articulações são atuadas e outras são passivas. 

  Os robôs manipuladores podem ser classificados de acordo com vários critérios tais 

como graus de liberdade, estrutura cinemática, tipo de acionamento, geometria do espaço de 

trabalho e características de movimento. 

 

2.2. Classificação das Estruturas Robóticas  

2.2.1. Classificação por Número de Graus de Liberdade 

 

 A classificação de um robô em função de seus graus de liberdade (gdl) representa a 

capacidade do robô em manipular objetos no espaço. Para posicionar e orientar totalmente um 

objeto no espaço são necessários 6 gdl. Os robôs com 6 gdl são denominados robôs de 

propósito geral. Caso o robô apresente mais de 6 gdl é dito redundante e no caso de possuir 

menos de 6 gdl de deficiente. Um robô redundante tem mais habilidade para contornar 

obstáculos e operar num espaço de trabalho rigidamente definido. Por outro lado, para 

algumas aplicações especiais como ajustar componentes num plano, quatro gdl são suficientes 

(Oliveira, 2005).  

Desta forma o número de gdl de um mecanismo corresponde ao número de parâmetros 

de entrada independentes necessários para definir a configuração (posição e orientação) do 

mecanismo completamente (Tsai, 1999).  

 

2.2.2. Classificação pelo Sistema de Acionamento 

 

 A classificação em função do sistema de acionamento corresponde ao tipo de energia 

utilizado. Assim, têm-se os robôs com acionamento elétrico, hidráulico e pneumático. A 

energia elétrica é mais limpa e facilita o controle, mas à medida que as velocidades são 

maiores e/ou alta capacidade de carga são exigidas o acionamento hidráulico ou pneumático é 

mais conveniente. A maior desvantagem de se usar o acionamento pneumático é a dificuldade 

de controle pelo fato do ar ser compressível (Tsai, 1999).
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2.2.3. Classificação em Função da Cadeia Cinemática

Uma outra forma de classificar os robôs é de acordo com sua estrutura topológica. 

Segundo este critério, um robô ou manipulador com estrutura paralela é aquele que controla o 

movimento de seu elemento terminal por meio de pelo menos duas cadeias cinemáticas indo 

do elemento terminal até a base do robô. Robôs com esta configuração são ditos de cadeia 

cinemática fechada.  

Se o robô controla o movimento de seu elemento terminal por meio de apenas uma 

cadeia cinemática, indo da extremidade até a base do robô, ele é dito de estrutura serial e 

possui cadeia cinemática aberta.  

Os robôs híbridos possuem cadeias cinemáticas abertas e fechadas. Estas estruturas 

serão detalhadas no item 2.3

  

2.2.4. Classificação em função da Geometria do Espaço de Trabalho 

 Outra forma de classificar os sistemas robóticos é quanto à geometria do espaço de 

trabalho que é definido como o conjunto de pontos atingíveis pelo elemento terminal. Para os 

robôs com estruturas seriais as três primeiras articulações são usadas para determinar a 

posição e as articulações restantes são usadas para definir a orientação do elemento terminal. 

Por esta razão, a montagem formada pelas três primeiras articulações é denominada base e a 

montagem associada às articulações restantes é o punho. Frequentemente os punhos são 

projetados de modo que os eixos das articulações se interceptem num único ponto 

denominado de centro do punho. As bases podem assumir várias configurações cinemáticas e 

consequentemente gerar diferentes espaços de trabalho. Conforme Tsai (1999) a mais simples 

estrutura do braço de um robô é constituído por três articulações prismáticas mutuamente 

perpendiculares, sendo este tipo de robô conhecido como robô cartesiano. A posição do centro 

do punho de um robô cartesiano pode ser descrita pelas três coordenadas associadas com as 

três articulações prismáticas. 

 Por exemplo, os robôs cartesianos são aqueles constituídos por três articulações 

prismáticas, portanto com 3 gdl, e possuindo espaço de trabalho no formato de um 

paralelepípedo retangular reto. Na Fig. 2.1(a) é apresentado o esquema deste robô, na Fig. 

2.1(b) um exemplo industrial e na Fig. 2.1(c) seu espaço de trabalho. 
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                      (a)                      (b)                                        (c)        

a do robô; (b) Robô cartesiano (EPSON); (c) espaço 

de trabalho. 

a do robô, na Fig. 2.2(b) um exemplo 

seu espaço de trabalho. 

 

                                          
Figura 2.1– Robô Cartesiano. (a) Esquem

 

 Os robôs cilíndricos são constituídos por uma articulação rotativa e duas articulações 

prismáticas. Na Figura 2.2(a) é apresentado o esquem

industrial e na Fig. 2.2(c) 

                 
                         (a)                                            (b)                               (c)                                                  

 
Figura 2.2 – Robô Cilíndrico. (a) Esquema do robô; (b) Robô Comercial; (c) espaço de 

trabalho. 

 

 Os robôs esféricos possuem 2 articulações de rotação e uma articulação prismática. Na 

Figura 2.3(a) é apresentado o esquema do robô e na Fig. 2.3(b) o seu espaço de trabalho.  

 

 



 

               
 

                                   (a)                                                     (b)                                               
 
Figura 2.3 – Robô Esférico. (a) Esquema do robô; (b) espaço de trabalho. 

 

 Como o espaço de trabalho pode estar associado com o tipo de coordenada utilizada 

para definir a posição do elemento terminal, esta classificação muitas vezes é dita ser função 

da “natureza de seus movimentos” tais como cartesiano, cilíndrico ou esférico. 

 

2.3. Identificação das Estruturas Robóticas

  

 Para facilitar o estudo cinemático das cadeias robóticas algumas notações são 

utilizadas, sendo as principais a notação literal, (Paul, 1981; Bonev, 2008) e a notação na 

forma de Grafos (Pierrot, 1991). 

 A notação literal permite identificar a cadeia cinemática por uma seqüência de letras, 

que representam cada articulação, de forma seqüencial. Nesta notação a letra R representa 

uma articulação rotativa, S uma articulação esférica, P uma articulação prismática e U uma 

junta universal. A ordem em que as letras aparecem segue a convenção de colocação saindo 

da base e chegando ao elemento terminal, da esquerda para direita, respectivamente. Se a 

cadeia cinemática aparece repetidas vezes, um número é associado, à esquerda da primeira 

letra, à quantidade de cadeias cinemáticas existentes. A representação da articulação ativa é 

feita pela utilização do sublinhado nesta letra, Por exemplo, uma articulação rotativa acoplada 

com um atuador é escrita como R. Na estrutura serial, como todas as articulações são ativas as 

letras não são sublinhadas. 

 9

 Utilizando-se da notação literal, o robô Cartesiano da Fig. 2.1 é representado por PPP, 

o robô Cilíndrico da Fig. 2.2 por RPP e o robô Esférico da Fig. 2.3 como RRP. 

 A Figura 2.4 apresenta diversos exemplos da utilização da notação literal aplicada a 

estruturas paralelas planas com 3 gdl. 



 

 

  

Figura 2.4 – Famílias de estrutura paralelas planas de 3 gdl com pernas idênticas (Bonev et 

l., 2003). 

 A notação de Grafos (Pierrot, 1991) utiliza uma representação em forma de grafos 

(caixas) para representar as articulações, conforme a Tab. 2.1. Esta notação segue a mesma 

seqüência de montagem da notação literal. Neste caso, a articulação ativa é representada por 

um grafo hachurado (preenchido). A Figura 2.5 apresenta um exemplo de uma estrutura 

robótica serial e uma estrutura paralela com a respectiva notação em forma de grafos. Pode-se 

observar que, diferentemente da notação literal, a notação por grafos não é compacta. 

 

Tab

a

 

ela 2.1 - Notação na forma de Grafos. 
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                                                                 (a)                                                                              

 

    

     

itetura Serial

 As estruturas robóticas seriais são constituídas por uma seqüência de segmentos e 

articulações conectados em cadeia aberta (Craig, 1989). Elas são caracterizadas pela 

existência de uma cadeia cinemática única entre o elemento terminal e a base. Os segmentos 

(ou corpos) são interligados por uma articulação motora de rotação ou prismática. Assim, 

exceto o elemento terminal e a base, todos os segmentos possuem duas articulações, Fig. 2.6.  

                                                            (b) 

 

Figura 2.5 – (a) Robô industrial (antropomórfico) IRB 6600ID (ABB, 2008) e sua notação na 

forma de Grafos; (b) Robô FlexPicker (ABB, 2008) e sua notação na forma de Grafos. 

 

2.4. Robôs com Arqu
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Figura 

eriais que tem sido muito utilizada é o Robô SCARA (Selective 

Compliant Assembly Robot Arm) que está representado na Fig. 2.7. Este robô possui 2 gdl, 

com 2 articulações rotativas que geralmente, são associadas a um terceiro grau de liberdade, 

fornecidas por uma articulação prismática. O robô SCARA é muito utilizado para operações 

de montagem e para operações do tipo “pick and place” possuindo repetibilidade de               

! 0,01 mm/! 0,005º. 

2.6 – Arquitetura serial simples. 

 

 Em função de sua morfologia assemelhar-se ao braço humano, a estrutura serial 

também é conhecida por “estrutura antropomórfica”, e tem sido estudada e desenvolvida 

principalmente para o uso em robótica industrial, Fig. 2.5(a). Esta estrutura também é 

conhecida por “estrutura clássica” e, conseqüentemente, “robôs clássicos”. 

 Uma classe de robôs s
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                  (a)        (b) 

 
Figura 2.7 – Robô SCARA. (a) Esquema do robô;   Robô SCARA (EPSON). 

 

 

 (b) Foto de um

 
Em geral, para a modelagem dos robôs seriais, os segmentos são considerados corpos 

rígidos. Para garantir esta rigidez os corpos são volumosos e pesados. Por exemplo, para 



 

robôs seriais com acionamento elétrico, tem-se da ordem de 27 quilos de massa do robô para 

cada quilo de carga útil transportável. Este valor tem apresentado pequenas reduções graças à 

otimização do projeto estrutural e o uso de novos materiais. 

Quando os segmentos são flexíveis, o robô é dito flexível. Estes robôs possuem como 

vantagem um custo menor, maior espaço de trabalho, maiores velocidades de operação, 

maiores capacidades de carga em relação ao seu peso (“payload-to-manipulator-weigh-

ratio”), menor consumo de energia e melhor portabilidade mas, em compensação, podem 

apresentar problemas de vibração em altas velocidades (Dwivedy e Eberhard, 2006) e 

dificuldades de controle. Estes robôs possuem aplicações, por exemplo, em estruturas 

robóticas espaciais, Fig. 2.8. 

 

Figura 2.8 – Braço robótico SSRMS (Space Shuttle Remote Manipulation System), 

desenvolvido pelo centro espacial do Canadá (http://www.space.gc.ca). 

 

 Outros trabalhos sobre robôs flexíveis seriais foram desenvolvidos por Yamano et al. 

(2004) que estudou o uso de braços flexíveis trabalhando em cooperação, Fig. 2.9. Benosman 

e Vey (2004) fizeram uma revisão sobre o controle de robôs flexíveis e (Dwivedy e Eberhard, 

2006) realizaram uma revisão sobre a análise dinâmica de manipuladores flexíveis. 
 

 

 13



 

 14

Figura 2.9 – Braços flexíveis cooperativos (Yamano et al., 2004). 

 A aplicação das estruturas seriais aos robôs manipuladores se deve, em parte, à idéia 

inicial de que o robô seria um sistema mecânico capaz de realizar os mesmos tipos de tarefas 

que o homem e com a mesma habilidade. Entretanto, viu-se, após inúmeras pesquisas e 

aplicações práticas, que o sonho de se construir uma máquina robótica semelhante ao homem 

e com a mesma habilidade não seria uma tarefa evidente. Podem-se enumerar diversos 

elementos que justificam esta dificuldade. No entanto, dois tipos de problemas são 

imperativos. Um deles está relacionado com forma de controle: o comando do robô controla 

âng efas planejadas 

cada segmento e articulação são aditivos até 

atingirem o elemento terminal (Earl, 1983). O modelo matemático consiste, então, em um 

sistema não linear com funções trigonométricas altamente acopladas tornando praticamente 

impossível sua solução em tempo real. Isto faz com que a grande maioria dos sistemas de 

comando atualmente existentes, utilize o controle do tipo ponto-a-ponto, onde o elemento 

terminal, que porta a ferramenta, descreve uma trajetória discretizada, partindo de cada ponto 

com velocidade nula e atingindo o ponto consecutivo também com velocidade nula (alguns 

sistemas têm utilizado trajetórias usando splines de forma a evitar as paradas intermediárias 

ponto-a-ponto). O segundo problema está relacionado com a inércia: partindo-se do elemento 

terminal, cada atuador deve suportar não só a carga manipulada, mas também o peso da 

estrutura e do atuador consecutivo. Isto faz com que a estrutura seja reforçada para evitar as 

flexibilidades e sustentar todo o peso morto do sistema. Desta forma, obtém-se uma estrutura 

extremamente pesada para manipular cargas relativamente pequenas. Tal construção 

compromete não só a eficiência massiva do robô como também cria problemas relativos à 

taxas de aceleração, 

ois poderiam criar vibrações indesejadas na estrutura e no posto de trabalho, comprometendo 

mbém a precisão.  

Vários trabalhos de pesquisa têm sido realizados de forma a procurar soluções para 

stes tipos de problemas. Uma delas consiste em utilizar mecanismos articulados de cadeia 

ais. Esta arquitetura tem sido denominada 

“arquitetura paralela” ou “estrutura paralela” pela aparente configuração de paralelismo entre 

os e m

 a 

ulos (articulações de rotação) para a execução de trajetórias e tar

utilizando-se de coordenadas cartesianas (ou outras associadas a elas). Como estes segmentos 

estão ligados de forma serial, os erros em 

inércia, ou seja, impede a estrutura de operar a altas velocidades e altas 

p

ta

 

e

fechada ao invés das cadeias cinemáticas seri

le entos estruturais do mecanismo articulado e também em oposição às estruturas seriais. 



 

Quando, a partir de uma mesma base, existem mais de uma estrutura serial, se diz que a 

estrutura é arborescente, Fig. 2.10. Os estudos atuais têm sido direcionados para o uso de 

robôs com estruturas seriais independentes trabalhando de forma coorporativa, Fig. 2.11. 

 

 

   (a)        (b) 

Figura 2.10 – (a) Estrutura robótica serial arborescente; (b) Robô arborescente desenvolvido 

na Universidade de Massachussetts Amherst. 

 

 

Figura 2.11– Robôs seriais independentes trabalhando corporativamente. 
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2.5. Robôs com Arquitetura Paralela 

 

 16

 podem ser instalados em uma base fixa ou próximos à base, tornando-a mais 

leve. Assim, um manipulador com arquitetura paralela é caracterizado pela existência de 

várias cadeias cinemáticas, simples ou complexas, entre uma base e o elemento terminal, Fig. 

2.12. 

 

 A configuração típica das estruturas paralelas consiste em uma cadeia cinemática 

fechada onde os segmentos (ou conjunto de segmentos articulados) unem, simultaneamente, a 

base ao elemento terminal (plataforma móvel). Sendo que, em várias formas construtivas, os 

acionadores

 

Figura 2.12 – Esquema de manipulador de arquitetura Paralela. 

ento 

de  

robô, (Ionescu, 2003).  

 

 Merlet (1997) define um manipulador paralelo da seguinte forma: “manipulador 

paralelo consiste em um elemento terminal de n graus de liberdade e uma base fixa, 

conectados por, pelo menos, duas cadeias cinemáticas independentes, e a movimentação 

efetuada por n acionadores simples”. 

 Segundo a International Federation for the Theory of Machines and Mechanisms -  

IFToMM, um robô ou manipulador com estrutura paralela é aquele que controla o movim

seu elemento terminal por meio de pelo menos duas cadeias cinemáticas seriais entre esse 

elemento terminal e à base do 



 

 17

 A diferença básica entre as duas definições é que Merlet define o número de gdl da 

 a quantidade de atuadores da estrutura. 

Estas arquiteturas despertam grande interesse porque apresentam grande rigidez aliada 

strutura 

plataforma móvel como sendo

 

à exatidão de posicionamento e possuem capacidade de carga maior que as tradicionais 

arquiteturas seriais. Além disso, podem operar a grandes velocidades sem apresentar os 

mesmos níveis de problemas inerciais que as arquiteturas seriais (Carvalho e Ceccarelli, 

1999). Mas quando comparadas às estruturas seriais, as estruturas paralelas possuem espaço 

de trabalho menor em relação ao volume total ocupado pela estrutura. Embora a e

paralela tenha um menor espaço de trabalho, ela pode ser instalada sobre o posto de trabalho, 

não ocupando espaço do chão de fábrica.   

 Provavelmente a primeira estrutura paralela foi a desenvolvida em 1931 por Gwinnett 

que apresentou um projeto de uma plataforma móvel destinada ao cinema “dinâmico” que não 

chegou a sair do papel (Bonev, 2003). 

 O primeiro estudo sobre as estruturas paralelas foi realizado por Pollard, que no ano de 

1938 realizou o projeto de um manipulador paralelo denominado “Triapod”, um mecanismo 

paralelo plano de cinco barras para ser utilizado na pintura de automóveis. Este robô na época 

não foi finalizado pela falta de conhecimento suficiente para realizar o seu controle (Pugliese, 

1999). 

 De acordo com diversos autores, o primeiro dispositivo mecânico utilizando a 

estrutura paralela é uma máquina construída por Gough em 1949, para realizar testes em 

pneus de aviões (Gough e Whitehall, 1962; Merlet, 1997; Stewart, 1965; Deblaise, 2006a), 

Fig. 2.13.  

 

 

Figura 2.13 – Plataforma original de Gough (Gough e Whitehall, 1962). 
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 i utilizado 

omo simulador de vôo desde o final dos anos 60 (Stewart, 1965) que, em função da 

semelhança com a plataforma desenvolvida por Gough, é conhecida como plataforma de 

 A partir da publicação do trabalho de Stewart (1965) diversas estruturas paralelas têm 

sido propostas. 

 Assim, as aplicações das estruturas paralelas são as mais variadas, mas com um nítido 

direcionamento para as aplicações que requerem grandes velocidades de trabalho e/ou 

rquiteturas seriais não possuem. Como exemplo de aplicação 

s, pode-se citar: manipuladores e micro-manipuladores (com resolução da 

rdem 0 a

as estruturas são caracterizadas por um espaço de trabalho 

equeno o qual é parcialmente inacessível devido à presença de configurações singulares. 

Dentre as estruturas paralelas planas podem-se destacar a estrutura robótica paralela plana 5R, 

o manipulador paralelo plano 3-R

Stewart desenvolveu uma plataforma de 6 graus de liberdade (gdl), que fo

c

Gough-Stewart. 

precisão, características que as a

destas estrutura

o de ,1"m) (Deblaise, 2006a), simul dores de movimentos gerais (Stewart, 1965), 

simuladores de terremoto (Ceccarelli, 1997), simuladores de vôo (Stewart, 1965), punhos 

(Hess-Coelho, 2007), sensores de força, centros de usinagem (ETH, 2008) e brinquedos. 

 As estruturas paralelas podem ser classificadas como planas, esféricas ou 

tridimensionais (Tsai, 1999). 

 

Estruturas Paralelas Planas  

 

 As estruturas paralelas planas são mecanismos robóticos de cadeia fechada que 

executam movimentos no plano. Est

p

RR, o manipulador paralelo plano 3-PRP e 3-RPR.  

 A estrutura paralela plana 5R (ou mecanismo de 5 barras) é também denominada de 

robô industrial SCARA duplo, possui 2 gdl e apenas articulações de rotação. Este tipo de robô 

é comercializado pela Mitsubishi Electric, denominados como robôs industriais séries RP, 

oferecidos em três tamanhos, sendo utilizados para manipulações rápidas de materiais 

possuindo uma repetibilidade de ! 0,01mm. Ele é basicamente um duplo robô SCARA 

oferecendo melhores tempos de ciclos e maior precisão do que os robôs SCARA 

convencionais (Figielski, 2007). Assim, o manipulador 5R é um manipulador paralelo com o 

mínimo de graus de liberdade que pode ser utilizado para posicionar um ponto em uma região 

no plano. O manipulador plano 5R consiste de cinco barras que são conectadas entre si em 
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om estrutura simétrica tem atraído à 

atenção de muitos pesquisadores, que investi aram sua cinemática (Alici, 2002; Chablat e 

o et al., 1996; Cervantes-Sánchez et al., 2000; Macho, 

t al., 2008), modos de montagem (Cervantes-Sánchez et al., 2000; Gao et al., 1998), 

suas extremidades por cinco articulações rotativas, duas das quais são conectadas à base e são 

motoras, como mostrado na Fig. 2.14. Este manipulador c

g

Wenger, 2004), espaço de trabalho (Ga

e

singularidades (Park e Kim, 1999; Cervantes-Sánchez et al., 2001), atlas de performance (Gao 

et al., 1998), projeto cinemático (Cervantes-Sánchez et al., 2001; Alici e Shirinzadeh, 2004) e 

planejamento de trajetória (Gonçalves et al., 2008). 

 

                       (a)      (b) 

Figura 2.14 – (a) Estrutura paralela plana 5R. (b) Robô 5R Mitsubishi Electric. 

 

 A Figura 2.15 apresenta o esquema do manipulador paralelo plano 3-RRR.  

 

 

Figura 2.15 – Manipulador Paralelo Plano 3RRR (Chablat e Wenger, 2004). 

 

 

 

 



 

Estruturas Paralelas Esféricas 
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 As Estruturas Paralelas Esféricas são baseadas no mecanismo esférico. Um 

ecanismo é denominado mecanismo esférico se todos os segmentos móveis realizam 

movimentos esféricos em torno de um ponto comum estacionário. Além disso, todos os eixos 

mo admite 

 

m

das articulações devem interceptar em um ponto comum, sendo que este mecanis

apenas articulações rotativas (Tsai, 1999). A Figura 2.16 apresenta o “Agile Eye” 

desenvolvido na Universidade de Laval, Canadá (Gosselin et al., 1996). Este manipulador 

paralelo esférico tem estrutura 3-RRR e foi projetado para permitir a rápida orientação de uma 

câmera com um espaço de trabalho e velocidades maiores que o olho humano. Hess-Coelho 

(2007) estudou o uso de uma estrutura 3-RRR + RUR derivada do “Agile Eye” para ser 

utilizada como um punho robótico. 

 

          

(a) (b) 

 

Figura 2.16 – (a) Protótipo do “Agile Eye”; (b) Desenho esquemático. 

<http://robot.gmc.ulaval.ca/en/research/theme103.html> 

 

Estruturas Paralelas Tridimensionais 

 

 As Estruturas Paralelas Tridimensionais são aquelas que realizam movimentos que não 

podem ser caracterizados como plano ou esférico. Um manipulador é dito espacial se pelo 

menos um dos seus segmentos móveis possui movimento espacial geral. 
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 Dentre as estruturas paralelas tridimensionais destaca-se a Plataforma de Gough-

Stewart. Esta estrutura possui 6 gdl e sua estrutura cinemática é ilustrada na Fig. 2.17 (Craig, 

1989). 

 

 

Figura 2.17 – Esquema da plataforma de Gough-Stewart, (Craig 1989). 
 
 

 O elemento terminal do manipulador é constituído pela plataforma móvel, cuja 

posição e orientação são controladas por seis pernas. Cada uma delas possui um atuador linear 

e é ligada à plataforma móvel por meio de uma articulação esférica, enquanto que a conexão 

entre ela e a base fixa é realizada por uma articulação universal.  

O esquema do protótipo feito por Stewart (1965) é ilustrado na Fig. 2.18(a). A 

plataforma móvel triangular é movimentada por 3 pernas, cada uma delas possuindo dois 

atuadores lineares, conectadas por articulações rotativas, Fig. 2.18(b). As três pernas são 

ligadas à plataforma móvel, nos seus três vértices, por 3 articulações esféricas e cada perna é 

conectada à base por meio de 2 articulações, cada uma com 2 gdl.  
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(a) (b) 
 

ento da perna. Assim, a posição da articulação 

esférica é controlada por um sistema de coor enadas polares. Este mecanismo tinha como 

 - Como uma plataforma para simular as ações de um helicóptero em vôo. 

 - Para simular qualquer veículo a ser controlado por um homem. 

 - Base para o projeto de uma nova forma de máquina ferramenta. 

 - Base para o projeto de uma máquina de montagem ou transferência. 

 Hoje em dia esta estrutura é utilizada também, por exemplo, para simular ondas e para 

posicionar e orientar precisamente objetos com massas significativas (Deblaise, 2006a).  

Outra estrutura baseada na plataforma de Gough-Stewart é o Calibrador Cinemático de 

Trajetórias Robóticas, desenvolvido no Laboratório de Automação e Robótica da 

Universidade Federal de Uberlândia, Fig. 2.19. Esta estrutura consiste em um sistema eletro-

mecânico baseado na Plataforma de Gough-Stewart onde as seis pernas são substituídas por 

micro-cabos ligados a sensores de deslocamento. O princípio de funcionamento consiste em 

fixar a plataforma mó ar o robô para a realização 

rnas do 

Figura 2.18 – (a) Esquema do protótipo de Stewart; (b) uma perna (Stewart 1965). 
 

 O primeiro atuador linear, situado embaixo, Fig. 2.18(b), controla a inclinação da 

perna, enquanto o segundo controla o comprim

d

finalidade ser um simulador de vôo.  

 No trabalho de Stewart (1965), também foi proposto o uso da plataforma para algumas 

finalidades específicas: 

  - Como um veículo, representando um corpo no espaço, sujeito as todas as forças que 

podem ser encontradas durante uma viagem. 

 - Para representar uma plataforma estacionária, simulando um navio, sujeito aos 

movimentos aleatórios do mar. 

vel ao elemento terminal de um robô; comand

de uma trajetória conhecida, com conseqüente variação do comprimento das pe
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alibra do 

odelo geométrico direto, permite calcular a posição e a orientação da plataforma móvel, 

permitindo comparar a trajetória programada para o robô e a trajetória real descrita pelo 

c dor cinemático. Esta variação é medida pelos sensores de deslocamento que, através 

m

elemento terminal, (Oliveira Jr e Carvalho, 2002). 

   

   (a)                                                                       (b) 

i uma cadeia cinemática 

é movimentada por seis 

a movimentada por um atuador linear; cada perna é conectada à plataforma 

móvel por uma articulação esférica, bem como a conexão entre a base fixa e a perna. Um 

exemplo deste manipulador foi desenvolvido pela empresa Ingersoll (2008).  

 Uma vantagem deste manipulador paralelo em relação à plataforma de Gough-Stewart 

é a possibilidade de poder aumentar o espaço de trabalho em uma direção, aumentando o 

tamanho da guia prismática dos atuadores lineares. Para uma plataforma de Gough-Stewart 

um aumento no espaço de trabalho, ainda que em uma única direção, pode ser obtido somente 

com o aumento em escala de todas as dimensões do manipulador. Outra vantagem do 

Hexaglide é a instalação dos motores na base fixa. 

 Um protótipo deste robô foi desenvolvido na ETH (Eidgennossische Techinische 

 Zurique, Alemanha, conforme ilustrado na Fig. 2.20 (ETH, 2008), utilizado, 

Figura 2.19 – (a) Exemplo de Aplicação do calibrador cinemático de trajetórias robóticas. 

(b) Protótipo (Oliveira Jr e Carvalho, 2002). 

 Também o manipulador paralelo denominado Hexaglide possu

derivada da plataforma de Gough-Stewart. No Hexaglide o posicionamento dos atuadores 

lineares não é parte integrante das pernas como na plataforma de Stewart, mas deslizante na 

base fixa, conforme ilustrado na Fig. 2.20. A plataforma móvel 

pernas, cada um

Hochschule) em

por exemplo, em operações de usinagem. 



 

 

                                            (a)                                                              (b) 

Figura 2.20 – (a) Esquema Cinemático do Hexaglide (Pugliese, 1999). (b) Protótipo do robô 

Hexaglide fabricado pela ETH, (ETH, 2008). 

 

 Outra estrutura paralela espacial bastante estudada é a estrutura Delta, proposta em 

 a segunda geração dos robôs paralelos 

tridimensionais, pois os acionadores são fixos na base e os elementos móveis são “leves” 

(Deblaise, 2006a). Esta estrutura é comercializada pela fabricante de robôs ABB com o nome 

de FlexPicker#, Fig. 2.21(a) com repetibilidade de ! 0,1mm. 

ope® (Hein et al., 1999), Fig. 2.21(b). 

1988 (Clavel, 1998; Clavel, 1991). Ela representa

 Esta estrutura é aplicada nas mais diversas áreas inclusive na área médica como o robô 

Surgisc

(a)                                                             (b)  

Figura 2.21 – (a) Robô FlexPicker (ABB); (b) Robô Surgiscope® (Hein et al., 1999). 
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  esquema cinemático do robô Delta é ilustrado na Fig. 2.22, (Clavel e Rey, 1998). 

 

O

 
 

Figura 2.22 – Esquema cinemático do robô Delta, (Clavel e Rey, 1998). 
 

 

 braço e por um paralelogramo 

A plataforma móvel tem 3 graus de liberdade, movendo-se sempre paralela à base, 

devido às três pernas que a conectam à base fixa. Cada perna, que é movimentada por um 

atuador rotativo fixado em sua base, é constituída por um

espacial conectados por articulações esféricas. Um outro gdl é acrescido ao elemento terminal 

por uma quarta conexão entre a plataforma móvel e a base. A ligação é constituída por uma 

haste conectada à base fixa por meio de uma articulação prismática, e à plataforma móvel por 

uma articulação universal, (Clavel, 1988; Clavel e Rey, 1998). 

 Este robô é caracterizado por uma velocidade de operação elevada e, no campo da 

robótica industrial, é um dos manipuladores capaz de atingir as maiores acelerações (Pugliese, 

1999).  

 Do robô Delta também foram derivados o Delta Linear que, com 3 atuadores lineares 

fixados na base fixa permitem manter as mesmas características do Delta, aumentando o 

espaço de trabalho em uma direção (Clavel et al., 1998), Fig. 2.23(a). 

 Outra variante do Delta é o Hexa, obtido pela duplicação das pernas do Delta. O 

manipulador obtido possui 6 graus de liberdade e permite uma inclinação máxima da 

plataforma móvel de cerca de 25 graus (Pierrot, 1998), Fig. 2.23(b). 

   



 

   

                                           (a)                                                        (b) 

Figura 2.23 – (a) Delta Linear (Clavel et al., 1998); (b) Hexa, (Pierrot, 1998). 

 
 O Eclipse é outro exemplo de estrutura paralela espacial. Foi desenvolvido no 

Laboratório de Robótica da Universidade Nacional de Seoul – Coréia (Kim et al., 1998), com 

o objetivo de obter um manipulador paralelo capaz de fornecer ao elemento terminal um 

ângulo de inclinação de 90º, em relação a um plano horizontal. Todas as plataformas paralelas 

propostas anteriormente dificilmente alcançavam os 30 graus de inclinação (Ceccarelli e 

Ottaviano, 2002). 

 A Figura 2.24 ilustra o esquema cinemático do Eclipse e o protótipo construído (Kim 

et al., 1998). Nesta estrutura a plataforma móvel é movimentada por 3 pernas, cada uma 

conectada por meio de articulações esféricas, sendo a perna conectada à base por uma 

articulação rotativa e u

prismática pode girar deslizando sobre uma guia circular. Apesar da versatibilidade do Eclipse 

qua

bai

 

   

ma articulação prismá ica que pode deslizar verticalmente. A guia t

ndo comparada com outros manipuladores paralelos, sua acuracidade é baixa devido à 

xa rigidez do sistema (Pugliese, 1999). 

   

 26



 

 

(a) (b) 
 

Figura. 2.24 – Estrutura Paralela Eclipse (a) Esquema cinemático; (b) Protótipo (Kim et al., 

1998). 

 

Na Universidade de Cassino, Itália foi desenvolvida a estrutura paralela espacial

CaPaMan: Cassino Parallel Manipulator (Ceccarelli, 1998; Carvalho e Ceccarelli, 1999). O 

CaPaMan é um manipulador paralelo simétrico com três gdl, composto por uma base fixa e 

uma plataforma móvel que são conectadas por três pernas. Cada uma das pernas é constituída 

por um paralelogramo articulado, e se mantém sempre na vertical em relação à plataforma 

fixa. Os centros dos paralelogramos articulados estão dispostos nos vértices de um triângulo 

eqüilátero, de modo que os planos que os contém formam entre si ângulos de 120 graus, 

atribuindo desta forma propriedades de simetria ao manipulador. Conforme esquematizado na 

Fig. 2.25, as barras de ligação entre os mecanismos de quatro barras e a plataforma  

ontém duas articulações: uma esférica conectando a extremidade superior da barra à 

 a qual é fixada no ponto médio e perpendicular à biela 

do ra

 móvel

c

plataforma móvel e a outra prismática,

pa lelogramo articulado. 
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(a) 

 

(b) 

igura 2.25 – (a) Esquema do CaPaMan; (b) Protótipo do CaPaMan (Carvalho et al., 2008). F
 

Outro protótipo, similar ao CaPaMan, é o TuPaMan, desenvolvido no laboratório da 

Politécnica de Torino, Itália (Romiti et al., 1993). Diferentemente do CaPaMan esta estrutura 

possui 6 gdl e dois conjuntos de paralelogramos articulados. 

 No Laboratório de Automação e Robótica da Universidade Federal de Uberlândia, 

baseado no trabalho de Jacquet (Jacquet et al., 1992), foi desenvolvido a estrutura robótica 

paralela 6-RSS. Este manipulador tem 6 graus de liberdade, o qual é caracterizado por uma 

base e uma plataforma móvel, conectados por seis segmentos RS-SS, onde as articulações 

rotativas, R, estão posicionadas nos eixos cartesianos, duas a duas, representadas pelos pontos 

bi (i = 1 a 6) da Fig. 2.26(a). Os braços (segmentos SS) são ligados no centro de cada face de 

um cubo virtual que constitui a plataforma móvel. O sistema Cartesiano é a base da estrutura 

onde os atuadores são montados. Ela possui vantagens como: os acionadores são montados na 
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ar, permitindo a redução do custo de fabricação e, para uma mesma base de 

2 | = |b3b4 | = | b5b6 | = | p1p2 | = | p3p4 | = | p5p6 |. 

base fixa e nenhum componente de transmissão mecânica (polias, engrenagens, cabos) está 

em movimento, reduzindo de forma considerável o problema de inércia; a sua construção é 

modul

acionadores, podem-se utilizar diferentes composições de braços e antebraços, obtendo-se 

uma vasta gama de espaço de trabalho. As variáveis cinemáticas são os ângulos de entrada $i 

(i=1 a 6) das articulações rotativas R. A estrutura estudada tem os segmentos RS e SS com os 

mesmos comprimentos e: |b1b

 
(a) 

   
 

                            (b)                                                       (c)                              (d)      
 

Figura 2.26 – (a) Configuração Genérica da estrutura paralela 6-RSS (Bezerra, 1996); (b) 

Protótipo; (c) Detalhe das pernas e atuadores; (d) elemento terminal com transdutor linear 

Carvalho, 2008a). 

           

(Gonçalves e 
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Recentemente, diversos pesquisadores estão trabalhando no desenvolvimento de 

estr tu

ntou o projeto do RoboCrane, para ser utilizado como 

uma m

o passo humano permitindo medir as forças/torques envolvidas no movimento 

do pass

 

u ras robóticas paralelas atuadas por cabos, onde os segmentos são substituídos por 

cabos. Manipuladores baseados em cabos possuem características cinemáticas e dinâmicas 

muito boas e são de fácil transporte e de baixo custo de construção, os que as tornam 

favoráveis para aplicações médicas e de reabilitação (Cannella et al., 2008). Neste tipo de 

estrutura, os cabos devem estar sempre tensionados. 

Hiller e sua equipe (Hiller et al., 2008) trabalharam no desenvolvimento de uma 

plataforma de Stewart atuada por cabos denominada SEGESTA que utiliza sete ou oito cabos 

para mover a plataforma móvel segundo uma trajetória desejada.  

 Bostelman et al. (2000) aprese

áquina ferramenta paralela.  

  Palmucci et al. (2008), realizou uma aplicação da estrutura paralela CaTraSys 

(“Cassino Tracking System’), que é um sistema de medição baseado em cabos, para realizar 

uma análise d

o humano. 

  Cannella et al. (2008), apresenta um sistema de cabos 4-4, denominado CALOWI 

(Cassino LOw-cost robot) para ajudar pessoas idosas ou pacientes com problemas nas pernas 

em operações de sentar e levantar, Fig. 2.27. Tavolieri et al., (2008), apresentam o estudo do 

espaço de trabalho do CALOWI. 

 

 

Figura 2.27 – Protótipo do CALOWI. 
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. 

 

conduziram trabalhos a respeito de combinações de estruturas seriais e paralelas. Entre eles 

pode-se citar: Fichter e McDowell (1980), Hunt (1983), Mohammed e Duffy (1985), Khalil e 

Kle rushev (1994) e Carbone (2003). 

 Kumar (1990) define como sistemas híbridos, as estruturas que não são totalmente 

ser  

uta a tarefa, devendo ser leve e compacto o máximo possível, tendo a 

função de punho do robô serial.  

Combinando cadeias serias com cadeias paralelas, os manipuladores híbridos têm a 

possibilidade de associar as vantagens de ambas as arquiteturas. Em particular, um 

manipulador híbrido pode ter acuracidade comparada com os manipuladores paralelos e 

espaço de trabalho comparado com as estruturas seriais (Carbone et al., 2002a). 

 A Figura 2.28 ilustra um manipulador híbrido. 

 Os manipuladores paralelos também são utilizados como punhos de estruturas seriais, 

como proposto por Agrawal e Desmier (1994) e o punho esférico de Gosselin (Gosselin et al. 

1995). Esta classe de robôs é denominada de estruturas híbridas

2.6. Estruturas Híbridas 

 

 Esta terceira classe de estrutura tem sido estudada por alguns pesquisadores que 

infinger (1986), Waldron et al. (1989), Chakarov e Pa

iais ou totalmente paralelas. Assim, as estruturas híbridas podem ser obtidas pela 

combinação: 

a) A estrutura paralela serve como estrutura de fixação, ou suporte, para que 

um robô do tipo clássico, ou serial, realize a tarefa. 

b) A estrutura serial serve como suporte, enquanto que o manipulador paralelo 

exec

 
(a) (b) 

Figura 2.28 – a) Manipulador híbrido; b) Estrutura Paralela (Carbone et al. 2002a). 
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2.7. Conclusões  

 

rob c

 

 autores afirmam que elas são rígidas com maior 

curacidade e podem operar a grandes velocidades. No entanto, isto nem sempre pode ser 

erificado para todas as estruturas paralelas, limitando o espaço de trabalho da estrutura e 

rovocando vibrações indesejáveis. Uma das possibilidades da origem desses problemas pode 

star relacionada com a rigidez da estrutura que, por sua vez está relacionada com as 

eja em uma configuração singular, mas está 

róxima a ela, a estrutura pode se “tornar mais flexível” comprometendo seu comportamento. 

 

tribuir para elucidar os problemas associados à 

 Neste Capítulo foram apresentados os critérios de classificação das estruturas 

óti as considerando o número de graus de liberdade, a cadeia cinemática, os acionamentos, 

a geometria do espaço de trabalho e características de movimento. 

 Embora os diversos tipos de estruturas robóticas tenham sido descritos, foi dada maior 

atenção às estruturas paralelas com o objetivo de apresentar sua diversidade e permitir a 

visualização dos problemas de rigidez e singularidades. 

  Devido à sua constituição diversos

a

v

p

e

singularidades. Mesmo que a estrutura não est

p

 

   Assim, nesta tese, o estudo da rigidez e das singularidades das cadeias cinemáticas 

fechadas é realizado com o intuito de con

modelagem das estruturas robóticas paralelas. A metodologia apresentada também pode ser 

aplicada às estruturas seriais. 
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CAPÍTULO III 

Neste Capítulo é apresentada uma revisão sobre as diversas metodologias de estudo e 

 

a carga (força) é aplicada a um corpo produz mudanças em sua geometria 

ue são conhecidas como deformações ou deslocamentos flexíveis. Deslocamentos flexíveis 

icos causam flutuações do elemento terminal em relação à base fixa, 

roduzindo efeitos negativos como a falta da estabilidade dinâmica (vibrações) e na redução 

tro importante de projeto para escolha correta de 

ateriais, geometria dos componentes, formato e tamanho, interação de cada componente 

om os s e

l., 2003a).   

forma, o estudo da rigidez de um sistema multicorpo equivale a obter a matriz de rigidez, K, 

ESTUDO DE RIGIDEZ DE SISTEMAS MULTICORPOS 

 

cálculo de rigidez de estruturas robóticas. 

 

 

3.1. Introdução

 

 Quando um

q

em sistemas robót

p

da acuracidade do sistema (Rivin, 1999). A importância crescente da alta precisão e 

desempenho dinâmico para sistemas multicorpos, principalmente robôs, máquinas de 

usinagem de altíssima rotação e sistemas automáticos de manipulação e montagem, têm 

aumentado o uso de materiais de baixo peso e alta resistência, projetados com a finalidade de 

reduzir dimensões do projeto e peso.  

Assim, a rigidez é um parâme

m

c  outro  otimização de projetos (Pai e Leu, 1991; Carbone et al., 2002a e Carbone et 

a

Pode-se definir rigidez como sendo a capacidade de um sistema mecânico de suportar 

cargas sem mudanças excessivas em sua geometria (Rivin, 1999). Assim, a rigidez é uma 

característica mecânica que descreve o comportamento de uma estrutura sujeita às forças 

estáticas em termos da deflexão elástica e pode ser avaliada em estruturas robóticas por meio 

de formulações específicas e testes experimentais (ANSI/RIA, 1990 e UNI, 1995). Desta 



 

da estrutura analisada, que representa a medida da capacidade da estrutura de resistir às 

deformações devido à ação de esforços externos.  
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também a matriz de flexibilidade (compliance), C, que representa a medida da 

apacid co o ou trutur para ibir uma deformaçã devid

xternos, sendo a matriz de rigidez a inversa da matriz de flexibilidade (

Tem-se 

c ade de um rp es a ex o o à ação de esforços 

1K C%& ). 

 ende de vários fatores, incluindo o tamanho e o 

po de material usado nos segmentos, o sistema de transmissão mecânica, os atuadores e o 

stema

artes devem ser grandes e pesadas. A rigidez também é afetada pela posição e orientação das 

oon et al., 2004). 

 As principais fontes de flexibilidade das estruturas robóticas são as articulações, 

indo os

  Nos trabalhos desenvolvidos por Tsai (1999) e Kim e Streit (1995), eles consideram 

lações. Esta aproximação é aceitáv

entos rígidos, suposição que pode ser aplicada 

aioria dos robôs industriais que utilizam estruturas seriais, conforme ilustrado na Fig. 3.1. 

 

e

A rigidez total de um manipulador dep

ti

si  de controle (Tsai, 1999). Em geral, para obter um mecanismo com alta rigidez, muitas 

p

partes da estrutura, ou seja, de sua configuração no espaço (Y

inclu  atuadores, e segmentos. Assim, em função das principais fontes de flexibilidade 

da estrutura, diversas formas de modelagem foram propostas.  

que as principais fontes de flexibilidade são as articu el 

quando o tipo de estrutura estudada utiliza segm

na m

 

Figura 3.1 – Robô IRB 6400RF fabricado pela ABB. 

  

em ser modelados como 

 

Outros estudos desprezam a flexibilidade das articulações considerando somente a 

flexibilidade dos segmentos, que é aplicada quando os segmentos pod
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igas. Este tipo de abordagem é utilizado para modelar braços robóticos flexíveis, com 

is, g. 3.

okamoto et al. (1995), e em estruturas robóticas paralelas como em Gao et al. (1993) e 

et al. (1999).  

v

aplicações diversas entre as quais em operações espacia Fi 2, como citado em 

H

Svinin 

 

Figura 3.2 – Braço robótico SSRMS (Space Shuttle Remote Manipulation System), 

des v

 

As simplificações nas fontes de flexibilidade são suposições realizadas para 

sim lif  rigid  da es utura iminuindo o esforço compu

Poucos estudos têm sido realizados considerando ambas as flexibilidades, das 

arti la

elo de rigidez de 

estruturas robóticas: métodos que utilizam a Matriz Jacobiana; métodos derivados da técnica 

de em s e s que utilizam à técnica de análise matrici l de es utura

al., 2006b; Gonçalves e Carvalho, 2007).  

 

 

 

 

en olvido pelo centro espacial do Canadá (http://www.space.gc.ca). 

 

p icar o modelo de ez tr , d tacional de cálculo.  

 

cu ções e segmentos, como em Yoon et al. (2004) e Deblaise et al. (2006a; 2006b).  

 Existem basicamente três métodos principais usados para obter o mod

el entos finito  o a tr s (Deblaise et 
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3.2. Modelos derivados da Matriz Jacobiana 

 

  d ivado da M triz Ja obiana têm sido estudados por diversos autores 

tais como (Gosselin, 1990; El-Khasawneh e Ferreira, 1999; Zhang et al., 2004; Zhang, 2000; 

Ma

 Visto que no modelo geométrico das estruturas robóticas seriais é possível isolar as 

, ficando na forma x = f(q) e que, nas estruturas 

lação pode ser 

lacionado com as correspondentes deflexões da articulação  qi, para pequenas deflexões, 

por uma aproximação linear dada por (Tsai, 1999): 

minado constante de rigidez da articulação i (ou parâmetro de rigidez 

a as n coordenadas 

eneralizadas como: 

g[k1, k2, ..., kn] uma matriz 

diagonal n x n. 

Os métodos er s a c

jou et al., 2004 e Company et al., 2005). 

coordenadas operacionais (x), associadas ao elemento terminal, em função das coordenadas 

generalizas (q), associadas às articulações

paralelas isto não é possível, obtendo-se uma função do tipo f(x, q) = 0, o cálculo do 

Jacobiano é escrito de formas diferentes, levando a alguns autores a dizer que o Jacobiano da 

estrutura paralela corresponde ao inverso do Jacobiano da estrutura serial, como apresentado a 

seguir. 

 

3.2.1. Modelagem Utilizando-se da Matriz Jacobiana e Considerando Elementos como 

Molas

 

 Para uma estrutura com n coordenadas generalizadas e com m coordenadas 

operacionais o torque e/ou força,  i, transmitido através da i-ésima articu

re

  

  i = ki   qi                   (3.1) 

  

onde ki é deno

concentrado). A Equação (3.1) pode ser escrita em formato matricial par

g

 

   = '  q               (3.2) 

 

sendo   = [!1, !2, ..., !n]
T
 ,  q =  [ q1,  q2, ...,  qn]

T
 e ' = dia
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 A Equação (3.2) é aplicável tanto para a estrutura serial como para a paralela conforme 

descrito a seguir. 

 

Estruturas Seriais 

 

 O m étrico direto dos manipuladores seriais permite obter uma função 

te caso, os deslocamentos 

 (x; (y e (z  as deformações lineares nas direções dos 

ixos Cartesianos e )x;  )y e )z as deformações angulares em torno dos eixos Cartesianos, pela 

atriz 

odelo geom

independente para as coordenadas operacionais do tipo x = f(q). Nes

flexíveis das articulações  q estão relacionados com os deslocamentos flexíveis do elemento 

terminal  x = [(x  (y  (z  )x  )y  )z], sendo

e

m Jacobiana da estrutura serial, sJ .  

 

  x = sJ   q               (3.3) 

 

 O princípio do trabalho virtual rege que um sistema está em equilíbrio se e somente se 

o trabalho virtual, T TW q F x( * ( (& + , se anula para qualquer deslocamento virtual 

infinitesimal, compatível com as restrições impostas ao sistema. No entanto, (q e (x não são 

independentes, mas relacionados pela Eq. (3.3). Logo, os esforços que atuam no elemento 

os torques aplicados em torno dos eixos Cartesianos, estão 

lacionados com a força/torque da articulação,  , pela matriz Jacobiana da estrutura serial 

 

 

terminal, F = [F  F  F  M  M  M ]
T, sendo F ; F  as forças aplicadas na direção dos eixosx y z x y z x y e Fz  

Cartesianos, e Mx; My e Mz 

re

transposta, ou seja:

 

   = T

sJ
 
F                                (3.4) 

Das Equações (3.2) à (3.4) obtém-se

 

 x = C F               (3.5) 

nde C

 

 : 

 

 

o  = sJ  ' T

sJ
 é a matriz de flexibilidade (compliance). 
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Se a m triz Jacobiana é um atriz quadr a e n o sing lar, p r pela 

ultiplicação de ambos os lados da Eq. (3.5) por C 
-1: 

F = Ks  x                   (3.6) 

nde  

 a a m ad ã u ode-se escreve

m

 

 

o

 

1 1T

s s sK C J J'& &              % % %  (3.7) 

A matriz Ks é a matriz de rigidez da estrutura serial. 

Nas estruturas paralelas algumas articulações são motoras enquanto outras são 

a função independente entre as co

peracionais e as coordenadas generalizadas, sendo obtido uma expressão na forma: 

onde f é uma função implícita de q e x, e 0 é um vetor de zeros. 

 Neste caso, os deslocamentos flexíveis das articulações  q  estão relacionadas com os 

Jx  x  –  Jq   q = 0                                           (3.9) 

 Jx =  (x,q)/ x                    e           Jq = -

 

 

 

 

Estruturas Paralelas 

 

passivas. Neste caso, não é possível obter um ordenadas 

o

  

 f(x,q) = 0                         (3.8) 

 

deslocamentos flexíveis do elemento terminal  x da seguinte forma: 

 

 

 

sendo 

 

, f  , ,  f (x,q) / , q (3.10)

nde Jx é denominado Jacobiano do modelo cinemático direto e Jq é denominado Jacobiano o

do modelo cinemático inverso (Tsai, 1999). 
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A partir da Eq. (3.9) pode-se escrever 

 

 x                    (3.11) 

Sendo x  o Jacobiano da estrutura paralela. Quando as Eqs. (3.3) e (3.11) são 

omparadas, pode-se observar que uma expressão é o inverso da outra. Daí se dizer que o 

Jacobiano da estrutura paralela corresponde ao inverso do Jacobiano da estrutura serial como 

rrespondentes deflexões é dada pela Eq. (3.2) e 

 

 

                  (3.14) 

endo Kp = Jp
T
 ' Jp  a matriz de rigidez para a estrutura paralela. 

tura paralela plana 3-RP

 

  q = Jp 

 

1
p qJ J J%&

c

em Tsai (1999). 

 A relação entre os esforços e as co

substituindo a Eq. (3.11) em (3.2), obtém-se: 

 

   = '  Jp  x                               (3.12) 

 

 Novamente, aplicando o principio do trabalho virtual obtém-se a relação entre os 

esforços aplicados nas articulações,  , e os esforços na plataforma móvel, F: 

 F  = Jp
T
                       (3.13) 

 

Substituindo a Eq. (3.12) em (3.13) obtém: 

 

 F  = Jp
T
 ' Jp  x 

 

 ou 

 

 F  = Kp  x                    (3.15) 

 

 S

 

 Gosselin (1990), utilizando-se da metodologia apresentada, realizou o mapeamento da 

rigidez da estru R. 

Inicialmente, os modelos de cálculo utilizando-se da matriz Jacobiana consideravam 

somente a flexibilidade das articulações como molas (Gosselin, 1990; El-Khasawneh e 
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pressão, sendo 

o de modelagem onde as fontes de 

exibilidade dos atuadores e segmentos são considerados como sendo molas. 

 

Ferreira, 1999). Posteriormente, os segmentos também foram modelados como molas, dando 

origem aos modelos denominados de parâmetros de rigidez concentrados (lumped stiffness 

model) (Zhang et al., 2004 e Ceccarelli, 2004). Na consideração do segmento como mola, 

geralmente, ele está submetido a apenas esforços de tração e com

desconsiderado os efeitos de flexão e torção. Em Carbone et al. (2006) é aplicado o princípio 

da superposição para considerar também o efeito da flexão. 

 Na Figura 3.3 é apresentado um exempl

fl

      

                   (a)                             (b) 

Figura 3.3 – Robô PUMA. (a) Esquema em 3D; (b) modelo simplificado de rigidez com 

entos representados por m

 rigidez concentrados (lumped stiffness model) 

A modelagem dos parâmetros de rigidez concentrados das articulações, ki, é realizada 

mola linear com p

elem olas (Ceccarelli, 2004).      

   

Cálculo dos parâmetros de

 

 

considerando-as como sendo molas. A articulação rotativa é considerada uma mola de torção 

com um parâmetro de rigidez concentrado kt, e a articulação de translação como sendo uma 

 rigidez, k , Fig. 3.4 (Duffy, 1996 e Rivin, 1999).  



 

          

                                                (a)                                                  (b) 

Figura 3.4 – (a) Articulação rotativa modelada como mola de torção; (b) articulação 

ismá

as formas de calcular os parâmetros de rigidez concentrados dos segmentos é 

engastad seção 

ansversal A, comprimento l, módulo de elasticidade E, módulo de elasticidade em 

isalham   e mo  J entos flexíveis lineares são 

odelados por molas lineares e os deslocamentos flexíveis angulares por molas de torção. 

 

pr tica modelada como mola linear. 

 

 Uma d

considerá-lo composto por um conjunto de molas. A Figura 3.5 representa uma viga 

a submetida a esforços generalizados na sua extremidade livre, com área da 

tr

c ento G mento de inércia a torção t. Os deslocam

m

 

Figura 3.5 – Modelagem dos deslocam
 

entos flexíveis de uma viga (Alves Filho, 2006). 
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O deslocamento flexível na direção axial, kp, da viga pode ser obtido pela comparação 

m um

 

co a mola linear em que: 

 

 F = kp x                        (3.16) 

 

 Da Resistência dos Materiais tem-se que: 

 

 l
l

AE
F -&                        (3.17) 

 

onde -l é a variação do comprimento.  

 Por analogia à Eq. (3.16) tem-se que a rigidez axial da barra é dada por: 

 

 
l

AE
k p &                      (3.18) 

 

 Para uma mola de torção tem-se: 

 

tM k )&                        (3.19) 

 

em que M é o momento aplicado e ) o deslocamento angular e kt é a rigidez angular. 

 Da Resistência dos Materiais, a torção é regida pela Eq. (3.20) 

 

 )
l

M t&                       (3.20) 

 

 Comparando-se as Eqs. (3.19) e (3.20) chega-se que a rigidez angular k

JG

t é dada por: 

 

 
l

JG
k t

t &                       (3.21) 

 



 

 43

midade livre, Fig. 3.6. Esta viga 

apresenta um deslocamento angular . e linear  sua extremidade. 

O parâmetro de rigidez concentrado também pode ser obtido para uma viga engastada 

em uma extremidade e com uma carga F aplicada na extre

( em

 

 
Figura 3.6 – Deslocamento linear flexível (() ao longo do eixo Y e desloca ento angular 

flexível (.) em torno do eixo Z. 

 

 Da Resistência dos Materiais (Branco, 1998), (Carbone et al. 2006), o máximo 

deslocamento angular para a viga engastada é:  

 

 

m

IE

lF

2

2

&.                       (3.22) 

 

onde I é o momento de inércia da área da seção transversal em torno do eixo Z. Fazendo-se a 

analogia com uma mola de torção tem-se: 

 

 
f

F l

k
. &                       (3.23) 

Assim 

 

 

  

 

l
k f &                     (3.24) 

  

onde k

IE2

f  é a rigidez à flexão. 
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a (strain energy 

method

edimento apresentado por Forrester (2001), apesar de ser completo e fornecer 

ulticorpo é um procedimento muito aproximado e incompleto. 

Mas o

 Este procedimento para os outros esforços envolvidos, que acarretam momentos 

fletores e torsores, não é trivial. Em Forrester (2001) são apresentadas as modelagens da 

matriz de rigidez tri-dimensional para uma mola helicoidal de seção transversal retangular e 

depois para seção circular. Esta matriz é obtida usando métodos de energi

s) e o segundo teorema de Castigliano, considerando momentos fletores e torsores e 

forças axiais e cortantes, além das propriedades geométricas da mola como o passo e a 

curvatura do arame. A matriz é composta por diversos termos extensos e complicados.  

 O proc

resultados corretos dos parâmetros de rigidez concentrados, comprovados por experimentos, 

não é prático para a análise de rigidez de sistemas multicorpos. 

Outro fator que deve ser levado em consideração é que em uma estrutura robótica os 

segmentos possuem orientações diferentes o que dificulta a simplificação da estrutura 

representada por molas. 

 A idéia básica de derivar sistemas mecânicos equivalentes construídos com regras 

básicas de composição de sistemas de molas em série e em paralelo para determinar a rigidez 

equivalente para um sistema m

 esquema equivalente pode ser utilizado para entender o papel da rigidez de cada 

componente no comportamento da estrutura como um todo de forma simples (Ceccarelli, 

2004). 

  

 3.2.2. Modelagem Utilizando-se da Matriz Jacobiana e Considerando Matrizes de 

Flexibilidade 

 

 Poucos estudos têm sido realizados considerando a flexibilidade tanto dos segmentos 

como das articulações. Dentre os estudos realizados destacam-se os de Yoon et al. (2004) e 

Komatsu et al. (1989; 1990a; 1990b). As formulações apresentadas são funções dos 

movimentos de corpo rígido e das deformações dos segmentos e articulações. 

 A modelagem das flexibilidades de uma estrutura serial, conforme Yoon et al. (2002, 

2004) pode ser realizada considerando a estrutura serial sendo composta por diversas 

articulações e segmentos deformáveis, Fig. 3.7(a).  

 



 

      

(a) (b) 

 

Figura 3.7 – (a) Modelo de flexibilidade de uma estrutura serial; (b) Modelagem da Estrutura 

Par l

 

da articulação, 

eJe ,

ale a (Yoon et al., 2004).  

 

 A formulação proposta por Komatsu (1989; 1990 e 1990) e Yoon (2004) utiliza a 

Matriz Jacobiana sendo dada pela Eq. (3.25): 

 

 
/ 0 / 0

1 2

, ,

( ... )

T

T e e e

e e e en

C J e C J e

C diag C C C

$ $&

&
                                 (3.25) 

 Sendo: CT a matriz de flexibilidade do elemento terminal, $ o ângulo 

/ 0$  são as matrizes Jacobianas para cada articulação e cada deformação elástica, Ce é a 

matriz de flexibilidade que é definida pelas características estruturais de todos os elementos, 

Cej (j = 1 a n) é a matriz de flexibilidade de cada elemento. Yoon et al. (2004) considera a 

matriz de flexibilidade do segmento como sendo modelada como uma viga de Euler-

Bernoulli. Da Resistência dos Materiais, (Kardestuncer, 1974) a matriz de flexibilidade de um 

segmento com seção uniforme circular pode ser calculada pela Eq. (3.26). 
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C       (3.26) 

  

 Onde Lj é o comprimento do segmento j, Ej o módulo de elasticidade, Iyj = Izj os 

momentos de inércia, Jtj momento de inércia à torção (ou momento de inércia polar) e Gj o 

módulo de elasticidade ao cisalhamento. 

 A matriz de flexibilidade da articulação depende do tipo de articulação utilizada na 

estrutura e é obtida por meio de catálogos ou experimentos. 

 A modelagem estrutura paralela pode ser realizada consider o-se a estrutura 

04),  Fig. 3.7(a) e    

Fig. 3.7 (b).  

 

 da and

paralela como sendo a união de varias estruturas seriais, Yoon et al.(20

Aplicando-se o principio da superposição, conforme Fig. 3.8, e lembrando-se que 

1CK %& , a matriz de flexibilidade da estrutura paralela pode ser obtida pela Eq. (3.27).  

 

 
1

Tn
1
2T

1
1T

1
p C...CCC %%%% +++&                           (3.27) 

 

 

        (a)                                                       (b) 

Figura 3.8 – Principio da Superposição. (a) molas em serie; (b) molas em paralelo. 

 

 Do apresentado anteriormente, o uso da matriz Jacobiana e, em geral, o uso de 

qualquer formulação matricial para análise de rigidez pode resultar em problemas de difícil 
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solução computacional quando as matrizes tornam-se singular ou próxima da singularidade 

(Carbone, 2003). Por exemplo, em Yoon et al., 2002 a presença de um eixo passivo na 

estrutura robótica paralela fornece como resultado uma matriz de flexibilidade singular. Este 

problema foi resolvido por Yoon et al., 2002 assumindo que o eixo passivo tem uma rigidez 

pequena, mas não igual à zero. 

 

 Deve-se destacar também que o uso dos parâmetros de rigidez concentrados      

(lumped stiffness model) fornece resultados aceitáveis com tempo computacional pequeno, 

mas são muitos hipotéticos (Rizk, et al., 2007). Geralmente são utilizados considerando que 

os segmentos estão sujeitos somente à tração e compressão. Neste caso, tem-se o modelo 

clássico de Hooke, em do uma força em uma mola na sua direção ax l, esta se 

 k. Estas abordagens 

produzem resultados poucos confiáveis se os elementos da estrutura estão sujeitos à flexão 

(Com

; Carbone et al., 2002a; 2002b; Ceccarelli, 

1998), a m

tion” (Ceccarelli, 2004).  

Pelo método proposto, a matriz de rigidez K é dada por: 

K = C  K  C                       (3.28) 

 articulações. K  é a matriz 

etodologia proposta por Ceccarelli e Carbone (2002), nada 

ais é do que o cálculo da m

 que aplican

deforma na direção axial em função da sua constante de rigidez,

ia

pany et al., 2005 e Majou, 2006).   

Utilizando-se dos parâmetros de rigidez concentrados (lumped stiffness model) 

(Ceccarelli, 2004; Ceccarelli e Carbone, 2002

atriz de rigidez pode ser obtida numericamente definindo um modelo apropriado do 

manipulador, o qual leva em consideração os parâmetros de rigidez concentrado (lumped 

stiffness model) dos segmentos e articulações ativas. Esta metodologia é denominada 

“Component Matrix Formula

 

 

 F P K

 

onde a matriz CF representa a capacidade de transmissão de forças do mecanismo paralelo e 

que descreve a relação entre os esforços externos e as reações nas p

que agrupa os parâmetros de rigidez concentrados dos componentes deformáveis do 

manipulador paralelo e CK relaciona os deslocamentos flexíveis, que ocorrem no elemento 

terminal, com os deslocamentos flexíveis em cada componente. 

 Deve-se destacar que a m

m atriz de rigidez através da matriz Jacobiana expandido para 

considerar os segmentos. Por exemplo, se o modelo proposto na Fig. 3.3 for simplificado 



 

considerando-se os segmentos rígidos, o modelo de rigidez se reduz a 6 parâmetros 

concentrados de rigidez KT1 a KT6, como mostrado na Fig. 3.9. 

 

 

 

Figura. 3.9 – Modelo de rigidez do robô PUMA. (a) modelo com molas lineares e de torção; 

(b) modelo apenas com molas de torção (Ceccarelli, 2004). 

 

 Desta forma, o modelo proposto na Eq. (3.28) pode ser calculado com: 

 

 K = CF  Kp  CK 

 
t

F SC J %&      e        1
K SC J %&                   (3.29)  

 

atriz Jacobiana da estrutura robótica serial e Kp é calculada como sendo uma 

 

 6 x 6 considerando sub-montagens do sistema 

  

onde Js é a m

matriz diagonal que contém os parâmetros concentrados dos atuadores do robô, similar a 

matriz ' proposta por Tsai (1999). 

No método “Component Matrix Formulation” (Ceccarelli, 2004)  pode requerer o 

cálculo de matrizes enormes se o número de componentes da estrutura é muito grande. O 

cálculo da matriz inversa de K pode resultar em problemas numéricos e aumentar 

consideravelmente o tempo de resolução computacional. Entretanto, em alguns casos é 

possível limitar o tamanho da matriz em

multicorpo ao invés de componentes simples isolados. Neste caso, esta metodologia pode ser 

conveniente para o cálculo da matriz de rigidez também para estruturas complicadas como 

proposto por (Ceccarelli, 1998; Ceccarelli e Carbone, 2002; Carbone et al., 2003b). Deve-se 

tomar cuidado para realizar o agrupamento dos elementos com uma escolha apropriada com o 

objetivo da matriz obtida, se possível, ser quadrada e inversível (Carbone, 2003). O 
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 Utilizando-se a técnica de Elementos Finitos. 

O método FEA é uma técnica de análise numérica destinada à obtenção de soluções 

aproximadas de problemas regidos por equações diferenciais. Embora o método tenha sido 

originalmente desenvolvido para análise estática de sistemas estruturais, ele tem sido utilizado 

no estudo de uma grande variedade de problemas de engenharia, nos domínios da mecânica 

dos sólidos, mecânica dos fluidos, transmissão de calor e eletromagnetismo (Rade, 2001). 

Este método é adequado para implementação em computadores digitais estando disponível em 

vários pacotes computacionais como ANSYS®, NASTRAN® e ABAQUS®.  

A principal motivação para o uso do FEA reside no fato que, devido à complexidade 

dos problemas de engenharia, soluções analíticas em forma fechada tornam e inviáveis ou 

ões numéricas 

aproximadas. 

oblema infinito-dimensional. Este tipo de problema é geralmente 

odelado por equações diferenciais parciais, cuja solução analítica é dada por funções que 

fornecem os valores das variáveis de campo em função das coordenadas tridimensionais para 

todos os pontos do domínio.  

O FEA é essencialmente um processo de discretização que visa transformar um 

problema infinito-dimensional em um problema finito-dimensional, com número finito de 

incógnitas. O método consiste em dividir o domínio sobre o qual o problema é estudado em 

várias regiões interconectadas, denominadas elementos. Cada elemento dispõe de certo 

úmero de pontos (interiores ítrofes), denominados nós ou pontos nodais. O conjunto 

de elementos utilizados na discretização é denominado malha. Uma vez definidos os 

agrupamento destes elementos é realizado utilizando-se do principio da superposição. Como 

os segmentos são modelados como molas, estes podem ser combinados em ligações em serie 

ou em paralelo. 

 

3.3. Análise de Rigidez

 

 A segunda forma de análise de rigidez utiliza a técnica de elementos finitos (Finite 

Element Analysis – FEA).  

-s

mesmo impossíveis de serem obtidas. Assim, deve-se recorrer a soluç

 Em todo problema formulado em domínios contínuos, as incógnitas do problema, 

denominadas variáveis de campo (que podem ser grandezas escalares, como temperaturas, ou 

vetoriais, como deslocamentos), podem assumir valores independentes em cada ponto do 

domínio. Conseqüentemente, o problema tem número infinito de incógnitas, sendo 

caracterizado como um pr

m

n e/ou lim
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adas para as variáveis de campo, expressas como funções arbitrárias dos valores que 

s incógnitas assumem nos nós (valores nodais). Estas funções são denominadas funções de 

arantindo a continuidade 

s nós compartilhados por vários elementos. As incógnitas do problema, 

enom

problemas envolvendo domínios não 

mo

de elasticidade, densidade, etc.); dificuldade em modelar efeitos 

localizados como junções parafusadas e rebitadas e também erros oriundo do processo de 

solução numérica (Rade, 2001). 

mos tridimensionais, permitindo 

escrever fielmente a geometria da estrutura. Bouzgarrou et al. (2004) realizou o estudo de 

ualmente e em 

guida montados a fim de realizar o estudo do conjunto da estrutura.   

 Em Dong et al. (2005) um estudo utilizando FEA é realizado a fim de determinar o 

modelo de rigidez de uma estrutura paralela que possui articulações flexíveis.  

elementos e seus respectivos nós, no interior de cada elemento são admitidas soluções 

aproxim

a

interpolação ou funções de forma. São também impostas condições g

da solução no

d inadas graus de liberdade (gdl), passam a ser os valores das variáveis de campo nos 

pontos nodais, sendo o número destas incógnitas (agora finito) denominado número de graus 

de liberdade do modelo. Dependendo da natureza do problema, após a discretização, o 

modelo matemático regente resulta representado por um número finito de equações 

diferenciais ordinárias ou de equações algébricas, cuja resolução numérica conduz aos valores 

das incógnitas nodais. Uma vez determinadas estas incógnitas, os valores das variáveis de 

campo no interior dos elementos podem ser avaliados empregando as funções de interpolação 

(Rade, 2001).  

 As principais vantagens do FEA são: elementos de diferentes formas e tamanhos 

podem ser associados para discretizar domínios de geometria complicada; a divisão do 

contínuo em regiões facilita a modelagem de 

ho gêneos, onde as propriedades físicas variam e o método pode ser todo formulado 

matricialmente, facilitando sua implementação computacional. As principais desvantagens do 

método são as incertezas inerentes à modelagem FEA devido a simplificações do modelo 

físico como: não consideração de certos tipos de efeitos físicos, como não linearidades, 

histerese, amortecimento, etc; erros de discretização; valores imprecisos de parâmetros físicos 

e/ou geométricos (módulo 

re

 Esta modelagem é bem adaptada para mecanis

d

rigidez do robô paralelo 3TR1 apresentado por Gogu (2002) utilizando elementos finitos 

acoplado a um modelo CAD. Clinton et al. em 1997 estudou a rigidez da plataforma de 

Gough-Stewart. Nesta estrutura todos os elementos estão sujeitos apenas às solicitações 

mecânicas do tipo tração e compressão. Cada elemento é estudado individ

se
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 Zhou et al. (2006) utiliza um modelo FEA para modelagem do manipulador paralelo  

3-PRS. Todos os segmentos são modelados por elementos finitos, do tipo elemento triangular 

com elementos de placas, para modelagem da plataforma móvel e elemento de viga espacial 

para as pernas. A flexibilidade das articulações são consideradas pela introdução de molas 

virtuais ao modelo FEA.  Como os parâmetros das articulações não são conhecidos o modelo 

numérico FEA é ajustado através de testes experimentais em função das funções respostas em 

freqüência. 

 Deblaise (2006a) utiliza da modelagem FEA para comparar os resultados obtidos 

utilizando-se de análise matricial de estruturas. Este estudo foi aplicado na modelagem de um 

robô paralelo Delta, Fig. 3.10(a). Neste trabalho, um primeiro modelo, considerando apenas a 

rimentais.  

flexibilidade dos segmentos, Fig. 3.10(b), não forneceu resultados compatíveis com os 

resultados dos testes expe

 

    

(a) (b) 

Figura 3.10 – (a) Robô paralelo Delta; (b) Modelo FEA (Deblaise, 2006a). 

 

 12. 

este trabalho, além da modelagem dos segmentos, as articulações presentes, esféricas e 

rotativas, foram modeladas introduzindo “dis ” no modelo FEA, o que 

permite, no caso das articulações esféricas, que todos os deslocamentos flexíveis de translação 

. No caso da articulação 

rotativa todos os movimentos, com exceção do eixo de rotação, devem ser iguais. A Figura 

Corradine et al., (2004) utilizaram o FEA para modelar o robô H4, Figs. 3.11 e 3.

N

placement relaxion

entre os seus segmentos sejam os mesmos, mas não as rotações



 

3.12 apresenta o resultado da modelagem FEA obtida. Quando comparados os resultados do 

modelo FEA com os resultados experimentais, estes são próximos. 

 

     

                     (a)                                                        (b)                                          (c) 

 

Figura 3.11 – (a) Modelo CAD do robô H4; (b) esquema cinemático do robô H4; (c) protótipo 

do robô H4 (Corradine et al., 2004). 

 

 

Figura 3.12 – Modelo FEA do robô H4 (Corradine et al., 2004).  

 

 Assim, o método FEA é utilizado principalmente para validar modelos analíticos   

(El-Khasawneh e Ferreira, 1999 e Li et al., 2002) ou/e re

      

sultados experimentais (Corradini et 

al., 2004 e Bouzgarrou et al., 2004).  
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ar a construção de um modelo de elementos finitos (Huang et al., 

002). 

3.4. Análise de Rigidez Utilizando-se Análise Matricial de Estruturas. 

 

 A terceira forma de análise de rigidez envolve a técnica de análise matricial de 

estruturas (Matrix Structural Analyis – MSA) (Huang et al., 2002; Li et al., 2002; Martin, 

1966; Imbert, 1979; Clinton et al., 1997 e Dong et al., 2005).   

 Os métodos de análise matricial estrutural, universalmente aceitos no projeto de 

estruturas, foram desenvolvidos para serem utilizados com computadores fornecendo uma 

análise rápida e precisa de estruturas comp icas 

(Przemieniecki, 1985). 

 Os métodos matriciais são baseados no conceito de substituir uma estrutura contínua 

por um modelo equivalente formado por elem tos discretos que possuem suas propriedades 

elásticas e inerciais conhecidas e expressáveis em formato de matriz (Przemieniecki, 1985). 

As matrizes representando estas propriedades são consideradas como blocos de construção do 

modelo que, quando montados em conjunto, de acordo com regras derivadas da teoria da 

elasticidade, acarretam na obtenção das propriedades estática e dinâmica da estrutura. Nesta 

forma de análise, os elementos são modelados como segmentos e nós.  

 A modelagem MSA, considerando os segmentos como fonte de flexibilidade, pode ser 

dividida em duas partes. A primeira parte c nsidera a flexibilidade dos segmentos como 

sendo modelados como elementos de molas lineares. Este tipo de suposição é valido, 

geralmente, para estruturas robóticas que possuem apenas os esforços aplicados na direção 

axial dos segmentos da estrutura, isto é, apenas quando os segmentos da estrutura estão 

submetidos apenas a esforços de tração e/ou compressão. A segunda parte considera o 

segmento modelado como sendo uma viga de Euler-Bernoulli.  

 Deve-se destacar que uma distinção formal entre a técnica de elementos finitos e a 

técnica da análise matricial de estruturas é que esta última a estrutura é dividida em grandes 

partes, cada parte caracterizada por um con entos nodais associados a 

relações forças-deslocamentos. Em contraste,  a estrutura é considerada continua, o campo 

de deslocamentos associado com a estrutura  caracterizado por um conjunto de equações 

 O método FEA quando envolve algum programa comercial de análise requer grande 

esforço computacional, pois, como a rigidez depende da posição, é necessário, para cada 

posição específica, realiz

2

 

lexas sob condições estáticas e/ou dinâm

en

 

o

 n

junto de deslocam

se

é
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diferenciais de equilíbrio e esforços aplicados As técnicas de elementos finitos baseiam-se 

em métodos numéricos com a utilização  aproximações polinomiais do campo de 

deslocamentos e aplicação de métodos variacionais (Haug et al., 1986). 

 Maiores detalhes sobre o método MSA e seu equacionamento serão apresentados no 

Capítulo IV. 

 Clinton et al. (1997) usou esta metodologia para obter a matriz de rigidez de cada 

elemento da plataforma de Stewart e depois realizar a montagem do sistema como um todo. 

 Deblaise, (2006a) aplicou esta metodologia para estrutura Delta, Fig. 3.10. Em um 

primeiro modelo, somente a flexibilidade dos segmentos foram considerados. Em um segundo 

modelo a flexibilidade das articulações foi incl ída utilizando-se do trabalho de Yoon (2004). 

A articulação de rotação foi modelada a partir da definição de uma matriz de flexibilidade 

para articulação formada por rolamentos. 

 Em Koseki et al. (2000) foi realizada a modelagem de um micro mecanismo paralelo 

de 3 gdl utilizando-se de MSA. Os segmentos são modelados como vigas e as articulações 

tradicionais foram substituídas por uma articulação “entalhada” (notched hinge ou Flexural 

inge) (Kapur, et al., 2007). Este tipo de articulação permite à flexão ao longo de um eixo, 

mas rígida em relação aos outros eixos. As vantagens desta articulação são: ausência de 

folgas, de atrito não linear e estruturas mais simples de serem fabricadas. Possui como 

desvantagens a insuficiente mobilidade em torno de um eixo e/ou insuficiente rigidez ao 

longo dos outros eixos (Koseki et al., 2000). A Figura 3.13 mostra o micro manipulador 

aralelo de 3 gdl e a Fig. 3.14 alguns exemplos das “notched hinge”. 
 

. 

de

 

u

h

p

 

                                   (a)                                                              (b) 
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Figura 3.13 – (a) Modelo micro manipulador paralelo de 3 gdl; (b) representação de uma

l., 2000). 

 

perna (Koseki et a

 

Figura 3.14 – Modelos de articulações “notched hinge” (Koseki et al., 2000). 

 

 Yi et al. (2003) desenvolveram um outro micro manipulador baseado na estrutura 

paralela plana de 3 gdl tipo 3-RRR. Nesta estrutura também é utilizado o método MSA 

considerando as articulações como “notched hinge”, Fig. 3.15. Eles demonstraram que a troca 

das articulações comuns pelas “notched hinge”, devido à imprecisão na modelagem, prejudica 

a acuracidade do sistema. 

 

  

    (a)                     (b) 

Figura 3.15 – (a) Esquema do Micro-manipulador paralelo 3-RRR; (b) Protótipo (Yi et al., 

2003). 

 

3.5. Avaliação dos Métodos Experimentais de Análise de Rigidez
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do é a 

necessi

a em função dos deslocamentos em uma determinada direção 

provoc

ão e posição da estrutura dos deslocamentos flexíveis a 

serem medidos, Fig. 3.16.  

A verificação dos modelos analíticos e numéricos consiste basicamente em medir os 

deslocamentos flexíveis em diferentes direções provocadas pela aplicação de forças em 

condições estáticas (Carbone e Ceccarelli, 2004). A grande desvantagem deste méto

dade de tediosas medições que podem ser afetadas por erros experimentais. Neste caso 

é necessário um planejamento estatístico para determinar o número de medições dos 

deslocamentos flexíveis em uma determinada posição em função de uma carga estática 

aplicada. Acosta et al. (2000) propôs a realização de testes dinâmicos para determinação de 

funções de transferênci

ados por uma excitação (perturbação) em uma determinada faixa de freqüências 

(excedendo a freqüência natural do sistema). Nos testes experimentais as funções de coerência 

não foram representativas na região de ressonância.   

 Ottaviano et al. (2002) desenvolveram o sistema Milli-CATRASYS (Milli Cassino 

Tracking System). Esta estrutura é composta por seis sensores do tipo LVDT (Transformador 

Diferencial Variável Linear) localizados em uma base fixa que permitem a aplicação de uma 

determinada carga. Os sensores são ligados a uma plataforma móvel através de cabos 

permitindo a medição da orientaç

 

 

Figura 3.16 – Esquema Cinemático do Milli-CATRASYS. 
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 Deblaise (2006a) utilizou um sistema “prato-esfera” composto por três esferas de 

ico em que seis 

relógios comparadores de resolução de 1 "m permitem realizar a medição dos deslocamentos 

flex

referência colocadas de tal forma sob um prato para formar um sistema isostát

íveis de translação e rotação. A resolução do sistema é de 5 "m, Fig. 3.17. 

 

 

Figura 3.17 – Modelo experimental para medição dos deslocamentos flexíveis da estrutura 

Delta (Deblaise, 2006a). 

.6. Diagrama para o Cálculo dos Deslocamentos Flexíveis.

deve ser calculada em todo o espaço de trabalho ou no mínimo em um 

mero

ez. É importante também relacionar 

as p es

es metodologias e notações podem ser utilizadas para obter o modelo 

cinemá

 

3

A matriz de rigidez, K, depende da configuração assumida pela estrutura. Assim, uma 

matriz de rigidez diferente é calculada para cada configuração do sistema robótico. Desta 

forma, a análise de rigidez do sistema deve ser realizada em várias configurações. Se possível 

a matriz de rigidez 

nú  significativo de configurações. Logo, o modelo de cálculo da matriz de rigidez deve 

ser feito de tal forma que permita a conexão com o modelo cinemático da estrutura robótica 

analisada, permitindo realizar o mapeamento de sua rigid

r enças de singularidades com a rigidez do sistema. 

 Diferent

tico da estrutura. A escolha de como resolver o modelo cinemático está basicamente 

relacionada com o sistema robótico estudado. 

 A Figura 3.18 resume o procedimento para o cálculo dos deslocamentos flexíveis.  

 



 

 

 

Figura 3.18 – Diagrama para o cálculo de deslocamentos flexíveis. 

 

de entrada das 

articulações. Através da formulação da análise de rigidez é possível obter a matriz de rigidez 

da estrutura como um todo que, associada aos es rços externos aplicados, permite realizar o 

strutura como no 

elemento terminal (plataforma móvel). 

 

sões

óticas tanto para arquiteturas seriais como para paralelas.  

Apesar dos trabalhos já realizados, ainda não se dispõe de resultados conclusivos 

sobre a melhor metodologia e sobre o comportamento da rigidez das estruturas robóticas. Os 

estudos têm sido baseados praticamente nas mesmas estruturas como fo de comparação e 

 métodos de análise de rigidez são formulados para uma determinada 

estrutura, muitas vezes não podendo ser estendido a outras estruturas.  

 

Assim, qualquer formulação para analise de rigidez precisa como parâmetros de 

entrada o modelo cinemático que é calculado em função dos ângulos 

fo

cálculo dos deslocamentos devido à flexibilidade tanto ao longo da e

3.7. Conclu

Neste Capítulo foi apresentada uma revisão sobre os métodos de cálculo da matriz de 

rigidez de estruturas rob

rma 

validação dos resultados.  

 Basicamente os
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ados e fornecem uma estimativa inicial da matriz de 

rigi

bótica. Entretanto, estes 

modelos são bem adaptados para validar modelos analíticos ou resultados experimentais.  

Os m A são de simples modelagem e de fácil implementação computacional. 

 Dentre as metodologias presentes na literatura, a análise de rigidez MSA é a que 

apresen tenção da matriz de rigidez do 

sist  maioria das aplicações, utilizando-se do modelo MSA, a flexibilidade das 

articulações são desprezadas para simplificar o modelo.  

No Capítulo IV a metodologia MSA é apresentada como proposta para elaboração de 

uma metodologia que possa ser considerada para a mais ampla gama de estruturas robóticas, 

tanto de arquitetura serial como de arquitetura paralela. Esta metodologia deve permitir a 

completa integralização entre todas as fontes de flexibilidade das estruturas robóticas como 

segmentos das mais variadas formas, articulações ativas e passiv ass

consideração de folgas.  

 

Dependendo do tipo de estrutura, as flexibilidades das articulações ou segmentos são 

desprezadas com o objetivo de simplificação dos cálculos computacionais. 

 Os métodos de cálculo derivados da matriz Jacobiana, considerando os segmentos 

modelados como molas, são simplific

dez.  

O uso da metodologia FEA fornece modelos confiáveis, mas estes modelos precisam 

ser refeitos (remeshed) para cada configuração da estrutura ro

étodos MS

ta uma maior padronização no procedimento de ob

ema. Na

as im como a 
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CAPÍTULO IV 

ANÁLISE DE RIGIDEZ DE ESTRUTURAS ROBÓTICAS UTILIZANDO-SE  

stemas 

multico

ticas. Desta forma, ao final do Capítulo será possível modelar 

 sis

is de análise de estrutura consistem em substituir uma estrutura 

ontínua por um modelo equivalente formado por elementos estruturais discretos, com 

propriedades elásticas e inerciais que podem ser expressas na forma matricial. A estrutura 

discreta é composta por segmentos unidos por nós. Os segmentos são barras cujo 

comprimento é muito maior que as dimensões de sua seção transversal. Os nós são os pontos 

e união dos segmentos, os pontos de apoio e as extremidades livres dos segmen s. Qua

estrutura é submetida a cargas, cada nó sofre deslocamentos de translação e/ou rotação, que 

dependem da configuração da estrutura e das condições impostas à estrutura. Por exemplo, 

 deslocamentos.  

 

“compliantes”). 

ANÁLISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS – MSA

 

 

Um dos objetivos desta tese é o estudo da modelagem de rigidez de si

rpos utilizando-se da análise matricial de estruturas (Matrix Structural Analysis – 

MSA). Assim, neste Capítulo, primeiramente é apresentada a técnica de análise matricial de 

estruturas e, posteriormente é apresentada a modelagem das matrizes de rigidez dos principais 

componentes das estruturas robó

um tema multicorpo considerando as fontes de flexibilidade devido aos segmentos, 

articulações e atuadores. 

 

4.1. Introdução 

 Os métodos matricia

c

d to ndo a 

num engastamento não existem

Para diferenciar os deslocamentos devido ao movimento de corpo rígido e os 

deslocamentos devido a aplicações de esforços que causam deformações, os deslocamentos 

devido às deformações são denominados deslocamentos flexíveis (ou deslocamentos 
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ocamentos nodais são os parâmetros cinemáticos 

 e representam o número de graus de liberdade (gdl) da estrutura ou também 

 “grau de indeterminação ci emática” (Przemieniecki, 1985). 

em ser utilizados.  

quações de elasticidade são resolvidas para uma configuração 

trutu

ulares.  

resum s da distribuição de deslocamentos e tensões. A solução completa é 

ntão obtida pela combinação dessa distribuição individual aproximada de deslocamentos e 

tensões, de maneira que se satisfaça o equilíbrio de forças e a compatibilidade de 

eslocam agem são mais 

dequados para análise de estruturas complexas e são ideais para implementação 

ise, 2006b). 

 

 Os deslocamentos dos nós (deslocamentos nodais) podem ser obtidos a partir da 

análise completa da estrutura. Os desl

indeterminados

conhecido como n

4.2. Análise Matricial de Estruturas (Matrix Structural Analysis – MSA)

Métodos de Análise Estrutural 

 

 
 Os métodos de análise estrutural podem ser divididos em dois grupos: os métodos 

analíticos e os métodos numéricos. As limitações devidas aos métodos analíticos são bem 

conhecidas. Somente em casos especiais soluções explícitas são obtidas. Soluções 

aproximadas podem ser encontradas para algumas configurações estruturais simples mas, em 

geral, para estruturas complexas os métodos analíticos não podem ser usados. Então, os 

métodos numéricos dev

Os métodos numéricos de análise de estrutura podem ser subdivididos em dois tipos: 

soluções numéricas de equações diferenciais para deslocamentos ou tensões, e métodos 

matriciais baseados na idealização da estrutura discretizada em elementos estruturais.  

No primeiro tipo, as e

es ral particular, tanto por técnicas de diferenças finitas quanto pela integração numérica 

direta. Nesta abordagem a análise é baseada na aproximação matemática de equações 

diferenciais. Limitações de ordem prática, porém, restringem sua aplicação às estruturas 

simples ou partic

No segundo tipo, toda a teoria é desenvolvida com base na álgebra matricial. A 

estrutura é inicialmente idealizada como uma montagem de elementos estruturais discretos, 

com formas p ida

e

d entos nas uniões desses elementos. Métodos baseados nesta abord

a

computacional (Debla
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Os métodos matriciais podem ser divididos em: o método dos deslocamentos (stiffness 

iduais da estrutura, nas quais 

 

method), onde os deslocamentos são considerados desconhecidos, e o método da força 

(flexibility method), onde as forças são desconhecidas. Em ambos a análise pode ser feita por 

meio da combinação sistemática dos elementos estruturais indiv

as condições de equilíbrio e compatibilidade são satisfeitas (Przemieniecki, 1985). Na Figura 

4.1 é apresentado um esquema geral dos métodos de análise estrutural. 

 

 

Figura 4.1 – Métodos de Análise Estrutural (a partir de Przemieniecki, 1985). 

 

 O Matrix Strucutural Analysis, ou métodos matriciais, consiste em obter as matrizes 

ura contínua e, posteriormente, “agrupar” 

estas matrizes, respeitando-se um conjunto de regras derivadas da teoria da elasticidade, 

per ti

z da estrutura como um todo.  

 

dos componentes, após a discretização da estrut

mi ndo obter as propriedades estáticas e dinâmicas da estrutura. 

 Para a modelagem, inicialmente é escrita a matriz de rigidez de cada elemento em 

relação a um referencial local; posteriormente, a matriz de rigidez de todos os elementos é 

escrita em relação a um mesmo referencial inercial e, finalmente, agrupadas para obter a 

matriz de rigide

 A seguir serão apresentadas a matriz de rigidez de um segmento, a formulação para 

modelagem das articulações passivas e ativas, e o procedimento para obtenção da matriz de 

rigidez da estrutura. 

 

 



 

4.3. Matriz de Rigidez de um Segmento 
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Como o procedimento MSA fornece um modelo discretizado do sistema real é 

necessário definir os elementos em que a estrutura pode ser representada. A aplicação do 

mé MSA nos sistemas multicorpos é intuitiva em função das própria divisõ

Estes elementos são constituídos basicamente por segmentos e articulações que podem ser 

ativas ou passivas.  

 

izar a notação, será utilizado o nome de segmento para definir uma viga 

ou barra, de comprimento e seção transversal definidos. 

A análise do comport en alizada a partir do diagrama 

de corpo livre. 

 Considerando uma barra j no espaço, de seção transversal uniforme de área Aj, onde, 

nas extremidades estão os nós consecutivos i e i+1. No centróide da seção transversal do nó i 

é fixado o referencial do segmento , cujo eixo xj está na direção longitudinal do 

segmento e os eixos yj e zj definidos pelo produto vetorial positivo, Fig. 4.2. O segmento 

possui comprimento Lj, módulo de elasticidade Ej, momentos de inércia Iyj = Izj, momento de 

inércia à torção (ou momento de inércia polar) Jtj e módulo de elasticidade ao cisalhamento 

Gj.  

todo s es existentes. 

Em geral, na resistência dos materiais os segmentos são denominados vigas e/ou 

barras. Para uniform

 amento de um segm to pode ser re

j j j jO x y z

 

Figura 4.2 – Elemento de viga genérico no espaço. 
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 No caso mais geral, a barra está sujeita a forças axiais e cortantes, momentos fletores e 

torsores que provocam os deslocamentos flexíveis correspondentes, Fig. 4.3.  

 

 

Figura 4.3 – Esforços aplicados em uma vig espac l (Alv s Filho

 Para a análise da relação esforços-deslocamentos flexíveis é considerado no nó i, um 

refe z

íveis esforços atuantes nos nós i e i+1 e, na Fig. 4.4(b), os 

deslocamentos flexíveis correspondentes.  

a ia e , 2006). 

 

rencial i i iO x y  coincidente com o referencial da barra j j j jO x y z e, no nó i+1, um 

referencial 1 1 1 1i i i iO x y z+ + + +  eqüipolente ao referencial da barra. Assim, na Fig. 4.4(a) estão 

representados os poss

i

 

 

(a) ) 

Figura 4.4 – (a) Representação dos esforços atuantes na barra; (b) deslocamentos devido às 

deformações da barra. 

(b
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es 

dos eixos x, y e z respectivamente. (x, (y, (z, são os deslocamentos flexíveis lineares nas 

direções dos x y e z respecti ente e )x, y )z sã os de exíveis angulares nas 

dire y e z respectivamente. 

Em relação ao referencial de cada barra, , a relação entre forças e 

deslocamentos flexíveis, considerando uma barra tri-dimens nal e belta 

transversal uniforme, engastada-livre, é dado por (Shabana, 1989): 

 Na Figura 4.4, Fx, Fy, Fz, Mx, My e Mz são as forças e momentos aplicadas nas direçõ

, vam ) , o slocamentos fl

ções dos x, 

j j j jO x y z 

io s e de seção 
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              (4.1) 

Escrevendo a Eq. (4.1) em formato matricial tem-se: 

  

 

 

3 2

3 2

2

2

0 0 0 0 0

12 6
0 0 0 0

12 6
0 0 0 0

0 0 0 0 0

6 4
0 0 0 0

6 4
0 0 0 0

j j

x
j

j zj j zj

y
j j

j yj j yj

z
j j

j t j

x

j

j yj j yj
y

j j

j zj j zj
z

j j

A E
F L

E I E I
F

L L

E I E I
F

L L

G J
M

L

E I E I
M

L L

E I E I
M

L L

1 2
3 41 2
3 43 4
3 43 4
3 43 4
3 43 4
3 43 4
3 43 4 %
3 43 4
3 4&3 4
3 43 4
3 43 4
3 43 4
3 43 4
3 4%3 4
3 43 4
3 43 4
33 45 6 35 6

.

x

y

z

x

y

z

(

(

(

)

)

)

1 2
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4
3 4

4 3 45 64

                 (4.2) 

  

 A matriz quadrada 6 x 6 da Eq. (4.2) corresponde à matriz de rigidez do segmento, 

denominada kbj, ou seja: 
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                  (4.3) 

Se for considerado o efeito dos esforços cortantes tem-se (Alves Filho, 2006): 
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           (4.4) 

rezados, isto é:  

  =  = 0  a Eq. (4.4) é particularizada para a Eq. (4.3). 

triz de rigidez é uma matriz quadrada de tamanho 12 x 12 dada por: 

3 4
3 4
3

+7 +73
3
3

4
4

4

  

 Onde "y e "z são fatores de correção que dependem da seção transversal da barra 

analisada (Alves Filho, 2006). Se o efeito dos esforços cortantes forem desp

y z 

 Para um segmento j definido por dois nós, por procedimento análogo ao das Eqs. (4.1) 

à (4.3), a ma
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k                         (4.5) 
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8)))((
                  (4.6) 

 

 

 

locamentos flexíveis do nó 

i+1

rticulação

 necessária a definição da matriz de rigidez da articulação e sua 

integração com o modelo MSA. 

 Uma articulação pode permitir um ou mais graus de liberdade, podendo ser: 

deslocamentos lineares nas direções ortogonais x, y, z e deslocamentos angulares em torno 

como 

  Assim, da Fig. 4.4, pode-se escrever: 
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 Em uma forma compacta, tem-se: 
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ou 

 

A B A BuKW ][&                                         (4.8) 

 

 Onde Wi representa os esforços aplicados no nó i e Wi+1 os esforços aplicados no nó 

i+1. ui representa os deslocamentos flexíveis do nó i e ui+1 os des

. 

 

4.4. Modelagem da A

Os modelos MSA foram desenvolvidos para aplicação em estruturas, como por 

exemplo, em pórticos e pontes. Estes tipos de estruturas possuem geralmente as extremidades 

dos elementos (pontos nodais) fixados por parafusos ou rebites de tal forma que todos os 

deslocamentos de uma extremidade de um segmento são transmitidos para o seguinte.  

Acontece que os sistemas multicorpos, por exemplo, as estruturas robóticas, são 

constituídos por segmentos que são conectados por articulações que podem ser ativas ou 

passivas. Neste ponto é

artkdesses eixos ortogonais. Assim pode-se definir a matriz de rigidez da articulação 
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um m

k
4
4

 A matriz de rigidez da articulação, Eq. (4.9), deve ser expandida para uma matriz de 

tam nho 12 x 12. Fazendo uma analogia com um segmento que possui dois nós, a articulação 

pode ser representada por um e to cuja matriz de rigidez é k  e tendo dois nós 

Desta form j

 

k k%5 6

  

 Deve-se destacar que a inclusão de uma articulação no modelo MSA, considerado 

istente. Isto é realizado pelo 

to de que a articulação inserida no modelo MSA não possuir um comprimento mas, nos 

sistemas robóticos, as articulações possuem um posicionamento e uma orientação em relação 

a atriz diagonal onde klx, kly, klz são os parâmetros de rigidez linear nas direções dos 

eixos do referencial local e, kax, kay, kaz são os parâmetros de rigidez angular em torno dos 

eixos do referencial local, Eq. (4.9). 
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         (4.9) 

0

0 0 0 0 0
ay

azk
3 4
3 45 6

  

a

 segm n i e i+1. art

a, pode-se escrever, de forma semelhante à Eq. (4.5), que a matriz de rigidez k  

para o elemento articulação j é dada por: 

 

 
art art

jk
%1 2

& 3 4                      (4.10) 
art art

k k

nesta tese, é feita em relação ao referencial de um elemento já ex

fa

ao referencial inercial. Por exemplo, uma articulação rotativa é modelada inserindo a Eq. (4.9) 

no modelo considerando-se kax ou kay ou kaz C 0, dependendo de qual eixo local do elemento 

articulação coincidir com o seu eixo de rotação. De forma análoga no caso das estruturas 

robóticas paralelas a presença de uma articulação prismática passiva é representada pelo fato 

de klx ou kly ou klz ser igual à zero. Da mesma forma uma articulação esférica é caracterizada 

por kax = kay = kaz C 0. 
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A definição da matriz de rigidez da articulação conforme Eq. (4.9) é uma contribuição 

desta tese. Ela permite a fácil visualização d lação que está sendo utilizada e 

sua influência no sistema como um todo pode ser verificada pelos exemplos que serão 

 Para aplicação do modelo MSA, considerando a flexibilidade dos segmentos e 

articulações, é necessário determinar os parâm tros de rigidez das articulações klx, kly, klz, kax, 

kay, kaz. Estes parâmetros podem ser fornecidos pelos fabricantes ou obtidos por testes 

experimentais.  

 Se a articulação for ativa, por exemplo, atuada por um motor, a matriz de rigidez desta 

pode ser calculada utilizando-se uma expressão empírica como proposto por Rivin (1999). 

Assim, kax =   

 

 

 

o tipo de articu

apresentados no Capítulo V.  

e

motor k :

motor 01 k eD E *&                                                                                                     (4.11) 

 
 Com:  
 

 rre RL , 0 0M

e
I KE&* D

1 2F G& %H I

culo, 

por exe

idade dos 

3 4JK L5 6
                                                                   (4.12) 

 
 
onde D0 é velocidade angular do motor sem carga, Rr, Lr, e, J e KM são a resistência térmica, 

indutância, voltagem, resistência e o torque constante do motor, respectivamente. Cabe 

salientar que a Eq. (4.12) é aplicada para o motor “bloqueado”. 

 Em Rivin (1999) podem ser encontradas fórmulas empíricas também para o cál

mplo, da flexibilidade de sistemas de acionamento pneumático e hidráulico. 

 Para a aplicação do método é necessário escrever a matriz de rigidez de todos os 

elementos em relação a um mesmo referencial inercial. Esta transformação, elemento por 

elemento, deve ser realizada antes da montagem da matriz de rigidez da estrutura como um 

todo e que será detalhado a seguir. 

 Ainda cabe salientar que na literatura estão presentes poucos trabalhos utilizando-se 

MSA que incluem a modelagem da articulação no modelo.  Deblaise (2006a) aplicou esta 

metodologia para a estrutura Delta. Em um primeiro modelo, somente a flexibil

segmentos foram considerados. Em um segundo modelo, a flexibilidade das articulações foi 
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res. 

 

e transformação de coordenadas para permitir escrever os 

     

Ox2y2z2, sendo o eixo x2 

o na Fig. 4.5. Partindo da configuração onde o eixo 

ngitudinal do segmento coincide com o eixo X, por meio de uma rotação de um ângulo –#  

m torno do eixo Y obtém-se o referencial Ox1y1z1, Fig. 4.5(c). A relação de transformação 

ntre os referenciais é dada por:  

 

                      (4.13) 

  

 A segunda rotação é feita de um ângulo $ em torno do eixo z1, Fig. 4.5(b). A relação 

e transformação é: 

 

                      (4.14) 

 

incluída utilizando-se do trabalho de Yoon (2004), onde a articulação rotativa foi modelada a 

partir da definição de uma matriz de flexibilidade para articulação formada por rolamentos. 

Kim et al. (2005) define uma matriz de flexibilidade para a articulação em que uma 

articulação esférica pode ser modelada como a intersecção de 3 articulações rotativas não 

coplana

4.5. Matriz de Transformação de Coordenadas 

 

  A matriz de rigidez da barra apresentada na Eq. (4.4), orientada de qualquer forma no 

espaço, deve ser expressa em relação a um referencial inercial XYZ, Fig. 4.2. Para isto, é 

necessário obter uma matriz d

deslocamentos flexíveis de todos os segmentos em relação a este referencial inercial  

(Azar, 1972).  

 Considerando o referencial local de uma barra dado por 

coincidente com a direção longitudinal da barra conforme definido anteriormente. É possível 

relacionar o referencial Ox2y2z2 com o referencial inercial OXYZ por meio de duas rotações 

sucessivas conforme esquematizad
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Figura 4.5 – Transformação de coordenadas. (a) Posição Genérica no Espaço; (b) Rotação ! 

em torno do eixo z1; (c) Rotação –# em torno do eixo Y. 

 

 Substituindo a Eq. (4.13) em (4.14) e realizando as multiplicações tem-se que a matriz 

de transformação entre o referencial Ox2y2z2 e O z é dado por: 
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 Em notação compacta, tem-se:  

 

                        (4.16) 

 

 Em que [T] é a matriz de transformação; são as coordenadas locais e {x} as 

coordenadas dos eixos inerciais.  

 Consequentemente, os esforços tamb m têm que ser expressos em relação ao 

referencial inercial, ou seja: 

 

                       (4.17) 

 

 Em são os esforços nas coordenadas locais e {W} os esforços no sistema de 

oordenadas inercial. Da mesma forma, os deslocamentos flexíveis são dados no sistema de 

ferencia inercial por: 

 

                                   

.18)  

 

 

Substituindo as Eqs. (4.17) e (4.18) na (4.19) tem-se: 

 &                     (4.20) 
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_
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é
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c
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9 8A BuTu &}{
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(4

onde }{
_
u é o vetor dos deslocamentos flexíveis no referencial local e {u} no referencial 

inercial. 

 Se a matriz de rigidez é expressa no sistema de referencia local tem-se: 

 

}{][}{
___
uKW &                       (4.19) 
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 Pré-multiplicando ambos os lados da Eq.  (4.20) pela matriz inversa de [T] obtém:  

 

 

 A B 9 8 9 8A BuTKTW ][
_

1%&                     (4.21) 

 

ou  

 

 A B A BuKW ][&                       (4.22) 

 

onde [K] é a matriz de rigidez do elemento, expresso no referencial inercial sendo: 

 

                        (4.23) 

 

 A matriz de transformação entre os referenciais pode ser obtida diretamente pelas 

considerações geométricas e utilizando-se dos cossenos diretores, a partir das coordenadas 

dos nós, Figs. 4.2 e 4.6.  

 

9 8 9 8TKTK ][][
_

1%&

 

Figura 4.6 – Transformação de coordenadas em relação aos nós. 
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 Como as coordenadas do nó i são [xi, yi,  do nó i+1 são [xi+1, yi+1, zi+1] a matriz de 

 

 

zi] e

transformação [T] também pode ser obtida por (Shabana, 1989): 
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ireção do eixo inercial Y. Neste 

cas a 
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3
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12x12, Eq. (4.5), a 

atriz 
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 Onde 03 é uma matriz quadrada de zeros de ordem 3. 

 A matriz de transformação [T], dada pela Eq. (4.23), é valida para todas as posições da 

barra, exceto quando o eixo yj do elemento coincide com a d

o matriz de transformação [T] é dada por: 
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 Sendo a matriz de rigidez de uma barra j uma matriz quadrada 

m de transformação do referencial da barra j para o referencial inercial deve ser uma 

matriz diagonal na forma (Shabana, 1989):   
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 Após obter a matriz de rigidez de cada elemento no sistema de referência inercial, 

pode-se proceder à obtenção da matriz de rigidez da estrutura como um todo. 

 

4.6. Montagem da Matriz de Rigidez da Estrutura e Imposição das Condições de 

Contorno.

 

 O objetivo do método MSA consiste em determinar a relação entre as cargas que atuam 

nos nós da estrutura completa e seus respectivos deslocamentos flexíveis sob forma matricial. 

Assim, como a relação dos esforços e deslocamentos flexíveis no âmbito de um elemento é 

expressa pela matriz de rigidez do elemento, a relação esforços e deslocamentos flexíveis no 

âmbito da estrutura são expressos pela matriz de rigidez da estrutura. A montagem da matriz 

de rigidez da estrutura deve considerar o modo pelos quais os elementos estão arranjados na 

estrutura e como estão conectados entre si.  

 A montagem da matriz de rigidez da estrutura decorre da aplicação das leis de 

equilíbrio e compatibilidade. Os esforços são transferidos para o elemento vizinho pelos nós. 

A estrutura em equilíbrio deve satisfazer três relações fundamentais:  

a) Equilíbrio de forças: considerando a condição de equilíbrio da estrutura, diagrama 

udo da 

ecânica a cada um dos elementos isoladamente.  

b m atibil ade d desloc os: os elementos conectados em um nó mantêm-se 

onectados no mesmo nó na condição deformada e estando sujeitos aos mesmos componentes 

tura, 

s corpos ou, mais especificamente, os “elementos” se deformam. Em grande parte das 

aplicações práticas, quando o nível dos esforços não é muito elevado, as forças internas 

crescem proporcionalmente às deformações (Alves Filho, 2006).  

 A montagem da matriz de rre com  um processo de 

“superposição” das matrizes de rigidez elementar, considerando como os elementos estão 

onectados entre si.   

to em função de como estes elementos estão conectados. 

A forma em que os elementos estão conectados é fornecida pela numeração dos nós presentes 

de corpo livre do elemento, pode-se aplicar as equações de equilíbrio conhecidas do est

m

) Co p id e ament

c

de deslocamentos.  

c) Lei de comportamento do material: ao transmitir os esforços ao longo da estru

o

 rigidez da estrutura oco o

c

 Resumidamente, a montagem da matriz de rigidez da estrutura decorre da aplicação da 

lei de equilíbrio e da compatibilidade. A matriz de rigidez da estrutura pode ser obtida a partir 

da matriz de rigidez de cada elemen



 

 77

 da matriz 

e rigidez da estrutura. 

 

no sistema. Desta forma, a obtenção da matriz de rigidez do sistema acontece como um 

processo de “superposição” das matrizes dos elementos, Fig. 4.7. Em termos computacionais, 

pode-se criar uma matriz de conectividade dos elementos, permitindo a montagem

d

 

 

Figura 4.7 – Procedimento de obtenção da matriz de rigidez da estrutura. (Anexo I)  

 

 A matriz de rigidez da estrutura, assim obtida, é singular, não sendo possível sua 

solução. O significado físico da impossibilidade do cálculo dos deslocamentos flexíveis, é que 

a estrutura está “solta”, sem qualquer fixação, podendo mover-se como um corpo rígido livre 

no espaço. Os movimentos de corpo rígido ocorrem sem deformação dos elementos e devem 

o prover um número 

ito é estabelecido 

elas condições de apoio da estrutura, que devem ser levadas em consideração para obter uma 

ova ma

 Após a imposição das condições de contorno, a matriz de rigidez modificada é 

 %&    (4.28) 

ser eliminados. Na prática, as estruturas estão fixadas. Então, é necessári

suficiente de restrições para impedir ou “suprimir” o movimento de corpo rígido da estrutura, 

de sorte a contabilizar a condição deformada de cada elemento. Esse requis

p

n triz de rigidez da estrutura. 

inversível, não mais singular, permitindo o cálculo dos deslocamentos devido à flexibilidade a 

partir da Eq. (4.8), ou seja: 

 

1{ } [ ] { }Ku W                     
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 Na Equação (4.28), {W} é o vetor que contém os esforços nodais aplicados à estrutura 

tém os deslocamentos flexíveis nodais. 

 Para ilustrar o procedimento de montagem da matriz de rigidez da estrutura é 

, posteriormente, o procedimento para obter a matriz de rigidez de um sistema formado por 

as m

étodo ser todo escrito em formato 

atricial. Para a correta aplicação deste método é necessário o acoplamento do modelo MSA 

om o modelo át  o sist a m  estudo permitindo, desta forma, a 

realização do mapeamento da rigidez em função dos esforços aplicados na estrutura e em todo 

ítulos V e VI serão apresentados exemplos, utilizando-se da 

MSA

e {u} é vetor que con

apresentado no Anexo I o procedimento da obtenção da matriz de rigidez local de uma mola 

e

du olas.  

 

 

4.7. Modelagem de Estruturas Robóticas utilizando-se MSA

 Do apresentado anteriormente, o uso da metodologia MSA permite uma fácil 

implementação computacional devido ao fato do m

m

c cinem ico d em ulticorpo em

o espaço de trabalho. Nos Cap

modelagem . Na Figura 4.8 é apresentado o esquema do procedimento de cálculo dos 

deslocamentos flexíveis utilizando-se da metodologia MSA.  

 



 

 

 

igura 4.8 – Passo a etodologia SA para o cálculo dos deslocament  flexí

 

 

 

 

 

 

 

 

F s d  M M os veis. 
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O método MSA permite a idealização do sistema multicorpo por meio de sua 

iscretização. No s truturas robóticas, e as já  apre izadas, sendo 

compostas basicamente por segmentos e articulações que podem ser passivas ou ativas. 

ssim, conhecendo a geometria, propriedades mecânicas e dimensões dos componentes é 

possível determinar as matrizes de rigidez dos segmentos. Por meio de catálogos ou mesmo 

tes experimentais é possível determinar os parâmetros de rigidez das articu

A partir da matriz de rigidez dos elementos, escritas no referencial local, ela deve ser 

ara um mesmo referencial inercial. Considerando a lei de equilíbrio e da 

a matriz de rigidez de toda estrutura. No entanto, esta matriz é 

ficada é inversível, 

rmiti

 de rigidez leva em consideração o modelo cinemático da 

MSA é de fácil compreensão e de implementação computacional devido ao 

to de trabalhar com matrizes. A principal vantagem deste método de resolução é que o erro 

de enden  da di retização do odelo , além

e rápida solução. Por exemplo, a solução elásto-plástica para uma viga continua usando o 

SA re

mapeamento de rigidez de uma estrutura 

ecessita avaliações sucessivas para diferentes posições e aplicações de esforços, ou no caso 

 procedimento de otim  do sistema ou identificação do sistema, a eficiência do 

MSA é indiscutível (Fellipa, 2000; 2005). No uso do método MSA não é necessário calcular 

erivadas que são utilizadas nos outros modelos de análise de rigidez, principalmente nos 

elagem apresentada foi definida e introduzida uma matriz de rigidez de uma 

ntada por dois nós consecutivos, facilitando a consideração 

e rigidez de segmentos e articulações em uma mesma modelagem. 

4.8. Conclusões

 

d caso da  es st se sentam discret

A

de tes lações.  

transformada p

compatibilidade pode-se obter 

singular por não considerar as restrições de movimento de corpo livre do sistema. Com a 

imposição das condições de contorno, esta matriz de rigidez modi

pe ndo obter os deslocamentos flexíveis em função dos esforços aplicados. Deve-se 

salientar que a obtenção desta matriz

estrutura robótica em estudo podendo obter as coordenadas dos nós dos elementos.  

 O método 

fa

envolvido no processo é in p te sc m  e  disso, é um método 

d

M quer apenas 4 elementos de vigas enquanto que um modelo feito em um software FEA 

precisa de 500 elementos para fornecer os mesmos resultados com a mesma acuracidade do 

MSA.  

Finalmente, como o procedimento de 

n

de um ização

d

derivados da matriz Jacobiana. 

 Na mod

articulação genérica que é represe

d
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 para análise de rigidez.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 No Capítulo V serão apresentados exemplos de modelagem utilizando-se da 

metodologia MSA, realizando, inclusive, a comparação com as outras metodologias de cálculo 

existentes
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 (1999); MSA e FEA. Os resultados 

 Também é aplicado o método MSA para o cálculo dos deslocamentos flexíveis de uma 

estrutura destacando a influência da modelagem das articulações conform propo  nesta 

 é a para o cálculo d esloc

ração entre Métodos de Cálculo dos Deslocamentos Flexíveis. 

A Figura 5.1 apresenta o esquema de um manipulador robótico plano de 2 gdl, que é 

 técnicas, apresentadas no  

os deslocamentos flexíveis.  

Para modelagem do manipulador robótico serial de 2 gdl, foram fixados um 

rticulares) e os segmentos O0 A e O1 B  possuem comprimentos 

1 e L2 respectivam

CAPITULO V 

APLICAÇÕES DO MÉTODO MSA 

 
 
 
 Neste Capítulo é apresentado um exemplo aplicado a um manipulador robótico serial 

de 2 gdl, para comparação entre as metodologias de cálculo dos deslocamentos flexíveis. Os 

deslocamentos flexíveis deste manipulador são obtidos utilizando-se da metodologia de 

Komatsu (1989; 1990a e 1990b) e Yoon et al. (2004); Tsai

são comparados entre si.   

e sto

tese.   

 Finalmente, a metodologia MSA aplicad os d amentos flexíveis 

de uma estrutura robótica paralela.  

 

5.1. Compa

 

 

utilizado para comparação entre as principais

Capítulo III, para o cálculo d

 

referencial inercial O0 x0 y0, e os referenciais auxiliares A1 x1 y1, fixo no corpo móvel do 

comprimento L1 e B x2 y2, fixo no corpo móvel de comprimento L2. Os ângulos  1 e  2 são as 

coordenadas generalizadas (a

L ente, Fig. 5.1. 



 

 

Figura 5.1 – Manipulador Robótico de 2 gdl. 

 

5.1.1. Modelagem dos Deslocamentos Flexíveis Utilizando-se do método de Yoon (2004) e 

Komatsu (1989; 1990a e 1990b). 

 A modelagem das flexibilidades de uma estrutura serial, conforme Yoon et al. (2004) 

e Komatsu et al. (1989; 1990a; 1990b) pode ser realizada considerando a estrutura composta 

por diversas articulações e segmentos deformáveis, Fig. 5.2. 
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Figura 5.2 – Modelo de flexibilidade de uma estrutura serial proposto por Yoon et al. (2004).  
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 Na Figura 5.2 os segmentos, Cli, são modelados como segmentos deformáveis. As 

flexibilidades das articulações são representadas por Carti e as coordenadas generalizadas são 

dadas pelos ângulos  i (i = 1,..., n).  

 A formulação é realizada em função do cálculo da Matriz Jacobiana, sendo a 

modelagem da deformação dos segmentos e articulações realizada a partir da Eq. (3.25). 

Nesta seção, para efeito de comparação, será considerado separadamente o efeito das 

deformações dos segmentos, Eq. (5.1) e o efeito das deformações das articulações, Eq. (5.2), 

sendo que a Eq. (3.25) pode ser rescrita também como na Eq. (5.3). 

 A parcela da flexibilidade devido aos segmentos é calculada pela Eq. (5.1) 

 

                          (5.1) 

 

onde Jl é a matriz Jacobiana obtida em relação às deformações dos segmentos e ki (i = 1, ..., 

n) são os parâmetros de rigidez concentradas dos segmentos.  

).  

T 

        

 Eq. (5.3):  

                              (5.3) 

eis é possível escrever o m

.3 e Fig. 5.4. Assim as coordenadas dos pontos A e B são calculadas por: 

1

1 2( , ,..., )
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l l l l

l n

C J k J

k diag k k k
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 A parcela de flexibilidade devido às articulações é calculada pela Eq. (5.2
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         (5.2) 

1

 

 Onde Jart representa a matriz Jacobiana da estrutura serial, ou seja, Jart = Js e kai  

(i = 1, ..., n) são os parâmetros de rigidez concentradas das articulações. 

 A matriz de flexibilidade da estrutura serial, considerando tanto as deformações 

devido aos segmentos como das articulações, pode ser calculada pela

 

 CT = Cl + Cart                

 

 Considerando os deslocamentos flexív odelo cinemático da 

estrutura, Fig. 5

  



 

 

Figura 5.3 – Modelo para aplicação da metodologia do Komatsu et al. (1990a; 1990b). 
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 Da Figura 5.3 tem-se que as forças F e Fy aplicadas no ponto B podem ser 

decompostos na direção normal aos segmentos 1 e 2, Fig. 5.4, resultando nos esforços: 

y

y
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$ $
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 Sendo s forças obtidas de F lica  nos  e ndiculares 

aos segmento  respectivamente. M1 e M entos aplicados em A e B, 

respectivamen o à força Fy. 

 Aplicando a equação diferencial da linha stic ranco, 1998), Figs. 5.3 e 5.4, para 

uma viga engastada em uma extremidade, ue o esloc fl neares, V1 

V2, e angulares #1, #2, devidos aos esforços F1, F2, M1 e M2, são calculados por: 

 

 F1 e F2 a x e Fy ap das  pontos A  B, perpe

s 1 e 2, 2 são os mom

te, devid

elá a (B
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e 
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Figura 5.4 – Cálculo do deslocamento flexível linear (V1) e angular (#1). 



 

 Substituindo a Eq. (5.5) em (5.6), e após manipulações matemáticas, pode-se escrever 

os deslocamentos flexíveis angulares como (Komatsu et al. 1990a; 1990b): 
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 Das Figuras 5.1, 5.3 e 5.4, a configuração do elemento terminal, ponto B, 

considerando o modelo cinemático e os deslocamentos flexíveis é dada por, 
T

             (5.7) 

f :  
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x
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Tf                                          (5.8) 

 

 Onde: 

 

 1 1 2 2T" " # " #! $ $ $              (5.9) 

 

 O cálculo da deformação dos segmentos é realizado pela Eq. (5.1) aplicada ao 

manipulador serial de 2 gdl: 
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 Como Jl é a matriz Jacobiana em função das deformações, esta pode ser calculada pela 

derivada da Eq. (5.8), em relação às deformações, xl:  

 

 lJ
,

!
,

T

l

f

x
  ;       1

2

V

V

% &
! ( )
* +

lx                      (5.11) 

  

 

 88



 

 Realizando o cálculo do Jacobiano em relação às deformações tem-se: 
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ndo: se
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 Além disso, para cálculo da matriz de flexibilidade dos segmentos, Eq. (5.10), é 

ecessária a determinação dos coeficientes k1, k12 e k2, que são os coeficientes de rigidez 

e do segundo 

segm ente. O cálculo destes c ientes é obtido pela utilização da equação 

da energia  deformação flexão (Branco, 199 , Eq. (5.21), e da en ia de defor ção do 

 da F  5  V ts ): 

 

n

concentrados do primeiro segmento, do acoplamento entre os segmentos 

ento, respectivam oefic

 de  à 8) erg ma

sistema ig. .3 em relação à V1 e 2, Eqs. (5.20) (Koma u et al., 1990a; 1990b



 

3 4
2

 
2

222112
2 VkVVk $$1V

U !      1k
               (5.20) 

 3 4 3 4 2

0

2
222

22
1

0

2
111

11

21

2

1

2

1
dxMxF

IE
dxMxF

IE
U

ll

55 $$!             5.21) 

 Igualando-se as Eqs. (5.20) e (5.21) e após simplificações matemáticas, obtém-se: 
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 Desta forma, substituindo as Eqs. (5.22) à (5.24) e (5.12) na Eq. (5.10) pode-se 

calcular Cl. 

 O cálculo da matriz de flexibilidade devido às articulações (parcela devido ao 

movimento de corpo rígido) é obtido aplicando a Eq. 5.2 ao modelo da Fig. 5.1. 

  

                      (5.25) 

 

 O cálculo da matriz Jacobiana devido às articulações, Jart, é dado pela derivada da Eq. 

(5.8) em relação à xart por: 
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 O cálculo das constantes ka1 e ka2 deve ser determ do em função de dados 

experimentais ou utilizando-se, por exemplo, das Eqs. (4.10) e (4.11). 

 Desta forma, é possível, a partir das Eqs. (5.25) e (5.27), obter a matriz de 

flexibilidade devido às articulações. 

 Finalmente, tem-se que a matriz de flexibilidade do manipulador robótico serial de     

2 gdl é dada por: 

 

 CT = Cl + Cart                                     (5.28) 

 

 O modelo proposto por Komatsu et al. (1990a; 1990b) torna-se equivalente ao modelo 

proposto por Tsai (1999) quando os segmentos são considerados rígidos e levando-se em 

consideração apenas as flexibilidades das articulações. Assim, o cálculo da matriz de 

flexibilidade segundo Tsai pode ser obtido por: 

 

                       (5.29) 

 

 Onde J = Jart e 6 = kart. 

.1.2. Modelo Utilizando MSA.

entação dos elem
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 A Figura 5.5. ilustra o modelo desenvolvido para aplicação da metodologia MSA 

conforme proposto nesta tese. Para a repres entos é utilizada a seguinte 

notação: 

 

Tabela 5.1. Representação dos elem

Representação Elemento 

 nó 

 segmento rígido 

 segmento flexível 

ar ulatic ção  

 
engaste 



 

 

 

 

Figura 5.5 – Modelo MSA do manipulador robótico de 2 gdl. 

a rígida e os segmentos definidos pelos nós 3–4 e 5–6 são flexíveis. As articulações 

rotativas são representadas pelos nós 2–3 e 4–5. Deve-se destacar que os nós 2–3 que definem 

a articulação, possuem a mesma posição, bem como os nós 4 e 5. O referencial inercial tem 

sua origem no nó 1. 

 Aplicando o procedimento descrito no Capítulo 4, Fig. 4.9, primeiramente serão 

obtidas as matrizes de rigidez de cada elemento. Neste modelo estão presentes dois tipos de 

elementos: segmentos (três) e articulações (duas). 

 Para obter as matrizes de rigidez relativa aos segmentos, eles são considerados como 

elementos de viga com seção transversal circular, desprezando o efeito dos esforços cortantes 

e calculadas pela Eq. (4.3), ou seja: 

 

 

 

 Na Figura 5.5 os pontos 1 a 6 são os nós; o segmento definido pelos nós 1–2 é a base 

considerad
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 E a matriz de rigidez da articulação é dada pela Eq. (4.8): 

  

 

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

lx

lz

art

ax

az

k

k
k

k

k

- .

0
! / 0
/ 0

02

                  (5.31) 

 

ção são necessários os parâmetros 

de rigi z linear klx, kly, klz e os parâmetros de rigidez angular kax, kay, kaz. Estes parâmetros 

podem

 

es computacionais 

e tal forma que os deslocamentos flexíveis da base não influenciem no cálculo das 

flexibilidades do modelo.  

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0
lyk

/ 0
/ 0
/

0 0 0 0 0

0 0
ayk/ 0

/ 0
/1

 

 Para o cálculo da matriz de flexibilidade da articula

de

 ser obtidos em função do catálogo dos fabricantes ou por testes experimentais. 

 Antes de realizar a montagem da matriz de rigidez do manipulador como um todo 

deve-se escrever as matrizes de cada elemento em relação ao referencial inercial OXYZ. Para 

isto é utilizada a matriz de transformação [T], Eq. (4.26). As coordenadas dos nós 1 à 6 são 

obtidas pelo modelo cinemático direto do robô.  

O segmento definido pelos nós 1 e 2, correspondente à base do robô, pode ser 

considerado flexível ou não. Neste exemplo ela é considerada indeformável. Para isto, na 

matriz de rigidez deste elemento é considerado o seu módulo de elasticidade como sendo 10 

vezes maior do que os outros segmentos. Este valor foi obtido por simulaçõ

d
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 Após escrever as matrizes de rigidez dos segmentos e articulações, em relação ao 

ura. Como 

cada nó possui 6 gdl, a dimensão desta matriz quadrada é 6.n = 36. A montagem desta matriz 

dev  o

eto a rotação em torno do eixo da articulação. 

Assim,

Tabela

referencial inercial, é realizada a montagem da matriz de rigidez de toda a estrut

e bedecer à numeração dos nós apresentados na Fig. 5.5. Desta forma é possível 

estabelecer uma matriz de conectividade entre os elementos, que indica, por exemplo, que os 

nós 2 e 3 (que dão origem à articulação rotativa) possuem os mesmos deslocamentos lineares 

e os mesmos deslocamentos angulares, exc

 em função da Fig. 5.5 e Tab. 5.2 pode-se escrever, para cada nó, a quantificação dos 

graus de liberdade (quantidade de movimentos possíveis): 

 
 5.2. Numeração dos graus de liberdade do modelo da Fig. 5.5. 

nós
Deslocamentos flexíveis 1 2 3 4 5 6

deslocamento linear  na direção x (7x) 1 7 13 19 25 31 
deslocamento linear  na direção y (7y) 2 8 14 20 26 32 
deslocamento linear  na direção z (7z) 3 9 15 21 27 33 
deslocamento angular  em torno do 
eixo x  (8x) 

4 10 16 22 28 34 

deslocamento angular  em torno do 
eixo y (8y) 

5 11 17 23 29 35 

deslocamento angular em torno do 
eixo z  (8z) 

6 12 18 24 30 36 

 
   A matriz de conectividade pode ser montada como: 
 
Matriz de conectividade =

13 1

segmento9  - .
/ 0

  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 1 2

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 2 3

4 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 3 4

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 4 5

25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 5 6

articulação

segmento

articulação

segmento

9  / 0
/ 0 9  

 

ção de contorno que, neste caso, corresponde ao 

engastamento do nó 1. Como no engastamento todos os deslocamentos são nulos podem-se 

/ 0
9  / 0

/ 0 9  1 2

 

 

A matriz de conectividade permite então a montagem da matriz de rigidez de toda a 

estrutura. Esta fornece a posição das matrizes de rigidez do elemento dentro da matriz de 

rigidez da estrutura. 

 Conforme descrito no Capítulo IV esta matriz é singular pois a estrutura não possui 

restrições. Deve-se aplicar a condi
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elim na

 Desta forma, os deslocamentos flexíveis podem ser calculados pela Eq. (4.23) por: 

 

i r estes graus de liberdade do sistema (1 a 6) correspondentes ao nó 1. Assim, a nova 

matriz quadrada possui dimensão 30x30, sendo inversível.  

 Na Figura 5.5 os esforços podem ser aplicados em todos os nós (2 a 6). Neste 

exemplo, os esforços são aplicados apenas ao nó 6, para efeito de comparação com as outras 

metodologias. 

 

: ; : ;1K  !u W                        (5.32) 

 

triz de dim W}, aplicados ao

 dim 0x1 r to m v po

ens end mp  p e o re es

loca ea ivo

3. M A- me is

Foi realizada também a simulação com um modelo de elementos finitos utilizando-se 

do software comercial Ansys®. Neste modelo foi considerada apenas a flexibilidade dos 

segmentos, que foram modelados como elementos de viga, tipo BEAM4. As Figuras 5.6 e 5.7 

apresentam o modelo do manipulador robótico de 2 gdl, para uma posição especifica            

("1 e "2 = -90º), sendo a Fig. 5.6 representativa da discretização dos elementos (cada 

segmento sendo dividido em 10 partes) e a Fig. 5.7 dos deslocamentos flexíveis, quando 

 Em que K é uma ma ensão 30x30 e o vetor dos esforços, { s 

nós de 2 a 6 de ensão 3 . Desta fo ma, o ve r desloca ento flexí el, {u}, ssui 

dim ão 30x1, s o, por exe lo, os seis rimeiros lementos d  vetor cor spondent  aos 

des mentos lin res e rotat s do nó 2. 

 

5.1. odelo FE Finite Ele nt Analys . 

 = 90º 

aplicado uma força unitária na direção do eixo X.  



 

 

Figura 5.6 – Modelo FEA do manipulador robótico 2 gdl. 
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Figura 5.7 – Deslocamentos Flexíveis (em azul) do modelo FEA. 
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anipulador robótico de 2 gdl, 

los, os segmentos, construídos em 

 da flexibilidade das articulações, utilizando-se da metodologia MSA, 

e
11

 N m/rad                       (5.34) 

la 5.3 são apresentados os resultados comparativos quando se utiliza apenas a 

lexibil ade das articulações, sendo os segmentos indeformáveis. Na Tabela 5.4 são 

presentados os resultados quando se considera apenas a flexibilidade dos segmentos e 

esprezando a flexibilidade das articulações. Finalmente, a Tabela 5.5 apresenta os resultados 

onsiderando tanto a flexibilidade dos segmentos como das articulações. O traço (–) nas 

abelas indica que não foi aplicada aquela metodologia ao exemplo, em função de não ter 

do considerado no modelo. 

5.1.4. Comparação Entre os Resultados. 

 

 As Tabelas 5.3, 5.4 e 5.5 apresentam os resultados para comparação utilizando-se as 

metodologias pelo cálculo apresentado por Komatsu e Yoon; Tsai; MSA e FEA.  

 Para estes cálculos foi considerada a configuração do m

Fig. 5.1, como sendo: "1 = 90º e "2 = -90º. Foi aplicada uma força unitária na direção do eixo 

inercial X de Fx = 1 N e com Fy = 0. Para todos os mode

aço com módulo de elasticidade E = 2e
11

 N/m
2, foram modelados possuindo um comprimento 

de 0,3 m, de seção transversal circular e com diâmetro de 0,005 m.

 Os parâmetros concentrados das articulações para os modelos de Komatsu, Yoon e 

Tsai foram adotados, para simulações numéricas, como: 

 

 ka1 = ka2 = 1000 N m/rad                                  (5.33) 

  

 Para simulação

foram adotados os seguintes valores para simulação numérica: 

 
 klx = kly = klz  = 2e

11
 N/m  e  kax =  kay = 2

 
 kaz = 1000 N m/rad                         (5.35) 
 

 Na Tabe
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abela 5.3. Cálculo dos deslocamentos flexíveis considerando apenas a flexibilidade das 

rticulações. 

Metodologias

T

a

Deslocamentos flexíveis  Komatsu e Yoon Tsai MSA FEA

7x [mm] 0,3729 0,3729 0,2518 – 

7y [mm] -0,1658 -0,1659 -0,3249 – 

7z [mm] 0 0 0 – 

8x [rad] 0 0 0 – 

8y [rad] 0 0 0 – 

8z [rad] 0 0 -0,0011 – 

 

Tabela 5.4. Cálculo dos deslocamentos flexíveis considerando apenas a flexibilidade dos 

gmentos. 

Metodologias

se

Deslocamentos flexíveis  Komatsu e Yoon Tsai MSA FEA

7x [mm] 1,4347 – 1,4668 1,4668 

7y [mm] -2,1676 – -2,2001 -2,2002 

7z [mm] 0 – 0 0 

8x [rad] 0 – 0 0 

8y [rad] 0 – 0 0 

8z [rad] -0,0073 – -0,0073 -0,0073 

 

Tabela 5.5. Cálculo dos deslocamentos flexíveis considerando a flexibilidade das articulações 

 segmentos. 

Metodologias

e

Deslocamentos flexíveis  Komatsu e Yoon Tsai MSA FEA

7x [mm] 1,5234 – 1,5720 – 

7y [mm] – -2,3050 – -2,2567

7z [mm] 0 – 0 – 

8x [rad] 0 – 0 – 

8y [rad] 0 – 0 – 

8z [rad] -0,0073 – -0,0076 – 



 

 99

Considerando a modelagem com somente a flexibilidade dos segmentos, Tab. 5.4, os 

ncidentes para o modelo MSA e FEA. Com a metodologia do Komatsu e 

oon os resultados são praticamente os mesmos.  

to que este é derivado do cálculo do Jacobiano da 

ada apenas a flexibilidade dos segmentos, Tab. 5.4, a utilização do 

é

lador robótico de 2 gdl. Caso o número de gdl fosse 

a

 Os mesmos comentários acima são válidos para o modelo considerando 

simultaneamente a flexibilidade dos segmentos e das articulações, Tab. 5.5. 

A partir dos resultados resumidos nas Tabelas 5.3 à 5.5, pode-se verificar que as 

metodologias existentes apresentam resultados semelhantes.  

 No caso da modelagem considerando-se somente a flexibilidade das articulações,  

Tab. 5.3, os resultados utilizando-se a metodologia do Komatsu e Yoon, quando comparadas 

com a modelagem utilizada por Tsai, fornecem os mesmos resultados. Conforme apresentado, 

isto já era esperado devido a ambas utilizarem o cálculo da matriz Jacobiana. Já na 

modelagem utilizando-se MSA os resultados são diferentes devido ao não conhecimento dos 

valores correspondentes a klx, kly, klz, kax e kay, sendo estes valores adotados para efeito de 

cálculo numérico. Para um resultado mais preciso seria necessário testes experimentais para 

determinação destes parâmetros, obtendo-se uma correspondência adequada com os valores 

utilizados por Komatsu e Yoon. 

 

resultados são coi

Y

 Nos cálculos considerando a flexibilidade, tanto das articulações como dos segmentos, 

Tab. 5.5, os resultados para o modelo do Komatsu e Yoon e MSA são próximos. 

 Considerando apenas a flexibilidade das articulações, Tab. 5.3, o modelo proposto por 

Tsai é mais conveniente devido ao fa

estrutura robótica. Mesmo assim, o cálculo deste Jacobiano pode-se tornar complicado 

dependendo do número de gdl da estrutura e do tipo de estrutura considerada. Por exemplo, 

para uma estrutura robótica paralela a obtenção do Jacobiano não é simples.  

 Quando é consider

m todo MSA é mais favorável, pois ao contrário da metodologia utilizada por Komatsu e 

Yoon, não é necessário o cálculo de equações diferenciais, como é o caso do cálculo do 

Jacobiano considerando a flexibilidade dos segmentos. Conforme apresentado pelas Eqs. (5.4) 

à (5.24) este cálculo é complicado e susceptível a erros de cálculo. Neste modelo foi 

considerada a modelagem de um manipu

m ior, isto implicaria em mais cálculos de equações diferenciais. Além disso, para aplicação 

da metodologia do Komatsu e Yoon também é necessário calcular o valor dos esforços agindo 

em cada segmento, tarefa esta que pode ser complicada dependendo da quantidade de 

segmentos e forças e/ou momentos presentes no modelo. 
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mentação computacional, o melhor método de cálculo é o MSA. 

strução de um modelo para cada posição a ser analisada e a 

e sua malha, para depois aplicar um programa (solver) de elementos finitos. Assim, 

apeamento da rigidez da estrutura, a utilização do método 

A é inconveniente.  

eccarelli e Carbone 

002); Carbone et al. (2002a; 2002b); Ceccarelli, (1998); Ceccarelli (2004) e Carbone 

concentrados devem ser agrupados em função de cada modelo de 

strutura. Este procedimento é de difícil aplicação e padronização, além de ser hipotética e 

arâmetros. 

 da modelagem da 

Para permitir uma melhor visualização do efeito de uma articulação quando se aplica o 

rígidas,          

ig. 5.8(a). Posteriormente, é considerada uma articulação de rotação entre o segmento 

 Desta forma, para efeito de padronização de cálculo para diferentes tipos de estruturas 

e pela facilidade de imple

Poderia ser considerada uma desvantagem do método MSA o fato do não conhecimento dos 

parâmetros das articulações. Mas tanto para o método MSA como para os outros, os 

parâmetros das articulações devem ser obtidos por catálogos ou por testes experimentais. 

 A utilização do método FEA apresenta resultados satisfatórios, mas sua grande 

dificuldade é a necessidade da con

obtenção d

por exemplo, para realização do m

FE

 Uma ressalva é feita a respeito da metodologia proposta por C

(2

(2003a; 2003b), apresentada no Capítulo III. Esta metodologia denominada “Component 

Matrix Formulation” necessita da obtenção de um modelo formado por molas em que os seus 

parâmetros de rigidez 

e

subjetiva a adoção de quais parâmetros de rigidez concentrados utilizar e como agrupar estes 

p

 A seguir é apresentada a modelagem de uma estrutura, utilizando-se MSA, com a 

utilização de uma articulação entre os segmentos para mostrar a viabilidade

articulação como proposta nesta tese.  

  

 

5.2. Visualização do Efeito da Articulação no modelo MSA.

 

 

 

MSA, a seguir é apresentada uma estrutura que, inicialmente, possui ligações 

F

horizontal e vertical, Fig. 5.9(a). 
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to vertical foi dividido para permitir a aplicação de uma força 

da) e em linha continua apresenta a mesma estrutura 

m

 Considerando então, a estrutura representada na Fig. 5.8(a), composta por um 

segmento horizontal e um vertical, unidos rigidamente e engastadas na outra extremidade. 

Para análise, o segmen

horizontal. Desta forma, os nós constituindo a estrutura foram definidos conforme 

esquematizado na Fig. 5.8(b). O segmento 1-2 possui comprimento de 300 mm, os segmentos 

2-3; 2-4 e 4-5 possuem comprimento de 150 mm. Os segmentos são modelados como vigas de 

aço com seção transversal circular e diâmetro de 5 mm. A Figura 5.8(c) ilustra a estrutura sem 

aplicação de esforços (linha traceja

defor ada, sobre a ação de uma força de 50 N, aplicada no nó 4, na direção do eixo X. 

 Na Tabela 5.6 são apresentados os deslocamentos flexíveis para cada nó. 

 

Tabela 5.6. Deslocamentos Flexíveis correspondentes ao exemplo da Fig. 5.8. 

Nós 
{ } 

1 2 3 4 5 
u

7x [m] 0 0,00000354328434 0,00000354336783 0,00190793377733 0

7y [m] 0 0,00000008210978 0,00304106811702 0,00000004105220 0

7z [m] 0 0 0 0 0

8x [rad] 0 0 0 0 0

8y [rad] 0 0 0 0 0

8z [rad] 0 0,02027324008305 0,02027324008413 -0,00508602686017 0

 

 

 



 

  

 

(a) (b) 

 

 

(c) 

 

Figura 5.8 – a) Modelo sem articulação; b) Modelo MSA; c) deslocamentos flexíveis. 

 

 A estrutura original, Fig. 5.8(a), foi alterada pela inclusão de uma articulação de 

rotação separando-a no nó 2, conforme esquematizado na Fig. 5.9(a), sendo representada 

pelos nós 6-2, Fig. 5.9(b). O movimento de rotação da articulação é em torno do eixo z.  
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(a) (b) 

 

 

(c) 

 

Figura 5.9 – a) Modelo co
 

m articulação; b) Modelo MSA; c) deslocamentos flexíveis. 

 
 A articulação rotativa possui o termo krz = 0, isto é, livre para girar em torno do eixo z. 

Para os outros parâmetros da articulação, para efeito de simulação computacional, foram 

utilizados  klx = kly = klz  = 2e
11 N/m  e  kax =  kay = 2e

11 N m/rad definindo elevada rigidez nas 
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demais direções. Estes valores foram obtidos a partir de simulações computacionais de tal 

forma que a rigidez nestas direções da articulação não afetassem os deslocamentos finais.  

 

Tabela 5.7. Deslocamentos Flexíveis correspondentes ao exemplo da Fig. 5.9. 

Nós 

{u} 1 6 2 3 4 5 

7x [m] 0 0,000003315 0,000003315 0,000003315 0,002006388 0

7y [m] 0 0 0 0,003435260 0 0

7z [m 0 0] 0 0 0 0

8x [rad 0 0 0 0] 0 0

8y [rad] 0 0 0 0 0 0

8z [rad] 0 0 0,0 0,02290229 1735 -0,005742010 0

 

 Na Tabela 5.7, pelo principio da compatibilidade de deslocamentos, os nós 2 e 6 

evem possuir os mesmos deslocamentos flexíveis em todas as direções menos a rotação em 

torno do eixo z. 

Este exemplo também permite verificar o portamento físico da estrutura quando 

 articulação são iguais à zero, ou seja:  

  

 5-4-2-3. A construção do modelo MSA é feita utilizando-

se da numeração dos nós, Anexo I e, mesmo neste caso, o modelo MSA fornece os resultados 

corretos.  

mentos flexíveis somente 

na segunda estrutura e nenhum deslocamento flexível na primeira, conforme representado na 

d

 com

todos os parâmetros da

 

  klx = kly = klz  =  kax =  kay = kaz = 0                   (5.36) 

 

 Neste caso, a estrutura deve comportar-se como duas estruturas separadas, como se a 

articulação não existisse. A primeira estrutura é formada por um segmento horizontal, nós  

1-2, e a segunda formada pelos nós

 A aplicação de uma força Fx = 50 N no nó 4 provoca desloca

Fig. 5.10. 
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Figura 5.10 – Modelagem da estrutura considerando a articulação inexistente klx = kly = klz  =  

kax =  kay = kaz = 0. 

 para uma 

estrutura robótica paralela. 

 

No próximo exemplo é realizada análise utilizando-se da metodologia MSA

5.3. Modelagem da Estrutura Robótica Paralela 6-RSS.

 

 Para motivo de simplificação, nesta modelagem é considerada somente a flexibilidade 

dos segmentos. Assim, para a estrutura paralela 6-RSS, os braços e antebraços são modelados 

 e a montagem da matriz de rigidez da estrutura é realizada em função 

de com

como sendo segmentos

o os elementos estão arranjados na estrutura, através dos nós, Fig. 5.11, (Gonçalves e 

Carvalho, 2008a; 2008b). Este modelo é composto por 19 nós e 18 segmentos. 

 Para modelagem da estrutura 6-RSS é necessário conhecer as coordenadas dos pontos: 

b1; S1; p1; Q; b2; S2; p2; b3; S3; p3; b4; S4; p4; b5; S5; p5; b6; S6 e p6 correspondentes aos nós 1 

até o 19, respectivamente, Fig. 5.11. A obtenção destas coordenadas é feita utilizando-se o 

odelo cinemático da estrutura (Bezerra, 1996) e (Carvalho, et al., 2001).  

 

m
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Figura 5.11 – Modelo da Estrutura 6-RSS para o cálculo de sua matriz de rigidez.  

 

 Para a modelagem foram utilizados os seguintes parâmetros: comprimentos dos braços 

e antebraços iguais a 300 mm; |b1b2 | = |b3b4 | = | b5b6 | = | p1p2 | = | p3p4 | = | p5p ; 

sendo os segmentos construídos em aço com E = 2e
11

 N/m
2, G = 0.8e

11
 N/m

2 e seção 

Como cada segmento possui uma orien bitrária no espaço, é necessário fazer a 

ossível obter a 

atriz de rigidez para estrutura completa que, no caso, é uma matriz quadrada 114 x 114     

(19 nós x 6 gdl), que corresponde ao número d ultiplicado pelo número de graus 

e liberdade de cada nó (6). Esta matriz, conforme descrito anteriormente, é uma matriz 

dores foram 

onsiderados bloqueados e, portanto, os antebraços podem ser considerados engastados nas 

), obtém-se uma matriz de dimensões 78 x 78 

ite realizar o cálculo dos deslocamentos flexíveis dos demais nós com o uso da     

Eq. (4.23), ou seja: 

 

                       (5.37) 

   

6 | = 76 mm

transversal circular com diâmetro de 5 mm.  

tação ar

transformação de coordenadas, para cada segmento, de forma a obter sua matriz de rigidez no 

sistema de referencia inercial.  

Utilizando os conceitos desenvolvidos no Capítulo IV e Anexo I, é p

m

e nós (19) m

d

singular. Aplicando as condições de cont rno que, neste caso, os atuao

c

articulações de rotação (nós 1, 7, 8, 13, 14 e 19

que perm

1{ } [ ] { }K  !u W
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 Os esforços: forças e momentos externos, são aplicados no ponto Q, nó 4, que 

constitui o centro do elemento terminal da estrutura 6-RSS. Desta forma é possível calcular os 

deslocamentos flexíveis deste ponto que é fundamental para a estrutura robótica, pois é neste 

onto que é fixada a ferramenta para uma operação específica.  

 Nas Tabelas 5.8, 5.9 e 5.10 estão apresentados os valores obtidos dos deslocamentos 

diferentes. Esta formulação 

pode ser também usada para calcular os valores extremos da rigidez para todo o espaço de 

ftware Ansys , cujos 

p

flexíveis do centro do elemento terminal em três configurações 

trabalho da estrutura. Nas Tabelas, Fe representa as forças externas,  Fe = [Fx   Fy   Fz] e Te os 

torques externos, Te = [Mx   My   Mz]. 

 Para verificação do modelo proposto utilizando-se da modelagem pelo método MSA, 

foi construído um modelo em elementos finitos utilizando-se do so ®

resultados são apresentados na Tabela 5.8. Para o modelo FEA foi utilizado o elemento de 

viga BEAM4 para a modelagem dos segmentos, com as mesmas propriedades do modelo 

MSA, sendo que cada segmento foi dividido em dez partes. 

 

Tabela 5.7. Deslocamentos flexíveis do ponto Q do manipulador 6-RSS quando "1 = "2 = "3 = 

"4 = "5 = "6 = 0°. 

Fe = (10 ,0, 0) [N] F

Te = (0, 0, 0) [Nm] T

e = (0 ,10, 0) [N] F

e = (0, 0, 0) [Nm] T

e = (0 ,0, 10) [N] 

e = (0, 0, 0) [Nm] T

Fe = (10 ,10, 10) [N] 

] e = (0, 0, 0) [Nm{u} 

MSA FEA MSA FEA MSA FEA MSA FEA 

7x [ 05  m] 0,002168 0,002173 -0,000532 -0,000534 -0,000532 -0,000534  0,001103 0,0011

7y [ 105 m] -0,000532 -0,000534 0,002168 0,002173 -0,000532 -0,000534 0,001103 0,001

7z [ 05 m] -0,000532 -0,000534 -0,000532 -0,000534 0,002168 0,002173 0,001103 0,0011

8x [rad] 0,000857 0,000854 -0,005384 -0,005378  0,001701 0,001727 -0,002826 -0,002796 

8y [rad] 0,001701 0,001727 0,000857 0,000854 -0,005384 -0,005378 -0,002826 -0,002796 

8z [rad] -0,005384 -0,005378 0,001701 0,001727 0,000857 0,000854 -0,002826 -0,002796 
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Tabela 5.9. Deslocamentos flexíveis obtidos pelo método MSA para o ponto Q do 

manipulador 6-RSS qua 3 = 

{u} 
F 0 ,0, 0) [N] 

Te , 0, 0) [Nm] 

0, 0) [N] 

0, 0) [Nm] 

, 10) [N] 

 0) [Nm] 

, 10) [N] 

 0) [Nm] 

ndo "1 = "2 = " "4 = "5 = "6 = 10°. 

e = (1

 = (0

Fe = (0 ,1

Te = (0, 

Fe = (0 ,0

Te = (0, 0,

Fe = (10 ,10

Te = (0, 0,

7x [m] 0,002272 0,000779 -0,000779 0,000713  -

7y [m] -0,000779 ,002272 -0,000779 0,000713  0

7z [m] -0,000779 0,000779 0,002272 0,000713  -

8x [rad] 0,001356 -0,006122 0,001777 0,002989 -

8y [rad] 0,001777 ,001356 -0,006122 0,002989  0 -

8z [rad] -0,006122 ,001777 0,001356 0,002989  0 -

 

Tabela . Deslocam s obtidos p MSA para  do 

manipulador 6-R

5.10 entos flexívei elo método o ponto Q

SS qua "2 = 5°; "3 = °;   "5 = 3°;

{u} 
 ,0, 0) [N] 

 (1, 0, 0) [Nm

F  = (0 0, 0) [N] 

, 0) [Nm] 

, 10) [N] 

, 1) [Nm] 

 10) [N] 

) [Nm] 

ndo "1 = 1,5°; 1,5°;"4 =  3,5  "6 = 1°.  

F  = (10e

Te = ] 

e  ,1

Te = (0, 1

F  = (0 ,0e

Te = (0, 0

F  = (10 ,10,e

Te = (1, 1, 1

7x [m]    0,0023 -0,000456 -0,001146 0,000763 66 

7y [m] -0,0011 0,002302 -0,000462 0,000650 90 

7z [m] -0,000 -0,0 0,00 0,000696 391 01196 2283 

8x [rad] 0,008 -0,005218 0,002089 0,005195 324 

8y [rad] 0,002 0,008197 -0,005136 0,005179 119 

8z [rad] -0,0054 0,002205 0,007933 0,004672 66 

 

Pode-se observar na Tab. 5.8, para a condição inicial ("1 = "2 = "3 = "4 = "5 = "6 = 

0°), qu

sente na Tab. 5.8, é observado na Tab. 5.9 quando todos 

e as forças aplicadas na direção dos eixos Cartesianos produzem os mesmos 

deslocamentos nestas direções quando as outras forças são iguais à zero. Se os mesmos 

valores de esforços são aplicados em todas as direções dos eixos Cartesianos, 

simultaneamente, os deslocamentos flexíveis são iguais. Isto se deve à modularidade da 

estrutura visto que os segmentos RS-SS, montados em cada eixo do referencial Cartesiano, 

são todos iguais. O mesmo fato, pre

os ângulos são iguais a 10º. A Tabela 5.10 apresenta os resultados dos deslocamentos 

flexíveis para uma configuração arbitrária da estrutura robótica 6-RSS quando submetida a 

esforços generalizados. 

 Os programas utilizados neste Capítulo estão no Anexo II. 
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5.4. Conclusões

 

 Neste Capítulo foi apresentada uma comparação entre as principais metodologias de 

cálculo para determinação dos deslocamentos flexíveis. Os procedimentos utilizados 

apresentaram resultados semelhantes.  

 O procedimento MSA, mostrou-se melhor para efeito de padronização, isto é, 

aplicação para diferentes tipos de estruturas robóticas, e de implementação computacional, 

além de não ser necessário o cálculo de equações diferenciais como é o caso dos métodos 

baseados no cálculo da matriz Jacobiana. 

 O método FEA é útil para efeitos de comparação dos resultados numéricos e/ou 

experimentais para configurações especificas, mas não é conveniente para o mapeamento da 

rigidez, pois é necessária a construção de um modelo em uma determinada posição e a 

obtenção de sua malha para depois aplicar um programa (solver) de elementos finitos, ou seja, 

a cada configuração a ser estudada, o modelo deve ser refeito. 

 A comparação entre estas metodologias é uma das contribuições desta tese, mostrando 

as dificuldades e vantagens da aplicação de cada método.  

 

strutura serial devido à dificuldade de cálculo da matriz Jacobiana para as estruturas 

aralelas considerando-se a deformação dos segmentos e articulações. Este exemplo 

 um exemplo de um modelo de uma estrutura utilizando-se MSA para 

tado à correlação entre rigidez e posições singulares 

as estruturas robóticas. 

  

 

 Deve-se destacar que a comparação entre as metodologias foi realizada para uma

e

p

demonstra que o modelo MSA pode ser aplicado a qualquer tipo de estrutura. 

 Foi apresentado

mostrar o efeito da articulação no modelo conforme proposto nesta tese. Foi verificado que, 

mesmo no caso da modelagem da articulação “inexistente”, o modelo MSA forneceu os 

resultados esperados. 

 Finalmente, a modelagem MSA foi aplicada em uma estrutura robótica paralela 

tridimensional com 6 gdl mostrando que mesmo para uma estrutura tridimensional a 

metodologia MSA pode ser aplicada facilmente. 

 No próximo Capítulo será apresen

n
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CAPÍTULO VI 

CORRELAÇÃO ENTRE RIGIDEZ E SINGULARIDADE 

ições particulares em que o sistema multicorpo se 

trolável e que devem ser evitadas durante a operação do sistema. No caso das 

struturas robóticas paralelas, a identificação das singularidades é um dos problemas em 

o de vários pesquisadores. Neste Capítulo são apresentados o 

studo das singularidades para estruturas robóticas seriais e paralelas utilizando-se o 

lelogramo articulado (mecanismo plano simétrico de quatro barras) e na estrutura robótica 

ambém é apresentado o cálculo de uma posição de singularidade 

tilizando MSA para uma estrutura robótica paralela espacial. Os resultados 

btidos são comparados com resultados disponíveis na literatura. 

 Em configurações singulares, uma estrutura paralela pode apresentar mudanças 

portamento, tornando-se mesmo incontrolável. De modo a prever estas 

tuações indesejáveis, geralmente é feita a análise da matriz Jacobiana para determinar as 

Para cadeias cinemáticas abertas, a condição de singularidade é função das 

iculaç in ermediárias e indep dente  p ma articulação. Isto ocorre 

as 

rticulações (Tsai, 1999). 

 Vários estudos tê ingula idades

aralelas. Pode-se observar que estas singularidades estão diretamente relacionadas com a 

 
 Configurações singulares são pos

torna incon

e

aberto que é tema de estud

e

Jacobiano e um novo método de análise das singularidades, para estruturas paralelas 

utilizando-se da teoria de MSA e de números condicionais. Esta metodologia é aplicada ao 

para

paralela plana 5R. T

-se do método u

o

6.1. Introdução

 
 

significativas de com

si

configurações singulares (Tsai, 1999). 

 

art ões t en s da rimeira e últi

porque a presença de singularidades depende somente da posição relativa dos eixos d

a

 m sido realizados sobre as s r  que ocorrem nas estruturas 

p
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gidez da estrutura paralela. Assim, a caracterização de uma estrutura paralela para 

requer uma avaliação adequada do comportamento de sua rigidez 

osselin 99 ; Griff  e Du y, 199 ). 

eto mecânico de sistemas baseados neste tipo de cadeia cinemática, além 

e usar critérios tais como espaço de trabalho e mobilidade, deve também considerar estas 

singularidades. Para isto, pode-se elaborar um “mapeamento” do espaço de trabalho da 

 permitindo verificar as regiões nas quais estas sing ri ades a ontece

1990; Sefrioui e Gosselin, 1995) e, conseqüentemente, verificar o comportamento da rigidez 

a estrutura e vice-versa.  

 

e s exemplos para identificar as singularidades, sendo comparados com 

xemplos presentes na literatura. 

  

.2.1. Cálculo das Singularidades Utilizando-se da Matriz Jacobiana 

o III, o Jacobiano da estrutura robótica serial transforma 

 ou seja: 

     (6.1) 

   Para bter as singularidades é suficiente  que a Eq. (6.1) 

ão seja inversível, isto é, basta que o determinante do Jacobiano se anule. 

 Conforme apresentado no Capítulo III, para as cadeias cinemáticas fechadas, o 

Jacobiano corresponde ao inverso do Jacobiano da estrutura serial, ou seja: 

 

  !q = Jp !x              (6.2) 

 

 

ri

aplicações práticas, 

(G , 1 0 is ff 1

  Então, o proj

d

estrutura ula d c m (Gosselin, 

d

 A seguir é detalhado o cálculo das singularidades utilizando-se do Jacobiano e suas 

dificuldades de aplicação. Posteriormente, é apresentado o procedimento para determinar as 

singularidades utilizando o método MSA e de números condicionais. Finalmente são 

apres ntados algun

e

 

6.2. Análise das Singularidades

6

  Como apresentado no Capítul

a variação das coordenadas generalizas, !q, em variação de coordenadas operacionais, !x, 

pela Eq. (3.3),

 

  !x = Js !q         

 

 o  verificar as configurações em

n
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sendo 

 
1.p q xJ J J !               (6.3) 

  Neste caso, as singularidades das cadeias cinemáticas fechadas são descritas em 

Jq e Jx. 

 atrizes Jacobianas, uma estrutura fechada pode ter 

mbas forem singulares. Assim, Tsai 

das cadeias cinem  três tipos: singularidade 

singularidade paralela 

(“Parallel Singularity”) 

  Quando o determinante da matriz Jq torna-se nulo, o mecanismo está numa 

configuração singular que significa que ele alcançou as fronteiras do espaço de trabalho, que 

são dependentes, por exemplo, das dimensões de suas peças e dos cursos dos atuadores. 

Assim, a estrutura perde um ou mais graus de mobilidade (Hess-Coelho, 2005). Neste caso é 

denominada singularidade inversa.  

  No caso em que o determinante de Jx torna-se nulo, o mecanismo torna-se 

incontrolável. Mesmo se os eixos de saída dos atuadores estiverem travados, o elemento 

terminal pode execu r movimentos não previstos e o mecanismo adquire graus de mobilidade 

adicionais, porém inúteis. Este tipo de singularidade é denominado singularidade direta. 

   Quando tanto Jq como Jx forem nulos, a singularidade é denominada combinada. 

  A Figura 6.1 representa uma situação onde o mecanismo plano 5R apresenta 

singularidades do tipo Jq = 0, (Fig. 6.1a), e Jx = 0, (Fig. 6.1b). 

 

função de 

 Devido à existência de duas m

configurações singulares quando cada matriz Jq, Jx ou a

(1999) dividiu as singularidades 

direta; inversa e combinada. A singularidade di

áticas fechadas em

reta também é chamada 

ta

       

(a) (b) 

Figura 6.1 – Singularidades do mecanismo 5R, (a) singularidade inversa; (b) singularidade 

direta (Hess-Coelho, 2005). 
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  Para evitar que uma estrutura atinja configurações singulares, algumas estratégias 

foram propostas com : utilização de mecanismos redundantes; redução do espaço de trabalho 

disponível, o que significa que o elemento terminal se moverá num espaço de trabalho menor 

do que o possível que não contenha singularidades (Macho et al., 2008); seleção de trajetórias 

alternativas para o elemento terminal que seja livre de singularidades dentro do espaço de 

trabalh

      

t al., 2008). 

o

o possível (Figielski et al., 2007). A redundância em estruturas paralelas pode ser de 

dois tipos: redundância cinemática, quando são adicionadas cadeias cinemáticas ativas entre a 

base e a plataforma móvel; e a redundância de atuação, quando contêm um número maior de 

atuadores do que o necessário para posicionar e orientar o elemento terminal, Fig. 6.2   

(Park e Kim, 1999; Gogu, 2007, Carretero e

 

 

Figura 6.2 – Emprego de atuadores adicionais para evitar os efeitos indesejáveis das 

singularidades (Hess-Coelho, 2005). 

 

  O processo convencional de obtenção das equações de velocidade entrada-saída dos 

mecanismos paralelos siste e diferen  as equações do modelo cinemático inverso. 

Geralmente, este processo é tedioso e leva à possibilidade de erros de parametrização (Bonev 

et al., 2003).  Dash et al. (2004), afirmam que para determinar as configurações singulares, o 

caminho clássico é encontrar as raízes do determinante das

 

 con m ciar

 matrizes Jacobianas do 

anipulador. Entretanto, no caso das estruturas paralelas, a matriz Jx é complicada, devido ao 

to de seu modelo cinemático direto ser de difícil solução, consequentemente, achar as raízes 

 difícil.  

 Yang (2001) afirma que encontrar as raízes da matriz Jacobiana, relativa ao modelo 

inemático inverso, Jq, é mais simples devido ao fato de sempre apresentar-se como uma 

atriz diagonal, que não é o caso das singularidades devido ao modelo cinemático direto.  

m

fa

é

 

c

m
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  Além dos problemas citados anteriormente sobre o uso das matrizes Jacobianas, a 

resolução das raízes do determinante de Jx  leva a um consumo de tempo computacional alto, 

mesmo com a ajuda de um software de matemática simbólica como, por exemplo, o software 

Maple<, devido ao fato das equações serem altamente não lineares (Mbarek et. al, 2007). A 

metodologia do cálculo das matrizes Jacobianas então pode ser aplicada eficientemente 

apenas para estruturas paralelas particulares (Sefrioui e Gosselin, 1995; Fioretti, 1994; 

Gosselin, 1990). 

  Na literatura, além do cálculo da matriz Jacobina, existem outros procedimentos para o 

ond cional 

atriz Jacobiana. Mbarek et al. (2007) afirma que esta abordagem não fornece 

re o comportamento do manipulador paralelo nem certezas sobre a ausência de 

lares durante o movimento da plataforma.  

 Também é possível realizar a análise das singularidades para os manipuladores 

 tempo computacional ao mesmo 

mpo 

 Como a singularidade leva a uma m ança instantânea do número de graus de 

Sabe-se que nas configurações de singularidades a rigidez inerente do sistema robótico 

muda repentinamente. Nestas posições, os des ocamentos flexíveis tornam-se muito grandes 

ço de trabalho da estrutura robótica. Este 

apeam

cálculo das posições singulares. Mbarek et al., (2007) usa o cálculo do número c i

para determinar as configurações singulares. Liu et al. (2006a) utiliza o número condicional 

aplicado à m

pistas sob

singularidades entre duas posições singu

 

paralelos utilizando-se da teoria “Grassmann line geometry” (Merlet, 1989; Ben-Horin e 

Shoham, 2005). Este procedimento permite a redução do

te em que permite uma avaliação do processo que causa a perda de rigidez da estrutura 

paralela (Mbarek et al., 2007).  

  

6.2.2. Cálculo das Singularidades Utilizando-se MSA

 

ud

liberdade do mecanismo, deve-se evitar estas posições. 

 

l

frente aos deslocamentos flexíveis nas posições fora das configurações singulares.  

 Nesta tese é proposta uma nova metodologia de análise das singularidades, aplicada às 

estruturas paralelas, a partir do estudo de rigidez da estrutura robótica utilizando-se da 

metodologia MSA.  

 O método de cálculo das singularidades de estruturas paralelas, proposto nesta tese, é 

realizado através do mapeamento do espa

m ento é feito dentro do modelo MSA pela variação das coordenadas articulares isto é, 

através do modelo cinemático da estrutura. Assim, basta realizar o mapeamento da rigidez no 
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nerente.   

 de rigidez da estrutura após a aplicação das condições de contorno. 

u (M

       s p ncipais norm ||  .  ||), utilizadas para  são: 
 
 

         

espaço de trabalho da estrutura e identificar, quando aplicada uma força unitária generalizada, 

os deslocamentos flexíveis “exorbitantes”, isto é, as configurações em que a estrutura perde 

sua rigidez i

 Nesta tese é ainda proposto um segundo procedimento para verificação das posições 

singulares por meio do cálculo dos números condicionais aplicados à matriz de rigidez da 

estrutura, utilizando-se do método MSA. Os números condicionais aplicados a uma matriz 

medem a sensibilidade da solução do sistema de equações lineares em função dos erros nos 

dados de entrada. Eles fornecem uma indicação da acuracidade dos resultados da inversão da 

matriz. Assim, um número de condicionamento alto indica uma matriz mal condicionada, que 

indica a posição de singularidade do sistema multicorpo. Nesta tese, os números condicionais 

são aplicados à matriz

 Existem diversos números condicionais que são baseados no cálculo das normas de 

ma matriz 

   A

eyer, 2000). 

as, (ri  uma matriz A

=
!

! M
1

n

ii
ij

j
aaxA (má bsoluta de col

 

         

xima soma a unas de A) 

> ? !2AAT ma!
2

máx
1

devalorautoA x valor singula     (6.4) 

 

         

r de A 

=
!@

! Max
n

j
ij

i
aA

1
   (máxima soma absoluta de linhas de A   

   

 F do, na Eq. (6 , o cálculo do e condiciona e ser 

realizado o (Meyer, 200

 

 

)                 

azen .4), A = K  número d mento pod

 com 0): 

1*)(  ! KKKcond         (6.5) 

   

  a matriz de r ndente da conf  estrutura, é possível fazer o 

mapeam  do espaço de trabalho d estrutura robó a utilizando- otina 

computacional. Simultanea  o mapeamento do espaço de trabalho é aplicado o 

método  calculando-se e rigidez da es  como o cá mero 

condicional, conforme fluxo ig. 6.3. Pelo cálculo do número condicional é possível 

determinar as posições singulares. 

               

Sendo igidez depe iguração da

ento a tica paralel se de uma r

mente com

 MSA  a matriz d trutura bem lculo do nú

gr  Fama da



 

 

 

Figura 6.3 – Diagrama para ção das posiç es. 

 

  D -se destacar qu logia proposta ificação das singularidades é 

aplicada às estruturas robóticas paralelas, não podendo ser aplicada às estruturas robóticas 

seriais. C o todas as articu  uma estrutura rial são ativa suem 

uma rigidez que podem ser calculadas. Assim, nos casos extremos, uma estrutura serial 3R 

modelad partir do modelo seria nas pos lares ou um tinua 

(quando todas as articulações fossem totalmente rígidas) ou um pêndulo com ando 

todas as articulações fossem passivas, isto é, a rigidez na direção do eixo de rotações iguais a 

zero). A ra 6.4 representa ões singulares d ador robótico (Tsai, 

1999). A metodologia MSA álida para o c deslocamentos flexíveis para 

estruturas seriais como apres s IV e V.  

 

a determina ões singular

eve e a metodo  para ident

om lações em robótica se s, estas pos

 MSA, a a ições singu a viga con

 3 gdl (qu

 Figu as posiç o manipul  serial 3R 

 continua v álculo dos 

entado nos Capítulo
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Figura 6.4 – Posições de Singularidade Estrutura Robótica Serial 3R, (Tsai, 1999). 
 
 

A seguir serão apresentados dois exemplos de mecanismos planos, aplicando-se a 

metodologia proposta para determinar as singularidades e mapeamento da rigidez. 

 
 
6.3. Análise das Singularidades do Mecanismo Plano de Quatro Barras Simétrico. 
 
   

O mecanismo de quatro barras é um dos mais simples mecanismos existentes e 

presente em varias aplicações de engenharia. Este mecanismo é constituído por três barras 

móveis e uma barra fixa. A Figura. 6.5 ilustra o mecanismo plano de quatro Barras Simétrico 

(paralelogramo articulado) e a Fig. 6.6 as suas posições singulares. Neste mecanismo, os 

primentos das manivelas de entrada e saída são iguais, ou seja: DEAB! . com

 

 
 

igura 6.5 – Mecanismo Plano de Quatro Barras Simétrico. 
 

F

 118



 

 119

     
 

 
 

 

 

cinemático é obtido em função da posição dos pontos A, B, P, D e E, 

nform

 

 

 
 

 
 

Figura 6.6 – Posições de Singularidade do mecanismo de quatro barras simétrico. 
 
 

 O modelo 

co e Fig. 6.7. A presença do ponto P diz respeito ao ponto de aplicação dos esforços, 

similar ao ponto central do elemento terminal de uma estrutura paralela plana. 

 

 
 
Figura. 6.7 – Representação Esquemática do Mecanismo plano de quatro Barras. 

 
 
 Da Figura 6.7 pode-se escrever: 

 

0; 0

.cos ; .B Bx l y l sen" "
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A A

P P

x y

x l l y l sen 

.cos ; .

2 ; 0
D E D
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x x l y l sen

x l y

" "

! !

! $ !                            (6.6) 
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" "! $ !

! !

 



 

 Para verificar a validade da aplicação da metodologia MSA e determinar as posições 

singulares, o modelo MSA foi elaborado conforme apresentado na Fig. 6.8. 

 

 
 

Figura 6.8 – Modelo MSA do mecanismo plano de quatro barras. 

 

 O modelo é composto por 6 segmentos e 11 nós: os segmentos 1-2 e 10-11 formam a 

base do mecanismo, considerada rígida; os segmentos 3-4; 5-6; 6-7 e 8-9 são flexíveis; a 

3; as articulações passivas são representadas 

 Os segmentos foram modelados como elementos de viga de aço, com módulo de 

ticidade 11 2

articulações foram modeladas como sendo passivas, sendo o eixo de rotação com rigidez nula. 

Os elementos da base rígida foram modelados como segmentos de viga com seção circular de 

diâmetro de 5 mm, comprimento de 10 mm e módulo de elasticidade E = 20e
11

 N/m
2.  A 

modelagem do mecanismo segue o procedimento descrito no Capítulo IV.  

 Nas posições singulares, os deslocamentos flexíveis se tornam grandes quando 

comparados com os deslocamentos flexíveis nas outras posições. Na Tabela 6.1 estão 

representados alguns valores dos deslocamentos flexíveis do nó 6 (ponto C) nas direções x e y 

em função da variável cinemática ", incluindo as posições de singularidades 0º; 180º e 360º.  

 
 
 
 
 
 
 

articulação motora é representada pelos nós 2-

pelos nós 4-5; 7-8 e 9-10 e os esforços externos são aplicados no nó 6. 

elas E = 2e  N/m , seção circular com diâmetro de 5 mm e comprimento de 300 mm. 

A articulação motora foi considerada como uma articulação “engastada”. As outras 
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Tabela 6.1. Deslocamentos Flexíveis do nó 6 e cálculo do número condicional do Mecanismo 

de quatro Barras Simétrico Plano utilizando o método MSA. 

 
Ângulo 

  [º] 
Deslocamento nó 6

x [mm]
Deslocamento nó 6

y [mm]
Número Condicional

0 -0,000257553 12977965,57829760 9,626600778e15

5 -0,014884619 0,90439295 7,27204e8

10 -0,028205144 0,89323662 7,15678 e8

15 -0,040855482 0,88568063 6,90393 e8

20 -0,052320296 0,87697012 6,54897 e8

25 -0,06222404 0,86668849 6,13206 e8

30 -0,070256143 0,85496256 5,68997 e8

35 -0,076167993 0,84207835 5,25159 e8

40 -0,07977732 0,82839485 4,83705 e8

45 -0,080972666 0,81431054 4,45874 e8

50 -0,079716345 0,80024325 4,12318 e8

55 -0,076045376 0,78661400 3,83287 e8

60 -0,070070265 0,77383265 3,58784 e8

65 -0,061971595 0,76228460 3,38668 e8

70 -0,051994501 0,75231863 3,2274 e8

80 -0,027661863 0,73828144 3,02581 e8

90 0 0,73340712 2,96821 e8

100 0,027661863 0,73828144 3,04574 e8

110 0,0519945 0,75231863 3,2564 e8

120 0,070070265 0,77383265 3,60344 e8

150 0,070256143 0,85496255 5,43733 e8

180 0,000157878 -13239032,76425500 0,577662 85 e2 15

200 -0,051631138 0,87570784 6,99591 e8

230 -0,079244932 0,79997955 5,46592 e8

250 -0,051743667 0,75225777 4,86454 e8

300 0,069703573 0,77369151 3,86537 e8

350 0,0274829 0,89050591 6,697 e8

360 -0,000157871 -13239032,98565570 9,82025034 e15

Na Tabela 6.1 também é apresentado o cálculo do número condicional, conforme 

roposto nas Eqs. (6.4) e (6.5). Os números condicionais maiores são relativos às posições 

ngulares. Pode-se observar que a ordem de grandeza do número condicional fora das 

osições singulares é de 108 enquanto que nas posições singulares é de 1015. No caso da 

erificação das singularidades considera-se um número de condicionamento grande aquele 

ue difere em grandeza dos demais. 

p

si

p

v

q
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.9 representa o mapeamento da rigidez do mecanismo de quatro barras, com 

 exclusão das posições singulares. Em linha continua é representada a trajetória normal, do 

 6, 

A Figura 6

a

nó sem aplicação de esforços e, com asterisco, os deslocamentos flexíveis devido à 

aplicação de uma força de 10 N no nó 6 na direção do eixo y. Desta forma, tem-se o 

mapeamento do espaço de trabalho conjuntamente com a análise de rigidez. 

 

 

Figura 6.9 – Trajetória do Ponto P do Mecanismo de quatro barras, relativo ao modelo MSA. 

.4. Análise das Singularidades da estrutura robótica paralela plana 5R 

  

Na Figura 6.10 está representada a estrutura robótica paralela plana 5R e os 

arâmetros utilizados na sua modelagem cinemática. Cada articulação ativa é denotada por Ai 

 = 1,2), a outra extremidade do segmento atuado é denotada por Bi e o ponto comum das 

uas pernas é denotado por P, que representa o elemento terminal do robô. Um referencial 

ercial Oxy é fixado no centro da linha que une as articulações A1 e A2, com o eixo y normal à 

 

 
6

 

 

p

(i

d

in



 

 123

1A2 e o eixo x diretamente alinhado com A1A2. Para a estrutura simétrica, tem-se: OA1 = OA2 

 r3, A1B1 = A2B2 = r1 e B1P = B2P = r2. 

A

=

 

Figura 6.10 – Manipulador Paralelo 5R (Liu et al., 2006b). 

odelo Cinemático Inverso 

 
Conhecendo-se as coordenadas x e y do ponto P, pode-se, a partir do modelo 

inemático inverso, determinar os ângulos de entrada "1 e "2 que podem ser obtidos em 

nção da seguinte restrição em relação ao referencial Oxy, Fig. 6.10: 

 

 M

 
 

c

fu

 

2rPBi ! ,   i = 1,2                        (6.7) 

ou 

2
2

 

 
 
 

2 2
1 1 3 1 1( cos ) ( )x r r y r sen" " $ $  ! r                      (6.8) 

2
2                        (6.9) 

Se o ponto P é conhecido, os ângulos de entrada para alcançar esta posição podem ser 

o: 

) ,   i = 1,2                    (6.10) 

 
 onde 
 

2 2
1 2 3 1 2( cos ) ( )x r r y r sen r" "  $  ! 

 
 
 

obtidos com

 

12 (i itg z"  ! 
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m quatro soluções para o problema cinemático inverso do manipulador 5R,    
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 Existe

Eq. (6.10), como mostrado na Fig. 6.11. Por exemplo, uma das soluções é quando os sinais 

são , Fig. 6.11, que representa o caso em que os ângulos "1 e "2 calculados na Eq. (6.10) 

são positivos. 

 

 
 

uções do Modelo Cinemático Inverso da estrutura 5R. Modos de Trabalho 

) (Macho et al., 2008).  

Figura 6.11 – Sol

(Working Mode

 

Modelo Cinemático Direto 

 

 O problema do modelo cinemático direto consiste em obter as coordenadas do ponto P 

em relação ao conjunto de ângulos de entradas  1 e  2, conhecidos. Das Eqs. (6.8) e (6.9) têm-

se: 



 

  

 2 2 2 2 2
1 1 3 1 1 1 3 1 3 1 22( cos ) 2 2 cos 0x y r r x r sen y r r r r r" " "$     $ $  !           (6.13) 

 
2 2 2 2 2 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 22( cos ) 2 2 cos 0x y r r x r sen y r r r r r" " "$  $  $ $ $  !         (6.14) 

 
  
 Das Equações (6.13) e (6.14) pode-se escrever: 
 
 feyx $!                          (6.15) 
 
 onde  
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 Para determinar a coordenada y deve-se substituir a Eq. (6.15), na Eq. (6.13), logo:  

 
 02 !$$ hgydy                                               (6.18) 
 
 
 Então, 
 

 
d

dhgg
y

4 A 
!       

2

2

               (6.19) 

 onde 
 

1 1 3 1 12( cos )g ef er er r sen" "!  $                  (6.20) 

 

21d e! $

  
2 2 2 2

1 1 3 1 3 1 3 1 22 ( cos ) 2 cosh f f r r r r r r r" "!    $ $  
 
 
 As Equações (6.15) e (6.19) fornecem duas soluções para o problema cinemático 

direto do manipulador 5R. Eles correspondem aos dois tipos dos modos de montagem 

(Assembly Modes), denominados configurações superior, indicado por  e inferior, indicado 

por , Fig. 6.12.  
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Figura 6.12 – Soluções do modelo cinemático direto. Modos de Montagem (Assembly modes) 

(Macho et al., 2008). 

 
 Assim, para diferentes modos, um mecanismo pode ter diferentes locais de 

singularidade e espaços de trabalho. 

 As combinações possíveis em função dos modos de montagem e dos modos de 

trabalho são: 

 

Tabela 6.2. Modelo Geométrico Direto (2 soluções). 

Coordenadas x, y Modos de Trabalhos 
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Tabela 6.3. Modelo Geométrico Inverso (4 soluções). 

Coordenadas  1, z1,  2, z2 Modo de Montagem  

)(tan2 1
1

1 z !"  
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Nesta estrutura, as singularidades diretas acontecem quando uma das pernas A1B1P ou 

A2B2P estão completamente estendidas ou totalmente dobradas. Estas configurações 

singulares são configurações particulares em que os atuadores não podem resistir a forças e/ou 

momentos aplicados ao elemento terminal, sendo que estas singularidades estão presentes 

dentro do espaço de trabalho da estrutura.   

 As singularidades devido ao modelo inverso correspondem às configurações nas quais 

Jq é singular, ocorrem quando A1B1 é perpendicular a B1P 

A2B2 é perpendicular a B2P. Estas singularidades determinam as fronteiras do 

espaço de trabalho.  

  o estudo das singularidades presente na estrutura 5R tais 

como (Liu et al., 2006a; Liu et al.,2006b; Macho et al., 2008; Cervantes-Sánches et al., 2001; 

Mbarek et al., 2007; Figielski et al, 2007; Sun et al., 2007; Theingi et al., 2002). Todos estes 

trabalhos utilizam o cálculo das matrizes Jacobianas ou procedimentos derivados dela.  

 Na Figura 6.13(a) são representadas as posições singulares (linha azul), e a fronteira 

do espaço de trabalho (linha vermelha), correspondente ao modo de montagem superior  

o elemento terminal perde um ou mais graus de liberdade. As singularidades devido ao 

modelo cinemático inverso, quando 

ou quando 

Diversos autores realizaram

 e 

ao modo de trabalho ; (b)   ; (c)   e (d)  (Figielski et al, 2007). A região 

hachurada corresponde ao espaço de trabalho do ponto P. A linha verde corresponde a uma 

circunferência auxiliar com dimensão de raio igual ao somatório dos segmentos A1B1 + B1P e 

A2B2 + B2P para determinação da fronteira do espaço de trabalho. 
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                 (a) Modo de Montagem                               (b) Modo de Montagem   

 

                (c) Modo de Montagem                                (d) Modo de Montagem  
 
Figura 6.13 – Posições singulares para o mecanismo 5R, simétrico, r1 = r2 = 0,1 m e  

r

            

me representado na Figura 6.14. Os segmentos 

flexíve

3 = 0,1 m. 

6.4.1. Modelo MSA da Estrutura 5R. 

Neste item é realizada a modelagem do mecanismo paralelo 5R utilizando o método 

MSA, com o objetivo de determinar as posições singulares. 

 Para a aplicação da metodologia MSA e determinar as posições de singularidade foi 

desenvolvido o modelo do mecanismo confor

is são formados pelos nós: 1-2; 3-4; 5-6 e 7-8. As articulações rotativas passivas são 

formadas pelos nós: 2-3; 4-5 e 6-7. O modelo possui 8 nós. 

 



 

 
 

Figura 6.14 – Discretização do mecanismo plano de cinco barras para aplicação do modelo 

MSA. 

 
Para aplicação do modelo, os segmentos foram considerados como elementos de viga 

de aço com módulo de elasticidade E = 2e

 

olve a determinação do esp

 Na Tabela 6.4 estão apresentados os resultados obtidos para o modo de montagem

11
 N/m

2, com seção transversal de 5 mm de diâmetro 

e dimensões de r1 = 0,1 m; r2 = 0,1 m e r3 = 0,1 m. As articulações motoras, nós 1 e 8, foram 

modeladas como engastadas. As outras articulações foram modeladas como sendo passivas 

com o eixo de rotação apresentando rigidez nula.  A modelagem desta estrutura segue o 

procedimento descrito nos Capítulos IV e V.  

 O procedimento de cálculo das posições singulares env aço 

de trabalho. Para isto, são necessárias as posições do ponto P e também dos pontos A1, B1, A2 

e B2, obtidas pelo modelo cinemático do mecanismo 5R. Aplicando-se o modelo MSA para o 

manipulador 5R é possível realizar o mapeamento da rigidez e determinar as posições 

singulares. 
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e para configuração   onde os segmentos B1P e PB2 estão alinhados, Fig. 6.13(b), 

correspondendo à posição de singularidade. Qualquer valor de força aplicada ao ponto P, 

correspondente ao nó 5, Fig. 6.14, na direção de y, irá representar um deslocamento grande, 

isto é, bem maiores do que as dimensões do mecanismo, da mesma forma para o valor do 

número condicional cond. Na Tabela 6.5 estão representados, em função do ângulo               

(" = "1 = "2), o deslocamento do nó 5 nas direções x e y, bem como o resultado do cálculo do 

número condicional. 
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Tabela 6.4. Deslocamentos flexíveis do nó 5 – Mecanismo 5R, posições singulares.   Fy = 1 N. 

Ângulo   
[º] 

Deslocamento nó 5 – x 
[m] 

Deslocamento nó 5 – y 
[m]

Número Condicional 
(cond) 

0 0 -0,7171 e5 0,5632 e14

5 -0,0034e-3 -0,4259 e5 0,3609 e14

10 0,0028 e-3 -0,7171 e5 0,6424 e14

15 -0,0104 e-3 -0,4259 e5 0,3956 e14

20 -0,0213 e-3 -0,7171 e5 2,1405 e14

25 -0,0053 e-3 -0,4259 e5 0,4027 e14

30 -0,0024 e-3 -0,7171 e5 0,6661 e14

35 -0,0105 e-3 -0,4259 e5 0,3815 e14

40 -0,0191 e-3 -0,7171 e5 0,6078 e14

45 -0,0148 e-3 -0,4259 e5 0,3345 e14

50 -0,015 e-3 -0,3029 e5 0,2567 e14

55 -0,0028 e-3 -0,7171 e5 0,6424 e14

60 -0,03 e-3 -0,7171 e5 0,6661 e14

65 0,0104 e-3 -0,7171 e5 0,6781 e14

70 -0,0131 e-3 -0,4259 e5 0,4027 e14

80 0,0036 e-3 -0,4259 e5 0,3815 e14

90 0 e-3 -0,7171 e5 0,3402 e14

100 0,0046 e -0,4259 e 0,2673 e-3 5 14

110 0,0131 e-3 -0,4259 e5 0,1881 e14

120 0,03 e-3 -0,7171 e5 0,1793 e14

150 -0,0104 e-3 -0,4259 e5 0,0985 e14

180 0 -0,7171 e5 0,5532 e14

200 -0,0213 e-3 -0,7171 e5 0,6781 e14

230 -0,006 e-3 -0,3029 e5 0,2567 e14

250 -0,0131 e-3 -0,4259 e5 0,6767 e14

300 0,03 e-3 -0,7171 e5 0,1659 e14

350 -0,0028 e-3 -0,7171 e5 0,2598 e14

360 0 -0,7171 e5 0,2336 e14

 
 
 Na mesma configuração do exemplo anterior, apresentada na Fig. 6.15, se for aplicada 

ma força na direção de x, no ponto P (nó 5) os cálculos dos deslocamentos flexíveis são 

realizados normalmente utilizando-se da m MS , em função do ângulo de entrada 

 . Tab. 6.5. Neste caso, as posições singulares, são verificadas pelo número de 

condicionamento cond conforme apresentado na Tab 6.5. Deve-se destacar que, quando os 

segmentos B1P e PB2 estão alinhados, o mecanismo 5R tem os mesmos deslocamentos que 

um mecanismo de quatro barras. Assim, as configurações de singularidade estão localizadas 

em uma circunferência centrada na origem do referencial Oxy com raio r2, Fig. 6.13(b). 

u

etodologia A



 

 

Figura 6.15 – Mecanism
a

o 5R em uma configuração singular onde as barras B1P e PB2 estão 
linhadas. 

o 5R, posições singulares.  Fx = 1 N. 
Ângulo   Deslocamento nó 5 – x Deslocamento nó 5 – y 

[m]
Número Condicional 

(cond) 

 
Tabela 6.5. Deslocamentos Flexíveis do nó 5 – Mecanism

[º] [m] 
0 0,0003 e-4 0 0,5632 e14

5 0,0023 e-4 -0,0001 e-3 0,3609 e14

10 0,0084 e-4 0,0089 e-3 0,6424 e14

15 0,0184 e-4 -0,0097 e-3 0,3956 e14

20 0,032 e-4 -0,0211 e-3 2,1405 e14

25 0,0487 e-4 -0,0031 e-3 0,4027 e14

30 0,0681 e-4 -0,0141 e-3 0,6661 e14

35 0,0896 e-4 -0,0063 e-3 0,3815 e14

40 0,1124 e-4 -0,0166 e-3 0,6078 e14

45 0,136 e -0,01 e 0,3345 e-4 -3 14

50 0,1596 e-4 0,0017 e-3 0,2567 e14

55 0,1824 e-4 0,0296 e-3 0,6424 e14

60 0,2039 e-4 -0,0205 -3 14e 0,6661 e
65 0,2233 e-4 -0,0062 e-3 0,6781 e14

70 0,24 e-4 -0,0071 e-3 0,4027 e14

80 0,2636 e-4 -0,0098 e-3 0,3815 e14

90 0,2718 e-4 0 0,3402 e14

100 0,2636 e-4 0,0099 e-3 0,2673 e14

110 0,24 e-4 0,0071 e-3 0,1881 e14

120 0,2039 e-4 0,0205 e-3 0,1793 e14

150 0,0681 e-4 0,0337 e-3 0,0985 e14

180 0,0003 e-4 0 0,5532 e14

200 0,032 e-4 -0,0211 e-3 0,6781 e14

230 0,1596 e-4 -0,0138 e-3 0,2567 e14

250 0,24 e-4 -0,0071 e-3 0,6767 e14

300 0,2039 e 0,0205 e 0,1659 e-4 -3 14

350 0,0084 e-4 -0,0089 e-3 0,2598 e14

360 0,0003 e-4 0 0,2336 e14
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Nas Tabelas 6.6 e 6.7 são apresentados resultados para alguns casos em que ("1 B "2) 
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camentos flexíveis “exorbitantes” e pelos números 

Tabela 6.6. Deslocamentos flexíveis do nó 5 – Mecanismo 5R. F  = 1 N. 

onde não ocorre singularidade para esta estrutura e também alguns casos em que ("1 = "2) que 

caracterizam, para o caso da Fig. 6.13(b), posições singulares. As posições singulares ficam 

claramente caracterizadas pelos deslo

condicionais elevados, da ordem de e13, enquanto que nas posições não singulares o número 

condicional possui grandeza de e6
 (Gonçalves e Carvalho, 2009). 

 
y
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abela 6.7. Deslocamentos flexíveis do nó 5 – Mecanismo 5R. Fx = 1 N. T

 

 

 De forma similar, as configurações singulares podem ser determinadas para outras 

Assim, uma das vantagens na utilização do método MSA é que mesmo em posições 

ngulares, dependendo de como a força está aplicada, é possível calcular os deslocamentos 

ições singulares pelo número de 

ondicionamento. 

Deve-se destacar que, conforme Mbarek et al. (2007), a abordagem utilizando-se 

úmeros condicionais não fornece pistas sobre o comportamento do manipulador paralelo, 

ngularidades entre duas configurações singulares durante o 

mento do elemento terminal (plataforma móvel). Isto não é verdade quando se utiliza os 

etodologia MSA e observado nos exemplos 

tados.  

étodo MSA associado aos números condicionais, 

ultaneamente com o mapeamento da rigidez em função do 

modelo cinemático da estrutura e com o auxilio de um programa computacional, pode-se 

r a plotagem da configuração da estru ura robótica em cada nstant

comportamento e verificando as posições singulares, onde o sistema perde sua rigidez 

configurações da estrutura. 

si

flexíveis identificando que correspondem a pos

c

 

n

nem certezas sobre a ausência de si

movi

números condicionais associados à m , conform

apresen

 Uma das grandes vantagens do m

proposto nesta tese, é que, sim

realiza t  i e, visualizando o seu 
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e nt

eguir, o procedimento de cálculo das singularidades utilizando-se do método MSA 

 aplicado a uma estrutura robótica paralela espacial. 

.5. Manipulador Robótico Paralelo Maryland

A metodologia MSA para identificação de singularidades foi aplicada

robótica paralela Maryland (Tsai, 1999).  

O manipulador Maryland possui 3 gdl e utiliza articulações rotativas para restringir o 

m

m

 

in re e. Com a plotagem a cada instante é identificado como os elementos constituintes do 

modelo da estrutura robótica estão dispostos. 

 A s

é

 

6

  à estrutura 

 

movi ento da plataforma móvel somente em movimento de translação no espaço (Tsai e 

Stamper, 1996). Cada cadeia cinemática é constituída pelo braço inferior e braço superior, 

confor e Fig. 6.16. A diferença entre o robô Maryland e o Delta é que este último utiliza 

articulações esféricas no paralelogramo articulado. 

   

   (a)                  (b)   

 6 – ) Man ulado Mary nd; (b Diagr ico (Tsai e Stamper, 1996). 

 

.17 o manipulador Mary tá representado em uma configuração de 

ngularidade, em que os braços inferiores e superiores estão alinhados.  

Figura 6.1  (a ip r la ) ama Esquemát

 Na Figura 6 land es

si



 

MANIPULADOR PARALELO MARY AND

-0.2
-0.15

-0.1
-0.05

0
0.05

0.1
0.15

-0.2

-0.1

0

0.8
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0.1

0.2
0

0.2

4

0.6

1

eixo X

0.

L

eixo Y

o

  – Exemplo de uma configuração singular do manipulador Maryland. 

 No caso da utilização do método MSA para o cálculo das singularidades de estruturas 

ar elas tridimensionais, o número de condicionamento, para este modelo, é da 

d  

posições singulares para manipuladores paralelos tridimensionais o 

álculo dos deslocamentos flexíveis fornece computacionalmente como resposta “Not a 

Number” (NaN), que é observado quando o programa encontra, por exemplo, uma divisão 0/0 

. 

 

 Z
ei

x

Figura 6.17

 

robóticas p al

or em 1026, enquanto que, para as posições não singulares, é da ordem de 1016. Outro fato 

observado é que nas 

c

ou  / 
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.6. Conclusões 

 a ajuda de um software de 

ática simbólica, pois as equações são altamente não lineares, e nem sempre 

uindo resolver o sistema d

Nesta tese foi apresentada uma nova metodologia para determinação das posições 

a

método MSA acoplado com o cálculo de números condicionais. Através dos exemplos foi 

verificado que nas posições singulares o sistema perde sua rigidez, apresentando assim, 

eros condicionais aplicados à matriz de rigidez do 

a obtida pelo m

 

 

6

 

 Neste Capítulo foi apresentada uma revisão sobre o cálculo das singularidades das 

estruturas robóticas e a correlação com a rigidez. O principal método utilizado atualmente 

para determinação das singularidades envolve o cálculo da matriz Jacobiana, que envolve o 

cálculo de equações diferenciais que, em geral, são complicadas o que podem acarretar erros. 

Além disso, o processo analítico de determinação das posições singulares envolve determinar 

as raízes do determinante das matrizes Jacobianas do manipulador que, principalmente no 

caso das estruturas paralelas a sua solução analítica é difícil. Nos modelos numéricos, o tempo 

de processamento computacional é relativamente alto, mesmo com

matem

conseg e equações. 

 

singul res associada ao mapeamento da rigidez do sistema. Esta nova metodologia utiliza o 

deslocamentos flexíveis exorbitantes. Foi mostrado também que as posições singulares podem 

ser determinadas com o uso dos núm

sistem étodo MSA.  
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CAPÍTULO VII 

MODELAGEM DE FOLGAS NAS ARTICULAÇÕES  

mitir o movimento relativo das peças. No entanto, a presença 

folgas pode preju i r a uraci de do sistema, principalmente no caso das 

aç s p sivas resen s nas strutu s rob ticas ralela todologia proposta 

nálise da folga nos sistemas multicorpos usa o modelo dinâmico da estrutura robótica, 

era a se  folgas, para determinação das reações de apo rticulações. Com a 

 em que as forças agem nas articulações é possível calcu r, em função

compõem a articulação. Esta nova configuração, 

inada a partir do modelo dinâmico, é adicionada ao resultado obtido pelo modelo MSA. 

trodução 

 (1875) classifica as articulações, ou pares cinemáticos, em duas categorias: 

ares inferiores (lower pairs) e os pares superiores (higher pairs) (Hartenberg e Denavitt, 

 A ifer ça en e elas é função do tipo de contato entre os corpos que formam o par. 

e as partes em contato dos dois corpos acontecem apenas em um ponto ou ao longo de uma 

  

 No estudo do comportamento dos deslocamentos possíveis de um sistema multicorpo 

devem ser considerados os deslocamentos devido à movimentação da estrutura, devido às 

flexibilidades de seus elementos e também os deslocamentos devido às folgas nas 

articulações. 

 Neste sentido é que neste Capítulo é apresentada uma proposta de metodologia para 

consideração das folgas nas articulações em sistemas multicorpos. A presença de folgas nas 

articulações é necessária para per

destas d ca ac da

articul õe as p te  e ra ó pa s. A me

para a

consid d m io nas a

direção la   do valor da 

folga, o ponto de contato entre as partes que 

determ

  

 

7.1. In

 Os manipuladores robóticos são modelados considerando que as articulações são 

ideais. Reuleaux

p

1964).  d en tr

S

curva (engrenagens, contato das esferas de um rolamento com a pista, came e seguidor)  

tem-se um par superior. Nos pares inferiores o contato entre os corpos rígidos se dá em uma 
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es prismáticas, articulações esféricas, 

entação 

ntre os elementos. No entanto, devido às folgas, os manipuladores robóticos apresentam 

e posição e orientação do m nto te minal eng 007). or ou o lado

 quão pequena seja a folga, ela pode levar a problemas de vibração, fadiga e falta de 

mo articulado requer alta 

 ser ignoradas (Meng, 2007). Assim, é importante 

quantificar os efeitos das flexibilidades dos segmentos e das articulações conjuntamente com 

tes para i  modelo realístico dos sistemas multicorpos para realiza

ma determinada tarefa.  

bém na análise dinâmica dos sistemas multicorpos as articulações são 

 desgastes e 

lgas. A presença das folgas no sistema também podem causar impactos que prejudicam o 

n ion

erado que os pontos de conexões entre dois 

gmentos, ligados por uma articulação, são coincidentes. A introdução da folga na 

articulação causa o distanciamento destes doi plo, a Fig. 7.1 ilustra uma 

iferença entre os raios das duas 

 da peça RB e o raio do eixo RJ.  

região da superfície de dimensões bastante significativas em relação às dimensões dos pares 

cinemáticos (articulações rotativas, articulaçõ

articulações do tipo parafuso, articulações cilíndricas, articulações planares). 

 Na prática as articulações são fabricadas com folgas para permitir a movim

e

erros d  ele e r  (M , 2  P tr , não importa 

o

acuracidade (Fernandes, 2005). Desta forma, quando o mecanis

acuracidade, as folgas não podem

as folgas existen  def nir um r 

u

 Tam

consideradas perfeitas, ideais, isto é, sem deformações elásticas e plásticas, sem

fo

fu c amento e a acuracidade do sistema multicorpo.  

 Nos modelos de análise de rigidez é consid

se

s pontos. Por exem

articulação rotativa com uma folga   que é definida como a d

peças, o raio

 

 

Figura 7.1 – Articulação rotativa com folga. 
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tativa com folga, no plano, introduz mais dois graus de 

possibilidade de movimentos nas direções x e y da peça 

terna (eixo), Fig. 7.1. Da mesma forma para uma articulação espacial, uma articulação 

eções x, y e z. No caso das articulações ativas, por 

tuadas por motores, a folga pode ser considerada inexistente devido ao pré-

carregamento existente nestas articulações (Meng, 2007). 

O objetivo do estudo das folgas nesta tese é eterm

o sistema, determinando sua contribuição não apenas nos deslocamentos lineares, mas 

 massa (“The massless link approach”); Método da mola-amortecedor       

The spring-damper approach”

assa (“The massless link approach”)                   

 Assim, uma articulação ro

liberdade ao sistema, relativos à 

in

esférica por exemplo, introduz mais três graus de liberdade ao sistema, relativos à 

possibilidade de movimentos nas dir

exemplo, a

 d inar a sua influência na acuracidade 

d

também nos deslocamentos angulares do elemento terminal. 

 

7.2. Estudo das Folgas nas Articulações 

Fernandes (2005) dividiu o estudo das articulações com folgas em: Método do 

segmento sem

(“ ) e Método da mudança do momento (“The momentum 

exchange approach”). 

 No modelo do segmento sem m

(Seneviratne e Earles, 1992;  Fernandes, 2005), a presença da folga é modelada pela adição de 

um segmento virtual sem massa o qual possui o comprimento igual à folga, Fig. 7.2(a). Neste 

modelo é assumido que existe o contato entre as duas peças durante todo o tempo. 

 

 

          (a)                                                            (b) 

Figura 7.2 – Modelos para análise da folga das articulações rotativas planas: (a) Modelo do 

segmento sem massa; (b) Modelo da mola-amortecedor. 
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 Na metodologia da mola-amortecedor (“The spring-damper approach”)   (Seneviratne 

e Earles, 1992; Fernandes, 2005) a folga é modelada pela introdução de um elemento mola-

amortecedor, Fig. 7.2b. A dificuldade deste modelo é determinar os parâmetros de rigidez da 

mola e de amortecimento para a correta representação da folga. 

 Já  a  metodologia  da mudança do   momento  (“The momentum exchange approach”)   

(Ravn, 1998; Fernandes, 2005; Chang, 2007) considera os elementos que constituem a folga 

da articulação como corpos em colisão. Neste modelo as forças de impacto-contato controlam 

a dinâmica da folga da articulação (Fernandes, 2005).  

 Nos métodos mola-amortecedor e segmento sem massa, a folga é substituída por 

ais próximo possível da 

des, 2005). 

uir 

uma p

que este método é ineficiente computacionalmente (demorado) e pode ser aplicado 

componentes equivalentes, os quais tentam modelar a folga o m

realidade, sem considerar na análise dinâmica o efeito do impacto e da dissipação de energia 

durante o impacto, o que já é possível no método da mudança do momento (Fernan

 Diversos autores têm desenvolvido estudos das folgas nas articulações e seu efeito na 

acuracidade da posição das estruturas paralelas. Alguns autores aplicam uma análise 

probabilística, estocástica, para determinar o erro na posição da plataforma móvel em função 

da folga nas articulações (Mayourian e Rastegar, 1990; Li, Xianmin e Yang, 1998). Nas 

análises estocásticas as forças de contato não são consideradas.  Fogarasy e Smith (1998) 

utilizaram o cálculo de derivadas das equações algébricas da cadeia fechada para conseg

rimeira aproximação do erro da configuração do elemento terminal, os quais 

denominaram de método do Jacobiano. Mas, neste método existe a dificuldade na obtenção da 

matriz Jacobiana para as estruturas paralelas. Innocenti (2002), Parenti-Castelli e Venanzi 

(2002, 2005) usaram o princípio do trabalho virtual para determinar a posição que a 

plataforma móvel atinge quando uma força externa é aplicada na plataforma. Meng (2007) 

afirma 

apenas em casos especiais de mecanismos planos sendo inviável para mecanismos 

tridimensionais.  

 Recentemente, Shiau et al. (2008) consideraram a folga existente nas articulações 

esféricas da estrutura 3-PRS. Neste modelo, a análise dinâmica utiliza o método de Newton e 

considera as forças que aparecem devido à presença da folga na articulação. Para a resolução 

as equações foram utilizados métodos numéricos. Neste modelo, a flexibilidade dos 

gmentos é desprezada. 

Schwab et al. (2002) fizeram o estudo da análise dinâmica de um mecanismo do tipo 

ursor manivela considerando a presença de folgas nas articulações rotativas, Fig. 7.3. Em seu 

d

se

c
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abalho, a folga na articulação é considerada como uma equação de restrição definida por 

onforme Eq. (7.1), Fig. 7.4. 

 

tr

c

 

 

 

Figura 7.3 – Mecanismo cursor manivela com folga radial na articulação rotativa do cursor 

(Schwab et al., 2002). 

 

022 !"#$ yxcg N            (7.1) 

 

 

 

Figura 7.4 – Articulação rotativa com folga modelada como uma equação de restrição 

(Schwab et al., 2002). 

 

Neste modelo nenhum contato ocorre quando gN > 0. A fase de contato é representada 

quando gN = 0 e, para valores de gN < 0, estarão acontecendo deformações. 
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álise 

da lubrificação para mecanismos tridimensionais, mas as 

mulações numéricas foram realizadas somente para mecanismos planos. No modelo, a folga 

 a técnica dos multiplicadores de Lagrange, permitindo o 

álise do erro é 

        

7.5(c), onde seu raio é igual à folga da junta universal denotada por cb. 

 No trabalho de Bauchau e Rodriguez (2002) foi desenvolvido um modelo de an

incluindo a folga e o efeito 

si

da articulação possui comportamento não linear e as flexibilidades do sistema multicorpo são 

modeladas utilizando-se o FEA. As restrições cinemáticas ao longo dos vários corpos são 

resolvidas utilizando-se

desenvolvimento modular do método de elementos finitos, respeitando as restrições 

cinemáticas. 

 Lim et al. (2001) desenvolveu um modelo geométrico de erros aplicados a um 

manipulador cúbico paralelo mostrando como os erros nos segmentos e as mudanças na 

direção da aplicação das forças nos segmentos podem afetar a acuracidade do elemento 

terminal. No seu trabalho foi mostrado que as mudanças nos erros de posição e orientação 

ocorrem principalmente nas direções que as forças atuam nos segmentos. A an

feita relacionando os erros presentes em uma junta universal, Fig. 7.5(a), com a acuracidade 

do elemento terminal. O centro da junta universal é localizado dentro de uma esfera,  

Fig. 7.5(b) e Fig. 

 

 

 

igura 7.5 – (a) Junta Universal; (b) Erros da Junta Universal; (c) Modelo de análise da folga 

de uma junta universal (Lim et al., 2001). 

F
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de e Uphoff (2002) estudaram a influência das folgas nas articulações no 

ularidades. Quando o modelo de análise de singularidade é livre de folgas nas 

rticulações, o modelo cinemático prediz que o elemento terminal é incapaz de mover-se ao 

enos que esteja em uma configuração singular. Nos protótipos reais, pequenos 

eslocamentos sem restrição ocorrem em todas as configurações devido à presença de folgas 

nos componentes. Estes movimentos ioria das configurações, mas podem 

aumentar quando próximos das configurações singulares.  

Voglewede e Uphoff (2002) desenvolveram um método para prever a posição do 

lemento terminal, para mecan gas presentes nas articulações. 

Este modelo considera, para cada configuração da estrutura paralela em estudo, que o atuador 

Em seguida, cada articulação passiva é substituída por um atuador virtual cuja faixa de 

ovimento corresponde exatamente ao movimento sem restrição do componente. As folgas 

s comprimentos dos segmentos.  

O resultado é apresentado para cada configuração da estrutura, representando a região 

Voglewe

estudo das sing

a

m

d

são pequenos na ma

e ismos planos, em função das fol

esteja bloqueado para uma determinada configuração. É considerado, primeiramente, cada 

perna da estrutura paralela separada do todo.  

m

presentes são somadas ao

que o elemento terminal pode ocupar em função das folgas. Esta metodologia foi aplicada às 

estruturas paralelas planas 5R e 3RRR. Finalmente, o cálculo do espaço de trabalho do 

mecanismo virtual é obtido utilizando-se de métodos tradicionais de análise do espaço de 

trabalho.  

Existem três tipos de abordagem para análise do espaço de trabalho: geométrica, 

utilizando-se a discretização e utilizando-se otimização (Araujo, 2007).  

Na análise do espaço de trabalho utilizando-se da geometria são utilizadas operações 

“booleanas” a partir de entidades primitivas como cilindros, esferas e paralelepípedos 

(Ottaviano e Ceccarelli, 2002; Gonçalves et al., 2007).  

Na discretização é utilizado uma malha (“grid”) para formar o espaço de trabalho, 

Por exemplo, para o mecanismo paralelo 5R (Voglewede e Uphoff, 2002), cada perna 

é considerada separadamente, Fig. 7.6, sendo o ponto C1 correspondente ao elemento 

verificando-se para cada nó do reticulado sua relação de pertinência com o espaço de trabalho 

(Araujo, 2007).  

A utilização de técnicas de otimização compreende a definição de funções objetivas 

que devem ser minimizadas ou maximizadas em função dos parâmetros geométricos e de 

restrições de igualdade e/ou de desigualdades (Gonçalves et al., 2007). 
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. %1 e  1 representam as folgas das duas articulações passivas da perna. Neste 

modelo, o ponto B1 pode transladar de %1 em ualquer direção e o ponto C1 pode girar em 

torno de B1 e transladar em qualquer direção de  1. A Figura 7.6 representa o movimento 

possível de C1, em que o raio de sua trajetória é dado por: 

terminal. O ponto A1 é considerado fixo correspondendo ao atuador travado em uma dada 

configuração

 q

)()( 112112  % % ""!!##   r . A 

 região em que o elemento terminal pode ocupar 

em função das folgas nas articulações, Fig. 7.7. Este modelo proposto por Voglewede e 

Uphoff (2002) pode ser incluído nos modelos probabilísticos, pois não se sabe, em função da 

aplicação da força, o ponto exato do contato. 

intersecção do movimento das duas pernas é a

 

Figura 7.6 – Possíveis movimentos do ponto C1 (Voglewede e Uphoff, 2002). 

 

 

Figura 7.7 – Região hachurada representativa das posições que o ponto C pode ocupar 

(Voglewede e Uphoff, 2002). 
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7.3. Metodologia de Análise das Folgas nos Sistemas Multicorpos  

 

 Nesta tese está sendo proposta uma metodologia para a inclusão da influência das 

folgas nos sistemas multicorpos planos. A folga   causa o deslocamento das peças que 

formam a articulação, Fig. 7.8, existindo infinitos locais de contato entre as duas peças. 

Assim, é necessário determinar o ponto de contato na articulação que, nesta tese, é 

determinado a partir do cálculo do modelo dinâmico da estrutura que permite determinar as 

forças de reações, Fr, nas articulações. Da segunda lei de Newton o deslocamento ocorre na 

mesma direção da aplicação da força, Fig. 7.9, caracterizado pelo ângulo & obtido do modelo 

dinâmico do mecanismo. Sabendo-se a posição de contato e o valor da folga  , é possível 

determinar os deslocamentos provocados na direção dos eixos x e y como: 

 

)

cos( )

s (
x

y en

  &

  &

$

$
                     (7.2) 

 

 

 

Figura 7.8 – Folga   na Articulação.  



 

 

Figura 7.9 – Reação de apoio

Com esta nova posição, Fig. 7.9, considerando a folga, a situação (posição e 

rientação) dos demais elem  são atu s determ  a influênci olga em toda 

 estrutura. Finalmente, os d cados pela f inados com o auxilio 

a modelagem dinâmica, são somados aos deslocamentos flexíveis obtidos com o modelo 

SA, considerando a estrutura isenta de folgas.  

Assim, ao final d Capítu  possí delar o si  multicorpo 

onsiderando-se as influências das f dades mentos e das articulações, 

onjuntamente com as folgas presentes no sistema analisado. 

 

7.4. Modelagem Dinâmica do Mecanismo de Quatro Barras 

 

  O modelo proposto para consideração das folgas é aplicado ao mecanismo plano de 

quatro barras. A modelagem dinâmica é realizada a partir da análise cinetostática de 

mecanismos e utilizando-se do método matricial (Erdman e Sandor, 1991). O modelo 

cinemático é obtido por números complexos (Mabie e Ocvirk, 1980). 

 

. 

 

 

o entos alizada inando a da f

a eslocamentos provo olga, determ

d

M

 este lo será vel mo stema

c lexibili dos seg

c
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7.4.1. Modelo Cinemático do Mecanismo Plano de Quatro Barras por Números 

Complexos

  

  Podem-se determinar as soluções analíticas da velocidade e aceleração de um 

determinado ponto de um mecanismo utilizando-se de vetores na forma complexa (Erdman e 

Sandor, 1991; Mabie e Ocvirk, 1980).  

  Na análise cinemática do mecanismo de quatro barras, Fig. 7.10, pode-se determinar a 

velocidade e a aceleração do ponto D a partir do vetor posição r D, sendo conhecidos os 

comprimentos  e  bem como os parâmetros do movimento da manivela de entrada 

ou seja: a variação angular '2, a rotação de entrada (2 e a sua aceleração angular )2. 

  

  rD

 1r , 2r , 3r 4r

* + * + * +32 4
2 3 1 4

ii ir e r e r r e
'' '$ " $ "         (7.3) 

* + * + * +32 4ii ir i e r i e r i e
'' ', , ,$ " $  VD 2 2 3 3 4 4      (7.4) 

 A * +* + * D +* + * +* +3 42 2
2 2 2 3 3 3 4 4 4

i ie r i e
' ') , ) ,# $ #  (7.5) 

  

22 ir i e r i') ,$ # "

 

 

 

Figura 7.10 – Modelo cinem  do mec  de quat s. 

 

ático anismo ro barra

 

 

 



 

  As incógnitas nas Eqs. (7.3) a (7.5) são: 3 4 4 3 3, , , ,' ' ( ( )  e 4) . Os valores de  e 3'

4'  podem ser determinados com o uso do vetor auxiliar variável re, Fig. 7.10, em função de 

, conforme Mabie e Ocvirk (1980): 

 

 

2'

  

* +
2 2

3
3

32
e

e

r r

r r
'

"
# $

2
4cos

r
'

#
                      (7.6) 

 

e

      

 

* +
2 2 2

3
4 4cos

2
e

e

e

r r r

r
' '

# #
# $         (7.7) 

 

 Sendo os valores do comprimento  'e calculados por: 

 2 cer r r r r

4r
   

 

 de re e 

 

2 2 2
1 2 1 2 2os'$ " #          (7.8)      

2
2

1

s e

r
en sen

r
' '$ #                          (7.9) 

 Nas Equações (7.6) ) são de ados do s. Deve-se 

lecionar os valores reais e os valores correspondentes ao mecanismo estudado. 

  As velocidades angulares 

     

 

 a (7.9 termin is valore tomar cuidado em 

se

3(  e 4(  podem ser determinadas igualando-se as partes 

reais e imaginarias da Eq. (7.4): 

 

  2 2 2 3 3 3 4 4 4r sen r sen r sen, ' , ' ," $ '                  (7.10) 

  2 2 2 3 3 3 4 4 4cos cos cosr r r, ' , ' ," $  '                (7.11) 

 

  Multiplicando-se a Eq. (7.10) por 4cos'  e a Eq. (7.11) por 4sen' tem-se: 

 

  2 2 2 4 3 3 3 4 4 4 4 4cos cos cosr sen r sen r sen, ' ' , ' ' , '" $  '             (7.12) 

  42 2 2 4 3 3 3 4 4 4 4cos cos cosr sen r sen r sen, ' ' , ' ' , ' '" $                (7.13) 
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  Subtraindo-se a Eq. (7.12) de (7.13) obtém-se: 

 

  

* + * +

* + * +

2 2 2 4 2 4 3 3 3 4 3 4

2 2 4 2 3 3 4 3

cos cos cos cos 0

0

r sen sen r sen sen

r sen r sen

, ' ' ' ' , ' ' ' '

, ' ' , ' '

# " # $

# " # $

   (7.14) 

 

  Que isolando 3( obtém-se: 

 

 
* +

* +
4 22

3 2
3 4

senr

r sen 3

' '
, ,

' '

#
$ #

#
                   (7.15) 

 

  De modo semelhante tem-se: 

 

  
* +

* +
3 22

4 2
4 3

senr

r sen 4

' '
, ,

' '

#
$

#
                            (7.16) 

   

  As acelerações angulares podem ser determinadas a partir da Eq. (7.5), igualando-se as 

partes reais e imaginárias de ambos os lados da igualdade que após manipulações matemáticas 

obtêm-se: 

 

 
- .

* +

2 2
2 2 4 2 2 2 4 2 3 3 4 3 4 4

3
3 4 3

( ) cos( ) cos( )r sen r r r

r sen

2) ' ' , ' ' , ' ' ,
)

' '

# # " # " # #
$

#
         (7.17) 

 

 
- .

* +

2 2
2 2 3 2 2 2 3 2 4 4 3 4 3 3

4
4 3 4

( ) cos( ) cos( )r sen r r r

r sen

2) ' ' , ' ' , ' ' ,
)

' '

# # # " # #
$

#
         (7.18) 

 

  Com a determinação dos valores das velocidades angulares e acelerações angulares, 

pode-se determinar as velocidades e aceleraçõe  lineares de qualquer ponto do mecanismo.  

  Para a análise dinâmica do mecanismo de quatro barras são necessárias a determinação 

das acelerações dos centros de massa das barras que é realizado com o auxilio da Fig. 7.11. 

s
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Figura 7.11 – Cálculo das acelerações dos centros de massa. 

 

  A aceleração do centro de massa da barra 2, Ag2, pode ser determinada a partir da 

derivada segunda do vetor posição do centro de massa da barra 2, rg2:   

 

  rg2 * +2
2 2 2 2cosi

g gr e r i sen' ' '$ $ "                  (7.19) 

  Vg2 * +2
2 2

i

gr i e ',$                    (7.20) 

  Ag2 * +* +22
2 2 2

i

gr i e ') ,$ #                    (7.21) 

 

  Pode-se decompor a Eq. (7.21) em suas partes: real, Ag2x e imaginária Ag2y como: 

 

  Ag2x 
2

2 2 2 2 2 2cosg gr sen r) ' ( '$ # #                   (7.22) 

  Ag2y 
2

2 2 2 2 2 2cos sg gr r en) ' ( '$ #                   (7.23) 

 

  A intensidade de Ag2 pode ser calculada por Ag2 = * + * +
2 2

2 2g x g yA A"  e sua direção 

definida por /2, por 
2

2
g y

2g x
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A
tg

A
/ $ . 

 



 

  A aceleração do centro de massa da barra 3, Ag3, é calculada por: 

 

  rg3 
32

2 3
ii

gr e r e
''$ "                   (7.24) 

  Vg3 * + * +32
2 2 3 3

ii

gr i e r i e '', ,$ "                  (7.25) 

  Ag3 * +* + * +* +322 2
2 2 2 3 3 3

ii

gr i e r i e '') , ) ,$ # " #                 (7.26) 

 

  Da mesma forma, pode-se decompor a Eq. (7.26) em suas partes: real, Ag3x e 

imaginária Ag3y como: 

 

  Ag3x 
2 2

2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3cos cosg gr sen r r sen r) ' ( ' ) ' ( '$ # # # #               (7.27) 

  Ag3y 
2 2

2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3cos s cosg gr r en r r sen) ' ( ' ) ' ( '$ # " #               (7.28) 

   

  A intensidade de Ag3 pode ser calculada por Ag3 = * + * +
2 2

3 3g x g yA A"  e a sua direção 

por /3, por 
3

3
3

g y

g x

A
tg

A
/ $ . 

  Com procedimento análogo podem-se calcular os valores das partes: real, Ag4x e 

imaginária Ag4y como: 

 

  

2 2
g4x 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

2
4 4 4 4 4 4

A cos cos

cosg g

r sen r r sen r

r sen r

) ' ( ' ) ' ( '

) ' ( '

$ # # # #
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              (7.29) 

  

2 2
g4y 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3

2
4 4 4 4 4 4

A  cos s cos

cosg g

r r en r r sen

r r sen

) ' ( ' ) ' ( '

) ' ( '

$ # " #

# "
              (7.30) 

 

  Finalmente, a intensidade de Ag4 pode ser calculada por Ag4 = * + * +
2 2

4 4g x g yA A"  e 
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sua direção dada por /4, por 
4g y

4
4g x

tg
A

/ $
A . 

 



 

7.4.2. Modelagem Dinâmica do Mecanismo de Quatro Barras 
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nectados por articulações livres de atrito e folgas. Supondo 

nâmico. As forças de inércia representam a carga 

inetos

 A modelagem dinâmica do mecanismo de quatro barras é realizada utilizando-se da 

análise cinetostática de mecanismos. Para esta análise é considerado que o mecanismo é 

composto por segmentos rígidos co

o mecanismo restrito a movimentar-se no plano horizontal, de forma que o efeito 

gravitacional não influencia na análise e que as acelerações lineares e angulares podem ser 

determinadas seguindo o procedimento do item 7.4.1, pode-se determinar as forças de reação 

nas articulações em função das forças de inércia e momentos de inércia do mecanismo, 

utilizando-se o conceito de equilíbrio di

c tática do mecanismo e pode ser calculada pela Eq. (7.31): 

  

  * + * +ji

Oj j g jF m A e
/ 0"

$    (j = 1 a n)                    (7.31) 

 
 
  Onde Foj representa a força de inércia agindo no segmento j; mj representa a massa do 

segmento; /  define a direção da aceleração A , do centro de massa do segmento e n é o 

número de s

j gj

egmentos. A força de inércia possui direção contrária ao vetor da aceleração do 

tro barras para uma posição genérica com 

centro de massa, (/j +0). 

  A Figura 7.12 apresenta o mecanismo de qua

as forças de inércias em suas respectivas posições. 

 

 

Figura 7.12 – Forças de inércia para o mecanismo de quatro barras (Erdman e Sandor, 1991). 
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 O torque de inércia, TOj, pode ser calculado pela Eq. (7.32):  

 

  Oj j jT I )$#                                 (7.32) 

nde Ij segmento j e )j é a aceleração 

ngular do segmento j. O torque de inércia age em sentido oposto ao da aceleração angular. 

  

matrici  corpo livre de cada segmento do mecanismo, as 

forç  

(Erdma

escreve

 

 

o  é o momento de inércia em torno do centro de massa do 

a

A análise dinâmica é realizada utilizando-se a análise cinetostática com o método 

al que considera que no diagrama de

as de inércia e torque de inércia são assumidas atuando no centro de massa, Fig. 7.13 

n e Sandor, 1991). Então, para o diagrama de corpo livre de cada segmento pode-se 

r as três equações de equilíbrio: 1 Fx = 0; 1 Fy = 0 e 1 TOj = 0. 

        

    (a)                   (b) 

 

(c) 

igura 7.13 – Diagrama de corpo livre do mecanismo de quatro barras. (a) barra 2; (b) barra 3; 

(c) barra 4 (Erdman e Sandor, 1991). 

F
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 Da Figura 7.13 (a), para o segmento 2, pode-se escrever: 

                   (7.33) 

                    (7.34) 

  Considerando o mo s o torque de acionamento 

-se: 

T F r sen F r F r r sen F r r

 

 

12 32 2 0x x O xF F F" " $   

12 32 2 0y y O yF F F" " $  

 

mento positivo no sentido horário e T

tem

 

2 12 2 2 12 2 2 32 2 2 2 32 2 2 2O s x g y g x g y gT cos ( ) ( ) cos 0' ' ' '" " # # # " # $       (7.35) 

 Para o segmento 3, Fig. 7.13 (b): 

         (7.37) 

 

 

 

  23 43 3 0x x O xF F F" " $                    (7.36) 

  23 43 3 0y y O yF F F" " $           

3 23 3 3 23 3 3 43 3 3 3 43 3 3 3cos ( ) ( ) cos 0O x g y g x g y gT F r sen F r F r r sen F r r' ' '" # # # " # ' $          (7.38) 

F F F" " $                    (7.39) 

            (7.40) 

0F r r sen F r r T F r sen F r

 

 

  Pelo diagrama de corpo livre do segmento 4, Fig. 7.13 (c):  

 

  34 14 4x x O x

  34 14 4 0y y O yF F F" " $        

0

4 34 4 4 4 34 4 4 4 14 4 4 14 4 4( ) ( ) cos cosO x g y g L x g y gT ' ' ' '# # " # " " # $      (7.41) 

epresenta o torque devido ao carregamento externo. 

 As Eqs. (7.33) a (7.41) representam um sistema de nove equações que descrevem, para 

o das 

rças e momentos em cada segmento em movimento. As variáveis a serem determinadas são 

, F23y, F34x, F34y, F14x e F14y nas articulações e o torque de 

cionamento Ts. Da terceira lei de Newton tem-se que: 

 

  Onde TL r

 

cada configuração instantânea do mecanismo de quatro barras, o equilíbrio dinâmic

fo

as reações de apoio F12x, F12y, F23x

jkx kjxF F$ # . Desta forma, pode-se a

reescrever o sistema de Eqs. (7.33) a (7.41) isolando-se os termos conhecidos à direita e as 

variáveis a serem determinadas à esquerda: 
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 23                    

  2 12 23O x x xF F F$ # "         

2 12O y y yF F F$ # "   

  2 12 2 2 12 2 2 23 2 2 2 23 2 2 2cos ( ) ( ) cosO x g y g s x g y gT F r sen F r T F r r sen F r r' ' ' '$ # " # # # " #        

  3 23O x x xF F F$ # "  34                    

 34                   (7.42) 3 23O y y yF F F$ # "   

  3 23 3 3 23 3 3 34 3 3 3 34 3 3 3cos ( ) ( )cosO x g y g x g y gT F r sen F r F r r sen F r r' ' ' '$ # " # # " #           

                    4 34O x x xF F F$ # #  14

  4 34 14O y y yF F F$ # #                     

  4 34 4 4 4 34 4 4 4 14 4 4 14 4 4( ) ( ) cos cosO x g y g x g y g LT F r r sen F r r F r sen F r T' ' ' '$ # # # # " #       

 

  O sistema de equações (7.42) pode ser escrito em formato matricial para resolução 

 

computacional: 

 

2 3 2 32 3D BF L F$                     (7.43) 

 valores conhecidos das forças de inércia e os torques, 

primento dos segmentos e os valores dos ângulos 

 Para resolver a Eq. (7.43) pode-se aplicar técnicas de manipulação de matrizes.          

 

sendo [F ] um vetor coluna contendo osD

[L] é uma matriz quadrada contendo o com

e, [FB] é um vetor coluna contendo os valores desconhecidos das forças de reações nas 

articulações e o torque de acionamento necessário. 

 

Multiplicando-se ambos os lados da Eq. (7.43) pela inversa da matriz [L] tem-se: 

 

  2 3 2 3 2 3 2 32 3
1 1

D BL F L L F$                     (7.44) 

 

# #

nde 2 3 2 3 2 3
1

L L I
#

$  e [I] é a matriz identidade. Desta forma chega-se em: o

 

  2 3 2 3 2 3
1

F L F
#

$                    (7.45) B D

 

   



 

7.5. Exemplo Numérico Aplicado ao Mecanismo de quatro barras Simétrico 

 

  Para verificar a metodologia proposta foi realizado o cálculo do modelo dinâmico do 

mecanismo de quatro barras simétrico, Fig. 7.14. 

 

 
 

Figura 7.14 – Mecanismo Plano de Quatro Barras Simétrico. 
 

  Os parâmetros utilizados no modelo numérico são: l = 0,2 m; o segmento  é a base 

fixa; os segmentos  são iguais e possuem massas de m2 = m4 = 0,15 e 7 kg e seção 

ansversal quadrada de 0,01m x 0,01m; o segmento  possui massa de m3 = 0,314 kg e 

FO2x = m2 Ag2 cos( 2 + 0); 

O3  = -I3 !3; 

O4x = m4 Ag4 cos( 4 + 0); 

FO4y = m4 Ag4 sen( 4 + 0); 

tr

seção transversal quadrada de 0,01m x 0,01m.  

  Os valores das forças de inércia, Eq. (7.31), e torques de inércia, Eq. (7.32), são dados 

por: 

 

 FO2y = m2 Ag2 sen( 2 + 0); 

 TO2  = -I2 !2; 

 FO3x = m3 Ag3 cos( 3 + 0); 

 FO3y = m3 Ag3 sen( 3 + 0);                                                   (7.46) 
 T

 F

 

 TO4  = -I4 !4; 
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 Os valores dos momentos de inércia de massa em torno do eixo do centro de gravidade 

 

 

podem ser calculados pela Eq. (7.47): 

   

* +2 2
j j jm h L"

 
12jI $                    (7.47) 

As acelerações lineares dos centros de massa podem ser calculadas pelas Eqs. (7.22) a 

.30). Para os cálculos foi considerado o valor da velocidade angular do segmento 

 

onde hj e Lj são as dimensões da seção transversal do segmento. 

  

(7  sendo 

constante e igual a 2,  = 15 rpm. 

  Substituindo os valores na Eq. (7.45) obtêm-se os valores das reações de apoio nas 

articulações.  

  Os resultados do modelo dinâmico analítico do mecanismo de quatro barras simétrico 

o de quatro barras simétrico 

rça de reação nesta 

foram confirmados através do desenvolvimento de um modelo computacional tri-dimensional 

utilizando-se do software VisualNastran 4D®. 

 Supondo uma folga de 1 mm na articulação do mecanism

correspondente ao ponto B, Fig. 7.14, e sabendo-se a direção da fo

articulação é possível, a partir da Eq. (7.2), calcular a influência da folga nas direções x e y. 

Como a articulação correspondente ao ponto D, Fig. 7.14, é considerada isenta de folga, o 

segmento  apresentará uma rotação 4, que pode ser calculada pelo modelo cinemático 

onsiderando a folga, conforme Fig. 7.15. c

 

Figura 7.15 – Calculo da rotação do segmento . 
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ações de apoio nas articulações são todos conhecidos. 

Portanto, em função da variação do ângulo de entrada '2 é possível calcular, para cada 

ecanismo, isto é, as variações lineares e angulares devido à folga, são 

madas aos deslocamentos flexíveis do modelo proposto utilizando-se o MSA. Assim, a 

nálise final considera tanto a flexibilidade dos segmentos e articulações obtidos a partir do 

locamentos 

exíveis do modelo MSA quando da aplicação de uma força Fy = 50 N, aplicada no centro da 

mando os efeitos dos deslocamentos flexíveis e o efeito da 

lga.  

lo dos deslocamentos flexíveis são realizados para uma 

onfiguração estática. Como as folgas nos sistemas multicorpos são pequenas, esta variação 

Deve-se destacar que o procedimento anterior pode ser aplicado para mais de uma 

folga, pois os ângulos das re

 

instante, as novas posições dos pontos do mecanismo com folga. Desta forma, a influência na 

configuração do m

so

a

modelo MSA, como a influência das folgas calculadas com o auxilio do modelo dinâmico.  

A Figura 7.16(a) mostra para o ângulo '2 = 30º o resultado dos des

fl

biela; a Fig. 7.16(b) mostra a variação da configuração da estrutura em função da folga de 10 

mm na articulação B (folga exagerada para efeito de visualização) e, finalmente, a Fig. 7.16(c) 

mostra a configuração final so

fo

 Deve-se destacar que, considerando no modelo MSA a nova configuração dos nós 

devido à folga, os resultados numéricos apresentaram alterações desprezíveis. Isto já era 

esperado, pois na análise MSA o cálcu

c

no modelo não foi significativa.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

(a) 

 

(b) 
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(c) 

Figura 7.16 – Mecanismo de Quatro Barras: (a) cálculo MSA; (b) consideração da folga; 
                      (c) modelo final.  
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o foi realizado o estudo da influência das folgas nos sistemas 

ulticorpos planos. Foi proposto também um modelo de inclusão da folga no cálculo da 

A influência da folga foi determinada a partir do modelo dinâmico do sistema que, em 

 as 

ovas posições dos nós do mecanismo em consideração 

o atualizadas, permitindo determinar a influência das folgas na acuracidade do sistema. Este 

do sistema leva em 

onsideração tanto a flexibilidade dos segmentos e articulações como a influência das folgas 

  

  

7.6. Conclusões 

 

 Neste Capitul

m

acuracidade do sistema. 

 A folga, por menor que seja, prejudica a acuracidade do sistema, causando alterações 

no comportamento da estrutura. 

 

função da direção das forças de reações, foi possível determinar o ponto de contato entre

peças que formam a articulação. As n

sã

resultado foi somado aos deslocamentos flexíveis obtidos com o modelo MSA. 

 Desta forma, o sistema final para determinar a acuracidade 

c

nas articulações. 
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Neste Capítulo são apresentados a bancada de testes e os testes experimentais 

alizados para validar o modelo MSA proposto nesta tese. 

.1. Bancada de Testes 

or uma base rígida que permite a montagem de diversas 

struturas para a realização dos testes experimentais. Para medir os deslocamentos flexíveis 

metro com resolução de 

,02 mm e curso de 600 mm foi utilizado para o correto posicionamento do relógio 

ém um inclinômetro digital, com resolução de 0,1º, para o nivelamento do 

stema de medição, um porta peso e pesos, permitindo a aplicação de cargas estáticas e uma 

mentos engastados em suas extremidades e unidos 

or uma articulação esférica, Fig. 8.2, simulando uma perna da estrutura paralela 6-R

 

 

 

CAPÍTULO VIII 

TESTES EXPERIMENTAIS 

 

re

 

 

8

 

 Na Figura 8.1 é apresentado o esquema da bancada de teste utilizada nos experimentos 

de validação. Ela é composta p

e

foi utilizado um sistema composto por um relógio comparador, com resolução de 1 5m e 

curso de 1 mm, fixado em uma guia prismática de precisão. Um paquí

0

comparador ao longo do segmento, permitindo verificar a posição de aplicação das cargas. Foi 

utilizado tamb

si

balança digital com resolução de 2 gramas para calibração dos pesos. 

 Os testes realizados para verificação dos resultados numéricos foram feitos para uma 

estrutura fechada constituída por dois seg

p SS. Esta 

 de elasticidade E = 2,17e
11

 N/m
2 e seção circular uniforme 

mm. 

 

montagem permite a aplicação de cargas concentradas ao longo do segmento horizontal e sua 

montagem na bancada de testes está apresentada nas Figs. 8.3 e 8.4. Os segmentos são 

construídos em aço com módulo

de 6,1 



 

 

 

Figura 8.1 – Esquema da Bancada de Testes. 

 

Figura 8.2 – Análise dos deslocamentos flexíveis. 

 164



 

 

 

Figura 8.3 – Bancada de Testes. 
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Figura 8.4 – Detalhes do aparato experimental  
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gas: de 0,750 kg; 1,002 kg e 1,250 kg,    medindo-

 ao longo do segmento horizontal o deslocamento flexível na direção do eixo y. O modelo 

8.2. Testes Experimentais 

 

 Foram realizados testes para três car

se

numérico foi obtido utilizando-se do método MSA, conforme Fig. 8.5, e implementado com o 

software MatLab6, apresentado no Anexo IV.  

 

 

 

Figura 8.5 – Modelo MSA do modelo experimental. 

 

entais. 

 

 As Tabelas 8.1 a 8.3 e as Figs. 8.6 a 8.8 apresentam os resultados obtidos nos testes 

experimentais. No Anexo III são apresentados o planejamento estatístico e todos os resultados

experim
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ão da carga aplicada de   
,750 kg ao longo do segmento horizontal. 

 

Tabela 8.1. Deslocamento flexível na direção y do nó 2 em funç
0
 

Deslocamento flexível do nó 2 em y [mm]    

Posição da Teórico Experimental Erro (%) 

 

aplicação da (MSA) (média) 
carga em x [mm] [mm] [mm] 

30 -0,004 -0,0040 0 

45 -0,011 -0,0102 7,27  

 
60 -0,022 -0,0230 4,55 

75 -0,037 -0,0364 1,62 

90 -0,054 -0,0536 0,7 
105 -0,073 -0,0724 0,82 

 

 

120 -0,091 -0,0898 1,32 

135 -0,107 -0,1114 4,11 

150 -0,119 -0,1166 2,02 

 

 

 165 -0,126 -0,1222 3,02 

180 -0,126 -0,1204 4,44 

195 -0,120 -0,

 

 1150 4,17 

210 -0,107 -0,1052 1,68  
225 -0,088 -0,0836 5 
240 -0,066 -0,0640 3,03 

 

 

 

Figura 8.6 – Gráfico do deslocamento flexível correspondente a Tab. 8.1. 
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 Tabela 8.2. Deslocamento flexível na direção y do nó 2 em função da carga aplicada de   
1,002 kg ao longo do segmento horizontal. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.7 – Gráfico do deslocamento flexível correspondente a Tab. 8.2. 

m]    Deslocamento flexível do nó 2 em y [m

Posição da Teórico Experimental Erro (%) 
aplicação da 

carga em x [mm] 
(MSA) 
[mm] 

(média) 
[mm] 

30 -0,005 -0,0060 20 

45 -0,014 -0,0152 8,57 

60 -0,029 -0,0300 3,45 

75 -0,049 -0,0496 1,22 

90 -0,072 -0,0710 1,39 
105 -0,098 -0,1044 6,53 

120 -0,122 -0,1240 1,64 

135 -0,143 -0,1406 1,68 

150 -0,159 -0,1566 1,51 

165 -0,168 -0,1624 3,33 

180 -0,169 -0,1636 3,19 

195 -0,160 -0,1596 0,25 

210 -0,143 -0,1422 0,56 

225 -0,118 -0,1176 0,34 
240 -0,088 -0,0812 7,73 
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 Tabela 8.3. Deslocamento flexível na direção y do nó 2 em função da carga aplicada de  
1,250 kg ao longo do segmento horizontal. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 8.8 – Gráfico do deslocamento flexível correspondente a Tab. 8.3. 

amento flexível do nó 2 em y [mm]    Desloc

Posição da Teórico Experimental Erro (%) 
aplicação da 

carga em x [mm] 
(MSA) 
[mm] 

(média) 
[mm] 

30 -0,006 -0,0074 23,33 

45 -0,017 -0,0182 7,06 

60 -0,036 -0,0380 5,56 

75 -0,061 -0,0618 1,31 

90 -0,090 -0,0926 2,89 
105 -0,121 -0,1186 1,98 

120 -0,152 -0,1498 1,45 

135 -0,179 -0,1764 1,45 
150 -0,199 -0,1916 3,72 

165 -0,210 -0,2052 2,29 

180 -0,211 -0,2038 3,41 

195 -0,200 -0,1974 1,30 

210 -0,178 -0,1708 4,05 

225 -0,147 -0,1420 3,40 
240 -0,110 -0,1074 2,36 
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 impossibilidade de se obter um engastamento perfeito e 

ela impossibilidade de garantir que o ponto de aplicação da força fosse exatamente o mesmo 

ambém fornece resultados coerentes com a parte experimental.   

 Pode-se verificar pelas Tabs. 8.1 a 8.3 que os erros entre os valores obtidos pelo 

método MSA e os experimentais são pequenos. Os maiores erros aconteceram próximo ao 

engastamento. Isto era esperado pela

p

ponto de medição do deslocamento. Dos resultados obtidos pode-se verificar que o método 

MSA apresentado nesta tese, além de ser de fácil entendimento, implementação e 

padronização, t
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.1. Conclusões 

brinquedos, entre outras. Porém podem apresentar 

acuracidade e desempenho dinâmico para sistemas 

ulticorpos, principalmente robôs, máquinas de usinagem de altíssima rotação e sistemas 

istência, projetados com a finalidade de reduzir as dimensões do projeto e o peso do 

stema final. A melhoria da acuracidade depende de diversos fatores tais como os erros 

ra 

ossam existir dentro do espaço de trabalho do sistema multicorpo permite a aplicação de um 

 diversos tipos de estruturas 

a visualização dos problemas de rigidez e singularidades existentes 

estas estruturas. 

e quando comparadas com as estruturas 

bóticas seriais. No entanto, isto nem sempre pode ser verificado para todas as estruturas 

vibrações indesejáveis.  

CAPÍTULO IX 

CONCLUSÕES 

 

9

 

 Os sistemas multicorpos são de grande importância por serem utilizados nas mais 

variadas aplicações como, por exemplo, em robótica, máquinas de usinagem, sensores, 

simuladores de vôo e de terremotos, 

problemas de acuracidade e singularidades. 

  A importância crescente da alta 

m

automáticos de manipulação e montagem, têm aumentado o uso de materiais de baixo peso e 

alta res

si

dimensionais, do sistema de controle, folgas e rigidez da estrutura. Assim, na otimização de 

projetos de sistemas multicorpos, quando associada com a sua acuracidade, a rigidez tem 

aspecto muito importante. Além disso, o conhecimento das singularidades que porventu

p

sistema de controle mais simples e confiável.   

   Nos primeiros capítulos desta tese foram descritos

robóticas, dando maior atenção às estruturas paralelas com o objetivo de apresentar sua 

diversidade e permitindo 

n

  Devido à sua constituição diversos autores afirmam que as estruturas robóticas 

paralelas são rígidas, apresentando maior acuracidad

ro

paralelas, a falta de rigidez em alguns casos limita o espaço de trabalho da estrutura, e 

podendo provocar 
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 Assim, nesta Tese, o estudo da rigidez e das singularidades das cadeias cinemáticas 

las.  

Dos trabalhos presentes na literatura conclui-se que as metodologias de cálculo da 

 dos 

gmentos ou das articulações são desprezadas. Da mesma forma, as folgas nas articulações 

ndido a outras estruturas.  

 Dentre os trabalhos estudados não foi encontrado nenhum que apresentasse uma 

 primeiro que faz esta comparação, além de mostrar as dificuldades e 

antagens de cada método.    

aior padronização para obter a matriz de rigidez do sistema, pois possibilita a completa 

tegralização entre todas as fontes de flexibilidade como segmentos das mais variadas formas 

m divididas em partes, sendo compostas 

asicamente por segmentos e articulações que podem ser passivas ou ativas. Assim, a 

r as matrizes de rigidez dos segmentos 

links”) e, por meio de catálogos ou mesmo de testes experimentais é possível determinar os 

 como um todo. A obtenção desta 

atriz de rigidez leva em consideração o modelo cinemático da estrutura robótica que, nesta 

entação computacional, sem a necessidade de, por exemplo, calcular derivadas 

ue são necessárias nos outros modelos de análise de rigidez, principalmente nos métodos 

derivados da matriz Jacobiana. 

  

fechadas foi realizado com o intuito de contribuir para elucidar os problemas associados à 

modelagem das estruturas robóticas parale

matriz de rigidez são, na grande maioria, modelos simplificados em que as flexibilidades

se

também são desprezadas. Além disso, os métodos de análise de rigidez são formulados para 

uma determinada estrutura, muitas vezes não podendo ser este

comparação efetiva entre as principais formas de análise de rigidez. Neste aspecto, pode-se 

dizer que este é o

v

 Das metodologias estudadas para a análise de rigidez, o método MSA é o que permite 

uma m

in

e articulações ativas e passivas.  

 O método MSA é aplicado ao sistema multicorpo através de sua discretização que, no 

caso das estruturas robóticas, já se apresenta

b

aplicação do método MSA torna-se relativamente simples em função dos elementos 

constitutivos da estrutura robótica. Conhecendo a geometria, propriedades mecânicas e 

dimensões dos componentes é possível determina

(“

parâmetros de rigidez das articulações. A partir destes dados é possível montar a matriz de 

rigidez da estrutura e, consequentemente determinar os deslocamentos flexíveis dos 

segmentos, das articulações bem como da estrutura robótica

m

Tese, é feita a partir do conhecimento das coordenadas dos nós.  

Outra grande vantagem da modelagem MSA é trabalhar com matrizes, o que permite a 

fácil implem

q
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a multicorpo. 

O método FEA é útil para efeitos de comparação dos resultados numéricos e/ou 

quer grande 

sforço computacional pois, como a rigidez depende da configuração, é necessário, para cada 

 Tese também foi realizado o estudo das singularidades das estruturas robóticas e 

a correlação com a rigidez. O principal método utilizado para determinação das 

uturas paralelas associando 

 método MSA e números condicionais. Desta forma, conforme proposto, é possível realizar o 

lga no cálculo da acuracidade 

o sistema, visto que a folga, por menor que seja, prejudica a acuracidade do sistema, 

eterminada com o auxilio do modelo 

inâmico. Em função da direção das forças de reações, obtidas a partir do modelo dinâmico, é 

idos com o modelo MSA. 

Testes experimentais foram realizados verificando a validade do modelo proposto 

etodologia sistemática, formulada com 

ase na análise matricial de estruturas (MSA), para a análise de rigidez de sistemas 

 A forma como a articulação foi modelada, na metodologia MSA, é uma das 

contribuições desta tese. Sua grande vantagem é a fácil visualização do efeito físico da 

articulação no sistem

 

experimentais mas, quando envolvem algum programa comercial de análise, re

e

posição específica, realizar a construção de um novo modelo de elementos finitos, 

inviabilizando o mapeamento da rigidez. 

 Nesta

su

singularidades, presente na literatura, envolve o cálculo da matriz Jacobiana. Nesta Tese foi 

apresentado um novo método de análise das singularidades das estr

o

mapeamento da rigidez do sistema multicorpo simultaneamente com o cálculo das posições 

singulares. 

  Foi proposto também um modelo de consideração da fo

d

causando alterações no seu comportamento. 

 A influência da folga no sistema multicorpo foi d

d

possível determinar o ponto de contato entre as peças que compõem a articulação. As novas 

posições dos nós do mecanismo são consideradas para o cálculo dos deslocamentos. Assim, 

determina-se a influência das folgas na acuracidade do sistema. Este resultado foi adicionado 

aos deslocamentos flexíveis obt

 

utilizando-se do método MSA. Para a validade dos resultados experimentais foi realizado um 

planejamento estatístico adequado. 

Desta forma, nesta Tese foi apresentada uma m

b

multicorpos que permite uma completa integralização dos principais efeitos que prejudicam a 

acuracidade dos sistemas multicorpos: segmentos, articulações e a presença de folgas. 
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s de estudos futuros estão descritas a seguir. 

is. 

7 Desenvolvimento de um software para modelagem da acuracidade de sistemas 

elos cinemáticos e dinâmicos de várias estruturas robóticas presentes 

na literatura. 

erimentais. 

7 Desenvolvimento de um equipamento de medição, com seis graus de liberdade, para 

9.2. Sugestões de Temas para Pesquisas Futuras 

 

 As sugestõe

 

7 Aplicação do modelo MSA proposto nesta Tese em diversas estruturas robóticas, com 

os respectivos testes experimenta

multicorpos, a partir do modelo MSA desenvolvido nesta Tese, contendo em sua 

biblioteca os mod

7 Desenvolvimento de programas de otimização de sistemas multicorpos considerando a 

acuracidade do sistema e singularidades a partir do modelo MSA desenvolvido nesta 

Tese. 

7 Desenvolvimento de índices de performance de rigidez. 

7 Consideração das folgas nas articulações para estruturas robóticas tridimensionais com 

a realização de testes exp

avaliação experimental da acuracidade de sistemas multicorpos. 
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ANEXO I 

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA UTILIZANDO O 

MÉTODO MSA 

Para ilustrar o procedimento de montagem da matriz de rigidez da estrutura é 

apresentado o procedimento para obter a matriz de rigidez local de uma mola e, 

posteriormente, o procedimento para obter a matriz de rigidez de um sistema formado por 

duas molas. Este exemplo é apresentado com o objetivo de mostrar o princípio de montagem 

da matriz de rigidez de um sistema composto por diversos elementos. Posteriormente é 

aplicado o procedimento de montagem da matriz de rigidez para o caso de uma estrutura 

for ada por dois segmentos e uma articulação. 

Na Figura A.1(a) é representado o diagrama de corpo livre de uma mola. O elemento 

mola é composto por dois nós e k representa a sua constante de rigidez que permite, a partir da 

lei de Hook, relacionar a força  f  com o deslocamento u. Na Figura A.1(b) a mola está 

com rimida, sofrendo um deslocamento u1 com u2 = 0 (mola engastada à direita). No caso da 

Fig. A.1(c) a mola está tracionada, sofrendo um deslocamento u2 com u1 = 0 (mola engastada 

à esquerda). Para os casos (b) e (c) são aplicadas à lei de equilíbrio das forças e do 

com mento do material.   

 

m

 

p

porta

 

Figura A.1 – (a) Diagrama de Corpo Livre do elemento mola; (b) nó 2 engastado; (c) nó 1 
engastado. 
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As forças nodais {f} e os deslocamentos flexíveis {u} podem ser representados, cada 

1.1) 

2
                     (A1.2) 

ças e deslocamentos flexíveis do elemento 

, como o elemento de mola tem 

 longo do seu eixo, sua matriz de rigidez é 

entos 

 
!

"
# 112 .

uk
                  (A1.3) 

m-se obter os valores dos elementos da matriz de rigidez 

tificados pela linha i e coluna j, kij, bem como definir o significado físico desses 

1.4) 

nó 1 é transferida internamente à mola, de 

stá 

 

 

um, por um vetor coluna 2x1. 
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 Tem-se que a relação entre todas as for

mola é dada pela matriz de rigidez do elemento. Neste caso

duas componentes de deslocamentos possíveis ao

de dimensão 2x2. Cabe salientar que, para um elemento qualquer com n deslocam

possíveis, a sua matriz de rigidez terá dimensão n x n. 

 Desta forma, pode-se escrever: 

 

 )($ 
kf %&*+%& 222212 uk

,'! 111 kf
$
'

  

 Na Equação (A1.3) deve

iden

coeficientes.  

 Da condição de equilíbrio, Fig. A.1(b), tem-se: 

 

 12 ff -(                      (A

 

 Do ponto de vista físico, a força aplicada no 

tal forma que a força f1 deve ser equilibrada pela força interna. Neste caso, a mola e

submetida à compressão e a força interna é negativa, podendo escrever: 
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              (A1.5)  11 .ukf (        

 

 E, como 12 ff -( , obtém-se: 

121111 kukf .(
                       (A1.7) 

,'!

0
. 1

22

12 u

k

kf
                      (A1.8) 

 

 

 

 22 .ukf -(                       (A1.6) 

 

 Como neste caso tem-se u2 = 0, da Eq. (A1.3) tem-se: 

 

0..
 0.. 221212 kukf .(

 

 Ou 
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 Substituindo os valores de f1, Eq. (A1.5), e f2, Eq. (A1.6), na Eq. (A1.8), chega-se nos 

valores de k  e k : 11 21

 

.. ukuk ( kk (
 

1211

1111

.. ukuk (-     
kk -(21

11
                    (A1.9) 

 

 De forma análoga para a Fig. A.1(c) obtém-se: 

 
kk
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(
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 Assim, a matriz de rigidez do elemento mola, K, é dada por: 

)- kk                  (A1.11) 

a matriz de rigidez é que estes representam 

 associadas a um deslocamento unitário imposto em um nó quando o outro nó é mantido 

r exemplo, k21 representa a força no nó 2 devido ao deslocamento 

2 fixo. 

mento unitário 

idez de um 

o um todo 

 relação a 

 mesmo referencial. Assim, é necessário estabelecer um sistema de referencia inercial, em 

a 

s, pois estes é que fornecerão a forma de como os elementos estão 

, o nó deve 

r em equilíbrio, isto é, a força externa aplicada ao nó e as forças aplicadas pelos elementos 

s 

entos, e estes se mantém conectados após a condição deformada, sendo que as 

os 

ponentes de deslocamento.  

dimento de montagem da matriz de rigidez da 

 sistema de duas molas associadas em série: 

 1 e 2, com rigidez ka, e mola (b) formada pelos nós 2 e 3, com 

s molas conectadas 

,2 e 3) que resultará nos 

mentos ui (i = 1, 2 e 3). 

 

"
*

#, -
(

kk
K 

+

 

 O significado físico de cada componente d

forças

fixo (deslocamento nulo). Po

unitário do nó 1, mantendo-se o nó 

 Desta forma, para qualquer tipo de elemento presente no MSA, o coeficiente kij da 

 ao deslocamatriz de rigidez representa a força no grau de liberdade i devido

imposto ao grau de liberdade j, mantendo-se os outros graus de liberdade fixos. 

 A seguir é apresentado o procedimento de montagem da matriz de rig

sistema formado por duas molas em série. 

 O primeiro ponto a destacar é que a matriz de rigidez da estrutura com

depende da matriz de rigidez de cada um de seus componentes, sempre descritos em

um

que as matrizes elementares, de cada elemento, serão descritas. Deve-se também estabelecer 

numeração dos nó

conectados entre si e onde serão transmitidos as forças e os deslocamentos. Assim

esta

nos nós devem equilibrar-se. Deve haver a compatibilidade de deslocamentos para o

elem

extremidades dos elementos conectados em um mesmo nó estão sujeitas aos mesm

com

 As Figuras A.2 a A.4 ilustram o proce

estrutura que, no caso, é representada por um

mola (a) formada pelos nós

rigidez kb. Na Figura A.3 é representado o diagrama de corpo livre das d

 

ua

no nó 2. Em cada nó pode ser aplicada uma força,  fi (i = 1

desloca



 

 

 

Figura A.2 – Sistema formado por duas molas montadas em série. 

 

 A matriz de rigidez da estrutura toda pode ser obtida a partir das matrizes de rigidez 

cada elemento de mola, Fig. A.3, pela discretização do sistema da Fig. A.2.  

de 

    

 

 

Figura A.3 – Diagrama de corpo livre das molas (a) e (b). 

as e deslocamentos flexíveis do elemento mola 

 Eq. (A.12) e do elemento de mola (b), Eq. (A.13), em formato matricial tem-se: 

 

 Escrevendo a relação entre todas as forç

(a),
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ue estar em equilíbrio e deve existir compatibilidade de 

vem ser iguais, 

)

            (A1.16) 

ação 

e caso, ocorrerá a superposição dos valores da matriz de 

presentada pelo 

 A estrutura tem q

deslocamento no nó 2, isto é, os deslocamentos no nó 2, Fig. A.2 e A.3, de

podendo-se escrever que: 

 

 fa1 = f1

 fa2 = fb2 = f2

 fb3 = f3                                                    (A1.14) 

 ua1 = u1

 ua2 = ub2 = u2

     ub3 = u3 

 

 Logo, 
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 A montagem da matriz de rigidez K da estrutura por meio de um modo prático, 

considerando as leis de equilíbrio e compatibilidade, pode ser feita a partir da identific

dos nós do sistema conforme esquematizado a seguir: os nós são representados pelas linhas e 

colunas; a matriz de rigidez K é composta pelas matrizes de rigidez de cada elemento, 

correspondendo aos seus nós. Nest

rigidez dos elementos que compartilham o mesmo nó. A superposição é re

símbolo / porque, de fato, corresponde ao somatório da constante de rigidez de cada 

elemento, Figs. A.4 e A.5. 

 



 

 

 

 obtenção da matriz de rigidez da estrutura.  Figura A.4 – Procedimento de

 

 Assim, a montagem da matriz de rigidez do sistema formado pelas duas molas é,    

Fig. A.5:  

 

Figura A.5 – Procedimento de obtenção da matriz de rigidez da estrutura.  
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a relação força versus deslocamento para a estrutura é dada 

0
 

!

"
"
#

- 2

1
.

0
u

u

kb                (A1.17) 

              (A1.18) 

 da estrutura. 

i-se que a matriz de rigidez da estrutura pode ser obtida a partir 

elemento em função de como estes elementos estão conectados, 

nós presentes no sistema. Desta 

a, a obtenção da matriz de rigidez do sistema acontece como um processo de 

s.  

cional, 

e uma estrutura. 

atriz de rigidez é o produto da quantidade de nós pelo número 

 

 Logo, conforme Eq. (4.8), 

por: 
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 2 kkkf
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 Ou de uma forma compacta: 

 

  {f} = [K] {u}     

 

 Onde K é a matriz de rigidez

 

 Da Figura A.4 conclu

da matriz de rigidez de cada 

sendo a forma de conexão fornecida pela numeração dos 

form

“superposição” das matrizes dos elemento

 

 O segundo exemplo visa apresentar um método prático, para aplicação computa

de montagem da matriz de rigidez d

 Como a dimensão da m

de gdl de cada nó (6 gdl), o exemplo foi limitado em cinco nós, correspondendo a 30 gdl. 

Cabe salientar que esta estrutura foi utilizada na parte experimental, descrita no Capítulo VIII, 

Fig. 8.5. 

 A estrutura é composta por dois segmentos engastados e conectados por uma 

articulação esférica, conforme esquema da Fig. A.6(a). 

 Para considerar a aplicação de uma força externa no segmento horizontal, ele foi 

dividido em duas partes. Assim, o modelo da Fig. A.6 passa a ser formado por três segmentos 

e uma articulação esférica: o primeiro segmento é formado pelos nós 1 e 2; o segundo 

segmento é formado pelos nós 2 e 3 e o terceiro segmento pelos nós 4 e 5; a articulação é

formada pelos nós 3 e 4 e os nós 1 e 5 correspondem aos engastes, Fig. A.6(b). 



 

 

 

(a) 

 

(b) 

ura A.6 – a) Modelo experimental; b) Modelo MSA de uma estrutura formada por trêsFig  

mentos e uma articulação esférica. 

ze graus de liberdade no total, isto é, 

ibilidades de deslocamentos flexíveis 

1yi, 1zi) e deslocamentos flexíveis 

e ao número do nó, Fig. A.7. 

seg

 

 Cada segmento, formado por dois nós, possui do

seis gdl para cada nó. Os graus de liberdade são as poss

correspondentes aos deslocamentos flexíveis lineares (1xi, 

angulares (2xi, 2yi, 2zi), sendo o sub-indice i correspondent
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Figura A.7 – Segmento 1-2 formado pelos nós 1 e 2, com os deslocamentos flexíveis 

 

 Da mesma forma, a articulação representada pelos nós 3 e 4, possui doze graus de 

liberdade conforme Figura A.8. 

 

correspondentes. 

 

 

Figura A.8 – Articulação formada pelos nós 3 e 4, com os deslocamentos flexíveis 

correspondentes. 

 

Cada segmento e articulação possuem uma matriz de rigidez escrita em relação ao 

referencial local, conforme Eqs. 4.5 e 4.10, respectivamente. Estas matrizes têm que ser 

escritas em relação ao referencial inercial. Para isto, em função das coordenadas dos nós, 

pode-se utilizar as Eqs. (4.24) a (4.27).  

A montagem da matriz de rigidez é realizada por um processo de superposição em 

função dos nós e de seus graus de liberdade, sendo então, independente do referencial 

utilizado. Cada grau de liberdade recebe um número para sua identificação e, 

preferencialmente, de forma seqüencial crescente: 
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A partir da numeração dos gdl, pode-se m a matriz de conectividade onde, em 

cada linha é representado o número dos gdl de cada elemento. Desta forma, a matriz de 

conectividade, mat_conect, é dada por: 

1 2

7 8 9 10 11 6 17 18 2 3
_

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 3 4

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 4 5

o

segmento
mat conec

articulação

segmento

-

3 -) "(
) " 3 -
) "

3 -
 

 que, neste exemplo, totaliza 30 gdl. 

Neste caso, como o número de gdl é grande, não é possível montar a matriz de rigidez 

da mesma forma que o exemplo anterior (Figs. A.4 e A.5). Para isto é utilizada a matriz de 

1 – deslocamento flexível 1x1             
2 – deslocamento flexível 1y1

3 – deslocamento flexível 1z1            nó  1 
4 – deslocamento flexível 2x1

5 – deslocamento flexível 2y1

6 – deslocamento flexível 2z1

7 – deslocamento flexível 1x2

8 – deslocamento flexível 1y2

9 – deslocamento flexível 1z2     nó  2 
10 – deslocamento flexível 2x2

11– deslocamento flexível 2y2

12 – deslocamento flexível 2z2

13 – deslocamento flexível 

             

       

1x3             
14 – deslocamento flexível 1y3

15 – deslocamento flexível 1z3        nó  3 
16 – deslocamento flexível 2x3 

17– deslocamento flexível 2y3

18– deslocamento flexível 2z3

 

19 – deslocamento flexível 1x4             
20 – deslocamento flexível 1y4

21 – deslocamento flexível 1z4          nó  4 
22 – deslocamento flexível 2x4

23 – deslocamento flexível 2y4

24 – deslocamento flexível 2z4

25 – deslocamento flexível 1x5             

     

26 – deslocamento flexível 1y5 

27 – deslocamento flexível 1z5     nó  5 
28 – deslocamento flexível 2x5

29 – deslocamento flexível 2y5

30 – deslocamento flexível 2z5

ontar um

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 13 14 15 1

segment3, #
) "

+ *

Pode-se observar que o número total de gdl do sistema corresponde ao produto do 

número de nós por 6 gdl de cada nó
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con cti

s são representados 

s números dos gdl (1 a 30) e cada elemento pelos seus gdl correspondentes. Cada casa da 

, na região de superposição, a somatória 

ompartilham o mesmo nó. As outras casas em branco são 

e vidade porque ela fornece a indicação dos elementos, seus nós, seus gdl e quais gdl 

estão superpostos. 

Portanto, para a montagem da matriz de rigidez, nas linhas e coluna

o

matriz possui a rigidez do elemento correspondente e

da rigidez dos elementos que c

preenchidas por zeros. 

Desta forma, a matriz de rigidez da estrutura livre possui dimensão 30 x 30, Fig. A.9. 

 

Figura A.9 – Procedimento de Superposição para montagem da matriz de rigidez da estrutura. 
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sta matriz de rigidez. 

 

atriz na seguinte forma: 

 

 Assim, do exposto, a partir da matriz de conectividade é possível montar 

computacionalmente um algoritmo para a montagem de

Após a obtenção da matriz de rigidez da estrutura é necessária a aplicação das 

condições de contorno que, para este modelo, consiste no engastamento dos nós 1 e 5. Como 

no engastamento os deslocamentos são nulos, podem-se eliminar as linhas e colunas 

correspondentes aos graus de liberdade dos nós 1 e 5, ficando a m

 

Figura A.10 – Matriz de rigidez da estrutura. 

 

Deve-se destacar que nas condições de contorno pode-se também impor determinados 

deslocamentos lineares ou angulares. 

 Após a imposição das condições de contorno pode-se inverter a Eq. (A1.18)    

obtendo-se os deslocamentos flexíveis em função das forças aplicadas nos respectivos nós. 

 

  {u} = [K] 
-1

 {W}                   (A1.19) 

 

 O mesmo procedimento descrito neste Anexo I pode ser estendido para qualquer 

sistema multicorpo. 
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ANEXO II – PROGRAMAS DO CAPÍTULO V 

% programa para modelagem f l d .
les Gon s

clear all; close all; clc; mat

------------ CALCULO LICO ---- --- -- -------

E2 I1 I2 te eta 1 F1 M1 M2 V1 1
Pty A B

V1 = (l1^3/(3*E1*I1))*F1  + (l1 1*I1)*M1

%
2^3/(3*E2*I2))*F2  + l2 2* 2

I2))*F2  + (l2/ )*M2

a1 = 3/(2*l1)
a2 = (3*E2*I2*(l1*l2))/(2*E1*I1*
i1 = a1*V1 + a2*V2 % Cálculo do a ç
a3 = 3*(l2^2)/(2*l2^3)

o an  de rma da a 2 do taç

do segmento 1 na d
a deformação d gme

teta1) + V1*c ta1 po  d gme  n reç  

 = X1 + l2*cos(teta1 + i et V2 te  i ta  
ão do segmento 2 na ção ns nd efo o gme

*sin(teta1 + i1 eta2) + V2* teta1 + i1 ta  
 segmento 2 na ção Y consi ndo a defo o gme

ento da remi  (T co ação do 
egmento

YT = Y2 % deslocamento da extremidade (TIP) considerando a deformação do 
segmento

teta_t = teta1 + i1 + teta2 + i2 % deslocamento angular total

X = [XT  YT  teta_t].'

v = [V1  V2  teta1  teta2]

Jxx = jacobian(X,v) % Matriz Jacobiana 3 x 4

Jxx(2,1); Jxx_2_2= Jxx(2,2); Jxx_2_3= Jxx(2,3);Jxx_2_4= Jxx(2,4)

Jxx_3_1= Jxx(3,1); Jxx_3_2= Jxx(3,2); Jxx_3_3= Jxx(3,3);Jxx_3_4= Jxx(3,4) 

 robô lexíve  de 2 g l da Figura 5 1
% Autor: Rogério Sa çalve

for long

% ----------- SIMBO ----- ----- -----

syms l1 l2 E1
k2 k3 x1 x2 Ptx

ta1 t 2 i i2 F2 V2 i i2 k1

% ^2/2*E
%
% i1 = (l1^2/(2*E1*I1))*F1  + (l1/E1*I1)*M1

% V2 = (l  ( ^2/2*E I2)*M
%
% i2 = (l2^2/(2*E2* E2*I2

(2*l2^3
ngulo de

))
 deforma ão da barra 1 devido a rotação

i2 = a3*V2 % Cálculo d gulo  defo ção  barr  devi  a ro ão

X1 = l1*cos(teta1) - V1*sin(teta1) % posição ireção X 
considerando o se nto

Y1 = l1*sin( os(te ) % sição o se nto 1 a di ão Y
considerando a deformação do segmento

X2 1 + t a2) - *sin( ta1 + 1 + te 2)
% posiç  dire  X co idera o a d rmaçã do se nto
Y2 = Y1 + l2
% posição do

 + t
dire

cos(
dera

 + te
rmaçã

2)
do se nto

XT = X2 % deslocam ext dade IP) nsiderando a deform
s

Jxx_1_1= Jxx(1,1); Jxx_1_2= Jxx(1,2); Jxx_1_3= Jxx(1,3);Jxx_1_4= Jxx(1,4)
Jxx_2_1=
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deformacao = [V1 V2]

Js = jacobian(X,angul Matriz a v
agem ti  -   d

Jm = jacobian(X,deformaca  M  J ana ido a de ção
segmentos (derivadas em ão  - Esta parte considera o 
deslocamento devido as def ões

%------------------------- LCU UME --- ---------- ---

clear l1 l2 E1 E2 I1 I2 t tet i1 F1  M V1 1  
k2 k3 x1 x2 Ptx Pty A B L

0*(pi/180)   % o d tic o ar
teta2 = teta1 + 0*(pi/180) % angulo da icu o a r 2
E1 = 2*10^11 % [ Pa - N/m^2]  % Considerando Material AÇO
E2 = 2*10^11 % [ Pa - N/m^2]
l1 = 0.3 % [m]
l2 = 0.3 % [m]
L = 0 % Distânci o

a apl n çã z -
li na ção ica - [

eta2) + Pty*c eta
dicular ao s to [N]
ojeção da Fo ty ire erp cul  s to 

y %  Momento xtr ade egm  1 o ça 

= 0%  Momento na extremidade do segmen devido a Pty - [N*

000)/2 % Barra considera com seção transversal circular
)/4

R^4)/4
)*F1  + ^2/ 1*I1 1     ]
)*F1  + /(E ))*M       ad/

2 = (l2^3/(3*E2*I2))*F2  + (l2^2/(2*E2*I2))*M2 % [m]
i2 = (l2^2/(2*E2*I2))*F2  + (l2/(E2*I2))*M2
a1 = 3/(2*l1)
a2 = (3*E2*I2*l1*(l2+L))/(2*E1*I1*(2*l2^3 + 3*l2^2*L))
i1_compara = a1*V1 + a2*V2 % Cálculo do angulo de deformação da barra 1 
devido a rotação
a3 = 3*(l2^2 + 2*l2*L)/(2*l2^3 + 3*l2^2*L)
i2_compara = a3*V2 % Cálculo do angulo de deformação da barra 2 

%##########################################################################

% ------------- Matriz Jacobiana Numérica devido aos ângulos --------------

angulos = [teta1 teta2]

os)% Jacobi na de ido ao efeito das
articulações (Model idên ca ao TSAI)  Esta parte consi era o
deslocamento devido as articulações.

o) % atriz acobi  dev forma  dos
relaç a V1 e Ve)
ormaç .

-- CA LO N RICO ---- ----- ----

eta1 a2 i2 F2 1 M2 V2 i i2 k1

teta1 = 9  1angul a ar ulaçã angul
 art laçã ngula

a entre o pont  B e a aplicação da força
Ptx = 1 % Forç icada a dire o Hori ontal  [N]
Pty = 0 % Força ap cada dire  Vert l N]

F1 = Ptx*sin(t os(t 2) %  Projeção da Força Ptx e Pty na 
direção perpen egmen 1 - 
F2 = Pty %  Pr rça P na d ção p endi ar ao egmen 1 - 
[N]
M1 = (l2+L)*Pt  na e emid  do s ento devid a for Pty
- [N*m]
M2 to 2 força m]

R = (5/1
I1 = (pi*R^4
I2 = (pi*
V1 = (l1^3/(3*E1*I1)
i1 = (l1^2/(2*E1*I1)

 (l1
 (l1

(2*E
1*I1

))*M
1

% [m
% [r m]

V

devido a rotação
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Js11 = -l1*sin(teta1)-V1*cos(teta1)-
l2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
V2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)

Js12 = -l2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
V2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)

Js21 = l1*cos(teta1)-
V1*sin(teta1)+l2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
V2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)

Js22 = l2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
V2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)

Js31 = 1
Js32 = 1

Jl = [Js11 Js12; Js21 Js22]

ks1 = 1000
ks2 = 1000
kl = diag([ks1, ks2])

Cl = Jl*inv(kl)*Jl'

K = inv(Cl)

L = 0
teta3 = 0 % ângulo da aplicação da força se esta não fosse aplicada 
diretamente no ponto B da Figura 5.3

km1 = (3*E1*I1)/l1^3
km2 = 0

alfa = 9*l1*(l2 +L*cos(teta3))*E2^2*I2^2*(4*l1-4*l1*cos(teta2) 
+l2*L*cos(teta3))+12*E1*I1*E2*I2*(l2^3+3*L*l2^2*cos(teta3)
+3*L^2*l2*(cos(teta3))^2)

beta = E1*I1*(2*l2^3 + 3*l2^2*L*cos(teta3))^2
km3 = alfa/beta
km = diag([km1,km3])

Jm11 =  -sin(teta1)-
3/2*l2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)/l1-
3/2*V2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)/l1

Jm12 = -
3/4/l2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)*E2*I2*l1/E1/I1
-sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
3/4*V2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)*E2*I2*l1/l2^2/
E1/I1

Jm21 = 
cos(teta1)+3/2*l2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)/l1-
3/2*V2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)/l1
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Jm22 = 
3/4/l2*cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)*E2*I2*l1/E1/I1
+cos(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)-
3/4*V2*sin(teta1+3/2/l1*V1+3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1*V2+teta2)*E2*I2*l1/l2^2/
E1/I1

Jm32 = 3/4*E2*I2*l1/l2^2/E1/I1+3/2/l2

% Jm = [Jm11 Jm12; Jm21 Jm22; Jm31 Jm32]

Jm = [Jm11 Jm12; Jm21 Jm22]
Cm = Jm*inv(km)*Jm'
KM = inv(Cm)

CT = Cl + Cm

KT = inv(CT)

F = [1 0]'

F)

Jm31 = 3/2/l1

deslocamentos_total_serial = (inv(KT)*F)

v(K)*deslocamento_articulacoes_serial = (in

deslocamento_deformacoes_serial = (inv(KM)*F) 
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% comparação modelo Komatsu considerado sem deformações dos segmentos,
% apenas deformações devido as articulações
% através desta formulação verifica-se que ambos os modelos são
% equivalentes
% Autor: Rogério Sales Gonçalves

long

% -------------------------------------------------------------------------
syms l1 l2 teta1 teta2

i1 = 0
i2 = 0
V1 = 0
V2 = 0

% -------------------------------------------------------------------------

X1 = l1*cos(teta1) - V1*sin(teta1)

1 + teta2)
= Y1 + l2*sin(teta1 + i1 + teta2) + V2*c (teta1 + i1 + teta2)

2*sin(teta1+teta2)
eta1+teta2)

= [Js11 Js12; Js21 Js22] 

Cl = Jl*inv(kl)*Jl'
K = inv(Cl)

close all; clc; format

% CONSIDERANDO OS SEGMENTOS RÍGIDOS

Y1 = l1*sin(teta1) + V1*cos(teta1)
 = X1 + l2*cos(teta1 + i1 + teta2) - V2*sin(teta1 + iX2

Y2 os
XT = X2
YT = Y2
teta_t = teta1 + i1 + teta2 + i2
X = [XT  YT  teta_t]
angulos = [teta1 teta2]
Js = jacobian(X,angulos)

clear l1 l2 teta1 teta2

l1 = 0.3
l2 = 0.3
teta1 = 60*(pi/180)
teta2 = 10*(pi/180)

11 = -l1*sin(teta1)-lJs
Js12 = -l2*sin(t
Js21 = l1*cos(teta1)+l2*cos(teta1+teta2)

2 = l2*cos(teta1+teta2) Js2
Js

ks1 = 1000
ks2 = 1000
kl = diag([ks1, ks2])

F = [1 0]';
deslocamentos_articulacoes_sem_deformacao = (inv(K)*F)*1000
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as as articulações e
 rígidos

kk = diag([ks1 ks2]);
C_tsai = J_tsai*inv(kk)*J_tsai';
K_tsai = inv(C_tsai);
deslocamentos_tsai = (inv(K_tsai)*F)

%-------------------------------------------------------------------------

% -------------------------------------------------------------------------

ideração apen% MODELO TSAI - leva em cons
% segmentos são consi radosde

J_tsai = [-l1*sin(teta1)-l2*sin(teta1+teta2) -l2*sin(teta1+teta2); ...
           l1*cos(teta1)+l2*cos(teta1+teta2)  l2*cos(teta1+teta2)];
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S 5.6 e 5.7 

/COM,ANSYS RELEASE  9.0    UP20041104       11:11:51    10/02/2007 
/input,menust,tmp,'',,,,,,,,,,,,,,,,1    
/GRA,POWER 

/CPLANE,1    
 

/VIEW,1,1,1,1    

/REP,FAST    

!*   
ET,1,BEAM4   

!*   
!*   
MPTEMP,,,,,,,,   
MPTEMP,1,0   

K, ,0,0,0,   
K, ,0,0.3,0, 

LESIZE,_Y1, , ,10, , , , ,1  
!*   
FLST,2,2,4,ORDE,2    
FITEM,2,1    
FITEM,2,-2   
LMESH,P51X   

MODELO FEA UTILIZANDO-SE DO SOFTWARE ANSYS – FIGURA

/BATCH   

/GST,ON 
/PLO,INFO,3 
/GRO,CURL,ON 

/REPLOT,RESIZE  
WPSTYLE,,,,,,,,0 
/REPLOT,RESIZE   
/VIEW,1,1,2,3    
/ANG,1   
/REP,FAST    

/ANG,1   

/PREP7   

!*   
771282e-011,0.005,0.005, ,  R,1,1.963495408493621e-005,3.067961575771282e-011,3.067961575

RMORE, , , , , , ,   

MPDATA,EX,1,,2.000000000000000e+011  
MPDATA,PRXY,1,,0.3   
SECTYPE,   1, BEAM, CSOLID, , 0  
SECOFFSET, CENT  
SECDATA,0.00250,0,0,0,0,0,0,0,0,0  
 
 

K, ,0.3,0.3,0,   
L,       1,       2  
L,       2,       3  
FLST,5,2,4,ORDE,2    
FITEM,5,1    
FITEM,5,-2   
CM,_Y,LINE   
LSEL, , , ,P51X  
CM,_Y1,LINE  
CMSEL,,_Y    
!*   

FINISH   
/SOL 
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RDE,1    
FITEM,2,1    

/GO  

!*   
ANTYPE,0 

T,2,1,1,OFLS

!*   

D,P51X, , , , , ,ALL, , , , ,    
FLST,2,1,1,ORDE,1    
FITEM,2,12   
!*   
/GO  
F,P51X,FX,1  
/STATUS,SOLU 
SOLVE 
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DELO MSA DO MANIPULADOR DE 2 gdl da FIGURA 5.1 

nçalves

c; format long

 0.3; % [metros]

a4x(ii) = l*cos(teta(ii)); a4y(ii) = 0.01 + l*sin(teta(ii)); a4z(ii) = 0;
a5x(ii) = l*cos(teta(ii)); a5y(ii) = 0.01 + l*sin(teta(ii)); a5z(ii) = 0;

(ii) = l*cos(teta(ii)) + l*cos(teta1(ii));

hold on

plot3(a3x(ii), a3y(ii), a3z(ii),'ob');
plot3(a4x(ii), a4y(ii), a4z(ii),'ob');

t3(a5x(ii), a5y(ii), a5z(ii),'ob');

IDA ###############

L1 = 0.01; E1 = 2*10^11; R1 = (5/1000)/2; Ix1 = (pi*R1^4)/4; Iy1 = Ix1; Iz1 

MO

% MODELO MSA DO MANIPULAD
% UTOR: Rogério Sales Go

OR DE 2 gdl da FIGURA 5.1
 A

clear all; close all; cl

% MODELO CINEMATICO DO MANIPULADOR 2 gdl

for ii = 91

teta(ii) = (ii - 1)*(pi/180);
a1(ii) = 0*(pi/180);tet

l =

a1x(ii) = 0; a1y(ii) = 0; a1z(ii) = 0;% Origem do Referencial Inercial
a2x(ii) = 0; a2y(ii) = 0.01; a2z(ii) = 0;
a3x(ii) = 0; a3y(ii) = 0.01; a3z(ii) = 0;

a6x
a6y(ii) = 0.01 + l*sin(teta(ii)) + l*sin(teta1(ii));

(ii) = 0;a6z

plot3(a1x(ii), a1y(ii), a1z(ii),'+b');

plot3(a2x(ii), a2y(ii), a2z(ii),'ob');

plo
plot3(a6x(ii), a6y(ii), a6z(ii),'ob');

plot3([a1x(ii) a2x(ii)], [a1y(ii) a2y(ii)], [a1z(ii) a2z(ii)],'b');
plot3([a2x(ii) a3x(ii)], [a2y(ii) a3y(ii)], [a2z(ii) a3z(ii)],'b');
plot3([a3x(ii) a4x(ii)], [a3y(ii) a4y(ii)], [a3z(ii) a4z(ii)],'b');
plot3([a4x(ii) a5x(ii)], [a4y(ii) a5y(ii)], [a4z(ii) a5z(ii)],'b');
plot3([a5x(ii) a6x(ii)], [a5y(ii) a6y(ii)], [a5z(ii) a6z(ii)],'b');

d ongri
xlabel('eixo X');
ylabel('eixo Y');
zlabel('eixo Z');
title('Mecanismo Plano 4 Barras Simétrico');
view(0,90)
axis equal
axis([-0.4 1.2 -0.4 0.4])

)pause(0.01

%############# SEGMENTO 1 - ELEMENTO 1 - A1A2 – BASE RÍG

= Ix1; Ip1 = (pi*R1^4)/2; G = 0.8*10^11; J1 = Ip1;  A1 = pi*R1^2;
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 (pi*R1^4)/4; Iy = Ix; Iz = Ix; Ip = 
;  A = pi*R1^2;

gmento

ii) - a1y(ii))^2 + (a2z(ii) - 

cy(ii) = (a2y(ii) - a1y(ii))/l1(ii);
(ii) = (a2z(ii) - a1z(ii))/l1(ii);

 =  [ 0     -cy(ii)      0;...
                              cy(ii)     0        0;...

   0         0        1];

x(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
ii)^2))];

egmento1 = [Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3), 
os(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3),

eros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3);

(E2*A1)/L1,0,0,0,0,0;
2*Iz1)/L1^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,

1^3,0,

(6*E2*Iz1)/L1^2,            
Iz1)/L1;-(E2*A1)/L1,0,0,0,0,0,(A1*E2)/L1,0,0,0,0,0;

(6*E2*Iz1)/L1^2,0,(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,
2*Iy1)/L1^3,0,(6*E2*Iy1)/L1^2,0,0,0,

L1^3,0,6*E2*Iy1)/L1^2,0;0,0 0,-((G*J1)/L1),0,0,0,0,0,(G*J1)/L1,         
0,0;0,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,(2*E2*Iy1)/L1,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L1^2,0,
(4*E2*Iy1)/L1,0;0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,0,0,(2*E2*Iz1)/L1,0-(6*E2*Iz1)/L1^2,             
0,0,0,(4*E2*Iz1)/L1];

E = 2*10^11; R1 = (5/1000)/2; Ix =
(pi*R1^4)/2; G = 0.8*10^11; J = Ip

% Calculo do tamanho do se

l1(ii) = sqrt((a2x(ii) - a1x(ii))^2 + (a2y(
a1z(ii))^2);

alculo dos cossenos diretores% C

cx(ii) = (a2x(ii) - a1x(ii))/l1(ii);

cz

MATRIZ DE ROTACAO EM FUNÇÃO DAS COORDENADAS ESPACIAIS DO SEGMENTO%

if a1x(ii) == a2x(ii);

 Matriz_rotacao_segmento1

else

Matriz_rotacao_segmento1 = [ c
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*
( x(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz( c

end

ONTAGEM DA MATRIZ% M

_sMatriz_geral
erzeros(3),z

os(3);zzer
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1];

L1 = 0.01;
E2 = 20*10^11;

,0,0,0,0,0,-K_separado_1 = [  (A1*E2)/L1
                  0,(12*E

-(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L1^2;0,0,(12*E2*Iy1)/L
-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,0,0,-(12*E2*Iy1)/L1^3,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L1),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L1),0,0;

2,0,0,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,(4*E2*Iy1)/L1,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L1^
)/L1,0;0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,0,0,(4*E2*Iz1)/L1,0,-(2*E2*Iy1

0,0,0,(2*E2*
0,-(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,-

L1^2;0,0,-(12*E-(6*E2*Iz1)/
(12*E2*Iy1)/ ,
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K_separado_1 = 
(Matriz_geral_segmento1*(K_separado_1)*Matriz_geral_segmento1');

%########## SEGMENTO 2 - ARTICULAÇÃO ROTATIVA A2A3 #######################

l3(ii) = sqrt((a4x(ii) - a3x(ii))^2 + (a4y(ii) - a3y(ii))^2 + (a4z(ii) - 
a3z(ii))^2);
cx(ii) = (a4x(ii) - a3x(ii))/l3(ii);
cy(ii) = (a4y(ii) - a3y(ii))/l3(ii);
cz(ii) = (a4z(ii) - a3z(ii))/l3(ii);

if a3x(ii) == a4x(ii);
    Matriz_rotacao_segmento2 =  [ 0     -cy(ii)      0;...
                                 cy(ii)     0        0;...
                                  0         0        1];
else

Matriz_rotacao_segmento2 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];

end

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento2 = [Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2];

ka   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO X
kr   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Y
kr1  = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Z
kra  = 2*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO X
krr  = 2*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Y
krr1 = 1000 % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Z

matriz_rigidez_articulacao = diag([ka, kr, kr1, kra, krr, krr1]);

K_separado_2 = [matriz_rigidez_articulacao, -matriz_rigidez_articulacao;
               - matriz_rigidez_articulacao, matriz_rigidez_articulacao];

K_separado_2 = 
(Matriz_geral_segmento2*(K_separado_2)*Matriz_geral_segmento2');

%########## SEGMENTO 3 - ELEMENTO 3 - A3A4  #############################

l3(ii) = sqrt((a4x(ii) - a3x(ii))^2 + (a4y(ii) - a3y(ii))^2 + (a4z(ii) - 
a3z(ii))^2);
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cx(ii) = (a4x(ii) - a3x(ii))/l3(ii);
cy(ii) = (a4y(ii) - a3y(ii))/l3(ii);
cz(ii) = (a4z(ii) - a3z(ii))/l3(ii);

if a3x(ii) == a4x(ii)
    Matriz_rotacao_segmento3 =  [ 0     -cy(ii)      0;...
                                 cy(ii)     0       0;...
                                  0      0       1];
else

Matriz_rotacao_segmento3 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];

End

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento3 = [Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3];

L3 = 0.3;   E3 = E

K_separado_3 = [  (A1*E3)/L3,0,0,0,0,0,-(E3*A1)/L3,0,0,0,0,0;
                     0,(12*E3*Iz1)/L3^3,0,0,0,(6*E3*Iz1)/L3^2,0,
-(12*E3*Iz1)/L3^3,0,0,0,(6*E3*Iz1)/L3^2;0,0,(12*E3*Iy1)/L3^3,0,
-(6*E3*Iy1)/L3^2,0,0,0,-(12*E3*Iy1)/L3^3,0,-(6*E3*Iy1)/L3^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L3),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L3),0,0;
0,0,-(6*E3*Iy1)/L3^2,0,(4*E3*Iy1)/L3,0,0,0,(6*E3*Iy1)/L3^2,0,
(2*E3*Iy1)/L3,0;0,(6*E3*Iz1)/L3^2,0,0,0,(4*E3*Iz1)/L3,0,-(6*E3*Iz1)/L3^2,
0,0,0,(2*E3*Iz1)/L3;-(E3*A1)/L3,0,0,0,0,0,(A1*E3)/L3,0,0,0,0,0;
0,-(12*E3*Iz1)/L3^3,0,0,0,-(6*E3*Iz1)/L3^2,0,(12*E3*Iz1)/L3^3,0,0,0,
-(6*E3*Iz1)/L3^2;0,0,-(12*E3*Iy1)/L3^3,0,(6*E3*Iy1)/L3^2,0,0,0,
(12*E3*Iy1)/L3^3,0,6*E3*Iy1)/L3^2,0;0,0,0,-((G*J1)/L3),0,0,0,0,0,(G*J1)/L3,
0,0;0,0,-(6*E3*Iy1)/L3^2,0,(2*E3*Iy1)/L3,0,0,0,(6*E3*Iy1)/L3^2,0,
(4*E3*Iy1)/L3,0;0,(6*E3*Iz1)/L3^2,0,0,0,(2*E3*Iz1)/L3,0-(6*E3*Iz1)/L3^2,
0,0,0,(4*E3*Iz1)/L3];

K_separado_3 = 
(Matriz_geral_segmento3*(K_separado_3)*Matriz_geral_segmento3');

%###########SEGMENTO 4 - ARTICULAÇÃO ROTATIVA A4A5 ####################

l3(ii) = (sqrt(a6x(ii) - a5x(ii))^2 + (a6y(ii) - a5y(ii))^2 + (a6z(ii) - 
a5z(ii))^2);

cx(ii) = (a6x(ii) - a5x(ii))/l3(ii);
cy(ii) = (a6y(ii) - a5y(ii))/l3(ii);
cz(ii) = (a6z(ii) - a5z(ii))/l3(ii);



 

 221

if a5x(ii) == a6x(ii)
    Matriz_rotacao_segmento4 =  [ 0     -cy(ii)      0;...
                                 cy(ii)     0       0;...
                                  0      0       1];
else
Matriz_rotacao_segmento3 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];
end

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento4 = [Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4];

ka   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO X
kr   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Y
kr1  = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Z
kra  = 2*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO X
krr  = 2*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Y
krr1 = 1000 % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Z

matriz_rigidez_articulacao = diag([ka, kr, kr1, kra, krr, krr1]);

K_separado_4 = [matriz_rigidez_articulacao, -matriz_rigidez_articulacao;
                - matriz_rigidez_articulacao, matriz_rigidez_articulacao];

K_separado_4 = 
(Matriz_geral_segmento4*(K_separado_4)*Matriz_geral_segmento4');

%############## SEGMENTO 5 - ELEMENTO 5 - A5A6 ############################

l5(ii) = sqrt((a6x(ii) - a5x(ii))^2 + (a6y(ii) - a5y(ii))^2 + (a6z(ii) - 
a5z(ii))^2 );

cx(ii) = (a6x(ii) - a5x(ii))/l5(ii);
cy(ii) = (a6y(ii) - a5y(ii))/l5(ii);
cz(ii) = (a6z(ii) - a5z(ii))/l5(ii);

if a5x(ii) == a6x(ii)
    Matriz_rotacao_segmento5 =  [ 0     -cy(ii)      0;...
                                 cy(ii)     0       0;...
                                  0      0       1];
else
Matriz_rotacao_segmento5 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];
end
% MONTAGEM DA MATRIZ GLOBAL
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Matriz_geral_segmento5 = [Matriz_rotacao_segmento5, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento5, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento5, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento5];

%MATRIZ DE RIGIDEZ DE UMA BARRA SE SEÇÃO TRANSVERSAL CONSTANTE - SEGMENTO 2

L5 = l; E5 = E;

K_separado_5 = [  (A1*E5)/L5,0,0,0,0,0,-(E5*A1)/L5,0,0,0,0,0;
                     0,(12*E5*Iz1)/L5^3,0,0,0,(6*E5*Iz1)/L5^2,0,
-(12*E5*Iz1)/L5^3,0,0,0,(6*E5*Iz1)/L5^2;0,0,(12*E5*Iy1)/L5^3,0,
-(6*E5*Iy1)/L5^2,0,0,0,-(12*E5*Iy1)/L5^3,0,-(6*E5*Iy1)/L5^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L5),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L5),0,0;
0,0,-(6*E5*Iy1)/L5^2,0,(4*E5*Iy1)/L5,0,0,0,(6*E5*Iy1)/L5^2,0,
(2*E5*Iy1)/L5,0;0,(6*E5*Iz1)/L5^2,0,0,0,(4*E5*Iz1)/L5,0,-(6*E5*Iz1)/L5^2,
0,0,0,(2*E5*Iz1)/L5;-(E5*A1)/L5,0,0,0,0,0,(A1*E5)/L5,0,0,0,0,0;
0,-(12*E5*Iz1)/L5^3,0,0,0,-(6*E5*Iz1)/L5^2,0,(12*E5*Iz1)/L5^3,0,0,0,
-(6*E5*Iz1)/L5^2;0,0,-(12*E5*Iy1)/L5^3,0,(6*E5*Iy1)/L5^2,0,0,0,
(12*E5*Iy1)/L5^3,0,6*E5*Iy1)/L5^2,0;0,0,0,-((G*J1)/L5),0,0,0,0,0,(G*J1)/L5,
0,0;0,0,-(6*E5*Iy1)/L5^2,0,(2*E5*Iy1)/L5,0,0,0,(6*E5*Iy1)/L5^2,0,
(4*E5*Iy1)/L5,0;0,(6*E5*Iz1)/L5^2,0,0,0,(2*E5*Iz1)/L5,0-(6*E5*Iz1)/L5^2,
0,0,0,(4*E5*Iz1)/L5];

K_separado_5 = 
(Matriz_geral_segmento5*(K_separado_5)*Matriz_geral_segmento5');

% MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ 

% número total de graus de liberdade
nb_gdl = 36; % (6*6) -> numero de nós multiplicado pelo numero de gdl de 
cada nó

% matriz de conectividade - graus de liberdade ordenados segundo:
%    1 nó 1, direção x                        nó  1 corresponde ao ponto A1
%    2 nó 1, direção y
%    3 nó 1, direção z
%    4 nó 1, direção fi_x
%    5 nó 1, direção fi_y
%    6 nó 1, direção fi_z

%    7 nó 2, direção x                        nó  2 corresponde ao ponto A2
%    8 nó 2, direção y
%    9 nó 2, direção z
%    10 nó 2, direção fi_x
%    11 nó 2, direção fi_y
%    12 nó 2, direção fi_z

%    13 nó 3, direção x                       nó  3 corresponde ao ponto A3
%    14 nó 3, direção y
%    15 nó 3, direção z
%    16 nó 3, direção fi_x
%    17 nó 3, direção fi_y
%    18 nó 3, direção fi_z
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%    19 nó 4, direção x                       nó  4 corresponde ao ponto A4
%    20 nó 4, direção y
%    21 nó 4, direção z
%    22 nó 4, direção fi_x
%    23 nó 4, direção fi_y
%    24 nó 4, direção fi_z

%    25 nó 5, direção x                       nó  5 corresponde ao ponto A5
%    26 nó 5, direção y
%    27 nó 5, direção z
%    28 nó 5, direção fi_x
%    29 nó 5, direção fi_y
%    30 nó 5, direção fi_z

%    31 nó 6, direção x                       nó  6 corresponde ao ponto A6
%    32 nó 6, direção y
%    33 nó 6, direção z
%    34 nó 6, direção fi_x
%    35 nó 6, direção fi_y
%    36 nó 6, direção fi_z

mat_conect = [ 1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12 % segmento A1 A2
               7  8  9 10 11 12 13 14 15  16  17  18 % articulação A2 A3
              13 14 15 16 17 18 19 20 21  22  23  24 % segmento A3 A4
              19 20 21 22 23 24 25 26 27  28  29  30 % articulação A4 A5
              25 26 27 28 29 30 31 32 33  34  35  36]; % segmento A5 A6

% condições de contorno nos gdl impostos
cond_cont=[     1       0
                2       0
                3       0
                4       0
                5       0
                6       0];
% forças externas aplicadas nos gld livres
forcas_aplic= [31    1
               32    0
               33    0
               34    0
               35    0
               36    0]; % valores em Newtons

%  MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ
nb_ele = 5;

% CONSTRUÇÃO DAS MATRIZES ELEMENTARES E MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

K_global=zeros(nb_gdl);

 mat_ident=eye(nb_gdl);

   mat_transf1=[mat_ident(mat_conect(1,1),:); mat_ident(mat_conect(1,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,3),:); mat_ident(mat_conect(1,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,5),:); mat_ident(mat_conect(1,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,7),:); mat_ident(mat_conect(1,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,9),:);mat_ident(mat_conect(1,10),:); 
              mat_ident(mat_conect(1,11),:);mat_ident(mat_conect(1,12),:)];
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K_global_1 = K_global + mat_transf1'*K_separado_1*mat_transf1;

 mat_transf2=[mat_ident(mat_conect(2,1),:); mat_ident(mat_conect(2,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,3),:); mat_ident(mat_conect(2,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,5),:); mat_ident(mat_conect(2,6),:);
                mat_ident(mat_conect(2,7),:); mat_ident(mat_conect(2,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,9),:);mat_ident(mat_conect(2,10),:); 
             mat_ident(mat_conect(2,11),:);mat_ident(mat_conect(2,12),:)]; 

K_global_2 = K_global_1 + mat_transf2'*K_separado_2*mat_transf2;

mat_transf3=[mat_ident(mat_conect(3,1),:); mat_ident(mat_conect(3,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,3),:); mat_ident(mat_conect(3,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,5),:); mat_ident(mat_conect(3,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,7),:); mat_ident(mat_conect(3,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,9),:);mat_ident(mat_conect(3,10),:); 
              mat_ident(mat_conect(3,11),:);mat_ident(mat_conect(3,12),:)];

K_global_3 = K_global_2 + mat_transf3'*K_separado_3*mat_transf3;

mat_transf4=[mat_ident(mat_conect(4,1),:); mat_ident(mat_conect(4,2),:);
                mat_ident(mat_conect(4,3),:); mat_ident(mat_conect(4,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,5),:); mat_ident(mat_conect(4,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,7),:); mat_ident(mat_conect(4,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,9),:);mat_ident(mat_conect(4,10),:); 
              mat_ident(mat_conect(4,11),:);mat_ident(mat_conect(4,12),:)];

K_global_4 = K_global_3 + mat_transf4'*K_separado_4*mat_transf4;

mat_transf5=[mat_ident(mat_conect(5,1),:); mat_ident(mat_conect(5,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(5,3),:); mat_ident(mat_conect(5,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(5,5),:); mat_ident(mat_conect(5,6),:);
                mat_ident(mat_conect(5,7),:); mat_ident(mat_conect(5,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(5,9),:);mat_ident(mat_conect(5,10),:); 
              mat_ident(mat_conect(5,11),:);mat_ident(mat_conect(5,12),:)];

K_global_5 = K_global_4 + mat_transf5'*K_separado_5*mat_transf5;

matriz_total_restricao = K_global_5([7:36],[7:36]);

Fx2 = 0; Fy2 = 0; Fz2 = 0; Mx2 = 0; My2 = 0; Mz2 = 0;
Fx3 = 0; Fy3 = 0; Fz3 = 0; Mx3 = 0; My3 = 0; Mz3 = 0;
Fx4 = 0; Fy4 = 0; Fz4 = 0; Mx4 = 0; My4 = 0; Mz4 = 0;
Fx5 = 0; Fy5 = 0; Fz5 = 0; Mx5 = 0; My5 = 0; Mz5 = 0;
Fx6 = 1; Fy6 = 0; Fz6 = 0; Mx6 = 0; My6 = 0; Mz6 = 0;

W2 = [Fx2 Fy2 Fz2 Mx2 My2 Mz2]';
W3 = [Fx3 Fy3 Fz3 Mx3 My3 Mz3]';
W4 = [Fx4 Fy4 Fz4 Mx4 My4 Mz4]';
W5 = [Fx5 Fy5 Fz5 Mx5 My5 Mz5]';
W6 = [Fx6 Fy6 Fz6 Mx6 My6 Mz6]';

esforcos = [W2; W3; W4; W5; W6];
deslocamentos_estrutura_total= inv(matriz_total_restricao)*esforcos;



 

 225

no_2 = deslocamentos_estrutura_total(1:6);
no_3 = deslocamentos_estrutura_total(7:12);
no_4 = deslocamentos_estrutura_total(13:18);
no_5 = deslocamentos_estrutura_total(19:24);
no_6 = deslocamentos_estrutura_total(25:30);

no_2_x(ii) = deslocamentos_estrutura_total(1);
no_2_y(ii) = deslocamentos_estrutura_total(2);
no_2_z(ii) = deslocamentos_estrutura_total(3);

no_3_x(ii) = deslocamentos_estrutura_total(7);
no_3_y(ii) = deslocamentos_estrutura_total(8);
no_3_z(ii) = deslocamentos_estrutura_total(9);

no_4_x(ii) = deslocamentos_estrutura_total(13);
no_4_y(ii) = deslocamentos_estrutura_total(14);
no_4_z(ii) = deslocamentos_estrutura_total(15);

no_5_x(ii) = deslocamentos_estrutura_total(19);
no_5_y(ii) = deslocamentos_estrutura_total(20);
no_5_z(ii) = deslocamentos_estrutura_total(21);

no_6_x(ii) = deslocamentos_estrutura_total(25);
no_6_y(ii) = deslocamentos_estrutura_total(26);
no_6_z(ii) = deslocamentos_estrutura_total(27);
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ANEXO III – PLANEJAMENTO ESTATÍSTICO E RESULTADOS 

EXPERIMENTAIS 

 Para determinar os deslocamentos flexíveis de forma experimental é necessário o 

planejamento estatístico com o objetivo de definir a quantidade de medições necessárias para 

que o resultado seja significativo.  

 O planejamento estatístico é realizado em função do cálculo do erro estatístico. Para o 

planejamento estatístico foi utilizado o cálculo do número de medições (nB1 B) do deslocamento 

flexível em função do erro estatístico do Tipo I (Barros Neto et al., 2002). 

 

Cálculo do número de medições necessárias – n B1 B  
  

 O número de medições necessárias dentro da amostra (neste caso a amostra é única, 

formada pelo experimento da Fig. 8.3) é realizado em função do erro estatístico do tipo I, Eq. 

(A3.1):
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onde   é o nível de significância do teste (normalmente 0,05), EBrB é o erro experimental 

intrínseco (medição ou estimação da incerteza) e s é o desvio padrão da amostra estimado a 

partir de ensaios preliminares. Considera-se uma distribuição t-student tB /2B caso o número de 

medições seja nB1 B < 30 e para valores maiores ou iguais a 30 de nB1 B (nB1B( 30), considera-se no 

lugar de tB /2B uma distribuição normal ZB /2 B(Berthouex & Brown, 2002). 

 Para a determinação do número de medições foram realizados ensaios preliminares 

compostos por cinco medições do deslocamento flexível para cada posição ao longo do eixo 

x. Este procedimento foi repetido para as três cargas aplicadas de 0,750 kg; 1,002 kg e      

1,250 kg. 

 Desta forma, como foram feitas cinco medições tem-se que nB1 B < 30 e deve-se utilizar a 

distribuição amostral t-student. Da tabela de t-student com  /2 = 0,025 para  quatro graus de 

liberdade (o número de graus de liberdade, v, é calculado em função do número de 

experimentos menos 1 ) v = nB1 B – 1), encontra-se tB(0,025)B = 2,776. 
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 O desvio padrão amostral, que é uma medida da variabilidade, é calculado pela Eq. 

(A3.2): 
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onde yBiB representa as medições dos deslocamentos flexíveis e 
_

y  a média destes 

deslocamentos. 

 O erro experimental, E, necessário para o cálculo da Eq. (A3.1) é assumido como a 

medida da incerteza na ordem de , 2,5% da média 
*
y . 

 Outro parâmetro estatístico utilizado nesta tese é o coeficiente de variação (CV), que é 

um número adimensional expresso em porcentagem. O coeficiente de variação é uma média 

relativa à dispersão útil para a comparação e observação em termos relativos do grau de 

concentração em torno da média, sendo calculada por: 

 

 _ .100 %
s

CV

y

#                   (A3.3)

  

Um valor alto de CV corresponde uma dispersão alta em torno da média. 

  Os resultados experimentais e os cálculos estatísticos são apresentados nas Tabs. A3.1, 

A3.2 e A3.3. Desta forma, em poucos casos (apenas em quatro casos) seriam necessárias mais 

do que as cinco pré-medidas já realizadas. Estes casos ocorreram próximo do engaste onde os 

maiores erros experimentais estão concentrados. Estes casos estão representados nas        

Tabs. A3.1, A3.2 e A3.3 com as casas hachuradas. 
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Tabela A3.1. Dados experimentais e estatísticos do deslocamento flexível para Carga de  
0,750 kg.  

TESTE EXPERIMENTAL - CARGA 0,750 kg       
         

 30 [mm] 45[mm] 60 [mm] 75 [mm] 90 [mm] 105 [mm] 120 [mm]  

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.00353 -0.0105 -0.02168 -0.03660 -0.05426 -0.07310 -0.09130  

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.004 -0.011 -0.022 -0.037 -0.054 -0.073 -0.091  

medida experimental 1 [mm] -0.004 -0.010 -0.023 -0.036 -0.053 -0.073 -0.089  

medida experimental 2 [mm] -0.004 -0.010 -0.023 -0.037 -0.053 -0.071 -0.090  

medida experimental 3 [mm] -0.004 -0.010 -0.023 -0.037 -0.054 -0.073 -0.090  

medida experimental 4 [mm] -0.004 -0.011 -0.023 -0.036 -0.054 -0.073 -0.090  

medida experimental 5 [mm] -0.004 -0.010 -0.023 -0.036 -0.054 -0.072 -0.090  

Media [mm] -0.0040 -0.0102 -0.0230 -0.0364 -0.0536 -0.0724 -0.0898  

desvio padrão [mm]  0.0000 0.0004 0.0000 0.0005 0.0005 0.0009 0.0004  

coeficiente de variação [%] 0.000 -4.384 0.000 -1.505 -1.022 -1.235 -0.498  

erro experimental [%] 0 7.27273 4.54545 1.62162 0.74074 0.821918 1.318681  

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 0.000 23.702 0.000 2.792 1.288 1.882 0.306  

    

 
 
    

 135 [mm] 150[mm] 165 [mm] 180 [mm] 195 [mm] 210 [mm] 225 [mm] 240 [mm] 

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.10730 -0.11920 -0.12596 -0.12636 -0.12000 -0.10710 -0.08840 -0.06578

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.107 -0.119 -0.126 -0.126 -0.120 -0.107 -0.088 -0.066

medida experimental 1 [mm] -0.112 -0.115 -0.122 -0.120 -0.115 -0.105 -0.083 -0.063

medida experimental 2 [mm] -0.111 -0.116 -0.123 -0.121 -0.114 -0.106 -0.083 -0.063

medida experimental 3 [mm] -0.111 -0.116 -0.122 -0.120 -0.115 -0.105 -0.084 -0.065

medida experimental 4 [mm] -0.111 -0.117 -0.122 -0.120 -0.115 -0.105 -0.084 -0.065

medida experimental 5 [mm] -0.112 -0.119 -0.122 -0.121 -0.116 -0.105 -0.084 -0.064

Media [mm] -0.1114 -0.1166 -0.1222 -0.1204 -0.1150 -0.1052 -0.0836 -0.0640

desvio padrão [mm] 0.0005 0.0015 0.0004 0.0005 0.0007 0.0004 0.0005 0.0010

coeficiente de variação (%) -0.492 -1.301 -0.366 -0.455 -0.615 -0.425 -0.655 -1.563

erro experimental (%) 4.11215 2.01681 3.01587 4.44444 4.16667 1.682243 5 3.030303

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 0.298 2.086 0.165 0.255 0.466 0.223 0.529 3.010
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Tabela A3.2. Dados experimentais e estatísticos do deslocamento flexível para Carga de   
1,002 kg.  

 

TESTE EXPERIMENTAL - CARGA 1,002 kg        

         

 30[mm] 45 [mm] 60 [mm] 75[mm] 90 [mm] 105 [mm] 120 [mm]  

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.0047 -0.01400 -0.02890 -0.0489 -0.07240 -0.09760 -0.12190  

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.005 -0.014 -0.029 -0.049 -0.072 -0.098 -0.122  

medida experimental 1 [mm] -0.006 -0.016 -0.030 -0.050 -0.071 -0.105 -0.124  

medida experimental 2 [mm] -0.006 -0.015 -0.030 -0.050 -0.071 -0.104 -0.124  

medida experimental 3 [mm] -0.006 -0.015 -0.030 -0.050 -0.071 -0.104 -0.124  

medida experimental 4 [mm] -0.006 -0.015 -0.030 -0.049 -0.071 -0.105 -0.125  

medida experimental 5 [mm] -0.006 -0.015 -0.030 -0.049 -0.071 -0.104 -0.123  

Media [mm] -0.0060 -0.0152 -0.0300 -0.0496 -0.0710 -0.1044 -0.1240  

desvio padrão [mm] 0.0000 0.0004 0.0000 0.0005 0.0000 0.0005 0.0007  

coeficiente de variação (%) 0.000 -2.942 0.000 -1.104 0.000 -0.525 -0.570  

erro experimental (%) 20 8.57143 3.44828 1.22449 1.38889 6.530612 1.639344  

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 0.000 10.673 0.000 1.504 0.000 0.339 0.401  

 

 
 
       

 135[mm] 150 [mm] 165 [mm] 180[mm] 195 [mm] 210 [mm] 225 [mm] 240 [mm] 

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.14330 -0.15930 -0.16820 -0.16880 -0.16030 -0.14300 -0.11810 -0.08780

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.143 -0.159 -0.168 -0.169 -0.160 -0.143 -0.118 -0.088

medida experimental 1 [mm] -0.141 -0.156 -0.162 -0.163 -0.159 -0.144 -0.119 -0.081

medida experimental 2 [mm] -0.141 -0.157 -0.162 -0.163 -0.160 -0.142 -0.118 -0.081

medida experimental 3 [mm] -0.141 -0.156 -0.163 -0.164 -0.159 -0.142 -0.116 -0.081

medida experimental 4 [mm] -0.140 -0.157 -0.162 -0.164 -0.160 -0.141 -0.117 -0.081

medida experimental 5 [mm] -0.140 -0.157 -0.163 -0.164 -0.160 -0.142 -0.118 -0.082

Media [mm] -0.1406 -0.1566 -0.1624 -0.1636 -0.1596 -0.1422 -0.1176 -0.0812

desvio padrão [mm] 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 0.0005 0.0011 0.0011 0.0004

coeficiente de variação (%) -0.390 -0.350 -0.337 -0.335 -0.343 -0.770 -0.970 -0.551

erro experimental (%) 1.67832 1.50943 3.33333 3.19527 0.25 0.559441 0.338983 7.727273

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 0.187 0.151 0.140 0.138 0.145 0.732 1.159 0.374
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Tabela A3.3. Dados experimentais e estatísticos do deslocamento flexível para Carga de  
1,250 kg.  

TESTE EXPERIMENTAL - CARGA 1,250 kg       

         

 30[mm] 45 [mm] 60 [mm] 75 [mm] 90[mm] 105 [mm] 120 [mm]  

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.00589 -0.01747 -0.03610 -0.06100 -0.09040 -0.12170 -0.15218  

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.006 -0.017 -0.036 -0.061 -0.090 -0.121 -0.152  

medida experimental 1 [mm] -0.008 -0.017 -0.039 -0.062 -0.094 -0.119 -0.149  

medida experimental 2 [mm] -0.008 -0.019 -0.037 -0.062 -0.092 -0.119 -0.150  

medida experimental 3 [mm] -0.007 -0.018 -0.038 -0.061 -0.092 -0.118 -0.150  

medida experimental 4 [mm] -0.007 -0.019 -0.038 -0.062 -0.092 -0.118 -0.150  

medida experimental 5 [mm] -0.007 -0.018 -0.038 -0.062 -0.093 -0.119 -0.150  

Media [mm] -0.0074 -0.0182 -0.0380 -0.0618 -0.0926 -0.1186 -0.1498  

desvio padrão [mm] 0.0005 0.0008 0.0007 0.0004 0.0009 0.0005 0.0004  

coeficiente de variação (%) -7.402 -4.597 -1.861 -0.724 -0.966 -0.462 -0.299  

erro experimental (%) 23.3333 7.0588 5.5556 1.3115 2.8889 1.9835 1.4474  

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 67.549 26.056 4.269 0.646 1.150 0.263 0.110  

        

 135[mm] 150 [mm] 165 [mm] 180 [mm] 195[mm] 210 [mm] 225 [mm] 240[mm]

medida do modelo teórico (MSA)[mm] -0.17870 -0.19880 -0.20990 -0.21060 -0.20000 -0.17840 -0.14730 -0.10960

medida do modelo teórico aproximada [mm] -0.179 -0.199 -0.210 -0.211 -0.200 -0.178 -0.147 -0.110

medida experimental 1 [mm] -0.177 -0.190 -0.205 -0.204 -0.199 -0.171 -0.142 -0.108

medida experimental 2 [mm] -0.177 -0.190 -0.204 -0.204 -0.198 -0.170 -0.141 -0.107

medida experimental 3 [mm] -0.176 -0.192 -0.205 -0.204 -0.196 -0.171 -0.143 -0.108

medida experimental 4 [mm] -0.176 -0.194 -0.206 -0.204 -0.197 -0.171 -0.142 -0.108

medida experimental 5 [mm] -0.176 -0.192 -0.206 -0.203 -0.197 -0.171 -0.142 -0.106

Media [mm] -0.1764 -0.1916 -0.2052 -0.2038 -0.1974 -0.1708 -0.1420 -0.1074

desvio padrão [mm] 0.0005 0.0017 0.0008 0.0004 0.0011 0.0004 0.0007 0.0009

coeficiente de variação (%) -0.311 -0.873 -0.408 -0.219 -0.578 -0.262 -0.498 -0.833

erro experimental (%) 1.4525 3.7186 2.2857 3.4123 1.3000 4.0449 3.4014 2.3636

Tamanho da Amosta para Erro Tipo I 0.119 0.940 0.205 0.059 0.411 0.085 0.306 0.855
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ANEXO IV 

MODELO NUMÉRICO DA ANÁLISE EXPERIMENTAL – FIGURA 8.5  

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Universidade Federal de Uberlandia
% Faculdade de Engenharia Mecânica - FEMEC
% Laboratório de Automação e Robótica
% Autor: Rogério Sales Goncalves
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

clear all; close all; clc; format long

%################## ENTRADA DOS DADOS ##################################

% propriedades físicas e geométricas das barras [A(m^2) E(N/m^2) L(m) 
teta(grau)]

E = 2.17*10^11; R = (6.1/1000)/2;  Ix = (pi*R^4)/4;  Iy = Ix;   Iz = Ix;
Ip = (pi*R^4)/2;  G = 0.8*10^11;  J = Ip; A = pi*R^2;

K_separado = zeros(12,12);

L1 =  148/1000; % Determinação do ponto de aplicação da Carga na direção x
L2 = (0.296-L1);
L3 =  0.3;

% ########## ENTRADA DAS COORDENADAS DAS EXTREMIDADES DO SEGMENTO #########

a1x = 0; a1y = 0; a1z = 0;
a2x = L1; a2y = 0; a2z = 0;
a3x = 0.296; a3y = 0; a3z = 0;
a4x = 0.296; a4y = 0; a4z = 0;
a5x = 0.296; a5y = 0.3; a5z = 0;

plot3(a1x, a1y, a1z,'+b');
hold on
plot3(a2x, a2y, a2z,'ob');
plot3(a3x, a3y, a3z,'ob');
plot3(a4x, a4y, a4z,'ob');
plot3(a5x, a5y, a5z,'+b');
plot3([a1x a2x], [a1y a2y], [a1z a2z],'b');
plot3([a2x a3x], [a2y a3y], [a2z a3z],'b');
plot3([a3x a4x], [a3y a4y], [a3z a4z],'b');
plot3([a4x a5x], [a4y a5y], [a4z a5z],'b');
grid on
xlabel('eixo X');
ylabel('eixo Y');
zlabel('eixo Z');
title('Dispositivo Experimental');
axis equal
axis([-0.1 0.4 -0.1 0.4])
view(0,90)
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%########## SEGMENTO 1 - ELEMENTO 1 - A1A2 ################################ 

 E1 = 2.17*10^11; E2 = E1 R1 = (6.1/1000)/2; Ix1 = (pi*R1^4)/4; Iy1 = Ix1;
Iz1 = Ix1; Ip1 = (pi*R1^4)/2; G = 0.8*10^11; J1 = Ip1;  A1 = pi*R1^2;

% Calculo do tamanho do segmento
l1 = sqrt((a2x - a1x)^2 + (a2y - a1y)^2 + (a2z - a1z)^2);
% Calculo dos cossenos diretores 
cx = (a2x - a1x)/l1;
cy = (a2y - a1y)/l1;
cz = (a2z - a1z)/l1; 

% MATRIZ DE ROTACAO EM FUNÇÃO DAS COORDENADAS ESPACIAIS DO SEGMENTO

Matriz_rotacao_segmento1 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento1 = [Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento1];

K_separado_1 = [  (A1*E2)/L1,0,0,0,0,0,-(E2*A1)/L1,0,0,0,0,0;
                     0,(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,
-(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L1^2;0,0,(12*E2*Iy1)/L1^3,0,
-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,0,0,-(12*E2*Iy1)/L1^3,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L1),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L1),0,0;
0,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,(4*E2*Iy1)/L1,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L1^2,0,
(2*E2*Iy1)/L1,0;0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,0,0,(4*E2*Iz1)/L1,0,-(6*E2*Iz1)/L1^2,
0,0,0,(2*E2*Iz1)/L1;-(E2*A1)/L1,0,0,0,0,0,(A1*E2)/L1,0,0,0,0,0;
0,-(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,-(6*E2*Iz1)/L1^2,0,(12*E2*Iz1)/L1^3,0,0,0,
-(6*E2*Iz1)/L1^2;0,0,-(12*E2*Iy1)/L1^3,0,(6*E2*Iy1)/L1^2,0,0,0,
(12*E2*Iy1)/L1^3,0,6*E2*Iy1)/L1^2,0;0,0,0,-((G*J1)/L1),0,0,0,0,0,(G*J1)/L1,
0,0;0,0,-(6*E2*Iy1)/L1^2,0,(2*E2*Iy1)/L1,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L1^2,0,
(4*E2*Iy1)/L1,0;0,(6*E2*Iz1)/L1^2,0,0,0,(2*E2*Iz1)/L1,0-(6*E2*Iz1)/L1^2,
0,0,0,(4*E2*Iz1)/L1];

K_separado_1 = 
(Matriz_geral_segmento1*(K_separado_1)*Matriz_geral_segmento1');

%#### SEGMENTO 2 - ELEMENTO 2 - A2A3 ####################################

% Calculo do tamanho do segmento 
l2 = sqrt((a3x - a2x)^2 + (a3y - a2y)^2 + (a3z - a2z)^2);
% Calculo dos cossenos diretores 
cx = (a3x - a2x)/l2;
cy = (a3y - a2y)/l2;
cz = (a3z - a2z)/l2;
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% MATRIZ DE ROTACAO EM FUNÇÃO DAS COORDENADAS ESPACIAIS DO SEGMENTO

Matriz_rotacao_segmento2 = [ cx(ii),(- cx(ii)*cy(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),(- cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)); cy(ii),(sqrt(cx(ii)^2 + 
cz(ii)^2)),0;cz(ii),(- cy(ii)*cz(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2)),
( cx(ii))/(sqrt(cx(ii)^2 + cz(ii)^2))];

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento2 = [Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento2];

K_separado_2 = [  (A1*E2)/L2,0,0,0,0,0,-(E2*A1)/L2,0,0,0,0,0;
                     0,(12*E2*Iz1)/L2^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L2^2,0,
-(12*E2*Iz1)/L2^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L2^2;0,0,(12*E2*Iy1)/L2^3,0,
-(6*E2*Iy1)/L2^2,0,0,0,-(12*E2*Iy1)/L2^3,0,-(6*E2*Iy1)/L2^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L2),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L2),0,0;
0,0,-(6*E2*Iy1)/L2^2,0,(4*E2*Iy1)/L2,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L2^2,0,
(2*E2*Iy1)/L2,0;0,(6*E2*Iz1)/L2^2,0,0,0,(4*E2*Iz1)/L2,0,-(6*E2*Iz1)/L2^2,
0,0,0,(2*E2*Iz1)/L2;-(E2*A1)/L2,0,0,0,0,0,(A1*E2)/L2,0,0,0,0,0;
0,-(12*E2*Iz1)/L2^3,0,0,0,-(6*E2*Iz1)/L2^2,0,(12*E2*Iz1)/L2^3,0,0,0,
-(6*E2*Iz1)/L2^2;0,0,-(12*E2*Iy1)/L2^3,0,(6*E2*Iy1)/L2^2,0,0,0,
(12*E2*Iy1)/L2^3,0,6*E2*Iy1)/L2^2,0;0,0,0,-((G*J1)/L2),0,0,0,0,0,(G*J1)/L2,
0,0;0,0,-(6*E2*Iy1)/L2^2,0,(2*E2*Iy1)/L2,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L2^2,0,
(4*E2*Iy1)/L2,0;0,(6*E2*Iz1)/L2^2,0,0,0,(2*E2*Iz1)/L2,0-(6*E2*Iz1)/L2^2,
0,0,0,(4*E2*Iz1)/L2];

K_separado_2 = 
(Matriz_geral_segmento2*(K_separado_2)*Matriz_geral_segmento2');

%########### SEGMENTO 3 - ARTICULAÇÃO ROTATIVA A3A4 #######################

% Calculo do tamanho do segmento
l3 = sqrt((a5x - a4x)^2 + (a5y - a4y)^2 + (a5z - a4z)^2);
% Calculo dos cossenos diretores 
cx = (a5x - a4x)/l3;
cy = (a5y - a4y)/l3;
cz = (a5z - a4z)/l3;

Matriz_rotacao_segmento3 = [ 0     -cy      0;...
                             cy     0       0;...
                             0      0       1];

% MONTAGEM DA MATRIZ 

Matriz_geral_segmento3 = [Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento3];
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ka   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO X
kr   = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Y
kr1  = 2*10^11; % RIGIDEZ LINEAR  NA DIREÇÃO Z
kra  = 0*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO X
krr  = 0*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Y
krr1 = 0*10^11; % RIGIDEZ ANGULAR NA DIREÇÃO Z

matriz_rigidez_articulacao = diag([ka, kr, kr1, kra, krr, krr1]);

K_separado_3 = [matriz_rigidez_articulacao, -matriz_rigidez_articulacao;
              - matriz_rigidez_articulacao,  matriz_rigidez_articulacao];

 K_separado_3 = 
(Matriz_geral_segmento3*(K_separado_3)*Matriz_geral_segmento3');

%#########SEGMENTO 4 - ELEMENTO 4 - A4A5  ################################

% Calculo do tamanho do segmento 
l4 = sqrt((a5x - a4x)^2 + (a5y - a4y)^2 + (a5z - a4z)^2);
% Calculo dos cossenos diretores 
cx = (a5x - a4x)/l4;
cy = (a5y - a4y)/l4;
cz = (a5z - a4z)/l4;

%  MATRIZ DE ROTACAO EM FUNÇÃO DAS COORDENADAS ESPACIAIS DO SEGMENTO
Matriz_rotacao_segmento4 = [ 0     -cy      0;...
                             cy     0       0;...
                             0      0       1];

% MONTAGEM DA MATRIZ

Matriz_geral_segmento4 = [Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3), 
zeros(3),zeros(3);zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3),
zeros(3);zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4, zeros(3);
zeros(3),zeros(3),zeros(3),Matriz_rotacao_segmento4];

K_separado_4 = [  (A1*E2)/L3,0,0,0,0,0,-(E2*A1)/L3,0,0,0,0,0;
                     0,(12*E2*Iz1)/L3^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L3^2,0,
-(12*E2*Iz1)/L3^3,0,0,0,(6*E2*Iz1)/L3^2;0,0,(12*E2*Iy1)/L3^3,0,
-(6*E2*Iy1)/L3^2,0,0,0,-(12*E2*Iy1)/L3^3,0,-(6*E2*Iy1)/L3^2,0;
0,0,0,((G*J1)/L3),0,0,0,0,0,-((G*J1)/L3),0,0;
0,0,-(6*E2*Iy1)/L3^2,0,(4*E2*Iy1)/L3,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L3^2,0,
(2*E2*Iy1)/L3,0;0,(6*E2*Iz1)/L3^2,0,0,0,(4*E2*Iz1)/L3,0,-(6*E2*Iz1)/L3^2,           
0,0,0,(2*E2*Iz1)/L3;-(E2*A1)/L3,0,0,0,0,0,(A1*E2)/L3,0,0,0,0,0;
0,-(12*E2*Iz1)/L3^3,0,0,0,-(6*E2*Iz1)/L3^2,0,(12*E2*Iz1)/L3^3,0,0,0,
-(6*E2*Iz1)/L3^2;0,0,-(12*E2*Iy1)/L3^3,0,(6*E2*Iy1)/L3^2,0,0,0,
(12*E2*Iy1)/L3^3,0,6*E2*Iy1)/L3^2,0;0,0,0,-((G*J1)/L3),0,0,0,0,0,(G*J1)/L3,
0,0;0,0,-(6*E2*Iy1)/L3^2,0,(2*E2*Iy1)/L3,0,0,0,(6*E2*Iy1)/L3^2,0,
(4*E2*Iy1)/L3,0;0,(6*E2*Iz1)/L3^2,0,0,0,(2*E2*Iz1)/L3,0-(6*E2*Iz1)/L3^2,
0,0,0,(4*E2*Iz1)/L3];

K_separado_4 = 
(Matriz_geral_segmento4*(K_separado_4)*Matriz_geral_segmento4');
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% número total de graus de liberdade
  nb_gdl = 30; % (5*6) -> numero de nós multiplicado pelo numero de gdl
de cada nó

% matriz de conectividade - graus de liberdade ordenados segundo:
%    1 nó 1, direção x                        nó  1 corresponde ao ponto A1
%    2 nó 1, direção y
%    3 nó 1, direção z
%    4 nó 1, direção fi_x
%    5 nó 1, direção fi_y
%    6 nó 1, direção fi_z

%    7 nó 2, direção x                        nó  2 corresponde ao ponto A2
%    8 nó 2, direção y
%    9 nó 2, direção z
%    10 nó 2, direção fi_x
%    11 nó 2, direção fi_y
%    12 nó 2, direção fi_z

%    13 nó 3, direção x                       nó  3 corresponde ao ponto A3
%    14 nó 3, direção y
%    15 nó 3, direção z
%    16 nó 3, direção fi_x
%    17 nó 3, direção fi_y
%    18 nó 3, direção fi_z

%    19 nó 4, direção x                       nó  4 corresponde ao ponto A4
%    20 nó 4, direção y
%    21 nó 4, direção z
%    22 nó 4, direção fi_x
%    23 nó 4, direção fi_y
%    24 nó 4, direção fi_z

%    25 nó 5, direção x                       nó  5 corresponde ao ponto A5
%    26 nó 5, direção y
%    27 nó 5, direção z
%    28 nó 5, direção fi_x
%    29 nó 5, direção fi_y
%    30 nó 5, direção fi_z

mat_conect=[ 1  2   3   4   5   6   7   8  9  10  11  12 % segmento A1 A2
             7  8   9  10  11  12  13  14 15  16  17  18 % segmento A2 A3
            13 14  15  16  17  18  19  20 21  22  23  24 % articulação A3 A4
            19 20  21  22  23  24  25  26 27  28  29  30]; % segmento A4 A5

% condições de contorno nos gdl impostos
cond_cont=[     1       0
                2       0
                3       0
                4       0
                5       0
                6       0
               25       0
               26       0
               27       0
               28       0
               29       0
               30       0 ];
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%  MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ
nb_ele = 4;

% CONSTRUÇÃO DAS MATRIZES ELEMENTARES E MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL
K_global=zeros(nb_gdl);

mat_ident=eye(nb_gdl);

mat_transf1=[mat_ident(mat_conect(1,1),:); mat_ident(mat_conect(1,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,3),:); mat_ident(mat_conect(1,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,5),:); mat_ident(mat_conect(1,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,7),:); mat_ident(mat_conect(1,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(1,9),:);mat_ident(mat_conect(1,10),:);
mat_ident(mat_conect(1,11),:);mat_ident(mat_conect(1,12),:)];

K_global_1 = K_global + mat_transf1'*K_separado_1*mat_transf1;

mat_transf2=[mat_ident(mat_conect(2,1),:); mat_ident(mat_conect(2,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,3),:); mat_ident(mat_conect(2,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,5),:); mat_ident(mat_conect(2,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,7),:); mat_ident(mat_conect(2,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(2,9),:);mat_ident(mat_conect(2,10),:);
mat_ident(mat_conect(2,11),:);mat_ident(mat_conect(2,12),:)];

K_global_2 = K_global_1 + mat_transf2'*K_separado_2*mat_transf2;

mat_transf3=[mat_ident(mat_conect(3,1),:); mat_ident(mat_conect(3,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,3),:); mat_ident(mat_conect(3,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,5),:); mat_ident(mat_conect(3,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,7),:); mat_ident(mat_conect(3,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(3,9),:);mat_ident(mat_conect(3,10),:); 
mat_ident(mat_conect(3,11),:); mat_ident(mat_conect(3,12),:)];

K_global_3 = K_global_2 + mat_transf3'*K_separado_3*mat_transf3;

mat_transf4=[mat_ident(mat_conect(4,1),:); mat_ident(mat_conect(4,2),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,3),:); mat_ident(mat_conect(4,4),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,5),:); mat_ident(mat_conect(4,6),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,7),:); mat_ident(mat_conect(4,8),:); 
                mat_ident(mat_conect(4,9),:);mat_ident(mat_conect(4,10),:);         
mat_ident(mat_conect(4,11),:);mat_ident(mat_conect(4,12),:)];

K_global_4 = K_global_3 + mat_transf4'*K_separado_4*mat_transf4;

matriz_total_restricao = K_global_4([7:24],[7:24]);

Fx2 = 0;
Fy2 = -(0.750*9.81); % força correspondente a massa aplicada
Fz2 = 0;
Mx2 = 0;
My2 = 0;
Mz2 = 0;
Fx3 = 0; Fy3 = 0; Fz3 = 0; Mx3 = 0; My3 = 0; Mz3 = 0;
Fx4 = 0; Fy4 = 0; Fz4 = 0; Mx4 = 0; My4 = 0; Mz4 = 0;
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W2 = [Fx2 Fy2 Fz2 Mx2 My2 Mz2]';
W3 = [Fx3 Fy3 Fz3 Mx3 My3 Mz3]';
W4 = [Fx4 Fy4 Fz4 Mx4 My4 Mz4]';

esforcos = [W2; W3; W4];
deslocamentos_estrutura_total= inv(matriz_total_restricao)*esforcos;

no_2 = deslocamentos_estrutura_total(1:6)
no_3 = deslocamentos_estrutura_total(7:12)
no_4 = deslocamentos_estrutura_total(13:18)

no_2_mm = deslocamentos_estrutura_total(1:3)*1000
no_3_mm = deslocamentos_estrutura_total(7:9)*1000
no_4_mm = deslocamentos_estrutura_total(13:15)*1000

%##########################################################################

% PLOTANDO A POSIÇÃO DEFORMADA

a1x = 0; a1y = 0; a1z = 0;

a2x_def = L1  + no_2(1);
a2y_def = 0        + no_2(2);
a2z_def = 0        + no_2(3);

a3x_def = 0.296   + no_3(1);
a3y_def = 0       + no_3(2);
a3z_def = 0       + no_3(3);

a4x_def = 0.296   + no_4(1);
a4y_def = 0       + no_4(2);
a4z_def = 0       + no_4(3);

a5x = 0.296;
a5y = 0.3;
a5z = 0;

plot3(a1x, a1y, a1z,'+r');
hold on
plot3(a2x_def, a2y_def, a2z_def,'or');
plot3(a3x_def, a3y_def, a3z_def,'or');
plot3(a4x_def, a4y_def, a4z_def,'or');
plot3(a5x, a5y, a5z,'+r');

plot3([a1x a2x_def], [a1y a2y_def], [a1z a2z_def],'r');
plot3([a2x_def a3x_def], [a2y_def a3y_def], [a2z_def a3z_def],'r');
plot3([a3x_def a4x_def], [a3y_def a4y_def], [a3z_def a4z_def],'r');
plot3([a4x_def a5x], [a4y_def a5y], [a4z_def a5z],'r');
grid on
axis equal
axis([-0.1 0.4 -0.1 0.4])
view(0,90)


