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ÁREA DE CONCENTRAÇÃO: Matemática.
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p. Dissertação de Mestrado, Universidade Federal de Uberlândia, Uberlândia-MG.

Resumo

Descrever matematicamente os fenômenos naturais para fazer previsões e tomar decisões é um

dos grandes desafios da matemática. Vários fenômenos podem ser descritos através de equações

diferenciais parciais, entretanto muitos desses fenômenos apresentam variáveis lingúısticas, isto

é, informações vagas e imprecisas. Essa caracteŕıstica dificulta a modelagem do fenômeno

através das equações diferenciais, já que estas dependem da precisão dos parâmetros utilizados.

A proposta deste trabalho é demonstrar a viabilidade e aplicabilidade dos sistemas parcialmente

fuzzy (p-fuzzy) na modelagem de fenômenos descritos por equações diferenciais parciais. Os

sistemas p-fuzzy foram obtidos utilizando a função ANFIS do Matlab, que a partir de um

conjunto de dados identifica as funções de pertinência e os parâmetros do sistema baseado em

regras fuzzy. Analisando os resultados alcançados conclúımos que a utilização dos sistemas p-

fuzzy é uma ferramenta útil para a modelagem de fenômenos particulares que envolvem taxas

de variações parciais, inclusive com evolução no tempo.

Palavras-chave: Teoria dos Conjuntos Fuzzy, ANFIS, Equações Diferenciais Parciais, Sistemas

Parcialmente Fuzzy.
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FERREIRA, D. P. L. Model P-Fuzzy applied to partial differential equations 2011. 64 p. M.

Sc. Dissertation, Federal University of Uberlândia, Uberlândia-MG.

Abstract

Describing mathematically natural phenomena in order to make predictions and decisions is

one of the biggest challenges in mathematics. Several phenomena can be described through

partial differential equations, however many of these phenomena present linguistic variables,

i.e. vague and imprecise information. Such characteristics make phenomenon modeling through

differential equations difficult due to their dependence on the precision of the parameters used.

The purpose of this research is to demonstrate the feasibility and applicability of fuzzy partial

systems (p-fuzzy) for the modeling of the phenomena described by partial differential equa-

tions. In particular, the method proposed made possible the mathematical treatment of the

physical phenomenon of luminescence, therefore demonstrating the potential of fuzzy p systems

in relation to those obtained without the fuzzy modeling approach. The p-fuzzy systems were

obtained using the function ANFIS Matlab, which came from a data set and identifies the

membership functions as well as the parameters of fuzzy rules based systems. Analyzing the

results, it is possible to conclude that the p-fuzzy system is a useful tool for modeling specific

phenomena that involve partial variation rates, including time evolution.

Keywords :Fuzzy Set Theory, ANFIS, Partial Differential Equations, Fuzzy Partial System .
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3 Sistema p-Fuzzy Aplicado às Equações Diferenciais 34

3.1 Sistemas p-fuzzy aplicado a Equações Diferenciais Ordinárias . . . . . . . . . . . 35
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Introdução

O modelo matemático é um conjunto de equações e relações matemáticas que traduz, de alguma

forma, um fenômeno em questão ou um problema de situação real. O modelo matemático

deve apresentar as caracteŕısticas essenciais de forma que o seu comportamento seja igual ou

semelhante a do fenômeno estudado [3].

A partir da construção de modelos pode-se fazer estimativas, previsões e tomar decisões

adequadas aos objetivos propostos em um determinado problema. Isto justifica o fato de serem

utilizados nos mais diversos campos da atividade humana: Economia, Biologia, Psicologia,

Comunicação, Demografia, Astronomia, Engenharia e outros.

Diversos fenômenos podem ser modelados utilizando equações diferenciais, entretanto mui-

tos desses fenômenos não têm dados suficientes para um estudo estat́ıstico ou então não com-

portam medições, dependendo de informações subjetivas de especialistas. Especialmente nas

ciências humanas, muitos conceitos, tais como a classe de “ńıvel cultural”, “doenças altamente

contagiosas”, “padrão de vida”, apresentam informações essenciais e subjetivas que são t́ıpicas

do pensamento e racioćınio humano. Essas caracteŕısticas dificultam a modelagem do fenômeno

através das equações diferenciais, pois estas dependem da precisão dos parâmetros utilizados. O

tratamento matemático dessas incertezas têm sido realizado utilizando a Teoria dos Conjuntos

Fuzzy [1] e [23].

A teoria de conjuntos fuzzy foi proposta por Zadeh em 1965 com o objetivo de fornecer

um método de obtenção e manuseio de informações imprecisas que são t́ıpicas do pensamento

e racioćınio humano. Desta forma, a modelagem matemática tradicional, pouco flex́ıvel, é

substitúıda por regras que se aproximam do conhecimento inexato do homem, posssiblitando

o tratamento matemático de termos lingǘısticos como “aproximadamente”, “em torno de”,

“muito”, “pouco”, “alto” etc.

Aplicações da teoria dos conjuntos fuzzy podem ser encontradas em diversas áreas das

ciências aplicadas. Em particular, modelos da Biomatemática que utilizam a teoria de equações

diferenciais ordinárias têm sido tratados dentro da teoria fuzzy [4], [23], [24] e [31]. Nestes tra-
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balhos as equações diferenciais ordinárias são substitúıdas por um Sistema Baseado em Regras

Fuzzy (SBRF) no qual a relação que descreve as variações com as variáveis de estado é descrita

por meio de regras fuzzy em vez de equações. Tais sistemas são denominado Parcialmente

Fuzzy, p-fuzzy, e foram constrúıdos utilizando o método de inferência de Mamdani [22].

Alguns estudos têm apresentado modelos de equações diferenciais parciais (EDPs) utilizando

parâmetros obtidos através de um SBRF, [12] e [18]. As aplicações apresentadas em [25] e [26]

utilizam esta teoria para determinar a esperança fuzzy. Em [20] obtêm-se aproximações fuzzy

de equações diferenciais parciais; [6] apresenta um novo método de inferência com aplicações

no estudo das EDPs. Leite e Bassanezi (2010) publicaram recentemente um artigo utilizando

a extensão de Zadeh para determinar a solução de EDPs utilizando condições iniciais fuzzy.

A proposta deste trabalho é demonstrar a viabilidade e aplicabilidade dos sistema parcial-

mente fuzzy na modelagem de fenômenos descritos por equações diferenciais parciais.

Generalizando os sistemas p-fuzzy para o caso das equações diferenciais parciais propomos

um SBRF no qual as variáveis estão correlacionadas com suas variações por uma base de regras

fuzzy que têm como entrada as variáveis de estado e como sáıda as variações parciais.

Nos modelos fuzzy propostos neste trabalho utilizamos o método de inferência de Takagi-

Sugeno [30] no qual o consequente das regras “Se... então...” é um polinômio da forma f(x, y) =

px + qy + r, onde x e y são as entradas do sistema, p , q e r são parâmetros do polinômio.

Neste trabalho estudamos a aplicabilidade do método proposto para a obtenção dos siste-

mas p-fuzzy em diversos modelos matemáticos descritos por equações diferenciais ordinárias,

comparando as aproximações determinadas analiticamente ou numericamente com as soluções

obtidas utilizando os sistemas p-fuzzy. Em seguida realizamos o estudo de fenômenos descritos

por equações diferenciais parciais. De forma análoga, os resultados obtidos numericamente e

através do modelo p-fuzzy foram comparados, permitindo verificar a aplicabilidade do método

proposto (Caṕıtulo 3).

Os conceitos apresentados no Caṕıtulo 1 e 2 alicerçam, respectivamente, a construção dos

SBRF e a obtenção de aproximações numéricas utilizadas no caṕıtulos subsequentes.

O Caṕıtulo 4 é dedicado à aplicação da teoria, estudada anteriormente, na modelagem

matemática da luminescência, realizada a partir de experiências com um feixe de luz focalizado

em um ponto na superf́ıcie de uma amostra v́ıtrea. Para tanto, são feitas considerações sobre

o modelo e de que forma a subjetividade incorporada apresenta vantagens com relação aos

resultados obtidos sem a modelagem fuzzy.

Norteados pelo estudo desenvolvido encerramos nosso trabalho apresentando um resumo

comentado dos principais resultados, discutindo a viabilidade da aplicação dos sistemas p-fuzzy
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no estudo das Equações Diferenciais Parciais.

Daniela Portes Leal Ferreira

Uberlândia-MG, 25 de julho de 2011.



Caṕıtulo 1

Conceitos Básicos da Teoria de

Sistemas Fuzzy

A teoria dos conjuntos Fuzzy, proposta por Zadeh, fornece um método de obtenção e manuseio

de informações essenciais e imprecisas que são t́ıpicas do pensamento e racioćınio humano,

tornando posśıvel programar e armazenar conceitos vagos e imprecisos em computadores [1].

Desta forma a modelagem matemática tradicional, pouco flex́ıvel, é substitúıda por rotinas

que se aproximam do mecanismo inexato do homem possibilitando a sua aplicação em diversas

áreas do conhecimento, especialmente na análise de sistemas econômicos, urbanos, biológicos e

sociais.

Alguns conceitos fundamentais desta teoria serão discutidos, incluindo funções de per-

tinência, e as operações com os conjuntos fuzzy. Em seguida apresentamos a fundamentação

necessária para a implementação dos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Na teoria clássica, um conjunto é uma coleção de elementos que pode ser caracterizado por

uma função cuja definição é dada a seguir.

Definição 1.1 Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A função caracteŕıstica de A é

dada por

χA(x) =

 1 se x ∈ A

0 se x /∈ A

A função χA tem como conjunto de domı́nio o universo U e sua imagem está é um elemento

do conjunto {0, 1}.

4
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Existe uma drástica distinção entre os elementos que pertencem e os que não pertencem

a um conjunto clássico, também chamado de conjunto crisp. Entretanto, particularmente nas

ciências humanas, muitos termos comumente empregadas, tais como ”ńıvel cultural”, ”doenças

contagiosas”, não apresentam esta caracteŕıstica. Estes são exemplos de conjuntos cujas fron-

teiras podem ser consideradas incertas. O uso da teoria clássica para representá-los simplifica

o problema e estabelece fronteiras que originalmente não existem. Esta caracteŕıstica também

pode ser identificada nas classificações que utilizam termos como: largo, pequeno, importante,

sério, aproximado. Nestes conjuntos, a transição da pertinência para a não pertinência é gra-

dual e não abrupta como na teoria clássica.

Para descrever tais conjuntos, Lotfi A. Zadeh introduziu, em 1965, a Teoria de Conjun-

tos Fuzzy [32]. A partir de uma generalização dos conjuntos clássicos Zadeh apresentou uma

formalização matemática para representar imprecisões usando subconjuntos fuzzy [1]. A gene-

ralização é obtida substituindo o conjunto imagem da função caracteŕıstica χA pelo intervalo

[0, 1]. Assim a função caracteŕıstica é generalizada para a função de pertinência, φF , que associa

a todo elemento do universo U a um valor do intervalo [0, 1].

Definição 1.2 Seja U um conjunto; um subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por uma

função

φF : U → [0, 1].

O valor da função de pertinência é interpretado como sendo o grau em que o elemento x de U

tem a propriedade F .

Um subconjunto fuzzy F é determinado pelo conjunto de pares ordenados:

F = {(x, φF (x)) x ∈ U}.

Exemplo 1.1 Considere o conjunto fuzzy “jovem”, os elementos são as “idades” e os graus

de pertinência dependem da idade. Uma posśıvel representação para o conjunto seria:

jovem = {(20, 1.0); (25, 1.0); (26, 0.96); (28, 0.74); (30, 0.5); (40, 0.1); (50, 0.04)}.

Zadeh propôs uma notação mais conveniente para os conjuntos fuzzy usando o sinal de “+”

para denotar uma enumeração [32]. Utilizando a barra, “/” , como uma notação alternativa

para o par ordenado (x, φF (x)) o conjunto fuzzy pode ser descrito como segue,

F = φF (x1)/x1 + φF (x2)/x2 + ... + φF (xn)/xn.
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Assim, quando o conjunto universo U é finito, o conjunto fuzzy F pode ser representado

por

F =
∑

φF (x)/x.

Exemplo 1.2 Suponha que alguém queira descrever a classe de carros os quais têm a pro-

priedade de serem caros considerando carros tais como BMW, Buick, Ferrari, Rolls Royce,

Mercedes e Palio. Alguns carros, como Ferrari e Rolls Royce definitivamente pertencem a este

conjunto, enquanto o Palio não pertence, [7]. Existe ainda um terceiro grupo, no qual é dif́ıcil

determinar se o carro é caro ou não. Desta forma o conjunto de carros caros pode ser descrito

da seguinte forma,

carroscaros = 1.0/Ferrari+1.0/RollsRoyce+0.8/Mercedes+0, 7/BMW+0, 4/Buick+0/Palio.

Um conjunto fuzzy pode ser representado analitica e graficamente por sua função de per-

tinência. A representação gráfica é muito utilizada na literatura por ter uma interpretação mais

intuitiva. Na representação em duas dimensões, o eixo vertical representa o grau de pertinência

no intervalo [0,1] e o eixo horizontal o universo correspondente à informação ser modelada [11].

Exemplo 1.3 O subconjunto fuzzy A dos números reais “próximos de 10” pode ser represen-

tado analiticamente pela função de pertinência dada a seguir e graficamente pela Figura 1.1:

χA(x) =


x − 9 se 9 6 x < 10

11 − x se 10 6 x < 11

0 caso contrário.
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Figura 1.1: Subconjunto fuzzy dos números próximos de 10.
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Frequentemente é apropriado considerar somente elementos do universo cujo grau de per-

tinência seja diferente de zero. O subconjunto clássico de U definido por

suppF = {x ∈ U : φF (x) > 0}

é denominado conjunto suporte e tem papel fundamental na interrelação entre teorias de con-

juntos clássicas e fuzzy [1].

1.2 Operações entre Conjuntos Fuzzy

As noções de igualdade e de inclusão de dois conjuntos fuzzy são imediatamente derivados da

teoria clássica de conjuntos.

Dois conjuntos fuzzy são iguais se todos elementos do universo têm o mesmo grau de per-

tinência em cada um deles.

Um conjunto fuzzy A é subconjunto de um conjunto fuzzy B se todo elemento do universo

tem grau de pertinência em A menor do que em B.

Sejam A e B subconjuntos clássicos de U representados pelas funções caracteŕısticas χA e

χB, respectivamente. Os conjuntos A ∪ B (união) , A ∩ B (interseção) e A′ (complementar),

têm ∀x ∈ U , as respectivas funções caracteŕıstica :

χA∪B(x) = max{χA(x), χB(x)},

χA∩B(x) = min{χA(x), χB(x)},

χA′(x) = 1 − χA(x).

As operações entre conjuntos podem ser estendidas para os conjuntos fuzzy generalizando as

funções caracteŕısticas que definem os conjuntos obtidos pela união, interseção e complemento,

para as respectivas funções de pertinência.

Definição 1.3 Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U representados pelas funções de pertinência

φA e φB (Figura 1.2), respectivamente. Os conjuntos fuzzy A∪B (Figura 1.3), A∩B (Figura

1.4) e A′ (Figura 1.5) têm, ∀x ∈ U , as respectivas funções de pertinência:

φA∪B(x) = max{φA(x), φB(x)},

φA∩B(x) = min{φA(x), φB(x)},

φA′(x) = 1 − φA(x)∀x ∈ U.
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1
A B

Figura 1.2: Conjuntos fuzzy A e B

1
A B

A∪ B

Figura 1.3: União de A e B.

1
A B

A∩B

Figura 1.4: Interseção de A e B.

1
A A’

 

Figura 1.5: Complementar de A.

Se A e B forem conjuntos clássicos, as funções caracteŕısticas das respectivas operações são

iguais às funções de pertinências acima definidas, demonstrando a coerência destas definições.

Observe ainda que no caso de conjuntos fuzzy um elemento pode pertencer ao um conjunto

e ao seu complementar (Exemplo 1.2). Essa é uma grande diferença da teoria clássica de

conjuntos, no qual o elemento ou pertence ao conjunto ou pertence ao seu complementar.

Exemplo 1.4 O conjunto fuzzy C dos carros caros deve refletir uma situação oposta da relacio-

nada com o conjunto fuzzy B dos carros baratos, considerando os seus custos como elementos.

Para o conjunto dos carros baratos a função de pertinência deve ser decrescente com o valor do

carro, já para os carros caros deve ser crescente. Assim pode-se definir a função de pertinência

de F por:

φC(x) = 1 − φB(x)

onde φB é a função de pertinência do subconjunto fuzzy dos carros baratos. O Conjunto

fuzzy F é o complementar do conjunto fuzzy C.
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Considere como universo dos custos o intervalo U = [0, 150.000], onde x ∈ U é interpretado

como custo de um carro. O subconjunto fuzzy B, dos carros baratos pode ser caracterizado

pela função de pertinência:

φB(x) =



1 se x 6 25.000

100.000 − x

75.000
se 25.000 < x 6 100.000

0 se x > 100.000.

Desta forma o conjunto fuzzy dos carros caros será caracterizado pela função de pertinência:

φC(x) =



0 se x 6 25.000

x − 25.000

75.000
se 25.000 < x 6 100.000

1 se x > 100.000.

Uma representação gráfica para C e B é dada na Figura 1.6.
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Figura 1.6: Subconjunto fuzzy dos Carros Caros e dos Carros Baratos.

1.3 Nı́veis de um Conjunto Fuzzy

Um subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por elementos do universo com seus respectivos

graus de pertinência. Um elemento x de U está em uma classe se seu grau de pertinência é

maior que determinado valor ou ńıvel α ∈ [0, 1] que define a classe. O conjunto crisp desses

elementos é um α-ńıvel de F , denotado por [F ]α [1].
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Definição 1.4 Seja F um subconjunto fuzzy de U e α ∈ [0, 1]. O α-ńıvel de F é o subconjunto

de U definido por

[F ]α = {x ∈ U : φF (x) > α} para 0 < α 6 1 e [F ]0 = suppA.

Exemplo 1.5 Seja U = R o conjunto dos números reais e A um conjunto fuzzy de R caracte-

rizado pela seguinte função de pertinência:

φA(x) =



x − 9 se 9 6 x < 10

11 − x se 10 6 x < 11

0 se x /∈ [9, 11].

Nesse caso suppA =]9, 11[, logo [A]0 = ]9, 11[ = [9, 11]. Para determinar o conjunto α-ńıvel

para 0 < α 6 1 tome x − 9 > α e 11 − x > α, assim [A]α = [9 + α, 11 − α]. A Figura

1.7 representa [A]α no eixo das abscissas em vermelho, para um determinado valor de α, onde

0 < α ≤ 1.
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Figura 1.7: α-ńıvel de A.

1.4 Números Fuzzy

Os números fuzzy representam, matematicamente, situações que envolvem valores numéricos

imprecisos. Geralmente em tais situações é necessário utilizar a expressão “em torno de”

para representar a imprecisão dos dados numéricos. Por exemplo, quando se quer marcar um

encontro com determinada pessoa utiliza-se a expressão “por volta das 4 horas” [1]. Neste caso,
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matematicamente, indica-se a expressão por volta das 4 horas por um subconjunto fuzzy A cujo

domı́nio da função de pertinência é o conjunto dos números reais.

Definição 1.5 Um subconjunto fuzzy A é chamado de número fuzzy quando o conjunto de

domı́nio da função de pertinência φA é o conjunto dos números reais e satisfaz às condições:

i. Todos os α-ńıvel de A são não vazios, com 0 < α 6 1;

ii. Todos os α-ńıvel de A são intervalos fechados de R;

iii. O suporte de A, suppA = {x ∈ U : φA(x) > 0}, é limitado.

Os números fuzzy mais utilizados são os triangulares, trapezoidais e os de forma de sino [1].

Definição 1.6 Um número fuzzy A é dito triangular se sua função de pertinência é da forma

φA(x) =



0 se x 6 a

x − a

u − a
se a < x 6 u

b − x

b − u
se u 6 x < b

0 se x > b.

(1.1)

Para modelar matematicamento a expressão “por volta das quatros horas” pode-se utilizar

um número fuzzy triangular com a seguinte função de pertinência:

φA(x) =



0 se x 6 3, 8

x − 3, 8

2
se 3, 8 < x 6 4

4, 2 − x

2
se 4 6 x < 4, 2

0 se x > 4, 2.

(1.2)

Note que o número fuzzy triangular não é necessariamente simétrico, como em (1.2), pois

b−u pode ser diferente de u−a em (1.1). O número fuzzy triangular é um modelo matemático

para a expressão lingúıstica “perto de u” e no caso deste ser simétrico pode ser entendido como

em “em torno de u”.
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Definição 1.7 Um número fuzzy A é dito trapezoidal se sua função de pertinência tem a forma

de um trapézio e é dada por

φA(x) =



x − a

b − a
se a < x 6 b

1 se b 6 x < c

d − x

d − c
se c < x 6 x < d

0 caso contrário.

Definição 1.8 Um número fuzzy A tem a forma de sino se dados u, a e δ ,tem-se

φA(x) =


exp(

−(x − u)2

a
) se u − δ 6 x 6 u + δ

0 caso contrário.

Apresentaremos a seguir as operações aritméticas para os números fuzzy.

Definição 1.9 Sejam A e B dois números fuzzy e λ um número real.

a) A soma dos números fuzzy A e B é o número fuzzy, A+B, cuja função de pertinência é

φA+B(z) = sup{(x,y):x+y=z}min[φA(x), φB(y)].

b) A multiplicação de λ pelo número fuzzy A é o número fuzzy, λA, cuja função de per-

tinência é

φλA(z) = sup{x:λx=z}[φA(x)] =


φA(λ−1z) se λ ̸= 0

0 se λ = 0.

c) A diferença dos números fuzzy A e B é o número fuzzy, A−B, cuja função de pertinência

é

φA−B(z) = sup{(x,y):x−y=z}min[φA(x), φB(y)].
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d) A multiplicação dos números fuzzy A e B é o número fuzzy, A · B, cuja função de

pertinência é

φA·B(z) = sup{(x,y):x·y=z}min[φA(x), φB(y)].

e)A divisão do número fuzzy A por B, se 0 /∈ suppB, é o número fuzzy cuja função de

pertinência é

φA/B(z) = sup{(x,y):x/y=z}min[φA(x), φB(y)].

O resultado a seguir generaliza, por meio dos α-ńıveis, as operações aritméticas para inter-

valos [1].

Seja ⊗ qualquer uma das operações aritméticas mencionadas anteriormente, os α-ńıveis do

conjuntos A ⊗ B são dados por:

[A ⊗ B]α = [A]α ⊗ [B]α

para todo α ∈ [0, 1].

A aplicação dos α-ńıveis no cálculo das operações aritméticas podem ser encontradas em

[21].

1.5 Lógica Fuzzy

Um sistema lógico é um conjunto de axiomas e regras que visam representar formalmente um

racioćınio válido. Na lógica clássica um racioćınio pode ter a seguinte forma:

Se X é A então Y é B.

X é A.

Portanto, Y é B.

Para formular métodos dedutivos como este, para o caso fuzzy, é necessário o conceito

de variáveis lingúısticas. A noção de variável lingúıstica é praticamente a mesma de uma

variável definida na matemática convencional, ambas substituem valores. No caso da variável

lingúıstica os valores assumidos são termos lingúısticos associados à subconjuntos fuzzy, parti-

cularmente, números fuzzy. Assim, enquanto uma variável matemática assume dados numéricos

ou expressões algébricas cujas soluções são números, os valores de uma variável lingúıstica são

termos lingúısticos, tais como: muito alto, pequeno, baixo e muitos outros, cujos significados

são dados quantitativamente por conjuntos fuzzy.



14

Exemplo 1.6 Suponha que se queira construir um aparelho de ar condicionado cuja tempera-

tura deva ser controlada. “Temperatura” é uma variável lingúıstica que pode assumir os valores

“frio”, “confortável” e “quente”. Considere “ frio” uma temperatura inferior a cerca de 200C,

“confortável” uma temperatura em torno de 250C e “quente” uma temperatura superior a cerca

de 300C. Cada valor ou termo assumido pela variável “ Temperatura” é expresso qualitativa-

mente por um dos termos lingúısticos e quantitativamente por uma subconjunto fuzzy.

As proposições que associam uma variável lingúıstica a um termo são denominadas pro-

posições fuzzy. Do exemplo anterior destacam-se três proposições fuzzy:

Temperatura é fria;

Temperatura é confortável;

Tempertatura é quente.

Na lógica clássica as proposições são unicamente “Verdadeiras” ou “Falsas” podendo ser

compostas com o aux́ılio dos conectivos:“e”, “ou” , “não” e “implicação”. O valor lógico de uma

proposição composta depende dos valores lógicos de cada uma das proposições envolvidas na

composição e da regra de cada conectivo definida por tabelas verdade. As sentenças verdadeiras

têm valor lógico 1, enquanto sentenças falsas têm valor lógico 0.

Entretanto para avaliar logicamente, no sentido fuzzy, uma proposição fuzzy composta do

tipo “Se x é A e y é B então z é C” deve-se inicialmente atribuir um valor pertecente ao

intervalo [0, 1] que indique o quanto a proposição “ x é A” é verdadeira e realizar a avaliação

lógica, no sentido fuzzy, de cada um dos conectivos encontrados na proposição. Para isto é

necessário estender os conectivos por meio das normas triangulares.

Definição 1.10 Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operação binária s : [0, 1]×[0, 1] →

[0, 1] satisfazendo as seguintes condições:

i. Comutatividade: xsy = ysx

ii. Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz

iii. Monotonicidade: Se x 6 y e w 6 z então xsw 6 ysz

iv. Condições de fronteira: xs0 = x, xs1 = 1.

A s-norma estende o operador ∨ que modela o conectivo “ou” [1].

Exemplo 1.7 O operador s : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] definido por s(x, y) = max{x, y} = x ∨ y

reproduz a tabela verdade do conectivo ∨.
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Definição 1.11 Uma norma triangular (t-norma) é uma operação binária t : [0, 1] × [0, 1] →

[0, 1] satisfazendo as seguintes condições:

i. Comutatividade: xsy = ysx

ii. Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz

iii. Monotonicidade: Se x 6 y e w 6 z então xsw 6 ysz

iv. Condições de fronteira: xs0 = 0, xs1 = x.

A t-norma estende o operador ∧ que modela o conectivo “e” [1].

Exemplo 1.8 O operador t : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] definido por t(x, y) = min{x, y} = x ∧ y

reproduz a tabela verdade do conectivo ∧.

Definição 1.12 Uma aplicação η : [0, 1] → [0, 1] é uma negação se satisfizer as seguintes

condições:

i. Monotonicidade: η é decrescente

ii. Involução: η(η(x)) = x

iii. Condições de fronteiras: η(0) = 1, η(1) = 0.

Exemplo 1.9 A aplicação η(x) = 1 − x reproduz a tabela verdade da negação “∼”, [1].

Definição 1.13 Qualquer operação ⇒: [0, 1]× [0, 1] → [0, 1] que reproduza a tabela verdade da

implicação clássica é denominada implicação fuzzy.

1.6 Relação Fuzzy

Na teoria clássica de conjuntos, uma relação R sobre U1 ×U2 × ...×Un é qualquer subconjunto

do produto cartesiano usual U1×U2×...×Un e pode ser representada pela função caracteŕıstica:

χR : U1 × U2 × ... × Un → {0, 1}.

com

χR(x1, x2, ..., xn) =

 1 se (x1, x2, ..., xn) ∈ R

0 se (x1, x2, ..., xn) /∈ R

Dependendo do fenômeno estudado é conveniente relacionar conjuntos fuzzy ao invés de

conjuntos clássicos, neste caso, a relação é considerada fuzzy. O conceito matemático de relação

fuzzy é formalizado estendendo a função caracteŕıstica de uma relação clássica para uma função

de pertinência.
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Definição 1.14 Uma relação fuzzy R sobre U1 ×U2 × ...×Un é qualquer subconjunto fuzzy de

U1 × U2 × ... × Un cuja função de pertinência é dada por:

φR : U1 × U2 × ... × Un → [0, 1].

O número φR(x1, x2, ..., xn) ∈ [0, 1] indica o grau com que os elementos xi estão relacionados

segundo a relação R.

Uma relação fuzzy de grande importância é o produto cartesiano, tecnicamente, na teoria de

conjuntos fuzzy, tal operação é similar a interseção. A diferença está nos conjuntos universos

envolvidos nas operações: na interseção, os subconjuntos fuzzy são de um mesmo universo,

enquanto que no produto cartesiano eles podem ser diferentes.

Definição 1.15 O produto cartesiano fuzzy A1×A2×...×An dos subconjuntos fuzzy A1, A2, ..., An

de U1, U2, ..., Un é a relação fuzzy R cuja função de pertinência é

φR(x1, x2, ..., xn) = φA1(x1) ∧ φA2(x2) ∧ ... ∧ φAn(xn)

onde ∧ é a t-norma min.

Em diversas aplicações, a composição de relações tem importância fundamental. Conside-

rando R e S duas relações fuzzy binárias em U1 × U2 e U2 × U3, respectivamente, a relação

composta R ◦ S pode ser definida como a seguir.

Definição 1.16 A composição R ◦ S é uma relação fuzzy binária em U1 × U3 com função de

pertinência dada por

φR◦S(x1, x3) = supx2∈U2 [(φR(x1, x2))t(φS(x2, x3))].

1.7 Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Um SBRF é um sistema que utiliza a teoria de conjuntos fuzzy para produzir sáıdas a partir

de um conjunto de entradas fuzzy. Tais sistemas foram desenvolvidos com o objetivo de emular

o comportamento humano considerando que o conhecimento e as ações humanas são apoiadas

em uma sequência de regras ligúısticas, traduzidas por um conjunto de regras. As regras for-

muladas pelo ser humano são usualmente da forma:

Se (um conjunto de condições é satisfeito) então (um conjunto de consequências pode ser

inferido).
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Nos sistemas baseados em regras fuzzy o antecedente (conjunto de condições) e consequente

(conjunto de consequências) de cada regra são valores assumidos por variáveis lingúısticas e

esses por sua vez, são modelados por conjuntos fuzzy. Ou seja, as regras são proposições

condicionais fuzzy.

Uma vez estabelecida uma base de regras, isto é, como relacionam-se os conjuntos fuzzy

envolvidos nas regras fuzzy, um SBRF pode ser visto como um mapeamento entre a entrada e

a sáıda da forma y = f(x), x ∈ Rn e y ∈ Rm. Esta classe de sistema é amplamente utilizada

em problemas de modelagem, controle e classificação [1].

O SBRF contêm quatro componentes: um processador de entrada que realiza a fuzzificação

dos dados de entrada, uma coleção de regras fuzzy, uma máquina de inferência fuzzy e um pro-

cessador de sáıda que fornece a sáıda. Estes componentes estão conectados conforme indicado

na Figura 1.8.

Figura 1.8: Sistema baseado em regras fuzzy [11].

1.7.1 Processador de Entrada (Fuzzificação)

A fuzzificação está relacionada com os conceitos vagos e imprecisos da linguagem natural. Esta

operação consiste, essencialmente, em traduzir os valores de entrada em conjuntos fuzzy.

Geralmente os dados de entrada são crips, entretanto a manipulação desses dados em um

SBRF é baseada na teoria de conjuntos fuzzy. Desta forma a fuzzificação é, necessariamente,

a primeira etapa deste sistema. Após a fuzzificação as variáveis serão descritas por conjuntos
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fuzzy cujas funções de pertinência são definidas, por exemplo, com a ajuda de um especialista

na área fenômeno a ser modelado.

1.7.2 Base de regras

Um sistema baseado em regras é caracterizado por um conjunto de declarações condicionais

lingúısticas usualmente representadas da forma “se-então”, as quais podem ser facilmente escri-

tas como regras fuzzy, onde o antecedente e o consequente de cada regra são proposições fuzzy.

A coleção das regras fuzzy formam a base de regras.

A base de regras pode ser elaborada a partir do conhecimento e experiência do especialista

sobre o processo a ser estudado ou com base no aprendizado utilizando dados, isto é, o sistema

se encarrega de criar a sua própria base de regras a partir dos dados.

1.7.3 Máquina de Inferência Fuzzy

A máquina de inferência tem a capacidade de simular a tomada de decisão baseando-se nos

conjuntos fuzzy e na base de regras. Ainda é hábil para inferir ações empregando métodos de

inferência que para cada valor assumido pelas variáveis de entrada fornecem um valor de sáıda.

Neste trabalho serão discutidos os Métodos de Inferência de Mamdani e de Takagi-Sugeno.

Método de Inferência de Mamdani

No método de inferência proposto por Mamdani as regras fuzzy são interpretadas pelo produto

cartesiano e agregadas pelo conetivo “ou” modelado pela a s-norma máximo. Ou seja, o método

de inferência de Mamdani se resume na união da composição das relações de entradas com as

definidas por cada regra.

Para ilustrar o método de inferência considere as regras

R1 : Se x é A1 e y é B1 então z é C1.

R2 : Se x é A2 e y é B2 então z é C2.

A Figura 1.9 ilustra como uma sáıda z de um sistema de inferência do tipo Mamdani é

gerada a partir das entradas x e y, vistos como conjuntos unitários.

Observe que a sáıda obtida pelo método de Mamdani é um conjunto fuzzy, sendo, por-

tanto, necessário um método para obter um número real que a represente. Estes processos são

chamados métodos de Defuzzificação e serão apresentados na próxima seção.
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Figura 1.9: Sáıda final do controlador fuzzy de Mamdani.

Método de Inferência de Takagi-Sugeno

As diferenças básicas entre o método de Takagi-Sugeno e o de Mamdani estão na forma de

escrever o consequente de cada regra e no processo de defuzzificação utilizado para obter a

sáıda geral do sistema.

Com o método de inferência de Takagi-Sugeno o consequente de cada regra é dado por uma

função das variáveis de entrada [1].

Uma regra Ri com n entradas (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn e uma saida z ∈ R tem a forma

Ri : Se x1 e Ai1 e x2 e Ai2 e... xn e Ain então zi = gi(x1, x2, ..., xn), i = 1, . . . , r.

onde Aij são subconjuntos fuzzy de R.

A sáıda geral do método é dado por

z = fr(x1, x2, ..., xn) =

∑r
j=1 wjTgj(x1, x2, ..., xn)∑r

j=1 wj

=

∑r
j=1 wjTzj∑r

j=1 wj

.

onde wj = φAj1
(x1)TφAj2

(x2)T...φAjn
(xn) onde T é uma t-norma. As t-normas mais utilizadas

são o produto e o mı́nimo, respectivamente. Para ilustrar o método de inferência considere o

caso de duas regras, cada uma com duas variáveis de entrada e uma de sáıda:

R1 : Se x1 é A11 e x2 é A12 então z1 = g1(x1, x2).

R2 : Se x1 é A21 e x2 é A22 então z2 = g2(x1, x2).
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A sáıda z, é:

z =
w1z1 + w2z2

w1 + w2

=
w1g1(x1, x2) + w2g2(x1, x2)

w1 + w2

= f(x1, x2)

onde wi = min[φAi1
(x1), φAi2

(x2)].

Observe que neste método a sáıda gerada pela máquina de inferência é um número real

sendo, portanto, desnecessária a Defuzzificação da sáıda.

A Figura 1.10 ilustra o processo utilizado para obter a sáıda z, dadas as entradas x e y.

w

w

1

2

Figura 1.10: Sáıda final do controlador fuzzy de Takagi-Sugeno.

1.7.4 Processador de Sáıda (Defuzzificação)

A sáıda dos SBRF, em geral, são conjuntos fuzzy. O módulo de Defuzzificação, quando ne-

cessário, converte a sáıda, que é um conjunto fuzzy, em um número crisp.

O método mais comum de defuzzificação é o Método do Centro de Gravidade, [1]. Este método

é semelhante à média ponderada para a distribuição de dados, com diferença que os pesos são

os valores que indicam o grau de compatibilidade da sáıda zi com o conceito modelado pelo

conjunto fuzzy C em z. As equações (1.3) e (1.4) apresentam o centro de gravidade G(C) para

os domı́nios discreto e cont́ınuo, respectivamente.

G(C) =

∑n
i=0 ziφC(zi)∑n
i=0 φC(zi)

. (1.3)

G(C) =

∫
R

zφC(z)dz∫
R

φC(z)dz
. (1.4)
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O desenvolvimento de SBRF é fundamental para a aplicação da teoria fuzzy proposta por

este trabalho. A estrutura formal da matemática fuzzy desenvolvida neste caṕıtulo será de

grande utilidade no estudo apresentado nos caṕıtulos posteriores.



Caṕıtulo 2

Conceitos Básicos de Cálculo Numérico

A complexidade da maioria dos problemas reais torna, em geral, imposśıvel determinar soluções

por métodos anaĺıticos. Nestes casos o problema é solucionado recorrendo a soluções aproxi-

madas.

As ferramentas ou métodos usados para obter a solução de problemas matemáticos de

forma aproximada são objetos de estudo do Cálculo Numérico. Algumas dessas ferramentas

são apresentadas neste caṕıtulo, devido a sua importância no estudo proposto por este trabalho.

2.1 Solução Numérica de Equações Diferenciais Ordi-

nárias

A modelagem de diversos fenômenos é baseada em equações diferenciais. As equações dife-

renciais são expressões matemáticas que envolvem as derivadas ou diferenciais de uma função

incógnita. Resolver uma equação diferencial é determinar esta função. Algumas equações di-

ferenciais podem ser resolvidas utilizando-se métodos anaĺıticos e, desta forma uma solução

exata é determinada. Entretanto, em muitos casos faz-se necessário que a solução seja obtida

numericamente.

Uma equação diferencial ordinária (EDO) envolve apenas derivadas em relação a uma única

variável. Uma EDO de primeira ordem é da forma y′ = f(x, y). Se acrescentada uma condição

inicial y(x0) = y0, esta representa um problema de valor inicial (PVI). Apresentaremos dois

métodos para obter a solução numérica das EDOs: integração numérica e diferenças finitas.

22



23

2.1.1 Integração Numérica para obter a Solução de EDOs

Considere o PVI: 
y′ = f(x, y),

y(x0) = y0.

Separando as variáveis e integrando y′ no intervalo [xn, xn+1] tem-se:∫ xn+1

xn

y′(x)dx =

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx,

e pelo Teorema Fundamental do Cálculo

y(xn+1) = y(xn) +

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx.

Assim, para solucionar o PVI, determina-se uma aproximação numérica para a integral

definida
∫ xn+1

xn
f(x, y(x))dx.

As fórmulas de integração numérica são obtidas com base na seguinte idéia: escolhe-se

uma função que aproxime satisfatoriamente à função do integrando que seja de fácil manuseio,

e resolve-se a integral com essa função, obtendo assim fórmulas de integração numérica que

envolvem apenas uma combinação dos valores da função do integrando. Funções interpoladoras

podem ser utilizadas para obter essas aproximações.

Definição 2.1 A integração numérica pode ser definida por

I =

∫ b

a

f(x)dx =
n∑

k=0

wkf(xk) + En+1,

onde wk são denominados pesos, f(xk) valores funcionais f , sendo em número de n + 1. Os

pesos wk e os pontos de integração xk, k = 0, 1, ..., n são determinados de tal modo que o erro

de truncamento En+1 se anule quando f for um polinômio de grau menor ou igual a um certo

número natural p [27].

Regra do Trapézio

A Regra do Trapézio consiste em aproximar o valor da função no intervalo [xn, xn+1] por uma

função de primeira ordem. Isto, geometricamente, é equivalente a aproximar uma curva qual-

quer em um intervalo por uma reta neste intervalo. Desta forma a área sob a função, que é a

integral neste intervalo, é aproximada pela área do trápézio dada por
h

2
[f(xn+1) − f(xn)] onde

h = xn+1 − xn. Assim a integral definida no intervalo [xn, xn+1] é dada por [27]:∫ xn+1

xn

f(x)dx =
h

2
[f(xn+1) − f(xn)].
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O erro de truncamento é dado por:

ET = −h3

12
f”(ξ), ξ ∈ (xn, xn+1).

Regra de Simpson

A Regra de Simpson é obtida aproximando-se a função por um polinômio interpolador do

segundo grau, sendo portanto necessário três pontos igualmente espaçados, (xn, xM e xn+1)

onde xM é o ponto médio do intervalo [xn, xn+1]. Graficamente a função é aproximada por uma

parábola. A regra de Simpson é dada por [27]:∫ xn+1

xn

f(x)dx =
h

3
[f(xn+1) + 4f(xM) + f(xn)].

O erro de truncamento é dado por:

ET = −h5

90
f IV (ξ), ξ ∈ (xn, xn+1).

2.1.2 Integração Múltipla

O cálculo numérico de integral de mais de uma variável é uma extensão natural do que foi

abordado para o caso de integral de funções com uma variável. Para o cálculo numérico de

integrais duplas do tipo:

I =

∫ yn+2

yn

∫ xn+2

xn

f(x, y)dxdy

pode ser utilizado uma extensão da Regra de Simpson. Com base nesta regra pode-se escrever:

I =

∫ yn+2

yn

∫ xn+2

xn

f(x, y)dxdy =
hk

9
{f(xn, yn) + 4f(xn+1, yn) + f(xn+2, yn) +

+4[f(xn, yn+1) + 4f(xn+1, yn+1) + f(xn+2, yn+1)] +

+f(xn, yn+2) + 4f(xn+1, yn+2) + f(xn+2, yn+2)}.

2.1.3 Método das Diferenças Finitas para Obter a Solução de EDOs

Neste método, aproximações obtidas por diferenças finitas são utilizadas para solucionar as

EDOs. As diferenças finitas podem ser atrasadas, centrais ou avançadas nas derivadas. Por

meio da série de Taylor par a função y pode-se escrever

yn+1 = yn + hy′
n(x) +

h2

2!
y′′

n(x) +
h3

3!
y′′′

n (x) + ...

Utilizando uma expansão da série de Taylor até a primeira ordem tem-se:

yn+1 u yn + hy′
n(x),
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hy′
n(x) u yn+1 − yn,

y′
n(x) u

yn+1 − yn

h
.

Desta forma tem-se a diferença finita adiantada dada por

y′
n(x) u

yn+1 − yn

h
. (2.1)

Outra fórmula de diferenças finitas pode ser obtida utlizando a seguinte expansão da série

de Taylor até a primeira ordem:

yn−1 u yn − hy′
n(x)

hy′
n(x) u yn − yn−1

y′
n(x) u

yn − yn−1

h

A aproximação dada por

y′
n(x) u

yn − yn−1

h
(2.2)

e denominada diferença finita atrasada.

As diferenças finitas centrais são obtidas adicionando as aproximações (2.1) e (2.2).

y′(x) u
yn+1 − yn−1

2h
. (2.3)

As diferenças finitas atrasada, adiantada e central, utilizadas como aproximações da segunda

derivada, são obtidas de modo análogo a partir da série de Taylor expandida até a segunda

ordem. Assim a segunda derivada de y pode ser aproximada utilizando a diferença central dada

por:

y′′
n(x) u

yn+1 − 2yn + yn−1

h2
. (2.4)

Sempre que posśıvel, usa-se, para aproximar derivadas, fórmulas em função das diferenças

finitas centrais, tendo em vista que elas são mais precisas [27].

A abordagem adotada para obter a solução das EDOs compreende as seguintes etapas:

1. Discretização do domı́nio .

2. Aproximação das derivadas por diferenças finitas: as derivadas das equações diferenciais

são substitúıdas por aproximações obtidas utilizando diferenças finitas.
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3. Estabelecimento das equações de diferenças em cada ponto de discretização. Essas equações

formam um sistema de n equações e n incógnitas, que pode vir a ter solução se as condições

de contorno forem utilizadas. Em seguida transpõem-se esses termos para o lado direito

do sistema para obter um sistema tridiagonal.

4. Utilização das condições de contorno.

Exemplo 2.1 Consideremos um varal de nylon com as extremidades fixadas em hastes com

as seguintes alturas H1 = 1.6m e H2 = 1.5m, onde a distância entre as hastes é dada por

L = 5m. Neste varal existe uma colcha dependurada com uma distância de a = 2m e b = 4m

da extremidade inicial. Este fenômeno é representado pela seguinte equação :

−αy′′ = p(x), (2.5)

onde α é uma constante e p(x) é o peso de cada ponto do varal dado por:

p(x) =

 PL se 0 6 x < a ou b 6 x < L

PL + c se a 6 x < b,

onde c corresponde ao peso da colcha molhada, dado por c = 1.3Kg e PL = 0.2m. As

condições de contorno são y(0) = H1 e y(L) = H2 [17].

A solução do problema é obtida seguindo as etapas descritas anteriormente.

1. Discretização do domı́nio: Utilizando um passo h = 0.1 o domı́nio é particionado em

n = 50 pontos.

2. Aproximação das derivadas por diferenças finitas: Usando aproximações para as derivadas

obtidas pelas diferenças centradas, dadas pelas equações (2.3) e (2.4), a equação (2.5) pode

ser reescrita:

−α

(
yn+1 − 2yn + yn−1

h2

)
= pn.

3. Estabelecimento das equações de diferenças em cada ponto da malha.

Para n = 1

−α

(
y2 − 2y1 + y0

h2

)
= p1

2y1 − y2 =
h2p1

α
+ y0.

Para n = 2

−α

(
y3 − 2y2 + y1

h2

)
= p2
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2y2 − y3 − y1 =
h2p2

α
.

Para n = 3

−α

(
y4 − 2y3 + y2

h2

)
= p2

2y3 − y4 − y2 =
h2p3

α
.

Essas equações formam um sistema de n equações e n incógnitas, representado matrici-

almente por: 

2 −1 0 ... 0

−1 2 −1 ... 0

0 −1 2 −1 ...

... 0
. . . . . . 0

0 0 ... −1 2





y1

y2

y3

...

yn


=



h2p1

α
+ y0

h2p2

α

h2p3

α

...

h2pn

α
+ yL



4. Substituir das condições de contorno y(0) = H1 = 1.6 e y(L) = H2 = 1.5.

Adotando α = −10.6 resolve-se o sistema, determinando assim a altura do varal em cada

ponto do domı́nio. A Figura 2.1 representa a solução obtida.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

1.6

x

Altura

Figura 2.1: Aproximação numérica da altura y do varal no intervalo [0,5].
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2.2 Solução Numérica de Equações Diferenciais Parciais

Uma equação diferencial parcial na variável dependente u e nas variáveis independentes x e y,

é uma equação que pode ser posta na forma:

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0

onde F é uma função das variáveis indicadas e pelo menos uma deriada parcial aparece nessa

expressão.

Uma importante classe de equações diferenciais parciais (EDP) são as EDPs de segunda

ordem com a forma:

A(x, y)uxx + B(x, y)uxy + C(x, y)uyy = G(x, y, u, ux, uy) (2.6)

com (x, y),∈ Ω ⊆ R2, sendo A,B, C, funções cont́ınuas em Ω tal que, A2 + B2 + C2 ̸= 0, para

todo (x, y) ∈ Ω.

As EDPs, em cada ponto da região Ω de definição da equação (2.6), podem ser classificadas

em um dos seguintes tipos:

Eĺıptica se B(x, y)2 − A(x, y)C(x, y) < 0.

Parabólica se B(x, y)2 − A(x, y)C(x, y) = 0.

Hiperbólica se B(x, y)2 − A(x, y)C(x, y) > 0.

A equação (2.6) pode ser considerada eĺıptica, parabólica ou hiperbólica num conjunto Ω se a

respectiva condição for satisfeita em todos os pontos [27].

Neste trabalho o método de diferenças finitas foi utilizado para resolver numericamente

algumas EDPs. A idéia básica é aproximar as derivadas parciais que aparecem na equação dife-

rencial, nas condições iniciais e nas condições de contorno por meio das fórmulas de diferenças

finitas. A abordagem utizada é análoga a exposta na seção anterior.

2.2.1 Diferenças Finitas para Equações Eĺıpticas

Considere a equação:

uxx + uyy = f(x, y), (x, y) ∈ R. (2.7)

Tem-se que A(x, y) = C(x, y) = 1 e B(x, y) = 0. Logo esta é uma equação eĺıptica. Atribui-se

à expressão uxx + uyy o nome de Operador Laplaciano.
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A equação (2.7) é utilizada na modelagem matemática de diversos fenômenos: distribuição

de temperatura, distribuição de tensões em placas carregadas, potencial gerado por cargas

elétricas e muitos outros.

O primeiro passo para aproximar (2.7) por diferenças finitas é definir uma malha de pontos

espaçados por h e k . A partir das fórmulas de diferenças finitas define-se aproximações para

as derivadas parciais dadas por:

uxx(x, y) =
u(x + h, y) − 2u(x, y) + u(x − h, y)

h2
,

uyy(x, y) =
u(x, y + k) − 2u(x, y) + u(x, y − k)

k2
.

Substituindo no Laplaciano obtem-se:

uxx + uyy =
u(x + h, y) − 2u(x, y) + u(x − h, y)

h2
+

u(x, y + k) − 2u(x, y) + u(x, y − k)

k2
.

Se a malha for uniforme, isto é, os espaçamentos na vertical e na horizontal forem iguais,

fazendo k = h tem-se que:

uxx + uyy =
u(x + h, y) + u(x, y + h) − 4u(x, y) + u(x − h, y) + u(u, y − h)

h2
.

No desenvolvimento que segue-se, adota-se a seguinte notação:

u(xi, yj) = ui,j

u(xi + h, yj) = ui+1,j

u(xi − h, yj) = ui−1,j

u(xi, yj + k) = ui,j+1

u(xi, yj − k) = ui,j−1.

Desta forma pode-se obter a equação (2.7) em cada ponto (xi, yj) da malha. Nos problemas

envolvendo malha com discretizaçao do Laplaciano, existem as cógnitas ,obtidas da condição

de contorno, e as incógnitas, que são os valores da função u(x, y) nos pontos da malha. No

sistema obtido, as cógnitas são os coeficientes k2 acompanhados das condições de contorno.

Essas condições não devem ser usadas na matriz dos coeficientes que multiplicam as incógnitas,

mas devem ser somadas à matriz cujos elementos são os valores f(i, j) nos pontos da malha,

multiplicada por k2h2. A solução da equação (2.7) em cada ponto da malha é a solução do

sistema representado matricialmente por:
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A ×



u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

.

.

.

un−1


=



k2h2f(1, 1) − k2u0

k2h2f(2, 1)

k2h2f(3, 1)

.

.

.

k2h2f(N, 1)

k2h2f(1, 2)

k2h2f(2, 2)

.

.

.

k2h2f(N, M) − k2un


onde A é uma matriz pentadiagonal dada por:



−2(k2 + h2) k2 0 . . . h2 0 . . . 0 0 0 0

k2 −2(k2 + h2) k2 0 . . . h2 0 . . . 0 0 0

0 k2 −2(k2 + h2) k2 0 . . . h2 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h2 0 . . . k2 −2(k2 + h2) k2 0 . . . h2 0 . . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 . . . h2 0 . . . k2 −2(k2 + h2) k2 0 . . . h2

0 0 . . . h2 0 . . . k2 −2(k2 + h2) k2 0 . . .

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 . . . h2 0 . . . k2 −2(k2 + h2) k2

0 0 0 0 0 . . . h2 0 . . . k2 −2(k2 + h2)



Exemplo 2.2 Uma placa retangular de prata tem calor sendo gerado uniformemente em todos

os pontos. Considere que a temperatura em todos os seus pontos satisfaz a seguinte equação:

uxx + uyy = −(cos(x + y) + cos(x − y)), 0 < x < π 0 < y <
π

2
. (2.8)

Suponha que a temperatura ao longo das bordas seja dada por:

u(x, 0) = cosx, u(x,
π

2
) = 0, 0 ≤ x ≤ π,

u(0, y) = cosy, u(π, y) = −cosx, 0 ≤ y ≤ π

2
. (2.9)

Inicialmente define-se uma malha uniforme. Em seguida usa-se diferenças finitas, como

exposto anteriormente, obtendo-se uma aproximação numérica para o problema de valor de

contorno. A Figura 2.2 apresenta a aproximação numérica da equação (2.8) com condições de

contorno dadas em (2.9).
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Figura 2.2: Aproximação numérica da solução u(x, y) utilizando diferenças finitas.

2.2.2 Diferenças Finitas para Equações Parabólicas

Como exemplo de uma EDP Parabólica, considere a equação

yt − a(x, t)yxx = f(x, t), x ∈ (a, b) (2.10)

com condição inicial

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [a, b]

e condições de contorno

u(a, t) = ua(t)

u(b, t) = ub(t).

Para problemas com evolução no tempo adota-se a notação:

uj
i = u(xi, tj).

Por meio de diferenças finitas centrais para as derivadas espaciais, a segunda derivada yxx é

aproximada por:

uxx(xi, tj) =
uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1

h2
. (2.11)

A derivada em relação ao tempo yt pode ser discretizada utilizando as fórmulas de diferenças

finitas avançada, atrasada ou central dadas, respectivamente, por:

ut(xi, tj) =
uj+1

i − uj
i

k
,

ut(xi, tj) =
uj

i − uj−1
i

k
, (2.12)

ut(xi, tj) =
uj+1

i − uj−1
i

2k
,
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onde a variável k representa o intervalo de tempo entre as iterações.

Substituindo na equação (2.10) as aproximações obtidas em (2.11) e (2.12), tem-se que:

uj
i − uj−1

i

k
− αj

i

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
= f j

i .

Para encontrar o valor das incógnitas, no tempo j , isola-se uj
i obtendo:

uj
i − uj−1

i

k
= f j

i + αj
i

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
,

uj
i − uj−1

i =
αk

h2

(
uj

i+1 − 2uj
i + uj

i−1

)
+ kf j

i .

Considerando
αk

h2
= λ, tem-se o sistema:



2λ + 1 −λ 0 0 . . . 0

−λ 2λ + 1 −λ 0 . . . 0

0 −λ 2λ + 1 −λ 0 . . .

0 . . . −λ 2λ + 1 −λ 0

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

0 0 0 0 −λ 2λ + 1





u
j
1

u
j
2

u
j
3

u
j
4

.

.

.

u
j
n−1


=



u
j−1
1

u
j−1
2

u
j−1
3

u
j−1
4

.

.

.

u
j−1
n−1


+



f
j
1 + λy0

f
j
2

f
j
3

f
j
4

.

.

.

f
j
n−1 + λyn



Resolvendo o sistema obtemos uma aproximação da solução da equação diferencial parcial

(2.10).

Outra possibilidade é aproximar a derivada em relação ao tempo utilizando diferenças cen-

trais, calculadas no tempo intermediário entre ti e ti+1 que não pertence a malha, considere

f j+1/2 a função calculada neste ponto. Nos problemas resolvidos utilizando este método, apare-

cem valores da solução em seis pontos da malha. Três deles são conhecidos, os correspondentes

ao tempo tj, os outros três são calculados resolvendo o sistema tridiagonal [5]:

Aj+1
y = Bj

y + kf j+1/2,

onde

A =



λ + 1 −λ
2 0 0 0 . . . 0

−λ
2 λ + 1 −λ

2 0 . . . 0 0

0 −λ
2 λ + 1 −λ

2 0 . . . 0

0 . . . −λ
2 λ + 1 −λ

2 0 0

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

0 0 0 . . . 0 −λ
2 λ + 1


e B =



1 − λ λ
2 0 0 0 . . . 0

λ
2 1 − λ λ

2 0 . . . 0 0

0 λ
2 1 − λ λ

2 0 . . . 0

0 . . . λ
2 1 − λ λ

2 0 0

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

.
. .

0 0 0 . . . 0 λ
2 1 − λ


.
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Este método é denominado Método de Crank-Nicolson [10]. A seguir apresentamos uma

aplicação deste método para determinar a aproximação da solução de EDP’s com evolução no

tempo.

Exemplo 2.3 Considere uma cidade hipotética em uma malha regular tendo uma fonte de po-

luição que contamina a atmosfera e se espalha por toda a malha devido à presença de um vento

regional, v = (v1, 0). Um modelo para descrever a evolução do quadro de impacto num deter-

minado peŕıodo de tempo, é dado pela equação diferencial parcial evolutiva advectiva-difusiva:

∂u

∂t
− α

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ v1

∂u

∂x
+ σu = f (2.13)

onde u = u(x, y, t) indica a concentração do poluente no instante t, α representa a dispersão na

área, v1 a velocidade de transporte, σ representa o decaimento e f representa a fonte de poluente.

Para simplificar o problema, considere as condições de contorno u = 0, isto é, assuma que o

retângulo considerado seja grande o suficiente, de forma que a concentração de poluentes na

fronteira seja igual a zero, [17].

Utilizando método de Crank-Nicolson, com α = 0.01, σ = 0.001 e v1 = 0.1 determinam-

se aproximações da evolução da poluição num determinado tempo. As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5

apresentam a concentração da poluição após 4, 40 e 400 iterações, respectivamente.
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Figura 2.3: Poluição após 4

iterações.

Figura 2.4: Poluição após 40

iterações.

Figura 2.5: Poluição após 400

iterações.

Os métodos numéricos apresentados neste caṕıtulo foram utilizados para obter as bases de

dados necessárias para a construção dos sistemas p-fuzzy, a partir dos quais determinamos as

aproximações de soluções das equações diferencias.



Caṕıtulo 3

Sistema p-Fuzzy Aplicado às Equações

Diferenciais

As equações diferenciais são uma ferramenta para a modelagem de fenômenos cujas variáveis

de estado estão relacionadas com suas variações temporais. Esta relação é estabelecida a partir

de parâmetros ou funções que precisam ser mensurados ou estimados, entretanto, na maioria

dos casos, faz-se necessária a coleta de um número elevado de dados para descrever bem o

fenômeno a ser modelado. Além disso, em muitos desses fenômenos a relação entre as variáveis

e suas variações é imprecisa. Essa caracteŕıstica dificulta a modelagem do fenômeno através

das equações diferenciais, já que estas dependem da precisão dos parâmetros utilizados.

Este caṕıtulo propõe a adoção de sistemas baseados em regras fuzzy que incorporam in-

formações imprecisas nas variáveis, nas variações e nas suas relações com as variáveis, permi-

tindo assim, o tratamento matemático dessas incertezas. Tais sistemas são chamados sistemas

p-fuzzy [1].

Propomos a aplicação de sistemas p-fuzzy para a solução de problemas modelados por

Equações Diferenciais Ordinárias e Parciais. Para obter a base de regras e as funções de

pertinência utilizamos a função ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System) do Matlab

[13]. A ANFIS é uma rotina de treinamento de sistemas de inferência fuzzy do tipo Takagi-

Sugeno, que utiliza um algoritmo de aprendizagem para identificar, a partir de um conjunto de

dados os parâmetros do sistema baseado em regras fuzzy tipo Sugeno [16].

A base de regras e os parâmetros das funções de pertinência do SBRF podem ser constrúıdos

a partir de dados obtidos experimentalmente ou com o aux́ılio de um especialista. Utilizando

estes dados e a função ANFIS do Matlab é posśıvel identificarmos as regras e os parâmetros

do sistema baseado em regras fuzzy. A Figura 3.1 apresenta a metodologia proposta para

34
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a solução de equações diferenciais. Para verificarmos a eficiência do método proposto em

diversas aplicações neste caṕıtulo, utilizamos dados obtidos através da resolução das equações

diferenciais pelo método de diferenças finitas.

ANFIS

SBRFVARIÁVEIS DE
ENTRADA

VARIAÇÕES

DADOS 
(Derivadas obtidas a partir da solução numérica ou

experimentalmente)

MÉTODO NUMÉRICO

Figura 3.1: Esquema para a solução de Equações Diferenciais utilizando Sistemas p-fuzzy.

3.1 Sistemas p-fuzzy aplicado a Equações Diferenciais

Ordinárias

A equação diferencial
dx

dt
= f(x)

é estudada a partir da variação, representada na equação pelo campo f . Entretanto, em muitas

das aplicações, f é conhecido parcialmente, isto é, não pode ser determinado explicitamente.

Com base nas caracteŕısticas do fenômeno que se deseja modelar podemos construir uma base

de regras para descrever f . Desta forma tanto as variáveis como suas variações são linguisticas

e estão correlacionadas, não por meio de equações, e sim através da base de regra fuzzy [1].

Quando a relação das variações com as variáveis de estado é descrita por meio de regras

fuzzy, em vez de equações, dizemos que o sistema é parcialmente fuzzy, p-fuzzy [1]. Utilizando

os sistemas p-fuzzy, mesmo que f não seja conhecida explicitamente, é posśıvel calcular as

imagens de todos os pontos de seu domı́nio.

Os sistemas p-fuzzy apresentados na literatura utilizam caracteŕısticas do campo f para a
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construção da base de regras. Entretanto o ajuste das funções de pertinência é baseado na

solução anaĺıtica da equação diferencial. Seguindo a metodologia proposta por este trabalho a

construção da base de regras e o ajuste das funções de pertinências são realizados automatica-

mente com o aux́ılio da função ANFIS.

Para um melhor entendimento da metodologia exposta apresentaremos algumas aplicações

que comprovam a eficácia e versatilidade dos sistemas p-fuzzy na modelagem de situações reais.

3.1.1 Exemplos de sistemas p-fuzzy aplicados a EDOs

Exemplo 3.1 Crescimento Malthusiano

Considere o prinćıpio malthusiano para crescimento populacional:

“ a variação de uma população é proporcional a população em cada instante”.

Este prinćıpio determina que a variação populacional cresce a medida em que cresce a po-

pulação. A partir desta caracteŕıstica podemos determinar um conjunto de dados e construir

um SBRF cuja sáıda é a taxa de variação da população. A arquitetura de um sistema p-fuzzy

pode ser vista na Figura 3.2. O SBRF foi contrúıdo a partir de dados obtidos da solução

anaĺıtica do modelo malthusiano, seguindo a metodologia exposta na Figura 3.1.

SBRF

MÉTODO NUMÉRICO

dx

dt

x

Figura 3.2: Arquitetura de um Sistema p-fuzzy.

O sistema apresenta duas variáveis lingúısticas: a população x e a taxa de variação
dx

dt
. Defi-

nimos para a população os termos lingúısticos Baixa(B), Média Baixa (MB), Média Alta (MA)

e Alta (A), representadas na Figura 3.3 por funções de pertinências triangulares. As variáveis

de sáıda são polinômios da forma f(x, y) = px + q, os parâmetros p e q foram determinados

pela função ANFIS.

A base de regras constrúıda para a taxa de variação em função da entrada x é composta

pelas regras:
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Figura 3.3: Funções de pertinência para a população.

1. Se x é B então
dx

dt
= 0.47x.

2. Se x é MB então
dx

dt
= 0.47x + 0.001611.

3. Se x é MA então
dx

dt
= 0.47x + 0.003223.

4. Se x é A então
dx

dt
= 0.47x + 0.04834.
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Figura 3.4: Solução do sistema p-fuzzy com

população inicial igual a 2.
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Figura 3.5: Diferença entre a solução

do sistema p-fuzzy e anaĺıtica calcu-

lada em cada tempo t.

Analisando as Figura 3.4 e 3.5 que apresentam, respectivamente, as soluções anaĺıtica e

fuzzy e a diferença em cada ponto t das duas soluções, podemos observar que para a maioria

dos pontos a diferença entre as soluções é pequena . Assim o sistema p-fuzzy é uma boa
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aproximação para a solução obtida analiticamente a partir da equação diferencial.

Exemplo 3.2 Modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra

Este modelo foi criado com base em modificações observadas para populações de peixes e

tubarões do mar Mediterrâneo por ocasião da paralização e posterior retomada das atividades

pesqueiras como consequência da 1a Guerra Mundial. O modelo de Lotka-Volterra é dado pelas

equações:


dx

dt
= ax − cxy,

dy

dt
= −by + dxy,

(3.1)

onde x(t)e y(t) representam, respectivamente, o número de presas e número de predadores no

tempo t. As constantes a, b, c, e d correspondem respectivamente ao nascimento de peixes,

mortalidade de peixes quando há o encontro entre peixes e tubarões, a mortalidade de tubarões

e a conversão de alimentos para predadores [2]. Consideramos a = 0.1, b = 0.01, c = 0.05,

d = 0.001.

Temos como objetivo determinar uma base de regras que substitua as equações dadas em

(3.1), para modelar a dinâmica entre presas e predadores, por meio de um modelo p-fuzzy

cont́ınuo. Utilizando a solução anaĺıtica e seguindo o esquema apresentado na introdução deste

caṕıtulo, obtemos um SBRF cujas entradas são as variáveis x e y e cujas sáıdas são as suas

variações. A Figura 3.6 apresenta a arquitetura do sistema p-fuzzy para a equação (3.1).

dy

dt

dx

dt
x(ti)

y(ti)

SBRF

y(ti−1) +
∫

ti

ti−1

dy

dt
(s)ds

x(ti−1) +
∫

ti

ti−1

dx

dt
(s)ds

Figura 3.6: Sistema p-fuzzy para modelo presa e predador.

O número de presas e predadores, em cada instante t, é obtido utilizando o número de presas

e predadores no tempo anterior e a integrais das sáıdas do SBRF, Figura 3.6. As integrais são
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aproximadas utilizando um método de integração numérica. Neste exemplo optamos pelo a

regra do trapézio:


x(ti) = x(ti−1) +

∫ ti

ti−1

dx

dt
(s)ds,

y(ti) = y(ti−1) +

∫ ti

ti−1

dy

dt
(s)ds.

(3.2)

As variáveis de entrada x e y tem funções de pertinência triangulares, Figuras 3.7 e 3.8.
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Figura 3.7: Funções de pertinência da

variável de entrada x.
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Figura 3.8: Funções de pertinência da

variável de entrada y.

A base de regras do SBRF é formada por 25 regras nas quais as variáveis de sáıda
dx

dt
e

dy

dt
são representadas por polinômios da forma f(x, y) = px + qy + r.

As simulações das trajetórias e o plano de fase produzidos pelo sistema p-fuzzy são apre-

sentadas nas Figuras 3.9 e 3.10.

A Figura 3.11 apresenta um comparação entre as aproximações determinadas utilizando o

método numérico Runge Kutta e as aproximações obtidas utilizando o modelo p-fuzzy. Anali-

sando os resultados podemos concluir que o sistema p-fuzzy proposto descreve adequadamente o

modelo presa-predador de Lotka-Volterra, cuja solução é obtida sem a necessidade dos métodos

numéricos utilizados para solucionar EDOs.
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Figura 3.9: Evolução da população ao longo

do tempo.
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Figura 3.10: Plano de fase do sistema p-

fuzzy para x0 = 50 e y0 = 15.
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Figura 3.11: Aproximações obtidas numericamente e a partir do modelo p-fuzzy.

Exemplo 3.3 Modelo Colcha no Varal

No exemplo 2.1 do caṕıtulo 2 apresentamos a solução para o problema da colcha no varal

utilizando o método de diferenças finitas. Resolveremos o mesmo problema utilizando um

sistema p-fuzzy.

Particionando o domı́nio [0, 5] podemos representar a variável x pelos termos lingúısticos

trapezoidais: Pequeno (P), Médio (M), Grande (G), Figura 3.12.

Para estabelecer um modelo p-fuzzy descreveremos a relação entre a variável x e a derivada

segunda de y com relação a x,
d2y

dx2
, através da base de regras fuzzy:

1. Se x is P então
d2y

dx2
= −0.02701x + 0.03172.
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Figura 3.12: Funções de pertinência.

2. Se x is M então
d2y

dx2
= 0.08488x − 0.07414.

3. Se x is G então
d2y

dx2
= 0.01237x − 0.03804.

O sistema p-fuzzy utilizado na modelagem matemática deste problema pode ser resumido pelo

esquema da Figura 3.13.

d
2
y

dx2

SBRF

dy(ti−1) +
∫

ti

ti−1

d
2
y

ds2
ds

dy

dx
(ti)

x(ti)

y(ti)
y(ti−1) +

∫
ti

ti−1

dy

ds
ds

Figura 3.13: Arquitetura sistema p-fuzzy utilizado para o modelo do varal.

Utilizando o método de integração de Simpson, obtemos uma aproximação da solução.
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A Figura 3.14 apresenta a solução numérica, obtida utilizando diferenças finitas e a apro-

ximação fuzzy obtida através do sistema p-fuzzy. O gráfico da Figura 3.15 apresenta a dis-

crepância entre as aproximações numérica e fuzzy em cada ponto do varal. A solução fuzzy

obtida aproxima-se consideravelmente da solução numérica, demonstrando a eficiência do sis-

tema p-fuzzy constrúıdo.
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Figura 3.14: Aproximação fuzzy e numérica.
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Figura 3.15: Comparação das aproximações

fuzzy e numérica em cada ponto.

3.2 Sistemas p-Fuzzy aplicado a Equações Diferenciais

Parciais

As equações diferenciais parciais (EDPs) são utilizadas na modelagem da maioria dos fenômenos

naturais. Na prática a maior parte das aplicações apresenta relações entre várias variáveis, as-

sim a modelagem matemática envolve derivadas a respeito de cada uma dessas variáveis. Se

as relações existentes entre as variáveis de estado e suas variações parciais não forem deter-

mińısticas, a modelagem utilizando as EDPs torna-se bastante complicada. Nestes casos os

sistemas p-fuzzy mostram-se eficientes.

Para a modelagem de fenômenos que envolvem variações parciais utilizando sistemas p-fuzzy

devemos substituir as derivadas parciais por uma base de regras fuzzy que têm como entrada

as variáveis de estado e como sáıda as variações parciais. Utilizando a mesma metodologia da

seção anterior, obtemos o campo de direções parciais por meio de um sistema fuzzy que utiliza

o método de inferência de Takagi-Sugeno.

Apresentamos a seguir exemplos de aplicação dos sistemas p-fuzzy na modelagem de alguns

fenômenos descritos por EDPs.
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3.2.1 Exemplos de Sistemas p-fuzzy aplicado a EDPs Eĺıpticas

Exemplo 3.4 Temperatura de uma Placa

Considere o seguinte problema:

Uma placa retangular de prata de 6×5 cm tem calor sendo gerado uniformemente em todos os

pontos, com uma taxa q = 1.5cal/cm3. Representamos por x a distância ao longo da borda da

placa, de largura igual a 6 cm e por y a distância ao longo da outra borda da placa, de largura

igual a 5 cm. Suponha que a temperatura ao longo das bordas se mantenha nas seguintes

temperaturas:

u(x, 0) = x(6 − x), u(x, 5) = 0, 0 ≤ x ≤ 6

u(0, y) = y(5 − y), u(6, y) = 0, 0 ≤ y ≤ 5,

onde a origem se encontra em um dos cantos da placa com as coordenadas (0,0) e as bordas

se posicionam ao londo dos eixos positivos x e y. A temperatura de estado estável, u(x, y),

satisfaz a equação de Poisson:

∂2u

∂x2
(x, y) +

∂2u

∂y2
(x, y) =

q

K
, 0 < x < 6, 0 < y < 5,

onde K, a condutividade térmica, é 1.04cal/cm.oC.s [10].

Utilizando uma discretização para a placa e o método de diferenças finitas, obtemos uma

aproximação numérica da temperatura u(x, y), representada nas Figuras 3.16 e 3.17.
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Figura 3.16: Projeção no plano xy da tem-

peratura u(x, y).
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Figura 3.17: Aproximação numérica da

temperatura.

O modelo p-fuzzy gerado tem como variáveis de entrada as medidas x e y e variável de sáıda

a derivada parcial de u(x, y) com relação a x, ux(x, y) [8]. A base de dados necessária para a

aplicação da função ANFIS é obtida a partir da aproximação numérica da solução, utilizando o
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método de diferenças finitas. Com o aux́ılio da rotina ANFIS do Matlab, determina-se funções

de pertinência triangulares para as variáveis de entrada, Figura 3.18.
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Figura 3.18: Funções de pertinência para a

variável de entrada x.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

y

G
ra

u 
de

 P
er

tin
en

ci
a

MP P M G MG

Figura 3.19: Funções de pertinência para a

variável de entrada y.

As regras a seguir apresentam alguns polinômios que representam a variável de sáıda.

1. Se x é muito pequeno e y é muito pequeno então ux(x, y) = 160.8x− 84.8y +1.1.

2. Se x é médio e y é médio então ux(x, y) = −160.2x + 3.1y + 473.5.

3. Sex é muito grande e y é muito grande então ux(x, y) = −30.1x+83.5y− 234.8.

Fixando y e utilizando o método de integração de Simpson, obtemos a solução u(x, y),

representada na Figura 3.20.
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Figura 3.20: Aproximação da solução u(x, y) a partir do modelo p-fuzzy.

A aproximação da solução obtida através do modelo p-fuzzy e a aproximação numérica

obtida a partir do método de diferenças finitas, apresentam comportamentos similares. A
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diferença absoluta máxima entre os valores obtidos para cada ponto da malha através dois

métodos é de 0.197, como podemos observar, no eixo horizontal, para um número pequeno de

pontos da malha, eixo vertical da Figura 3.21.
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Figura 3.21: Diferença entre as aproximações obtidas por diferenças finitas e modelo p-fuzzy.

Apresentamos outros exemplos de sistemas p-fuzzy aplicados às EDPs.

3.2.2 Exemplos de Sistemas p-fuzzy aplicado a EDPs Parabólicas

Exemplo 3.5 Uma colcha secando no varal

Analisaremos novamente o problema de uma colcha secando em um varal mas agora consi-

derando que a cada tempo t, o seu peso se modifica devido a evaporação ocorrida. Como

consequência deste processo, o varal juntamente com a colcha tende a subir, até que esta fique

completamente seca. Este problema pode ser modelado utilizando a EDP parabólica:

yt − αyxx = f, (x, t) ∈ R

Assumiremos para as constantes e condições de contorno os mesmos valores utilizados no

Exemplo 2.1. A função utilizada como variação da massa é dada por:

fn
i = yseca − yn−1

i ,

onde yseca é a solução da EDP considerando a massa da colcha seca igual a 0, 8Kg, y0
i é a

solução da EDO substitúıda a cada iteração pela solução da equação:

yt(x, y) − αyxx(x, t) = tevapf
n+1/2.
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O valor de fn+1/2, em cada iteração, é a média dos valores de fn
i e fn+1

i . Para resolver a EDO

e a EDP utilizamos o método de diferenças finitas e na discretização do tempo o método de

Crank-Nicolson [17]. Para modelar o problema através dos sistemas p-fuzzy, construiremos

uma base de regras com variáveis de entrada x e t, a variável de sáıda é a variação parcial de

y em relação a x. Assim os dados utilizados pela função ANFIS são os valores de x, t e ∂y
∂x

.

Desta forma, utilizamos apenas um SBRF para modelar o fenômeno ao longo do tempo t. A

arquitetura do sistema p-fuzzy é apresentada na Figura 3.22.

SBRF

x

t

∂y

dx
(x, t)

y(xi(t)) = y(xi−1(t)) +
∫

xi

xi−1

∂y

ds
(s, t)ds

Figura 3.22: Modelo p-fuzzy aplicado a equações parabólicas.

A sáıda do SBRF são polinômios da forma f(x, t) = px + qt + r. Os parâmetros p, q e r

são determinados pela ANFIS. As variáveis de entrada, x e t, são representadas por conjuntos

fuzzy com cinco funções de pertinência representadas nas Figuras 3.23 e 3.24.

Assim a base de regras é constitúıda pelas vinte e cinco regras:

1. Se t é muito pequeno e x é muito pequeno então
∂y

∂x
=0.00005632t− 13.447x− 0.006925.

2. Se t é muito pequeno e x é pequeno então
∂y

∂x
= 0.19577t − 13.258x + 16.248.

3. Se t é muito pequeno e x é médio então
∂y

∂x
= 0.39168t − 13.161x + 32.453.

4. Se t é muito pequeno e x é grande então
∂y

∂x
= 0.59247t − 13.226x + 49.117.

5. Se t é muito pequeno e x é muito grande então
∂y

∂x
= 0.80507t − 13.513x + 66.774.

6. Se t é pequeno e x é muito pequeno então
∂y

∂x
= −0.000083496t− 12.994x− 0.00037619.

7. Se t é pequeno e x é pequeno então
∂y

∂x
= 0.19561t − 12.814x + 10.858.
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Figura 3.23: Funções de pertinência para a

variável de entrada t.
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Figura 3.24: Funções de pertinência para a

variável de entrada x.

8. Se t é pequeno e x é médio então
∂y

∂x
= 0.3916t − 12.74x + 21.71.

9. Se t é pequeno e x é grande então
∂y

∂x
= 0.59266t − 12.809x + 32.871.

10. Se t é pequeno e x é muito grande então
∂y

∂x
= 0.80527t − 13.079x + 44.665.

11. Se t é médio e x é muito pequeno então
∂y

∂x
= 0.0033417 − 12.314x − 0.00013059t.

12. Se t é médio e x é pequeno então
∂y

∂x
= 0.19556t − 12.143x + 5.1862.

13. Se t é médio e x é médio então
∂y

∂x
= 0.39157t − 12.081x + 10.376.

14. Se t é médio e x é grande então
∂y

∂x
= 0.59274t − 12.149x + 15.716.

15. Se t é médio e x é muito grande então
∂y

∂x
= 0.80535t − 12.403x + 21.348.

16. Se t é grande e x é muito pequeno então
∂y

∂x
= 0.0085558 − 11.835x − 0.00015877t.

17. Se t é grande e x é pequeno então
∂y

∂x
= 0.19553t − 11.671x − 0.23786.

18. Se t é grande e x é médio então
∂y

∂x
= 0.39154t − 11.616x − 0.473.

19. Se t é grande e x é grande então
∂y

∂x
= 0.59278t − 11.682x − 0.71446

20. Se t é grande e x é muito grande então
∂y

∂x
= 0.80538t − 11.924x − 0.98422.

21. Se t é muito grande e x é muito pequeno então
∂y

∂x
= 0.01639− 11.585x− 0.00018756t.

22. Se t é muito grande e x é pequeno então
∂y

∂x
= 0.19551t − 11.424x − 5.3799.

23. Se t é muito grande e x é médio então
∂y

∂x
= 0.39152t − 11.374x − 10.765.

24. Se t é muito grande e x é grande então
∂y

∂x
= 0.59282t − 11.439x − 16.306.

25. Se t é muito grande e x é muito grande então
∂y

∂x
= 0.80543t − 11.673x − 22.178.

Observe que a aproximação da solução y para cada tempo t, fixo, é obtida a partir da

sáıda do SBRF. As integrais foram resolvidas utilizando o método de integração de Simpson.
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As Figuras 3.25 e 3.26 apresentam a solução numérica, aproximação fuzzy no tempo t=0 e a

evolução da solução fuzzy no tempo, respectivamente.
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Figura 3.25: Solução Numérica y(x, t) e

Solução Fuzzy no instante t=0.
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Figura 3.26: Evolução da solução y(x, t) a

partir do modelo p-fuzzy.
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Figura 3.27: Evolução do valor máximo da diferença no tempo t.

As aproximações obtidas utilizando o sistema p-fuzzy estão próximas das aproximações obti-

das numericamente utilizando o método de Crank-Nicolson. O valor máximo da diferença entre

as aproximações fuzzy e numérica, para todo x, em cada tempo t é inferior a 0.045. A partir

da Figura 3.27 constatamos que as soluções aproximam-se com o tempo, pois a discrepância

máxima entre as aproximações decresce com o tempo.

Exemplo 3.6 Poluição do ar

No exemplo 2.3 do capitulo 2 apresentamos a solução numérica para o fenômeno de poluição

do ar modelado pela equação diferencial parcial evolutiva advectiva-difusiva:

∂u

∂t
− α

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
+ v1

∂u

∂x
+ σu = f, (3.3)
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lembrando que u(x, y, t) é a concentração do poluente no instante t, α representa a dispersão

na área, v1 a velocidade de transporte, σ representa o decaimento e f representa a fonte de

poluente.

Nesta seção apresentamos a solução deste problema utilizando sistemas p-fuzzy. O objetivo

é substituir as relações descritas pela EDP por uma base de regras que tem como variáveis de

entrada as variáveis de estado x, y e t, e variável de sáıda, a derivada parcial de u em relação a x.

Fixando os valores de y e t, encontramos uma aproximação para a solução u(x, y, t) resolvendo

numericamente a integral apresentada no esquema da Figura 3.28.

SBRF

x

t

y

∂u

dx
(x, y, t)

u(xi, y, t) = u(xi−1, y, t) +
∫

xi

xi−1

∂u

ds
(s, y, t)ds

Figura 3.28: Arquitetura do sistema p-fuzzy.

As funções de pertinência para as variáveis de entrada do SBRF, x, y e t, são triangulares

com nove termos lingúısticos para a variável tempo e cinco termos lingúısticos para as variáveis

x e y. De forma análoga, as funções de pertinência e os parâmetros do polinômio de sáıda são

determinadas pela função ANFIS. As derivadas parciais com relação a x, no ponto (x, y), num

tempo t, são obtidas a partir de regras cujos antecedentes são polinômios lineares. A regra a

seguir ilustra os polinômios de sáıda.

Se t é “’proximo de zero” e x é “muito pequeno´´ e y é “muito pequeno” então

ux = −0.01613t + 0.1218x + −0.1196y − 0.01759.

Variando t obtemos as aproximações da evolução do quadro de impacto da poluição repre-

sentadas nas Figuras 3.29 e 3.30.

A partir da Figura 3.31, concluimos que a diferença máxima entre as aproximações fuzzy e

numérica, para todo ponto da malha em cada tempo t ∈ [0, 10], é inferior a 0.00526.
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Figura 3.29: Aproximação u(x, y) no

tempo t=0.

Figura 3.30: Aproximação u(x, y) no

tempo t=10.
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Figura 3.31: Evolução do valor máximo da diferença no tempo t.

O estudo realizado neste caṕıtulo demonstra a aplicabilidade dos sistemas p-fuzzy na mode-

lagem de fenômenos descritos por equações diferenciais . Mais especificamente, demonstra o seu

potencial na modelagem de fenômenos nos quais as taxas de variações das variáveis de estado

são descritas por meio de uma base de regras fuzzy que permite incluir no modelo informações

subjetivas.

A proposta de modelagem matemática de fenômenos descritos por EDPs a partir de sistemas

p-fuzzy, não utiliza os métodos numéricos de solução para EDPs, facilitando o processo utilizado

para obter as aproximações.

Para obter os modelos propostos neste caṕıtulo utilizamos a solução anaĺıtica ou apro-

ximações numéricas obtidas a partir do método de diferenças finitas. A partir destes modelos

podemos verificar que as aproximações obtidas utilizando os sistemas p-fuzzy, com método de

inferência de Takagi-Sugeno, são coerentes com as soluções obtidas pelos métodos numericos e
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anaĺıticos.

No próximo caṕıtulo apresentamos uma aplicação do método apresentado neste caṕıtulo

utilizando dados experimentais enfatizando a aplicabilidade dos sistemas fuzzy e p-fuzzy na

modelagem fenômenos cuja solução ainda não foi determinada.



Caṕıtulo 4

Sistemas Fuzzy Aplicados ao Estudo da

Luminescência de Íons de Neod́ımio

A completa caracterização das propriedades ópticas de um material é importante para o desen-

volvimento da tecnologia e também para obter entendimento sobre o processo de transferência

de energia envolvido.

Em particular, o estudo da luminescência de ı́ons de Neomı́dio imersos em um hospedeiro

v́ıtreo, mostra-se muito interessante devido à sua aplicação em dispositivos ópticos, como, por

exemplo, fibras ópticas [28]. A modelagem matemática da luminescência é realizada a partir

de experiências com um feixe de laser focalizado em um micro ponto na superf́ıcie da amostra

v́ıtrea [28].

Neste caṕıtulo propomos um sistema baseado em regras fuzzy para modelar a luminescência

próximo ao ponto de incidência do laser de excitação [9]. Neste modelo a base de regras é

determinada através das caracteŕısticas do fenômeno possibilitando o tratamento matemático

da luminescência nestes pontos, o que não é posśıvel a partir de outros modelos encontrados

na literatura.

4.1 Luminescência Espacial

Diversos estudos sobre ı́ons Terras Raras (TR) têm sido realizados [28] e [29]. Em particular o

de Neod́ımio (Nd3+), muito utilizado em dispositivos ópticos aplicados no campo da pesquisa

cient́ıfica, da indústria e da medicina. Os ı́ons de Neod́ımio, devido às suas propriedades ópticas,

podem ser utilizados como amplificadores ópticos em fibras ópticas e como elementos ativos

para lasers de estado sólido [28].

52
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Para determinar a melhor concentração de Nd3+ que deve ser inserida na matriz v́ıtrea

e visando a sua aplicação como amplificadores ópticos, é necessário modelar as propriedades

ópticas, em particular a luminescência, em função da concentração de ı́ons de Neod́ımio. A

partir do estudo da luminescência é posśıvel determinar a concentração de ı́ons de Neod́ımio

mais adequada para que haja maior migração de fótons entre eles, caracterizando-os como

amplificadores ópticos [29].

O estudo desta propriedade é realizado a partir de experiências com um feixe de laser que,

focalizado em um micro ponto na superf́ıcie da amostra v́ıtrea, excita os ı́ons emitindo assim

fótons (luz) que se difundem criando uma área luminescente na amostra [28] e [29].

A função densidade de fótons, n(r), é a função de difusão do estado constante. A simetria

radial da função da densidade dos fótons deve indicar que, o forte bombeio óptico pode fazer

com que o comprimento de absorção seja menor que o de difusão e assim pode-se utilizar a

equação de coordenada polar, dada por:

L2 1

r

∂

∂r
(r

∂n(r)

∂r
) + n(r) = −G0δ(r), (4.1)

onde G0 é uma constante relacionada à intensidade da excitação do laser, L =
√

Dτ é o

comprimento de difusão, D a constante de difusão, τ o tempo de vida e δ(r) é a função de

Dirac [19], [28] e [29].

A função de Dirac é definida como tendo as seguintes propriedades:

i) δ(t) = 0, para t ̸= 0 ,

ii)
∫ ∞
−∞ δ(t)dt = 1.

A função δ(t) corresponde a um impulso unitário em t = 0. Um impulso unitário em = t0

é dados por δ(t − t0). Assim, de i) e ii), temos δ(t − t0) = 0, t ̸= t0 e
∫ ∞
−∞ δ(t − t0)dt = 1.

A solução anaĺıtica para a equação(4.1) é dada por uma função de Bessel Modificada de

ordem zero [28], [29] e [19]. Esta função de Bessel pode ser simplificada considerando pontos

afastados do laser de excitação, assim obtem-se uma função exponencial que ajusta-se perfei-

tamente a borda das curva de luminescência, dada por [28]:

n(r) = n0
1√

r
L

exp(− r

L
). (4.2)

Desta forma a aproximação dada pela equação (4.2) descreve a luminescência nos pontos

afastados do laser. O sistema fuzzy proposto na próxima seção permite o cálculo de apro-

ximações para a luminescências nos pontos próximos do laser de excitação.
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4.2 Modelos para a Luminescência Utilizando Sistemas

Baseados em Regras Fuzzy

Os dados utilizados na construção dos modelos foram medidos conforme relata a literatura

[28], [29]. A luminescência detectada foi produzida pela presença dos ı́ons de Neod́ımio (Nd3+)

com emissão em torno de 880 nm (nanômetro,10−9m), 1060 nm, e 1330 nm [28]. Os dados

coletados descrevem a luminescência nos pontos em função do raio r medido a partir do ponto

de incidência do feixe laser, assim, considerando (50,50) como o ponto de incidência, obtemos

as coordenadas (x, y) utilizando a equação:

y = 50 ±
√

r2 − (x − 50)2.

Para determinar as coordenadas utilizamos os dados nos quais o raio seja menor ou igual

20nm, assim consideramos os valores para x pertencentes ao intervalo [30, 70]. Desta forma

obtemos um conjunto de dados que descreve a luminescência L(x, y) no ponto (x, y) que repre-

sentaremos por L(x, y).

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 representam o valor da luminescência, nestes pontos, para as

emissões 880nm, 1060nm, e 1330nm, respectivamente.
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Figura 4.1: L(x, y) para a

emissão de 880nm.
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Figura 4.2: L(x, y) para a

emissão de 1060nm.
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Figura 4.3: L(x, y) para a

emissão de 1330nm.

Propomos modelos fuzzy para o cálculo da luminescência nos pontos da amostra v́ıtrea para

cada uma das emissões. Nestes modelos as variáveis estão correlacionadas com a luminescência

por uma base de regras fuzzy que têm como entrada a posição do fóton na matriz v́ıtrea. Assim

as variáveis de entrada e sáıda para o SBRF são as medidas, x, y e L(x, y), respectivamente.

A função ANFIS determina os parâmetros das funções de pertinência das variáveis de

entrada e dos polinômios dos consequentes de cada regra. As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam

as funções de pertinência das variávies de entrada do SBRF, constrúıdo a partir dos dados

coletados utilizando os ı́ons de Neod́ımio (Nd3+) com emissão em torno de 880 nm. Foram



55

utilizadas cincos termos lingúısticos: “muit́ıssimo pequeno” (PP ), “muito pequeno” (MP ),

“pequeno” (P ), “médio”(M), “grande” (G), “muito grande” (MG) e “muit́ıssimo grande”

(GG). Funções de pertinência semelhantes foram obtidas para as emissões em torno de 1060nm

e 1330nm.
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Figura 4.4: Função de Pertinência da

variável de entrada x (emissão de 880nm).
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Figura 4.5: Função de Pertinência da

variável de entrada x (emissão de 880nm).

Cada um dos SBRFs tem uma base de regras constitúıda por quarenta e nove regras. A

regra “Se x é PP e y é PP então L(x, y) = 0.0115x − 0.006y − 0.0099” apresenta um dos

polinômios que representam a variável de sáıda do modelo fuzzy constrúıdo para a emissão em

torno de 880nm.

Os sistemas obtidos permitem a representação da luminescência para os pontos (x, y)

próximos da incidência do laser. As Figuras 4.6, 4.7 e 4.8 apresentam aproximações para a

luminescência nos pontos da amostra v́ıtrea, obtidas pelo SBRF, para as emissões 880nm,

1060nm, e 1330nm, respectivamente.

30
40

50
60

70

30
40

50
60

70
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x
y

L(
x,

y)

Figura 4.6: L(x, y) para a

emissão de 880nm.
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Figura 4.7: L(x, y) para a

emissão de 1060nm.
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Figura 4.8: L(x, y) para a

emissão de 1330nm.

A diferença absoluta entre os valores obtidos experimentalmente e os valores obtidos através

dos modelos fuzzy é inferior a 0, 017 para a emissão 880nm, 0, 036 para a emissão 1060nm e

0, 026 para a emissão de 1330nm, conforme as Figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14.
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Figura 4.9: L(x, y) para a emissão 880nm.
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Figura 4.10: Discrepância para a emissão

880nm.
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Figura 4.11: L(x, y) para a emissão de

1060nm.
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Figura 4.12: Discrepância para a emissão

1060nm.
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Figura 4.13: L(x, y) para a emissão de

1330nm.
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Figura 4.14: Discrepância para a emissão

1330nm.
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Analisando a projeção da luminescência no plano obtidas pelo SBRF, Figuras 4.15, 4.16 e

4.17, concluimos que a emissão de 880nm proporciona uma maior difusão de fótons nos pontos

da amostra v́ıtrea. Este resultado demonstra a confiabilidade e aplicabilidade dos modelos

fuzzy constrúıdos, pois é compat́ıvel com os resultados encontrados em [28], [29].
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Figura 4.15: Projeção de

L(x, y), emissão de 880nm.
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Figura 4.16: Projeção de

L(x, y), emissão de 1060nm.
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Figura 4.17: Projeção de

L(x, y), emissão de 1330nm.

4.3 Interface Gráfica para o Cálculo da Luminescência

Com o objetivo de facilitar a manipulação dos dados, implementamos uma interface gráfica,

apresentada na Figura 4.18, para obter as aproximações para luminescência utilizando os mode-

los fuzzy constrúıdos para todos os pontos da placa. A luminêscencia obtida em cada uma das

emissões podem ser visualizadas pelos gráficos que são apresentados após a escolha da emissão

desejada.

Para determinar a luminescência em cada ponto do plano na superf́ıcie da amostra v́ıtrea,

escolhemos inicialmente a emissão desejada, utilizando o menu apresentado, em seguida esco-

lhemos com o cursor a posição sob a placa para qual desejamos calcular a luminêscencia. Após

a escolha do ponto, o valor da luminescencia neste ponto é apresentado na interface. Este valor

é obtido através dos SBRF contrúıdos anteriormente, utilizando dados experimentais. Além da

luminescência do ponto escolhido, a interface apresenta a posição e a distância deste ponto em

relação ao ponto de incidência do laser, observe a Figura 4.18.



58

Figura 4.18: Programa para o cálculo da Luminescência.

4.4 Sistema p-fuzzy Aplicado ao Cálculo do Valor da

Potência

No modelo p-fuzzy as variáveis estão correlacionadas com suas variações por uma base de regras

fuzzy que têm como entrada as variáveis de estado e como sáıda as variações [1]. A potência de

emissão nos pontos do plano na superf́ıcie da amostra v́ıtrea é modelada pela equação diferencial

parcial dada por [15]:

∂2u

∂x∂y
− L = 0.

Desta forma, o SBRF obtido pode ser visto como um modelo p-fuzzy cujas entradas são as

variáveis x e y enquanto a sáıda é uma aproximação da segunda derivada parcial em relação a

x e y da potência no ponto (x, y). Utilizando o modelo p-fuzzy e o método de integração de

Simpson para integral dupla, calcula-se a potência u(x, y) para cada ponto da amostra v́ıtrea.

As Figuras 4.19, 4.20 e 4.21 apresentam as soluções fuzzy em cada ponto (x, y), para cada uma

das emissões.

Relacionando os valores da potência obtida com os valores da luminescência obtemos, através
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Figura 4.19: Aproximação

de u(x, y) utilizando o

modelo p-fuzzy, emissão

880nm.

30
40

50
60

70

30
40

50
60

70
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

xy

u(
x,

y)

Figura 4.20: Aproximação

de u(x, y) utilizando o

modelo p-fuzzy, emissão

1060nm.
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Figura 4.21: Aproximação

de u(x, y) utilizando o

modelo p-fuzzy, emissão

1330nm.

do método de mı́nimos quadrados, o ajuste por retas para o conjunto de dados de cada tipo de

emissão do laser.

Para a emissão do laser 880nm obtemos o melhor ajuste dado pela equação da reta L(u) =

1.5439u + 0.0067. As retas obtidas para as emissões 1060nm e 1330nm são, respectivamente,

L(u) = 1.5490u + 0.0042 e L(u) = 1.5511u + 0.0035. Os gráficos lineares são apresentados na

Figura 4.22.
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Figura 4.22: Luminescência em função da potência para as emissões 880nm, 1060nm e 1330nm.

A linearidade da relação entre a luminescência e a potência obtida através do modelo fuzzy

confirma a confiabilidade das aproximações, sendo coerente com a homogeneidade da amostra

utilizada.

O estudo desenvolvido, neste caṕıtulo, demonstra a aplicabilidade do SBRF para modelar a

luminescência em todos os pontos do plano na superf́ıcie da amostra v́ıtrea, particularmente nos

pontos próximos ao ponto de incidência do laser de excitação. Observa-se que a discrepância
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entre os valores medidos e os valores obtidos através do modelo fuzzy, nestes pontos, é inferior

a 3.6%, evidenciando o seu potencial para determinar aproximações do valor da luminêscencia

espacial utilizando outras amostras.

Neste sentido ressaltamos que o método proposto possibilita o tratamento da luminescência

nos pontos do plano da superf́ıcie da amostra v́ıtrea próximos da incidência do laser, resultado de

grande importância para a pesquisa cient́ıfica, pois este tratamento não era posśıvel utilizando

a equação (4.2) encontrada em [28] e [29].

Os modelos constrúıdos podem ser utilizados através do ambiente computacional. A inter-

face desenvolvida facilita o acesso ao valor da luminescência em qualquer ponto da placa para

as diferentes emissões. A interface apresenta os modelos desenvolvidos para as três emissões

de ı́ons de Neod́ımio, assim o os dados podem ser facilmente comparados sem a necessidade de

equações ou métodos algébricos.

A partir do modelo fuzzy obtido pode-se ainda determinar aproximações para a potência em

todos os pontos da malha. A relação existente entre a potência e a luminescência obtidas através

dos modelos propostos está coerente com os resultados apresentados na literatura, evidenciando

a confiabilidade dos modelos constrúıdos.

O conhecimento adquirido neste estudo permitirá o desenvolvimento de SBRF para modelar

emissões de outros materiais luminescentes.



Conclusão

A teoria de conjuntos fuzzy tem sido amplamente aplicadas em várias áreas. Conforme apre-

sentado no caṕıtulo introdutório, atualmente esta teoria tem sido utilizada com grande êxito

no estudo de fenômenos descritos por equações diferenciais ordinárias e parciais.

Ao longo desta dissertação foi apresentado um estudo da teoria fuzzy aplicada às equações

diferenciais parciais. Essa teoria oferece uma alternativa para o desenvolvimento de sistemas

baseados em regras fuzzy, particularmente sistemas p-fuzzy, aplicados em situações cuja mode-

lagem é dif́ıcil pela existência de incertezas e imprecisões. Muitos destas situações podem ser

modeladas e solucionadas pelo uso de sistemas p-fuzzy.

É posśıvel desenvolver sistemas p-fuzzy relacionando, através da base de regras, as variáveis

de estado com suas variações parciais. Neste trabalho propomos que as funções de pertinência

e a base de regras sejam obtidas a partir das caracteŕısticas do fenômeno estudado. Assim as

relações existentes entre as variáveis e suas variações parciais são representadas por regras que

incorporam as imprecisões do fenômeno em questão.

No caṕıtulo 3 utilizamos os sistemas p-fuzzy na modelagem de sistemas dinâmicos com-

parando com resultados determinados utilizando a modelagem clássica. Desta análise pode-se

concluir que os sistemas p-fuzzy permitem incluir no modelo informações imprecisas e facili-

tam o processo para obter as aproximações, já que estas podem ser obtidas a partir de dados

experimentais. As aproximações obtidas a partir dos sistemas p-fuzzy são coerentes com as

soluções obtidas pelos métodos numericos e anaĺıticos. Os sistemas p-fuzzy mostraram re-

sultados compat́ıveis aos obtidos numericamente na solução de equações diferenciais parciais

eĺıpticas e parabólicas com evolução no tempo.

A aplicação deste método na modelagem de um fenômeno da F́ısica, apresentada no Caṕıtulo

4, demonstra o potencial dos sistemas p-fuzzy e SBRF na modelagem de fenômenos descritos

por equações diferenciais parciais, dispensando o equacionamento dos fenômenos estudados. A

subjetividade incorporada ao modelo possibilitou o tratamento da luminescência nos pontos

próximos da incidência do laser, este tratamento não era posśıvel utilizando os resultados
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encontrados em [28] e [29], uma vantagem com relação aos resultados obtidos sem a modelagem

fuzzy.

Neste estudo verificamos a aplicabilidade dos sistemas fuzzy e p-fuzzy na modelagem de

dados obtidos experimentalmente sem a necessidade de utilizar métodos numéricos para a

solução de equações diferenciais.

Analisando os resultados alcançados podemos concluir que a utilização dos sistemas p-fuzzy

é sem dúvida, uma ferramenta útil para a modelagem de certos fenômenos que envolvem taxas

de variações parciais, inclusive com evolução no tempo.

Outros trabalhos poderão ser desenvolvidos, como por exemplo:

Aplicar os sistemas p-fuzzy na solução de EDPs hiperbólicas com evolução no tempo;

Aplicar sistemas p-fuzzy utilizando o método de inferência de Mamdani no estudo das

equações diferenciais parciais;

Aplicar os sistemas p-fuzzy para modelar emissões de outros materiais luminescentes.

Estudar a estabilidade os sistemas p-fuzzy aplicados às EDPs.
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