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Resumo

Descrever matematicamente os fenomenos naturais para fazer previsoes e tomar decisoes é um
dos grandes desafios da matematica. Varios fenomenos podem ser descritos através de equagoes
diferenciais parciais, entretanto muitos desses fenomenos apresentam variaveis linguisticas, isto
é, informacoes vagas e imprecisas. Essa caracteristica dificulta a modelagem do fenomeno
através das equacoes diferenciais, ja que estas dependem da precisao dos parametros utilizados.
A proposta deste trabalho é demonstrar a viabilidade e aplicabilidade dos sistemas parcialmente
fuzzy (p-fuzzy) na modelagem de fenomenos descritos por equagoes diferenciais parciais. Os
sistemas p-fuzzy foram obtidos utilizando a funcao ANFIS do Matlab, que a partir de um
conjunto de dados identifica as fungoes de pertinéncia e os parametros do sistema baseado em
regras fuzzy. Analisando os resultados alcancados concluimos que a utilizacao dos sistemas p-
fuzzy é uma ferramenta 1til para a modelagem de fendmenos particulares que envolvem taxas

de variagoes parciais, inclusive com evolucao no tempo.

Palavras-chave: Teoria dos Conjuntos Fuzzy, ANFIS, Equacoes Diferenciais Parciais, Sistemas

Parcialmente Fuzzy.
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Abstract

Describing mathematically natural phenomena in order to make predictions and decisions is
one of the biggest challenges in mathematics. Several phenomena can be described through
partial differential equations, however many of these phenomena present linguistic variables,
i.e. vague and imprecise information. Such characteristics make phenomenon modeling through
differential equations difficult due to their dependence on the precision of the parameters used.
The purpose of this research is to demonstrate the feasibility and applicability of fuzzy partial
systems (p-fuzzy) for the modeling of the phenomena described by partial differential equa-
tions. In particular, the method proposed made possible the mathematical treatment of the
physical phenomenon of luminescence, therefore demonstrating the potential of fuzzy p systems
in relation to those obtained without the fuzzy modeling approach. The p-fuzzy systems were
obtained using the function ANFIS Matlab, which came from a data set and identifies the
membership functions as well as the parameters of fuzzy rules based systems. Analyzing the
results, it is possible to conclude that the p-fuzzy system is a useful tool for modeling specific

phenomena that involve partial variation rates, including time evolution.

Keywords:Fuzzy Set Theory, ANFIS, Partial Differential Equations, Fuzzy Partial System .
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Introducao

O modelo mateméatico é um conjunto de equacoes e relacoes matematicas que traduz, de alguma
forma, um fenomeno em questao ou um problema de situacao real. O modelo matematico
deve apresentar as caracteristicas essenciais de forma que o seu comportamento seja igual ou

semelhante a do fendmeno estudado [3].

A partir da construcao de modelos pode-se fazer estimativas, previsoes e tomar decisoes
adequadas aos objetivos propostos em um determinado problema. Isto justifica o fato de serem
utilizados nos mais diversos campos da atividade humana: Economia, Biologia, Psicologia,

Comunicagao, Demografia, Astronomia, Engenharia e outros.

Diversos fenomenos podem ser modelados utilizando equagoes diferenciais, entretanto mui-
tos desses fenomenos nao tém dados suficientes para um estudo estatistico ou entao nao com-
portam medigoes, dependendo de informacoes subjetivas de especialistas. Especialmente nas
ciéncias humanas, muitos conceitos, tais como a classe de “nivel cultural”, “doencas altamente
contagiosas”, “padrao de vida”, apresentam informacoes essenciais e subjetivas que sao tipicas
do pensamento e raciocinio humano. Essas caracteristicas dificultam a modelagem do fenémeno
através das equacgoes diferenciais, pois estas dependem da precisao dos parametros utilizados. O
tratamento matematico dessas incertezas tém sido realizado utilizando a Teoria dos Conjuntos
Fuzzy [1] e [23].

A teoria de conjuntos fuzzy foi proposta por Zadeh em 1965 com o objetivo de fornecer
um método de obtencao e manuseio de informacoes imprecisas que sao tipicas do pensamento
e raciocinio humano. Desta forma, a modelagem matematica tradicional, pouco flexivel, é
substituida por regras que se aproximam do conhecimento inexato do homem, posssiblitando
o tratamento matematico de termos lingiiisticos como “aproximadamente”, “em torno de”,

“muito”, “pouco”, “alto” etc.

Aplicagoes da teoria dos conjuntos fuzzy podem ser encontradas em diversas areas das
ciéncias aplicadas. Em particular, modelos da Biomatematica que utilizam a teoria de equagoes

diferenciais ordindrias tém sido tratados dentro da teoria fuzzy [4], [23], [24] e [31]. Nestes tra-



balhos as equagoes diferenciais ordinarias sao substituidas por um Sistema Baseado em Regras
Fuzzy (SBRF) no qual a relacao que descreve as variagoes com as variaveis de estado é descrita
por meio de regras fuzzy em vez de equagoes. Tais sistemas sao denominado Parcialmente
Fuzzy, p-fuzzy, e foram construidos utilizando o método de inferéncia de Mamdani [22].

Alguns estudos tém apresentado modelos de equagoes diferenciais parciais (EDPs) utilizando
parametros obtidos através de um SBRF, [12] e [18]. As aplicagbes apresentadas em [25] e [26]
utilizam esta teoria para determinar a esperanca fuzzy. Em [20] obtém-se aproximacgoes fuzzy
de equagoes diferenciais parciais; [6] apresenta um novo método de inferéncia com aplicagoes
no estudo das EDPs. Leite e Bassanezi (2010) publicaram recentemente um artigo utilizando
a extensao de Zadeh para determinar a solugao de EDPs utilizando condigoes iniciais fuzzy.

A proposta deste trabalho é demonstrar a viabilidade e aplicabilidade dos sistema parcial-
mente fuzzy na modelagem de fenomenos descritos por equacgoes diferenciais parciais.

Generalizando os sistemas p-fuzzy para o caso das equagoes diferenciais parciais propomos
um SBRF no qual as variaveis estao correlacionadas com suas variagoes por uma base de regras
fuzzy que tém como entrada as varidveis de estado e como saida as variagoes parciais.

Nos modelos fuzzy propostos neste trabalho utilizamos o método de inferéncia de Takagi-

” é um polindémio da forma f(x,y) =

Sugeno [30] no qual o consequente das regras “Se... entdo...
pr + qy + r, onde x e y sao as entradas do sistema, p , ¢ e r sao parametros do polinomio.

Neste trabalho estudamos a aplicabilidade do método proposto para a obtencao dos siste-
mas p-fuzzy em diversos modelos matematicos descritos por equacoes diferenciais ordinarias,
comparando as aproximagoes determinadas analiticamente ou numericamente com as solucoes
obtidas utilizando os sistemas p-fuzzy. Em seguida realizamos o estudo de fenomenos descritos
por equacoes diferenciais parciais. De forma andloga, os resultados obtidos numericamente e
através do modelo p-fuzzy foram comparados, permitindo verificar a aplicabilidade do método
proposto (Capitulo 3).

Os conceitos apresentados no Capitulo 1 e 2 alicergam, respectivamente, a construcao dos
SBRF e a obtencao de aproximacoes numéricas utilizadas no capitulos subsequentes.

O Capitulo 4 é dedicado a aplicagao da teoria, estudada anteriormente, na modelagem
matematica da luminescéncia, realizada a partir de experiéncias com um feixe de luz focalizado
em um ponto na superficie de uma amostra vitrea. Para tanto, sao feitas consideragoes sobre
o modelo e de que forma a subjetividade incorporada apresenta vantagens com relacao aos
resultados obtidos sem a modelagem fuzzy.

Norteados pelo estudo desenvolvido encerramos nosso trabalho apresentando um resumo

comentado dos principais resultados, discutindo a viabilidade da aplicacao dos sistemas p-fuzzy



no estudo das Equagoes Diferenciais Parciais.

Daniela Portes Leal Ferreira

Uberlandia-MG, 25 de julho de 2011.



Capitulo 1

Conceiltos Basicos da Teoria de

Sistemas Fuzzy

A teoria dos conjuntos Fuzzy, proposta por Zadeh, fornece um método de obtencao e manuseio
de informacoes essenciais e imprecisas que sao tipicas do pensamento e raciocinio humano,
tornando possivel programar e armazenar conceitos vagos e imprecisos em computadores [1].

Desta forma a modelagem matematica tradicional, pouco flexivel, é substituida por rotinas
que se aproximam do mecanismo inexato do homem possibilitando a sua aplicagao em diversas
areas do conhecimento, especialmente na analise de sistemas economicos, urbanos, biolégicos e
sociais.

Alguns conceitos fundamentais desta teoria serao discutidos, incluindo funcgoes de per-
tinéncia, e as operacoes com os conjuntos fuzzy. Em seguida apresentamos a fundamentacao

necessaria para a implementacao dos Sistemas Baseados em Regras Fuzzy.

1.1 Conjuntos Fuzzy

Na teoria classica, um conjunto é uma colecao de elementos que pode ser caracterizado por

uma func¢ao cuja definicao é dada a seguir.

Definicao 1.1 Seja U um conjunto e A um subconjunto de U. A fungao caracteristica de A €

dada por
1 se z€A

Xa(z) =
0 se z¢ A

A fungao x4 tem como conjunto de dominio o universo U e sua imagem esta é um elemento

do conjunto {0, 1}.



Existe uma drastica distincao entre os elementos que pertencem e os que nao pertencem
a um conjunto classico, também chamado de conjunto crisp. Entretanto, particularmente nas
ciéncias humanas, muitos termos comumente empregadas, tais como "nivel cultural”, ”doencas
contagiosas”, nao apresentam esta caracteristica. Estes sao exemplos de conjuntos cujas fron-
teiras podem ser consideradas incertas. O uso da teoria cldssica para representa-los simplifica
o problema e estabelece fronteiras que originalmente nao existem. Esta caracteristica também
pode ser identificada nas classificagoes que utilizam termos como: largo, pequeno, importante,
sério, aproximado. Nestes conjuntos, a transicao da pertinéncia para a nao pertinéncia é gra-
dual e nao abrupta como na teoria classica.

Para descrever tais conjuntos, Lotfi A. Zadeh introduziu, em 1965, a Teoria de Conjun-
tos Fuzzy [32]. A partir de uma generalizacao dos conjuntos cldssicos Zadeh apresentou uma
formalizacdo matemadtica para representar imprecisoes usando subconjuntos fuzzy [1]. A gene-
ralizacao é obtida substituindo o conjunto imagem da funcao caracteristica y 4 pelo intervalo
[0,1]. Assim a fun¢ao caracteristica é generalizada para a fungao de pertinéncia, pr, que associa

a todo elemento do universo U a um valor do intervalo [0, 1].

Definicao 1.2 Seja U um conjunto; um subconjunto fuzzy F' de U € caracterizado por uma
funcao

O valor da funcao de pertinéncia é interpretado como sendo o grau em que o elemento x de U

tem a propriedade F'.

Um subconjunto fuzzy F' é determinado pelo conjunto de pares ordenados:

F ={(z,pr(x)) z € U}.

Exemplo 1.1 Considere o conjunto fuzzy “jovem”, os elementos sao as “idades” e os graus

de pertinéncia dependem da idade. Uma possivel representacao para o conjunto seria:
jovem = {(20,1.0); (25,1.0); (26,0.96); (28,0.74); (30, 0.5); (40, 0.1); (50, 0.04) }.

Zadeh propos uma notagao mais conveniente para os conjuntos fuzzy usando o sinal de “+”
para denotar uma enumeragao [32]. Utilizando a barra, “/” , como uma notacao alternativa

para o par ordenado (z,pp(x)) o conjunto fuzzy pode ser descrito como segue,

F = opp(x1)/z1+ or(2) /T2 + .. + 0p(T0) /Tn.



Assim, quando o conjunto universo U ¢ finito, o conjunto fuzzy F' pode ser representado

por

F=> opx)/z.

Exemplo 1.2 Suponha que alguém queira descrever a classe de carros os quais tém a pro-
priedade de serem caros considerando carros tais como BMW, Buick, Ferrari, Rolls Royce,
Mercedes e Palio. Alguns carros, como Ferrari e Rolls Royce definitivamente pertencem a este
conjunto, enquanto o Palio nao pertence, [7]. Existe ainda um terceiro grupo, no qual € dificil
determinar se o carro é caro ou nao. Desta forma o conjunto de carros caros pode ser descrito

da sequinte forma,
carroscaros = 1.0/ Ferrari+1.0/ Rolls Royce+0.8 /M ercedes+0,7/ BMW 40, 4/ Buick+0/ Palio.

Um conjunto fuzzy pode ser representado analitica e graficamente por sua funcao de per-
tinéncia. A representacao grafica é muito utilizada na literatura por ter uma interpretacao mais
intuitiva. Na representacao em duas dimensoes, o eixo vertical representa o grau de pertinéncia

no intervalo [0,1] e o eixo horizontal o universo correspondente a informacao ser modelada [11].

Exemplo 1.3 O subconjunto fuzzy A dos niumeros reais “proximos de 10”7 pode ser represen-

tado analiticamente pela funcao de pertinéncia dada a sequir e graficamente pela Figura 1.1:

z—9 se 9<r<10
xalx) = 11—z se 10<z<11

0 caso contrdrio.

Figura 1.1: Subconjunto fuzzy dos ntimeros proximos de 10.



Frequentemente é apropriado considerar somente elementos do universo cujo grau de per-

tinéncia seja diferente de zero. O subconjunto classico de U definido por
suppF = {x € U : pp(z) > 0}

¢ denominado conjunto suporte e tem papel fundamental na interrelagao entre teorias de con-

juntos cléssicas e fuzzy [1].

1.2 Operacoes entre Conjuntos Fuzzy

As nocoes de igualdade e de inclusao de dois conjuntos fuzzy sao imediatamente derivados da
teoria classica de conjuntos.

Dois conjuntos fuzzy sao iguais se todos elementos do universo tém o mesmo grau de per-
tinéncia em cada um deles.

Um conjunto fuzzy A é subconjunto de um conjunto fuzzy B se todo elemento do universo
tem grau de pertinéncia em A menor do que em B.

Sejam A e B subconjuntos classicos de U representados pelas fungoes caracteristicas y4 e
X B, respectivamente. Os conjuntos AU B (unido) , AN B (intersegdo) e A’ (complementar),

tém Vo € U, as respectivas funcoes caracteristica :

XAUB(I') = ma:E{XA(ZL‘), XB(x>}’
Xanp(z) = min{xa(z), xp(z)},
xa(r) =1— xa(®).

As operacoes entre conjuntos podem ser estendidas para os conjuntos fuzzy generalizando as
fungoes caracteristicas que definem os conjuntos obtidos pela uniao, interse¢ao e complemento,

para as respectivas fungoes de pertinéncia.

Definigao 1.3 Sejam A e B subconjuntos fuzzy de U representados pelas funcoes de pertinéncia
va e vp (Figura 1.2), respectivamente. Os conjuntos fuzzy AU B (Figura 1.3), AN B (Figura

1.4) e A" (Figura 1.5) tém, Yx € U, as respectivas fungdes de pertinéncia:

paup(x) = mar{pa(r), ()},
panp(®) = min{pa(r), op()},

oa(r) =1—pa(x)Va € U.



A B A B
AOB
Figura 1.2: Conjuntos fuzzy A e B Figura 1.3: Uniao de A e B.
N Ao B A
AnB
Figura 1.4: Intersecao de A e B. Figura 1.5: Complementar de A.

Se A e B forem conjuntos classicos, as funcoes caracteristicas das respectivas operagoes sao
iguais as funcoes de pertinéncias acima definidas, demonstrando a coeréncia destas definigoes.
Observe ainda que no caso de conjuntos fuzzy um elemento pode pertencer ao um conjunto
e ao seu complementar (Exemplo 1.2). Essa é uma grande diferenga da teoria cldssica de

conjuntos, no qual o elemento ou pertence ao conjunto ou pertence ao seu complementar.

Exemplo 1.4 O conjunto fuzzy C' dos carros caros deve refletir uma situagao oposta da relacio-
nada com o conjunto fuzzy B dos carros baratos, considerando os seus custos como elementos.
Para o conjunto dos carros baratos a funcdao de pertinéncia deve ser decrescente com o valor do
carro, jd para os carros caros deve ser crescente. Assim pode-se definir a fun¢ao de pertinéncia

de F por:

ec(z) =1—pp(x)

onde pp € a func¢do de pertinéncia do subconjunto fuzzy dos carros baratos. O Conjunto

fuzzy F é o complementar do conjunto fuzzy C.



Considere como universo dos custos o intervalo U = [0, 150.000], onde = € U ¢é interpretado
como custo de um carro. O subconjunto fuzzy B, dos carros baratos pode ser caracterizado

pela funcao de pertinéncia:

( 1 se z < 25.000
100.000 —
= 25.000 < 100.000
#5(7) 75.000  °° =
| 0 se x > 100.000.

Desta forma o conjunto fuzzy dos carros caros sera caracterizado pela funcao de pertinéncia:

0 se x < 25.000
x — 25.000
= 25, < 100.
o () =00 5.000 < z < 100.000
\ 1 se 2 > 100.000.

Uma representacao grafica para C' e B é dada na Figura 1.6.

1 T
Carros Baratos
0.9 === Carros Caros

0.8 B

0.7+ B

0.6 q

0.5 b

0.4 =

Grau de Pertinéncia

0.3F B

0.2 q

0.1 b

0 Il Il L
0 25000 50000 75000 100000 125000 150000
Custo (R$)

Figura 1.6: Subconjunto fuzzy dos Carros Caros e dos Carros Baratos.

1.3 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Um subconjunto fuzzy F de U é caracterizado por elementos do universo com seus respectivos
graus de pertinéncia. Um elemento x de U esta em uma classe se seu grau de pertinéncia é
maior que determinado valor ou nivel o € [0, 1] que define a classe. O conjunto crisp desses

elementos é um a-nivel de F', denotado por [F]* [1].
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Definigao 1.4 Seja F' um subconjunto fuzzy de U e o € [0,1]. O a-nivel de F' € o subconjunto
de U definido por

[Fl*={r € U:pp(x)=a} para 0<a<l e [F]°=suppA.

Exemplo 1.5 Seja U =R o conjunto dos niumeros reais e A um conjunto fuzzy de R caracte-
rizado pela sequinte funcao de pertinéncia:

(
r—9 se 9<x<10

oalr) =% 11—z se 10<z<11

0 se x¢][9,11].

\

Nesse caso suppA =]9,11], logo [A]® =19, 11[ = [9, 11]. Para determinar o conjunto a-nivel
para0 < a < ltomezx—9>a e 1l —z > «, assim [4]* = [9+ a,11 — o]. A Figura
1.7 representa [A]* no eixo das abscissas em vermelho, para um determinado valor de «, onde

O<a<l.

Graus de Pertinéncia

Figura 1.7: a-nivel de A.

1.4 Numeros Fuzzy

Os numeros fuzzy representam, matematicamente, situagoes que envolvem wvalores numéricos
imprecisos. Geralmente em tais situacoes é necessario utilizar a expressao “em torno de”
para representar a imprecisao dos dados numéricos. Por exemplo, quando se quer marcar um

encontro com determinada pessoa utiliza-se a expressao “por volta das 4 horas” [1]. Neste caso,
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matematicamente, indica-se a expressao por volta das 4 horas por um subconjunto fuzzy A cujo

dominio da func¢ao de pertinéncia é o conjunto dos nimeros reais.

Definicao 1.5 Um subconjunto fuzzy A € chamado de nimero fuzzy quando o conjunto de
dominio da fung¢do de pertinéncia pa € o conjunto dos numeros reais e satisfaz as condigoes:
i.  Todos os a-nivel de A sdo ndo vazios, com 0 < a < 1;

it.  Todos os a-nivel de A sao intervalos fechados de R;

iii. O suporte de A, suppA = {x € U : pa(x) > 0}, € limitado.

Os numeros fuzzy mais utilizados sao os triangulares, trapezoidais e os de forma de sino [1].

Definigao 1.6 Um niumero fuzzy A € dito triangular se sua funcao de pertinéncia € da forma

(

0 se r<a
r—a

se a<zx U
U—a

pa(T) = S (1.1)

b—x

se u<<zr<b
b—u

0 se x>=b.

Para modelar matematicamento a expressao “por volta das quatros horas” pode-se utilizar
um numero fuzzy triangular com a seguinte fungao de pertinéncia:

(

0 se <38

z—3,8

5 se 3,8<x <4

42—z

5 se 4< <42

0 se x2>42.

\

Note que o nimero fuzzy triangular ndo é necessariamente simétrico, como em (1.2), pois
b—u pode ser diferente de u—a em (1.1). O numero fuzzy triangular é um modelo matematico
para a expressao linguistica “perto de u” e no caso deste ser simétrico pode ser entendido como

em “em torno de u”.
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Definicao 1.7 Um numero fuzzy A € dito trapezoidal se sua funcao de pertinéncia tem a forma

de um trapézio e é dada por

se a<x<b

1 se b<x<e

d—=x
d—c

se c<xrx<r<d

0 caso contrario.

Definigao 1.8 Um niumero fuzzy A tem a forma de sino se dados u, a e § ,tem-se

—(z —u)?

) se u—d<z<u+d
a

exp(
pa(z) =

0 caso contrario.

Apresentaremos a seguir as operacoes aritméticas para os numeros fuzzy.

Definigao 1.9 Sejam A e B dois nimeros fuzzy e A um nimero real.

a) A soma dos nimeros fuzzy A e B € o numero fuzzy, A+ B, cuja fungdo de pertinéncia é

<PA+B(Z) = Sup{(z,y):x+y:z}min[90z4(I)a SOB(Z/)L

b) A multiplicagao de A pelo nimero fuzzy A € o numero fuzzy, ANA, cuja funcao de per-
tinéncia é
oa(A12) se A#£0
SOAA(Z) = Sup{x:Az:z}[SDA(SU)] =
0 se A=0.

c) A diferenca dos nimeros fuzzy A e B € o numero fuzzy, A— B, cuja fun¢do de pertinéncia

SN

@A—B(z) = Sup{(x,y):x—y:z}min[gpz‘l(ZE)7 SOB(y)]
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d) A multiplicagdo dos nimeros fuzzy A e B é o numero fuzzy, A - B, cuja fungdo de

pertinéncia €

QOA-B(Z) - Sup{(my):x-y:z}min[gpfl<I>7 @B(y)]

e)A divisao do numero fuzzy A por B, se 0 ¢ suppB, € o numero fuzzy cuja funcdo de

pertinéncia €

QOA/B(Z> = Sup{(w,y):x/y:z}min[(p/l(I)7 ()OB(y)]

O resultado a seguir generaliza, por meio dos a-niveis, as operagoes aritméticas para inter-
valos [1].
Seja ® qualquer uma das operagoes aritméticas mencionadas anteriormente, os a-niveis do

conjuntos A ® B sao dados por:
[A® B]* = [A]* @ [B]*

para todo « € [0, 1].

A aplicacdo dos a-niveis no célculo das operacoes aritméticas podem ser encontradas em

21].

1.5 Ldégica Fuzzy

Um sistema légico é um conjunto de axiomas e regras que visam representar formalmente um

raciocinio valido. Na légica classica um raciocinio pode ter a seguinte forma:

Se X é A entao Y é B.
X éA.
Portanto, Y é B.

Para formular métodos dedutivos como este, para o caso fuzzy, é necessario o conceito
de variaveis linguisticas. A nogao de variavel linguistica é praticamente a mesma de uma
variavel definida na matematica convencional, ambas substituem valores. No caso da variavel
linguistica os valores assumidos sao termos linguisticos associados a subconjuntos fuzzy, parti-
cularmente, nimeros fuzzy. Assim, enquanto uma variavel matematica assume dados numéricos
ou expressoes algébricas cujas solucoes sao nimeros, os valores de uma variavel linguistica sao
termos linguisticos, tais como: muito alto, pequeno, baixo e muitos outros, cujos significados

sao dados quantitativamente por conjuntos fuzzy.
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Exemplo 1.6 Suponha que se queira construir um aparelho de ar condicionado cuja tempera-
tura deva ser controlada. “Temperatura” é uma varidvel linguistica que pode assumir os valores
“frio”, “confortdvel” e “quente”. Considere “ frio” uma temperatura inferior a cerca de 20°C,
“confortdvel” uma temperatura em torno de 25°C' e “quente” uma temperatura superior a cerca
de 30°C. Cada valor ou termo assumido pela varidvel “ Temperatura” é expresso qualitativa-

mente por um dos termos linguisticos e quantitativamente por uma subconjunto fuzzy.

As proposicoes que associam uma variavel linguistica a um termo sao denominadas pro-
posigoes fuzzy. Do exemplo anterior destacam-se trés proposigoes fuzzy:
Temperatura é fria;

Temperatura é confortavel;
Tempertatura é quente.

Na légica classica as proposigoes sao unicamente “Verdadeiras” ou “Falsas” podendo ser
compostas com o auxilio dos conectivos: “e”, “ou” , “nao” e “implicacao”. O valor légico de uma
proposicao composta depende dos valores logicos de cada uma das proposicoes envolvidas na
composicao e da regra de cada conectivo definida por tabelas verdade. As sentengas verdadeiras
tém valor 16gico 1, enquanto sentengas falsas tém valor logico 0.

Entretanto para avaliar logicamente, no sentido fuzzy, uma proposicao fuzzy composta do
tipo “Se x é A e y é B entao z é C” deve-se inicialmente atribuir um valor pertecente ao

4

intervalo [0, 1] que indique o quanto a proposigao “ x é A” é verdadeira e realizar a avalia¢ao
logica, no sentido fuzzy, de cada um dos conectivos encontrados na proposicao. Para isto é

necessario estender os conectivos por meio das normas triangulares.

Definicao 1.10 Uma co-norma triangular (s-norma) é uma operagao bindria s : [0,1]x [0, 1] —
0, 1] satisfazendo as sequintes condigoes:

i.  Comutatividade: xsy = ysx

it.  Associatividade: xs(ysz) = (xzsy)sz

1i.  Monotonicidade: Se v <y ew < z entdo rsw < Ysz

w.  Condigoes de fronteira: xsO = x,xsl = 1.

A s-norma estende o operador V que modela o conectivo “ou” [1].

Exemplo 1.7 O operador s : [0,1] x [0,1] — [0,1] definido por s(x,y) = maz{z,y} =z Vy

reproduz a tabela verdade do conectivo V.
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Defini¢ao 1.11 Uma norma triangular (t-norma) é uma operac¢ao bindria t : [0,1] x [0,1] —
0, 1] satisfazendo as sequintes condigoes:

1. Comutatividade: sy = ysx

it.  Associatividade: xs(ysz) = (xsy)sz

11.  Monotonicidade: Se v <y ew < 2z entdo rsw < Ysz

w. Condigoes de fronteira: xs0 = 0,xsl = x.

[AP%2i

A t-norma estende o operador A que modela o conectivo “e” [1].

Exemplo 1.8 O operador t : [0,1] x [0,1] — [0, 1] definido por t(xz,y) = min{z,y} = x Ay

reproduz a tabela verdade do conectivo .

Defini¢ao 1.12 Uma aplicagao n : [0,1] — [0,1] € uma negagao se satisfizer as sequintes
condigoes:

1. Monotonicidade: n € decrescente

ii.  Involugao: n(n(x)) =z

iii. Condigoes de fronteiras: n(0) = 1,n(1) = 0.

Exemplo 1.9 A aplicacio n(x) =1 — x reproduz a tabela verdade da negag¢ao “~”, [1].

Defini¢ao 1.13 Qualquer operagio =: [0,1] x [0,1] — [0, 1] que reproduza a tabela verdade da

implicagao cldssica € denominada implicagao fuzzy.

1.6 Relacao Fuzzy

Na teoria classica de conjuntos, uma relagao R sobre U; x Uy X ... x U,, é qualquer subconjunto

do produto cartesiano usual U; x Uy X ... X U,, e pode ser representada pela funcao caracteristica:
Xr:Up x Uy x ... x U, — {0,1}.

com
1 se (r1,79,....,7,) €ER

0 se (x1,29,..,2,) ¢ R

XR(xlax27 7xn) =

Dependendo do fenomeno estudado é conveniente relacionar conjuntos fuzzy ao invés de
conjuntos classicos, neste caso, a relacao é considerada fuzzy. O conceito matematico de relacao
fuzzy é formalizado estendendo a funcao caracteristica de uma relagao classica para uma funcao

de pertinéncia.
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Definicao 1.14 Uma relagdo fuzzy R sobre Uy x Uy X ... X U, € qualquer subconjunto fuzzy de

Uy x Uy x ... x U, cuja funcao de pertinéncia € dada por:
or: Uy x Uy x ... x U, — [0,1].

O nimero pg(r1,xs, ..., 2,) € [0,1] indica o grau com que os elementos x; estao relacionados

sequndo a relacao R.

Uma relacao fuzzy de grande importancia é o produto cartesiano, tecnicamente, na teoria de
conjuntos fuzzy, tal operacao é similar a intersecao. A diferenca estd nos conjuntos universos
envolvidos nas operagoes: na intersecao, os subconjuntos fuzzy sao de um mesmo universo,

enquanto que no produto cartesiano eles podem ser diferentes.

Definicao 1.15 O produto cartesiano fuzzy Ay x AsX...x A, dos subconjuntos fuzzy Ay, As, ..., A,

de Uy,Us,...,U, € a relacdo fuzzy R cuja funcao de pertinéncia é
PR(T1, T2, -y Tn) = 0, (T1) N ay(T2) Ao A pa, (Tn)
onde N\ € a t-norma min.

Em diversas aplicagoes, a composicao de relagoes tem importancia fundamental. Conside-
rando R e S duas relagoes fuzzy bindrias em U; x Uy e Us x Us, respectivamente, a relacao

composta R o .S pode ser definida como a seguir.

Definicao 1.16 A composicio Ro S é uma relacao fuzzy bindria em Uy X Uz com func¢ao de

pertinéncia dada por

PRos(T1,13) = SUPzyet, [(PR(T1, T2))t (05 (72, T3))].

1.7 Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Um SBRF é um sistema que utiliza a teoria de conjuntos fuzzy para produzir saidas a partir
de um conjunto de entradas fuzzy. Tais sistemas foram desenvolvidos com o objetivo de emular
o comportamento humano considerando que o conhecimento e as agoes humanas sao apoiadas
em uma sequéncia de regras liguisticas, traduzidas por um conjunto de regras. As regras for-

muladas pelo ser humano sao usualmente da forma:

Se (um conjunto de condigoes ¢é satisfeito) entao (um conjunto de consequéncias pode ser

inferido).
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Nos sistemas baseados em regras fuzzy o antecedente (conjunto de condigdes) e consequente
(conjunto de consequéncias) de cada regra sao valores assumidos por varidveis linguisticas e
esses por sua vez, sao modelados por conjuntos fuzzy. Ou seja, as regras sao proposigoes
condicionais fuzzy.

Uma vez estabelecida uma base de regras, isto é, como relacionam-se os conjuntos fuzzy
envolvidos nas regras fuzzy, um SBRF pode ser visto como um mapeamento entre a entrada e
a safda da forma y = f(z),x € R" e y € R™. Esta classe de sistema é amplamente utilizada
em problemas de modelagem, controle e classificagao [1].

O SBRF contém quatro componentes: um processador de entrada que realiza a fuzzificagao
dos dados de entrada, uma colecao de regras fuzzy, uma maquina de inferéncia fuzzy e um pro-
cessador de saida que fornece a saida. Estes componentes estao conectados conforme indicado

na Figura 1.8.

ARQUITETURA DE SISTEMAS BASEADOS EM

REGRASFUZEY
EASEDE REGRAS
ENTRADA PROCESSADOR DE PROCESSADORDE ;
ENTRADA saiDa
xeR y Y yeR"
COMJUHTO COHIUHTO
ey, | MIAQUINA DE Juzy
ENTRADA INFERENCTA FUZZY safna

Figura 1.8: Sistema baseado em regras fuzzy [11].

1.7.1 Processador de Entrada (Fuzzificacao)

A fuzzificacao estd relacionada com os conceitos vagos e imprecisos da linguagem natural. Esta

operacao consiste, essencialmente, em traduzir os valores de entrada em conjuntos fuzzy.
Geralmente os dados de entrada sao crips, entretanto a manipulacao desses dados em um

SBRF é baseada na teoria de conjuntos fuzzy. Desta forma a fuzzificacao é, necessariamente,

a primeira etapa deste sistema. Apds a fuzzificagdo as varidveis serao descritas por conjuntos
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fuzzy cujas funcoes de pertinéncia sao definidas, por exemplo, com a ajuda de um especialista

na area fenomeno a ser modelado.

1.7.2 Base de regras

Um sistema baseado em regras é caracterizado por um conjunto de declaragoes condicionais
linguisticas usualmente representadas da forma “se-entao”, as quais podem ser facilmente escri-
tas como regras fuzzy, onde o antecedente e o consequente de cada regra sao proposicoes fuzzy.
A colecao das regras fuzzy formam a base de regras.

A base de regras pode ser elaborada a partir do conhecimento e experiéncia do especialista
sobre o processo a ser estudado ou com base no aprendizado utilizando dados, isto é, o sistema

se encarrega de criar a sua propria base de regras a partir dos dados.

1.7.3 MaAquina de Inferéncia Fuzzy

A maéaquina de inferéncia tem a capacidade de simular a tomada de decisdo baseando-se nos
conjuntos fuzzy e na base de regras. Ainda é habil para inferir acoes empregando métodos de
inferéncia que para cada valor assumido pelas variaveis de entrada fornecem um valor de saida.

Neste trabalho serao discutidos os Métodos de Inferéncia de Mamdani e de Takagi-Sugeno.

Método de Inferéncia de Mamdani

No método de inferéncia proposto por Mamdani as regras fuzzy sao interpretadas pelo produto
cartesiano e agregadas pelo conetivo “ou” modelado pela a s-norma maximo. Ou seja, o método
de inferéncia de Mamdani se resume na uniao da composicao das relagoes de entradas com as
definidas por cada regra.

Para ilustrar o método de inferéncia considere as regras

Ry :Sexé A ey é By entao z é (.
Ry :Sex é Ay ey é By entao z é (.

A Figura 1.9 ilustra como uma saida z de um sistema de inferéncia do tipo Mamdani é
gerada a partir das entradas x e y, vistos como conjuntos unitérios.

Observe que a saida obtida pelo método de Mamdani é um conjunto fuzzy, sendo, por-
tanto, necessario um método para obter um nimero real que a represente. Estes processos sao

chamados métodos de Defuzzificacao e serao apresentados na proxima secao.
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Regra 1 -

Regra 2 -

Figura 1.9: Saida final do controlador fuzzy de Mamdani.

Método de Inferéncia de Takagi-Sugeno

As diferengas basicas entre o método de Takagi-Sugeno e o de Mamdani estao na forma de
escrever o consequente de cada regra e no processo de defuzzificacao utilizado para obter a
saida geral do sistema.

Com o método de inferéncia de Takagi-Sugeno o consequente de cada regra é dado por uma
funcao das varidveis de entrada [1].

Uma regra R; com n entradas (zq, 3, ...,x,) € R" e uma saida z € R tem a forma
R;:SexyeAjexge Ape.. x, e Ay entdo z; = gi(r1, 22, ..., xy), i =1,..., 7.

onde A;; sao subconjuntos fuzzy de R.

A saida geral do método é dado por

i fma 5) = > i wiTgi(z, T, oy ) B > i wiTz;
— Jr\Lly L2y ey dbn ) — T - T .
> 2

j=1i =1 Wj

onde w; = @a,, (21)T0a;,(2)T...0,,(x,) onde T é uma t-norma. As t-normas mais utilizadas
sao o produto e o minimo, respectivamente. Para ilustrar o método de inferéncia considere o

caso de duas regras, cada uma com duas variaveis de entrada e uma de saida:

R1 : Se T é AH € T é A12 entao 21 = gl(lCl,IQ).

R2 . Se T é Agl € Xo é AQQ entao Z9 = gg(Il,ZL'Q).
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A saida z, é:
w21 +wrza Wi (T1, T2) + waga (w1, To)

z = = :f(l’l,l‘g)

w1 + Wa w1 + Wa

onde w; = minfa, (21), .1, (22)]
Observe que neste método a saida gerada pela maquina de inferéncia ¢ um nimero real
sendo, portanto, desnecessaria a Defuzzificacao da saida.

A Figura 1.10 ilustra o processo utilizado para obter a saida z, dadas as entradas = e y.

min ou
produto

Regra 1 - ZI=pix +qiy +r

Regra 2 - z2=pxt+qyt+r
W,
média
y ponderada
X < 7

wizi + waz>
wi + w2

zZ=

Figura 1.10: Saida final do controlador fuzzy de Takagi-Sugeno.

1.7.4 Processador de Saida (Defuzzificacao)

A saida dos SBRF, em geral, sao conjuntos fuzzy. O médulo de Defuzzificagao, quando ne-
cessario, converte a saida, que é um conjunto fuzzy, em um ntmero crisp.

O método mais comum de defuzzifica¢ao é o Método do Centro de Gravidade, [1]. Este método
¢ semelhante a média ponderada para a distribuicao de dados, com diferenca que os pesos sao
os valores que indicam o grau de compatibilidade da saida z; com o conceito modelado pelo
conjunto fuzzy C em z. As equacoes (1.3) e (1.4) apresentam o centro de gravidade G(C') para

os dominios discreto e continuo, respectivamente.

D zive(z)
G(C) = —Z?:o o) (1.3)
G(C) = Jr#po(z)dz (1.4)

Jrec(z)dz
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O desenvolvimento de SBRF ¢é fundamental para a aplicagao da teoria fuzzy proposta por
este trabalho. A estrutura formal da matematica fuzzy desenvolvida neste capitulo sera de

grande utilidade no estudo apresentado nos capitulos posteriores.



Capitulo 2

Conceiltos Basicos de Calculo Numeérico

A complexidade da maioria dos problemas reais torna, em geral, impossivel determinar solugoes
por métodos analiticos. Nestes casos o problema é solucionado recorrendo a solugoes aproxi-

madas.

As ferramentas ou métodos usados para obter a solucao de problemas matematicos de
forma aproximada s@o objetos de estudo do Célculo Numérico. Algumas dessas ferramentas

sao apresentadas neste capitulo, devido a sua importancia no estudo proposto por este trabalho.

2.1 Solucao Numérica de Equacoes Diferenciais Ordi-

narias

A modelagem de diversos fendmenos é baseada em equacoes diferenciais. As equacoes dife-
renciais sao expressoes matematicas que envolvem as derivadas ou diferenciais de uma func¢ao
incégnita. Resolver uma equacao diferencial é determinar esta funcao. Algumas equacoes di-
ferenciais podem ser resolvidas utilizando-se métodos analiticos e, desta forma uma solucao
exata é determinada. Entretanto, em muitos casos faz-se necessario que a solugao seja obtida

numericamente.

Uma equagao diferencial ordinaria (EDO) envolve apenas derivadas em relagdo a uma tnica
varidavel. Uma EDO de primeira ordem é da forma y' = f(x,y). Se acrescentada uma condicao
inicial y(zg) = yo, esta representa um problema de valor inicial (PVI). Apresentaremos dois

métodos para obter a solucao numérica das EDOs: integragao numérica e diferencas finitas.

22
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2.1.1 Integracao Numérica para obter a Solugao de EDOs

Counsidere o PVI:
y = f(x,y),

y(ro) = Yo

Separando as variaveis e integrando 3’ no intervalo [z, 1] tem-se:

Lamymm:[TVWMWM,

e pelo Teorema Fundamental do Célculo

y@mﬂzy@w+/%HﬂLM@Mx

Assim, para solucionar o PVI, determina-se uma aproximagao numérica para a integral
definida [ f(z,y(z))dz.

As férmulas de integracao numérica sao obtidas com base na seguinte idéia: escolhe-se
uma funcao que aproxime satisfatoriamente a funcao do integrando que seja de facil manuseio,
e resolve-se a integral com essa funcao, obtendo assim férmulas de integracao numérica que
envolvem apenas uma combinagao dos valores da funcao do integrando. Funcgoes interpoladoras

podem ser utilizadas para obter essas aproximagoes.

Definicao 2.1 A integracao numérica pode ser definida por
b n
I= [ fade =3 wf (o) + Ever
@ k=0

onde wy sao denominados pesos, f(xy) valores funcionais f, sendo em numero de n + 1. Os
pesos wy e os pontos de integracao xy, k = 0,1,....,n sao determinados de tal modo que o erro
de truncamento E, 1 se anule quando f for um polinomio de grau menor ou igual a um certo

nimero natural p [27].

Regra do Trapézio

A Regra do Trapézio consiste em aproximar o valor da fungao no intervalo [z, x,.1] por uma
funcao de primeira ordem. Isto, geometricamente, é equivalente a aproximar uma curva qual-
quer em um intervalo por uma reta neste intervalo. Desta forma a area sob a funcao, que é a
integral neste intervalo, é aproximada pela drea do trapézio dada por g[ f(zns1) — f(x,)] onde

h = x,.1 — z,. Assim a integral definida no intervalo [z, x,.1] é dada por [27]:

[ e = S5 - £
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O erro de truncamento é dado por:

h3
Er = _Ef” (5): 6 € (wnaanrl)'

Regra de Simpson

A Regra de Simpson é obtida aproximando-se a funcao por um polindmio interpolador do
segundo grau, sendo portanto necessario trés pontos igualmente espagados, (z,,zar € Tpyi1)
onde 7 é o ponto médio do intervalo [z, z,+1]. Graficamente a fungao é aproximada por uma

pardbola. A regra de Simpson é dada por [27]:

Tn+1 h
[ H@e = S ) + 450 + S )
O erro de truncamento é dado por:
h5

ET - _%JMV(€>7 5 € (Inaxn—i-l)'

2.1.2 Integracao Maultipla

O calculo numérico de integral de mais de uma varidvel é uma extensao natural do que foi

abordado para o caso de integral de fun¢des com uma varidvel. Para o calculo numérico de

Yn+2 Tn42
I = / / [z, y)dady
Yn Tn

pode ser utilizado uma extensao da Regra de Simpson. Com base nesta regra pode-se escrever:

integrais duplas do tipo:

Yn+2 Tn4-2 hk
T= [ [ Hadndy = 55 F ) + 4 ) + sz ) +
+4[f<xna yn+1) + 4f(xn+17 yn+1) + f(anrQa yn+1)] =+

+f(Tns Yny2) + 4f (Tni1, Yns2) + f(Tni2s Yni2) }-

2.1.3 Método das Diferencas Finitas para Obter a Solugao de EDOs

Neste método, aproximacoes obtidas por diferencas finitas sao utilizadas para solucionar as
EDOs. As diferencas finitas podem ser atrasadas, centrais ou avancadas nas derivadas. Por

meio da série de Taylor par a funcao y pode-se escrever
h? h?
Ynt1 = Yn + hyp(z) + Eyg(x) + gyii’(x) .

Utilizando uma expansao da série de Taylor até a primeira ordem tem-se:

Yn+1 = Yn + hy;(l‘),
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hy;(a:) ~ Yn+1 — Yn,

r Yntl " Un

/
x) =
Yn () ;
Desta forma tem-se a diferenca finita adiantada dada por

y () = —y"“h_ =, (2.1)

Outra féormula de diferencas finitas pode ser obtida utlizando a seguinte expansao da série

de Taylor até a primeira ordem:

Yn—1 = Yn — hy, ()

hyr (%) = Yn — Yn—1

v (o) = P
A aproximacao dada por
Y (o) = % (2.2)
e denominada diferenca finita atrasada.
As diferencas finitas centrais sao obtidas adicionando as aproximagoes (2.1) e (2.2).
y (x) m T Il (2.3)

2h

As diferencas finitas atrasada, adiantada e central, utilizadas como aproximagoes da segunda
derivada, sao obtidas de modo analogo a partir da série de Taylor expandida até a segunda
ordem. Assim a segunda derivada de y pode ser aproximada utilizando a diferenca central dada

por:

~ Yn+1 — 2yn + Yn—1

i) = L= (2.4

Sempre que possivel, usa-se, para aproximar derivadas, férmulas em funcao das diferengas
finitas centrais, tendo em vista que elas sao mais precisas [27].

A abordagem adotada para obter a solu¢ao das EDOs compreende as seguintes etapas:

1. Discretizacao do dominio .

2. Aproximacao das derivadas por diferencas finitas: as derivadas das equagoes diferenciais

sao substituidas por aproximacoes obtidas utilizando diferencas finitas.
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3. Estabelecimento das equagoes de diferencas em cada ponto de discretizagao. Essas equacoes
formam um sistema de n equacoes e n incdgnitas, que pode vir a ter solucao se as condigoes
de contorno forem utilizadas. Em seguida transpoem-se esses termos para o lado direito

do sistema para obter um sistema tridiagonal.

4. Utilizacao das condig¢oes de contorno.

Exemplo 2.1 Consideremos um varal de nylon com as extremidades fixadas em hastes com
as sequintes alturas Hy = 1.6m e Hy = 1.5m, onde a distancia entre as hastes é dada por
L = 5m. Neste varal existe uma colcha dependurada com uma distancia de a = 2m e b = 4m

da extremidade inicial. Fste fenomeno € representado pela sequinte equacgao :

—ay” = p(z), (2.5)

onde o € uma constante e p(x) € o peso de cada ponto do varal dado por:

Pr se 0<z<a ou b<z<L
p(r) = _

Pp+c se a<z<b,
onde ¢ corresponde ao peso da colcha molhada, dado por ¢ = 1.3Kg e P, = 0.2m. As

condigoes de contorno sio y(0) = Hy e y(L) = Hy [17].
A solucao do problema é obtida seguindo as etapas descritas anteriormente.

1. Discretizacao do dominio: Utilizando um passo A = 0.1 o dominio é particionado em

n = 50 pontos.

2. Aproximacao das derivadas por diferencas finitas: Usando aproximacoes para as derivadas

obtidas pelas diferengas centradas, dadas pelas equagoes (2.3) e (2.4), a equagao (2.5) pode

(yn+1 — 2y + ynl) _
-« = Pn.

ser reescrita:

h?

3. Estabelecimento das equacoes de diferencas em cada ponto da malha.

Paran=1
Yo—2y1+ Yo\
-« 2 =N
h?p
2y1—312=—1+3/0~
o
Paran =2

Ys—2y2+y1\
o oz = D2
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h2p2
200 — Y3 — Y1 = :
(8]

Ys —2ys+y2 )
-« 2 = D2

h2p3

Paran =3

2U3 — Ys — Y2 =

Essas equacoes formam um sistema de n equacoes e n incégnitas, representado matrici-

almente por:

2 -1 0 .. 0 (%] %—i-yo
-1 2 —1 .. 0 Yo Wr
0 -1 2 -1 .. ys | = K
0 0
0 0 .. —1 2 n Bpo 4

4. Substituir das condiges de contorno y(0) = H; = 1.6 e y(L) = Hy = 1.5.

Adotando a = —10.6 resolve-se o sistema, determinando assim a altura do varal em cada

ponto do dominio. A Figura 2.1 representa a solucao obtida.

Altura

16K q

Figura 2.1: Aproximagao numérica da altura y do varal no intervalo [0,5].
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2.2 Solucao Numérica de Equacoes Diferenciais Parciais

Uma equagao diferencial parcial na varidvel dependente u e nas variaveis independentes x e v,

¢ uma equacao que pode ser posta na forma:
F($, Y, Uy Uy, Uy, Ug, U Y, uyy) =0

onde F' é uma funcao das variaveis indicadas e pelo menos uma deriada parcial aparece nessa
expressao.
Uma importante classe de equacgoes diferenciais parciais (EDP) sao as EDPs de segunda

ordem com a forma:
Az, y) Uy + B(x, y)usy + C(x, y)uy, = G(x,y, u, uy, uy) (2.6)

com (z,7), € 2 C R? sendo A,B, C, fungdes continuas em Q tal que, A% + B? + C? # 0, para
todo (z,y) € Q.
As EDPs, em cada ponto da regiao 2 de defini¢ao da equagao (2.6), podem ser classificadas

em um dos seguintes tipos:

Eliptica se B(z,y)* — A(z,y)C(z,y) < 0.
Parabdlica se B(z,y)* — A(x,y)C(z,y) = 0.

Hiperbdlica se B(z,y)? — A(x,y)C(z,y) > 0.

A equagao (2.6) pode ser considerada eliptica, parabdlica ou hiperbélica num conjunto € se a
respectiva condicao for satisfeita em todos os pontos [27].

Neste trabalho o método de diferencas finitas foi utilizado para resolver numericamente
algumas EDPs. A idéia basica é aproximar as derivadas parciais que aparecem na equacao dife-
rencial, nas condigoes iniciais e nas condigoes de contorno por meio das féormulas de diferencas

finitas. A abordagem utizada é andloga a exposta na secao anterior.

2.2.1 Diferencas Finitas para Equacoes Elipticas

Considere a equacao:
Uge + Uyy = f(2,9), (2, 9) € R. (2.7)
Tem-se que A(z,y) = C(x,y) =1 e B(z,y) = 0. Logo esta é uma equacao eliptica. Atribui-se

& eXpressao Uz, + Uy, 0 nome de Operador Laplaciano.
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A equagao (2.7) é utilizada na modelagem matematica de diversos fenomenos: distribuigao
de temperatura, distribuicao de tensoes em placas carregadas, potencial gerado por cargas
elétricas e muitos outros.

O primeiro passo para aproximar (2.7) por diferengas finitas é definir uma malha de pontos
espacados por h e k . A partir das formulas de diferencas finitas define-se aproximacoes para

as derivadas parciais dadas por:

u(z + h,y) — 2u(z,y) + ulx — h,y

Uyy(z,y) = 12 .

Substituindo no Laplaciano obtem-se:

uw(@+hy) —2u(@,y) +ulz —hy)  ul@y+k)—2u(z,y) +uzy—k)
E - 2

Ugy + Uyy =

Se a malha for uniforme, isto é, os espacamentos na vertical e na horizontal forem iguais,

fazendo k = h tem-se que:

u(z + h,y) +u(z,y + h) — du(z,y) + w(z — h,y) + u(u,y — h)
h2

Ugzy + Uyy =
No desenvolvimento que segue-se, adota-se a seguinte notagao:

u(zi, yj) = Ui

u(w; + h,y;) = Uit

I~

(
(
(@ = h,y;) = uiyy
(
u(

)
w(x, v + k) = 41
)

T, Y5 — k) = ;-1

Desta forma pode-se obter a equacao (2.7) em cada ponto (z;,y;) da malha. Nos problemas
envolvendo malha com discretizacao do Laplaciano, existem as cognitas ,obtidas da condigao
de contorno, e as incognitas, que sao os valores da fungao wu(z,y) nos pontos da malha. No
sistema obtido, as cégnitas sao os coeficientes k? acompanhados das condicoes de contorno.
Essas condi¢oes nao devem ser usadas na matriz dos coeficientes que multiplicam as incognitas,
mas devem ser somadas & matriz cujos elementos sao os valores f(i,7) nos pontos da malha,
multiplicada por k%h?. A solugdao da equacdo (2.7) em cada ponto da malha é a solugao do

sistema representado matricialmente por:
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E2h2f£(1,1) — k2ug

uy
2,2
ws k2h2£(2,1)
2,2 B
us k“hf(3,1)
U4
A X us = k2R2f(N, 1)
ve k2h2f(1,2)
w7 k2h2f(2,2)
Un—1 k2h2f(N, M) — k2uy,
onde A é uma matriz pentadiagonal dada por:
—2(k2 4+ n?) k2 0 h? 0 0 0 0 0
k2 —2(k? + h?) k2 0 h? 0 0 0 0
0 K2 —2(k2 + n?) K2 0 h? 0 0 0
h? 0 . k2 —2(k? +h?) K2 0 . h? 0
0 h2 0 k2 —2(k2 4+ h?) k2 0 h2
0 0 o h? 0 o k2 —2(k%2 4+ n?) k2 0
0 0 0 0 . h? 0 .. k2 —2(k? + h?) k2
0 0 0 0 0 h? 0 k2 —2(k? + h?)

Exemplo 2.2 Uma placa retangular de prata tem calor sendo gerado uniformemente em todos

os pontos. Considere que a temperatura em todos os seus pontos satisfaz a sequinte equag¢ao:

Ugy + Uy = —(cos(z+y) +cos(x —y)), 0<z<m 0<y< g (2.8)
Suponha que a temperatura ao longo das bordas seja dada por:
T
u(x,0) = cosz, wu(x, 5) =0, 0<z<m,
u(0,9) = cosy, ulm,y) = —cosz, 0<y<T (2.9)

Inicialmente define-se uma malha uniforme. Em seguida usa-se diferencas finitas, como
exposto anteriormente, obtendo-se uma aproximacao numérica para o problema de valor de
contorno. A Figura 2.2 apresenta a aproximagao numérica da equagao (2.8) com condigoes de

contorno dadas em (2.9).
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Figura 2.2: Aproximagcao numérica da soluc¢ao u(x,y) utilizando diferengas finitas.

2.2.2 Diferencas Finitas para Equacoes Parabdlicas

Como exemplo de uma EDP Parabdlica, considere a equacao

Yt — a’(x7t)ya7m = f('ra t)7 T e (a) b) (210)
com condig¢ao inicial
u(z,0) = u’(z), x € |a,b]
e condigoes de contorno
u(a,t) = uy(t)
u(b,t) = up(t).
Para problemas com evolucao no tempo adota-se a notagao:

ul = (g, t;).

Por meio de diferencas finitas centrais para as derivadas espaciais, a segunda derivada y,, é

aproximada por:
J J J
2

Uy (24, 15) = (2.11)

A derivada em relagao ao tempo 1; pode ser discretizada utilizando as formulas de diferencas

finitas avancada, atrasada ou central dadas, respectivamente, por:

T —
u (i, t;) = $7
u] — uj.;l
ut(l‘i,t]‘) = %, (212)
j+1 j—1
ut(xhtj) = o o )
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onde a variavel k representa o intervalo de tempo entre as iteragoes.
Substituindo na equacdo (2.10) as aproximagoes obtidas em (2.11) e (2.12), tem-se que:

J Jj—1 9, J
u; — u; Uiy — 205 Uy
Ao =7l

k ‘ h?

Para encontrar o valor das incégnitas, no tempo j , isola~se u] obtendo:

J Jj—1 J o 9,] J
YiT U g gt 2u; + Ui,
po T 02 ’
. ak ) . .
Jg_ a1 _ Vg 9,0 J J
u; —u, = 2 (ui+1 2u] + “¢—1) +kf;.
. ak .
Considerando e A, tem-se o sistema:
2N+ 1 — 0 0 0 ol wd ™t 4 2o
-X 2x+1 -2 0 0 u uh ™! 73
0 “A 2x+1 - 0 uf) uf™! 13
0 A 2341 - 0 ul = w) ™! + b
0 0 0 0 A 2341 Wl wl =l FI_1+ dum

Resolvendo o sistema obtemos uma aproximacao da solugao da equacao diferencial parcial
(2.10).

Outra possibilidade é aproximar a derivada em relacao ao tempo utilizando diferencas cen-
trais, calculadas no tempo intermediario entre ¢; e ¢;;; que nao pertence a malha, considere
f3+1/2 a funcio calculada neste ponto. Nos problemas resolvidos utilizando este método, apare-
cem valores da solucao em seis pontos da malha. Trés deles sao conhecidos, os correspondentes

ao tempo tj, os outros trés sao calculados resolvendo o sistema tridiagonal [5]:

j+1 __ j j+1/2
AITY = BI 4 ffIH12,

onde
A+l F 0 0 0 0 1-x 3 0 0 0 0
Y —\ A A
2 A+1 P 0 0 0 3 1-x 3 0 0 0
- - A A
0 = At+1 F 0 0 0 3 1-x 3 0 0
A: — A (& B: A A
0 = A+l F o0 0 0 3 1-x 3 o 0
0 0 0 0 P A+l 0 0 0 0 3 1-2x

4
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Este método é denominado Método de Crank-Nicolson [10]. A seguir apresentamos uma
aplicagao deste método para determinar a aproximacao da solucao de EDP’s com evolugao no

tempo.

Exemplo 2.3 Considere uma cidade hipotética em uma malha reqular tendo uma fonte de po-
luicao que contamina a atmosfera e se espalha por toda a malha devido a presenca de um vento
regional, v = (v1,0). Um modelo para descrever a evolug¢ao do quadro de impacto num deter-

minado periodo de tempo, é dado pela equacao diferencial parcial evolutiva advectiva-difusiva:

ou ’u  0*u ou
E—Oz @‘l‘a—ﬁ +U13_:I)+Uu_f (2'13>

onde u = u(x,y,t) indica a concentrag¢ao do poluente no instante t, « representa a dispersao na
darea, v1 a velocidade de transporte, o representa o decaimento e f representa a fonte de poluente.
Para simplificar o problema, considere as condi¢oes de contorno u = 0, isto €, assuma que o
retangulo considerado seja grande o suficiente, de forma que a concentracao de poluentes na

fronteira seja igual a zero, [17].

Utilizando método de Crank-Nicolson, com o = 0.01, ¢ = 0.001 e v; = 0.1 determinam-
se aproximagoes da evolugao da poluicao num determinado tempo. As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5

apresentam a concentragao da poluicao apés 4, 40 e 400 iteragoes, respectivamente.

NS
=

\\\\ S
L \\‘\\\\\ SR
%W\‘\\\ =
==

3
SRR
SRR
s

SN

Figura 2.3: Poluicao ap¢s 4 Figura 2.4: Poluicao apds 40 Figura 2.5: Poluicdo apds 400

iteracoes. 1teragoes. iteracoes.

Os métodos numéricos apresentados neste capitulo foram utilizados para obter as bases de
dados necessarias para a construcao dos sistemas p-fuzzy, a partir dos quais determinamos as

aproximacoes de solucgoes das equacoes diferencias.



Capitulo 3

Sistema p-Fuzzy Aplicado as Equacoes

Diferenciais

As equacoes diferenciais sao uma ferramenta para a modelagem de fenomenos cujas varidveis
de estado estao relacionadas com suas variagoes temporais. Esta relacao é estabelecida a partir
de parametros ou funcoes que precisam ser mensurados ou estimados, entretanto, na maioria
dos casos, faz-se necessaria a coleta de um numero elevado de dados para descrever bem o
fenomeno a ser modelado. Além disso, em muitos desses fenomenos a relacao entre as varidveis
e suas variagoes é imprecisa. Essa caracteristica dificulta a modelagem do fendmeno através

das equagoes diferenciais, ja que estas dependem da precisao dos parametros utilizados.

Este capitulo propoe a adocao de sistemas baseados em regras fuzzy que incorporam in-
formagoes imprecisas nas variaveis, nas variagoes e nas suas relagoes com as variaveis, permi-
tindo assim, o tratamento matematico dessas incertezas. Tais sistemas sao chamados sistemas
p-fuzzy [1].

Propomos a aplicacao de sistemas p-fuzzy para a solucao de problemas modelados por
Equacoes Diferenciais Ordinédrias e Parciais. Para obter a base de regras e as fungoes de
pertinéncia utilizamos a funcdo ANFIS (Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System) do Matlab
[13]. A ANFIS é uma rotina de treinamento de sistemas de inferéncia fuzzy do tipo Takagi-
Sugeno, que utiliza um algoritmo de aprendizagem para identificar, a partir de um conjunto de
dados os parametros do sistema baseado em regras fuzzy tipo Sugeno [16].

A base de regras e os parametros das fungoes de pertinéncia do SBRF podem ser construidos
a partir de dados obtidos experimentalmente ou com o auxilio de um especialista. Utilizando
estes dados e a fungao ANFIS do Matlab é possivel identificarmos as regras e os parametros

do sistema baseado em regras fuzzy. A Figura 3.1 apresenta a metodologia proposta para

34
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a solucao de equacoes diferenciais. Para verificarmos a eficiéncia do método proposto em
diversas aplicagoes neste capitulo, utilizamos dados obtidos através da resolucao das equagoes

diferenciais pelo método de diferencas finitas.

DADOS
(Derivadas obtidas a partir da solugdo numeérica ou
experimentalmente)

v

> SBRF >

VARIAVEIS DE VARIAGOES

ENTRADA

< METODO NUMERICO ¢ ‘L

Figura 3.1: Esquema para a solugao de Equacgoes Diferenciais utilizando Sistemas p-fuzzy.

3.1 Sistemas p-fuzzy aplicado a Equacgoes Diferenciais
Ordinarias

A equacao diferencial

dr
a f(z)

é estudada a partir da variacao, representada na equacao pelo campo f. Entretanto, em muitas
das aplicacoes, f é conhecido parcialmente, isto é, nao pode ser determinado explicitamente.
Com base nas caracteristicas do fendmeno que se deseja modelar podemos construir uma base
de regras para descrever f. Desta forma tanto as varidaveis como suas variagoes sao linguisticas
e estdo correlacionadas, ndo por meio de equagoes, e sim através da base de regra fuzzy [1].

Quando a relagao das variacoes com as variaveis de estado é descrita por meio de regras
fuzzy, em vez de equagoes, dizemos que o sistema é parcialmente fuzzy, p-fuzzy [1]. Utilizando
os sistemas p-fuzzy, mesmo que f nao seja conhecida explicitamente, é possivel calcular as

imagens de todos os pontos de seu dominio.

Os sistemas p-fuzzy apresentados na literatura utilizam caracteristicas do campo f para a
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construcao da base de regras. Entretanto o ajuste das funcoes de pertinéncia é baseado na
solucao analitica da equagao diferencial. Seguindo a metodologia proposta por este trabalho a
construcao da base de regras e o ajuste das fungoes de pertinéncias sao realizados automatica-
mente com o auxilio da funcao ANFIS.

Para um melhor entendimento da metodologia exposta apresentaremos algumas aplicacoes

que comprovam a eficacia e versatilidade dos sistemas p-fuzzy na modelagem de situagoes reais.

3.1.1 Exemplos de sistemas p-fuzzy aplicados a EDOs
Exemplo 3.1 Crescimento Malthusiano

Considere o principio malthusiano para crescimento populacional:
“ a variagao de uma populagao é proporcional a populagao em cada instante”.

Este principio determina que a variagao populacional cresce a medida em que cresce a po-
pulacao. A partir desta caracteristica podemos determinar um conjunto de dados e construir
um SBRF cuja saida é a taxa de variacao da populacao. A arquitetura de um sistema p-fuzzy
pode ser vista na Figura 3.2. O SBRF foi contruido a partir de dados obtidos da solugao

analitica do modelo malthusiano, seguindo a metodologia exposta na Figura 3.1.

dx
dt

\ 4

T > SBRF

METODO NUMERICO

Figura 3.2: Arquitetura de um Sistema p-fuzzy.

O sistema apresenta duas variaveis linguisticas: a populagao x e a taxa de variagao d_j: Defi-
nimos para a populacao os termos linguisticos Baiza(B), Média Baiza (MB), Média Alta (MA)
e Alta (A), representadas na Figura 3.3 por fungoes de pertinéncias triangulares. As varidveis
de saida s@o polinémios da forma f(z,y) = pr + ¢, os parametros p e ¢ foram determinados
pela funcao ANFIS.

A base de regras construida para a taxa de variacao em func¢ao da entrada x é composta

pelas regras:



37

B MB MA A
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Figura 3.3: Funcgoes de pertinéncia para a populagao.

1. Se z é B entao Ccli—f =047zx.

d
2. Se x é MB entao d_f =047x + 0.001611.
3. Se x é MA entao (fi—f = 0.47x + 0.003223.

4. Se z é A entao Cé—f = 0.47x + 0.04834.

200

[

a

=]
T

Populagéo

[

o

=)
T

Quantidade de pontos da malha

— sol. fuzzy
sol. analitical

0 n 1 . . . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tempo 4 6 8 10 12 14
Diferenga entre a solugao do sistema p-fuzzy e analitica

Figura 3.4: Solucao do sistema p-fuzzy com Figura 3.5: Diferenca entre a solucao
populacao inicial igual a 2. do sistema p-fuzzy e analitica calcu-

lada em cada tempo t.

Analisando as Figura 3.4 e 3.5 que apresentam, respectivamente, as solucoes analitica e
fuzzy e a diferenca em cada ponto t das duas solugoes, podemos observar que para a maioria

dos pontos a diferenca entre as solugoes é pequena . Assim o sistema p-fuzzy é uma boa
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aproximacao para a solucao obtida analiticamente a partir da equagao diferencial.
Exemplo 3.2 Modelo Presa-Predador de Lotka-Volterra

Este modelo foi criado com base em modificacoes observadas para populacoes de peixes e
tubaroes do mar Mediterraneo por ocasiao da paralizacao e posterior retomada das atividades

pesqueiras como consequéncia da 1* Guerra Mundial. O modelo de Lotka-Volterra é dado pelas

equacoes:
dx
— =ar —cx
dt y7
(3.1)
dy
— =—-by+d
at y +dzxy,

onde z(t)e y(t) representam, respectivamente, o niimero de presas e nimero de predadores no
tempo t. As constantes a, b, ¢, e d correspondem respectivamente ao nascimento de peixes,
mortalidade de peixes quando hé o encontro entre peixes e tubaroes, a mortalidade de tubardes
e a conversao de alimentos para predadores [2]. Consideramos a = 0.1, b = 0.01, ¢ = 0.05,
d = 0.001.

Temos como objetivo determinar uma base de regras que substitua as equagoes dadas em
(3.1), para modelar a dinamica entre presas e predadores, por meio de um modelo p-fuzzy
continuo. Utilizando a solucao analitica e seguindo o esquema apresentado na introdugao deste
capitulo, obtemos um SBRF cujas entradas sao as varidveis x e y e cujas saidas sao as suas

variagoes. A Figura 3.6 apresenta a arquitetura do sistema p-fuzzy para a equagao (3.1).

dx

T \ SBRF / *

L ~E

i dx
[ I(t171)+/ :(s)ds <
Jrioa dt

t; dy
y(ti—1) + /”/71 E(S)d&

Figura 3.6: Sistema p-fuzzy para modelo presa e predador.

O numero de presas e predadores, em cada instante t, é obtido utilizando o niimero de presas

e predadores no tempo anterior e a integrais das saidas do SBRF, Figura 3.6. As integrais sao
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aproximadas utilizando um método de integracao numeérica. Neste exemplo optamos pelo a

regra do trapézio:

( x(t;) = x(tio1) + /t_ll fl—f(s)ds,
(3.2)
\ y(t:) = y(ti-1) + /til %(s)ds.

As variaveis de entrada x e y tem fungoes de pertinéncia triangulares, Figuras 3.7 e 3.8.

/
08[- /A
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/
/
/
/
/
06 /o

/
//
04 //
/
/
0.2 /
/
/
//
0
0 4 & ® 100 L0 10 10 180 20 o 2z 4 & 8 10 12 1 1 1
T y
Figura 3.7: Funcoes de pertinéncia da Figura 3.8: Funcgoes de pertinéncia da
variavel de entrada x. variavel de entrada y.

A base de regras do SBRF é formada por 25 regras nas quais as variaveis de saida é—f e %
sao representadas por polindomios da forma f(z,y) = pr + qy + r.

As simulagoes das trajetorias e o plano de fase produzidos pelo sistema p-fuzzy sao apre-
sentadas nas Figuras 3.9 e 3.10.

A Figura 3.11 apresenta um comparagao entre as aproximagoes determinadas utilizando o
método numérico Runge Kutta e as aproximagoes obtidas utilizando o modelo p-fuzzy. Anali-
sando os resultados podemos concluir que o sistema p-fuzzy proposto descreve adequadamente o

modelo presa-predador de Lotka-Volterra, cuja solucao é obtida sem a necessidade dos métodos

numéricos utilizados para solucionar EDOs.
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Figura 3.9: Evolucao da populacao ao longo Figura 3.10: Plano de fase do sistema p-

do tempo. fuzzy para xo = 50 e yo = 15.
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Figura 3.11: Aproximacoes obtidas numericamente e a partir do modelo p-fuzzy.

Exemplo 3.3 Modelo Colcha no Varal

No exemplo 2.1 do capitulo 2 apresentamos a solugao para o problema da colcha no varal
utilizando o método de diferencas finitas. Resolveremos o mesmo problema utilizando um
sistema p-fuzzy.

Particionando o dominio [0,5] podemos representar a variavel = pelos termos linguisticos
trapezoidais: Pequeno (P), Médio (M), Grande (G), Figura 3.12.

Para estabelecer um modelo p-fuzzy descreveremos a relagao entre a variavel x e a derivada
2

segunda de y com relacao a r, —
dz?

, através da base de regras fuzzy:

d2
L Se ais P entio —— = —0.0270Lz + 0.03172.
i
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Figura 3.12: Fungoes de pertinéncia.

d2
2. Se x is M entdo - = 0.08488x — 0.07414.
T

2

d
3. Se a is G entdo -3 = 0.01237x — 0.03804.
T

O sistema p-fuzzy utilizado na modelagem matematica deste problema pode ser resumido pelo

esquema da Figura 3.13.

() SBRF e &’y
—> a2

T g2
—(t;)| €— . Y ds
dar( i) dy(tl,l)Jr'/” : 82d5

d‘l

tod y(t:
st + [ Pas %
tie1 ds

Figura 3.13: Arquitetura sistema p-fuzzy utilizado para o modelo do varal.

Utilizando o método de integracao de Simpson, obtemos uma aproximacao da solucao.
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A Figura 3.14 apresenta a solugao numérica, obtida utilizando diferencas finitas e a apro-
ximacao fuzzy obtida através do sistema p-fuzzy. O grafico da Figura 3.15 apresenta a dis-
crepancia entre as aproximacgoes numeérica e fuzzy em cada ponto do varal. A solucao fuzzy
obtida aproxima-se consideravelmente da solugao numérica, demonstrando a eficiéncia do sis-

tema p-fuzzy construido.

100

Aproximagao numérica

17r Aproximagcao fuzzy

Quantidade de pontos da malha

0
0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 0,004 0,0045 0,005
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 Diferenga absoluta entre as aproximagdes fuzzy e numérica.

Figura 3.14: Aproximacao fuzzy e numérica. Figura 3.15: Comparacao das aproximagoes

fuzzy e numérica em cada ponto.

3.2 Sistemas p-Fuzzy aplicado a Equacoes Diferenciais
Parciais

As equagoes diferenciais parciais (EDPs) sao utilizadas na modelagem da maioria dos fendmenos
naturais. Na pratica a maior parte das aplicagoes apresenta relacoes entre varias variaveis, as-
sim a modelagem matemética envolve derivadas a respeito de cada uma dessas variaveis. Se
as relacoes existentes entre as variaveis de estado e suas variacoes parciais nao forem deter-
ministicas, a modelagem utilizando as EDPs torna-se bastante complicada. Nestes casos os
sistemas p-fuzzy mostram-se eficientes.

Para a modelagem de fenomenos que envolvem variacoes parciais utilizando sistemas p-fuzzy
devemos substituir as derivadas parciais por uma base de regras fuzzy que tém como entrada
as variaveis de estado e como saida as variacoes parciais. Utilizando a mesma metodologia da
se¢ao anterior, obtemos o campo de dire¢oes parciais por meio de um sistema fuzzy que utiliza
o método de inferéncia de Takagi-Sugeno.

Apresentamos a seguir exemplos de aplicagao dos sistemas p-fuzzy na modelagem de alguns

fenomenos descritos por EDPs.
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3.2.1 Exemplos de Sistemas p-fuzzy aplicado a EDPs Elipticas

Exemplo 3.4 Temperatura de uma Placa

Considere o seguinte problema:

Uma placa retangular de prata de 6 x 5 ¢m tem calor sendo gerado uniformemente em todos os
pontos, com uma taxa q = 1.5cal/cm?. Representamos por z a distancia ao longo da borda da
placa, de largura igual a 6 ¢m e por y a distancia ao longo da outra borda da placa, de largura
igual a 5 ¢m. Suponha que a temperatura ao longo das bordas se mantenha nas seguintes

temperaturas:

onde a origem se encontra em um dos cantos da placa com as coordenadas (0,0) e as bordas
se posicionam ao londo dos eixos positivos = e y. A temperatura de estado estavel, u(x,y),

satisfaz a equacao de Poisson:

0%u 0%u q
— — ==, O<z<6, 0<y<>d
2 (@ Y) + o5 (@,9) = & z < 6, y <5,

onde K, a condutividade térmica, é 1.04cal/cm.°C.s [10].

Utilizando uma discretizacao para a placa e o método de diferencas finitas, obtemos uma

aproximacgao numérica da temperatura u(x,y), representada nas Figuras 3.16 e 3.17.

Figura 3.16: Projecao no plano zy da tem- Figura 3.17: Aproximagao numérica da

peratura u(zx,y). temperatura.

O modelo p-fuzzy gerado tem como variaveis de entrada as medidas x e y e variavel de saida
a derivada parcial de u(z,y) com relagdo a x, u,(x,y) [8]. A base de dados necessdria para a

aplicagao da fungao AN F1S é obtida a partir da aproximagao numérica da solugao, utilizando o
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método de diferencas finitas. Com o auxilio da rotina ANFIS do Matlab, determina-se funcgoes

de pertinéncia triangulares para as variaveis de entrada, Figura 3.18.
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Figura 3.18: Fungoes de pertinéncia para a

variavel de entrada z.
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Figura 3.19: Funcoes de pertinéncia para a

variavel de entrada y.

As regras a seguir apresentam alguns polinomios que representam a variavel de saida.

1. Se z é muito pequeno e y é muito pequeno entdo u,(x,y) = 160.8x — 84.8y + 1.1.

2. Se z é médio e y é médio entao u,(x,y) = —160.2x + 3.1y + 473.5.

3. Sex é muito grande e y é muito grande entao u,(x,y) = —30.1x 4 83.5y — 234.8.

Fixando y e utilizando o método de integragdo de Simpson, obtemos a solucao u(z,y),

representada na Figura 3.20.

u(xy)

%
SRR
WY

Figura 3.20: Aproximagcao da solugao u(z,y) a partir do modelo p-fuzzy.

A aproximagao da solucao obtida através do modelo p-fuzzy e a aproximacao numeérica

obtida a partir do método de diferencas finitas, apresentam comportamentos similares. A
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diferenca absoluta maxima entre os valores obtidos para cada ponto da malha através dois
métodos é de 0.197, como podemos observar, no eixo horizontal, para um nimero pequeno de

pontos da malha, eixo vertical da Figura 3.21.

12000

Ne de pontos da malha

o

[} 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
|Solucao por diferencas finitas — Solugao Modelo p-fuzzy|

Figura 3.21: Diferenca entre as aproximacoes obtidas por diferencas finitas e modelo p-fuzzy.

Apresentamos outros exemplos de sistemas p-fuzzy aplicados as EDPs.

3.2.2 Exemplos de Sistemas p-fuzzy aplicado a EDPs Parabdlicas

Exemplo 3.5 Uma colcha secando no varal
Analisaremos novamente o problema de uma colcha secando em um varal mas agora consi-
derando que a cada tempo ¢, o seu peso se modifica devido a evaporacao ocorrida. Como

consequéncia deste processo, o varal juntamente com a colcha tende a subir, até que esta fique

completamente seca. Este problema pode ser modelado utilizando a EDP parabdlica:

Yt — QWew = [, (x,t) e R

Assumiremos para as constantes e condigdes de contorno os mesmos valores utilizados no

Exemplo 2.1. A funcao utilizada como variagao da massa é dada por:
fin = Yseca — y?_la

onde Yseeq ¢ a solucao da EDP considerando a massa da colcha seca igual a 0,8Kg, 3? é a

solugao da EDO substituida a cada iteracao pela solucao da equagao:

yt(l‘7 y) - aywx(x7 t) - tevapfn+1/2-
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O valor de f™1/2, em cada iteracdo, é a média dos valores de fI" e f"™'. Para resolver a EDO

e a EDP utilizamos o método de diferencas finitas e na discretizacao do tempo o método de

Crank-Nicolson [17]. Para modelar o problema através dos sistemas p-fuzzy, construiremos

uma base de regras com varidveis de entrada z e ¢, a variavel de saida é a variagao parcial de

y em relagao a x. Assim os dados utilizados pela fungao ANFIS sao os valores de x, t e %.

Desta forma, utilizamos apenas um SBRF para modelar o fenémeno ao longo do tempo ¢t. A

arquitetura do sistema p-fuzzy é apresentada na Figura 3.22.

y
SBRF 5 @t

i) = vta@)+ [ Lis.oas

Figura 3.22: Modelo p-fuzzy aplicado a equagoes parabdlicas.

A saida do SBRF sao polindémios da forma f(z,t) = px + qt + r. Os parametros p, g e r

sao determinados pela ANFIS. As variaveis de entrada, x e t, sdo representadas por conjuntos

fuzzy com cinco funcgoes de pertinéncia representadas nas Figuras 3.23 e 3.24.

Assim a base de regras é constituida pelas vinte e cinco regras:

1.

2.

0
Se t é muito pequeno e x é muito pequeno entao 8_y =0.00005632t — 13.447x — 0.006925.
x

0
Se t é muito pequeno e x é pequeno entao 8_y = 0.19577t — 13.258x + 16.248.
x

Se t é muito pequeno e x é médio entao % = 0.39168t — 13.161x + 32.453.
x

0
Se t é muito pequeno e x é grande entao 8_y = 0.59247t — 13.226x + 49.117.
x

0
. Se t é muito pequeno e x é muito grande entao 9 _ 0.80507t — 13.513x + 66.774.

ox
Se t é pequeno e x é muito pequeno entao g—y = —0.000083496t — 12.994x — 0.00037619.
x

0
Se t é pequeno e r é pequeno entao 8_y = 0.19561¢ — 12.814x + 10.858.
x
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Figura 3.23: Fungoes de pertinéncia para a

varidvel de entrada t.

Figura 3.24: Funcoes de pertinéncia para a

varigvel de entrada x.

0
8. Se t é pequeno e x é médio entao % _ 0.3916t — 12.74x + 21.71.

9. Se t é pequeno e x é grande entao

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

ox

)
a—y — 0.59266¢ — 12.8092 + 32.871.
X

0
Se t é pequeno e r é muito grande entao 9 _ 0.80527t — 13.079x + 44.665.

ox

Se t é médio e x é muito pequeno entao % = 0.0033417 — 12.3142z — 0.00013059¢.
x

0
Se t é médio e x é pequeno entao (‘9_y = 0.19556t — 12.143x + 5.1862.
x

Se t é médio e z é médio entao ? = 0.39157¢t — 12.081z + 10.376.
T

0
Se t é médio e x é grande entao a—y = 0.59274¢ — 12.149x + 15.716.
x
0
Se t é médio e x é muito grande entao 8_y = 0.80535¢ — 12.403x + 21.348.
x

% = 0.0085558 — 11.835z — 0.00015877¢.
T

% = 0.19553t — 11.671x — 0.23786.
T

% = 0.39154¢ — 11.6162 — 0.473.
x

% = 0.59278t — 11.682x — 0.71446

Se t é grande e x é muito grande entao

Se t é grande e x é muito pequeno entao
Se t é grande e x é pequeno entao
Se t é grande e x é médio entao
Se t é grande e x é grande entao

% = 0.80538¢ — 11.9242x — 0.98422.

0
Se t é muito grande e  é muito pequeno entao (9_y = 0.01639 — 11.585z — 0.00018756t.
x

0
Se t é muito grande e x é pequeno entao 8_y = 0.19551t — 11.424x — 5.3799.
x

Jdy

Se t é muito grande e x é médio entao Fr 0.39152t — 11.374x — 10.765.
x

0
Se t é muito grande e x é grande entao (‘9_y = 0.59282¢ — 11.439x — 16.306.
x

0
Se t é muito grande e x ¢ muito grande entao 8_y = 0.80543t — 11.673x — 22.178.
x

Observe que a aproximacao da solucao y para cada tempo t, fixo, é obtida a partir da

saida do SBRF. As integrais foram resolvidas utilizando o método de integragao de Simpson.
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As Figuras 3.25 e 3.26 apresentam a solucao numérica, aproximagao fuzzy no tempo t=0 e a

evolucao da solucao fuzzy no tempo, respectivamente.

16 T T T T T T T T T 1.6 T T T T T T T T T
\ Solucéo Fuzzy
155\ Solugdo Numérical | 1850 |
15 15t
1.45- R 145+ 1
y 14r \ 1 v 14+ i
1.35¢ 1 135} 1
1.3r 1 13F 1
\\\\ g
1.25¢ TS 1 125} B
0 0‘.5 i 1‘.5 é 2‘.5 é 3‘.5 4‘1 4‘.5 5 0 0.‘5 ‘1 1‘5 é 2‘5 é 3‘.5 A‘t 4‘_5 5
X T
Figura 3.25: Solucao Numérica y(z,t) e Figura 3.26: Evolugao da solugao y(z,t) a
Solugao Fuzzy no instante t=0. partir do modelo p-fuzzy.
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Figura 3.27: Evolugao do valor méaximo da diferenca no tempo t.

As aproximagoes obtidas utilizando o sistema p-fuzzy estao préximas das aproximacoes obti-
das numericamente utilizando o método de Crank-Nicolson. O valor maximo da diferenga entre
as aproximagoes fuzzy e numérica, para todo x, em cada tempo t é inferior a 0.045. A partir
da Figura 3.27 constatamos que as solugoes aproximam-se com o tempo, pois a discrepancia

maxima entre as aproximagoes decresce com o tempo.
Exemplo 3.6 Poluicao do ar

No exemplo 2.3 do capitulo 2 apresentamos a solu¢ao numérica para o fendomeno de poluicao

do ar modelado pela equacao diferencial parcial evolutiva advectiva-difusiva:

ou Pu  0*u ou
5_06(@4_8_3;2)_'—1)1%4_0“—]{7 (33)
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lembrando que u(z,y,t) é a concentragao do poluente no instante ¢, o representa a dispersao
na area, v; a velocidade de transporte, o representa o decaimento e f representa a fonte de
poluente.

Nesta segao apresentamos a solugao deste problema utilizando sistemas p-fuzzy. O objetivo
é substituir as relacoes descritas pela EDP por uma base de regras que tem como variaveis de
entrada as variaveis de estado z, y e t, e variavel de saida, a derivada parcial de v em relacao a x.
Fixando os valores de y e ¢, encontramos uma aproximagao para a solugao u(z,y, t) resolvendo

numericamente a integral apresentada no esquema da Figura 3.28.

\ SBRF
7’
[ ]
w(zi,y,t) = u(wi—1,y,t) + E(s,y,t)ds <
e

Figura 3.28: Arquitetura do sistema p-fuzzy.

As funcgoes de pertinéncia para as variaveis de entrada do SBRF, z, y e t, sao triangulares
com nove termos linguisticos para a variavel tempo e cinco termos linguisticos para as variaveis
x e y. De forma analoga, as fungoes de pertinéncia e os parametros do polinomio de saida sao
determinadas pela funcdo ANFIS. As derivadas parciais com relagao a x, no ponto (z,y), num
tempo t, sao obtidas a partir de regras cujos antecedentes sao polinomios lineares. A regra a

seguir ilustra os polinomios de saida.

Se t é ““proximo de zero” e x é “muito pequeno”” e y é “muito pequeno” entao

u, = —0.01613¢ + 0.1218z + —0.1196y — 0.01759.

Variando t obtemos as aproximacgoes da evolugao do quadro de impacto da poluigao repre-

sentadas nas Figuras 3.29 e 3.30.

A partir da Figura 3.31, concluimos que a diferenga maxima entre as aproximagoes fuzzy e

numérica, para todo ponto da malha em cada tempo ¢ € [0, 10], é inferior a 0.00526.
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Figura 3.29: Aproximacao wu(z,y) no Figura 3.30: Aproximacao wu(z,y) no
tempo t=0. tempo t=10.
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Figura 3.31: Evolugao do valor maximo da diferenca no tempo t.

O estudo realizado neste capitulo demonstra a aplicabilidade dos sistemas p-fuzzy na mode-
lagem de fenomenos descritos por equacoes diferenciais . Mais especificamente, demonstra o seu
potencial na modelagem de fenomenos nos quais as taxas de variagoes das variaveis de estado
sao descritas por meio de uma base de regras fuzzy que permite incluir no modelo informagoes

subjetivas.

A proposta de modelagem matematica de fenomenos descritos por EDPs a partir de sistemas
p-fuzzy, nao utiliza os métodos numéricos de solucao para EDPs, facilitando o processo utilizado

para obter as aproximacoes.

Para obter os modelos propostos neste capitulo utilizamos a solugao analitica ou apro-
ximagoes numéricas obtidas a partir do método de diferencas finitas. A partir destes modelos
podemos verificar que as aproximagoes obtidas utilizando os sistemas p-fuzzy, com método de

inferéncia de Takagi-Sugeno, sao coerentes com as solugoes obtidas pelos métodos numericos e
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analiticos.
No préximo capitulo apresentamos uma aplicagao do método apresentado neste capitulo
utilizando dados experimentais enfatizando a aplicabilidade dos sistemas fuzzy e p-fuzzy na

modelagem fenomenos cuja solucao ainda nao foi determinada.



Capitulo 4

Sistemas Fuzzy Aplicados ao Estudo da

Luminescéncia de Ions de Neodimio

A completa caracterizacao das propriedades 6pticas de um material é importante para o desen-
volvimento da tecnologia e também para obter entendimento sobre o processo de transferéncia
de energia envolvido.

Em particular, o estudo da luminescéncia de fons de Neomidio imersos em um hospedeiro
vitreo, mostra-se muito interessante devido a sua aplicagao em dispositivos 6pticos, como, por
exemplo, fibras épticas [28]. A modelagem matemaética da luminescéncia é realizada a partir
de experiéncias com um feixe de laser focalizado em um micro ponto na superficie da amostra
vitrea [28].

Neste capitulo propomos um sistema baseado em regras fuzzy para modelar a luminescéncia
préximo ao ponto de incidéncia do laser de excitacao [9]. Neste modelo a base de regras é
determinada através das caracteristicas do fenéomeno possibilitando o tratamento matemaético
da luminescéncia nestes pontos, o que nao é possivel a partir de outros modelos encontrados

na literatura.

4.1 Luminescéncia Espacial

Diversos estudos sobre fons Terras Raras (TR) tém sido realizados [28] e [29]. Em particular o
de Neodimio (Nd*"), muito utilizado em dispositivos pticos aplicados no campo da pesquisa
cientifica, da industria e da medicina. Os fons de Neodimio, devido as suas propriedades épticas,
podem ser utilizados como amplificadores 6pticos em fibras opticas e como elementos ativos

para lasers de estado sélido [28].

02
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Para determinar a melhor concentracao de Nd** que deve ser inserida na matriz vitrea
e visando a sua aplicagao como amplificadores Opticos, é necessario modelar as propriedades
Opticas, em particular a luminescéncia, em funcao da concentracao de ions de Neodimio. A
partir do estudo da luminescéncia é possivel determinar a concentracao de ions de Neodimio
mais adequada para que haja maior migracao de fétons entre eles, caracterizando-os como
amplificadores épticos [29].

O estudo desta propriedade ¢ realizado a partir de experiéncias com um feixe de laser que,
focalizado em um micro ponto na superficie da amostra vitrea, excita os fons emitindo assim

fétons (luz) que se difundem criando uma drea luminescente na amostra [28] e [29].

A funcao densidade de fétons, n(r), é a funcao de difusao do estado constante. A simetria
radial da funcao da densidade dos fétons deve indicar que, o forte bombeio éptico pode fazer
com que o comprimento de absorcao seja menor que o de difusao e assim pode-se utilizar a

equacao de coordenada polar, dada por:

10, on(r
Lo (r ag, )) +n(r) = =God(r), (4.1)
onde GGg é uma constante relacionada a intensidade da excitacao do laser, L = v D7 é o

comprimento de difusdo, D a constante de difusdo, 7 o tempo de vida e d(r) é a fungao de
Dirac [19], [28] e [29].

A funcao de Dirac é definida como tendo as seguintes propriedades:

i) 0(t) =0, parat #0 ,

i) [T 6(t)dt = 1.

A funcao 6(t) corresponde a um impulso unitario em ¢ = 0. Um impulso unitério em = ¢,
¢ dados por 0(t — tg). Assim, de i) e ii), temos §(t —to) =0, t#tge [T 6(t—to)dt = 1.

A solugao analitica para a equagao(4.1) é dada por uma fungao de Bessel Modificada de
ordem zero [28], [29] e [19]. Esta fungao de Bessel pode ser simplificada considerando pontos
afastados do laser de excitagao, assim obtem-se uma funcao exponencial que ajusta-se perfei-

tamente a borda das curva de luminescéncia, dada por [28]:
n(r) = no—Lexp(——). (4.2)

Desta forma a aproximagao dada pela equagao (4.2) descreve a luminescéncia nos pontos
afastados do laser. O sistema fuzzy proposto na préxima secao permite o céalculo de apro-

ximagcoes para a luminescéncias nos pontos préximos do laser de excitagao.
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4.2 Modelos para a Luminescéncia Utilizando Sistemas
Baseados em Regras Fuzzy

Os dados utilizados na construcao dos modelos foram medidos conforme relata a literatura
28], [29]. A luminescéncia detectada foi produzida pela presenca dos fons de Neodimio (Nd**)
com emissao em torno de 880 nm (nanometro,10~%m), 1060 nm, e 1330 nm [28]. Os dados
coletados descrevem a luminescéncia nos pontos em funcao do raio r medido a partir do ponto
de incidéncia do feixe laser, assim, considerando (50,50) como o ponto de incidéncia, obtemos

as coordenadas (x,y) utilizando a equagao:

y =50+ /r2 — (z — 50)2.

Para determinar as coordenadas utilizamos os dados nos quais o raio seja menor ou igual
20nm, assim consideramos os valores para x pertencentes ao intervalo [30,70]. Desta forma
obtemos um conjunto de dados que descreve a luminescéncia L(x,y) no ponto (z,y) que repre-
sentaremos por L(x,y).

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 representam o valor da luminescéncia, nestes pontos, para as

emissoes 880nm, 1060nm, e 1330nm, respectivamente.

Figura 4.1: L(z,y) para a Figura 4.2: L(z,y) para a Figura 4.3: L(z,y) para a

emissao de 880nm. emissao de 1060nm. emissao de 1330nm.

Propomos modelos fuzzy para o calculo da luminescéncia nos pontos da amostra vitrea para
cada uma das emissoes. Nestes modelos as variaveis estao correlacionadas com a luminescéncia
por uma base de regras fuzzy que tém como entrada a posi¢cao do foton na matriz vitrea. Assim
as variaveis de entrada e saida para o SBRF sao as medidas, z, y e L(z,y), respectivamente.

A fungdo ANFIS determina os parametros das fungoes de pertinéncia das varidveis de
entrada e dos polinomios dos consequentes de cada regra. As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam
as fungoes de pertinéncia das varidvies de entrada do SBRF, construido a partir dos dados

coletados utilizando os fons de Neodimio (Nd*") com emissdao em torno de 880 nm. Foram
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utilizadas cincos termos linguisticos: “muitissimo pequeno” (PP), “muito pequeno” (M P),
“pequeno” (P), “médio” (M), “grande” (G), “muito grande” (MG) e “muitissimo grande”
(GG). Fungoes de pertinéncia semelhantes foram obtidas para as emissoes em torno de 1060nm

e 1330nm.

N
T

/ 0.8}
08l /

0.6F \ /[
0.6 \ /

Grau de Pertinéncia
.
Grau de Pertinéncia

L/ / \
02f | 0.2 \

Figura 4.4: Funcao de Pertinéncia da Figura 4.5: Funcao de Pertinéncia da

varidvel de entrada = (emissao de 880nm). varidvel de entrada z (emissao de 880nm).

Cada um dos SBRFs tem uma base de regras constituida por quarenta e nove regras. A
regra “Se x é PP e y é PP entao L(x,y) = 0.01152z — 0.006y — 0.0099” apresenta um dos
polinémios que representam a varidvel de saida do modelo fuzzy construido para a emissao em
torno de 880nm.

Os sistemas obtidos permitem a representagdo da luminescéncia para os pontos (z,y)
proximos da incidéncia do laser. As Figuras 4.6, 4.7 e 4.8 apresentam aproximacoes para a
luminescéncia nos pontos da amostra vitrea, obtidas pelo SBRF, para as emissoes 880nm,

1060nm, e 1330nm, respectivamente.

Figura 4.6: L(z,y) para a Figura 4.7: L(z,y) para a Figura 4.8: L(z,y) para a

emissao de 880nm. emissao de 1060nm. emissao de 1330nm.

A diferenga absoluta entre os valores obtidos experimentalmente e os valores obtidos através
dos modelos fuzzy é inferior a 0,017 para a emissao 880nm, 0,036 para a emissao 1060nm e

0,026 para a emissao de 1330nm, conforme as Figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14.



56

0,018 ! ! T T .
+  Dados Experimentais L
1 + Dados Modelo Fuzzy 0.016 4
+
+
0.9 tos
+ R 0,014 1
0.8 + .
L +F N 0012 * o* b
0.7 e * .
+ + g .
=06 b + + 2 001f 1
2 + + + &
= 05+ e g 0.008
+ 2 0. r 7
04 + 0 o F 2 Iy &} IO
7 3 1: ,?‘: t w4
Lt gt 0.0063 |
03 ettt + T R
¥ + +
S+ + t+,
0.2 RSghal + e Yoo Y 0.004 1
* A e Fte iy *3}%%‘“ .
N + ot 4+, T+ IH ot T
o3 TR 0.002 1
70
60 p p
o 50 0
20 30 40 0 50 100 150 200 250 300
Pontos da Malha
y X
. .~ . . A . .~
Figura 4.9: L(x,y) para a emissao 880nm. Figura 4.10: Discrepancia para a emissao
880nm.
0.04 T T T T T T T T T
0035 °® 4
Resultados Experimentais
1 T +  Resultados Modelo Fuzzy
+1 0.03f 1
0.9 t o, .
0.8 + 0.025 1
+ k! .
07 + + g
i F g oo2f ° g
.
= 0.6 + N + g o
1 + + +
- 05 + + + 0.015F ® o 1
0t .
0.4 + 4 + + +% H; .
S + o0t ]
0.3 AP T T e
AT T ¥ i
0.2 HET 4y + i
H+F 0.005 .
+++ 4 2 .
% 'y g
60 70 0

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Pontos da Malha

Figura 4.11: L(z,y) para a emissao de Figura 4.12: Discrepancia para a emissao

1060nm. 1060nm.

0.035 ; ; ; ; ; ; ; ;
1 +
i Dados Modelo Fuzzy 0.03F i
0.9 o
1
1
08 T 0.025F —
0.74 + :
n
0.6 + + © L 4
. S g 002
= Ly
Z 05 + ottt : g :
= + + + T E
0.4 + EN) . + & 0.015F 7
ST ST
+ o4t 4 r .
0.3+ f¢;¥ﬁi€:++++t+++++§t+ +H ++ﬂ+# ..
+ 1 + -
0.2 S oo + +, AN T b, 001}, * f
A+t 1 +, TR T
01 + 4 + . +++ +, +++ +++ + .
+ + . + hes .
o oy e, Ry e e 0005+ 1
70
60 0 70 .
50 " 0 0 R e ™ S
20 30 40 0 80 100 120 140 160 180
Pontos da Malha
y X
. [ . . ~ . .
Figura 4.13: L(z,y) para a emissao de Figura 4.14: Discrepancia para a emissao

1330nm. 1330nm.



o7

Analisando a projecao da luminescéncia no plano obtidas pelo SBRF, Figuras 4.15, 4.16 e
4.17, concluimos que a emissao de 880nm proporciona uma maior difusao de fétons nos pontos
da amostra vitrea. Este resultado demonstra a confiabilidade e aplicabilidade dos modelos

fuzzy construidos, pois é compativel com os resultados encontrados em [28], [29].

Figura 4.15: Projecao de Figura 4.16: Projecdo de Figura 4.17:  Projecdo de

L(z,y), emissao de 880nm. L(z,y), emissdo de 1060nm.  L(z,y), emissdo de 1330nm.

4.3 Interface Grafica para o Calculo da Luminescéncia

Com o objetivo de facilitar a manipulacao dos dados, implementamos uma interface gréfica,
apresentada na Figura 4.18, para obter as aproximagoes para luminescéncia utilizando os mode-
los fuzzy construidos para todos os pontos da placa. A luminéscencia obtida em cada uma das
emissoes podem ser visualizadas pelos graficos que sao apresentados apds a escolha da emissao

desejada.

Para determinar a luminescéncia em cada ponto do plano na superficie da amostra vitrea,
escolhemos inicialmente a emissao desejada, utilizando o menu apresentado, em seguida esco-
lhemos com o cursor a posicao sob a placa para qual desejamos calcular a luminéscencia. Apds
a escolha do ponto, o valor da luminescencia neste ponto é apresentado na interface. Este valor
é obtido através dos SBRF contruidos anteriormente, utilizando dados experimentais. Além da
luminescéncia do ponto escolhido, a interface apresenta a posicao e a distancia deste ponto em

relacao ao ponto de incidéncia do laser, observe a Figura 4.18.
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aes - = - - - s

Microluminescéncia do Neodimio

Inserido na Matriz SNPZ com Laser 514.5 nm

— Comprimento de onda.

Emisséo 680 nm

Emissao 1060 nm

Emisséo 1330 nm

— Distdncia ao Laser.

’— Luminescéncis ————————

— Posigdo na Placa

Figura 4.18: Programa para o calculo da Luminescéncia.

4.4 Sistema p-fuzzy Aplicado ao Calculo do Valor da

Poténcia

No modelo p-fuzzy as variaveis estao correlacionadas com suas variacoes por uma base de regras
fuzzy que tém como entrada as varidveis de estado e como saida as variagoes [1]. A poténcia de
emissao nos pontos do plano na superficie da amostra vitrea ¢ modelada pela equacao diferencial
parcial dada por [15]:

9%u

—L=0.
0xdy

Desta forma, o SBRF obtido pode ser visto como um modelo p-fuzzy cujas entradas sao as
variaveis x e y enquanto a saida é uma aproximacao da segunda derivada parcial em relacao a
x e y da poténcia no ponto (z,y). Utilizando o modelo p-fuzzy e o método de integracao de
Simpson para integral dupla, calcula-se a poténcia u(z,y) para cada ponto da amostra vitrea.
As Figuras 4.19, 4.20 e 4.21 apresentam as solugoes fuzzy em cada ponto (x,y), para cada uma
das emissoes.

Relacionando os valores da poténcia obtida com os valores da luminescéncia obtemos, através
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30 30 y 30 30 x

Figura 4.19: Aproximagao Figura 4.20: Aproximagao Figura 4.21: Aproximagao
de wu(x,y) utilizando o de wu(z,y) utilizando o de wu(z,y) utilizando o
modelo p-fuzzy, emissao modelo  p-fuzzy, emissao modelo p-fuzzy, emissao
880nm. 1060nm. 1330nm.

do método de minimos quadrados, o ajuste por retas para o conjunto de dados de cada tipo de
emissao do laser.

Para a emissao do laser 880nm obtemos o melhor ajuste dado pela equagao da reta L(u) =
1.5439u 4 0.0067. As retas obtidas para as emissoes 1060nm e 1330nm sao, respectivamente,
L(u) = 1.5490u 4 0.0042 e L(u) = 1.5511u + 0.0035. Os graficos lineares sdo apresentados na
Figura 4.22.

0.56 s
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0.556 R g
05541 L.t B
05521 - g

0.55 Ll 4

Luminescéncia

0.548 - . 4
0.546 - . T

0.544 Lo R
»

- K4 + L =1.5439u + 0.0067 (emissao 880 nm)
0542 o «  L=15490u +0.0042 (emissdo 1060 nm)| |
+ L= 1.5511u + 0.0035 (emiss&o 1330 nm)
0.54F E
| | | | | |
0.348 0.35 0.352 0.354 0.356 0.358
Poténcia

Figura 4.22: Luminescéncia em fungao da poténcia para as emissoes 880nm, 1060nm e 1330nm.

A linearidade da relacao entre a luminescéncia e a poténcia obtida através do modelo fuzzy
confirma a confiabilidade das aproximagcodes, sendo coerente com a homogeneidade da amostra
utilizada.

O estudo desenvolvido, neste capitulo, demonstra a aplicabilidade do SBRF para modelar a
luminescéncia em todos os pontos do plano na superficie da amostra vitrea, particularmente nos

pontos préximos ao ponto de incidéncia do laser de excitagao. Observa-se que a discrepancia
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entre os valores medidos e os valores obtidos através do modelo fuzzy, nestes pontos, é inferior
a 3.6%, evidenciando o seu potencial para determinar aproximacoes do valor da luminéscencia
espacial utilizando outras amostras.

Neste sentido ressaltamos que o método proposto possibilita o tratamento da luminescéncia
nos pontos do plano da superficie da amostra vitrea préximos da incidéncia do laser, resultado de
grande importancia para a pesquisa cientifica, pois este tratamento nao era possivel utilizando
a equagao (4.2) encontrada em [28] e [29].

Os modelos construidos podem ser utilizados através do ambiente computacional. A inter-
face desenvolvida facilita o acesso ao valor da luminescéncia em qualquer ponto da placa para
as diferentes emissoes. A interface apresenta os modelos desenvolvidos para as trés emissoes
de fons de Neodimio, assim o os dados podem ser facilmente comparados sem a necessidade de
equacoes ou métodos algébricos.

A partir do modelo fuzzy obtido pode-se ainda determinar aproximacoes para a poténcia em
todos os pontos da malha. A relac@o existente entre a poténcia e a luminescéncia obtidas através
dos modelos propostos esta coerente com os resultados apresentados na literatura, evidenciando
a confiabilidade dos modelos construidos.

O conhecimento adquirido neste estudo permitira o desenvolvimento de SBRF para modelar

emissoes de outros materiais luminescentes.



Conclusao

A teoria de conjuntos fuzzy tem sido amplamente aplicadas em varias areas. Conforme apre-
sentado no capitulo introdutério, atualmente esta teoria tem sido utilizada com grande éxito

no estudo de fenomenos descritos por equacoes diferenciais ordinarias e parciais.

Ao longo desta dissertacao foi apresentado um estudo da teoria fuzzy aplicada as equacoes
diferenciais parciais. Essa teoria oferece uma alternativa para o desenvolvimento de sistemas
baseados em regras fuzzy, particularmente sistemas p-fuzzy, aplicados em situacoes cuja mode-
lagem ¢ dificil pela existéncia de incertezas e imprecisoes. Muitos destas situacoes podem ser

modeladas e solucionadas pelo uso de sistemas p-fuzzy.

E possivel desenvolver sistemas p-fuzzy relacionando, através da base de regras, as varidaveis
de estado com suas variacoes parciais. Neste trabalho propomos que as func¢oes de pertinéncia
e a base de regras sejam obtidas a partir das caracteristicas do fendmeno estudado. Assim as
relagoes existentes entre as variaveis e suas variagoes parciais sao representadas por regras que

incorporam as imprecisoes do fenomeno em questao.

No capitulo 3 utilizamos os sistemas p-fuzzy na modelagem de sistemas dinamicos com-
parando com resultados determinados utilizando a modelagem classica. Desta analise pode-se
concluir que os sistemas p-fuzzy permitem incluir no modelo informagoes imprecisas e facili-
tam o processo para obter as aproximacoes, ja que estas podem ser obtidas a partir de dados
experimentais. As aproximacoes obtidas a partir dos sistemas p-fuzzy sao coerentes com as
solucoes obtidas pelos métodos numericos e analiticos. Os sistemas p-fuzzy mostraram re-
sultados compativeis aos obtidos numericamente na solugao de equacoes diferenciais parciais

elipticas e parabdlicas com evolucao no tempo.

A aplicacao deste método na modelagem de um fenomeno da Fisica, apresentada no Capitulo
4, demonstra o potencial dos sistemas p-fuzzy e SBRF na modelagem de fenomenos descritos
por equacoes diferenciais parciais, dispensando o equacionamento dos fendmenos estudados. A
subjetividade incorporada ao modelo possibilitou o tratamento da luminescéncia nos pontos

préoximos da incidéncia do laser, este tratamento nao era possivel utilizando os resultados
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encontrados em [28] e [29], uma vantagem com relagao aos resultados obtidos sem a modelagem
fuzzy.

Neste estudo verificamos a aplicabilidade dos sistemas fuzzy e p-fuzzy na modelagem de
dados obtidos experimentalmente sem a necessidade de utilizar métodos numéricos para a
solucao de equacoes diferenciais.

Analisando os resultados alcancados podemos concluir que a utilizacao dos sistemas p-fuzzy
é sem duvida, uma ferramenta 1til para a modelagem de certos fendmenos que envolvem taxas
de variagoes parciais, inclusive com evolucao no tempo.

Outros trabalhos poderao ser desenvolvidos, como por exemplo:

Aplicar os sistemas p-fuzzy na solucao de EDPs hiperbdlicas com evolugao no tempo;

Aplicar sistemas p-fuzzy utilizando o método de inferéncia de Mamdani no estudo das
equacoes diferenciais parciais;

Aplicar os sistemas p-fuzzy para modelar emissoes de outros materiais luminescentes.

Estudar a estabilidade os sistemas p-fuzzy aplicados as EDPs.
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