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Resumo 

 

 

Este trabalho enfoca os procedimentos de modelagem por elementos finitos determinísticos e 

estocásticos de sistemas estruturais do tipo placas finas sujeitas a não linearidades distribuídas 

e discretas na presença de incertezas. Neste caso, o método de Newmark não linear 

combinado com o método de Newton-Raphson foi utilizado para resolução direta das 

equações do movimento e obtenção dos envelopes das respostas no tempo dos sistemas não 

lineares. Com o objetivo de reduzir o esforço computacional requerido para resolver os 

problemas não lineares, especialmente para os casos envolvendo a presença de incertezas, foi 

proposto o método modal enriquecido e o método das aproximações combinadas melhorado. 

No que diz respeito à consideração da inserção de incertezas no modelo determinístico optou-

se pela construção de um modelo estocásticos do sistema com não linearidades distribuídas, 

utilizando-se para isto da técnica de discretização de campos aleatórios de Karhunen-Loève 

para sistemas bi-dimensionais. Já, para a obtenção das respostas dinâmicas aleatórias, foi 

utilizado o método de simulação Hyper-Cubo-Latino. Através dos vários exemplos de 

simulações com estruturas do tipo placas finas não amortecidas e amortecidas sujeitas a 

diferentes níveis de força e condições de contorno, pode-se ilustrar os desenvolvimentos 

abordados ao longo deste trabalho. Em particular, pode-se concluir sobre a eficiência e 

necessidade da utilização de métodos de redução para a avaliação dinâmica de sistemas não 

lineares, principalmente para sistemas não lineares mais complexos ou na presença de 

incertezas. Por fim, deve-se salientar a importância de se considerar as incertezas na análise e 

no projeto de sistemas não lineares para lidar com situações mais realísticas de interesse 

prático. 

 

 

__________________________________________________________________________ 

Palavras-chave: Sistemas não lineares, redução de modelos, incertezas paramétricas, 

elementos finitos estocásticos.  
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Abstract 

 

 

This work is devoted to the deterministic and stochastic finite element modeling of thin flat 

plates under large displacements and subjected to geometric and discrete non-linearities. In 

order to solve the resulting non-linear equations of motion in the time-domain, the non-linear 

Newmark strategy combined with the Newton-Raphson method has been used herein. With 

the aim of reducing the computational cost required to solve the non-linear problems, 

especially for the cases in which the uncertainties are considered, the modal method based on 

the construction of an enriched reduction basis and an improved version of the combined 

approximations technique have been retained in the present study. With regard to the insertion 

of uncertainties in the deterministic model opted by the construction of a stochastic model of 

the system with no distributed linearity, using for this the Karhunen-Loève expansion 

technique in bi-dimensional form. In order to generate the envelopes of the dynamic 

responses of the non-linear systems in time-domain, it has been used the so-called Hyper-

Cube-Latino. Based on the numerical simulations with plate structures subjected to various 

levels of excitation and boundary conditions it is possible to illustrate the methodology 

presented in this work. In particular, it can be concluded about the efficiency and necessity of 

performing efficient and accurate model reduction methods to deal with non-linear systems. 

Finally, it is also important to discuss about the interest in considering uncertainties in the 

analysis and design of non-linear systems in order to deal with more realistic non-linear 

situations. 
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Keywords: Non-linear systems, reduction methods, parametric uncertainties, stochastic finite 

element method.  
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CAPÍTULO I 

 

 

INTRODUÇÃO 

 

 

1.1. Contexto do estudo 

 

Este trabalho de tese está inserido no contexto das temáticas de pesquisa que vem sendo 

desenvolvidas no Laboratório de Mecânica de Estruturas (LMEst), da Faculdade de 

Engenharia Mecânica (FEMEC), da Universidade Federal de Uberlândia (UFU), que trata da 

modelagem determinística e estocástica e redução de modelos de sistemas não lineares 

para o controle de vibrações e ruído.  

Nesse sentido, durante as etapas de investigação dinâmica de sistemas mecânicos envolvendo a 

concepção, projeto, análise e teste pressupõe aplicação de procedimentos de modelagem matemática e 

implementação computacional para predizer os níveis de vibrações nestes sistemas. Diante disso, os 

trabalhos de Duvaut e Lions (1972) , Jiang, Pierre e Shaw (2005), Ohayon (2006) dentre outos que 

tratam do estudo de vibrações em sistemas mecânicos visam considerar muitas vezes os sistemas 

mecânicos somente em comportamento linear, de forma a delimitar regiões de operação para os sistemas 

de forma que os efeitos das vibrações mecânicas não sejam suficientemente elevado a fim de produzir 

nestes sistemas os efeitos não lineares.  

Apesar de existirem trabalhos dedicados ao estudo de vibrações em sistemas mecânicos deve-se 

levar em consideração que a tendência cada vez maior de utilização de estruturas mais extensas e leves e 

do aumento considerável da velocidade de operação das máquinas e equipamentos, agravam 

sobremaneira os problemas de vibração e ruído, de forma observar o surgimento de fenômenos que não 

obedecem a uma relação linear entre os fatores de causa e efeito, delineando a ocorrência dos fenômenos 

não lineres, neste caso pode-se mencionar o trabalho de Lima et al. (2015). 

Nestas situações, os fenômenos não lineares que são, muitas vezes, correntes nestes sistemas, 

sendo o comportamento linear de tal sorte, uma exceção (GERGES, 2013; LIMA et al. 2015). Além 
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disso, a característica potencialmente imprevisível de um sistema dinâmico não linear pode levá-lo com 

mais facilidade a uma falha catastrófica (CASTILLO e CRUCHAGA, 2012). Por exemplo, na 

indústria aeronáutica, os movimentos não lineares podem ter graves consequências sobre a vida útil de 

componentes estruturais como fuselagens e asas. Já no setor automobilístico, os sistemas de freio e 

suspensão do motor possuem inerentemente um comportamento não linear. Diante disso, uma das 

diretrizes desse trabalho consiste na consideração do efeito não linear nos sistemas mecânicos. 

Nesse sentido, as não linearidades podem apresentar-se sob diversas formas em um 

sistema dinâmico, por exemplo elas podem ter origem geométrica, no comportamento do 

material, podem estar associadas à presença de esforços não lineares, ou ainda, devido às 

condições de contorno mecânicas e a junção entre as peças de uma estrutura. Assim, no que 

diz respeito às não linearidades geométricas, elas estão associadas ao movimento do sistema, 

podendo ser causadas por grandes deslocamentos e rotações (SAVI, 2006), podendo ser 

caracterizadas de natureza local ou global. Nos dois casos, o comportamento não linear pode 

se manifestar como resultado do deslocamento aplicado. 

Por outro lado, as não linearidades locais aparecem em pontos particulares de uma 

estrutura e a relação entre o esforço e o deslocamento é normalmente modelada por um 

polinômio de ordem dois ou três. Um exemplo clássico é o oscilador de Duffing ilustrado na 

Fig. 1.1. Neste sistema de um grau de liberdade, o termo não linear está associado a uma 

rigidez que assume comportamento linear para pequenos deslocamentos e não linear à medida 

que os deslocamentos aumentam (SAVI, 2006). 

 

 

Figura 1.1 – Ilustração de um sistema de um grau de liberdade com a presença de força 
restauradora não linear (adaptado de Savi (2006)). 

 

As não linearidades geométricas são geralmente causadas por grandes deslocamentos e 

têm origem na energia de deformação da estrutura. Assim, este trabalho considera estudar o 

comportamento de sistemas mecânicos não lineares focando, especialmente, apenas os tipos 

de não linearidades geométricas e localizadas.  
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Conforme mencionado, inúmeras, formulações matemáticas consideram as relações de 

deformação e deslocamento lineares. No entanto, quando estas deformações se tornam 

maiores devido ao processo de carregamento, esta consideração já não fornece bons 

resultados, sendo necessária a utilização de teorias que levam em consideração as relações 

não lineares advindas do acoplamento entre os efeitos de membrana e flexão, em especial, no 

que diz respeito a estruturas composta por placas finas em grandes deslocamentos, 

(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000). 

Assim, considerando o tipo de não linearidade existem trabalhos que tratam dos estudos 

dos fenômenos não lineares em sistemas mecânicos como em Touzé e Amabili (2006) no que 

diz respeito a não linearidades geométricas e Krifa et al. (2017) focando não linearidades 

localizadas, com destaque para Gerges (2013) que focou o estudo de ambos os tipo de não 

linearidades. Assim, apesar de já existirem estudos de sistemas dinâmicos incorporando não 

linearidades geométricas e localizadas nenhum deles considera a inserção de incertezas 

paraméticas ou não às estruturas mecânicas, sendo esta uma das principais contribuições deste 

trabalho.  

É importante destacar que além do reconhecimento do tipo de não linearidade presente 

em um sistema dinâmico, é importante conhecer as ferramentas a serem empregadas na 

análise de tais sistemas. Por exemplo, Worden e Thomlinson (2001) mostram algumas 

características inerentes a sistemas não lineares como a não aplicação do princípio da 

superposição pelo fato da possibilidade de ocorrer distorções harmônicas que devem ser 

analisadas tanto no que diz respeito ao deslocamento, quanto na velocidade e aceleração.  

Os trabalhos de Savi (2006), Thompson e Stewart (1986) e Purcina (2016) mostram, 

respectivamente, as ferramentas normalmente utilizadas para a análise e o reconhecimento de 

possíveis não linearidades em um sistema e, as possíveis conclusões e interpretações que 

podem ser obtidas através de análises qualitativas de curvas integrais, trajetórias, órbitas e 

diagramas de fase. 

Nesse sentido, de posse das informações dos tipos de não linearidades presentes no 

sistema dinâmico deve-se obter a modelagem das equações do movimento de forma a 

possibilitar o uso de uma técnica numérica de resolução das equações do movimento. 

Atualmente, uma técnica numérica bastante difundida para a modelagem de sistemas 

dinâmicos é sem dúvidas o método dos elementos finitos (MEF). Entretanto, dependendo da 

complexidade dos sistemas dinâmicos não lineares, um dos principais inconvenientes do MEF 

passa a ser o custo computacional envolvido no cálculo das respostas do sistema dinâmico 
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não linear. Soma-se a isto o fato de que, para tais sistemas, há que se considerar a capacidade 

de armazenamento em memória das matrizes de EF lineares e não lineares durante o processo 

de integração, conforme sua discretização em relação ao domínio espacial (LIMA et al. 2015; 

GERGES, 2013).  

Diante disso, considerando, ainda o grande apelo industrial associado a estes sistemas 

dinâmicos este custo computacional tende a ser agravado substancialmente. Por fim, o 

comportamento não linear necessita de uma avaliação do esforço não linear a cada avaliação 

temporal (pois os esforços não lineares dependem diretamente dos deslocamentos 

instantâneos), o que agrava ainda mais o problema do custo computacional envolvido nas 

análises (BELONSI et al. 2015; FONSECA Jr., 2016). Portanto, objetivando diminuir o custo 

de cálculo, a redução de modelos adaptada a sistemas não lineares através do emprego de 

bases de redução se mostra uma alternativa bastante interessante. 

A redução de modelos de sistemas dinâmicos vem, sobretudo potencializar o cálculo 

das respostas dos sistemas dinâmicos não lineares em especial no que tange aos sistemas 

dinâmicos de interesse industrial, pois neste casos fontes de incerteza podem estar associadas 

tanto ao processo de fabricação quanto de operação. Nesse sentido Gerges (2013) apresentou 

resultados interessantes ao propor em seu trabalho métodos de redução para a resolução de 

sistemas não lineares incorporando não linearidades geométricas e localizadas, porém em seu 

trabalho não considera a inserção de incertezas nas estruturas mecânicas modeladas para fins 

de produzir modelos de sistemsa mecânicos mais adaptados mais precisos e adaptados à 

realidade. 

Assim, outro aspecto importante que deve ser considerado durante a modelagem de 

sistemas dinâmicos é o tratamento de incertezas nos modelos de EF, uma vez que as mesmas 

podem influenciar sobremaneira no desempenho, na durabilidade, na segurança e no 

atendimento aos requisitos de projeto (KOROISHI et al. 2012; MATTHIES et al. 1997).  

No contexto do presente trabalho, a ferremanta utilizada para a inserção de incertezas ao 

modelo dinâmico de placa fina incorporando não linearidade geométrica, foi o Método dos 

Elementos Finitos Estocásticos (Stochastic Finite Element Method - SFEM) (GHANEM E 

SPANOS, 1991), o qual se caracteriza por meio da extensão da abordagem determinística do 

método dos elementos finitos clássico para o contexto estocástico, ou seja, para a solução de 

problemas estocásticos (estático e/ou dinâmico), cujos parâmetros de projeto são aleatórios.  

Entretanto, poucos são os trabalhos que tratam da introdução de incertezas em modelos 

de EF de sistemas não lineares (BORGES, LIMA e STEFFEN JR., 2010; CUNHA e 
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SAMPAIO, 2014), a fim de mensurar a influência de pequenas variações nos parâmetros de 

projeto com vistas a uma representação mais realística do problema não linear. Desta forma, o 

SFEM possibilita uma combinação da análise de sistemas não lineares por elementos finitos e 

a análise estatística (LIMA et al. 2010). 

Diante disso, o estudo proposto nesta tese foi realizado com o objetivo de responder 

principalmente às seguintes, necessidades enumeradas: 

 

 Proposição de uma modelagem por elementos finitos de sistemas estruturais do 

tipo placas finas sujeitas a não linearidades geométricas e/ou localizadas e para 

condições gerais de carregamento e de condições de contorno. Neste caso, os 

modelos não lineares devem ser capazes de representar as vibrações lineares e 

não lineares do sistema, dependendo do carregamento e das condições de 

contorno, visando sua aplicação em situações mais realísticas de interesse 

industrial. É importante salientar que mesmo sendo observado na literatura 

trabalhos sobre vibrações não lineares de sistemas estruturais do tipo placas, 

uma pequena contribuição com o desenvolvimento desta etapa foi a 

implementação de critérios de avaliação da estabilidade e convergência no 

método de integração de Newmark em conjunto com o método de Newton-

Raphson;  

 

 A necessidade de avaliação rápida e eficiente do comportamento dinâmico dos 

sistemas lineares e/ou não lineares. Para tanto, duas técnicas de redução de 

modelos bem adaptadas a sistemas não lineares amortecidos ou não foram 

propostas nesta tese na tentativa de reduzir o esforço computacional necessário à 

obtenção das respostas vibratórias. Estas são consideradas grandes contribuições 

do trabalho; 

 

 Extensão da teoria dos elementos finitos estocásticos, inicialmente desenvolvida 

para os elementos elásticos e lineares, para o caso de placas não lineares 

estocásticas, que permitem não somente identificar os limites da modelagem por 

EF determinística do sistema não linear, mas também a influência de variáveis 

incertas nas respostas dinâmicas dos sistemas linear e não linear. Esta, também é 

considerada uma grande contribuição deste trabalho. 
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1.2.  Conteúdo da tese. 

 

Além deste capítulo introdutório, o presente trabalho de tese é composto, ainda, pelos 

seguintes capítulos: 

O Capítulo II é dedicado à modelagem por EF de placas finas em grandes 

deslocamentos. Neste caso, é utilizado o tensor de segunda ordem de Green-Lagrange para 

obter os campos de deformações em função dos campos de deslocamentos globais da placa 

fina em flexão e da expressão do deslocamento de um ponto material conforme pode ser 

observado na mecânica do continuo (MARVERN, 1969). Isto permite caracterizar os efeitos 

linear e não linear do sistema de forma separada, sendo que o efeito não linear está associado 

ao acoplamento entre os efeitos de membrana e flexão. Neste capítulo, é mostrada também a 

técnica de resolução numérica das equações do movimento do sistema não linear empregando 

o método de Newmark combinado com o método de Newton-Raphson. 

No Capitulo III é apresenta a extensão da modelagem determinística para o caso 

estocástico de placas finas em grandes deslocamentos. O interesse é dispor de uma 

modelagem que permita o projeto e a análise do sistema dinâmico não linear na presença de 

incertezas em parâmetros físicos e/ou geométricos que influem na sua dinâmica. Neste 

trabalho, optou-se pela expansão de Karhunen-Loève para a obtenção das matrizes de rigidez 

linear e não linear do sistema estocástico através de modificações do processo de integração 

das matrizes.  

O Capitulo IV apresenta os métodos de redução propostos neste trabalho para lidar com 

sistemas dinâmicos não lineares. O método de redução modal enriquecido com resíduos 

estáticos de primeira ordem associados aos esforços presentes na estrutura é o primeiro a ser 

utilizado, já o segundo é o método de redução utilizando base adaptativa tendo como foco o 

método das aproximações combinadas proposto por Kirch e Liu (1995). 

O Capitulo V faz uma breve revisão sobre as ferramentas de análise de sistemas 

dinâmicos não lineares como o uso da transformada de Fourier para a identificação de não 

linearidades em sistemas dinâmicos. Além disso, para a análise de estabilidade, a Seção de 

Poincaré e os expoentes de Lyapunov são apresentados para a análise de sistemas dinâmicos 

não lineares, no que diz respeito tanto a não periodicidade (Poincaré) quanto à sensibilidade 

(Lyapunov). Ainda neste capitulo é mostrado aplicações de tais métodos em um sistema 

mecânico simples de um grau de liberdade. 
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No Capítulo VI são apresentados os resultados das simulações numéricas realizadas 

com o objetivo de avaliar a eficiência dos procedimentos de modelagem dos sistemas não 

lineares determinísticos e estocásticos e dos métodos de redução dos sistemas não lineares. 

Finalmente, no Capitulo VII são apresentadas as conclusões gerais e as perspectivas de 

trabalhos futuros. 



 

 

 

CAPÍTULO II 

 

 

MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE PLACAS FINAS EM GRANDES 

DESLOCAMENTOS 

 

 

Este capítulo apresenta a teoria geral de elementos finitos do problema não linear de 

placas finas sujeitas a grandes deslocamentos, baseados nos desenvolvimentos de Zienkiewicz 

e Taylor (2000) e Gerges (2013). Neste caso, as hipóteses assumidas são válidas para o 

domínio elástico e isotrópico, onde as rotações assumidas são moderadas. Na prática, este tipo 

de comportamento é observado quando o deslocamento transversal da placa fina ultrapassa o 

valor de sua espessura. 

 

2.1. Relações deformações-deslocamentos para a placa em grandes deslocamentos 

 

Placas são estruturas frequentemente utilizadas na concepção de diversos sistemas em 

engenharia tais como carcaças de automóveis, fuselagens e asas de aeronaves, compressores 

de refrigeração, instrumentos musicais de percussão, etc. (GERGES, 2013). Entretanto, uma 

vez que são bastante sensíveis às vibrações, quanto mais fina a placa, mais suscetível a 

presença de fenômenos não lineares, tais como as não linearidades geométricas 

(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000). Diante disso, Zienkiewics e Taylor (2000) estabelecem 

considerar uma placa fina utilizando a métrica da espessura em relação às outras dimensões, 

neste caso a métrica estabelecida é de 1 para 20, ou seja, a medida da espessura é 20 (vinte) 

vezes inferior ao comprimento (ou largura) da placa. 

Considerando a placa fina conforme ilustrada na Fig. 2.1, neste caso esta placa estará 

sujeita a carregementos transversais dos quais produzem grandes deslocamentos, ou seja, 

relação deslocamentos transversais/espessura superiores a um. Nesta configuração a teoria 

utilizada neste trabalho toma por base a teoria de placas finas em grandes deslocamentos 
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desenvolvida por von Kármán, onde são assumidas as seguintes hipóteses de Kirchhoff-Love 

(TIMOSHENKO, 1959): (i) material elástico, homogêneo e isotrópico; (ii) o plano médio é 

inicialmente plano; (iii) as seções normais ao plano médio permanecem normais após a flexão 

(o cisalhamento transversal é negligenciavel). Além disso, a tensão na direção normal ao 

plano médio, ���, é muito pequena quando comparada com as tensões ��� e �  , assim, 

��� = 0. 

 

 

 

Figura 2.1 – Ilustração da placa fina. 

 

A título de ilustração, a Fig. 2.2 mostra as rotações de um ponto qualquer  z,y,xP  da 

placa fina após a flexão. Portanto, uma vez mantidas as hipóteses de Kirchhoff-Love, pode-se 

escrever os campos de deslocamentos de um ponto qualquer,  z,y,xP , da placa fina da 

seguinte forma: 
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onde  t,y,xu  e  t,y,xv  são os deslocamentos longitudinais da projeção de  z,y,xP  sobre 

o plano médio da placa, e  t,y,xw  representa o deslocamento transversal. 
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Figura 2.2 – Rotações da placa após a deformação (Adaptado de Dinis (2002)). 

 

Uma vez que o sistema dinâmico será submetido a carregamentos que podem levar a 

grandes deslocamentos (não linearidades geométricas), será considerado o seguinte tensor de 

Green-Lagrange de 2a. ordem para obter as relações entre as deformações e os deslocamentos: 
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A partir do campo de deslocamentos da Eq. (2.1), da hipótese de pequenas deformações 

e rotações moderadas, é possível então obter as relações deformações-deslocamentos para o 

estado plano de tensões: 
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sendo xx  , yy  , 22 xxx  , 22 yyy   e yxxy  2 . Como são 

consideradas rotações moderadas na expressão, Eq. (2.3), foi desconsiderado todos os termos 

contendo z2. Além disso, segundo as hipóteses de Kirchhoff-Love tem-se que, yxxy ww  . 
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Na Eq. (2.3), o termo m
E  é o vetor das deformações do efeito de membrana, ff zKE   

são as deformações de flexão e c
E é o vetor das deformações não lineares que traduz o 

acoplamento membrana-flexão no plano médio da placa.  

É importante salientar que o termo c
E  não aparece no caso de vibrações lineares e os 

problemas de flexão e membrana são resolvidos de forma independente. Já para o caso de 

vibrações não lineares, a influência do acoplamento entre ambos os efeitos deve ser levada em 

conta nas análises dinâmicas.  

 

2.2. Princípio do trabalho virtual 

 

Considerando a formulação variacional, pode-se escrever o princípio do trabalho virtual 

entre dois instantes quaisquer 0t  e ft  da seguinte forma (GERGES, 2013): 

 

  0
0

00  
ft

t

dtTU                                                                                                 (2.4) 

 

sendo potdef UUU 0  é a energia potencial total composta pela energia de deformação 

mecânica, defU , e pela energia potencial dos esforços externos, potU , 0T  é a energia cinética. 

Essas energias são calculadas como segue: 

 


V

T dVT UU ɺɺ
2

1
0                                                                                                       (2.5a) 


V

pot dVUU ES
2

1
0                                                                                                (2.5b) 

 

sendo S  é o tensor tensão de segunda ordem de Piola-Kirchhoff (SZILARD, 1974). 

Portanto, levando-se em conta as relações Eq. (2.1), (2.2) e (2.5), o princípio do trabalho 

virtual Eq. (2.4) pode ser reescrito como segue, 

 

    0
T T

m c f

ine ext

V V

dV z dV             E E S K S                                           (2.6a) 
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ou ainda sob a seguinte forma: 
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T T

m c m f f
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S S

dS dS              E E T K M                                    (2.6b) 

 

sendo 
V

T
ine dVUU ɺɺ

2

1
 e 

V

ext dVU02

1
  os trabalhos virtuais associados às 

energias cinética e potencial, respectivamente, 
2

2

h

m

h

dz


 T S  é o vetor dos esforços cortantes 

e 



2

2

h

h

f dzzSM  é o vetor dos momentos de flexão. 

A partir da lei do comportamento do material elástico e isotrópico,  

 

m m m c

f f f

     
    

     

T D 0 E E

M 0 D K
                                                                                      (2.7) 

 

de forma que 

  




















2100

01

01

1 2







Ehm

D  e 
2

12
f mh
D D , pode-se então escrever a 

expressão do princípio do trabalho virtual a ser discretizada em elementos finitos: 

 

      0  extine

S

ffTf

S

cmmTcm dSdS  KDKEEDEE                    (2.8) 

 

2.3. Discretização pelo método dos elementos finitos (MEF) 

 

Nesta seção, será apresentada a formulação das matrizes elementares de massa e 

rigidezes do elemento finito de placa fina na presença de não linearidades geométricas. Para 

isto, tem-se como ponto de partida a formulação variacional Eq. (2.8) do problema que admite 

três variáveis variacionais independentes,  w,v,u , já que as rotações são obtidas através da 

derivação espacial do campo de deslocamento transversal, w .  
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Neste trabalho, será adotado um elemento de placa plana formado por quatro nós e 

cinco graus de liberdade (gdl’s) por nó, a saber: os gdl’s de translação,  iii W,V,U , e os gdl’s 

de rotações,  i
y

i
x , , com  4a1i  , como ilustrado na Fig. 2.3. Portanto, pode-se escrever 

as aproximações dos campos de deslocamentos da seguinte forma: 

 

 
 
 

 
 

     

 
 
 
 
 



























































t

t

tW

tV

tU

y,xNy,xNy,xN

y,xN

y,xN

t,y,xw

t,y,xv

t,y,xu

i
y

i
x

i

i

i

w

i

i

i
x

i
x

i


00

0000

0000

          (2.9a) 

 

ou ainda, de forma simplificada, 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 yxw
x

y

U

Vu N

Wv N

w N N N
 



 
         

    
         

  

                                                                          (2.9b) 

 

sendo    xyyxy,xN 1  e    333223221 xyyxyxyyxxyxyxyxy,xN w   as 

funções de interpolação (ou funções de forma) adotadas para aproximar os campos de 

deslocamentos longitudinais,  v,u , e transversal, w , respectivamente. Neste caso, 

  xNy,xN wx   e   yNy,xN wy  . 

 

 

Figura 2.3 – Ilustração dos gdl’s elementares do elemento de placa. 
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A partir das aproximações dos campos de deslocamentos e rotações definidos na Eq. 

(2.9b), pode-se obter as deformações associadas aos efeitos de membrana, flexão e de 

acoplamento (membrana-flexão) para o elemento de placa em grandes deslocamentos: 

 

UBE
~

V

U

NN

N

N

VNUN

VN

UN

vu

u

u
m

xy

y

x

xy

y

x

xy

y

x

m 






























































 0

0

                                        (2.10) 

 
WBK
~

W

NNN

NNN

NNN

NNWN

NNWN

NNWN

w

w

w
f

y

x

xyxy
w
xy

yyyy
w
yy

xxxx
w
xx

yxyxxy
w
xy

yyyxyy
w
yy

yxxxxx
w
xx

xy

yy

xx

f

yx

yx

yx

yx

yx

yx




































































































22222

         (2.11) 

 
 

 

 
�

 WWBE

WWB

G

WH

~~
W

NNN

NNN

ww

w

w

ww

w

w
nl

~

y

x

~

yy
w
y

xx
w
x

~

xy

y

x

yx

y

x

c

nl

yx

yx

2

1
0

0

2

1

2
2

1 2

2







































































����� ������ 	


��� ���� ��
�����

                   (2.12) 

 

sendo  T
U VɶU = , 

T

x yW    
ɶW =  e o termo  WH

~
 pode ser escrito sob a forma 

discretizada a partir das funções de interpolação, deslocamento transversal e rotações como: 

 

 

0

0
0 0 0

0
0 0 0

0

0

0

yx

yx

y yx x

w x
x x x

yw

y y y

w w

y y y x x x
x

y

W

N N N

N N N
W

N N N N N N





  







 
 

   
   

    
   
    

 
  

ɶH W                                          (2.13) 

 

A partir da Eq. (2.3), o tensor de Green de segunda ordem e sua correspondente forma 

variacional são então obtidos como segue, 

 

  WBWWBUBE
~

z
~~~ fnlm 

2

1
                                                                            (2.14a) 
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  WBWWBUBE
~

z
~~~ fnlm  

2

1
                                                                (2.14b) 

 

o que permite obter a forma discretizada do princípio do trabalho virtual (2.8) relacionada às 

deformações mecânicas: 

 

       






 
S

ffTf

S

nlmmTnlm
def dS

~~
dS

~~~~~~
WBDWBWWBUBDWWBUB 

2

1
           (2.15) 

 

ou ainda, sob a seguinte forma matricial: 

 

   XWKKX
~nllT

def                                                                                      (2.16) 

 

de forma que 













S
ffTf

mmTm
l dS

BDB0

0BDB
K  representa a contribuição dos termos 

lineares da rigidez da placa,  
 

     

1
  

2
1

    
2

Tm m nl

nl

T T
nl m m nl m nlS

dS

 
 

   
 
  


ɶ

ɶ

ɶ ɶ ɶ

0 B D B W

K W

B W D B B W D B W

 é a 

parcela da rigidez associada às não linearidades geométricas e   T~~
WUX  . 

Pode-se notar que o problema não linear aparece como uma perturbação ou uma 

modificação do problema linear de placas finas em flexão, oferecendo vantagens para a 

aplicação de técnicas de redução de modelos, como detalhado em capítulos posteriores. 

Finalmente, é possível escrever as equações do movimento da placa fina em grandes 

deslocamentos no domínio do tempo da seguinte forma: 

 

     
 

  0FXXKXM

Xf

 ttt

nl �����
ɺɺ                                                                                     (2.17) 

 

onde    XKKXK
nll   e 

S

T dSUUM ɺɺ .  

O procedimento de integração das matrizes elementares de massa e rigidez via Gauss-

Legendre é apresentado no Anexo A. 
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2.4. Determinação da matriz de rigidez tangente 

 

A resolução da Eq. (2.17) depende geralmente da natureza da excitação,  tF . Além 

disso, a maioria dos métodos numéricos disponíveis na literatura para a resolução de equações 

diferenciais não lineares de segunda ordem requerem o conhecimento da matriz de rigidez 

tangente ou gradiente espacial da força não linear,  Xf nld . Portanto, a minimização da Eq. 

(2.17) leva ao seguinte problema: 

 

  0FXfXM  ddd nl
ɺɺ                                                                                           (2.18) 

 

sendo    
XKX

X

Xf
Xf ddd tnl

nl 



 , de forma que o termo,   XXfK  nl

t , é conhecido 

como matriz de rigidez tangente.  

Uma vez que a força não linear pode ser escrita sob a forma, 

 

 









W

U

f

f
Xf

~

~

nl
                                                                                                          (2.19) 

 

o termo,  Xfnld , pode ser determinado como segue: 

 

    XK
W

U

W

f

U

f
W

f

U

f

W
W

f
U

U

f

W
W

f
U

U

f

XfXff
WW

UU

WW

UU

WU
d~

d

~
d

~~

~~

~
d~

~
d~

~
d~

~
d~

ddd t

~~

~~

~~

~~

~~nl 














































































       (2.20) 

 

Portanto, para se calcular,  Xfnld , de forma que se possa resolver a Eq. (2.20), deve-se 

encontrar os termos  Xf
U
~d  e  Xf

W
~d , como será feito na sequência. 

 

 Determinação do termo  Xf
U
~d .  
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   

  

   

1

2

1

2

1

2

T T

T T

T T

m m m m m nl

S S

nl

m m m m m

S S

nl

m m m m m nl

S S

d d dS dS

dSd d dS

d dS d dS

 
  

 


 



 
   
 
 

 

 

 

ɶ
ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ
ɶ ɶ

ɶ

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ

U
f X B D B U B D B W W

B W W
B D B U B D W

W

B W
B D B U B D W B W W

W

                              (2.21) 

 

Como,  WB
~nl , é linear em W

~ , tem-se que,    WBW
W

WB ~~
~

~
nl

nl




 , resultando na 

seguinte expressão para  Xf
U
~d : 

 

   T Tm m m m m nl

S S

d dSd d dS  ɶ
ɶ ɶ ɶ

U
f X B D B U B D B W W                                                          (2.22) 

 

 Determinação do termo  Xf
W
~d  

 

       

         

    

1

2

1

2

1

2

T T T

T T T

T T

nl m m nl m nl f f f

S S

nl m m nl m m nl m nl

S S S

nl m nl f f f

S S

d d dS dS

d dS d dS d dS

d dS d dS

      
  

   

 

 

  

 

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

W
f X B W D B U B W D B W B D B W

B W D B U B W D B U B W D B W W

B W D B W W B D B W

              (2.23) 

 

como,  1
   e    

2
 ɶ ɶ ɶm cm nlE B U E B W W  

       

    

    

1

2

1

2

T T

T

T

nl m m nl m nl

S S

nl m m nl

S

nl m m c

S

d dS d dS

d dS

d dS

 

 
  

 

 

 





ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ

B W D B U B W D B W W

B W D B U B W W

B W D E E

, 

 

o termo,     Tnl m m cd ɶB W D E E , pode ser colocado na seguinte forma: 
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            
0

0

T

yx

yx

T T
nl m m c T m m c T m

m

x

x yT m

y

y x m

xy

m m
xx xyT

m m
yxy y

wm m
x x xx xyT

xm m w
xy y y y y

y

T

d d d

T
dw dw

T
dw dw

T

dwT T

dwT T

dw
N N NT T

d
T T N N N

d







   

 
   

   
   

 

    
    

     

 
    
     
       

 



ɶ ɶ ɶB W D E E G H W D E E G H W T

G

G

G

G T m d ɶG W

 

 

Portanto,  Xf
W
~d , é calculado pela expressão: 

 

      T T T
nl m m T m nl m nl f f f

S

d d d d d dS   ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

W
f B W D B U G T G W B W D B W W B D B W                  (2.24) 

 

Finalmente, chega-se à expressão final da matriz de rigidez tangente a ser calculada 

numericamente: 

 

 

     

 

   

1
       

2
1

2

1
                  

2
1

   
2

T

T

T

T T

T

T

m m m

t

f f f
S

m m nl

nl m m nl m nlS

m m nl

nl m nl T mS

dS

dS

dS

 
  

  

 
 

  
 
  

 
 

  
   







ɶ

ɶ ɶ ɶ

ɶ

ɶ ɶ

B D B 0
K

0 B D B

0 B D B W

B W D B B W D B W

0 B D B W

0 B W D B W G T G

                                                 (2.25a) 

 

tnllt
KKKK                                                                                              (2.25b) 

 

Para um sistema dinâmico não linear pouco amortecido formado por N  gdl’s, a equação 

do movimento (2.17) pode, então, ser reescrita: 

 

         t,tttt nl
l

XfFXKXDXM  ɺɺɺ                                                                (2.26) 
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sendo        , nl t

nl t t     f X K X K X X  e l
KMD   . Sendo   e   constantes arbitrárias 

pequenas para descrever proporcionalidade das matrizes de massa e rigidez do sistema conservativo. 

 

2.5. Método de resolução das equações do movimento do sistema não linear 

 

Para o caso de uma excitação qualquer,  tF , a utilização de métodos numéricos tais 

como o método do balanço harmônico ou o método assintótico numérico (GERGES, 2013) 

não são os mais indicados para a resolução do problema (2.26), principalmente para modelos 

de elementos finitos de sistemas não lineares mais complexos de interesse industrial. Neste 

caso, a integração temporal direta é mais indicada para esse tipo de problema.  

A integração temporal é uma ferramenta numérica que permite predizer o estado de um 

sistema dinâmico num intervalo de tempo, onde o estado inicial é normalmente conhecido. 

Neste caso, a equação diferencial não linear de segunda ordem, Eq. (2.26), que caracteriza a 

dinâmica do sistema é transformada numa equação diferencial de primeira ordem para 

posterior aplicação dos métodos de resolução (DOKAINISH e SUBBARAJ, 1989).  

Entretanto, um dos grandes inconvenientes dos métodos que operam em sistemas de 

primeira ordem é a necessidade de transformação do sistema original de N  gdl’s para um 

sistema de N2  gdl’s. Isto leva a uma dificuldade suplementar quando se trabalha com 

modelos de elementos finitos de sistemas não lineares mais complexos formados por um 

grande número de gdl’s, ou quando o mesmo está sujeito a incertezas paramétricas, sendo 

necessário, neste caso, a avaliação de um conjunto de amostras para a obtenção dos envelopes 

de soluções.  

Neste cenário, o método de Newmark (NEWMARK, 1959; GERGES, 2013) passa a ser 

um método numérico bastante atrativo que permite resolver diretamente a equação dinâmica 

de segunda ordem do sistema não linear. Neste caso, o método parte do seguinte 

desenvolvimento em série de Taylor do estado do sistema,   
ɺ   

T

i iX X , truncado à terceira 

ordem, 

 

   

 
   ɺ ɺɺ ɺɺɺ

2 3

1 1 1 12 6i i i i i

t t
tX X X X X                                                                     (2.27a) 

  


  ɺ ɺ ɺɺ ɺɺɺ

2

1 1 12i i i i

t
tX X X X                                                                                      (2.27b) 
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considerando a introdução dos parâmetros   e   para estabelecer uma nova formulação: 

 

   


    ɺ ɺɺ ɺɺɺ

2
3

1 1 1 12i i i i i

t
t tX X X X X                                                                    (2.28a) 

      ɺ ɺ ɺɺ ɺɺɺ2
1 1 1i i i it tX X X X                                                                                 (2.28b) 

 

Assumindo-se uma relação linear para a aceleração entre dois instantes quaisquer de 

tempo,     ɺɺɺ ɺɺ ɺɺ
1 1i i i

tX X X , é possível então obter o seguinte estado: 

 

   

 
        

 
ɺ ɺɺ ɺɺ2 2

1 1 1

1

2i i i i it t tX X X X X                                                        (2.29a) 

        ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ
1 11i i i it tX X X X                                                                        (2.29b) 

 

Isolando-se o termo, iXɺɺ , da Eq. (2.29a) e introduzindo o resultado na Eq. (2.29b), 

chega-se às seguintes expressões finais para o estado do sistema não linear: 

 

  111 2
11  




















 iiiii t

t
XXXXX ɺɺɺɺ








                                                   

(2.30a) 

  1112 2

1
1

11
 














 iiiii

tt
XXXXX ɺɺɺɺɺ


                                                      (2.30b) 

 

A introdução das Eqs. (2.30a) e (2.30b) na Eq. (2.26) permite reescrevê-la na seguinte 

forma equivalente a ser resolvida numericamente para um instante qualquer de tempo, it , 

(GERGES, 2013): 

 

  FXXK ˆˆ
ii 1

                                                                                                        (2.31a) 

  MDKKKXK
21

1

tt
ˆ tnll

i 



 

               (2.31b) 

  1111   i
tnll

iii XKKKXDXMF ɺɺɺ               (2.31c) 
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 
     

    
               

ɺ ɺɺ
1 1 1

1 1ˆ 1
2 2i i i i

t
t

F F F M D X M D X           (2.31d) 

sendo  1
ˆ

iK X  a matriz jacobiana ou matriz de iteração do sistema, F̂  a força dinâmica 

instantânea,    1i i iX X X  representa a variação do campo de deslocamentos entre os 

instantes de tempo 1it  e it  e 1iF , o vetor de esforços instantâneos. 

Na Eq. (2.31a), a predição da força não linear desconhecida no instante, it , é obtida da 

seguinte forma: 

 

         


     

1 1 1
tnl

nl i nl i i i nl i i

f
f X f X X X f X K X

X
                                         (2.32) 

 

de forma que o termo, XfK  nl
t , descreve a variação da força não linear atuante no 

sistema em função do deslocamento. 

De acordo com Gerges (2013), a aproximação da força não linear utilizada na Eq. (2.32) 

não permite obter uma predição exata no tocante à resolução do problema não linear da forma 

(2.31). Neste caso, uma sequência de, k , correções são necessárias para assegurar a 

convergência do estado, k
iX , tendo em vista o equilíbrio dinâmico do problema quasi-estático 

(2.31). Neste caso, é feita a minimização da seguinte função resíduo,  k
ir X : 

 

    0FXXKXDXMX  i
k
i

k
i

k
i

k
i

k
ir ɺɺɺ                                                                 (2.33) 

 

considerando    tnllk
i KKKXK  .  

Sendo  k
ir X  desconhecido, ele pode ser aproximado na vizinhança de  1k

ir X  da 

seguinte forma: 

 

     11   k
i

k
i

k
i

k
i

ˆrr XXKXX                                                                                 (2.34) 

 

Uma vez que, 
1

k k k

i i i   X X X , a partir das Eqs. (2.33) e (2.34), pode-se estimar os 

termos k
iXɺ  e k

iXɺɺ  como segue: 
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k
i

k
i

t
XX 





ɺ    e   

k
i

k
i

t
XX 




2

1


ɺɺ                                                                  (2.35) 

 

Neste trabalho, será utilizado os seguintes critérios para a análise de convergência e de 

estabilidade de,  k
ir X : 

 

  11  k
irER X     e    

   
  2

1

2 





k
i

k
i

k
i

r

rr
ER

X

XX
                                            (2.36) 

 

onde 1  e 2  são escalares relativamente pequenos definidos pelo usuário. 

A Fig. 2.4 resume o esquema de integração de Newmark e Newton-Raphson 

implementado em ambiente de programação MATLAB para a resolução das equações 

diferenciais de segunda ordem de sistemas dinâmicos não lineares, considerando os 

parâmetros de Newmark   1
2

 e   1
4

.  

 

 

Figura 2.4 – Esquema de integração de Newmark com correção. 
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É importante salientar que, independente do método numérico a ser utilizado para 

resolver a equação diferencial não linear, Eq. (2.26), o cálculo, ainda sim, será 

demasiadamente oneroso devido ao espaço de memória para a estocagem dos dados a cada 

passo de tempo e da estimação da força não linear a cada iteração. Isto se torna mais 

agravante quando os sistemas não lineares são de interesse industrial, formados por um 

número elevado de gdl’s e ainda sujeitos a considerações de incertezas em parâmetros físicos 

e geométricos (em nível de projeto) e de operação (forças externas, durabilidade, etc), sendo 

praticamente impossível calcular as respostas dinâmicas de tais sistemas diretamente a partir 

da integração numérica da Eq. (2.26).  

Estes fatos motivam o uso de procedimentos de redução de modelos bem adaptados aos 

sistemas dinâmicos não lineares, como o método proposto neste trabalho, que visa diminuir a 

ordem do modelo numérico não linear sem perder sua capacidade de predição, principalmente 

na presença de incertezas paramétricas. 

 



 

 

 

CAPITULO II I  

 

 

MODELAGEM ESTOCÁSTICA DE PLACAS FINAS EM GRANDES 

DESLOCAMENTOS 

 

 

Neste capítulo, será proposto um modelo de propagação de incertezas aplicado a placas 

finas em grandes deslocamentos. As incertezas são introduzidas em parâmetros geométricos 

que influenciam na resposta dinâmica do sistema não linear por meio da modificação das 

funções de forma levando em conta os campos aleatórios do modelo de elementos finitos 

apresentado no capítulo anterior. Para tanto, será empregada a expansão de Karhunen-Loève 

para a obtenção das matrizes estocásticas exatas da placa fina sujeita a não linearidades 

geométricas.  

 

3.1. Definições iniciais. 

 

Devido ao crescente desenvolvimento tecnológico observado nos últimos anos na área 

informática, tornou-se possível a utilização de modelos mais precisos e realistas de sistemas 

de engenharia. Como resultado, nota-se também a constante proposição de modelos 

matemáticos cada vez mais sofisticados envolvendo algum tipo de processo estocástico 

(GHANEM e SPANOS, 1991). Portanto, inúmeras estruturas complexas de interesse 

industrial estão sendo modeladas por meio de sistemas distribuídos acoplados com elementos 

discretos.  

Por outro lado, devido à variabilidade de parâmetros físicos e/ou geometricos, os 

modelos numéricos resultantes, certamente, estarão sujeitos a algum tipo de incerteza. Além 

disso, hipóteses equivocadas sobre condições de contorno ou sobre a linearidade do sistema 

em análise pode ser feita, o que resulta nas chamadas incertezas de modelo. Portanto, fica 

evidente que para aumentar a representatividade desses modelos preditivos, é extremamente 
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importante quantificar tais incertezas (SOIZE, 2013). 

De maneira geral, as incertezas são consideradas nos modelos segundo a aproximação 

não paramétrica o que permite sua introdução diretamente nas matrizes globais do modelo 

(SOIZE, 1999; 2000), e pela aproximação paramétrica, utilizando-se principalmente o método 

dos elementos finitos estocásticos (Stochastic Finit Element Method - SFEM), que permite 

uma combinação da análise clássica por elementos finitos e a análise estatística (GHANEM e 

SPANOS, 1991; SCHUELLER, 2001). 

Assim, baseado nos trabalhos de Dessombz et al. (2001) e Lima (2007) define-se as 

incertezas no estado de concepção em duas etapas: as incertezas estatísticas, modeladas por 

variáveis aleatórias, no qual se conhece bem a lei de probabilidade; e as variáveis incertas e 

limitadas, que são modeladas por intervalos definidos pela física do problema. Além disso, as 

incertezas podem ser classificadas em quatro grandes categorias, a saber (GUEDRI et al. 

2007): 

 

 Parâmetros aleatórios: são os parâmetros físicos ou mecânicos no qual se 

conhecem as tolerâncias. Como exemplo, pode-se citar a espessura de chapas 

metálicas modeladas com frequência por uma lei Gaussiana; 

 Parâmetros mal conhecidos: neste caso, as condições de limite são problemas 

típicos as diferentes montagens mecânicas, como soldagem, colagem, etc, que 

são difíceis de serem modeladas;  

 Parâmetros variáveis: podem-se distinguir os parâmetros relacionados as 

variáveis no tempo que são difíceis de serem modelados, como por exemplo, a 

degradação ou o envelhecimento de um material viscoelástico no tempo; 

 Incertezas no modelo: podem-se citar as leis do comportamento adotadas que 

representam mal ou de forma incompleta os fenômenos físicos, os erros 

associados à escolha da malha de elementos finitos, o número de elementos na 

malha, o tipo de elemento escolhido, etc. Em geral, essas incertezas são difíceis 

de serem avaliadas. 

 

Outro aspecto importante a ser considerado quanto à modelagem de sistemas mecânicos 

na presença de incertezas, é a escolha da melhor técnica de resolução a ser empregada para a 

obtenção da variabilidade das soluções dos sistemas estocásticos. Neste caso, podem-se citar 
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os seguintes métodos, frequentemente, empregados para resolver tais problemas 

(BENAROYA e REHAK, 1988; IBRAHIM, 1987; SCHUELLER, 2001): 

 a simulação de Monte Carlo (MC) (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN, 

1981; PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999) usada frequentemente como 

referência por não ser um método intrusivo (SOIZE, 2001), mas que possui o 

inconveniente de requerer um alto custo computacional, uma vez que requer um 

número elevado de cálculos para a convergência (CUNHA, et al., 2014). Como 

alternativa, o método do Hyper-Cubo-Latino (HCL) (IMAN e CONOVERS, 

1980; FLORIAN, 1992; MANTEUFEL AND RANDALL, 2000; VIANA, et al., 

2008) foi proposto, com o objetivo de reduzir o número de cálculos necessário 

para a convergência da simulação de Monte Carlo, conservando o nível de 

predição; 

 os métodos de perturbação que são baseados nas expansões em série de Taylor 

(KLEIBER e HIEN, 1992; ALVIN, 1998) ou série de Neumann (YAMAZAKI e 

SCHINOZUKA, 1988; LEI e QIU, 2000), das respostas ao redor das médias das 

variáveis aleatórias; 

 os métodos espectrais que utilizam as funções de base no espaço de Hilbert 

associadas aos problemas aleatórios (GHANEM e SPANOS, 1991; GHANEM e 

KRUGER, 1996). Estas funções podem ser polinômios ortogonais de uma 

maneira geral, ou um caos polinomial em particular. Neste caso, utilizam-se as 

variáveis aleatórias onde os campos aleatórios contínuos são discretizados.  

 

Neste trabalho de tese, para a análise dinâmica da placa fina em grandes deslocamentos 

na presença de incertezas será utilizado o método de simulação Hyper-Cubo-Latino (HCL). 

 

3.2. Discretização dos campos aleatórios 

 

Similarmente à modelagem determinística por elementos finitos, onde funções são 

representadas por conjuntos de parâmetros relacionados à própria função e suas derivadas nos 

pontos nodais, o problema estocástico está associado à representação de um processo aleatório 

através de conjuntos de variáveis aleatórias que discretizam o processo (LIMA, 2007). 

Uma das grandes dificuldades na incorporação de processos aleatórios na análise por 

elementos finitos, principalmente, em sistemas não lineares é a necessidade de trabalhar com 
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espaços abstratos que limitam o suporte físico (GHANEM e SPANOS, 1991). Neste contexto, 

a base do espaço abstrato de Hilbert do método de elementos finitos torna-se bastante útil, 

uma vez que pode ser facilmente estendida para trabalhar com funções aleatórias.  

Entretanto, a maior dificuldade conceitual envolvida neste tipo de problema está 

relacionada às funções definidas nos espaços abstratos, conhecidas como variáveis aleatórias 

e que são definidas no campo dos eventos probabilísticos (SUDRET, 2007). Neste caso, o 

método HCL pode ser utilizado para resolver tais sistemas. Entretanto, como já destacado 

anteriormente, ele requer normalmente um número elevado de pontos de forma a obter uma 

boa aproximação da resposta.  

Diante disso, uma aproximação teórica mais atraente é então expandir as funções em 

uma série como a de Karhunen-Loève (KL) para problemas bi-dimensionais: 

 

     
1

, , ,r r r

r

H x y f x y    




     (3.1) 

 

sendo �(�,  , �) o campo aleatório, #$(�)  n,...,i 1  as variáveis aleatórias gaussianas 

centradas (média zero e variância unitária),   pertence ao espaço dos eventos aleatórios e 

  , ,r rf x y  são, respectivamente, os autovalores e autofunções determinísticas obtidas pela 

resolução da seguinte integral (GHANEM e SPANOS, 1991): 

 

     , , ,


 r r rf x y C x y f x y dxdy          (3.2) 

 
de forma que �(�,  ) é a função de covariância conhecida associada a �(�,  , �). 
 

     1 2 1 2
1

, r r r

r

C x x f x f x




     (3.3) 

 

A expressão (3.3) indica que a função de covariância a ser escolhida deve levar em 

conta que tal função deve ser dotada pela propriedade de separabilidade dentro do seu 

domínio de existência. Diante disso, a Seção 3.3 visa estabelecer a função de correlação para 

fins de determinar as matrizes elementares estocásticas do sistema mecânico incorporando 

não linearidade geométrica. 
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3.3. Matrizes elementares estocásticas 

 

De acordo com Ribeiro e Lima (2015) é possível descrever as expressões das matrizes 

elementares de massa e rigidez de sistemas dinâmicos estocásticos por meio das equações do 

modelo determinístico fatorado, onde os parâmetros de interesse a serem considerados 

incertos são fatorados fora das matrizes de elementos finitos. Dessa forma, a equação do 

movimento (2.26) do sistema determinístico não linear pode ser reescrita da seguinte forma: 

 

0
0 0 0 02

2
0 0 0

0
2

 
 

  
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Por outro lado, as variáveis incertas são modeladas por meio de campos aleatórios e a 

discretização desses campos é feita via emprego da expansão de KL definida na Eq. (3.1). 

Para o problema bidimensional em questão, considera-se que todas as variáveis de interesse 

fatoradas das matrizes elementares que representam processos aleatórios bidimensionais 

Gaussianos, podendo ser associado à seguinte função de covariância: 

 

       1 2 1 2
1 1 2 2 1 2 1 2, , , , exp

x y

x x y y
C x y x y C x x y y

L L

  
       

 
  (3.5) 

 

onde   x21 x,x   e   y21 y,y  . xL  e yL  designam os comprimentos de correlação para 

os domínios  a,ax   e  b,by  , respectivamente.  

A consequência da escolha da função de covariância do tipo exponencial definida na 

Eq. (3.5) reside, principalmente, na utilização da propriedade da separabilidade inerente a este 

tipo de função, decorrendo, assim que o problema em duas dimensões pode ser tratado como 

um problema de autovalores e autovetores unidimensionais independentes. Nesse sentido, é 
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possível escrever a expressão das autofunções e autovalores descritos na Eq. (3.1) sob a 

forma: 

 

     yfxfy,xf jir       e     jir                                                                  (3.6) 

 

Os termos   xf, ii , soluções do autoproblema (autofunções e autovalores) associado 

a Eq. (3.2) são obtidos através da resolução da expansão de KL com um comprimento de 

correlação xxL  . Em contrapartida, os termos   yf, jj  são obtidos resolvendo-se o 

mesmo problema, mas para um comprimento de correlação de yyL  . Esses termos são 

detalhados em Ghanem e Spanos (1991) e obtidos por meio das seguintes equações: 

 

 Quando i  e j  são ímpares: 1i   e 1j  : 

 

2
1

2
i

1
i

c

c2





 ;       xcosxf iii                                                                           (3.7a) 

2
2

2
j

2
j

c

c2





 ;      ycosyf jjj                                                                         (3.7b) 

 

sendo os termos i  e 
j , obtidos por meio das Eq. (3.8). 

 

 
i

i

i

2

a2sin
a

1








                    (3.8a) 

 
j

j

j

2

b2sin
b

1








                    (3.8b) 

 

Os termos i  e j  representam as soluções das seguintes equações transcendentais: 

 

  0atanc ii1   ;     0btanc jj2                                                        (3.9) 
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nos domínios   














 
a2

1
i,

a
1i


 e   















 
b2

1
j,

b
1j


. x1 L1c   e 2 1 yc L . 

 

 Quando i  e j  são pares: 2i   e 2j  : 

 

2
1

2
i

1
i

c

c2





 ;         i i if x sen x                                                                          (3.10a) 

2
2

2
j

2
j

c

c2





 ;         j j jf y sen y                                                                      (3.10b) 

 

sendo os termos i  e 
j , obtidos por meio das Eq. (3.11). 

 

 
i

i

i

2

a2sin
a

1








                  (3.11a) 

 
j

j

j

2

b2sin
b

1








                  (3.11b) 

 

Os termos i  e j  são, respectivamente, as soluções das equações transcendentais 

seguintes: 

 

  0atanc i1i   ;     0btanc j2j                                                              (3.12) 

 

nos domínios 














 
a

i,
a2

1
i


 e 















 
b

j,
b2

1
j


, respectivamente. 

Para mostrar a construção das matrizes elementares estocásticas do modelo de 

elementos finitos da placa fina em grandes deslocamentos conforme os desenvolvimentos 

apresentados no Capítulo 2 toma-se como exemplo a parte estocástica da matriz de massa no 

domínio discretizado   (Cf. Seção 2.3, Capítulo 2): 
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    ,     ɺ ɺm

r r

T
m

S

mH x y dSU UM          (3.13a) 

    ,     ɺ ɺf

r r

T
f

S

fH x y dSU UM    (3.13b) 

 

Como      , ,r r rH x y f x y   , pode-se obter as seguintes expressões avaliadas para r  

pares e ímpares, respectivamente.  

 

        1

Ω Ω

Ω Ω          ɺ ɺ

xy

T
m m

i j i j j i y

m

r xf y f x d dM U U   (3.14a) 

         1

Ω Ω

Ω Ω          ɺ ɺ

xy

T
f f

i j i j j i y

f

r xf y f x d dM U U   (3.14b) 

 

Este procedimento é realizado para todas as matrizes elementares do modelo de placa 

fina com não linearidades geométricas, no qual se intervem diretamente no processo de 

integração, para cada matriz associada aos efeitos de membrana, flexão e acoplamento 

flexão/membrana, através das funções de forma, com o objetivo de obter todas as matrizes 

elementares estocásticas pares e ímpares, que são utilizadas na série truncada de KL, assim: 

 

       
Ω

2

Ω

Ω Ω        
y x

i j i jr j

m

ri x y

m
f y d df xK K   (3.15a) 

       
Ω

3

Ω

Ω Ω        
y x

i j i jr j

f

ri x y

f
f y d df xK K   (3.15b) 

       4

Ω Ω

Ω Ω,        
y x

r i j i j j i x y

a a
X f y f x d dK K   (3.15c) 

       4

Ω Ω

Ω Ω,        
y x

r i j i j j i x y

b b
f y f x d dK X K   (3.15d) 

       
Ω

4

Ω

, Ω Ω        
y x

c

r i j i j j i x y

c
f y f d dxK X K   (3.15e) 

 

sendo   ,  com i=1...4 i , são as expressões das variáveis aleatórias quando são introduzidas as 

incertezas nos parâmetros de projeto como espessura da placa fina, módulo de elasticidade, 
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etc. Finalmente, a equação do movimento do sistema estocástico submetido a uma excitação 

harmônica determinística (não considerando incertezas à excitação externa) fica reescrita por:  

 

       
 

  0FXXKXM

Xf

 t,t,,t

,nl �� ��� ��
ɺɺ



                                                                   (3.16) 

 

A Fig. 3.1 ilustra de forma esquemática as principais etapas do procedimento numérico-

computacional utilizado neste trabalho para o cálculo das respostas dinâmicas (envelopes de 

soluções) do sistema estocástico não linear representado na Eq. (3.16). 

 

 

Figura 3.1 – Esquema numérico para a obtenção dos envelopes de soluções do problema 
estocástico não linear. 

 

O método de KL leva a uma modelagem estocástica do problema na presença de 

incertezas, mas, a um custo computacional elevado, principalmente para o caso de sistemas 

não lineares, uma vez que há a necessidade de se avaliar a matriz de rigidez tangente para 

cada instante de tempo e para todas as amostras. Portanto, torna-se imprescindível o emprego 

de métodos de redução de modelos adaptados aos sistemas estocásticos não lineares evocados 

neste trabalho, como será tratado no Capítulo 4. 
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Por fim, é importante destacar que o sistema estocástico, Eq. (3.16), é resolvido 

utilizado o método HCL que foi introduzido por Iman e Conovers (1980), depois melhorado 

por Florian (1992). Em resumo, ele consiste em dividir o intervalo de variação das variáveis 

incertas em n  intervalos, nos quais as probabilidades de se obter os valores inclusos nestes 

intervalos são iguais. Em cada intervalo faz-se a escolha de um valor particular, podendo ser 

este, definido como o centro do intervalo ou determinado de maneira aleatória. Na sequência, 

é escolhido aleatoriamente um valor particular entre os, n , valores de cada parâmetro incerto 

e em seguida feito os cálculos necessários. Após a escolha de um valor da variável, ela é 

retirada, não podendo ser selecionada uma segunda vez, restando, neste caso, 1n   cálculos 

a serem efetuados. Esse processo é repetido continuamente até que se executem todos os 

cálculos. 

 

 



 

 

 

CAPÍTULO IV 

 

 

MÉTODOS DE REDUÇÃO DE MODELOS APLICADOS A SISTEMAS DINÂMICOS 

NÃO LINEARES 

 

 

O elevado custo computacional envolvido nas análises dinâmicas do sistema estocástico 

não linear proposto no Capítulo III, com o intuito de avaliar a influência das incertezas nos 

parâmetros de concepção do modelo obriga o projetista a utilizar técnicas de condensação de 

modelos. Neste trabalho, será proposto o método das Aproximações Combinadas Melhorado 

(ACM) para os sistemas não lineares estocásticos de interesse deste trabalho além de propor 

também uma base de redução para sistemas não lineares via técnicas de enriquecimento por 

resíduos estáticos, que levam em conta não somente os efeitos das forças externas, mas 

também dos esforços não lineares e eventuais esforços devidos ao amortecimento (quando 

considerado). 

 

4.1. Base de redução para sistemas lineares amortecidos viscoelasticamente. 

 

Para o caso da modelagem por elementos finitos de um sistema dinâmico linear 

contendo amortecimento viscoelástico como, por exemplo, o ilustrado na Fig. 4.1, a Eq. 

(2.26) assume a seguinte forma (LIMA et al. 2006). 

 

       ttt v
l
e FXKKXM  ɺɺ                                                                                     (4.1) 

 

com l
eK  a matriz de rigidez correspondente à subestrutura linear puramente elástica, 

    vvv T,GT, KKK    representa a matriz de rigidez da subestrutura viscoelástica que é 

fortemente dependente da frequência da excitação,  , da temperatura de operação, T , de 

 Tω,G  sendo , este, o módulo de cisalhamento do material viscoelástico fatorado fora da 
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matriz de rigidez matriz de rigidez da subestrutura viscoelástica. 

 

 

Figura 4.1 – Exemplo de um sistema viscoelástico (adaptado de Lima et al. (2015)). 
 

Para avaliar a dependência em frequência e temperatura do comportamento dinâmico do 

material viscoelástico ISD112-3M™ utilizado neste trabalho, emprega-se a expressão do 

módulo complexo, Eq. (4.2), sugerido por Drake e Soovere (1984), válida no intervalo de 

K360T210   e Hz100.10.1 6  . 

 

   MPa
ii rr

r 6847.018.0

15430001543000
24.31

1200
4307.0ωG

























                  (4.2a) 

 

 
   
















 


290T23273.0T00345.0log06.22500345.0

T

1
4.3758

10Tα                (4.2b) 

sendo  α T  a função deslocamento e   Tr   chamado frequência reduzida (NASHIF, 

JONES e HENDERSON, 1985). 

Os métodos de redução consistem em reduzir a ordem das matrizes de massa, rigidez e 

amortecimento do sistema. Neste caso, as respostas são aproximadas, buscando-se a solução 

em um subespaço, isto é, a aproximação modal, que consiste em projetar as equações do 

movimento Eq. (4.1), em uma base de redução, �, através da hipótese de que as respostas 

exatas,   NRt X , são aproximadas por soluções dentro de um subespaço reduzido, 

  NR
r Rt X , da seguinte forma: 

 

   rt tX T X    (4.3) 

 

sendo NRNC T  a base de redução ou base de Ritz e NR  é o número de modos retidos na 

base de redução. 

A partir das Eqs. (4.1) e (4.3), pode-se chegar à seguinte expressão do sistema dinâmico 

reduzido:  
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       ttt rr
*
vr

l
errr FXKKXM ɺɺ                                                                              (4.4) 

 

de forma que as matrizes de massa e rigidezes reduzidas são obtidas por meio da pré e pós 

multiplicação da base redução pela matrizes de massa e rigidezes do sistema com todo os 

gdl’s, ou seja, MTTM
T

r  , TKTK
l
e

Tl
er   e TKTK

*
v

T*
vr  . 

A construção da base de redução para o sistema dinâmico linear amortecido 

viscoelasticamente tem por princípio a obtenção de uma primeira base nominal, 0 , contendo 

os modos próprios do sistema conservativo associado (SCA) obtidos através da resolução do 

seguinte problema de autovalores: 

 

 
   

0

0 1 2 0 1

0 1, ,

, , ,

i i

NR NR

i N

diag

 

 

  

 

…

… …

K M

    
                                                      (4.5) 

 

sendo 
v

l
e G KKK 00   a matriz de rigidez total, com 0G  designando o valor real do módulo 

de cisalhamento do material viscoelástico em baixa frequência (LIMA, 2007), sendo este 

valor é obtido a partir da Eq. (4.2). 

Para enriquecer esta base, Balmès e Germès (2002) e Lima, et al, (2006) propuseram o 

uso de resíduos estáticos baseados nos deslocamentos associados aos esforços externos, que 

podem ser obtidos através da seguinte expressão: 

 

bKR
1

0
                                                                                                                      (4.6) 

 

sendo fNR b  uma matriz Booleana que permite selecionar, dentre os gdl’s, àqueles em que 

são aplicados os esforços externos. Este procedimento é chamado de correção estática de 

primeira ordem, que é completada através do cálculo da resposta estática dos carregamentos 

produzidos pelos esforços viscoelásticos (LIMA, et al., 2006): 

 

1
0 0v v

R K K                                                                                                             (4.7) 
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Estes resíduos são associados aos efeitos do amortecimento (forças viscoelásticas) 

presente no sistema linear. Dessa forma, a base de redução nominal enriquecida pode ser 

expressa da seguinte forma:  

 

 0 0 vT R R                                                                                                          (4.8) 

 

É importante ressaltar que a base de redução da Eq. (4.8) é bastante utilizada para 

reduzir modelos de elementos finitos de sistemas lineares amortecidos ou não com grande 

razoabilidade de precisão (LIMA et al. 2006). A experiência demonstra que ela não é eficaz 

quando se trata de sistemas dinâmicos com comportamento não linear, uma vez que não 

considera as modificações oriundas dos esforços não lineares. Neste caso, uma primeira 

proposição de base de redução para lidar com sistemas dinâmicos não lineares é de incluir 

também na base de redução, Eq. (4.8), os resíduos estáticos associados aos esforços não 

lineares. Entretanto, este procedimento de enriquecimento é válido somente para o caso de 

não linearidades discretas, como discutido em Lima et al. (2015). Para o caso das não 

linearidades geométricas, um melhoramento ao método de redução baseado nas aproximações 

combinadas é proposto neste trabalho, como será discutido mais tarde neste capítulo. 

 

4.2. Resíduos estáticos associados com não linearidades discretas. 

 

O comportamento não linear localizado pode ser frequentemente encontrado em 

inúmeros sistemas práticos de engenharia como em conexões e/ou juntas mecânicas, ou ainda 

em condições de contorno. Portanto, o objetivo desta seção é de estender o método de redução 

apresentado na seção anterior, inicialmente proposto para sistemas lineares amortecidos 

viscoelásticamente relacionados ao caso de sistemas dinâmicos incorporando não linearidades 

discretas, Fig. 4.2.  

 

Figura 4.2 – Exemplo de um sistema viscoelástico incluído molas não lineares (adaptado de 
Lima et al. (2015)). 
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Neste caso, a inclusão dos efeitos não lineares no sistema dinâmico pode ser feita via 

emprego de molas não lineares e, quanto às equações do movimento Eq. (4.1), isto é feito 

empregando-se o conceito de transformação estrutural dyadic (MAIA e MONTALVÃO E 

SILVA, 1997). Esta transformação faz com que o carregamento exercido por uma mola não 

linear sobre o sistema aplicada em um nó, nd , seja expressa na seguinte forma vetorial para o 

caso de não linearidade do tipo cúbica: 

 

     t~
tt nd

nd
nlnd

nd
l

nd
nl XKXKF                                                                                        (4.9) 

 

sendo     T

yxnd wvut X  e     T

yxnd wvut
~ 3333

1
3
1 X  os vetores dos gdl’s 

associados às contribuições lineares e não lineares, respectivamente, da mola não linear 

aplicada no nó, nd , no sistema de coordenadas global. 

Portanto, o sistema de equações do movimento da estrutura não linear amortecida 

viscoelasticamente pode ser expressa por: 

 

         tttt *
v

l
m

l
e  FFXKKKXM ɺɺ                                                           (4.10a) 

  XX IKIK
l
mnd

Tl
m                   (4.10b) 

 
XX

IKIK ~
nl
mnd

T
~

nl
m                   (4.10c) 

   t~
t nl

m XKF                              (4.10d) 

 

sendo l

mK  a matriz de rigidez da substrutura linear puramente elástica, nl

m
K  a matriz de rigidez 

da subestrutura não linear puramente elástica, XI  and 
X

I ~  os vetores colunas de ordem N 

referentes às posições XX
~

, , que permitem identificar, dentre os gdl’s globais, aqueles em 

que as molas não lineares são aplicadas e   tF  o vetor dos esforços não lineares. 

A Eq. (4.10a) mostra que o comportamento não linear pode ser interpretado como sendo 

uma perturbação indicada pelo termo de força,  tF , do sistema dinâmico linear, sendo vista 

como uma modificação introduzida no sistema dinâmico linear. Entretanto, como será 

ilustrado nas simulações numéricas, a estratégia de representar o comportamento dinâmico de 

sistemas contendo não linearidades discretas só é válida para pequenas não linearidades. 
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Portanto, o método de redução apresentado na seção anterior pode ser estendido para o 

caso de sistemas não lineares amortecidos viscoelásticos através da técnica de enriquecimento 

da base, incluindo os modos normais do sistema linear (SCA) perturbado pelas não 

linearidades discretas advindas das molas não lineares. Estes modos podem ser obtidos 

através da resolução do seguinte problema de autovalores:  

 

  0
0 0 1, ,i i i N  ɶ ɶ …K M                                                                            (4.11) 

 

sendo l
m

~
KKK  00 . 

Baseado no fato de que os modos de vibração do sistema perturbado não diferem muito 

aos modos do sistema conservativo, é possível assumir que, 0
i i i
  ɶ ɶ ɶ   , onde 0

i
ɶ  designa os 

modos do sistema conservativo associado obtido pela resolução do problema (4.11) e i ɶ  

representa a perturbação associação às não linearidades localizadas, as quais podem ser 

interpretadas como esforços externos aplicados no modelo linear, 0
i
ɶ . Assim, o conjunto de 

respostas estáticas podem ser geradas da seguinte forma: 

 

1
0 

  ɶɶɶ K b                                                                                                                 (4.12) 

 

sendo mNN
R

~ 
 b  uma matriz Booleana que permite selecionar os gdl’s não lineares aos 

quais forças unitárias são aplicadas e respostas estáticas são obtidas, e mN  é o número dos 

gdl’s não lineares. 

Portanto, a base de redução final fica reescrita da seguinte forma: 

 

 0 1 m  ɶ ɶ…T T                                                                                                (4.13) 

sendo 0T  determinada por meio da Eq. (4.8). 

Vale ressaltar que os resíduos,  ɶ , não são de rank máximo. Neste caso, com o objetivo 

de limitar o número de vetores residuais na base e evitar problemas numéricos, é conveniente 

selecionar as direções dominantes da base através da decomposição em valores singulares da 

base, T , para identificar seus valores singulares dominantes. 

Aplicando-se a base de redução (4.13), a equação do movimento (4.10) pode ser 

reescrita sob a forma: 
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         tttt rrr
*
vr

l
mr

l
errr  FFXKKKXM ɺɺ                                                   (4.14) 

 

sendo MTTM T
r

ˆ  , TKTK l
e

Tl
er  , TKTK l

m
Tl

mr  , TKTK *
v

T*
vr  ,    tt T

r FTF   e    T

r t t F T F . 

A Fig. 4.3 ilustra de forma esquemática as principais etapas do procedimento numérico 

de utilização da base de redução e resolução da equação do movimento, Eq. (4.14).  

 

 

Figura 4.3 – Etapas do processo de construção da base e de resolução das equações do 
movimento do sistema amortecido contendo não linearidades discretas. 

 

4.3. Método das aproximações combinadas melhorado 

 

Conforme discutido no Capitulo II, o termo,  XK , que aparece na Eq. (2.17) do 

sistema contendo não linearidades geométricas é um termo que depende das coordenadas 

globais e do tempo. Diante disso, os métodos de redução apresentados nas Seções (4.1) e 

(4.2), não se mostram eficientes para este tipo de não linearidade. Isto se deve ao fato de que 

as modificações estruturais induzidas pelo termo de não linearidade geométrica ser mais 
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complexo para ser descrito por uma lei paramétrica no processo de redução (GERGES, 2013). 

Portanto, técnicas clássicas de construção de bases de Ritz não são mais aplicáveis e, neste 

caso, o método das aproximações combinadas (AC) (KIRCH e LIU, 1995) torna-se uma 

opção bastante interessante. 

Neste trabalho, foi proposto um método AC melhorado (ACM) para lidar com 

problemas não lineares em dinâmica ou estática, amortecidos ou não. Portanto, será 

construída uma base de redução do modelo não linear sem passar pelo cálculo do problema de 

autovalores do sistema, que é caro computacionalmente. Neste contexto, a Eq. (2.17) que 

modela o problema de vibrações não lineares pode ser interpretada como um problema de re-

análise, de forma que a decomposição da força não linear,  Xfnl
, gera um termo associado à 

rigidez linear, l
K , e um termo de perturbação não linear,  WK

~nl .  

Entretanto, uma vez que o termo  WK
~nl  evolui com o tempo (ou com a frequência), a 

base de redução também deve evoluir com o tempo (ou com a frequência). Além disso, 

devido ao acoplamento dos efeitos de flexão e membrana, o uso do critério de truncamento 

modal baseado unicamente na escolha da banda de frequência de interesse não é mais 

aplicável neste caso. 

Portanto, partindo-se da definição de um problema de re-análise aproximada (LIMA, et 

al, 2010) como mostrado na Eq. (4.15), nota-se que sendo o termo   0  variável, onde, 

   XKXKK
tnl  , o inconveniente de se usar métodos clássicos de redução é o 

procedimento de inversão deste termo a cada passo de tempo num processo de integração 

numérica. Neste caso, o método ACM apresenta a vantagem de requerer somente uma 

inversão da matriz, 0 , que é constante.  

 

   0 0 1, ,i i i N         …K K M M 0                                                    (4.15) 

 

Através da multiplicação da Eq. (4.15) pelo termo, 1
0
 , e a partir das definições 

 1 0
0 0 0 i

  r K M M   e KKB  1
00 , a base de redução assume a seguinte forma: 

 

  0
1

0 rBIT
                                                                                                        (4.16) 
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de forma que o termo   1
0

 BI  pode ainda ser expandido em uma série de Taylor, o que 

permite aproximar a base de redução a uma ordem,  , desejada: 

 

  12
0 0 0 0

 
     …T I B B B r                                                                              (4.17) 

 

O método ACM consiste justamente em substituir a soma dos termos da série de Taylor 

por um enriquecimento sucessivo da base do sistema original, 0r , As principais etapas do 

procedimento de construção da base de redução do método ACM proposto neste trabalho são: 

 

Etapa 1: Decomposição de Cholesky de 0K : T
LLK 0  e   111

00
  LLKS

T
 

Etapa 2: Cálculo de 0 0r S MT , onde   é um vetor, e IrMr 000
T  

Etapa 3: Cálculo de KSB  00  

Etapa 4: Cálculo de 0 1i i i  r B r , onde  1, , 1i  … , i  é um escalar e  

IrMr i
T

i 0  

Etapa 5: Montagem das sub-bases ir :  0 1ACM i  … …T r r r  

Etapa 6: Decomposição em valores singulares da Base de Redução ACMT  

 

O método ACM proposto neste trabalho, assim, como estabelecido em Kirsch e 

Bogomolni (2007) leva em consideração pequenas perturbações não lineares, K , este fato 

tem sua justificativa a partir das simulações realizadas no Capitulo VI, quando a base 

adaptativa perde sua capacidade preditiva em decorrência do aumento do nível de não 

linearidade imposto ao sistema.  

Além disso, deve-se ficar atento à escolha da ordem do desenvolvimento da série de 

Taylor para que o comportamento dinâmico do sistema aproximado seja o mais próximo 

possível do sistema não linear exato. Isto faz com que, para o caso de sistemas não lineares de 

grande escala formados um grande número de gdl’s, a estimação do erro com a aplicação 

desta estratégia seja difícil de ser avaliada. Em contrapartida, o valor do erro possui uma 

relação direta com o termo, K , que descreve o nível das não linearidades geométricas.  

Neste caso, o deslocamento relativo que define a relação entre o deslocamento 

transversal e a espessura da placa fina em grandes deslocamentos é uma medida quantitativa 
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do nível de não linearidade do sistema. Por exemplo, para o caso da análise estática de 

sistemas estruturais esbeltos, grandes deslocamentos são considerados a partir de um 

deslocamento relativo unitário. 

No caso do presente trabalho, é difícil o monitoramento do deslocamento relativo do 

sistema não linear a cada passo de tempo, uma vez que questões como qual o nó a escolher e 

o tipo de resposta transitória (harmônicas ou não) impõe dificuldades no uso do deslocamento 

relativo máximo. Portanto, a estratégia proposta aqui é de utilizar um critério energético 

baseado na relação entre a energia de deformação não linear e a energia de deformação total 

do sistema dinâmico não linear. A expressão do critério é escrita como segue: 

 

   
   

T nl t

def T l nl t



     
     

�����������K

X K X K X X

X K K X K X X
                                                                          (4.18) 

 

Zienkiewicz e Taylor (2000), ainda, utlizam a expressão (4.18) para caracterizar a 

estabilidade do sistema em relação aos níveis de não linearidades: 

 

def

1       Estável                     

1     Limite estabilidade

1 Instável              




 


                                                                               (4.19) 

 

A Tab. 4.1 permite então estabelecer uma relação entre os termos a serem retidos na 

série de Taylor com o deslocamento relativo máximo, maxw h , baseado no critério 

energético (4.18).  

 

Tabela 4.1 – Ordem da série de Taylor. 
d e f  0 – 0.2 0.3 – 0.4 0.4 – 0.6 0.6 – 0.8 > 0.8 

maxw h  0 – 0.5 0.5 - 1 1 - 1.5 1.5 - 2 > 2 

Ordem 0 1 2 3 4 
 

Neste ponto, vale salientar que no processo de resolução numérica do sistema não linear 

com redução de modelos, a evolução da base de redução pode ser feita tanto no sentido 

crescente quanto no sentido decrescente. Além disso, dependendo da aplicação, não é 

necessário realizar a atualização da base em todos os instantes de tempo. Portanto, a 
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atualização será necessária a partir da alteração da faixa de operação da energia de 

deformação, def , conforme estabelece a Tab. 4.1, ou seja, quando a energia aumenta ou 

diminui significativamente. 

A Fig. 4.4 exibe esquematicamente, as principais etapas do procedimento numérico 

utilizado no cálculo das respostas do sistema dinâmico não linear com redução de modelos:  

 

(i) início do processo, ot , define-se as propriedades do material ,  ,  E , passo de 

tempo,  t , o tempo final de simulação, ft , espessura da placa, ℎ, parâmetros 

do método Newmark,   e  , das matrizes do sistema não linear, condições de 

contorno mecânicas e condições iniciais de deslocamento e velocidade 

    0 0, ɺt tX X ;  

(ii) em seguida, são determinadas as matrizes de rigidez não lineares e a aceleração, 

 0
ɺɺ tX , a partir das equações do movimento. Um problema de autovetores é 

resolvido a partir do sistema conservativo para obter os modos de vibrar do 

sistema e extrair alguns dos modos associados aos efeitos de membrana e flexão. 

Esta etapa é importante para garantir que a base de redução nominal, 0 , 

contenha o máximo de informações sobre as formas modais do sistema 

dinâmico. Assim, considerando-se o resíduo da força de excitação externa 

definido na Eq. (4.6), obtêm-se a primeira base de redução,  0T R . A 

partir desta primeira base de redução, é possível realizar a primeira redução na 

ordem das matrizes e vetores do sistema dinâmico, gerando assim as matrizes 

rM , l

rK ,  nl

rK  e  t

rK , bem como os vetores rX , ɺ rX , ɺɺrX , rF , nl

rf ; 

(iii) na sequência, o processo iterativo é iniciado no tempo conforme o método de 

Newmark, testando-se a exatidão da aproximação via cálculo do resíduo. Assim, 

caso se faça necessário corrigir os estados       , ,ɺ ɺɺ
r i r i r it t tX X X , utiliza-se para 

isto o método de Newton-Raphson avaliando-se, neste instante, novos valores 

para as matrizes de rigidez não lineares. Este processo segue até a convergência 

do resíduo. Vale salientar que o método ACM tem por característica evoluir 

(incrementar ou decrementar o número de vetores) a base de redução 

dependendo da energia calculada. Dessa forma, se faz necessário o cálculo dos 
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estados       , ,ɺ ɺɺ
i i it t tX X X , a partir do critério de energia. Portanto, com base na 

estimativa da energia calculada no processo de convergência, procede-se a 

reorganização de uma nova base de redução (caso necessário), conforme 

descrito no método ACM. Faz-se então a redução dos vetores e matrizes do 

sistema segundo esta nova base e, finalmente, o passo de tempo é incrementado 

e o processo iterativo (iii) se repete até percorrer todo o domínio de tempo pré-

estabelecido. 

 

 

Figura 4.4 – Etapas do processo de redução de sistemas contendo não linearidades 
geométricas. 



 

 

 

CAPITULO V 

 

 

IDENTIFICAÇÃO DE NÃO LINEARIDADES E ESTABILIDADE EM SISTEMAS 

DINÂMICOS 

 

 

Neste Capítulo, serão apresentadas algumas ferramentas matemáticas utilizadas para 

analisar sistemas dinâmicos não lineares quanto à sua não linearidade e caoticidade. Nesse 

sentido, a técnica da transformada rápida de Fourier para analisar o efeito não linear e os 

métodos de Lyapunov e Poincaré com vistas à caoticidade, são apresentados. No Capitulo VI, 

serão apresentados resultados utilizando os desenvolvimentos deste Capitulo no caso da placa 

fina em grandes deslocamentos e não linearidades localizadas. 

 

5.1. Introdução. 

 

A dinâmica não linear é uma teoria matemática que estuda sistemas de equações de 

evolução, ou seja, equações onde o tempo é uma variável independente (WIGGINS, 1990). Se 

tais equações forem lineares, há soluções gerais que permitem determinar o comportamento 

do sistema em um estado qualquer a partir do conhecimento do seu estado atual. Porém, no 

trato de equações não lineares, essas soluções exatas, em geral, não existem na forma fechada 

ou analítica. Tais sistemas dinâmicos podem, assim, produzir comportamentos, alguns deles 

bastante complicados, os quais se destacam: as órbitas periódicas e quase periódicas, ciclos 

limite, transientes e caos (ALLIGOOD, SAUER e YORKE, 1997) e (SAVI, 2010) 

A dinâmica não linear concentra-se nos comportamentos a longos períodos do sistema 

que está sendo estudado. O comportamento futuro a pequenos tempos, normalmente, pode ser 

facilmente obtido pela solução numérica das equações de evolução. No entanto, neste tipo de 

estudo, interessa-se, particularmente, em suas propriedades gerais, como equilíbrio, 

estabilidade, tipos de convergência ou divergência, etc. 
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Diante disso, o campo de aplicações da dinâmica não linear é muito extenso, pois 

abrange qualquer sistema físico, biológico, das ciências sociais, etc., que possa ser descrito 

por equações de evolução. Porém, neste trabalho, especial atenção será dada aos sistemas da 

mecânica clássica e estocástica.  

Os sistemas dinâmicos não lineares tiveram uma de suas origens no estudo do problema 

de N (N>2) corpos. Para o caso de N=3 existem resultados analíticos aproximados em alguns 

casos especiais, como o problema restrito de três corpos, onde um deles possui massa muito 

superior aos outros dois, de tal modo que a iteração mútua entre os dois corpos (de massa 

inferiores) interfere em seus movimentos, não afetando no equilíbrio do conjunto (SYMON, 

1971).  

Encontrar uma solução geral fechada e analítica para o problema dos N corpos persistiu 

por anos até que o matemático francês Henri Poincaré demostrou, de forma rigorosa, que tal 

solução não pode ser encontrada (POINCARÉ, 1890). Seus manuscritos acerca do problema 

de N corpos contêm ideias essenciais a respeito da moderna teoria de sistemas dinâmicos, 

entre os quais, o conceito de caos determinístico (PETERSON, 1993). 

 

5.2. Caos determinístico. 

 

Segundo Schuster (1993) o caos determinístico provém da existência de comportamento 

irregular, ou aperiódico, e com dependência sensível das condições iniciais. Assim, Viana 

(2011) estabelece que um modelo não linear determinístico ao incorporar o caos, tem sua 

previsibilidade do comportamento futuro agravado intensamente. Dessa forma, não se pode 

prever o comportamento futuro do sistema, pelo menos para um tempo arbitrariamente longo, 

a partir de condições iniciais ligeiramente próximas. Segundo Wisdon e Mignard (1984), 

embora os processos gerados por condições iniciais próximas possam divergir com o tempo, 

essa discrepância só é significativa a partir de um horizonte, conforme pode ser evidenciado 

na Fig. 5.3.  

Por outro lado, embora Poincaré tenha vislumbrado a possibilidade de comportamentos 

caóticos, que desafiam a ideia de haver uma solução fechada e válida para quaisquer instantes 

de tempo, foi Lorenz (1963) quem edificou as teorias e consequências do caos determinístico 

utilizando a teoria qualitativa dos sistemas dinâmicos introduzida por Poincaré. Assim, ele 

utilizou um sistema de equações não lineares que exibiam uma dependência sensível às 

condições iniciais, conforme pode ser observado na Eq. (5.1). 
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( )    

     

x y x

y x y xz

z xy z






 


  
  

ɺ

ɺ

ɺ

   (5.1) 

 

sendo ,  e     termos positivos.  

Lorenz determinou a solução do sistema de Eqs. (5.1), considerando 10  , 28   e 

8
3  , e imaginou um espaço abstrato cujos eixos coordenados foram representados pelas 

soluções do sistema para cada instante de tempo, conforme mostrado na Fig. 5.1. 

 

 

Figura 5.1 – Atrator de Lorenz. 

 

Segundo Lorenz (1993), o caos é um comportamento típico de sistemas não lineares, o 

qual se associa a imprevisibilidade e sensibilidade às condições iniciais. Além disso, o caos é 

um comportamento dinâmico muito rico, com várias possibilidades de respostas, possuindo 

infinitas trajetórias periódicas e não periódicas, além de uma possibilidade infinita de 

atratores. 

 

5.3. Expoente de Lyapunov. 

 

Duas propriedades básicas que caracterizam o comportamento caótico são: (i) não 

periodicidade ou não regularidade; (ii) sensibilidade extrema às condições iniciais. A 
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propriedade de não periodicidade pode ser observada de forma relativamente fácil a partir das 

órbitas do sistema dinâmico por meio da determinação do chamado mapa de Poincaré 

(VIANA, 2011).  

Por outro lado, além da ausência de periodicidade ou regularidade, observada na 

evolução dos pontos de uma órbita caótica, muitos sistemas dinâmicos manifestam, também, 

extrema sensibilidade às condições iniciais, ou seja, duas condições iniciais muito próximas 

levam a órbitas que se afastam com o passar do tempo, até perder qualquer correlação mútua.  

Um fato importante consiste que este afastamento ocorre de forma crescente e, a uma 

taxa exponencial, taxa esta denominada expoente de Lyapunov, λ, da órbita. Assim, se λ for 

positivo, tem-se a ocorrência de caos. Existem inúmeros trabalhos na literatura que ilustram a 

utilização do método de Lyapunov em sistemas mecânicos, dos quais, pode-se destacar Viana 

(2011) e Purcina (2016). Este último apresenta também outras técnicas para o estudo e análise 

da estabilidade de sistemas dinâmicos não lineares, em especial o método de Poincaré.  

Segundo Viana (2011), o método de Lyapunov consiste em analisar as respostas, em 

longo prazo, do sistema dinâmico não linear a partir de duas condições iniciais próximas entre 

si:  

 

000 xxd *    (5.2) 

 

Após uma iteração, a distância entre os pontos correspondentes é dada como segue: 

 

   00111 xfxfxxd **     (5.3) 

 

De uma forma geral, à distância após, n, iterações no tempo, produzidas pelas 

respostas do sistema a partir de 0x  e *x0  estarão distantes conforme a Eq. (5.4) e, com sua 

representação na Fig. 5.2. 

 

     00 xfxfd n*n
n     (5.4) 
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Figura 5.2 – Divergência de trajetórias inicialmente próximas (adaptado de Viana (2011)) 
 

Admitindo-se que, nd , depende exponencialmente do tempo medido em número de 

iterações, é possível estabelecer a seguinte expressão: 

 

t
n edd 0    (5.5) 

 
sendo   o expoente de Lyapunov, que pode ser obtido, da Eq. (5.5), da seguinte forma: 

 




















0

00

1

d

d
lnlim

t
lim n

dt
    (5.6) 

 
A partir da Eq. (5.6), é possível afirmar que um sistema com comportamento caótico, 

, será positivo. Por outro lado, pontos fixos e órbitas periódicas, estão sempre associados a   

não positivo, ou seja, as órbitas convergem exponencialmente com o passar do tempo. Diante 

disso, pode-se definir um critério de verificação da estabilidade de sistemas dinâmicos não 

lineares por meio do expoente de Lyapunov. Nesse sentido, Savi (2010) estabelece um critério 

para caracterizar a estabilidade de sistemas dinâmicos não lineares a partir do calculo do 

expoente dominante de Lyapunov ao qual considera a regularidade do sistema dinâmico 

quando este expoente é não positivo e a irregularidade (caoticidade) caso contrário. 

 
5.3.1. Cálculo do expoente de Lyapunov. 

 

Substituindo-se a Eq. (5.4) na Eq. (5.6) do expoente de Lyapunov, chega-se à seguinte 

expressão: 
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     


























 



0

000

00

1

d

xfdxf
lnlim

t
lim

nn

dt
    (5.7) 

sendo 000 dxx*  . Além disso, o termo, 
     













 


0

000

00 d

xfdxf
lnlim

nn

d
, é o limite de uma 

razão incremental quando o incremento tende a zero, ou seja, é a derivada da função,   xf n . 

Assim, é possível escrever: 

 

     
dx

xdf

dx

xdf n

xx

n
0

0












   (5.8) 

 

Logo, substituindo-se a Eq. (5.8) em (5.7), pode-se encontrar a expressão para o cálculo 

do coeficiente de Lyapunov: 

 

  
dx

xdf
ln

t
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De forma que a derivada da função   xf n  pode ser obtida por meio da regra da cadeia 

como o produto das 1n  derivadas da função em cada ponto, ix , com 121  n,,,i … , expressa 

da forma: 
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Assim, substituindo-se a Eq. (5.10) em (5.9), tem-se: 
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Utilizando a propriedade de logaritmos, escreve-se a expressão final para o cálculo do 

expoente de Lyapunov: 
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A partir da Eq. (5.12), pode-se concluir que o expoente de Lyapunov é determinado a 

partir da soma da derivada primeira da função do sistema dinâmico nos pontos amostrados. 

Para sistemas mecânicos, tal qual o sistema representado pela Eq. (2.26), este resultado se 

retrata no conhecimento da derivada primeira do campo de deslocamento.  

Para ilustrar a utilização do método de Lyapunov na caracterização da caoticidade a 

partir da propriedade de sensibilidade extrema às condições iniciais, considere novamente o 

sistema não linear (5.1) definido por Lorenz. Assim, a partir da sua solução numérica obtem-

se espaços de estados  tx ,  ty  e  tz  no intervalo 0; f
t t   , sendo a curva de resposta 

temporal para a variável  tx  ilustrada na Fig. 5.3. 

 

 

Figura 5.3 – (a) gráfico de  tx  para duas condições iniciais; (b) Diferenças instantâneas a 
partir de duas condições inicias próximas. 

 

A Fig. 5.4 mostra a curva de resposta para a variável  ty , juntamente com a diferença 

das respostas a partir das condições iniciais próximas.  
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Figura 5.4 – (a) espaço de estado de  ty  para duas condições iniciais; (b) Diferenças 
instantâneas a partir das duas condições inicias próximas. 

 

As Figs. 5.3 e 5.4 ilustram a caracterização do sistema dinâmico definido por Lorenz 

por meio da propriedade de sensibilidade às condições iniciais. Nas Figs. 5.3(a) e 5.4(a), são 

observadas as curvas dos estados  tx  e  ty  no período de tempo de 0 a 200 [s]. Já as Figs. 

5.3(b) e 5.4(b) ilustram a diferenças das respostas a partir de condições iniciais relativamente 

próximas:   00 x ,   51010 x  e   10 y ,   0000110 ,y  , de forma que estas diferenças 

são relativamente pequenas se comparadas à própria condição inicial. Nota-se, ainda, grande 

aproximação entre as respostas do sistema até o instante de 20s para ambos os estados, 

evidenciando assim a diciculdade de previsão das respostas para instantes arbitrariamente 

longos.  

As Figs. 5.3(b) e 5.4(b) ilustram a sensibilidade do sistema a partir do instante de tempo 

limite, 20 sit  . Isto evidencia a propriedade de sensibilidade extrema do sistema não linear às 

condições iniciais, para fins de caracterizar o sistema dinâmico de Lorenz como caótico. Isto é 

especialmente verdadeiro quando se calcula os expoentes de Lyapunov dominante dos estados 

a partir da Eq. (5.12) como mostrado na Tab. 5.2 abaixo.  

 

Tabela 5.1 – Expoentes de Lyapunov para os espaços de estados do sistema dinâmico de 
Lorenz. 

  tx   ty   tz  

  3,1784 3,2529 3,8463 
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Da Tab. 5.1, pode-se notar que os espaços de estados  tx ,  ty  e  tz  do sistema 

dinâmico definido na Eq. (5.1) possuem expoentes de Lyapunov positivos, o que permite 

concluir que este sistema possui característica de caoticidade. 

 

5.4. Mapa e Seção de Poincaré. 

 

Conforme mencionado, os sistemas dinâmicos não lineares apropriam-se das 

propriedades de não periodicidade e/ou sensibilidade às condições iniciais, sendo que esta 

última foi tratada na seção anterior. Nesse sentido, vislumbra-se apresentar uma forma de 

tratamento da propriedade de não periodicidade ou não regularidade do sistema dinâmico não 

linear. 

O Mapa de Poincaré consiste em uma sequência de pontos no espaço de estado gerado 

pela penetração de uma trajetória de evolução contínua através de um plano generalizado no 

espaço (RASBAND, 1990). Para sistemas dinâmicos excitados periodicamente, um Mapa de 

Poincaré pode ser obtido por amostragem estroboscópica do estado do sistema em cada 

período de resposta (SAVI, 2002). Desta forma, o mapa de Poincaré de um sistema dinâmico 

excitado periodicamente é construído por amostragem da resposta do sistema em um intervalo 

fixo igual ao período (mínimo) da excitação.  

Segundo Devaney (1989), um sistema dinâmico de dimensões N  cujas variáveis de 

estado são denotadas por,       tx,,tx,tx N…21  é comumente definido como uma sequencia de 

pontos (órbitas) gerados pelas penetrações das trajetórias contínuas em um hiperplano de 

dimensão 1N . Dessa forma, as trajetórias das variáveis de estado cruzarão o hiperplano de 

forma a marcar pontos no mesmo. Ao conjunto de pontos de interseção dá-se o nome de Mapa 

de Poincaré do sistema e o hiperplano é chamado seção de Poincaré (THOMPSON e 

STEWART, 1986), conforme ilustrado na Fig. 5.5.  

 

Figura 5.5 – Ilustração do Mapa de Poincaré em R3.  
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Diante disso, as seções de Poincaré são úteis na verificação ou não de periodicidade em 

um sistema dinâmico. A Fig. 5.6 ilustra a seção de Poincaré para o sistema dinâmico definido 

na Eq. (5.1), para a condição inicial:  0 0x  ,  0 1y   e  0 1,05z  .  

 

 
Figura 5.6: Seção de Poincaré para o sistema dinâmico de Lorenz. 

 

De acordo com a Fig. 5.6, é possível constatar que o sistema dinâmico possui uma 

infinidade de pontos na seção de Poincaré, definindo a não periodicidade das órbitas do 

sistema. Portanto, exibe indicativo de caos, como já observado pela análise dos expoentes de 

Lyapunov. Por fim, é importante salientar que a construção da seção de Poincaré define de 

forma, razoavelmente, simples a caracterização da propriedade de não regularidade em 

sistemas dinâmicos não lineares, estabelecendo-se uma outra forma de caracterizar a 

caoticidade em sistemas dinâmicos não lineares. 

Outra forma de analisar o sistema dinâmico de Lorenz por meio das seções de Poincaré 

é considerar separadamente as variáveis de estado, conforme apresentada nas Figs. 5.7 e 5.8. 

Em particular, a Fig. 5.7(a) exibe a resposta dinâmica da variável de estado  tx  e a Fig. 

5.7(b) mostra a sua respectiva seção de Poincaré.  
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Figura 5.7: (a) Orbitas; (b) Seção de Poincaré para a variável de estado  tx . 
 

A Fig. 5.8 apresenta as orbitas para a equação de estado y(t) e a seção de Poincaré, para 

fins de avaliar a estabilidade do sistema dinâmico. 

 

 

Figura 5.8 – (a) Orbitas; (b) Seção de Poincaré para a variável de estado  ty . 

 

Diante das Figs. 5.7(b) e 5.8(b) nota-se uma distribuição de pontos por todo o plano, 

indicando, segundo a técnica da seção de Poincaré, uma não regularidade das órbitas do 

sistema. Dessa forma, o sistema dinâmico deve ser cracaterizado como caótico segundo esta 

técnica. 

Por outro lado para apresentar estes resultados no sistema incorporando não linearidade 

cúbica caracterizado pelo oscilador de Duffing (SAVI, 2006), constituído por uma massa, m 

[kg], um amortecedor viscoso de coeficiente, b [Ns/m], um conjunto de molas linear e não 

linear com rigidezes k [N/m] e nlk [N/m], e sujeito a uma força externa,  tf  [N], com 

equação do movimento desse sistema dinâmico é definida por:  

 

 3
n lm x bx kx k x f t   ɺɺ ɺ    (5.13) 
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Para valores pequenos de rigidez não linear, nlk , o sistema possui comportamento não 

linear, dependendo do tipo e do nível da excitação externa. Isto pode ser observado nas Figs. 

5.9 e 5.10, para os seguintes valores: m=1 kg, k=1 N/m, b=0,1 Ns/m, em todos os casos 

analisados, considerendo, ainda, faixa de domínio temporal de forma a descartar o lapso 

temporal do regime transiente do sistema. A Fig. 5.9(a) mostra as respostas do oscilador para 

diferentes valores de, nlk , mostrando a sua grande influência na resposta não linear do sistema 

(ver Figs. 5.9(a) e 5.9(b)). 

 

 

Figura 5.9 – (a) Contribuição do termo, nlk  , a partir da excitação tipo    tcostf   N;  

(b) Diagrama de fase do sistema mecânico para diferentes nlk . 

 

O diagrama de fase da Fig. 5.9(b) traduz a característica periódica da solução obtida, 

sendo a distorção observada associada à predominância do efeito não linear. A Fig. 5.10 

mostra as respostas do sistema para diferentes níveis de excitação harmônica e, para uma 

pequena rigidez não linear, 0,1N/mnlk .  

 

 

Figura 5.10 – (a) Contribuição da excitação do tipo    0 cosf t F t , considerando 

0,1Nnlk m ; (b) Diagrama de fase do sistema mecânico para diferentes níveis de excitação. 

(a) (b) 

(a) (b) 
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O diagrama de fase da Fig. 5.10(b) mostra a evolução do fenômeno não linear a partir 

da amplitude da força de 1N. A partir da Fig. 5.9(b) é possível observar que o efeito não linear 

tem influência no sistema a partir de rigidez não linear não nula. Por outro lado a Fig. 5.10(b) 

ilustra o comportamento do efeito não linear a partir de uma pequena rigidez não linear, 

evidenciando a influência do nível de excitação no comportamento não linear do sistema.  

As Figs. 5.11 e 5.12 mostram os mapas de Poincaré para fins de caracterização do 

sistema dinâmico de Duffing quanto a sua caoticidade em relação à evolução da rigidez não 

linear.  

 

 

Figura 5.11 – Mapa (a) seção de Poincaré (b) para 0 Nnlk m . 

 

As Figs. 5.11(a) e 5.11(b) mostram a construção do mapa e seção de Poincaré quando o 

sistema se comporta, predominantemente, de forma linear (ver Fig. 5.9). Nesse sentido, tanto 

o mapa quanto a seção exibem quantidades finitas de pontos, mostrando que o sistema possui 

uma forte regularidade das variáveis de estado. Em contrapartida, as Figs. 5.12(a) e 5.12(b) 

demonstram uma irregularidade nas mesmas variáveis, isso decorre, pois (conforme ilustrado 

na Fig. 5.9(a)) o efeito não linear influenciado pelo fator de rigidez não linear, levando-o, por 

conseguinte, a um regime caótico segundo Poincaré.  
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Figura 5.12 – Mapa (a) e seção de Poincaré (b) para 410 Nnlk m . 

 

Por outro lado, a Fig. 5.13(a) mostra a evolução do sistema em relação à característica 

de caoticidade, por meio do cálculo do expoente de Lyapunov. Pode-se afirmar que o sistema 

passa a ter um comportamento caótico a partir do nível de rigidez não linear de 102 N/m. Tal 

comportamento também pode ser observado a partir da seção de Poincaré do sistema para a 

rigidez não linear mencionada (Fig. 5.13(b)). 

 

 

Figura 5.13 – (a) Evolução dos expoentes de Lyapunov em relação a rigidez não linear; (b) 
Seção de Poincaré para 210 Nnlk m . 

 

Apesar das técnicas do expoente dominante de Lyapunov e seção de Poincaré 

possuírem a premissa de classificar um sistema dinâmico não linear quanto a sua caoticidade, 

convém esclarecer que tais métodos visam analisar propriedades distintas presentes em 

sistemas dinâmicos caóticos (VIANA, 2011). Enquanto, o método do expoente de Lyapunov 

tem como objetivo a caracterização da caoticidade a partir da quantificação do nível de 

sensibilidade a duas condições iniciais próximas entre si, à seção de Poincaré visa avaliar a 

regularidade das variáveis de estado do sistema não linear. Diante disso, espera-se que ambos 
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os métodos produzam uma mesma evidência quanto à caracterização da caoticidade. 

Entretanto, há que se considerar que tais métodos possam apresentar resultados divergentes 

em uma região limítrofe de caoticidade. 

 

5.5. Identificação do efeito não linear no sistema dinâmico 

 

Segundo Caetano (1992), Gonçalves (2004) e Ritto (2005), a análise de um sinal pode 

processar-se no domínio da frequência por meio de sua decomposição num conjunto finito ou 

infinito de harmônicos de amplitude e frequência variáveis. A via mais imediata de proceder 

tal decomposição, no caso de funções periódicas, consiste na utilização da expansão em série 

de Fourier, definida como segue: 
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que na  e nb  são ilustrados na Fig. 5.14 e, representam a composição de ( )x t  em termos dos 

harmônicos em 2n n T  , com 1,2,3,...n  . 

 

Figura 5.14 – Representação dos termos na  e nb  (Adaptado de Caetano (1992)). 

 

A decomposição de um sinal em uma série infinita é, evidentemente, impraticável. 

Assim, a utilização de uma série truncada com apenas N  harmônicos, fornece uma 
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aproximação do sinal que será melhor quanto maior o valor deste parâmetro, como ilustrado 

na Fig. 5.15 que mostra a decomposição em série de Fourier de um sinal periódico 

representando uma onda quadrada com um, cinco e treze harmônicos. 

A Fig. 5.15 mostra que, para representar o sinal é preciso combinar uma ou mais 

funções periódicas, conforme a Eq. (5.14), afetando assim, a condição de linearidade da 

aproximação. Portanto, tal combinação se apresenta na transformada de Fourier por meio de 

diversos harmônicos com o objetivo de representar os coeficientes na  e nb  (CAETANO, 

1992). 

Diante disso, é possível identificar o fenômeno não linear através da análise dos 

harmônicos presentes no sinal. Nesse sentido, Souza (2008) utiliza, dentre outras, a técnica da 

Transformada Rápida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) para identificar e 

caracterizar não linearidades em sistemas dinâmicos. 

 

Figura 5.15 – Aproximação de uma onda quadrada por meio da série de Fourier truncada em 
N  termos: (a) 1N ; (b) 5N ; (c) 13N . 
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Segundo Souza (2008) para identificar a presença do efeito não linear em um sistema 

dinâmico por meio da FFT é necessário que a reposta obtida via transformada demonstre a 

existência de diferentes harmônicos em uma faixa de frequência de interesse, ou a presença de 

harmônico distorcido, equivalendo a existência de diferentes harmônicos em uma pequena 

vizinhança de uma frequência específica. A Fig. 5.16 ilustra estes dois cenários de 

identificação do efeito não linear em um sistema dinâmico. Ainda, segundo Souza (2008), 

esta técnica possui o inconveniente de não ser confiável quando o sinal advém de um 

experimento físico, alertando sobre a necessidade de empregos de filtros de eliminação de 

ruídos em conjunto com a técnica. 

 

 

Figura. 5.16 – FFT do sinal incorporando não linearidade cúbica (Extraído de Souza, (2008)). 
 

Assim, a título de ilustração, a Fig. 5.17 mostra a amplitude das funções de resposta em 

frequência normalizadas do modelo de Duffing obtidas a partir da FFT do sinal do 

deslocamento para diferentes valores de rigidez não linear e amplitude de excitação igual a 

50N. Nota-se a presença de harmônicos à medida que o efeito não linear se torna mais 

pronunciando e sob as mesmas condições iniciais.  
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Figura 5.17 – FFT do sinal do deslocamento para o modelo de Duffing: 
(a) 0 Nnlk m ; (b) 110 Nnlk m ; (c) 610 Nnlk m  

 
 

(a) 

(b) 

(c) 



 

 

 

CAPÍTULO VI 

 

 

SIMULAÇÕES NUMÉRICAS 

 

 

Neste capítulo, são apresentados os principais resultados das simulações numéricas 

realizadas a partir dos modelos de elementos finitos determinísticos e estocásticos dos 

sistemas não lineares desenvolvidos nos capítulos anteriores. Todos os procedimentos 

computacionais próprios foram implementados em ambiente de programação MATLAB® e 

comparados, quando necessário, com implementações feitas no código de elementos finitos 

ANSYS® para efeito de validação da modelagem determinística de placas finas em grandes 

deslocamentos. Além disso, são apresentados os resultados das simulações para os sistemas 

não lineares reduzidos via emprego do método de redução proposto neste trabalho. Na 

sequência, foram gerados os envelopes das respostas dinâmicas dos sistemas estocásticos não 

lineares objetivando avaliar a influência das incertezas paramétricas nas respostas dos 

sistemas, evidenciando a capacidade da modelagem estocástica proposta nesta tese para lidar 

com sistemas dinâmicos não lineares na presença de incertezas. 

 

6.1. Verificação do modelo linear conservativo associado 

 

Nas aplicações que seguem, foi utilizado uma placa fina de alumínio conforme a 

discretização e condições de contorno mostradas na Fig. 6.1. O modelo de EF da placa fina 

em grandes deslocamentos foi desenvolvido no Capítulo II sendo composto por 144 

elementos de placa retangular não linear, resultando um total de 845N  graus de liberdade 

(gdl’s), sem considerar as condições de contorno mecânicas. As propriedades físicas e 

geométricas do modelo são definidas na Tab. 6.1. 
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Tabela 6.1 – Propriedades físicas e geométricas do modelo de EF da placa fina. 

Medida  

em y (m) 

Medida  

em x (m) 

Espessura, 

h (m) 

Módulo de 

Elasticidade 

(GPa) 

Coeficiente 

de Poisson 

 

Massa  

Específica 

(kg/m
3
) 

0,654 0,527 0,0015 70 0,33 2700 
 

 

Figura 6.1 – Modelo de EF da placa fina de alumínio bi-engastada. 
 

Num primeiro momento, foi feita a verificação da modelagem por elementos finitos 

determinística do sistema conservativo linear associado, tendo como base as frequências 

naturais do sistema. Neste caso, as frequências naturais foram obtidas através da resolução do 

seguinte problema de autovalores, formulado a partir da Eq. (2.26):  

 

2 0l

j j    K M                                                                                                       (6.1) 

 

sendo j  e j , respectivamente, os autovetores e as frequências naturais do sistema 

dinâmico linear, com j=1 a N. 

A Fig. 6.2 permite comparar as dez primeiras frequências naturais de dois modelos de 

EF, a saber: (i) o primeiro é o modelo implementado no código ANSYS, considerado como 

sendo a referência neste trabalho. Neste caso, foi utilizado o elemento SHELL63 de quatro nós 

e seis gdl’s por nó com capacidade para a modelagem de sistemas lineares ou com não 

linearidades geométricas; (ii) o segundo é o modelo de EF desenvolvido no presente trabalho 

utilizando o ambiente MATLAB, conforme os desenvolvimentos apresentados no Capítulo .  

De imediato, pode-se notar uma boa proximidade entre as frequências naturais dos dois 

modelos lineares, permitindo, nesta fase, validar os procedimentos de modelagem do sistema 

dinâmico no regime linear. Isto pode ser confirmado pela análise do erro relativo definido na 
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Eq. (6.2) entre as frequências naturais obtidas dos modelos ANSYS e MATLAB, conforme 

mostrado na Fig. 6.3. 
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                                                                                           (6.2) 

 

sendo 
A
jf  e 

M
jf  são as frequências naturais em Hz dos modelos implementados em ANSYS e 

MATLAB, respectivamente.  

 

 

Figura 6.2 – Comparação das dez primeiras frequências naturais dos modelos lineares 
implementados em ANSYS e MATLAB. 

 

 

Figura 6.3 – Erro entre as frequências naturais dos modelos lineares implementados em 
ANSYS e MATLAB. 
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A diferença obitida em ambos os métodos se deve, essencialmente, aos tipos de 

elementos finitos utilizados em ambos os modelos, bem como aos métodos de integração 

utilizados.  

 

6.2. Verificação do modelo com não linearidades geométricas 

 

Para verificar o código próprio implementado em MATLAB para a análise de sistemas 

dinâmicos contendo não linearidades geométricas, conforme as etapas definidas na Fig. 2.4, o 

mesmo modelo de EF da Fig. 6.1 é considerado nesta aplicação. O interesse é comparar as 

respostas dinâmicas do sistema relativas ao mesmo nó de aplicação de uma força harmônica 

da forma,    tsinFt 0F , obtidas pelos modelos implementados em MATLAB e 

ANSYS, onde   e 0F  são, respectivamente, a frequência e a amplitude da força. Neste caso, 

para uma frequência da excitação constante de, Hzf 20 , próxima à primeira frequência 

natural do sistema no regime linear da Fig. 6.2, são consideradas as forças, NF 80   e 

NF 2000  . 

A Fig. 6.4 compara os resultados obtidos em termos do deslocamento transversal 

normalizado em relação à espessura, /w h , e da velocidade, wɺ , normalizados em relação à 

velocidade máxima, do mesmo ponto de aplicação da força indicado na Fig. 6.1, para ambos 

os modelos implementados em MATLAB e ANSYS. 

 

 
Figura 6.4 – Respostas temporais da placa fina com não linearidade geométrica para a 

condição de contorno bi-engastada: (a) NF 80  ; (b) NF 2000  . 
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Percebe-se que o modelo de placa fina não linear desenvolvido neste trabalho representa 

de forma satisfatória o comportamento não linear do sistema implementado no ANSYS, 

mesmo para níveis elevados da força externa, N200 . As pequenas diferenças observadas nas 

respostas temporais entre os dois modelos podem estar associadas ao algoritmo de integração 

temporal de Newmark melhorado que foi implementado neste trabalho, conforme a Fig. 2.4. 

Além disso, deve-se destacar que para níveis de não linearidades superiores a 3,5 ( 3,5w h ) 

as diferenças entre as respostas temporais dos modelos implementados em ANSYS e 

MATLAB se tornam bastante expressivas. 

A partir da análise do diagrama de fase para a força de, NF 80  , como mostrado na 

Fig. 6.5, pode-se constatar, sem dificuldades, que o sistema não linear possui comportamento 

linear.  

 

 

Figura 6.5 – Diagrama de fase (a) e FFT do sinal do deslocamento (b) para NF 80  . 

 
A Fig. 6.6 ilustra o diagrama de fase e a FFT do sinal do deslocamento para um nível de 

excitação harmônica de 0 200F N , evidenciando o comportamento não linear do sistema.  

 

 

Figura 6.6 – Diagrama de fase (a) e FFT do sinal do deslocamento (b) para NF 2000  . 
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Diante das Figs 6.5(b) verifica-se a presença de um único pico de ressonância em 

frequência na resposta FFT normalizada do sinal do deslocamento transversal. Já, para a força 

de, NF 2000  , a deformação observada no diagrama de fase da Fig. 6.6(a) permite concluir 

sobre a influência do efeito decorrente da não linearidade geométrica na dinâmica do sistema, 

alterando a sua condição de comportamento linear, como mostrado na resposta FFT 

normalizada da Fig. 6.6(b). Nota-se a presença de pelo menos três harmônicos, indicando uma 

predominância do comportamento não linear para o nível de força de, NF 2000  . 

A Fig. 6.7 mostra o resultado da aplicação do método do expoente de Lyapunov, para a 

análise da estabilidade do sistema dinâmico em relação à evolução dos efeitos das não 

linearidades geométricas em função do nível da força externa.  

 

 

Figura 6.7 – Análise de estabilidade da placa bi-engastada via Lyapunov. 

 

A partir da Fig. 6.7 é possível constatar a estabilidade do sistema dinâmico para um 

nível de excitiação externa, aproximadamente, de até 400N. Assim, diante da Fig. 6.7 pode-se 

estabelecer um domínio de validade (excitação não superior a 200N) para o estudo do sistema 

dinâmico no que diz respeito à sua estabilidade, especialmente, ainda pelo fato de levar-se em 

consideração a incorporação de incertezas ao modelo, o que certamente afetará tanto o efeito 

não linear quanto a estabilidade do sistema. 

Estabelecendo o domínio da validade para o nível de excitação não superior a 200N a 

Fig. 6.8 possibilita a análise da estabilidade por meio da seção de Poincaré em função do 
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comportamento não linear do sistema influenciado a partir de diferentes níveis de excitação 

harmônica, na faixa de interesse de análise do sistema.  

 

 

Figura 6.8 – Análise de estabilidade da placa bi-engastada conforme Poincaré. 

 

Mediante as Figs. 6.7 e 6.8 é possível constatar que o sistema dinâmico representado a 

placa fina em flexão da Fig. 6.1 opera em regime de estabilidade nos cenários de excitação 

investigados nesta aplicação. 

 

6.3. Redução de modelos para sistemas incorporando não linearidades discretas 

 

Nesta seção, será avaliada a eficiência do primeiro método de redução de modelos 

proposto neste trabalho, baseado na construção de uma base modal enriquecida com resíduos 

estáticos de primeira ordem associados aos esforços externos e de amortecimento presentes no 

sistema e dos esforços não lineares, conforme os desenvolvimentos apresentados na Seção 4.2 

do Capitulo V.  

Num primeiro momento, o interesse é realizar testes numéricos com o modelo de EF da 

placa sanduíche de três camadas bi-engastada mostrada na Fig. 6.9 a seguir, ainda no contexto 

linear, para verificar a eficiência da base de redução nominal, 0T , enriquecida com resíduos 

associados aos esforços externos e de amortecimento viscoelástico, conforme definidos na Eq. 
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(4.8). Detalhes do procedimento de modelagem por EF de placas sanduíches viscoelásticas 

podem ser encontrados em Lima (2007).  

As dimensões geométricas do modelo, o ponto de aplicação da excitação externa e de 

obtenção das respostas temporais também estão indicadas na Fig. 6.9. 

 

Figura 6.9 – Modelo de EF da placa sanduíche viscoelástica bi-engastada. 
 

A Tab. 6.2 apresenta as propriedades físicas de cada camada da placa sanduíche 

viscoelástica. Vale salientar que, uma vez que o comportamento dinâmico dos materiais 

viscoelásticos depende fortemente da frequência de excitação e da temperatura de operação 

do material (LIMA et al. 2015), será utilizado a expressão do módulo complexo do material 

viscoelástico ISD112 da 3M definida na Eq. (4.2) para avaliar o módulo de cisalhamento da 

camada central da placa sanduíche para uma dada condição de operação de interesse.  

 

Tabela 6.2 – Propriedades físicas e geométricas da placa sanduíche viscoelástica. 

Camadas 

Modulo de 

Elasticidade 
2E N m    

Densidade 
3kg m     

Espessura 

 h m  

Coeficiente  

de Poisson 
  

Estrutura-base 70 2700 1x10-3 0,30 
Viscoelástica Eq. (4.2) 950 254x10-6 0,49 

Restringente 70 2700 5x10-4 0,30 

Fonte: de Lima, et al, (2015) 

 

A Fig. 6.10 ilustra os resultados das respostas dos deslocamentos normalizados, 

  310Lw , para dois tipos de esforços: harmônico e impulso. 

 



72 

 
Figura 6.10 – Respostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referência e reduzido 

para as bases 1T  e 2T  - Sistema viscoelástico linear. 
 

Sendo os esforços: (i) uma força harmônica, sendo 76,47f Hz  a frequência da 

excitação escolhida próxima à primeira frequência natural do sistema conservativo associado 

(ver Seção 4.1, Capítulo V), obtida através da resolução do problema de autovalores definido 

pela Eq. (4.5), e NF 100  ; (ii) uma força do tipo impulso triangular como ilustrado na Fig. 

6.9. As simulações numéricas foram realizadas no intervalo de tempo de, 0 0 , 0,35    ft t s t s , 

com uma resolução constante de, 0,01 t ms . 

A Fig. 6.10 permite comparar, assim, os resultados obtidos em termos dos 

deslocamentos transversais normalizados para os sistemas de referência e reduzido para as 

duas condições de força externa e para as seguintes bases de redução: (i)  1 0T R  (19 

autovetores, 1 vetor residual calculados conforme a Eq. (4.6)); 0
2 0 v   T R R  (19 
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autovetores, 1 vetor residual obtido pela Eq. (4.6), 14 resíduos viscoelásticos, calculados 

conforme a Eq. (4.7)).  

Pela análise da Fig. 6.10 fica evidente a eficiência do procedimento de enriquecimento 

da base com resíduos estáticos dos esforços externos de amortecimento do sistema dinâmico 

linear para melhorar a aproximação da resposta dinâmica. 

Nesta aplicação envolvendo placas finas em flexão, a escolha da base modal inicial, 0 , 

está relacionada ao número de harmônicos que podem intervir a priori na resposta dinâmica 

do sistema. Por exemplo, se forem os harmônicos 1, 3 e 5 que intervém na resposta, a base, 0

, de vetores próprios de natureza de flexão deve conter os modos relativos às frequências 

superiores ou igual a 5 (cinco) vezes a frequência da excitação (primeiro harmônico). Para os 

modos de membrana, eles são normalmente associados a altas frequências, sendo, neste caso, 

difícil adotar um critério similar baseado na escolha a priori, de uma frequência de corte para 

a base inicial. Entretanto, pode-se adotar um critério a posteriori baseado na evolução do erro 

relativo entre as respostas dos modelos reduzido e completo. 

Na sequência, será considerada a mesma placa sanduíche viscoelástica semelhente a 

Fig. 6.9. Entretanto, ela será engastada em um dos bordos e sujeita a condições de contorno 

não lineares no bordo oposto. Tais condições de contorno são representadas aqui por molas 

discretas com características não lineares, atuando na direção transversal, como ilustrado na 

Fig. 6.11. Na mesma figura, são mostrados os pontos de aplicação da força e de obtenção da 

resposta dinâmica do sistema não linear no domínio do tempo. 

 

 

Figura 6.11 – Ilustração da placa sanduiche viscoelástica com molas não lineares. 

 

Como foi discutido na Seção 4.2 do Capítulo V, no contexto de uma modelagem por 

EF, o esforço exercido por uma mola com características não lineares pode ser representado 

pela Eq. (4.9), e a Eq. (4.10) e, representa o sistema de equações do movimento do sistema 
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dinâmico não linear contendo amortecimento viscoelástico a ser resolvido pelo processo de 

integração, cujas etapas estão definidas na Fig. 4.3.  

As simulações foram realizadas para os seguintes valores de parâmetros: coeficientes 

de rigidez linear e não linear de cada mola, mNk l 100  e 3910 mNk nl  ; frequência da 

força de excitação harmônica, Hzf 24 ; diferentes valores de amplitude da força, NF 300  , 

NF 500   e NF 1000  . O interesse é avaliar a eficiência das seguintes bases de redução: (i) 

0
2 0 v   T R R  (19 autovetores do sistema conservativo associado contendo tanto modos 

de flexão quanto modos de membrana, 1 resíduo estático da força externa, conforme a Eq. 

(4.6), 14 resíduos viscoelásticos, definidos pela Eq. (4.7); (ii)  3 2   ɶT T  (a base, 2T , e 11 

resíduos estáticos dos esforços não lineares, calculados a partir da Eq. (4.12). 

A Fig. 6.12 exibe uma precisão razoável entre as respostas dinâmicas obtidas para 

ambos os modelos completo e reduzido é obtida quando se utiliza a base de redução, 3T .  

Diante da exibição dos resultados observados na Fig. 6.12 é possível perceber que a 

precisão é menos satisfatória para o caso da base, 2T , permitindo concluir, assim para o caso 

de sistemas dinâmicos com não linearidades discretas e com amortecimento, a consideração 

dos resíduos estáticos associados às não linearidades discretas consiste em uma estratégia, 

bastante, interessante para a obtenção das respostas dinâmicas aproximadas.  

 

 

Figura 6.12 – Repostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referência e reduzido 

para as bases 2T  e 3T  e NF 300  - Sistema viscoelástico não linear. 

 
Entretanto, é importante salientar que esta técnica de redução de modelos de sistemas 

não lineares baseada no emprego de base modal enriquecidas possui a limitação quanto ao 
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nível de não linearidades discretas impostas ao sistema. Isto pode ser verificado pela análise 

dos resultados da Fig. 6.13 para níveis de não linearidades obtidos a partir do gradativo 

aumento da amplitude de excitação externa, sendo possível notar a dependência da capacidade 

preditiva da base em relação ao nível de não linearidade imposta ao sistema, por meio da 

amplitude de excitação externa, NF 500   e NF 1000  . Diante disso, quanto maior o nível 

de não linearidade menor é a precisão da aproximação. Isto mostra a degeneração da precisão 

da base modal enriquecida à medida que o nível de não linearidade se tornal elevado, 

implicando em uma necessidade de atualização dos resíduos conforme o efeito não linear 

evolui. 

 

 
Figura 6.13 – Respostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referência e reduzido 

para a base 3T , NF 500   e NF 1000  - Sistema viscoelástico não linear. 

 

6.4. Redução de modelos para sistemas com não linearidades geométricas. 

 
Nesta seção, será avaliada a nova base, ACMT , definida na Eq. (4.17) e com as etapas do 

processo de redução e integração do sistema de equações reduzidas descritas na Fig. 4.4, para 

sistemas com não linearidades geométricas.  

 

Figura 6.14 – Modelo de EF da placa fina de alumínio engastada-livre. 
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O modelo de EF a ser utilizado nesta aplicação é o mesmo apresentado na Fig. 6.1, mas 

para a condição de contorno engastada-livre e frequência de excitação constante igual a 

3f Hz , como ilustrado na Fig. 6.14. Nesta mesma figura está indicado o ponto de aplicação 

da força externa (do tipo harmônica) e de obtenção das respostas dinâmicas do sistema. 

A Fig. 6.15 exibe o deslocamento normalizado em relação à espessura da placa, a 

velocidade normalizada em relação à velocidade máxima e o diagrama de fase normalizado 

em ambos os eixos. 

 

 

 

 
Figura 6.15 – Repostas dos deslocamentos e velocidade, instantânea, dos sistemas completo e 

reduzido para a base, ACMT : (a) 0 0,05F N , (b) 0 0,1F N  e (c) NF 150  . 
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A Fig. 6.15 ilustra a evolução do efeito não linear a partir de diferentes níveis de 

excitação, a saber: 0 0,05F N , 0 0,1F N  e NF 150  , considerando a primeira base de 

transformação definida por  0ACM T R , contendo 20 autovetores do sistema conservativo 

associado, escolhidos nas proximidades da frequência natural de interesse (nesta caso a 

primeira) e um resíduo estático de primeira ordem relacionado à força de excitação unitária. 

De imediato, pode-se notar a grande eficiência da base, ACMT , proposta neste trabalho 

para aproximar as respostas dinâmicas de sistemas com não linearidades geométricas. Além 

disso, percebe-se que o método ACM se mostra eficaz tanto para os casos de comportamento 

linear, conforme a Fig 6.15(a) e (b), quanto para o caso em que o comportamento não linear, 

hw , se torna mais evidente, como mostrado na Fig. 6.15(c).  

Pela análise da Fig. 6.15(c) fica também evidente que a partir do momento em que o 

nível da força aumenta, levando a um nível de não linearidade geométrica,  hw , mais 

significante, a precisão do método de redução ACM diminui. Nestes casos, o instante de 

atualização da base ACM (caracterizadas pelos esforços não lineares,  XK ) não é 

suficientemente rica com informações sobre o estado (instantâneo) da estrutura. 

A Fig. 6.16 permite avaliar a eficiência do método ACM em termos do tempo de 

processamento relativo,   %ttt cACMr 100 , para a obtenção das respostas aproximadas 

via método ACM, ACMt , em comparação com o tempo para a obtenção das respostas do 

modelo completo, ct , para diferentes níveis de não linearidade. Nota-se que o ganho de tempo 

de cálculo em regiões predominantemente lineares do sistema não é relevante, sendo que, para 

alguns casos se torna até mesmo prejudicial. Porém, em faixas de operação não lineares o 

método ACM permite constatar um ganho computacional significativo da ordem de até 27% 

em relação ao tempo de cálculo do modelo completo.  

 

 
Figura 6.16 – Tempo de cálculo entre os sistemas completo e reduzido pelo método ACM. 
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Este ganho de tempo ocorre, principalmente, em regiões, predominantemente, não 

lineares do sistema e, se deve ao procedimento de atualização da base, ACMT . Esta 

atualização leva em conta a energia de deformação do sistema não linear, conforme a Eq. 

(4.18) e as etapas de integração mostradas na Fig. 4.4. Neste caso, o interesse é ajustar a base 

de redução no intuito de obter sempre um mínimo de vetores pelo processo de 

ortogonalização de Gram-Schmidt (KIRSCH, BOGOMOLNI e SHEINMAN, 2006) em 

conjunto com identicação dos modos dominantes, de forma que ruídos incorporados à base 

durante o processo possam ser atenuados, ou até eliminados. 

A Fig. 6.17 mostra a evolução da dimensão da base, ACMT , em função do tempo para

0 0,05NF   e 0 15NF  , sendo responsáveis pela predominância dos comportamentos linear e 

não linear do sistema, respectivamente. Pode-se notar maior variabilidade da base para o 

sistema no regime linear ( 0 0,05NF  ). Isto explica, em partes, o custo computacional elevado 

do método ACM neste regime de operação. 

Para o sistema com comportamento não linear ( 0 15NF  ), apesar de existir uma grande 

variabilidade do número de elementos da base ACM, percebe-se maior constância de uma 

mesma base ao longo do período analisado. Este é um dos fatores mais importantes que 

contribui para redução no tempo de processamento da resposta aproximada do sistema não 

linear. Este fato justifica a utilização do fator enérgico definido na Eq. (4.18) do Capitulo IV 

que estabelece a necessidade ou não da atualização da base redução durante o processo de 

integração temporal.  

 

 

Figura 6.17 – Evolução da base de redução ACM em função do tempo de integração. 
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Em contrapartida, é possível observar, a partir da Fig. 6.17, períodos temporais (quando 

o sistema possui comportamento linear) que a base de redução deve sofrer atualizações 

adivindas do calculo de energia de forma a adaptar para dimensões inferiores, ocasionando 

maior variabilidade em determinados lapsos temporais. Isto eleva tempo de processamento do 

sistema com comportamento linear utilizando a base adaptativa ACM em relação ao tempo de 

processamento do método completo. 

 

6.5. Sistemas não lineares estocásticos. 

 

Nesta seção, são apresentados alguns resultados das simulações que foram realizadas 

com o sistema não linear estocástico proposto neste trabalho. Apesar das propriedades físicas 

e mecânicas do modelo de EF parametrizado poderem ser assumidas como variáveis incertas 

para efeito de estudo da influência de pequenas perturbações nas variáveis de estado do 

sistema dinâmico, conforme discutido no Capitulo , nas simulações realizadas, somente a 

espessura da placa fina em grandes deslocamentos foi considerada incerta.  

 

6.5.1. Não linearidades geométricas 

 

Para verificar a estratégia de introdução de incertezas no modelo de EF do sistema com 

não linearidades geométricas, utiliza-se o mesmo modelo de EF da Fig. 6.1(a) com as mesmas 

propriedades físicas e geométricas (valores nominais), e as mesmas posições de aplicação da 

força externa e de obtenção da resposta dinâmica. Neste caso, a decomposição das matrizes de 

EF estocásticas, através do método KL, se deu até a décima ordem para representar a série 

definida na Eq. (3.1) do Capítulo , este fator de truncamento foi utilizado com base em 

trabalhos já disponíveis na literatura, como em Ribeiro e Lima (2015) e Rosa (2016). 

Num primeiro momento foi encontrado o número mínimo de amostras, an , necessário 

para se obter uma convergência razoável da resposta no tempo do sistema não linear. Para 

tanto, foi implementado o método de simulação Hyper Cubo Latino (HCL) que é uma 

variante do método de Monte Carlo (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN, 1981; 

PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999). A convergência da solução foi avaliada em 

termos do valor do erro quadrático médio entre o deslocamento médio, w , e o deslocamento 

de cada amostra,  w , conforme a seguinte equação: 
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 
2

1

1 an

i

ia

RMSD w w
n




                                                                                         (6.3) 

 

A Fig. 6.18 mostra que a partir de 200 amostras pode-se obter uma convergência 

razoável da resposta transversal do sistema para vários níveis de não linearidades. Portanto, 

este será o número de amostras a ser utilizado nas simulações que seguem. 

 

 

Figura 6.18 – Análise de convergência para dois níveis de força e incertezas na espessura da 
placa em grandes deslocamentos: (a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%. 

 

A Fig. 6.19 representa as dispersões da resposta transversal aleatória em termos dos 

valores médios e dos extremos estatísticos (valores máximos e mínimos) para os cenários de 

incertezas de 5% e 20% e, para os níveis de excitação de 8N e 200N.  

Em relação a Fig. 6.19, para ambos os níveis de não linearidade, pode-se constatar, 

sem dificuldades, à medida que o nível de incerteza (na espessura) aumenta de 5% para 20%, 

o envelope da solução também aumenta. Entretanto, nota-se maior influência das incertezas 

no comportamento linear, Fig. 6.19 (a) e (b) em comparação com o comportamento não linear 

Fig. 6.19 (c) e (d). Isto pode ser explicado pelo fato de que o parâmetro incerto afetar mais 

fortemente as matrizes de massa e rigidez do sistema conservativo (determinístico e 

estocástico), tendo em vista que tais fatores produzem contribuições de ordem cúbica nessas 

matrizes, o mesmo não ocorrendo no caso das matrizes de rigidezes não lineares. 

 

(a)

 

(b)

 

(c)

 

(d)
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Figura 6.19 – Envelopes das respostas transversais da placa com não linearidades 
geométricas: (a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%. 

 

A Fig. 6.20 os diagramas de fases normalizados nos dois eixos e, considerando dois 

níveis de excitação harmônica e incertezas associadas á espessura da placa, de forma que em 

ambos. De acordo com as Figs. 6.19 e 6.20 é possível verificar maior influência das incertezas 

para os cenários de comportamento lineares do sistema, pois em ambos os cenários de 

incertezas simulados as amplitudes maximais dos envelopes relativos ao comportamento 

linear (considerando um mesmo nível de força) são aproximadamente 11% e 28% superiores 

quando comparado aos envelopes com comportamento não linear. Novamente, convém 

mencionar, que isto está associado à origem das não linearidades geométricas modeladas 

neste trabalho. Como elas são advindas do acoplamento entre as deformações de flexão e 

membrana da placa fina, é de se esperar que, para obter mudança significativa no 

comportamento não linear da placa em grandes deslocamentos, uma mudança também 

significativa deverá ocorrer no parâmetro espessura. 
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w
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w
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Figura 6.20 – Diagramas de fase da placa estocástica com não linearidades geométricas:  
(a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%. 

  

 

A análise das Figs. 6.21 e 6.22 permite concluir sobre o comportamento do sistema 

não linear em regime de estabilidade para os níveis de força de 8N a 200N, e para as 

incertezas de 5%, 10% e 20%.  

 

  
Figura 6.21 – Expoentes de Lyapunov para a placa estocástica com não linearidades 

geométricas: (a) 5%; (b) 20%. 
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Conforme pode ser visto nas Figs. 6.21(b) e 6.22(b), apesar do sistema não linear não 

recair em regiões de instabilidade para os cenários de força e incertezas analisados nesta 

aplicação, observa-se uma contribuição significativa de ambos os parâmetros no sentido de 

levar o sistema não linear a regiões de instabilidade. 

Em função da impossibilidade de avaliação das respostas aleatórias do sistema não 

linear estocástico completo, tendo em vista o elevado custo computacional envolvido nas 

análises (alguns anos de simulação), nesta aplicação foi utilizado o modelo não linear 

estocástico reduzido através do método ACM. 

 

  
Figura 6.22 – Expoentes de Lyapunov para a placa estocástica com não linearidades 

geométricas: (a) 8N; (b) 200N. 
 

6.5.2. Não linearidades discretas 

 

Para o caso de aplicações com a placa fina estocástica incorporando não linearidades 

discretas, foi utilizado modelo discretizado em EF da placa fina mostrada na Fig. 6.23, com as 

respectivas condições de contorno.  

 

 

Figura 6.23 – Ilustração do modelo de EF da placa fina com não linearidades discretas.  
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Neste caso, a placa considera engastamento em um dos bordos e no bordo oposto, são 

aplicadas 26 (vinte e seis) molas com características não lineares para representar as 

condições de contorno não lineares, como já discutido na Seção 6.3 deste capítulo. Na mesma 

figura, são mostrados ainda os pontos de aplicação da força harmônica com frequência 

constante, 11 f Hz , e o ponto de obtenção das respostas dinâmicas aleatórias. Os valores 

nominais dos parâmetros que definem as molas não lineares são os mesmos assumidos na 

Seção 6.3, 100Nlk m  e 910 Nnlk m , e as propriedades físicas e geométricas da placa são 

as mesmas definidas na Tab. 6.1 da Seção 6.1, exceto para espessura considerada de 3,0 

[mm]. 

Da mesma forma que na seção anterior, num primeiro momento foi determinado o 

número mínimo de amostras necessárias para obter uma convergência razoável da resposta 

aleatória para dois valores de incerteza (5% e 20%) no parâmetro não linear das molas e dois 

níveis de força ou não linearidade (1N e 20N). Os resultados da Fig. 6.24 evidencia que, para 

esta aplicação do sistema estocástico com não linearidade discreta, o número mínimo de 

amostras para se chegar a uma convergência razoável é da ordem de 1000 amostras. Portanto, 

mais uma vez fica claro a necessidade de utilização dos métodos de redução propostos neste 

trabalho (modal enriquecido) para permitir as avaliações deste sistema nâo-linear estocástico 

na presença de incertezas. 

 

Figura 6.24 – Análise de convergência para dois níveis de força e incertezas na rigidez não 
linear das molas: (a) 1N, 5%; (b) 1N, 20%; (c) 20N, 5%; (d) 20N, 20%. 
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A Fig. 6.25 ilustra os envelopes das respostas aleatórias do sistema estocástico para as 

incertezas de 5% e 20% na rigidez não linear das molas e para o nível de excitação harmônica 

de 1N, buscando proporcionar o subsídio para analisar a influencia do fator de incerteza em 

relação ao comportamento linear do sistema.  

 

 

 
Figura 6.25– Envelopes das respostas transversais da placa com não linearidades discretas 

para uma força de 1N: (a) 5%; (b) 20%. 
 

A Fig. 6.26 mostra os envelopes dos diagramas de fase para níveis de incerteza de 5% e 

20% considerando a força de excitação harmônica com amplitude de 1N, esta figura visa 

mostra a configuração do comportamento linear do sistema. 
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Figura 6.26 – Diagramas de fase da placa estocástica com não linearidades discretas para a 
força de 1N: (a) 5%; (b) 20%. 

 

As Figs. 6.27 e 6.28 busca evidenciar os envelopes de respostas dos deslocamentos e 

diagrama de fase para os mesmos níveis de incerteza das Figs. 6.25 e 6.26, considerando o 

nível de excitação harmônica de 20N, de forma a caracterizar o comportamento não linear do 

sistema.  

 

 

Figura 6.27– Envelopes das respostas transversais da placa com não linearidades discretas 
para uma força de 20N: (a) 5%; (b) 20%. 
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Figura 6.28 – Diagramas de fase da placa estocástica com não linearidades discretas para a 
força de 20N: (a) 5%; (b) 20%. 

 
Os resultados evidenciam uma influência significativa das incertezas no parâmetro não 

linear sobre a resposta aleatória do sistema estocástico. Entretanto, os diagramas de fase da 

Fig. 6.28 ilustram o comportamento não linear do sistema a partir do nível de excitação 

aplicado, em contrapartida é possível observar na Fig. 6.28(b) uma singularidade no efeito 

não linear. Tal singularidade pode estar associada à influência que o fator incerto acarreta no 

sistema em comportamento não linear ou devido o sistema estar operando no cenário de 

instabilidade. Diante disso, é exposto na Fig. 6.29 os expoentes de Lyapunov do sistema 

considerando os níveis de incerteza de 5% e 20% para duas amplitudes de excitação 

harmônica, 1N e 20N.  

 

  
Figura 6.29 – Expoentes de Lyapunov para a placa estocástica com não linearidades discretas:  

(a) 1N, 5%; (b) 20N, 20%. 
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A Fig. 6.29(b) deixa evidente que o sistema opera em uma região limítrofe de 

estabilidade, contudo pode-se afirmar de acordo com o método do expoente Lyapunov que 

para as incertezas e níveis de excitações considerados o sistema possue comportamento 

estável. Isto mostra que a singularidade observada na Fig. 6.28(b) é decorrente da influência 

da incerteza no comportamento não linear do sistema. 

Diante disso, é possível afirmar que a rigidez não linear das molas produz influência 

direta na força não linear associada ao sistema dinâmico, conforme estabelece a Eq. 4.10, 

Seção 4.2, Capítulo IV. Porém, deve-se ressaltar que o cenário de incerteza refletido nas Figs. 

6.27(b) e 6.27(b) coloca o sistema em uma região limiar de estabilidade, como mostrado na 

Fig. 6.29(b). 

 



 

 

 

CAPÍTULO VII  

 

 

CONCLUSÕES GERAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS 

 

 

7.1. Resumo e avaliação. 

 

Este trabalho de tese representa uma contribuição aos métodos de redução de modelos 

para sistemas dinâmicos não lineares estocásticos com e sem amortecimento. As não 

linearidades investigadas neste trabalho foram as seguintes: (i) não linearidades geométricas, 

onde sistemas estruturais do tipo placas finas em grandes deslocamentos e rotações 

moderadas foram modeladas pelo método dos elementos finitos; (ii) não linearidades 

localizadas, onde molas discretas com características não lineares foram introduzidas em 

modelos de EF de sistemas dinâmicos para representar, por exemplo, condições de contorno 

mecânicas. Além disso, este trabalho é o resultado de uma parceria em pesquisa entre o 

Laboratório de Mecânica de Estruturas (LMEst) da Faculdade de Engenharia Mecânica da 

UFU e o Laboratoire de Mécanique Appliquée FEMTO-LMARC, em Besançon na França. 

Na primeira parte do trabalho, foram apresentadas as modelagens por elementos finitos 

determinística e estocástica de placas finas em grandes deslocamentos através da formulação 

da matriz de rigidez não linear tangente. Para a integração no domínio do tempo das equações 

dinâmicas dos sistemas não lineares determinísticos e estocásticos, foi utilizado o método de 

Newmark combinado com o Newton-Raphson, conforme mostrados, respectivamente, nas 

Figs. 2.4 e 3.1. Para melhorar a eficiência do método de integração, foram definidos critérios 

para avaliar a convergência e a estabilidade do sistema não linear. Neste caso, o uso do 

método de discretização de KL para a obtenção do sistema não linear estocástico é vista como 

uma das contribuições deste trabalho. 

Na sequência, foram propostos dois novos métodos de redução de modelos para lidar 

com sistemas dinâmicos não lineares determinísticos e/ou estocásticos, a saber: (i) o método 
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modal baseado na construção de bases enriquecidas com resíduos estáticos de primeira ordem 

associados aos esforços presentes no sistema dinâmico não linear (forças externas, forças de 

amortecimento, esforços não lineares, etc.), conforme descrito na Fig. 4.3; (ii) método das 

aproximações combinadas melhorado (ACM), através da construção de uma base de redução 

a ser atualizada constantemente durante o processo de integração, conforme um critério de 

energia de deformação utilizado para melhorar a eficiência do método de redução, 

principalmente para comportamentos altamente não lineares, como mostrado no diagrama da 

Fig. 4.4 (BELONSI et al. 2015). O uso de métodos de redução de bases adaptativas exige a 

representação das respostas do sistema dinâmico em termos de todos os gdl’s e reduzidos (e 

vise-versa) a partir da evolução da base, isso acarreta a utilização de uma transformação de 

base inversa. Diante disso, neste trabalho utilizou-se uma técnica de transformação de base 

inversa considerando os gdl’s reduzidos, isto também contribui com a diminuição do tempo 

de processamento do sistema. Além de serem, também, grandes contribuições deste trabalho, 

a redução de modelos é imprescindível para as análises numéricas dos sistemas não lineares 

estocásticos mais complexos de interesse industrial, onde um grande número de avaliações 

das equações do sistema são normalmente requeridadas para a obtenção dos envelopes das 

soluções. 

Os resultados das simulações numéricas apresentadas neste trabalho permitiram 

concluir, primeiramente, acerca da eficiência da metodologia de modelagem por EF de 

sistemas dinâmicos não lineares determinísticos e/ou estocásticos e dos métodos de redução 

de modelos de sistemas não lineares amortecidos ou não. Neste sentido, as principais 

conclusões foram: 

 

1) para sistemas viscoelásticos contendo não linearidades discretas, os resultados 

mostraram que, dependendo dos níveis de perturbações estruturais e não linearidades 

localizadas, a redução do sistema não linear amortecido empregando a base modal de Ritz 

enriquecida com resíduos dos esforços nãolineares e das forças de amortecimento pode não 

ser suficiente para aproximar as respostas dinâmicas dos sistemas não lineares. Neste caso, 

sugere-se a utilização de uma base adaptativa para considerar as perturbações locais para uma 

determinada faixa de operação do sistema (LIMA et al. 2015); 

2) foi constatado também que a eficiência da base adaptativa ACM proposta neste 

trabalho para sistemas contendo não linearidades geométricas é garantida para o seguinte 

nível de não linearidade geométrica, 3,5w h . Portanto, há que se considerar esta relação de 
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nãolinearidade que define o limite de aplicação do método ACM proposto aqui para reduzir 

sistemas não lineares em grandes deslocamentos; 

3) em termos do custo computacional de cálculo, pode-se concluir que para cenários 

predominantemente lineares do sistema não linear, o ganho de tempo com o uso da base 

adaptativa ACM é praticamente irrelevante. Porém, para faixas de operação não lineares dos 

sistemas, a base ACM leva a ganhos significativos da ordem de até 27%, dependendo da 

complexidade do sistema e do nível de não linearidade. Claro que para sistemas não lineares, 

o maior custo de cálculo está associado à avaliação da força não linear. Neste caso, o critério 

da energia de deformação do sistema e da avaliação da série de Taylor da natureza das 

modificações do sistema não linear propostos aqui se mostraram bastantes eficientes para 

verificar a necessidade ou não de atualização da base durante o processo de integração e 

redução, conforme a Fig. 4.4. Em resumo, isto permite acelerar o processo de redução e 

obtenção das aproximações; 

4) os modelos não lineares estocásticos reduzidos com a base ACM permitiram a 

obtenção dos envelopes das respostas dos sistemas não lineares na presença de incertezas na 

espessura. Neste caso, verifica-se maior influência das incertezas no cenário de 

predominância linear em relação ao predominantemente não linear. Isto pode ser explicado 

pela relação do parâmetro espessura no termo fonte das não linearidades geométricas 

(acoplamento entre flexão e membrana); 

5) já os modelos com nãolinearidades localizadas reduzidos através da base modal 

enriquecida com resíduos dos esforços não lineares, externos e de amortecimento, permitiram 

identificar uma maior influência das incertezas nos envelopes do cenário de predominância 

não linear em comparação com o cenário linear. Isto pode ser explicado pela dependência 

direta da força não linear em relação ao parâmetro aleatório; 

 

7.2. Sugestões de trabalhos futuros. 

 

Este trabalho de tese proporcionou a idealização de inúmeros outros trabalhos 

relacionados, que podem dar continuidade ao já realizado. Alguns dos principais temas são 

listados abaixo: 

1) extensão da modelagem por elementos finitos de placas finas para o caso de placas 

espessas e placas sanduíches viscoelásticas contendo não linearidades geométricas e na 

presença de incertezas paramétricas; 
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2) verificação da eficiência do método de redução de modelos ACM: (i) para lidar com 

sistemas dinâmicos não lineares de grande porte de interesse industrial, como painéis 

aeronáuticos em grandes deslocamentos; (ii) sistemas aeroelásticos não lineares; 

3) emprego do método multimodal de Galerkin combinado com o método do balanço 

harmônico para a obtenção das respostas dinâmicas de sistemas não lineares no domínio da 

frequência; 

4) emprego de técnicas de otimização multiobjetivo combinadas com o método ACM 

para sistemas não lineares na presença de incertezas paramétricas com vistas à obtenção de 

um projeto robusto de sistemas não lineares em geral; 

5) avaliar a influência nos sistemas dinâmicos não lineares estocásticos a partir do fator 

de truncamento e do tipo de função de covariância estabelecidos via método KL no 

desenvolvimento da série de Taylor para a obtenção das auto-funções e autovalores; 

6) estabelecimento de um critério para avaliar a necessidade ou não do cálculo dos 

deslocamentos instantâneos do sistema não linear durante a integração, para fins de 

estabelecer regiões de linearidades do sistema (caso existam) de forma a evitar a atualização 

das matrizes de rigidez não lineares em todos os instantes de tempo; 

7) avaliar a possibilidade de utilizar uma Unidade de Processamento Gráfico (GPU) de 

forma a obter as respostas dos sistemas estocásticos reduzidos em domínio temporal. 
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ANEXO A 

 

 

MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTARES 

 

 

Ao utilizar o MEF para a modelagem de uma estrutura, deve-se interpolar a sua 

geometria, ou seja, as coordenadas dos pontos, assim como as variáveis ou os campos 

espaciais a serem calculados. Assim, aplicam-se as funções de interpolação ou funções de 

forma para as aproximações desses campos. Considere o elemento retangular de placa da Fig. 

A.1 nos sistemas de coordenadas global e local. 

 

 

Figura A.1 – Transformação de coordenada entre o sistema global (x,y) e local (#, 0) para 
elementos retangulares 

 

O sistema cartesiano Oxy é denominado de sistema de referência global e o O#0 é o 

local. A vantagem de se utilizar um sistema local está relacionada à mudança dos limites de 

integração nas expressões para o cálculo das matrizes elementares de massa e rigidez do 

sistema.  

As expressões para o cálculo das matrizes de rigidez do elemento finito não linear de 

placa fina, definidas na Eq. (2.25), envolvem derivadas das funções de forma em relação às 



 
 

coordenadas globais x e y. Entretanto, pode-se realizar a integração dessas matrizes no sistema 

de referência local via emprego da matriz Jacobiana,  J , de transformação da seguinte 

forma: 
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