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BELONSI, M.H., Contribuicao aos Métodos de Reducao de Modelos de Sistemas
Dinamicos Nao Lineares Estocasticos, 2017. Tese de doutorado, Universidade Federal

de Uberlandia, Uberlandia, Brasil.

Resumo

Este trabalho enfoca os procedimentos de modelagem por elementos finitos deterministicos e
estocasticos de sistemas estruturais do tipo placas finas sujeitas a ndo linearidades distribuidas
e discretas na presenga de incertezas. Neste caso, o método de Newmark ndo linear
combinado com o método de Newton-Raphson foi utilizado para resolugdo direta das
equagoes do movimento e obtencdo dos envelopes das respostas no tempo dos sistemas nao
lineares. Com o objetivo de reduzir o esfor¢o computacional requerido para resolver os
problemas nao lineares, especialmente para os casos envolvendo a presenca de incertezas, foi
proposto o método modal enriquecido e o método das aproximagdes combinadas melhorado.
No que diz respeito a consideracdo da inser¢ao de incertezas no modelo deterministico optou-
se pela construcdo de um modelo estocasticos do sistema com ndo linearidades distribuidas,
utilizando-se para isto da técnica de discretizagdo de campos aleatorios de Karhunen-Loeve
para sistemas bi-dimensionais. J4, para a obtencdo das respostas dindmicas aleatorias, foi
utilizado o método de simulagdo Hyper-Cubo-Latino. Através dos varios exemplos de
simulagdes com estruturas do tipo placas finas ndo amortecidas e amortecidas sujeitas a
diferentes niveis de forca e condi¢des de contorno, pode-se ilustrar os desenvolvimentos
abordados ao longo deste trabalho. Em particular, pode-se concluir sobre a eficiéncia e
necessidade da utilizacdo de métodos de reducao para a avaliagdo dindmica de sistemas nao
lineares, principalmente para sistemas ndo lineares mais complexos ou na presenca de
incertezas. Por fim, deve-se salientar a importancia de se considerar as incertezas na andlise e
no projeto de sistemas nao lineares para lidar com situacdes mais realisticas de interesse

pratico.

Palavras-chave: Sistemas ndo lineares, redugcdo de modelos, incertezas paramétricas,

elementos finitos estocasticos.
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BELONSI, M. H., Contribution to the Reduction Methods Applied to Nonlinear Dynamic

Stochastic Systems, 2017. Doctor of Thesis, Federal University of Uberlandia, Brazil.

Abstract

This work is devoted to the deterministic and stochastic finite element modeling of thin flat
plates under large displacements and subjected to geometric and discrete non-linearities. In
order to solve the resulting non-linear equations of motion in the time-domain, the non-linear
Newmark strategy combined with the Newton-Raphson method has been used herein. With
the aim of reducing the computational cost required to solve the non-linear problems,
especially for the cases in which the uncertainties are considered, the modal method based on
the construction of an enriched reduction basis and an improved version of the combined
approximations technique have been retained in the present study. With regard to the insertion
of uncertainties in the deterministic model opted by the construction of a stochastic model of
the system with no distributed linearity, using for this the Karhunen-Lo¢ve expansion
technique in bi-dimensional form. In order to generate the envelopes of the dynamic
responses of the non-linear systems in time-domain, it has been used the so-called Hyper-
Cube-Latino. Based on the numerical simulations with plate structures subjected to various
levels of excitation and boundary conditions it is possible to illustrate the methodology
presented in this work. In particular, it can be concluded about the efficiency and necessity of
performing efficient and accurate model reduction methods to deal with non-linear systems.
Finally, it is also important to discuss about the interest in considering uncertainties in the
analysis and design of non-linear systems in order to deal with more realistic non-linear

situations.

Keywords: Non-linear systems, reduction methods, parametric uncertainties, stochastic finite

element method.
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CAPITULO |

INTRODUGAO

1.1. Contexto do estudo

Este trabalho de tese esta inserido no contexto das tematicas de pesquisa que vem sendo
desenvolvidas no Laboratorio de Mecanica de Estruturas (LMEst), da Faculdade de
Engenharia Mecanica (FEMEC), da Universidade Federal de Uberlandia (UFU), que trata da
modelagem deterministica e estocastica ¢ reducao de modelos de sistemas nao lineares

para o controle de vibracoes e ruido.

Nesse sentido, durante as etapas de investigagdo dindmica de sistemas mecanicos envolvendo a
concepgao, projeto, analise e teste pressupde aplicagdo de procedimentos de modelagem matematica e
implementacdo computacional para predizer os niveis de vibragdes nestes sistemas. Diante disso, os
trabalhos de Duvaut e Lions (1972) , Jiang, Pierre € Shaw (2005), Ohayon (2006) dentre outos que
tratam do estudo de vibragdes em sistemas mecanicos visam considerar muitas vezes os sistemas
mecanicos somente em comportamento linear, de forma a delimitar regides de operagao para os sistemas
de forma que os efeitos das vibragdes mecanicas ndo sejam suficientemente elevado a fim de produzir
nestes sistemas os efeitos ndo lineares.

Apesar de existirem trabalhos dedicados ao estudo de vibragdes em sistemas mecénicos deve-se
levar em consideragdo que a tendéncia cada vez maior de utilizacdo de estruturas mais extensas € leves e
do aumento consideravel da velocidade de operacdo das maquinas e equipamentos, agravam
sobremaneira os problemas de vibragdo e ruido, de forma observar o surgimento de fendmenos que nao
obedecem a uma relagao linear entre os fatores de causa e efeito, delineando a ocorréncia dos fendmenos
nao lineres, neste caso pode-se mencionar o trabalho de Lima et al. (2015).

Nestas situagdes, os fendmenos ndo lineares que sdo, muitas vezes, correntes nestes sistemas,

sendo o comportamento linear de tal sorte, uma excecdo (GERGES, 2013; LIMA ef al. 2015). Além



disso, a caracteristica potencialmente imprevisivel de um sistema dindmico nao linear pode leva-lo com
mais facilidade a uma falha catastrofica (CASTILLO e CRUCHAGA, 2012). Por exemplo, na
industria aerondutica, os movimentos ndo lineares podem ter graves consequéncias sobre a vida util de
componentes estruturais como fuselagens e asas. J& no setor automobilistico, os sistemas de freio e
suspensdo do motor possuem inerentemente um comportamento ndo linear. Diante disso, uma das
diretrizes desse trabalho consiste na consideragao do efeito ndo linear nos sistemas mecanicos.

Nesse sentido, as ndo linearidades podem apresentar-se sob diversas formas em um
sistema dinamico, por exemplo elas podem ter origem geométrica, no comportamento do
material, podem estar associadas a presenca de esforcos ndo lineares, ou ainda, devido as
condi¢des de contorno mecanicas € a jungdo entre as pegas de uma estrutura. Assim, no que
diz respeito as nao linearidades geométricas, elas estdo associadas ao movimento do sistema,
podendo ser causadas por grandes deslocamentos e rotagdes (SAVI, 2006), podendo ser
caracterizadas de natureza local ou global. Nos dois casos, o comportamento nio linear pode
se manifestar como resultado do deslocamento aplicado.

Por outro lado, as nao linearidades locais aparecem em pontos particulares de uma
estrutura e a relagdo entre o esfor¢o e o deslocamento ¢ normalmente modelada por um
polindmio de ordem dois ou trés. Um exemplo classico ¢ o oscilador de Duffing ilustrado na
Fig. 1.1. Neste sistema de um grau de liberdade, o termo ndo linear esta associado a uma
rigidez que assume comportamento linear para pequenos deslocamentos e nao linear a medida

que os deslocamentos aumentam (SAVI, 2006).

Figura 1.1 — Ilustracao de um sistema de um grau de liberdade com a presenca de forga
restauradora ndo linear (adaptado de Savi (2006)).

As ndo linearidades geométricas sdo geralmente causadas por grandes deslocamentos e
tém origem na energia de deformacao da estrutura. Assim, este trabalho considera estudar o
comportamento de sistemas mecanicos ndo lineares focando, especialmente, apenas os tipos

de ndo linearidades geométricas e localizadas.



Conforme mencionado, inimeras, formula¢des matematicas consideram as relagoes de
deformacdo e deslocamento lineares. No entanto, quando estas deformagdes se tornam
maiores devido ao processo de carregamento, esta consideracdo ja nao fornece bons
resultados, sendo necessaria a utilizagdo de teorias que levam em consideragdo as relagdes
ndo lineares advindas do acoplamento entre os efeitos de membrana e flexdo, em especial, no
que diz respeito a estruturas composta por placas finas em grandes deslocamentos,
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000).

Assim, considerando o tipo de ndo linearidade existem trabalhos que tratam dos estudos
dos fendmenos nao lineares em sistemas mecanicos como em Touzé e Amabili (2006) no que
diz respeito a ndo linearidades geométricas e Krifa et al. (2017) focando ndo linearidades
localizadas, com destaque para Gerges (2013) que focou o estudo de ambos os tipo de ndo
linearidades. Assim, apesar de ja existirem estudos de sistemas dindmicos incorporando nao
linearidades geométricas e localizadas nenhum deles considera a inser¢do de incertezas
paraméticas ou ndo as estruturas mecanicas, sendo esta uma das principais contribui¢des deste
trabalho.

E importante destacar que além do reconhecimento do tipo de ndo linearidade presente
em um sistema dindmico, ¢ importante conhecer as ferramentas a serem empregadas na
analise de tais sistemas. Por exemplo, Worden e Thomlinson (2001) mostram algumas
caracteristicas inerentes a sistemas ndo lineares como a ndo aplicagdo do principio da
superposi¢cdo pelo fato da possibilidade de ocorrer distor¢des harmoénicas que devem ser
analisadas tanto no que diz respeito ao deslocamento, quanto na velocidade e aceleragao.

Os trabalhos de Savi (2006), Thompson e Stewart (1986) e Purcina (2016) mostram,
respectivamente, as ferramentas normalmente utilizadas para a analise e o reconhecimento de
possiveis nao linearidades em um sistema e, as possiveis conclusdes e interpretagdes que
podem ser obtidas através de analises qualitativas de curvas integrais, trajetorias, Orbitas e
diagramas de fase.

Nesse sentido, de posse das informagdes dos tipos de ndo linearidades presentes no
sistema dinamico deve-se obter a modelagem das equagdes do movimento de forma a
possibilitar 0 uso de uma técnica numérica de resolucdo das equacdes do movimento.
Atualmente, uma técnica numérica bastante difundida para a modelagem de sistemas
dinamicos ¢ sem duvidas o método dos elementos finitos (MEF). Entretanto, dependendo da
complexidade dos sistemas dinamicos nao lineares, um dos principais inconvenientes do MEF

passa a ser o custo computacional envolvido no calculo das respostas do sistema dindmico



ndo linear. Soma-se a isto o fato de que, para tais sistemas, ha que se considerar a capacidade
de armazenamento em memoria das matrizes de EF lineares e nao lineares durante o processo
de integragdo, conforme sua discretizacao em relacao ao dominio espacial (LIMA et al. 2015;
GERGES, 2013).

Diante disso, considerando, ainda o grande apelo industrial associado a estes sistemas
dinamicos este custo computacional tende a ser agravado substancialmente. Por fim, o
comportamento ndo linear necessita de uma avaliagdo do esforco nao linear a cada avaliagao
temporal (pois os esforcos nao lineares dependem diretamente dos deslocamentos
instantaneos), o que agrava ainda mais o problema do custo computacional envolvido nas
analises (BELONSI et al. 2015; FONSECA Jr., 2016). Portanto, objetivando diminuir o custo
de célculo, a reducao de modelos adaptada a sistemas nao lineares através do emprego de
bases de redu¢ao se mostra uma alternativa bastante interessante.

A reducdo de modelos de sistemas dinamicos vem, sobretudo potencializar o calculo
das respostas dos sistemas dindmicos ndo lineares em especial no que tange aos sistemas
dinamicos de interesse industrial, pois neste casos fontes de incerteza podem estar associadas
tanto ao processo de fabricacdo quanto de operagao. Nesse sentido Gerges (2013) apresentou
resultados interessantes ao propor em seu trabalho métodos de reducdo para a resolucao de
sistemas ndo lineares incorporando nao linearidades geométricas e localizadas, porém em seu
trabalho ndo considera a insercdo de incertezas nas estruturas mecanicas modeladas para fins
de produzir modelos de sistemsa mecanicos mais adaptados mais precisos e¢ adaptados a
realidade.

Assim, outro aspecto importante que deve ser considerado durante a modelagem de
sistemas dindmicos ¢ o tratamento de incertezas nos modelos de EF, uma vez que as mesmas
podem influenciar sobremaneira no desempenho, na durabilidade, na segurangca e no
atendimento aos requisitos de projeto (KOROISHI ef al. 2012; MATTHIES et al. 1997).

No contexto do presente trabalho, a ferremanta utilizada para a inser¢do de incertezas ao
modelo dinamico de placa fina incorporando ndo linearidade geométrica, foi o Método dos
Elementos Finitos Estocasticos (Stochastic Finite Element Method - SFEM) (GHANEM E
SPANOS, 1991), o qual se caracteriza por meio da extensdo da abordagem deterministica do
método dos elementos finitos classico para o contexto estocastico, ou seja, para a solucao de
problemas estocasticos (estatico e/ou dindmico), cujos parametros de projeto sdo aleatorios.

Entretanto, poucos sdo os trabalhos que tratam da introducao de incertezas em modelos

de EF de sistemas nao linecares (BORGES, LIMA ¢ STEFFEN JR., 2010; CUNHA ¢



SAMPAIO, 2014), a fim de mensurar a influéncia de pequenas variagdes nos pardmetros de
projeto com vistas a uma representagao mais realistica do problema nao linear. Desta forma, o
SFEM possibilita uma combinagdo da analise de sistemas ndo lineares por elementos finitos e
a andlise estatistica (LIMA et al. 2010).

Diante disso, o estudo proposto nesta tese foi realizado com o objetivo de responder

principalmente as seguintes, necessidades enumeradas:

J Proposi¢do de uma modelagem por elementos finitos de sistemas estruturais do
tipo placas finas sujeitas a ndo linearidades geométricas e/ou localizadas e para
condi¢des gerais de carregamento e de condi¢des de contorno. Neste caso, 0s
modelos ndo lineares devem ser capazes de representar as vibragdes lineares e
nao lineares do sistema, dependendo do carregamento e das condi¢des de
contorno, visando sua aplicagdo em situagdes mais realisticas de interesse
industrial. E importante salientar que mesmo sendo observado na literatura
trabalhos sobre vibra¢des ndo lineares de sistemas estruturais do tipo placas,
uma pequena contribuicdlo com o desenvolvimento desta etapa foi a
implementagdo de critérios de avaliagdo da estabilidade e convergéncia no
método de integragdo de Newmark em conjunto com o método de Newton-

Raphson;

o A necessidade de avaliacdo rapida e eficiente do comportamento dindmico dos
sistemas lineares e/ou nao lineares. Para tanto, duas técnicas de reducado de
modelos bem adaptadas a sistemas nao lineares amortecidos ou ndo foram
propostas nesta tese na tentativa de reduzir o esfor¢o computacional necessario a
obtencdo das respostas vibratérias. Estas sdo consideradas grandes contribuicdes

do trabalho;

° Extensdo da teoria dos elementos finitos estocasticos, inicialmente desenvolvida
para os elementos elasticos e lineares, para o caso de placas nao lineares
estocasticas, que permitem ndo somente identificar os limites da modelagem por
EF deterministica do sistema ndo linear, mas também a influéncia de variaveis
incertas nas respostas dindmicas dos sistemas linear € ndo linear. Esta, também ¢

considerada uma grande contribuicao deste trabalho.



1.2. Conteuido da tese.

Além deste capitulo introdutorio, o presente trabalho de tese ¢ composto, ainda, pelos
seguintes capitulos:

O Capitulo II ¢ dedicado a modelagem por EF de placas finas em grandes
deslocamentos. Neste caso, ¢ utilizado o tensor de segunda ordem de Green-Lagrange para
obter os campos de deformagdes em fungdo dos campos de deslocamentos globais da placa
fina em flexdo e da expressdo do deslocamento de um ponto material conforme pode ser
observado na mecanica do continuo (MARVERN, 1969). Isto permite caracterizar os efeitos
linear e nao linear do sistema de forma separada, sendo que o efeito ndo linear esta associado
ao acoplamento entre os efeitos de membrana e flexdo. Neste capitulo, ¢ mostrada também a
técnica de resolucdo numérica das equagdes do movimento do sistema ndo linear empregando
o método de Newmark combinado com o método de Newton-Raphson.

No Capitulo IIl ¢ apresenta a extensdo da modelagem deterministica para o caso
estocastico de placas finas em grandes deslocamentos. O interesse ¢ dispor de uma
modelagem que permita o projeto e a analise do sistema dindmico ndo linear na presenga de
incertezas em parametros fisicos e/ou geométricos que influem na sua dindmica. Neste
trabalho, optou-se pela expansao de Karhunen-Lo¢ve para a obtencdo das matrizes de rigidez
linear e ndo linear do sistema estocastico através de modificagcdes do processo de integragdo
das matrizes.

O Capitulo IV apresenta os métodos de reducao propostos neste trabalho para lidar com
sistemas dinamicos nao lineares. O método de reducdo modal enriquecido com residuos
estaticos de primeira ordem associados aos esforcos presentes na estrutura ¢ o primeiro a ser
utilizado, ja o segundo ¢ o método de redugdo utilizando base adaptativa tendo como foco o
método das aproximagdes combinadas proposto por Kirch e Liu (1995).

O Capitulo V faz uma breve revisdo sobre as ferramentas de analise de sistemas
dindmicos nao lineares como o uso da transformada de Fourier para a identificagdo de nao
linearidades em sistemas dindmicos. Além disso, para a andlise de estabilidade, a Secdo de
Poincaré e os expoentes de Lyapunov sdo apresentados para a andlise de sistemas dinamicos
nao lineares, no que diz respeito tanto a ndo periodicidade (Poincaré) quanto a sensibilidade
(Lyapunov). Ainda neste capitulo ¢ mostrado aplicagdes de tais métodos em um sistema

mecanico simples de um grau de liberdade.



No Capitulo VI sdo apresentados os resultados das simula¢des numéricas realizadas
com o objetivo de avaliar a eficiéncia dos procedimentos de modelagem dos sistemas nao
lineares deterministicos e estocasticos e dos métodos de redugao dos sistemas nao lineares.

Finalmente, no Capitulo VII sdo apresentadas as conclusdes gerais e as perspectivas de

trabalhos futuros.



CAPITULO II

MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE PLACAS FINAS EM GRANDES
DESLOCAMENTOS

Este capitulo apresenta a teoria geral de elementos finitos do problema ndo linear de
placas finas sujeitas a grandes deslocamentos, baseados nos desenvolvimentos de Zienkiewicz
e Taylor (2000) e Gerges (2013). Neste caso, as hipoteses assumidas sdo validas para o
dominio elastico e isotropico, onde as rotacdes assumidas sao moderadas. Na pratica, este tipo
de comportamento ¢ observado quando o deslocamento transversal da placa fina ultrapassa o

valor de sua espessura.

2.1. Relagdes deformagoes-deslocamentos para a placa em grandes deslocamentos

Placas sdo estruturas frequentemente utilizadas na concepcao de diversos sistemas em
engenharia tais como carcagas de automoveis, fuselagens e asas de aeronaves, compressores
de refrigeracdo, instrumentos musicais de percussdo, etc. (GERGES, 2013). Entretanto, uma
vez que sdo bastante sensiveis as vibragdes, quanto mais fina a placa, mais suscetivel a
presenga de fendmenos ndo lineares, tais como as ndo linearidades geométricas
(ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000). Diante disso, Zienkiewics e Taylor (2000) estabelecem
considerar uma placa fina utilizando a métrica da espessura em relagdao as outras dimensoes,
neste caso a métrica estabelecida ¢ de 1 para 20, ou seja, a medida da espessura ¢ 20 (vinte)
vezes inferior ao comprimento (ou largura) da placa.

Considerando a placa fina conforme ilustrada na Fig. 2.1, neste caso esta placa estara
sujeita a carregementos transversais dos quais produzem grandes deslocamentos, ou seja,
relagdo deslocamentos transversais/espessura superiores a um. Nesta configuragdo a teoria

utilizada neste trabalho toma por base a teoria de placas finas em grandes deslocamentos



desenvolvida por von Karmén, onde sdo assumidas as seguintes hipoteses de Kirchhoff-Love
(TIMOSHENKO, 1959): (i) material elastico, homogéneo e isotropico; (ii) o plano médio ¢
inicialmente plano; (iii) as se¢des normais ao plano médio permanecem normais apds a flexao
(o cisalhamento transversal ¢ negligenciavel). Além disso, a tensdo na dire¢do normal ao

plano médio, o,,, ¢ muito pequena quando comparada com as tensdes 0., € 0,,, assim,

vy
0,, = 0.

W

Fe-
’

Vv i .’:"“““"".“.""'"":
y h -] ' Plano médio Q,,

Figura 2.1 — Ilustracao da placa fina.

A titulo de ilustragdo, a Fig. 2.2 mostra as rotagdes de um ponto qualquer P(x, y,z) da
placa fina apds a flexdo. Portanto, uma vez mantidas as hipoteses de Kirchhoff-Love, pode-se
escrever os campos de deslocamentos de um ponto qualquer, P(x, y,Z), da placa fina da

seguinte forma:

u(x, y,t) w, (x,y,t)
U(x,y,z,t)z v(x,y,t) -z wy(x,y,t) (2.1)
w(x,y,t) 0

onde u(x, y,t) e v(x, y,l‘) sdo os deslocamentos longitudinais da projecdo de P(x, y,z) sobre

o plano médio da placa, e M{x, Y, t) representa o deslocamento transversal.
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Figura 2.2 — Rotagdes da placa apos a deformacao (Adaptado de Dinis (2002)).

Uma vez que o sistema dindmico sera submetido a carregamentos que podem levar a
grandes deslocamentos (ndo linearidades geométricas), sera considerado o seguinte tensor de

Green-Lagrange de 2* ordem para obter as relagdes entre as deformagdes e os deslocamentos:

_1fau,  au,  ou, oU, 2.2)
oX, oX, oX, oX,

u - 2
A partir do campo de deslocamentos da Eq. (2.1), da hipotese de pequenas deformagdes
e rotacdes moderadas, ¢ possivel entdo obter as relagdes deformacdes-deslocamentos para o

estado plano de tensdes:

E" E/ E°
——
Exx ux Wxx (Wx)2
2
E=1Ey =1 u, [=2w, (+ (o, ) 2.3)
E, u,+v, 2w, 2wow,

sendo e, =0e/0x, o =0e/dy, o =0"e/dx*, o =0>e/3y> € o =0%e/oxdy. Como sdo
consideradas rotagdes moderadas na expressao, Eq. (2.3), foi desconsiderado todos os termos

contendo z”. Além disso, segundo as hipoteses de Kirchhoff-Love tem-se que, Wy, =W,
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Na Eq. (2.3), o termo E™ ¢ o vetor das deformagdes do efeito de membrana, E/ =zK”/
sdo as deformagdes de flexdo e E“¢é o vetor das deformagdes ndo lineares que traduz o
acoplamento membrana-flexao no plano médio da placa.

E importante salientar que o termo E“ ndo aparece no caso de vibragdes lineares e os
problemas de flexdo e membrana sdo resolvidos de forma independente. Ja para o caso de
vibragdes ndo lineares, a influéncia do acoplamento entre ambos os efeitos deve ser levada em

conta nas analises dindmicas.

2.2. Principio do trabalho virtual

Considerando a formulacgdo variacional, pode-se escrever o principio do trabalho virtual

entre dois instantes quaisquer ¢, e ¢, da seguinte forma (GERGES, 2013):

o = §J£(U0 +T,)dt=0 (2.4)

fo

sendo U,=U,,, +U

o € @ energia potencial total composta pela energia de deformagéo

mecanica, U, , € pela energia potencial dos esforgos externos, U

o » 1o € @ energia cinética.

Essas energias sdo calculadas como segue:

1 o
Ty=> j oUTUdV (2.5a)
14

U,=U

pot

+L j ESdV (2.5b)
2 14

sendo § ¢ o tensor tensdo de segunda ordem de Piola-Kirchhoff (SZILARD, 1974).
Portanto, levando-se em conta as relagoes Eq. (2.1), (2.2) e (2.5), o principio do trabalho

virtual Eq. (2.4) pode ser reescrito como segue,

A=[(SE" +SE°) Sdv-[(6K') 284V +d1,, -1, =0 (2.62)
4 14
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ou ainda sob a seguinte forma:

1= [(8E" +SE* ) T7ds - [(ox ) Mds+ e

N N

~dl1,, =0 (2.6b)

ine

1 . 1
sendo I, :55-[ pU'UdV e o1, :—55IU0dV os trabalhos virtuais associados as
Vv

14

h/2
energias cinética e potencial, respectivamente, 77 = J Sdz ¢ o vetor dos esfor¢os cortantes
—h/2
h/2
e M/ =— szdz ¢ o vetor dos momentos de flexdo.
—h/2

A partir da lei do comportamento do material elastico e isotropico,

{T”;}Z{Dm 0fHEm +fEC} @7
M 0 D K

I v 0
W
de forma que D" =1Eh2 v 1 0 e D :ED , pode-se entdo escrever a
“lo o (1-v)2

expressao do principio do trabalho virtual a ser discretizada em elementos finitos:

o =[(oe" +oecf p"(E" + EJas + [ (k' | D/ K'as +e11,,, - 11, =0 (2.3)
S

N

2.3. Discretizagao pelo método dos elementos finitos (MEF)

Nesta secdo, serd apresentada a formulacdo das matrizes elementares de massa e
rigidezes do elemento finito de placa fina na presenga de ndo linearidades geométricas. Para

isto, tem-se como ponto de partida a formulagdo variacional Eq. (2.8) do problema que admite
trés variaveis variacionais independentes, (u, v, W), j4 que as rotacdes sdo obtidas através da

derivagao espacial do campo de deslocamento transversal, w.
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Neste trabalho, sera adotado um elemento de placa plana formado por quatro nds e
cinco graus de liberdade (gdl’s) por nd, a saber: os gdl’s de translagao, (U i,Vi,Wi), e os gdl’s
de rotagdes, (0;,9}{ ), com (i =la 4), como ilustrado na Fig. 2.3. Portanto, pode-se escrever

as aproximacoes dos campos de deslocamentos da seguinte forma:

~

=
=
=
~
N
2
—
=
<
N
S < G
~

~ 7 N

w(x,y,t) 0 0 N" (x,y) N‘gi‘(x,y) N‘gi‘(x,y)

)
)
t) (2.9a)
)
)

2.2

~

ou ainda, de forma simplificada,

U
u)] [N O 0 0 0 ||V
vi=zlo N 0 o o |{w (2.9b)
wl o 0 N” N% N*|[|O

0,

sendo N(x,y):[l Xy xy] e Nw(x,y)z[l xyxtxy Yy X ¥yt Yy Xy’ as
funcdes de interpolagdo (ou fungdes de forma) adotadas para aproximar os campos de

deslocamentos longitudinais, (u,v), e transversal, w, respectivamente. Neste caso,

Ng"(x,y)zﬁNW/ﬁx e Ngy(x,y)zaN”’/ay.

i -i—-
S S y ’\-" AW
_ - g3 Ve
-~ T— BT .
wi - - I - gx
1 T ;4’/ - -‘fHP‘h
Oy | P «©< _ - o U3
Ul“{-—:!b}/' S - il .
= e
“.?} B AW2 ’ i - i
i By B — P
o — | ex:
62 ‘ht*‘(ﬁ-m
i &3 X
&
g - :

Figura 2.3 — Ilustracdo dos gdI’s elementares do elemento de placa.
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A partir das aproximacdes dos campos de deslocamentos e rotagdes definidos na Eq.
(2.9b), pode-se obter as deformacdes associadas aos efeitos de membrana, flexdo e de

acoplamento (membrana-flexao) para o elemento de placa em grandes deslocamentos:

u, NU N, 0 U
E"=¢ u, = NV =l 0 N, {V}=BmU (2.10)
u,+v, NU+NJV N, N,
w, | | NoW+N%O+N2O, | | NY N% N |(w
f ' — — w gx Y — w gx Y — f w
K = Wy (= NyyW+Nyy9x+N%9y - Nyy Nyy N;gy gx =B'W (2.11)
W 6, y W 0, 'y
2w, 2(nyW+ N%G. + N2 ey) 2NY 2N% 2N (|6,
H(W)
, G
1 (Wx) 1 Wy ‘Nw NHX Ngy | 1 ~
E= il f 1=3] 0 L 8= B 2.12)
2 g 2 "IINY N% NP 2
2wow, w, w7 g g ,
Bnl(W) W

sendo U=[U V], W= [W 6. HJT ¢ 0 termo H(W) pode ser escrito sob a forma

discretizada a partir das fungdes de interpolagdo, deslocamento transversal e rotagdes como:

w0
N* N* N* o0 0 0 o 0
H(W)=l 0 0 0 N* N% N% o, 0 2.13
( )_ y y y 0o w (2.13)
w 0, 0, w 0, 0,
Ny Ny Ny N NX N |, 0,
0 6,

A partir da Eq. (2.3), o tensor de Green de segunda ordem e sua correspondente forma

variacional sdo entdo obtidos como segue,

E=B"U+B"(
2

~

W - B/ W (2.14a)
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5E:B”’5l7+%B”Z(W)5W—zBf5W (2.14b)

0 que permite obter a forma discretizada do principio do trabalho virtual (2.8) relacionada as

deformagdes mecanicas:

= (B +B”I(W)5W)TD’”(B’”I7+%B”I(W)Wde+ [(8’ ) D' B Wis (2.15)
S

N

ou ainda, sob a seguinte forma matricial:

oy =X [+ k(7 )] x (2.16)
B"' D"B" 0
de forma que K' =J- r dS representa a contribuicdo dos termos
S 0 B’ D'B’
0 T g prp” (W)
lineares da rigidez da placa, AK" (W) :I 12 dS éa

s| g (W)T p"B" B (W)T D"B" (W)

parcela da rigidez associada as ndo linearidades geométricas e X = [17 W ] ! .

Pode-se notar que o problema ndo linear aparece como uma perturbacdo ou uma
modificacdo do problema linear de placas finas em flexdo, oferecendo vantagens para a
aplicagdo de técnicas de redu¢ao de modelos, como detalhado em capitulos posteriores.

Finalmente, ¢ possivel escrever as equagdes do movimento da placa fina em grandes

deslocamentos no dominio do tempo da seguinte forma:

S (X)
MX(t)+ K(X)X(t)-F(t)=0 (2.17)

onde K(X)=K'+AK"(X)e M=[pU'UdsS.
N

O procedimento de integragdo das matrizes elementares de massa e rigidez via Gauss-

Legendre ¢ apresentado no Anexo A.
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2.4. Determinagao da matriz de rigidez tangente

A resolugdo da Eq. (2.17) depende geralmente da natureza da excitagio, F! (t) Além

disso, a maioria dos métodos numéricos disponiveis na literatura para a resolucao de equagdes
diferenciais ndo lineares de segunda ordem requerem o conhecimento da matriz de rigidez

tangente ou gradiente espacial da for¢a ndo linear, df,, (X ) Portanto, a minimizagao da Eq.

(2.17) leva ao seguinte problema:

MdX +df,,(X)-dF =0 (2.18)

sendo df, (X )= af’él—)((X)a’X = K'dX , de forma que o termo, K' = df,,(X )/0X , ¢é conhecido

como matriz de rigidez tangente.

Uma vez que a for¢a ndo linear pode ser escrita sob a forma,

fN
X)=1{"V 2.19

o termo, df,, (X ), pode ser determinado como segue:

Yo g+ Yo gy| | Y2 Yo

7 o ||dU
dfy=dfy(X)+drp ()= S0 = O { dW}=deX (2.20)
Yy gip+ Do g | | T
oU ow oUu ow

Portanto, para se calcular, df,, (X ), de forma que se possa resolver a Eq. (2.20), deve-se

encontrar os termos df; (X)e dfy (X), como sera feito na sequéncia.

e Determinagdo do termo df; (Xx).
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df,(X)=d ( [B" D"B"Tds + jé B D"B" (W) stj
N N

nl T
=| B’"TD'”B”’delhle”’TD”’ —a<B 7)#)
s 52 ow

1%1

awds (2.21)

nl -~
= j B" D"B"dUdS + j %BWTD”’ [aBap(f/W) W+B" (W)dWJ ds
S S

Como, B”I(N), ¢ linear em W, tem-se que, M@W B’ (W), resultando na

ow
seguinte expressdo para df; (X ) :

df,(X)=[B" D"B"dSdU +[B" D"B" (W )dWis
N

(2.22)
e Determinagio do termo df; (Xx)
de(X):dUB/ (s )mm(W)wﬂprf]stJ
=[B" (W) DB dlis+[d(B” ( )D’B’UdS+_[ d(B” ()| D B (W)¥ds + (2.23)

+£;B”’T(W)D’”d(l¥/( W)W s+ [B" D/ B’ avvils

como, E" =B"U ¢ E‘f:lB’”(W)W
2

:[d(B”’T (W))D”’B”’UdS + :[%d(B”’T (W))D'"B"’ (W )Was =
g
f

ni”

&

nl

%

(7)) 0 503 (0 Js.
())pr (£”

) (E"+E*)ds

o termo, d (B”’T (W ))D (E" +E*), pode ser colocado na seguinte forma:
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d(B" (W))D"(E"+ E*)= GTd(H(W)T

~—

D"(E" + E°)= GTd(H(W)T)T”’

_ Tn‘l

G’ dw, 0 dw, Tx”’
- 0 dw, dw, ||’
L TX’;

" T ||dw
— GT X Xy X
7 T" ||dw,

_ ’ d
T THN N’ Nf‘} v

:GT P
Ty TV J|NY Ny Ny

=G'T"GdW

Portanto, df; (X), é calculado pela expressio:

dfy =] (B"f’ (W) DB dl +G'T"GaW + B” (W) D"B" (W)dW + B” D' B/ dW)dS (2.24)

N

Finalmente, chega-se a expressao final da matriz de rigidez tangente a ser calculada

numericamente:
. B”I’DmB”I 0
K'= j |ds +
S 0 B./ DfB_f
I 1 m’ mpn I
0 SB" DB ‘(W) (2.25a)
+ I ds +

s B"”(W)D'"B"’ %B"’T(W)D”’B”’(W)
_0 %B””D’”B’” (W)
ds

+
@9 —

_0 %B’”T(W)D”’B"’(W)+GTT’”G

K' =K' +AK" +AK' (2.25b)

Para um sistema dinamico nao linear pouco amortecido formado por N gdl’s, a equagdo

do movimento (2.17) pode, entdo, ser reescrita:

MX(t)+DX(t)+ K'X(t)=F(t)- f,(X,1) (2.26)
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sendo fn,(X,l‘):[AK"'(X)+AK'(X)]X(t) € D=aM + AK'. Sendo a e A constantes arbitrarias

pequenas para descrever proporcionalidade das matrizes de massa e rigidez do sistema conservativo.
2.5. Método de resolugdo das equacdes do movimento do sistema nao linear

Para o caso de uma excitagdo qualquer, F(f), a utilizagdo de métodos numéricos tais

como o método do balangco harmonico ou o método assintotico numérico (GERGES, 2013)
nao sdo os mais indicados para a resolugdo do problema (2.26), principalmente para modelos
de elementos finitos de sistemas ndo lineares mais complexos de interesse industrial. Neste
caso, a integracao temporal direta ¢ mais indicada para esse tipo de problema.

A integracdo temporal ¢ uma ferramenta numérica que permite predizer o estado de um
sistema dindmico num intervalo de tempo, onde o estado inicial ¢ normalmente conhecido.
Neste caso, a equagao diferencial ndo linear de segunda ordem, Eq. (2.26), que caracteriza a
dindmica do sistema ¢ transformada numa equacdo diferencial de primeira ordem para
posterior aplicacdo dos métodos de resolugao (DOKAINISH e SUBBARAJ, 1989).

Entretanto, um dos grandes inconvenientes dos métodos que operam em sistemas de
primeira ordem ¢ a necessidade de transformacdo do sistema original de N gdl’s para um
sistema de 2N gdl’s. Isto leva a uma dificuldade suplementar quando se trabalha com
modelos de elementos finitos de sistemas ndo lineares mais complexos formados por um
grande numero de gdl’s, ou quando o mesmo esta sujeito a incertezas paramétricas, sendo
necessario, neste caso, a avaliacdo de um conjunto de amostras para a obtengdo dos envelopes
de solugdes.

Neste cenario, o método de Newmark (NEWMARK, 1959; GERGES, 2013) passa a ser
um método numérico bastante atrativo que permite resolver diretamente a equagao dinamica

de segunda ordem do sistema ndo linear. Neste caso, o método parte do seguinte
desenvolvimento em série de Taylor do estado do sistema, [X CX; ] , truncado a terceira

ordem,

) AP .. AP ...
X =X +ALX, +7Xvi—1 +?Xvi—1 (2.27a)

2

X, =X +ALX, +7Xi71 (2.27b)
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considerando a introducio dos pardmetros y e /3 para estabelecer uma nova formulagio:

2
X =X_ +AtX, +%)"(,_1 + AARX, (2.28a)
X, =X, +AtX,  + At X, (2.28b)

Assumindo-se uma relagdo linear para a aceleracdo entre dois instantes quaisquer de

tempo, X, , = (X, - X, ,)/At, & possivel entio obter o seguinte estado:

X =X, +AtX,_ +AF G— ﬂj X +APBX, (2.292)

X, =X, , + (1 - }/)AZ‘X',?1 + yAtX, (2.29b)

Isolando-se o termo, X, da Eq. (2.29a) e introduzindo o resultado na Eq. (2.29b),

chega-se as seguintes expressoes finais para o estado do sistema ndo linear:

X, = L(Xi _Xi—1)+[1_lei—l +(1_LjAtXH
B 2p

" BAt
(2.30a)
. 1 1 . 1 ).
X; = ﬂAtz (Xi _Xi—l)_EXi—l +(l_ﬁjxil (2.30b)

A introducao das Eqgs. (2.30a) e (2.30b) na Eq. (2.26) permite reescrevé-la na seguinte

forma equivalente a ser resolvida numericamente para um instante qualquer de tempo, ¢;,

(GERGES, 2013):

K(Xi—l)AXi:ﬁ (2313.)

KX, )=K +AK" +AK' +L D+ M (2.31b)
AN B

F, 1=[M)"(H+DXZ.4+(K’+AK”’+AKt)XH] (2.31¢)

i—




21

F=F-F_ + (LM + leXH + (iM + (L - 1JAtD]X,1 (2.31d)
PAt p 2B 2p

sendo K (X.,) a matriz jacobiana ou matriz de iteragdo do sistema, F a for¢a dindmica
instantdnea, AX, =X, —X,, representa a variagdo do campo de deslocamentos entre os
instantes de tempo ¢, , € ¢, e F_,, o vetor de esforgos instantaneos.

Na Eq. (2.31a), a predi¢do da for¢a ndo linear desconhecida no instante, ¢, , ¢ obtida da

seguinte forma:

fnl (Xi) = fnl (Xi—1) +%(Xi - Xi—1) = fnl (Xi—1)+ KIAX:' (2-32)

de forma que o termo, K' =9f, /0X , descreve a variagdo da forca ndo linear atuante no

sistema em func¢do do deslocamento.
De acordo com Gerges (2013), a aproximagao da forca ndo linear utilizada na Eq. (2.32)
ndo permite obter uma predi¢do exata no tocante a resolucao do problema nao linear da forma

(2.31). Neste caso, uma sequéncia de, k , corregdes sa0 necessarias para assegurar a

convergéncia do estado, X, tendo em vista o equilibrio dindmico do problema quasi-estatico

(2.31). Neste caso, ¢ feita a minimiza¢ao da seguinte fun¢ao residuo, r(X k ):

A(X5)=MXF+ DXE + K(XE)XF—F =0 (2.33)

considerando K (X K ): (K "+ AK" + AK' )

i

Sendo r(X ") desconhecido, ele pode ser aproximado na vizinhanga de r(X £ ‘1) da

seguinte forma:
AxE)=r(x )+ K (x5 - x) (2.34)

Uma vez que, AX/ = X - x},, a partir das Eqgs. (2.33) e (2.34), pode-se estimar os

termos AX/ e AX} como segue:
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: . 1
AXF =T AX* o AXE = AXF 235
i ﬁAt i © i ﬁAfz i ( )

Neste trabalho, sera utilizado os seguintes critérios para a analise de convergéncia e de

estabilidade de, (X }):

1

et - x ]

o

ER, =[r(x} )< e ER,= (236)

onde &, e & sdo escalares relativamente pequenos definidos pelo usuario.

A Fig. 2.4 resume o esquema de integracdo de Newmark e Newton-Raphson
implementado em ambiente de programacdo MATLAB para a resolucdo das equagdes
diferenciais de segunda ordem de sistemas dindmicos ndo lineares, considerando os

parametros de Newmark 5 = % e f= %r

[ to by, A F(£), M, K', X(t,), X(t,), 7.8 ]

ART(X(t)) € AK(X]H))

x(toj :M_ﬂ[ FUH] 7K'x(tu) 7‘:“-“0] 7|:AK{' (tu) +AR' Un]]x“o]]

Newmark
X, =X, + (1 - }’)AIX|_1 + l‘/ﬂ_\fX; r(A\'Ik]:jﬂ"“‘ —DA’I“‘ _K(A\'Ik])r‘k =

X(8)=M(F(t)-KX(8)-DX(t)-[ax" (1) + A& (1) ]X (2 ) AET(XT) o AET(X))

T Newton-Raphson

XF =X pf(pat)AX]S e XF =X ax)/(par)

Residuo
| r(Xf)=MX'+DX!+ K (X)X} -F

A -E(xF)F e X =xfoax

K(X)=K'+AK" + AK' +(7/pAt)D « (Vo) M

- (1 y o 1 (r N )s
F=F-F + —M+=D |X_+ —M+|-—-1|AtD |X_,
L Bat B ) 28 \28 ) )

Figura 2.4 — Esquema de integragdo de Newmark com corregao.
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E importante salientar que, independente do método numérico a ser utilizado para
resolver a equagdo diferencial nao linear, Eq. (2.26), o calculo, ainda sim, sera
demasiadamente oneroso devido ao espago de memoria para a estocagem dos dados a cada
passo de tempo e da estimacdo da forca ndo linear a cada iteragdo. Isto se torna mais
agravante quando os sistemas ndo lineares sdo de interesse industrial, formados por um
numero elevado de gdl’s e ainda sujeitos a consideragdes de incertezas em parametros fisicos
e geométricos (em nivel de projeto) e de operagao (forcas externas, durabilidade, etc), sendo
praticamente impossivel calcular as respostas dindmicas de tais sistemas diretamente a partir
da integracdo numérica da Eq. (2.26).

Estes fatos motivam o uso de procedimentos de redu¢do de modelos bem adaptados aos
sistemas dindmicos nao lineares, como o método proposto neste trabalho, que visa diminuir a
ordem do modelo numérico nao linear sem perder sua capacidade de predigdo, principalmente

na presenca de incertezas paramétricas.



CAPITULO Il

MODELAGEM ESTOCASTICA DE PLACAS FINAS EM GRANDES
DESLOCAMENTOS

Neste capitulo, serd proposto um modelo de propagacao de incertezas aplicado a placas
finas em grandes deslocamentos. As incertezas sdo introduzidas em paradmetros geométricos
que influenciam na resposta dinamica do sistema nao linear por meio da modificagdo das
fungdes de forma levando em conta os campos aleatorios do modelo de elementos finitos
apresentado no capitulo anterior. Para tanto, serd empregada a expansdo de Karhunen-Lo¢ve
para a obten¢do das matrizes estocasticas exatas da placa fina sujeita a ndo linearidades

geométricas.

3.1. Definic¢oes iniciais.

Devido ao crescente desenvolvimento tecnoldgico observado nos ultimos anos na area
informadtica, tornou-se possivel a utilizacdo de modelos mais precisos e realistas de sistemas
de engenharia. Como resultado, nota-se também a constante proposicdo de modelos
matematicos cada vez mais sofisticados envolvendo algum tipo de processo estocastico
(GHANEM e SPANOS, 1991). Portanto, inimeras estruturas complexas de interesse
industrial estdo sendo modeladas por meio de sistemas distribuidos acoplados com elementos
discretos.

Por outro lado, devido a variabilidade de parametros fisicos e/ou geometricos, os
modelos numéricos resultantes, certamente, estardo sujeitos a algum tipo de incerteza. Além
disso, hipdteses equivocadas sobre condi¢cdes de contorno ou sobre a linearidade do sistema
em analise pode ser feita, o que resulta nas chamadas incertezas de modelo. Portanto, fica

evidente que para aumentar a representatividade desses modelos preditivos, ¢ extremamente
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importante quantificar tais incertezas (SOIZE, 2013).

De maneira geral, as incertezas sdo consideradas nos modelos segundo a aproximagao
ndo paramétrica o que permite sua introducao diretamente nas matrizes globais do modelo
(SOIZE, 1999; 2000), e pela aproximag¢ao paramétrica, utilizando-se principalmente o método
dos elementos finitos estocasticos (Stochastic Finit Element Method - SFEM), que permite
uma combinacao da analise classica por elementos finitos e a analise estatistica (GHANEM e
SPANOS, 1991; SCHUELLER, 2001).

Assim, baseado nos trabalhos de Dessombz et al. (2001) e Lima (2007) define-se as
incertezas no estado de concep¢do em duas etapas: as incertezas estatisticas, modeladas por
varidveis aleatdrias, no qual se conhece bem a lei de probabilidade; e as varidveis incertas e
limitadas, que sao modeladas por intervalos definidos pela fisica do problema. Além disso, as
incertezas podem ser classificadas em quatro grandes categorias, a saber (GUEDRI et al.

2007):

J Parametros aleatorios: sdo os parametros fisicos ou mecanicos no qual se
conhecem as tolerancias. Como exemplo, pode-se citar a espessura de chapas
metalicas modeladas com frequéncia por uma lei Gaussiana;

o Parametros mal conhecidos: neste caso, as condi¢des de limite sdo problemas
tipicos as diferentes montagens mecanicas, como soldagem, colagem, etc, que
sdo dificeis de serem modeladas;

o Parametros variaveis: podem-se distinguir os parametros relacionados as
varidveis no tempo que sdo dificeis de serem modelados, como por exemplo, a
degradagdo ou o envelhecimento de um material viscoelastico no tempo;

o Incertezas no modelo: podem-se citar as leis do comportamento adotadas que
representam mal ou de forma incompleta os fendmenos fisicos, os erros
associados a escolha da malha de elementos finitos, o numero de elementos na
malha, o tipo de elemento escolhido, etc. Em geral, essas incertezas sao dificeis

de serem avaliadas.

Outro aspecto importante a ser considerado quanto a modelagem de sistemas mecanicos
na presenca de incertezas, ¢ a escolha da melhor técnica de resolugdo a ser empregada para a

obtencdo da variabilidade das solugdes dos sistemas estocasticos. Neste caso, podem-se citar
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os seguintes métodos, frequentemente, empregados para resolver tais problemas

(BENAROYA e REHAK, 1988; IBRAHIM, 1987; SCHUELLER, 2001):

a simulacdo de Monte Carlo (MC) (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN,
1981; PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999) usada frequentemente como
referéncia por nao ser um método intrusivo (SOIZE, 2001), mas que possui o
inconveniente de requerer um alto custo computacional, uma vez que requer um
numero elevado de célculos para a convergéncia (CUNHA, et al., 2014). Como
alternativa, o método do Hyper-Cubo-Latino (HCL) (IMAN ¢ CONOVERS,
1980; FLORIAN, 1992; MANTEUFEL AND RANDALL, 2000; VIANA, et al.,
2008) foi proposto, com o objetivo de reduzir o nimero de célculos necessario
para a convergéncia da simulagdo de Monte Carlo, conservando o nivel de
predicao;

os métodos de perturbacdo que sdo baseados nas expansdes em série de Taylor
(KLEIBER e HIEN, 1992; ALVIN, 1998) ou série de Neumann (YAMAZAKI e
SCHINOZUKA, 1988; LEI e QIU, 2000), das respostas ao redor das médias das
variaveis aleatorias;

os métodos espectrais que utilizam as fung¢des de base no espaco de Hilbert
associadas aos problemas aleatorios (GHANEM e SPANOS, 1991; GHANEM e
KRUGER, 1996). Estas fungdes podem ser polindmios ortogonais de uma
maneira geral, ou um caos polinomial em particular. Neste caso, utilizam-se as

variaveis aleatorias onde os campos aleatdrios continuos sao discretizados.

Neste trabalho de tese, para a analise dindmica da placa fina em grandes deslocamentos

na presenga de incertezas sera utilizado o método de simulagao Hyper-Cubo-Latino (HCL).

3.2. Discretizagao dos campos aleatdrios

Similarmente a modelagem deterministica por elementos finitos, onde fungdes sdo

representadas por conjuntos de parametros relacionados a propria funcao e suas derivadas nos

pontos nodais, o problema estocastico esta associado a representacdo de um processo aleatorio

através de conjuntos de varidveis aleatdrias que discretizam o processo (LIMA, 2007).

Uma das grandes dificuldades na incorporacdo de processos aleatérios na andlise por

elementos finitos, principalmente, em sistemas nao lineares ¢ a necessidade de trabalhar com
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espacos abstratos que limitam o suporte fisico (GHANEM e SPANOS, 1991). Neste contexto,
a base do espago abstrato de Hilbert do método de elementos finitos torna-se bastante ftil,
uma vez que pode ser facilmente estendida para trabalhar com fungdes aleatorias.

Entretanto, a maior dificuldade conceitual envolvida neste tipo de problema esta
relacionada as fungdes definidas nos espagos abstratos, conhecidas como varidveis aleatdrias
e que sao definidas no campo dos eventos probabilisticos (SUDRET, 2007). Neste caso, o
método HCL pode ser utilizado para resolver tais sistemas. Entretanto, como ja destacado
anteriormente, ele requer normalmente um ntimero elevado de pontos de forma a obter uma
boa aproximagao da resposta.

Diante disso, uma aproximagdo tedrica mais atraente ¢ entdo expandir as fungdes em

uma série como a de Karhunen-Loéve (KL) para problemas bi-dimensionais:
H(x,3,0) =+ 3\, /;(x.7)&(6) (3.1)
r=1

sendo H(x,y,0) o campo aleatorio, &,.(6) (i=1,...,n) as variaveis aleatérias gaussianas
centradas (média zero e variancia unitaria), ¢ pertence ao espaco dos eventos aleatorios e
(/1,, f. (x, y)) sdo, respectivamente, os autovalores e autofungdes deterministicas obtidas pela

resolucao da seguinte integral (GHANEM e SPANOS, 1991):

AL (%) :IC(x,y)ﬁ.(x,y)dxdy (3.2)

Q

de forma que C(x, y) ¢ a fun¢do de covariancia conhecida associada a H(x,y, ).

C(xl,x2):rzoj;/1,, 7.(0)f(x) (33)

A expressdo (3.3) indica que a funcdo de covariancia a ser escolhida deve levar em
conta que tal funcdo deve ser dotada pela propriedade de separabilidade dentro do seu
dominio de existéncia. Diante disso, a Se¢do 3.3 visa estabelecer a funcao de correlagdo para
fins de determinar as matrizes elementares estocasticas do sistema mecanico incorporando

ndo linearidade geométrica.
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3.3. Matrizes elementares estocasticas

De acordo com Ribeiro e Lima (2015) € possivel descrever as expressdes das matrizes
elementares de massa e rigidez de sistemas dindmicos estocasticos por meio das equacdes do
modelo deterministico fatorado, onde os pardmetros de interesse a serem considerados
incertos sdo fatorados fora das matrizes de elementos finitos. Dessa forma, a equacdo do

movimento (2.26) do sistema deterministico ndo linear pode ser reescrita da seguinte forma:

M 0 ||U| |eM'+2K" 0 Ul ||[K" 0 2 |0 =|||0] |
ot : KL | + 2 |K~r= (3.4)
i e 1 A PR R
2

M" 0 K" 0 a m’ v il (18 A" (7)) v prl (1R
sendo M:{ . M/}, Kf:{ . K’}’ AK‘=B" D"B"(W), AK"=B" (W)D"B" (W) ¢

1 v 0
AK=—AK"+G'T"G, D" = 12 v o1 0 eDf:?—Z.
o o (1-v)/2

Por outro lado, as variaveis incertas sdo modeladas por meio de campos aleatdrios e a
discretizagdo desses campos ¢ feita via emprego da expansao de KL definida na Eq. (3.1).
Para o problema bidimensional em questdo, considera-se que todas as variaveis de interesse
fatoradas das matrizes elementares que representam processos aleatorios bidimensionais

Gaussianos, podendo ser associado a seguinte fungdo de covariancia:

(3.5)

C((xl,yl),(xz,yz)) =C(x =%~ 1) =exp[ |x1L—x2| _|y1L_y2|J

x y

onde (x,,xz)e.Qx e (y,.y,)e Q,. L, e L, designam os comprimentos de correlagdo para
os dominios 2, = [— a,+a] e = [~ b,+b], respectivamente.

A consequéncia da escolha da fungdo de covariancia do tipo exponencial definida na
Eq. (3.5) reside, principalmente, na utilizacdo da propriedade da separabilidade inerente a este
tipo de fun¢do, decorrendo, assim que o problema em duas dimensdes pode ser tratado como

um problema de autovalores e autovetores unidimensionais independentes. Nesse sentido, ¢
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possivel escrever a expressdo das autofuncdes e autovalores descritos na Eq. (3.1) sob a

forma:
fr(x’y):.fi(x)fj(y) e A =44 (3.6)

Os termos (/1,., fl(x)), solugdes do autoproblema (autofungdes e autovalores) associado

a Eq. (3.2) sdo obtidos através da resolucdo da expansdo de KL com um comprimento de

correlagdo L, € £2.. Em contrapartida, os termos (/1 it (y)) sdo obtidos resolvendo-se o
mesmo problema, mas para um comprimento de correlagdo de L, € €2, . Esses termos séo

detalhados em Ghanem e Spanos (1991) e obtidos por meio das seguintes equagoes:

e Quando e j sioimpares: i>/ e j>1:

A= 2201 75 fi(x):ai cos(w,x) (3.7a)
;] +c;
2c
A= o] +2c§ ; /,(v)=a;coslw,) (3.70)

sendo os termos ¢, ¢ «a;, obtidos por meio das Eq. (3.8).

a, = (3.8a)
sin(2w;a
2w,
1
= Tl D) (3.8b)
\/b+szn o,
20;

Os termos @ ¢ @ ; representam as solugdes das seguintes equagdes transcendentais:

¢, — tan(a)ia)=0; C,—o; tan(a)jb):o (3.9)
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nos dominios {(i—])ﬁ,(i—ijq e {(j—])ﬂ (j—éjﬂ. ¢;=1/L, e, =YL

a 2)a Z

o Quando i e J sdopares: i > 2 e j>2:

2c
A= L. (x)=a . 3.10a
a)i2+c12 -ft(x) alsen(a)lx) ( )
4=—22 o f(y)=asen(oy) 3.10b
j—m, J\V)=asen\ @,y (3.10b)

sendo os termos ¢, ¢ a;, obtidos por meio das Eq. (3.11).

1
a[ = 3.11a
3 sin(2w,a) ( )
o
o = ! (3.11b)
! 5 sin(Za)jb)
20;

Os termos @ e w; sdo, respectivamente, as solugdes das equagdes transcendentais

seguintes:
w; +¢,; tan(a)l-a):0; w;+c; tan(a)jb):O (3.12)
, ( ]jﬂ T ( ]jﬂ' T .
nos dominios || i—— [—,i— | e || j——= |—, j— |, respectivamente.
2)a a 2)b " b

Para mostrar a constru¢do das matrizes elementares estocdsticas do modelo de
elementos finitos da placa fina em grandes deslocamentos conforme os desenvolvimentos
apresentados no Capitulo 2 toma-se como exemplo a parte estocastica da matriz de massa no

dominio discretizado 2 (Cf. Se¢do 2.3, Capitulo 2):
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M ( ij (x.)(U ) U" ds (3.13a)
M/ (8)=p[H, (x.y)(U") U ds (3.13b)

Como H,(x,y) :\/Z /. (x,y)&(6), pode-se obter as seguintes expressdes avaliadas para r

pares e impares, respectivamente.

M (6 XIS pj £ (v j )(0") Urde,da, (3.14a)

M/ (6 aa\/_fpjf jf, deQdQ (3.14b)

Este procedimento ¢ realizado para todas as matrizes elementares do modelo de placa
fina com ndo linearidades geométricas, no qual se intervem diretamente no processo de
integragdo, para cada matriz associada aos efeitos de membrana, flexdo e acoplamento
flexdo/membrana, através das funcdes de forma, com o objetivo de obter todas as matrizes

elementares estocasticas pares e impares, que sao utilizadas na série truncada de KL, assim:

K" ffjf j x)K"dQ,dQ, (3.15a)

K{'(@):;(@)aiaj\/ZJﬂ_ijf Jfl x)K/dQ dQ, (3.15b)
A (X, aa(fjf j X) AR d0, 0, (3.15¢)
A" (X, aa((jf j X) AR dO Y, (3.15d)
A (X, qa\/_\/_.[f j X) AR, (3.15¢)

sendo ¢ (0), comi=l...4, sdo as expressdes das variaveis aleatorias quando sdo introduzidas as

incertezas nos parametros de projeto como espessura da placa fina, modulo de elasticidade,
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etc. Finalmente, a equagdo do movimento do sistema estocastico submetido a uma excitagdo

harmdnica deterministica (ndo considerando incertezas a excitagdo externa) fica reescrita por:

fu(X.6)
M(0)X(t,0)+ K(X,0)X(t,0)-F(t)=0 (3.16)

A Fig. 3.1 ilustra de forma esquematica as principais etapas do procedimento numérico-
computacional utilizado neste trabalho para o calculo das respostas dindmicas (envelopes de

solucdes) do sistema estocastico ndo linear representado na Eq. (3.16).

[ to ty, At F(2),0,M(6), K'(0),X(t,), X (to). v, B ]

|

AK™(X(t,).8) © AK'(X(t).6)

X, (8,)= M6, (F(t,)-K ()X, () -D(8)) X, (t,) [ a&" (X, (£,).6,) = AK* (X, (£,).6,)] X, (&, )]

Estado da amostra
X;(0).%;(0) . %;(6)

Newmark
X, =X (t)=X, (8 )+atX (t_ )+ (V2= B)ALX (f_ )+ APSX (1) |
r(Xf)=M(6)X!+D(6 )X+ K(X/)X)-F,

X, =X, (II]=Xll(‘t‘,ﬂ)—(j—;/)AtX“ (I‘,ﬂ)—;/AtX‘. (t)

) ) L\K“n — AK" [XH e A&f — AK! 'X:.‘]
X, =X (t)=M g (F(t)-K(8)X,(t)-Dle, )X, (t )= A" (X, (t).6, | +aK (X, (t).6) X, (t)
- T Newton-Raphson
Residuo — : or <
X=X p/(BA) AN e XF =X X/ par?)

|F(X;‘): M(6)XF+D(6,)Xf+E(X])X] —F‘l

AXC=K(x)Fr e X=X +Ax)
ER; <€ n T
e K(X,)=K| +AK] = AK! +(7/pa) D, = (V") M,
ER; < &3 FoF-F( )M, - %D} | %, = (1/(28) M, + (/25 -1)atD, ) X
N |

Figura 3.1 — Esquema numérico para a obtencdo dos envelopes de solu¢des do problema
estocastico ndo linear.

O método de KL leva a uma modelagem estocastica do problema na presenca de
incertezas, mas, a um custo computacional elevado, principalmente para o caso de sistemas
ndo lineares, uma vez que ha a necessidade de se avaliar a matriz de rigidez tangente para
cada instante de tempo e para todas as amostras. Portanto, torna-se imprescindivel o emprego
de métodos de reducdo de modelos adaptados aos sistemas estocasticos nao lineares evocados

neste trabalho, como sera tratado no Capitulo 4.
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Por fim, ¢ importante destacar que o sistema estocastico, Eq. (3.16), ¢ resolvido
utilizado o método HCL que foi introduzido por Iman e Conovers (1980), depois melhorado
por Florian (1992). Em resumo, ele consiste em dividir o intervalo de varia¢ao das varidveis
incertas em # intervalos, nos quais as probabilidades de se obter os valores inclusos nestes
intervalos sao iguais. Em cada intervalo faz-se a escolha de um valor particular, podendo ser
este, definido como o centro do intervalo ou determinado de maneira aleatoria. Na sequéncia,
¢ escolhido aleatoriamente um valor particular entre os, n, valores de cada pardmetro incerto
e em seguida feito os calculos necessarios. Apos a escolha de um valor da variavel, ela ¢
retirada, ndo podendo ser selecionada uma segunda vez, restando, neste caso, n — / calculos
a serem efetuados. Esse processo € repetido continuamente até que se executem todos os

calculos.



CAPITULO IV

METODOS DE REDUGAO DE MODELOS APLICADOS A SISTEMAS DINAMICOS
NAO LINEARES

O elevado custo computacional envolvido nas analises dindmicas do sistema estocastico
ndo linear proposto no Capitulo III, com o intuito de avaliar a influéncia das incertezas nos
parametros de concep¢ao do modelo obriga o projetista a utilizar técnicas de condensagao de
modelos. Neste trabalho, serd proposto o método das Aproximagdes Combinadas Melhorado
(ACM) para os sistemas ndo lineares estocasticos de interesse deste trabalho além de propor
também uma base de reducdo para sistemas ndo lineares via técnicas de enriquecimento por
residuos estaticos, que levam em conta ndo somente os efeitos das forcas externas, mas
também dos esfor¢cos ndo lineares e eventuais esforcos devidos ao amortecimento (quando

considerado).

4.1. Base de redugao para sistemas lineares amortecidos viscoelasticamente.

Para o caso da modelagem por elementos finitos de um sistema dindmico linear
contendo amortecimento viscoelastico como, por exemplo, o ilustrado na Fig. 4.1, a Eq.

(2.26) assume a seguinte forma (LIMA et al. 2006).

MX(t)+ (K!+ K7 )X ()= F(7) (4.1)
com K' a matriz de rigidez correspondente a subestrutura linear puramente eldstica,
K' =K, (0,T)=G(o,T)K, representa a matriz de rigidez da subestrutura viscoeldstica que ¢

fortemente dependente da frequéncia da excitagdo, @, da temperatura de operagao, 7 , de

Qw,T ) sendo , este, 0 modulo de cisalhamento do material viscoeléastico fatorado fora da
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matriz de rigidez matriz de rigidez da subestrutura viscoeléstica.

Restringente

Viscoelastica
Base

Figura 4.1 — Exemplo de um sistema viscoelastico (adaptado de Lima et al. (2015)).

Para avaliar a dependéncia em frequéncia e temperatura do comportamento dindmico do
material viscoelastico ISD112-3M™ utilizado neste trabalho, emprega-se a expressdo do

modulo complexo, Eq. (4.2), sugerido por Drake e Soovere (1984), valida no intervalo de

200 <T<360K € 1.0<w<1.0x10° Hz.

G(o,)=0.4307 + _ 12_?_2 _ e [MPa] (4.2a)
14324x| 1O ) 4| O
1543000 1543000
4—3 7584{14).00345]—22506x10g(0.00345<T)+4).23273><(T—290)j
ofT)=1 r (4.2b)

sendo o(7) a fungdo deslocamento € @, =a(T)w chamado frequéncia reduzida (NASHIF,
JONES e HENDERSON, 1985).

Os métodos de reducao consistem em reduzir a ordem das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento do sistema. Neste caso, as respostas sdo aproximadas, buscando-se a solucao
em um subespago, isto ¢, a aproximagdo modal, que consiste em projetar as equagdes do

movimento Eq. (4.1), em uma base de reducdo, T, através da hipdtese de que as respostas

exatas, X (t)e R", sdo aproximadas por solugdes dentro de um subespago reduzido,

X.(t)e R™, da seguinte forma:

X(t)=TX,(t) (4.3)

sendo T e CM™ 3 base de reducdo ou base de Ritz ¢ NR € o nimero de modos retidos na
base de reducao.
A partir das Eqgs. (4.1) e (4.3), pode-se chegar a seguinte expressao do sistema dindmico

reduzido:
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MX, (@) (KL + KX, (0)=F.() (4.4)

de forma que as matrizes de massa e rigidezes reduzidas sdao obtidas por meio da pré e pds
multiplicagdo da base redugdo pela matrizes de massa e rigidezes do sistema com todo os
gdl’s,ouseja, M, =T"MT, K!, =T"K'T e K, =T"KT.

A construcdo da base de redugdo para o sistema dinadmico linear amortecido
viscoelasticamente tem por principio a obtencdo de uma primeira base nominal, @, , contendo

os modos proprios do sistema conservativo associado (SCA) obtidos através da resolucao do

seguinte problema de autovalores:

(Ko —A4M)p, =0 i=1...N
, (4.5)
% =[o, @ - O] A =diag(A,... )

sendo K, = K! + G K, a matriz de rigidez total, com G, designando o valor real do médulo

de cisalhamento do material viscoelastico em baixa frequéncia (LIMA, 2007), sendo este
valor € obtido a partir da Eq. (4.2).

Para enriquecer esta base, Balmes e Germes (2002) e Lima, et al, (2006) propuseram o
uso de residuos estaticos baseados nos deslocamentos associados aos esforcos externos, que

podem ser obtidos através da seguinte expressao:

R=K;'b (4.6)

Nxf . . . N
sendo beR™ uma matriz Booleana que permite selecionar, dentre os gdl’s, aqueles em que
sdo aplicados os esfor¢os externos. Este procedimento ¢ chamado de correcdo estatica de
primeira ordem, que ¢ completada através do calculo da resposta estatica dos carregamentos

produzidos pelos esforgos viscoelasticos (LIMA, et al., 2006):

R, = K,'K ¢, (4.7)

v
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Estes residuos sdo associados aos efeitos do amortecimento (forg¢as viscoelasticas)
presente no sistema linear. Dessa forma, a base de redugdo nominal enriquecida pode ser

expressa da seguinte forma:

L=[g, R R,] (4.8)

E importante ressaltar que a base de redugdo da Eq. (4.8) é bastante utilizada para
reduzir modelos de elementos finitos de sistemas lineares amortecidos ou ndo com grande
razoabilidade de precisao (LIMA et al. 2006). A experiéncia demonstra que ela ndo ¢ eficaz
quando se trata de sistemas dindmicos com comportamento ndo linear, uma vez que nao
considera as modificagdes oriundas dos esfor¢os ndo lineares. Neste caso, uma primeira
proposi¢ao de base de reducdo para lidar com sistemas dindmicos ndo lineares ¢ de incluir
também na base de reducdo, Eq. (4.8), os residuos estaticos associados aos esfor¢os nao
lineares. Entretanto, este procedimento de enriquecimento ¢ valido somente para o caso de
ndo linearidades discretas, como discutido em Lima ef al. (2015). Para o caso das nao
linearidades geométricas, um melhoramento ao método de redugao baseado nas aproximacgdes

combinadas ¢ proposto neste trabalho, como serd discutido mais tarde neste capitulo.

4.2. Residuos estaticos associados com nao linearidades discretas.

O comportamento nao linear localizado pode ser frequentemente encontrado em
inimeros sistemas praticos de engenharia como em conexdes e/ou juntas mecanicas, ou ainda
em condig¢des de contorno. Portanto, o objetivo desta secdo ¢ de estender o método de redugao
apresentado na secdo anterior, inicialmente proposto para sistemas lineares amortecidos
viscoelasticamente relacionados ao caso de sistemas dindmicos incorporando nao linearidades
discretas, Fig. 4.2.

(x,X.X%)
F(t)—

Restringente
Viscoelistica
Base

Figura 4.2 — Exemplo de um sistema viscoelastico incluido molas nao lineares (adaptado de
Lima et al. (2015)).
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Neste caso, a inclusdo dos efeitos ndo lineares no sistema dindmico pode ser feita via
emprego de molas ndo lineares e, quanto as equac¢des do movimento Eq. (4.1), isto € feito
empregando-se o conceito de transformagdo estrutural dyadic (MAIA e MONTALVAO E
SILVA, 1997). Esta transformagdo faz com que o carregamento exercido por uma mola ndo
linear sobre o sistema aplicada em um no, nd , seja expressa na seguinte forma vetorial para o

caso de ndo linearidade do tipo cubica:

Fi(0)= K" X, (0)+ K} X, (¢) (4.9)

sendo Xnd(t)=[u vw o, Hy] Te )?nd(t)z[uf v, w0} Hj]T os vetores dos gdl’s
associados as contribuigdes lineares e ndo lineares, respectivamente, da mola ndo linear
aplicada no no, nd , no sistema de coordenadas global.

Portanto, o sistema de equa¢des do movimento da estrutura ndo linear amortecida

viscoelasticamente pode ser expressa por:

M X(e)+ (K. + K+ K2)X ()= F(t)- F,(¢) (4.10a)
KL =1%(, K, (4.10b)
K =17(, K, (4.10¢)
F,(0)=K,'X() (4.10d)

sendo K| a matriz de rigidez da substrutura linear puramente elastica, k" a matriz de rigidez

da subestrutura ndo linear puramente eldstica, Iy and 1, os vetores colunas de ordem N

referentes as posicdes X X, que permitem identificar, dentre os gdI’s globais, aqueles em
que as molas ndo lineares sdo aplicadas e F, (t) o vetor dos esforgos ndo lineares.

A Eq. (4.10a) mostra que o comportamento ndo linear pode ser interpretado como sendo
uma perturbagdo indicada pelo termo de forga, F) (t), do sistema dinamico linear, sendo vista

como uma modificagdo introduzida no sistema dinamico linear. Entretanto, como sera
ilustrado nas simula¢des numéricas, a estratégia de representar o comportamento dindmico de

sistemas contendo nao linearidades discretas s6 ¢ valida para pequenas nao linearidades.
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Portanto, o método de redugdo apresentado na secdo anterior pode ser estendido para o
caso de sistemas nao lineares amortecidos viscoelésticos através da técnica de enriquecimento
da base, incluindo os modos normais do sistema linear (SCA) perturbado pelas nao
linearidades discretas advindas das molas ndo lineares. Estes modos podem ser obtidos

através da resolucdo do seguinte problema de autovalores:

(Ko - 4M )¢ =0 i=1..,N 4.11)

sendo K, =K, + K.

Baseado no fato de que os modos de vibragdo do sistema perturbado ndo diferem muito
aos modos do sistema conservativo, € possivel assumir que, ¢, = ¢° + Ag,, onde @,0 designa os
modos do sistema conservativo associado obtido pela resolugdo do problema (4.11) e Ag,
representa a perturbacdo associagdo as nao linearidades localizadas, as quais podem ser
interpretadas como esforgos externos aplicados no modelo linear, ¢~),-°. Assim, o conjunto de

respostas estaticas podem ser geradas da seguinte forma:

AG~K, b, (4.12)

sendo b, € R"*" uma matriz Booleana que permite selecionar os gdl’s ndo lineares aos
quais forcas unitdrias sdo aplicadas e respostas estaticas sdo obtidas, e N,, ¢ o niimero dos

gdl’s ndo lineares.

Portanto, a base de redugao final fica reescrita da seguinte forma:

T=[T, A@, ... A@,] (4.13)
sendo T; determinada por meio da Eq. (4.8).

Vale ressaltar que os residuos, A@, nao sao de rank maximo. Neste caso, com o objetivo
de limitar o nimero de vetores residuais na base e evitar problemas numéricos, € conveniente
selecionar as direcdes dominantes da base através da decomposi¢do em valores singulares da
base, T , para identificar seus valores singulares dominantes.

Aplicando-se a base de redugdo (4.13), a equagdo do movimento (4.10) pode ser

reescrita sob a forma:
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M, X,(0)+ (K, + KL, + K,)X,()=F,()- F,() (4.14)
sendo M, =T"MT, K! =T"K!T, K =T"K'T, K, =T"K.T, F,(t)=T"F() ¢ F, (t)=T"F,(t).
A Fig. 4.3 ilustra de forma esquematica as principais etapas do procedimento numérico

de utilizacdao da base de redugao e resolugao da equagdo do movimento, Eq. (4.14).

fn,tl,,;_\.f,jI,K;,K:,F(fo _)!X(fn _)!X(tn)

l

Kr:iF :Ig’(rrf‘Ku:')I? FA(fD]:Kﬁ:‘i’(fn) Kfl;i :Ii'(z:ziK;;xlI,\'
. ; T=[g R R, A@ . AQ,]
X(t)=M"|F(t)-Ft)-(K+K +K Xt ) l
M, =T MT; K. =T'K.T; K, =T'KT; K,=TK]T
t;=t; 4+ At X, =T'X(t,); X =T 'X(t,); X =T 'X(t,); X =T'X(t,)
E(N=T'Flt  F()=T'E(t); K =T (KT
Estado
Newmark

l

K (X,)=K, +K, +K, +12 )M
F=F,-F, —[ /VZﬁM—[ %ﬂ—ﬂmn]ﬂf Y28 M X

X, =X, [f;): X, [_f;—1}_ Atxr(f;—w }_{1/2—5)Af2)?f ‘_r;—w }_Afzﬁ)"(r(f.fd
X, =X (t)=X, (t_)+(1-7)AX (t_ )+ 4K (t_)
X, =X, (t)=M"(F (t)-F.,(t)- (K, +EK, +K_ )X (t))

|

Newton-Raphson

(X)) =MX_(t)- (K, +K,, ~K )X (t)+F,(t)-F ()

. = -1
v -R(x]'E

X =X7" +yf( ) AXT

Bl XL AN

e X=X +ax/(pf)

S ER| < €1 N l P
e F;r(rf):KmrAﬁ

ER, < €

r(X5)=M X[+ (K, + K, +K,)X;+F, (t)-F,

Figura 4.3 — Etapas do processo de construcio da base e de resolucao das equacdes do
movimento do sistema amortecido contendo nao linearidades discretas.

4.3. Método das aproximagées combinadas melhorado

Conforme discutido no Capitulo II, o termo, K (X ), que aparece na Eq. (2.17) do
sistema contendo ndo linearidades geométricas ¢ um termo que depende das coordenadas
globais e do tempo. Diante disso, os métodos de redugdo apresentados nas Secdes (4.1) e
(4.2), ndo se mostram eficientes para este tipo de ndo linearidade. Isto se deve ao fato de que

as modificagdes estruturais induzidas pelo termo de ndo linearidade geométrica ser mais
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complexo para ser descrito por uma lei paramétrica no processo de redu¢do (GERGES, 2013).
Portanto, técnicas classicas de constru¢ao de bases de Ritz ndo sdo mais aplicaveis e, neste
caso, o método das aproximagdes combinadas (AC) (KIRCH e LIU, 1995) torna-se uma
opcdo bastante interessante.

Neste trabalho, foi proposto um método AC melhorado (ACM) para lidar com
problemas nao lineares em dindmica ou estatica, amortecidos ou ndo. Portanto, sera
construida uma base de redu¢@o do modelo nao linear sem passar pelo calculo do problema de
autovalores do sistema, que € caro computacionalmente. Neste contexto, a Eq. (2.17) que
modela o problema de vibragdes ndo lineares pode ser interpretada como um problema de re-

analise, de forma que a decomposi¢do da for¢a ndo linear, £ (X), gera um termo associado a

rigidez linear, K', e um termo de perturbagio néo linear, AK" (W)
Entretanto, uma vez que o termo AK"™ (W) evolui com o tempo (ou com a frequéncia), a

base de redu¢dao também deve evoluir com o tempo (ou com a frequéncia). Além disso,
devido ao acoplamento dos efeitos de flexdo e membrana, o uso do critério de truncamento
modal baseado unicamente na escolha da banda de frequéncia de interesse ndo ¢ mais
aplicavel neste caso.

Portanto, partindo-se da defini¢do de um problema de re-analise aproximada (LIMA, et

al, 2010) como mostrado na Eq. (4.15), nota-se que sendo o termo (K, +AK) variavel, onde,

AK = AK"(X)+AK'(X), o inconveniente de se usar métodos classicos de reducio é o

procedimento de inversdo deste termo a cada passo de tempo num processo de integragao

numérica. Neste caso, o método ACM apresenta a vantagem de requerer somente uma

inversdo da matriz, K, que ¢ constante.
[(K,+AK)=4,(M,+AM)]p, =0 i=1,..,N (4.15)

-1

Através da multiplicagdo da Eq. (4.15) pelo termo, X,', e a partir das definigdes

r,=K,' (M, +AM)@p e B, = K,'AK , a base de redugdo assume a seguinte forma:

T=(+B,)"r (4.16)
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de forma que o termo (7 + B,) ' pode ainda ser expandido em uma série de Taylor, o que

permite aproximar a base de redu¢do a uma ordem, v , desejada:
T=(1—BO+B§+...+(—BO)“’1)r0 (4.17)

O método ACM consiste justamente em substituir a soma dos termos da série de Taylor

por um enriquecimento sucessivo da base do sistema original, r,, As principais etapas do

procedimento de constru¢do da base de redu¢do do método ACM proposto neste trabalho sdo:

Etapa 1: Decomposico de Cholesky de Ky: K, =LL" ¢ S, =K, = (L‘l)[L‘1

Etapa 2: Calculo de 1, =aS,MT, onde o ¢um vetor,e r/ M, r, = I

Etapa 3: Calculo de B, = S,AK

Etapa 4: Calculo de r, =—;Byr; ,,onde (i =1,...,0—-1), & é um escalar e
r'Myr =1

Etapa 5: Montagem das sub-bases #,: Ty, =[ry ... 1 ... 1, ]

Etapa 6: Decomposi¢do em valores singulares da Base de Redugao 7 ,.,,

O método ACM proposto neste trabalho, assim, como estabelecido em Kirsch e
Bogomolni (2007) leva em consideracdo pequenas perturbacdes ndo lineares, AK , este fato
tem sua justificativa a partir das simulagdes realizadas no Capitulo VI, quando a base
adaptativa perde sua capacidade preditiva em decorréncia do aumento do nivel de ndo
linearidade imposto ao sistema.

Além disso, deve-se ficar atento a escolha da ordem do desenvolvimento da série de
Taylor para que o comportamento dindmico do sistema aproximado seja 0 mais proximo
possivel do sistema ndo linear exato. Isto faz com que, para o caso de sistemas ndo lineares de
grande escala formados um grande numero de gdl’s, a estimacdo do erro com a aplicagdo
desta estratégia seja dificil de ser avaliada. Em contrapartida, o valor do erro possui uma
relacdo direta com o termo, AK , que descreve o nivel das ndo linearidades geométricas.

Neste caso, o deslocamento relativo que define a relagdo entre o deslocamento

transversal e a espessura da placa fina em grandes deslocamentos ¢ uma medida quantitativa



43

do nivel de ndo linearidade do sistema. Por exemplo, para o caso da andlise estdtica de
sistemas estruturais esbeltos, grandes deslocamentos sdo considerados a partir de um
deslocamento relativo unitario.

No caso do presente trabalho, ¢ dificil o monitoramento do deslocamento relativo do
sistema ndo linear a cada passo de tempo, uma vez que questdes como qual o n6 a escolher e
o tipo de resposta transitoria (harmonicas ou ndo) impde dificuldades no uso do deslocamento
relativo maximo. Portanto, a estratégia proposta aqui ¢ de utilizar um critério energético
baseado na relagdo entre a energia de deformagao ndo linear e a energia de deformacao total

do sistema dindmico ndo linear. A expressao do critério € escrita como segue:

AK

XT[AK" (X)+AK'(X)] X

T XT[K'+AKY(X)+ AK(X)] X (19

—
=)
—

def

Zienkiewicz e Taylor (2000), ainda, utlizam a expressao (4.18) para caracterizar a

estabilidade do sistema em relacdo aos niveis de ndo linearidades:

<1 Estavel
B =1 Limite estabilidade (4.19)
>1 Instavel

A Tab. 4.1 permite entdo estabelecer uma relacdo entre os termos a serem retidos na

sériec de Taylor com o deslocamento relativo méximo, |w,, /h|, baseado no critério

energético (4.18).

Tabela 4.1 — Ordem da série de Taylor.
des 0-02 03-04 04-0.6 06-—0.8 >0.8
W/ 0-05 0.5-1 1-1.5 1.5-2  >2

Ordem 0 1 2 3 4

[1]

Neste ponto, vale salientar que no processo de resolu¢do numérica do sistema ndo linear
com reducao de modelos, a evolugdo da base de reducao pode ser feita tanto no sentido
crescente quanto no sentido decrescente. Além disso, dependendo da aplicacdo, nao ¢é

necessario realizar a atualizacdo da base em todos os instantes de tempo. Portanto, a



44

atualizacdo serd necessaria a partir da alteracdo da faixa de operacdo da energia de

deformacdo, =, , conforme estabelece a Tab. 4.1, ou seja, quando a energia aumenta ou

diminui significativamente.

A Fig. 4.4 exibe esquematicamente, as principais etapas do procedimento numérico

utilizado no calculo das respostas do sistema dindmico ndo linear com reducao de modelos:

(i)

(ii)

(iii)

inicio do processo, ?,, define-se as propriedades do material E, v, p, passo de

tempo, A+, o tempo final de simulagdo, ¢,, espessura da placa, h, parametros

do método Newmark, S e  , das matrizes do sistema ndo linear, condi¢des de
contorno mecanicas e condi¢des iniciais de deslocamento e velocidade
(X (2)- X (1))

em seguida, sdo determinadas as matrizes de rigidez ndo lineares e a aceleracao,

X(t,), a partir das equagdes do movimento. Um problema de autovetores &

resolvido a partir do sistema conservativo para obter os modos de vibrar do

sistema e extrair alguns dos modos associados aos efeitos de membrana e flexao.

Esta etapa ¢ importante para garantir que a base de reducdo nominal, @,

contenha o maximo de informacdes sobre as formas modais do sistema
dindmico. Assim, considerando-se o residuo da forca de excitacdo externa

definido na Eq. (4.6), obtém-se a primeira base de redugdo, T =[p, R]. A

partir desta primeira base de reducdo, ¢ possivel realizar a primeira redu¢do na

ordem das matrizes e vetores do sistema dindmico, gerando assim as matrizes

/ / o ;
M., K,, AK" e AK!, bem como os vetores X, , X,, X,, E, f";

p
na sequéncia, o processo iterativo ¢ iniciado no tempo conforme o método de
Newmark, testando-se a exatidao da aproximacao via calculo do residuo. Assim,

caso se faga necessario corrigir os estados (X, (1,).X, (1,). X, (1)) utiliza-se para

isto o método de Newton-Raphson avaliando-se, neste instante, novos valores
para as matrizes de rigidez ndo lineares. Este processo segue até a convergéncia
do residuo. Vale salientar que o método ACM tem por caracteristica evoluir
(incrementar ou decrementar o numero de vetores) a base de redugdo

dependendo da energia calculada. Dessa forma, se faz necessario o calculo dos
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estados (X(1).X(1).X(1))> a partir do critério de energia. Portanto, com base na

estimativa da energia calculada no processo de convergéncia, procede-se a
reorganizacdo de uma nova base de redugdo (caso necessdrio), conforme
descrito no método ACM. Faz-se entdo a reducdao dos vetores e matrizes do
sistema segundo esta nova base e, finalmente, o passo de tempo ¢ incrementado
e 0 processo iterativo (iii) se repete até percorrer todo o dominio de tempo pré-

estabelecido.

[ totr, At F(t), M,K', D, X(t,), X(t,),y, B ]

AK”(X(t)) e AK(X(t))
X(t,|=M"[F(t,|-K'X(t,|-DX(t,|-[ AK”(t,| - AK'(£,} | X(t, )|

M=TMEF D=TDI K=TKTT FE=TF e AX"=TA"(X[t||T
AR =T AK (X(t))T; X =T'X(t); X =T"'X(t) e X =T"X(t)

T =AOM X, S, K AKT AKE M, [ 8, R],nbv)

1

Estado

Newmark
PREDICAO/RESIDUO

nbv;
+

anterior

nbv

Energia
Eg= X,T( AR +AK; | X,
‘x-nl_ | K.;IJ + A‘H-.'.:\J + AK'J | ‘\-.-'J
CONVERGENCIA
> 02 | 04 | 06
Eg <02 a a a =08

04 | 06 | 08

nbv | 0 1 7) 3 1

Figura 4.4 — Etapas do processo de redugdo de sistemas contendo nado linearidades
geométricas.



CAPITULO V

IDENTIFICACAO DE NAO LINEARIDADES E ESTABILIDADE EM SISTEMAS
DINAMICOS

Neste Capitulo, serdo apresentadas algumas ferramentas matematicas utilizadas para
analisar sistemas dindmicos ndo lineares quanto a sua ndo linearidade e caoticidade. Nesse
sentido, a técnica da transformada rapida de Fourier para analisar o efeito ndo linear e os
métodos de Lyapunov e Poincaré com vistas a caoticidade, sdo apresentados. No Capitulo VI,
serdo apresentados resultados utilizando os desenvolvimentos deste Capitulo no caso da placa

fina em grandes deslocamentos e ndo linearidades localizadas.

5.1. Introducao.

A dindmica ndo linear ¢ uma teoria matematica que estuda sistemas de equacdes de
evolugdo, ou seja, equagdes onde o tempo € uma variavel independente (WIGGINS, 1990). Se
tais equagoes forem lineares, ha solucdes gerais que permitem determinar o comportamento
do sistema em um estado qualquer a partir do conhecimento do seu estado atual. Porém, no
trato de equagdes ndo lineares, essas solucdes exatas, em geral, ndo existem na forma fechada
ou analitica. Tais sistemas dinamicos podem, assim, produzir comportamentos, alguns deles
bastante complicados, os quais se destacam: as Orbitas periddicas e quase periddicas, ciclos
limite, transientes e caos (ALLIGOOD, SAUER ¢ YORKE, 1997) ¢ (SAVI, 2010)

A dindmica ndo linear concentra-se nos comportamentos a longos periodos do sistema
que esta sendo estudado. O comportamento futuro a pequenos tempos, normalmente, pode ser
facilmente obtido pela solugdo numérica das equacdes de evolugdo. No entanto, neste tipo de
estudo, interessa-se, particularmente, em suas propriedades gerais, como equilibrio,

estabilidade, tipos de convergéncia ou divergéncia, etc.
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Diante disso, o campo de aplicagcdes da dinamica ndo linear ¢ muito extenso, pois
abrange qualquer sistema fisico, bioldgico, das ciéncias sociais, etc., que possa ser descrito
por equagdes de evolucao. Porém, neste trabalho, especial atencao sera dada aos sistemas da
mecanica classica e estocastica.

Os sistemas dinamicos ndo lineares tiveram uma de suas origens no estudo do problema
de N (N>2) corpos. Para o caso de N=3 existem resultados analiticos aproximados em alguns
casos especiais, como o problema restrito de trés corpos, onde um deles possui massa muito
superior aos outros dois, de tal modo que a iteracdo mutua entre os dois corpos (de massa
inferiores) interfere em seus movimentos, ndo afetando no equilibrio do conjunto (SYMON,
1971).

Encontrar uma solugdo geral fechada e analitica para o problema dos N corpos persistiu
por anos até que o matematico francé€s Henri Poincaré demostrou, de forma rigorosa, que tal
solugdo ndo pode ser encontrada (POINCARE, 1890). Seus manuscritos acerca do problema
de N corpos contém ideias essenciais a respeito da moderna teoria de sistemas dinamicos,

entre os quais, o conceito de caos deterministico (PETERSON, 1993).

5.2. Caos deterministico.

Segundo Schuster (1993) o caos deterministico provém da existéncia de comportamento
irregular, ou aperiddico, e com dependéncia sensivel das condi¢des iniciais. Assim, Viana
(2011) estabelece que um modelo ndo linear deterministico ao incorporar o caos, tem sua
previsibilidade do comportamento futuro agravado intensamente. Dessa forma, nao se pode
prever o comportamento futuro do sistema, pelo menos para um tempo arbitrariamente longo,
a partir de condicdes iniciais ligeiramente proximas. Segundo Wisdon e Mignard (1984),
embora os processos gerados por condigdes iniciais proximas possam divergir com o tempo,
essa discrepancia so ¢ significativa a partir de um horizonte, conforme pode ser evidenciado
na Fig. 5.3.

Por outro lado, embora Poincaré tenha vislumbrado a possibilidade de comportamentos
cadticos, que desafiam a ideia de haver uma solucdo fechada e valida para quaisquer instantes
de tempo, foi Lorenz (1963) quem edificou as teorias e consequéncias do caos deterministico
utilizando a teoria qualitativa dos sistemas dinamicos introduzida por Poincaré. Assim, ele
utilizou um sistema de equagdes nao lineares que exibiam uma dependéncia sensivel as

condi¢des iniciais, conforme pode ser observado na Eq. (5.1).
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x=0(y-x)
y=px—y—xz (5.1)
z=xy—pz

sendo o, pe S termos positivos.
Lorenz determinou a solugdo do sistema de Egs. (5.1), considerando o =10, p =28 ¢

ﬁ:y, e imaginou um espaco abstrato cujos eixos coordenados foram representados pelas

solugdes do sistema para cada instante de tempo, conforme mostrado na Fig. 5.1.

Figura 5.1 — Atrator de Lorenz.

Segundo Lorenz (1993), o caos ¢ um comportamento tipico de sistemas nao lineares, o
qual se associa a imprevisibilidade e sensibilidade as condi¢des iniciais. Além disso, o caos €
um comportamento dindmico muito rico, com varias possibilidades de respostas, possuindo
infinitas trajetdrias periddicas e ndo periddicas, além de uma possibilidade infinita de

atratores.

5.3. Expoente de Lyapunov.

Duas propriedades basicas que caracterizam o comportamento cadtico sdao: (i) ndo

periodicidade ou ndo regularidade; (ii) sensibilidade extrema as condigdes iniciais. A
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propriedade de ndo periodicidade pode ser observada de forma relativamente facil a partir das
orbitas do sistema dindmico por meio da determinacdo do chamado mapa de Poincaré
(VIANA, 2011).

Por outro lado, além da auséncia de periodicidade ou regularidade, observada na
evolucdo dos pontos de uma Orbita cadtica, muitos sistemas dindmicos manifestam, também,
extrema sensibilidade as condig¢des iniciais, ou seja, duas condi¢des iniciais muito proximas
levam a orbitas que se afastam com o passar do tempo, até perder qualquer correlagdo mutua.

Um fato importante consiste que este afastamento ocorre de forma crescente e, a uma
taxa exponencial, taxa esta denominada expoente de Lyapunov, A, da orbita. Assim, se A for
positivo, tem-se a ocorréncia de caos. Existem inumeros trabalhos na literatura que ilustram a
utilizacdo do método de Lyapunov em sistemas mecanicos, dos quais, pode-se destacar Viana
(2011) e Purcina (2016). Este tltimo apresenta também outras técnicas para o estudo e analise
da estabilidade de sistemas dindmicos nao lineares, em especial o0 método de Poincaré.

Segundo Viana (2011), o método de Lyapunov consiste em analisar as respostas, em
longo prazo, do sistema dinamico nao linear a partir de duas condi¢des iniciais proximas entre

si:

d, =

X =x) (5.2)

Apds uma iteragdo, a distancia entre os pontos correspondentes ¢ dada como segue:

d, = —x|=| ()~ £ (xo) (5.3)
De uma forma geral, a distancia apos, n, iteracdes no tempo, produzidas pelas

respostas do sistema a partir de x, e x, estardo distantes conforme a Eq. (5.4) e, com sua

representacao na Fig. 5.2.

d, =)= 1) (5.4)
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t 1teragoes

Ir L=
X X
t t

Figura 5.2 — Divergéncia de trajetorias inicialmente proximas (adaptado de Viana (2011))

Admitindo-se que, d, , depende exponencialmente do tempo medido em niimero de

iteracdes, € possivel estabelecer a seguinte expressao:

d, ~de” (5.5)

sendo 4 o expoente de Lyapunov, que pode ser obtido, da Eq. (5.5), da seguinte forma:

A = lim 1{ lim zn(ﬂﬂ (5.6)
t—>wo f| dy—0 dO

A partir da Eq. (5.6), ¢ possivel afirmar que um sistema com comportamento cadtico, A
, sera positivo. Por outro lado, pontos fixos e orbitas periddicas, estdo sempre associados a 4
ndo positivo, ou seja, as orbitas convergem exponencialmente com o passar do tempo. Diante
disso, pode-se definir um critério de verificacao da estabilidade de sistemas dindmicos nao
lineares por meio do expoente de Lyapunov. Nesse sentido, Savi (2010) estabelece um critério
para caracterizar a estabilidade de sistemas dinamicos ndo lineares a partir do calculo do
expoente dominante de Lyapunov ao qual considera a regularidade do sistema dindmico

quando este expoente ¢ nao positivo e a irregularidade (caoticidade) caso contrario.

5.3.1.Calculo do expoente de Lyapunov.

Substituindo-se a Eq. (5.4) na Eq. (5.6) do expoente de Lyapunov, chega-se a seguinte

expressao:
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(n)(x — £0(y
ﬂlim{limlﬂ{f (0+d0) 4 (Oﬂ] (5.7)

t—w t| dy—0 dO

sendo x, = x, +d,. Além disso, o termo, lim In
do—)O

{|f(n)(xo +d0)—f(”)(x01

, € 0 limite de uma
dy

razdo incremental quando o incremento tende a zero, ou seja, ¢ a derivada da funcdo, f (”)(x).

Assim, € possivel escrever:

(n) (n)
(W"(ﬂj _df"(x) (5.8)
.- dx

Logo, substituindo-se a Eq. (5.8) em (5.7), pode-se encontrar a expressao para o calculo

do coeficiente de Lyapunov:

(n)
1= lim llndf(xO) (5.9

toot dx

De forma que a derivada da funcdo f (”)(x) pode ser obtida por meio da regra da cadeia
como o produto das » —1 derivadas da fun¢do em cada ponto, x;, com i=12,..,n—1, expressa

da forma:

df(”)(xo) — = f’(xi) (5.10)
dx 1

i=

Assim, substituindo-se a Eq. (5.10) em (5.9), tem-se:

A= limiin (5.11)

t—of

Utilizando a propriedade de logaritmos, escreve-se a expressao final para o calculo do

expoente de Lyapunov:
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(o) (5.12)

= lzm
t—)oot

A partir da Eq. (5.12), pode-se concluir que o expoente de Lyapunov ¢ determinado a

partir da soma da derivada primeira da fun¢do do sistema dinamico nos pontos amostrados.

Para sistemas mecanicos, tal qual o sistema representado pela Eq. (2.26), este resultado se

retrata no conhecimento da derivada primeira do campo de deslocamento.

Para ilustrar a utilizagcdo do método de Lyapunov na caracterizagdo da caoticidade a

partir da propriedade de sensibilidade extrema as condi¢des iniciais, considere novamente o

sistema nao linear (5.1) definido por Lorenz. Assim, a partir da sua solu¢do numérica obtem-

se espagos de estados x(t), y(z‘) e Z(t) no intervalo [l‘o; ff], sendo a curva de resposta

temporal para a variavel x(l‘) ilustrada na Fig. 5.3.

Ix,(t) - X, ()]

[—x(0)=1e-5 — x(0)=0|

T T ! .T

i I E
"h“ M,M m a! uw i ul H " m m nu!! AH%M ur,l

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

OO

Mlm .u..m thlﬂhﬂ“lll l.H | A / w n mml..nu mm .Jn

160 180

Tempo [s]

Figura 5.3 — (a) grafico de x(t) para duas condig¢des iniciais; (b) Diferencas instantaneas a

partir de duas condigdes inicias proximas.

A Fig. 5.4 mostra a curva de resposta para a variavel y(t) , juntamente com a diferenga

das respostas a partir das condi¢des iniciais proximas.



53

[—y(0)=1 — y(0)=1.00001|
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Figura 5.4 — (a) espaco de estado de y(l‘ ) para duas condigdes iniciais; (b) Diferencas
instantaneas a partir das duas condigdes inicias proximas.

As Figs. 5.3 e 5.4 ilustram a caracterizagdo do sistema dindmico definido por Lorenz
por meio da propriedade de sensibilidade as condic¢des iniciais. Nas Figs. 5.3(a) e 5.4(a), sdao
observadas as curvas dos estados x(t) e y(t) no periodo de tempo de 0 a 200 [s]. J& as Figs.
5.3(b) e 5.4(b) ilustram a diferencas das respostas a partir de condi¢des iniciais relativamente
proximas: x(0)=0 , x(0)=1x10"" e y(O)zl, y(O)zl,OOOO 1, de forma que estas diferengas
sao relativamente pequenas se comparadas a propria condigdo inicial. Nota-se, ainda, grande
aproximagdo entre as respostas do sistema até o instante de 20s para ambos os estados,
evidenciando assim a diciculdade de previsdo das respostas para instantes arbitrariamente
longos.

As Figs. 5.3(b) e 5.4(b) ilustram a sensibilidade do sistema a partir do instante de tempo
limite, ¢ =20s. Isto evidencia a propriedade de sensibilidade extrema do sistema nao linear as

condigdes iniciais, para fins de caracterizar o sistema dindmico de Lorenz como cadtico. Isto ¢
especialmente verdadeiro quando se calcula os expoentes de Lyapunov dominante dos estados

a partir da Eq. (5.12) como mostrado na Tab. 5.2 abaixo.

Tabela 5.1 — Expoentes de Lyapunov para os espagos de estados do sistema dindmico de
Lorenz.

() ) =)

43,1784 3,2529 3,8463
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Da Tab. 5.1, pode-se notar que os espagos de estados x(t), y(t) e Z(t) do sistema

dindmico definido na Eq. (5.1) possuem expoentes de Lyapunov positivos, o que permite

concluir que este sistema possui caracteristica de caoticidade.

5.4. Mapa e Sec¢ao de Poincaré.

Conforme mencionado, os sistemas dindmicos ndo lineares apropriam-se das
propriedades de nao periodicidade e/ou sensibilidade as condig¢des iniciais, sendo que esta
ultima foi tratada na sec¢do anterior. Nesse sentido, vislumbra-se apresentar uma forma de
tratamento da propriedade de nao periodicidade ou ndo regularidade do sistema dinamico nao
linear.

O Mapa de Poincaré consiste em uma sequéncia de pontos no espago de estado gerado
pela penetragao de uma trajetoria de evolugdo continua através de um plano generalizado no
espaco (RASBAND, 1990). Para sistemas dinamicos excitados periodicamente, um Mapa de
Poincaré pode ser obtido por amostragem estroboscopica do estado do sistema em cada
periodo de resposta (SAVI, 2002). Desta forma, o mapa de Poincaré de um sistema dindmico
excitado periodicamente € construido por amostragem da resposta do sistema em um intervalo
fixo igual ao periodo (minimo) da excitacao.

Segundo Devaney (1989), um sistema dinamico de dimensdes N cujas variaveis de

estado sdo denotadas por, (x,(¢)x,(¢)....,x,(¢)) ¢ comumente definido como uma sequencia de

pontos (Orbitas) gerados pelas penetragdes das trajetorias continuas em um hiperplano de
dimensdo N - 1. Dessa forma, as trajetorias das varidveis de estado cruzardo o hiperplano de
forma a marcar pontos no mesmo. Ao conjunto de pontos de intersecao da-se o nome de Mapa
de Poincaré do sistema e o hiperplano ¢ chamado secdo de Poincar¢ (THOMPSON e

STEWART, 1986), conforme ilustrado na Fig. 5.5.

Hiperplano de
dimenséo n-1

N

trajetoria

N (x(te), ()
Y

X

Figura 5.5 — Ilustragdo do Mapa de Poincaré em R’.
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Diante disso, as se¢des de Poincaré sdo uteis na verificagdo ou nao de periodicidade em
um sistema dinamico. A Fig. 5.6 ilustra a se¢ao de Poincaré para o sistema dinamico definido

na Eq. (5.1), para a condigdo inicial: x(0)=0, y(0)=1 e z(0)=1,05.

Secao
de
Poincaré 484
4047 7
sl L7 77%
L ;'-;';";};--
30 e
BRI
251
" 20- 5 5 S
‘.\‘ \'\‘:{.‘}
15N NS
NN .
10 h \'\,
5
‘\“"\-.
TR
x 0

Figura 5.6: Secdo de Poincaré para o sistema dindmico de Lorenz.

De acordo com a Fig. 5.6, ¢ possivel constatar que o sistema dindmico possui uma
infinidade de pontos na secdo de Poincaré, definindo a ndo periodicidade das orbitas do
sistema. Portanto, exibe indicativo de caos, como j& observado pela andlise dos expoentes de
Lyapunov. Por fim, ¢ importante salientar que a construcdo da se¢do de Poincaré define de
forma, razoavelmente, simples a caracterizagdo da propriedade de ndo regularidade em
sistemas dinamicos ndo lineares, estabelecendo-se uma outra forma de caracterizar a
caoticidade em sistemas dindmicos ndo lineares.

Outra forma de analisar o sistema dindmico de Lorenz por meio das se¢des de Poincaré

¢ considerar separadamente as variaveis de estado, conforme apresentada nas Figs. 5.7 ¢ 5.8.
Em particular, a Fig. 5.7(a) exibe a resposta dindmica da varidvel de estado x(l‘ ) e a Fig.

5.7(b) mostra a sua respectiva se¢ao de Poincaré.
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dx(t)/dt

8
dx(t)/dt
8 o 8 8 8

8

(b)
x(t) x(t)

Figura 5.7: (a) Orbitas; (b) Secao de Poincaré para a variavel de estado X(f )

A Fig. 5.8 apresenta as orbitas para a equagdo de estado y(t) e a se¢ao de Poincaré, para

fins de avaliar a estabilidade do sistema dinamico.

400, 300~ -
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Figura 5.8 — (a) Orbitas; (b) Secao de Poincaré para a variavel de estado y(t) .

Diante das Figs. 5.7(b) e 5.8(b) nota-se uma distribuicdo de pontos por todo o plano,
indicando, segundo a técnica da secdo de Poincaré, uma nao regularidade das orbitas do
sistema. Dessa forma, o sistema dinamico deve ser cracaterizado como cadtico segundo esta
técnica.

Por outro lado para apresentar estes resultados no sistema incorporando ndo linearidade
cubica caracterizado pelo oscilador de Duffing (SAVI, 2006), constituido por uma massa, m
[kg], um amortecedor viscoso de coeficiente, » [Ns/m], um conjunto de molas linear e ndo

linear com rigidezes k [N/m] e k,, [N/m], e sujeito a uma forca externa, f (t) [N], com

equagdo do movimento desse sistema dindmico ¢ definida por:

mx + bx + kx + kx> = f (1) (5.13)
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Para valores pequenos de rigidez ndo linear, k,, , 0 sistema possui comportamento nao

linear, dependendo do tipo e do nivel da excitagdo externa. Isto pode ser observado nas Figs.
5.9 e 5.10, para os seguintes valores: m=1 kg, k=1 N/m, b=0,1 Ns/m, em todos os casos
analisados, considerendo, ainda, faixa de dominio temporal de forma a descartar o lapso
temporal do regime transiente do sistema. A Fig. 5.9(a) mostra as respostas do oscilador para

diferentes valores de, k,;, mostrando a sua grande influéncia na resposta ndo linear do sistema

(ver Figs. 5.9(a) e 5.9(b)).
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Figura 5.9 — (a) Contribui¢do do termo, k,, , a partir da excitagdo tipo f (t) = cos(t) N;

(b) Diagrama de fase do sistema mecénico para diferentes &, .

O diagrama de fase da Fig. 5.9(b) traduz a caracteristica periddica da solugdo obtida,
sendo a distor¢do observada associada a predominancia do efeito ndo linear. A Fig. 5.10
mostra as respostas do sistema para diferentes niveis de excitagdo harmodnica e, para uma

pequena rigidez ndo linear, &, = 0,IN/m .

—1 N
15F 5 INIH
—10 [N]
101 —50 INIH
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o o
I I

Velocidade [mm/s]

- -20
100 105 110 115 120 125 130 135 140 145 150 -15 -10 -5 0 5 10
Tempo [s] (a) Deslocamento [mm] (b)

Figura 5.10 — (a) Contribui¢do da excitagdo do tipo f(¢)=F;cos(r), considerando
k,=0,1N/m ; (b) Diagrama de fase do sistema mecénico para diferentes niveis de excitagdo.
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O diagrama de fase da Fig. 5.10(b) mostra a evolu¢ao do fendmeno nao linear a partir
da amplitude da forga de 1N. A partir da Fig. 5.9(b) € possivel observar que o efeito nao linear
tem influéncia no sistema a partir de rigidez ndo linear ndo nula. Por outro lado a Fig. 5.10(b)
ilustra o comportamento do efeito ndo linear a partir de uma pequena rigidez ndo linear,
evidenciando a influéncia do nivel de excitagdo no comportamento ndo linear do sistema.

As Figs. 5.11 e 5.12 mostram os mapas de Poincaré para fins de caracterizagdo do
sistema dindmico de Duffing quanto a sua caoticidade em relacdo a evolugdo da rigidez nao

linear.
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Figura 5.11 — Mapa (a) se¢éo de Poincaré (b) para k,, =0N/m .

As Figs. 5.11(a) e 5.11(b) mostram a constru¢do do mapa e se¢do de Poincaré quando o
sistema se comporta, predominantemente, de forma linear (ver Fig. 5.9). Nesse sentido, tanto
0 mapa quanto a se¢do exibem quantidades finitas de pontos, mostrando que o sistema possui
uma forte regularidade das variaveis de estado. Em contrapartida, as Figs. 5.12(a) e 5.12(b)
demonstram uma irregularidade nas mesmas variaveis, isso decorre, pois (conforme ilustrado
na Fig. 5.9(a)) o efeito ndo linear influenciado pelo fator de rigidez ndo linear, levando-o, por

conseguinte, a um regime caotico segundo Poincaré.
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Figura 5.12 — Mapa (a) e se¢do de Poincaré (b) para k,, =10* N/m .

Por outro lado, a Fig. 5.13(a) mostra a evolugdo do sistema em relacdo a caracteristica
de caoticidade, por meio do calculo do expoente de Lyapunov. Pode-se afirmar que o sistema
passa a ter um comportamento cadtico a partir do nivel de rigidez ndo linear de 10> N/m. Tal
comportamento também pode ser observado a partir da se¢do de Poincaré do sistema para a

rigidez ndo linear mencionada (Fig. 5.13(b)).
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Figura 5.13 — (a) Evolugdo dos expoentes de Lyapunov em relagdo a rigidez nao linear; (b)
Secdo de Poincaré para k,, =10 N/m .

Apesar das técnicas do expoente dominante de Lyapunov e secdo de Poincaré
possuirem a premissa de classificar um sistema dindmico ndo linear quanto a sua caoticidade,
convém esclarecer que tais métodos visam analisar propriedades distintas presentes em
sistemas dinamicos cadticos (VIANA, 2011). Enquanto, o método do expoente de Lyapunov
tem como objetivo a caracterizagdo da caoticidade a partir da quantificagdo do nivel de
sensibilidade a duas condi¢des iniciais proximas entre si, a se¢do de Poincaré visa avaliar a

regularidade das varidveis de estado do sistema ndo linear. Diante disso, espera-se que ambos
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os métodos produzam uma mesma evidéncia quanto a caracterizagdo da caoticidade.
Entretanto, ha que se considerar que tais métodos possam apresentar resultados divergentes

em uma regiao limitrofe de caoticidade.

5.5. Identificagao do efeito nao linear no sistema dindmico

Segundo Caetano (1992), Gongalves (2004) e Ritto (2005), a analise de um sinal pode
processar-se no dominio da frequéncia por meio de sua decomposi¢cdo num conjunto finito ou
infinito de harmodnicos de amplitude e frequéncia variaveis. A via mais imediata de proceder
tal decomposicao, no caso de fungdes periddicas, consiste na utilizagdo da expansao em série

de Fourier, definida como segue:

G Zan cos( j+b (%) (5.14)
sendo &, =%J.T;/22x(t)dt, =—_[T " t)cos 27znt/ T)dt ¢ b, :—I (¢)sin(2mt/T)dt , em

que a, e b, sido ilustrados na Fig. 5.14 e, representam a composicdo de X(#) em termos dos
harménicos em @, =27n/T, com n=1,2,3,....

an ‘r A

(a) (®)

‘ ‘||"'||; “ ‘|||
>

2’2 o o

w2
T T

v

Figura 5.14 — Representacdo dos termos a, e b, (Adaptado de Caetano (1992)).

A decomposicdo de um sinal em uma série infinita é, evidentemente, impraticavel.

Assim, a utilizagdo de uma série truncada com apenas N harmoénicos, fornece uma
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aproximacao do sinal que serd melhor quanto maior o valor deste parametro, como ilustrado
na Fig. 5.15 que mostra a decomposicdo em série de Fourier de um sinal periddico
representando uma onda quadrada com um, cinco e treze harmonicos.

A Fig. 5.15 mostra que, para representar o sinal ¢ preciso combinar uma ou mais
fungdes periodicas, conforme a Eq. (5.14), afetando assim, a condi¢do de linearidade da
aproximacao. Portanto, tal combinacdo se apresenta na transformada de Fourier por meio de
diversos harménicos com o objetivo de representar os coeficientes a, ¢ 5, (CAETANO,
1992).

Diante disso, ¢ possivel identificar o fenomeno nao linear através da analise dos
harmonicos presentes no sinal. Nesse sentido, Souza (2008) utiliza, dentre outras, a técnica da
Transformada Rapida de Fourier (Fast Fourier Transform - FFT) para identificar e

caracterizar ndo linearidades em sistemas dindmicos.
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Figura 5.15 — Aproximacao de uma onda quadrada por meio da série de Fourier truncada em
N termos: (@) N =1;(b) N =5;(c) N =13.
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Segundo Souza (2008) para identificar a presenga do efeito ndo linear em um sistema
dinamico por meio da FFT ¢ necessario que a reposta obtida via transformada demonstre a
existéncia de diferentes harmonicos em uma faixa de frequéncia de interesse, ou a presenca de
harmoénico distorcido, equivalendo a existéncia de diferentes harmdnicos em uma pequena
vizinhanga de uma frequéncia especifica. A Fig. 5.16 ilustra estes dois cendrios de
identificacdo do efeito ndo linear em um sistema dindmico. Ainda, segundo Souza (2008),
esta técnica possui o inconveniente de ndo ser confidvel quando o sinal advém de um
experimento fisico, alertando sobre a necessidade de empregos de filtros de eliminagdo de

ruidos em conjunto com a técnica.

Magnitude [m)|

0,0 2l ol : & . . : : - .
0 50 100 150 200 250 300 350 400
Frequéncia [Hz]

Figura. 5.16 — FFT do sinal incorporando nao linearidade cubica (Extraido de Souza, (2008)).

Assim, a titulo de ilustragdo, a Fig. 5.17 mostra a amplitude das fun¢des de resposta em
frequéncia normalizadas do modelo de Duffing obtidas a partir da FFT do sinal do
deslocamento para diferentes valores de rigidez nao linear e amplitude de excitagdo igual a
SON. Nota-se a presenca de harmdnicos a medida que o efeito ndo linear se torna mais

pronunciando e sob as mesmas condigdes iniciais.
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CAPITULO VI

SIMULAGOES NUMERICAS

Neste capitulo, sdo apresentados os principais resultados das simulagdes numéricas
realizadas a partir dos modelos de elementos finitos deterministicos e estocasticos dos
sistemas ndo lineares desenvolvidos nos capitulos anteriores. Todos os procedimentos
computacionais proprios foram implementados em ambiente de programagio MATLAB® ¢
comparados, quando necessario, com implementagdes feitas no codigo de elementos finitos
ANSYS® para efeito de validagio da modelagem deterministica de placas finas em grandes
deslocamentos. Além disso, sdo apresentados os resultados das simula¢des para os sistemas
ndo lineares reduzidos via emprego do método de reducdo proposto neste trabalho. Na
sequéncia, foram gerados os envelopes das respostas dinamicas dos sistemas estocésticos nao
lineares objetivando avaliar a influéncia das incertezas paramétricas nas respostas dos
sistemas, evidenciando a capacidade da modelagem estocéstica proposta nesta tese para lidar

com sistemas dindmicos ndo lineares na presenca de incertezas.

6.1. Verificagdo do modelo linear conservativo associado

Nas aplicagdes que seguem, foi utilizado uma placa fina de aluminio conforme a
discretizagdo e condigdes de contorno mostradas na Fig. 6.1. O modelo de EF da placa fina
em grandes deslocamentos foi desenvolvido no Capitulo II sendo composto por 144
elementos de placa retangular ndo linear, resultando um total de N =845 graus de liberdade
(gdl’s), sem considerar as condi¢cdes de contorno mecanicas. As propriedades fisicas e

geométricas do modelo sdo definidas na Tab. 6.1.
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Tabela 6.1 — Propriedades fisicas e geométricas do modelo de EF da placa fina.

Modulo de  Coeficiente Massa

Elasticidade  de Poisson  Especifica
(GPa) (kg/m’)

0,654 0,527 0,0015 70 0,33 2700

Medida Medida Espessura,
em y (m) em x (m) h (m)

[ P

Figura 6.1 — Modelo de EF da placa fina de aluminio bi-engastada.

Num primeiro momento, foi feita a verificagdo da modelagem por elementos finitos
deterministica do sistema conservativo linear associado, tendo como base as frequéncias
naturais do sistema. Neste caso, as frequéncias naturais foram obtidas através da resolugdo do

seguinte problema de autovalores, formulado a partir da Eq. (2.26):

[K'- oM ;=0 (6.1

J J

sendo ¢, € w;, respectivamente, os autovetores ¢ as frequéncias naturais do sistema

dinamico linear, com j=1 a N.

A Fig. 6.2 permite comparar as dez primeiras frequéncias naturais de dois modelos de
EF, a saber: (i) o primeiro ¢ o modelo implementado no cédigo ANSYS, considerado como
sendo a referéncia neste trabalho. Neste caso, foi utilizado o elemento SHELL63 de quatro nds
e seis gdl’s por n6 com capacidade para a modelagem de sistemas lineares ou com nao
linearidades geométricas; (i1) o segundo ¢ o modelo de EF desenvolvido no presente trabalho
utilizando o ambiente MATLAB, conforme os desenvolvimentos apresentados no Capitulo II.

De imediato, pode-se notar uma boa proximidade entre as frequéncias naturais dos dois
modelos lineares, permitindo, nesta fase, validar os procedimentos de modelagem do sistema

dinamico no regime linear. Isto pode ser confirmado pela analise do erro relativo definido na
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Eq. (6.2) entre as frequéncias naturais obtidas dos modelos ANSYS ¢ MATLAB, conforme

mostrado na Fig. 6.3.

=1

J

x100% (6.2)

Erro =

A

sendo f;

M . A : .
;€ f] sdo as frequéncias naturais em Hz dos modelos implementados em ANSYS e

MATLAB, respectivamente.
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Figura 6.2 — Comparagao das dez primeiras frequéncias naturais dos modelos lineares
implementados em ANSYS e MATLAB.

O 1 1
20 40 60 80 100 120 140

Frequencia [HZz]

Figura 6.3 — Erro entre as frequéncias naturais dos modelos lineares implementados em
ANSYS e MATLAB.



67

A diferenca obitida em ambos os métodos se deve, essencialmente, aos tipos de
elementos finitos utilizados em ambos os modelos, bem como aos métodos de integragao

utilizados.

6.2. Verificagdo do modelo com ndo linearidades geométricas

Para verificar o cddigo proprio implementado em MATLAB para a andlise de sistemas
dinamicos contendo nao linearidades geométricas, conforme as etapas definidas na Fig. 2.4, o
mesmo modelo de EF da Fig. 6.1 ¢ considerado nesta aplicagdo. O interesse ¢ comparar as

respostas dinamicas do sistema relativas ao mesmo nd de aplicagdo de uma forca harmonica

da forma, F (t): F, sin (a)t), obtidas pelos modelos implementados em MATLAB e
ANSYS, onde w e F|, sdo, respectivamente, a frequéncia e a amplitude da for¢a. Neste caso,
para uma frequéncia da excitagdo constante de, f=20Hz, proxima a primeira frequéncia
natural do sistema no regime linear da Fig. 6.2, sdo consideradas as forcas, f, =8N e
F, =200N.

A Fig. 6.4 compara os resultados obtidos em termos do deslocamento transversal
normalizado em relacdo a espessura, w/k, € da velocidade, w, normalizados em relagdo a
velocidade méxima, do mesmo ponto de aplicagdo da forca indicado na Fig. 6.1, para ambos

os modelos implementados em MATLAB e ANSYS.
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o
w/h

0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4
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© L
>

Ak ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4
Tempo [s] (a) Tempo [s] (b)
Figura 6.4 — Respostas temporais da placa fina com ndo linearidade geométrica para a
condi¢@o de contorno bi-engastada: (a) Fy, =8N ; (b) F, =200N .
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Percebe-se que o modelo de placa fina ndo linear desenvolvido neste trabalho representa
de forma satisfatéria o comportamento ndo linear do sistema implementado no ANSYS,
mesmo para niveis elevados da forca externa, 200 N . As pequenas diferencas observadas nas
respostas temporais entre os dois modelos podem estar associadas ao algoritmo de integragao
temporal de Newmark melhorado que foi implementado neste trabalho, conforme a Fig. 2.4.

Além disso, deve-se destacar que para niveis de ndo linearidades superiores a 3,5 (w/h>3,5)

as diferengas entre as respostas temporais dos modelos implementados em ANSYS e

MATLAB se tornam bastante expressivas.
A partir da analise do diagrama de fase para a forca de, F, =8N, como mostrado na

Fig. 6.5, pode-se constatar, sem dificuldades, que o sistema ndo linear possui comportamento

linear.
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Figura 6.5 — Diagrama de fase (a) e FFT do sinal do deslocamento (b) para F, =8N .

A Fig. 6.6 ilustra o diagrama de fase e a FFT do sinal do deslocamento para um nivel de

excitagdo harmoénica de F, =200V , evidenciando o comportamento ndo linear do sistema.
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Figura 6.6 — Diagrama de fase (a) e FFT do sinal do deslocamento (b) para £, =200N .
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Diante das Figs 6.5(b) verifica-se a presenca de um tUnico pico de ressonancia em

frequéncia na resposta FFT normalizada do sinal do deslocamento transversal. J4, para a forca
de, F, =200N, a deformagdo observada no diagrama de fase da Fig. 6.6(a) permite concluir
sobre a influéncia do efeito decorrente da ndo linearidade geométrica na dinamica do sistema,

alterando a sua condicdo de comportamento linear, como mostrado na resposta FFT

normalizada da Fig. 6.6(b). Nota-se a presenca de pelo menos trés harmodnicos, indicando uma
predominancia do comportamento nao linear para o nivel de for¢a de, £, =200N .
A Fig. 6.7 mostra o resultado da aplicagdo do método do expoente de Lyapunov, para a

analise da estabilidade do sistema dinamico em relacdo a evolucdo dos efeitos das nao

linearidades geométricas em funcao do nivel da forca externa.

Expoente Lyapunov

0 100 200 300 400 500
Forca [N]

Figura 6.7 — Analise de estabilidade da placa bi-engastada via Lyapunov.

A partir da Fig. 6.7 ¢ possivel constatar a estabilidade do sistema dindmico para um
nivel de excitiagdo externa, aproximadamente, de até 400N. Assim, diante da Fig. 6.7 pode-se
estabelecer um dominio de validade (excitagdo nao superior a 200N) para o estudo do sistema
dinamico no que diz respeito a sua estabilidade, especialmente, ainda pelo fato de levar-se em
consideragdo a incorporagdo de incertezas ao modelo, o que certamente afetard tanto o efeito
ndo linear quanto a estabilidade do sistema.

Estabelecendo o dominio da validade para o nivel de excitagdo ndo superior a 200N a

Fig. 6.8 possibilita a analise da estabilidade por meio da secdo de Poincaré em func¢do do
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comportamento ndo linear do sistema influenciado a partir de diferentes niveis de excitagdo

harmonica, na faixa de interesse de analise do sistema.

0.2r N ™ ‘ 1 04r o 5 1
q R o
E 01} + 0.2f o ° ]
[}] o
o H
0 0
(%]
% -0.1 + + -0.2 o o
> + + o o
_0 2 L L L L L L - _0.4 L L -
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -4 -2 0 2 4
x107 x107
1 2 ;
£ 05 o 1
= o ® -
3 o 5
c 0 o 0 * o« ¥
% 2 o *
© 05 ¢ K
E : 0 &
b L J 2°- L L L L L J
-4 2 0 2 4 6 -4 2 0 2 4 6
Deslocamento [m] %1073 Deslocamento [m] %1072

Figura 6.8 — Analise de estabilidade da placa bi-engastada conforme Poincaré.

Mediante as Figs. 6.7 e 6.8 € possivel constatar que o sistema dindmico representado a
placa fina em flexdo da Fig. 6.1 opera em regime de estabilidade nos cenarios de excitagdo

investigados nesta aplicacao.

6.3. Reducao de modelos para sistemas incorporando nao linearidades discretas

Nesta secdo, sera avaliada a eficiéncia do primeiro método de reducdo de modelos
proposto neste trabalho, baseado na constru¢do de uma base modal enriquecida com residuos
estaticos de primeira ordem associados aos esfor¢os externos e de amortecimento presentes no
sistema e dos esfor¢os nao lineares, conforme os desenvolvimentos apresentados na Secao 4.2
do Capitulo IV.

Num primeiro momento, o interesse € realizar testes numéricos com o modelo de EF da

placa sanduiche de trés camadas bi-engastada mostrada na Fig. 6.9 a seguir, ainda no contexto

linear, para verificar a eficiéncia da base de redugdo nominal, 7, enriquecida com residuos

associados aos esforgos externos e de amortecimento viscoelastico, conforme definidos na Eq.
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(4.8). Detalhes do procedimento de modelagem por EF de placas sanduiches viscoelasticas

podem ser encontrados em Lima (2007).

As dimensdes geométricas do modelo, o ponto de aplicacdo da excitacdo externa e de

obtencao das respostas temporais também estdo indicadas na Fig. 6.9.

e e e e e e i
——————— < Viscoelastica
LI LTI e Placa Base

(X, X, X)<

F(t)-

0.30 m

A 4

Figura 6.9 — Modelo de EF da placa sanduiche viscoeléstica bi-engastada.

A Tab. 6.2 apresenta as propriedades fisicas de cada camada da placa sanduiche
viscoelastica. Vale salientar que, uma vez que o comportamento dindmico dos materiais
viscoelasticos depende fortemente da frequéncia de excitagdo e da temperatura de operacao
do material (LIMA et al. 2015), sera utilizado a expressdo do mdédulo complexo do material
viscoelastico ISD112 da 3M definida na Eq. (4.2) para avaliar o modulo de cisalhamento da

camada central da placa sanduiche para uma dada condi¢ao de operagao de interesse.

Tabela 6.2 — Propriedades fisicas e geométricas da placa sanduiche viscoeléstica.

El\lfloil'u!g d; Densidade Espessura Coeficiente
Camadas asticidade [ & /mz] h[ m] de Poisson
E[N/n’] PLRE v
Estrutura-base 70 2700 1x10” 0,30
Viscoelastica Eq. (4.2) 950 254x10° 0,49
Restringente 70 2700 5x10™ 0,30

Fonte: de Lima, et al, (2015)

A Fig. 6.10 ilustra os resultados das respostas dos deslocamentos normalizados,

(w/ L)x 10*, para dois tipos de esforgos: harménico e impulso.
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Figura 6.10 — Respostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referéncia e reduzido
para as bases 7] e T, - Sistema viscoelastico linear.

Sendo os esfor¢os: (i) uma forga harmoénica, sendo f=76,47Hz a frequéncia da
excitacdo escolhida proxima a primeira frequéncia natural do sistema conservativo associado
(ver Secao 4.1, Capitulo IV), obtida através da resolugdo do problema de autovalores definido

pela Eq. (4.5), e £, =10N; (ii) uma forga do tipo impulso triangular como ilustrado na Fig.
6.9. As simulagdes numéricas foram realizadas no intervalo de tempo de, te[z‘o =0s,¢, :0,35sJ ,

com uma resolugao constante de, Ar=0,01ms .
A Fig. 6.10 permite comparar, assim, os resultados obtidos em termos dos
deslocamentos transversais normalizados para os sistemas de referéncia e reduzido para as

duas condigdes de forca externa e para as seguintes bases de redugdo: (i) 7,=[¢, R] (19

autovetores, 1 vetor residual calculados conforme a Eq. (4.6)); T, =[¢0 R Rf] (19
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autovetores, 1 vetor residual obtido pela Eq. (4.6), 14 residuos viscoelasticos, calculados
conforme a Eq. (4.7)).

Pela analise da Fig. 6.10 fica evidente a eficiéncia do procedimento de enriquecimento
da base com residuos estaticos dos esforcos externos de amortecimento do sistema dinamico
linear para melhorar a aproximacao da resposta dinamica.

Nesta aplicag@o envolvendo placas finas em flexdo, a escolha da base modal inicial, ¢,

esta relacionada ao nimero de harmonicos que podem intervir a priori na resposta dinamica

do sistema. Por exemplo, se forem os harmonicos 1, 3 e 5 que intervém na resposta, a base, ¢,

, de vetores proprios de natureza de flexdo deve conter os modos relativos as frequéncias
superiores ou igual a 5 (cinco) vezes a frequéncia da excitagdo (primeiro harmonico). Para os
modos de membrana, eles sdo normalmente associados a altas frequéncias, sendo, neste caso,
dificil adotar um critério similar baseado na escolha a priori, de uma frequéncia de corte para
a base inicial. Entretanto, pode-se adotar um critério a posteriori baseado na evolugao do erro
relativo entre as respostas dos modelos reduzido e completo.

Na sequéncia, serd considerada a mesma placa sanduiche viscoeléstica semelhente a
Fig. 6.9. Entretanto, ela sera engastada em um dos bordos e sujeita a condi¢des de contorno
nao lineares no bordo oposto. Tais condi¢gdes de contorno sdo representadas aqui por molas
discretas com caracteristicas nao lineares, atuando na dire¢do transversal, como ilustrado na
Fig. 6.11. Na mesma figura, s3o mostrados os pontos de aplicacdo da forca e de obtencdo da

resposta dindmica do sistema nao linear no dominio do tempo.

(x,%,X)
F(t)—

Restringente
Viscoelastica
Base

Figura 6.11 — Ilustracao da placa sanduiche viscoelastica com molas nao lineares.

Como foi discutido na Se¢do 4.2 do Capitulo IV, no contexto de uma modelagem por
EF, o esforco exercido por uma mola com caracteristicas ndo lineares pode ser representado

pela Eq. (4.9), e a Eq. (4.10) e, representa o sistema de equagdes do movimento do sistema
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dindmico ndo linear contendo amortecimento viscoelastico a ser resolvido pelo processo de
integragdo, cujas etapas estao definidas na Fig. 4.3.

As simulacdes foram realizadas para os seguintes valores de parametros: coeficientes
de rigidez linear e nio linear de cada mola, k' =100 N/m e k" =10° N/m® ; frequéncia da
forga de excitacdo harmonica, f =24Hz; diferentes valores de amplitude da forga, F,=30N,
F,=50N e F,=100N. O interesse ¢ avaliar a eficiéncia das seguintes bases de redugdo: (i)
T, =[(p0 R Rf] (19 autovetores do sistema conservativo associado contendo tanto modos
de flexdo quanto modos de membrana, 1 residuo estatico da forca externa, conforme a Eq.
(4.6), 14 residuos viscoelasticos, definidos pela Eq. (4.7); (i) 7, =[7, A@] (a base, T,, e 11
residuos estaticos dos esforcos nao lineares, calculados a partir da Eq. (4.12).

A Fig. 6.12 exibe uma precisdo razoavel entre as respostas dindmicas obtidas para
ambos os modelos completo e reduzido ¢ obtida quando se utiliza a base de redugao, T;.

Diante da exibi¢do dos resultados observados na Fig. 6.12 ¢ possivel perceber que a
precisdo ¢ menos satisfatoria para o caso da base, T, permitindo concluir, assim para o caso

de sistemas dinamicos com nao linearidades discretas e com amortecimento, a consideragao
dos residuos estaticos associados as ndo linearidades discretas consiste em uma estratégia,

bastante, interessante para a obtengao das respostas dindmicas aproximadas.

30 T T T T Referéncia Referéncia
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Figura 6.12 — Repostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referéncia e reduzido
para as bases T, e T, e F, =30N - Sistema viscoelastico ndo linear.

Entretanto, ¢ importante salientar que esta técnica de reducao de modelos de sistemas

ndo lineares baseada no emprego de base modal enriquecidas possui a limitagdo quanto ao
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nivel de ndo linearidades discretas impostas ao sistema. Isto pode ser verificado pela analise

dos resultados da Fig. 6.13 para niveis de ndo linearidades obtidos a partir do gradativo

aumento da amplitude de excitagcdo externa, sendo possivel notar a dependéncia da capacidade

preditiva da base em relagdo ao nivel de ndo linearidade imposta ao sistema, por meio da

amplitude de excitagdo externa, f, =50N e F, =100N . Diante disso, quanto maior o nivel

de ndo linearidade menor € a precisdo da aproximagao. Isto mostra a degeneracao da precisao

da base modal enriquecida a medida que o nivel de ndo linearidade se tornal elevado,

implicando em uma necessidade de atualizagdo dos residuos conforme o efeito nao linear

evolui.
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Figura 6.13 — Respostas temporais dos deslocamentos dos sistemas de referéncia e reduzido
para abase T, f, =50N e F, =100N - Sistema viscoelastico ndo linear.

6.4. Redug¢do de modelos para sistemas com ndo linearidades geométricas.

Nesta se¢do, serd avaliada a nova base, T ,.,, , definida na Eq. (4.17) e com as etapas do

processo de reducdo e integracao do sistema de equagdes reduzidas descritas na Fig. 4.4, para

sistemas com ndo linearidades geométricas.

Sh o

Figura 6.14 — Modelo de EF da placa fina de aluminio engastada-livre.
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O modelo de EF a ser utilizado nesta aplicacdo ¢ o mesmo apresentado na Fig. 6.1, mas
para a condi¢do de contorno engastada-livre e frequéncia de excitacdo constante igual a
f=3Hz, como ilustrado na Fig. 6.14. Nesta mesma figura estd indicado o ponto de aplicagdo
da forca externa (do tipo harmodnica) e de obtencdo das respostas dindmicas do sistema.

A Fig. 6.15 exibe o deslocamento normalizado em relagdo a espessura da placa, a

velocidade normalizada em relacao a velocidade méaxima e o diagrama de fase normalizado

em ambos oS €ixos.
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Figura 6.15 — Repostas dos deslocamentos e velocidade, instantanea, dos sistemas completo e
reduzido para a base, T, : (a) F,=0,05N, (b) F,=0,IN e(c) F;, =15N.
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A Fig. 6.15 ilustra a evolu¢do do efeito ndo linear a partir de diferentes niveis de

excitagdo, a saber: F, =0,05N, F,=0,IN e F,=15N, considerando a primeira base de
transformagao definida por 7,.,, =[¢, R], contendo 20 autovetores do sistema conservativo

associado, escolhidos nas proximidades da frequéncia natural de interesse (nesta caso a

primeira) e um residuo estatico de primeira ordem relacionado a forga de excitagao unitaria.
De imediato, pode-se notar a grande eficiéncia da base, T, , proposta neste trabalho

para aproximar as respostas dinamicas de sistemas com nao linearidades geométricas. Além
disso, percebe-se que o método ACM se mostra eficaz tanto para os casos de comportamento

linear, conforme a Fig 6.15(a) e (b), quanto para o caso em que o comportamento nao linear,
W/ h , se torna mais evidente, como mostrado na Fig. 6.15(c).

Pela analise da Fig. 6.15(c) fica também evidente que a partir do momento em que o
nivel da forga aumenta, levando a um nivel de ndo linearidade geométrica, (W/ h), mais
significante, a precisdo do método de reducdo ACM diminui. Nestes casos, o instante de

atualizagdo da base ACM (caracterizadas pelos esforgos ndo lineares, AK(X)) ndo ¢

suficientemente rica com informagdes sobre o estado (instantaneo) da estrutura.

A Fig. 6.16 permite avaliar a eficiéncia do método ACM em termos do tempo de

processamento relativo, f, = (t aem /] tC)XIOO%, para a obtengdo das respostas aproximadas
via método ACM, f,,, em comparagdo com o tempo para a obtengdo das respostas do

modelo completo, ¢, , para diferentes niveis de ndo linearidade. Nota-se que o ganho de tempo

de célculo em regides predominantemente lineares do sistema nao ¢ relevante, sendo que, para
alguns casos se torna até mesmo prejudicial. Porém, em faixas de operagdo ndo lineares o
método ACM permite constatar um ganho computacional significativo da ordem de até 27%

em relagdo ao tempo de célculo do modelo completo.
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Figura 6.16 — Tempo de calculo entre os sistemas completo e reduzido pelo método ACM.
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Este ganho de tempo ocorre, principalmente, em regides, predominantemente, nao
lineares do sistema e, se deve ao procedimento de atualizagdo da base, T,., . Esta

atualiza¢do leva em conta a energia de deformagdo do sistema ndo linear, conforme a Eq.
(4.18) e as etapas de integracdo mostradas na Fig. 4.4. Neste caso, o interesse ¢ ajustar a base
de redugdo no intuito de obter sempre um minimo de vetores pelo processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (KIRSCH, BOGOMOLNI e SHEINMAN, 2006) em
conjunto com identicagdo dos modos dominantes, de forma que ruidos incorporados a base

durante o processo possam ser atenuados, ou até eliminados.

A Fig. 6.17 mostra a evolucdo da dimensdo da base, T,.,, , em fung¢do do tempo para
F, =0,05N e F, =15N, sendo responséaveis pela predominancia dos comportamentos linear e

ndo linear do sistema, respectivamente. Pode-se notar maior variabilidade da base para o

sistema no regime linear (F, =0,05N). Isto explica, em partes, o custo computacional elevado

do método ACM neste regime de operagao.

Para o sistema com comportamento ndo linear (F, = 15N, apesar de existir uma grande

variabilidade do numero de elementos da base ACM, percebe-se maior constdncia de uma
mesma base ao longo do periodo analisado. Este ¢ um dos fatores mais importantes que
contribui para redugdo no tempo de processamento da resposta aproximada do sistema nao
linear. Este fato justifica a utilizacdo do fator enérgico definido na Eq. (4.18) do Capitulo IV
que estabelece a necessidade ou ndo da atualizagdo da base redugdo durante o processo de

integragao temporal.
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Figura 6.17 — Evolucao da base de redu¢do ACM em fun¢ao do tempo de integragao.
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Em contrapartida, ¢ possivel observar, a partir da Fig. 6.17, periodos temporais (quando
o sistema possui comportamento linear) que a base de redugdo deve sofrer atualizacdes
adivindas do calculo de energia de forma a adaptar para dimensdes inferiores, ocasionando
maior variabilidade em determinados lapsos temporais. Isto eleva tempo de processamento do
sistema com comportamento linear utilizando a base adaptativa ACM em relagdo ao tempo de

processamento do método completo.

6.5. Sistemas ndo lineares estocasticos.

Nesta secdo, sdo apresentados alguns resultados das simula¢des que foram realizadas
com o sistema ndo linear estocéstico proposto neste trabalho. Apesar das propriedades fisicas
e mecanicas do modelo de EF parametrizado poderem ser assumidas como varidveis incertas
para efeito de estudo da influéncia de pequenas perturbacdes nas varidveis de estado do
sistema dindmico, conforme discutido no Capitulo III, nas simulagdes realizadas, somente a

espessura da placa fina em grandes deslocamentos foi considerada incerta.

6.5.1. Nao linearidades geométricas

Para verificar a estratégia de introdugao de incertezas no modelo de EF do sistema com
ndo linearidades geométricas, utiliza-se o mesmo modelo de EF da Fig. 6.1(a) com as mesmas
propriedades fisicas e geométricas (valores nominais), € as mesmas posi¢des de aplicagdo da
forga externa e de obtencao da resposta dindmica. Neste caso, a decomposi¢ao das matrizes de
EF estocasticas, através do método KL, se deu até a décima ordem para representar a série
definida na Eq. (3.1) do Capitulo III, este fator de truncamento foi utilizado com base em
trabalhos ja disponiveis na literatura, como em Ribeiro e Lima (2015) e Rosa (2016).

Num primeiro momento foi encontrado o numero minimo de amostras, 7,, necessario

para se obter uma convergéncia razoavel da resposta no tempo do sistema ndo linear. Para
tanto, foi implementado o método de simulagdo Hyper Cubo Latino (HCL) que ¢ uma
variante do método de Monte Carlo (SCHINOZURA, 1972; RUBINSTEIN, 1981;
PAPADRAKAKIS e KOTSOPULOS, 1999). A convergéncia da solucdo foi avaliada em

termos do valor do erro quadratico médio entre o deslocamento médio, w, € o deslocamento

de cada amostra, M(H), conforme a seguinte equacao:



RMSD =

LS w-w, (o)

n, iz
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(6.3)

A Fig. 6.18 mostra que a partir de 200 amostras pode-se obter uma convergéncia

razoavel da resposta transversal do sistema para varios niveis de nao linearidades. Portanto,

este serd o numero de amostras a ser utilizado nas simula¢des que seguem.
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Figura 6.18 — Analise de convergéncia para dois niveis de for¢a e incertezas na espessura da
placa em grandes deslocamentos: (a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%.

A Fig. 6.19 representa as dispersdes da resposta transversal aleatoria em termos dos

valores médios e dos extremos estatisticos (valores maximos € minimos) para os cenarios de

incertezas de 5% e 20% e, para os niveis de excitacdo de 8N e 200N.

Em relagdo a Fig. 6.19, para ambos os niveis de ndo linearidade, pode-se constatar,

sem dificuldades, a medida que o nivel de incerteza (na espessura) aumenta de 5% para 20%,

o envelope da solugdo também aumenta. Entretanto, nota-se maior influéncia das incertezas

no comportamento linear, Fig. 6.19 (a) e (b) em comparagao com o comportamento nao linear

Fig. 6.19 (c¢) e (d). Isto pode ser explicado pelo fato de que o parametro incerto afetar mais

fortemente as matrizes de massa e rigidez do sistema conservativo (deterministico e

estocastico), tendo em vista que tais fatores produzem contribui¢des de ordem cubica nessas

matrizes, 0 mesmo ndo ocorrendo no caso das matrizes de rigidezes ndo lineares.



—— Min

P Medio

— — Max

—h=1.5[mm] | |

81

—— Min

/| .
- = Medio

— — Max

—h=1.5[mm]| |

N
N s (b)
15" : : ' - -1.5
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Tempo [s] Tempo [s]
4 , . - v ]
- — Min —— Min
- = Medio - - Medio
- — Max ~~ Max 1
—h=1.5[mm] — h=1.5[mm]

! | G
0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2
Tempo [s] Tempo [s]

Figura 6.19 — Envelopes das respostas transversais da placa com nao linearidades
geométricas: (a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%.

A Fig. 6.20 os diagramas de fases normalizados nos dois eixos e, considerando dois
niveis de excitacdo harmonica e incertezas associadas 4 espessura da placa, de forma que em
ambos. De acordo com as Figs. 6.19 e 6.20 ¢ possivel verificar maior influéncia das incertezas
para os cendrios de comportamento lineares do sistema, pois em ambos os cenarios de
incertezas simulados as amplitudes maximais dos envelopes relativos ao comportamento
linear (considerando um mesmo nivel de forga) sdo aproximadamente 11% e 28% superiores
quando comparado aos envelopes com comportamento nao linear. Novamente, convém
mencionar, que isto estd associado a origem das ndo linearidades geométricas modeladas
neste trabalho. Como elas sd3o advindas do acoplamento entre as deformagdes de flexdo e

r

membrana da placa fina, ¢ de se esperar que, para obter mudanca significativa no
comportamento ndo linear da placa em grandes deslocamentos, uma mudanca também

significativa devera ocorrer no parametro espessura.
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Figura 6.20 — Diagramas de fase da placa estocastica com ndo linearidades geométricas:
(a) 8N, 5%; (b) 8N, 20%; (c) 200N, 5%; (d) 200N, 20%.

A andlise das Figs. 6.21 e 6.22 permite concluir sobre o comportamento do sistema

ndo linear em regime de estabilidade para os niveis de forca de 8N a 200N, e para as

incertezas de 5%, 10% ¢ 20%.
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Figura 6.21 — Expoentes de Lyapunov para a placa estocéstica com nao linearidades

geométricas: (a) 5%; (b) 20%.
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Conforme pode ser visto nas Figs. 6.21(b) e 6.22(b), apesar do sistema nao linear nao
recair em regides de instabilidade para os cendrios de for¢a e incertezas analisados nesta
aplicag¢do, observa-se uma contribuicao significativa de ambos os pardmetros no sentido de
levar o sistema nao linear a regides de instabilidade.

Em funcao da impossibilidade de avaliacdo das respostas aleatorias do sistema nao
linear estocastico completo, tendo em vista o elevado custo computacional envolvido nas
analises (alguns anos de simulacdo), nesta aplicagdo foi utilizado o modelo ndo linear

estocastico reduzido através do método ACM.
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Figura 6.22 — Expoentes de Lyapunov para a placa estocéstica com nao linearidades
geométricas: (a) 8N; (b) 200N.

6.5.2. Nao linearidades discretas

Para o caso de aplicagdes com a placa fina estocastica incorporando nao linearidades
discretas, foi utilizado modelo discretizado em EF da placa fina mostrada na Fig. 6.23, com as

respectivas condi¢des de contorno.

Figura 6.23 — Ilustracdo do modelo de EF da placa fina com ndo linearidades discretas.
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Neste caso, a placa considera engastamento em um dos bordos e no bordo oposto, sdo
aplicadas 26 (vinte e seis) molas com caracteristicas ndo lineares para representar as
condig¢des de contorno nao lineares, como ja discutido na Sec¢do 6.3 deste capitulo. Na mesma
figura, sdo mostrados ainda os pontos de aplicacdo da for¢a harmodnica com frequéncia

constante, f=11/£, e o ponto de obteng¢do das respostas dindmicas aleatorias. Os valores

nominais dos parametros que definem as molas ndo lineares sd3o os mesmos assumidos na
~ ! ! o . . ry ¢ ~

Secdo 6.3, k =100N/m e k" =10"N/m, e as propriedades fisicas e geométricas da placa sio

as mesmas definidas na Tab. 6.1 da Se¢do 6.1, exceto para espessura considerada de 3,0
[mm].

Da mesma forma que na se¢do anterior, num primeiro momento foi determinado o
numero minimo de amostras necessarias para obter uma convergéncia razoavel da resposta
aleatoria para dois valores de incerteza (5% e 20%) no parametro ndo linear das molas e dois
niveis de for¢a ou ndo linearidade (IN e 20N). Os resultados da Fig. 6.24 evidencia que, para
esta aplicacdo do sistema estocastico com ndo linearidade discreta, o nimero minimo de
amostras para se chegar a uma convergéncia razoavel ¢ da ordem de 1000 amostras. Portanto,
mais uma vez fica claro a necessidade de utilizagdo dos métodos de redugdo propostos neste
trabalho (modal enriquecido) para permitir as avaliacdes deste sistema nédo-linear estocastico

na presenca de incertezas.
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Figura 6.24 — Analise de convergéncia para dois niveis de forga e incertezas na rigidez nao
linear das molas: (a) IN, 5%:; (b) 1N, 20%:; (c) 20N, 5%; (d) 20N, 20%.
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A Fig. 6.25 ilustra os envelopes das respostas aleatorias do sistema estocastico para as
incertezas de 5% e 20% na rigidez ndo linear das molas e para o nivel de excitacdo harmonica
de IN, buscando proporcionar o subsidio para analisar a influencia do fator de incerteza em

relagdo ao comportamento linear do sistema.
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Figura 6.25— Envelopes das respostas transversais da placa com ndo linearidades discretas
para uma forca de IN: (a) 5%; (b) 20%.

A Fig. 6.26 mostra os envelopes dos diagramas de fase para niveis de incerteza de 5% e
20% considerando a for¢a de excitacdo harmoénica com amplitude de 1N, esta figura visa

mostra a configuracdo do comportamento linear do sistema.
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Figura 6.26 — Diagramas de fase da placa estocastica com nao linearidades discretas para a
forga de 1N: (a) 5%; (b) 20%.

As Figs. 6.27 e 6.28 busca evidenciar os envelopes de respostas dos deslocamentos e

diagrama de fase para os mesmos niveis de incerteza das Figs. 6.25 e 6.26, considerando o

nivel de excitagdo harmonica de 20N, de forma a caracterizar o comportamento nao linear do

sistema.
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Figura 6.28 — Diagramas de fase da placa estocastica com nao linearidades discretas para a
forga de 20N: (a) 5%; (b) 20%.

Os resultados evidenciam uma influéncia significativa das incertezas no parametro nao
linear sobre a resposta aleatoria do sistema estocastico. Entretanto, os diagramas de fase da
Fig. 6.28 ilustram o comportamento ndo linear do sistema a partir do nivel de excitagao
aplicado, em contrapartida ¢ possivel observar na Fig. 6.28(b) uma singularidade no efeito
ndo linear. Tal singularidade pode estar associada a influéncia que o fator incerto acarreta no
sistema em comportamento nao linear ou devido o sistema estar operando no cenario de
instabilidade. Diante disso, ¢ exposto na Fig. 6.29 os expoentes de Lyapunov do sistema
considerando os niveis de incerteza de 5% e 20% para duas amplitudes de excitacao

harmonica, 1N ¢ 20N.
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Figura 6.29 — Expoentes de Lyapunov para a placa estocastica com nao linearidades discretas:
(a) IN, 5%; (b) 20N, 20%.
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A Fig. 6.29(b) deixa evidente que o sistema opera em uma regido limitrofe de
estabilidade, contudo pode-se afirmar de acordo com o método do expoente Lyapunov que
para as incertezas € niveis de excitacdes considerados o sistema possue comportamento
estavel. Isto mostra que a singularidade observada na Fig. 6.28(b) ¢ decorrente da influéncia

da incerteza no comportamento ndo linear do sistema.

Diante disso, € possivel afirmar que a rigidez nao linear das molas produz influéncia
direta na forca ndo linear associada ao sistema dindmico, conforme estabelece a Eq. 4.10,
Secdo 4.2, Capitulo IV. Porém, deve-se ressaltar que o cenario de incerteza refletido nas Figs.
6.27(b) e 6.27(b) coloca o sistema em uma regido limiar de estabilidade, como mostrado na

Fig. 6.29(b).



CAPITULO VII

CONCLUSOES GERAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

7.1. Resumo e avaliagao.

Este trabalho de tese representa uma contribuicao aos métodos de redu¢ao de modelos
para sistemas dindmicos ndo lineares estocdsticos com e sem amortecimento. As nao
linearidades investigadas neste trabalho foram as seguintes: (i) ndo linearidades geométricas,
onde sistemas estruturais do tipo placas finas em grandes deslocamentos e rotagdes
moderadas foram modeladas pelo método dos elementos finitos; (ii)) nao linearidades
localizadas, onde molas discretas com caracteristicas nao lineares foram introduzidas em
modelos de EF de sistemas dindmicos para representar, por exemplo, condi¢des de contorno
mecanicas. Além disso, este trabalho ¢ o resultado de uma parceria em pesquisa entre o
Laboratorio de Mecanica de Estruturas (LMEst) da Faculdade de Engenharia Mecanica da
UFU e o Laboratoire de Mécanique Appliquée FEMTO-LMARC, em Besancon na Franga.

Na primeira parte do trabalho, foram apresentadas as modelagens por elementos finitos
deterministica e estocastica de placas finas em grandes deslocamentos através da formulagao
da matriz de rigidez nao linear tangente. Para a integracao no dominio do tempo das equacdes
dindmicas dos sistemas nao lineares deterministicos e estocasticos, foi utilizado o método de
Newmark combinado com o Newton-Raphson, conforme mostrados, respectivamente, nas
Figs. 2.4 e 3.1. Para melhorar a eficiéncia do método de integragdo, foram definidos critérios
para avaliar a convergéncia ¢ a estabilidade do sistema ndo linear. Neste caso, o uso do
método de discretizagdo de KL para a obtengdo do sistema nao linear estocastico € vista como
uma das contribui¢des deste trabalho.

Na sequéncia, foram propostos dois novos métodos de reducdo de modelos para lidar

com sistemas dinamicos nao lineares deterministicos e/ou estocasticos, a saber: (i) o0 método
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modal baseado na construcdo de bases enriquecidas com residuos estaticos de primeira ordem
associados aos esfor¢os presentes no sistema dindmico nao linear (forgas externas, forcas de
amortecimento, esforcos ndo lineares, etc.), conforme descrito na Fig. 4.3; (i) método das
aproximagdes combinadas melhorado (ACM), através da construcdo de uma base de reducao
a ser atualizada constantemente durante o processo de integracdo, conforme um critério de
energia de deformagdo utilizado para melhorar a eficiéncia do método de redugdo,
principalmente para comportamentos altamente nao lineares, como mostrado no diagrama da
Fig. 4.4 (BELONSI et al. 2015). O uso de métodos de reducao de bases adaptativas exige a
representacdo das respostas do sistema dinamico em termos de todos os gdI’s e reduzidos (e
vise-versa) a partir da evolucdo da base, isso acarreta a utilizagdo de uma transformagdo de
base inversa. Diante disso, neste trabalho utilizou-se uma técnica de transformacao de base
inversa considerando os gdl’s reduzidos, isto também contribui com a diminui¢do do tempo
de processamento do sistema. Além de serem, também, grandes contribui¢des deste trabalho,
a redugdo de modelos ¢ imprescindivel para as analises numéricas dos sistemas nao lineares
estocasticos mais complexos de interesse industrial, onde um grande numero de avaliagdes
das equacdes do sistema sao normalmente requeridadas para a obtencdo dos envelopes das
solugdes.

Os resultados das simulagdes numéricas apresentadas neste trabalho permitiram
concluir, primeiramente, acerca da eficiéncia da metodologia de modelagem por EF de
sistemas dinamicos nao lineares deterministicos e/ou estocasticos ¢ dos métodos de reducgao
de modelos de sistemas ndo lineares amortecidos ou ndo. Neste sentido, as principais

conclusdes foram:

1) para sistemas viscoeldsticos contendo nao linearidades discretas, os resultados
mostraram que, dependendo dos niveis de perturbacdes estruturais e ndo linearidades
localizadas, a reducdo do sistema ndo linear amortecido empregando a base modal de Ritz
enriquecida com residuos dos esfor¢os nadolineares e das forgas de amortecimento pode nao
ser suficiente para aproximar as respostas dinamicas dos sistemas nao lineares. Neste caso,
sugere-se a utilizacdo de uma base adaptativa para considerar as perturbacdes locais para uma
determinada faixa de operagdo do sistema (LIMA et al. 2015);

2) foi constatado também que a eficiéncia da base adaptativa ACM proposta neste
trabalho para sistemas contendo nao linearidades geométricas ¢ garantida para o seguinte

nivel de ndo linearidade geométrica, w/h<3,5. Portanto, ha que se considerar esta relagdo de
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ndolinearidade que define o limite de aplicagdo do método ACM proposto aqui para reduzir
sistemas nao lineares em grandes deslocamentos;

3) em termos do custo computacional de célculo, pode-se concluir que para cenarios
predominantemente lineares do sistema ndo linear, o ganho de tempo com o uso da base
adaptativa ACM ¢ praticamente irrelevante. Porém, para faixas de operacao ndo lineares dos
sistemas, a base ACM leva a ganhos significativos da ordem de até 27%, dependendo da
complexidade do sistema e do nivel de ndo linearidade. Claro que para sistemas nao lineares,
o maior custo de calculo esta associado a avaliacdo da for¢a nao linear. Neste caso, o critério
da energia de deformagdo do sistema e da avaliacdo da série de Taylor da natureza das
modificacdes do sistema ndo linear propostos aqui se mostraram bastantes eficientes para
verificar a necessidade ou ndo de atualizagdo da base durante o processo de integracao e
redugdo, conforme a Fig. 4.4. Em resumo, isto permite acelerar o processo de redugdo e
obtencao das aproximagdes;

4) os modelos ndo lineares estocasticos reduzidos com a base ACM permitiram a
obtenc¢do dos envelopes das respostas dos sistemas nao lineares na presenga de incertezas na
espessura. Neste caso, verifica-se maior influéncia das incertezas no cenario de
predominancia linear em relagdo ao predominantemente ndo linear. Isto pode ser explicado
pela relagdo do pardmetro espessura no termo fonte das ndo linearidades geométricas
(acoplamento entre flexdo e membrana);

5) ja os modelos com naolinearidades localizadas reduzidos através da base modal
enriquecida com residuos dos esforcos ndo lineares, externos e de amortecimento, permitiram
identificar uma maior influéncia das incertezas nos envelopes do cendrio de predominancia
ndo linear em compara¢do com o cenario linear. Isto pode ser explicado pela dependéncia

direta da for¢a nao linear em relagdao ao parametro aleatorio;

7.2. Sugestoes de trabalhos futuros.

Este trabalho de tese proporcionou a idealizagdo de inumeros outros trabalhos
relacionados, que podem dar continuidade ao ja realizado. Alguns dos principais temas sao
listados abaixo:

1) extensao da modelagem por elementos finitos de placas finas para o caso de placas
espessas ¢ placas sanduiches viscoelasticas contendo nao linearidades geométricas e na

presenca de incertezas paramétricas;
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2) verificagdo da eficiéncia do método de reducdo de modelos ACM: (i) para lidar com
sistemas dindmicos nao lineares de grande porte de interesse industrial, como painéis
aeronduticos em grandes deslocamentos; (ii) sistemas aeroelasticos ndo lineares;

3) emprego do método multimodal de Galerkin combinado com o método do balanco
harmonico para a obtencdo das respostas dinamicas de sistemas ndo lineares no dominio da
frequéncia;

4) emprego de técnicas de otimizagao multiobjetivo combinadas com o método ACM
para sistemas ndo lineares na presenga de incertezas paramétricas com vistas a obtencdo de
um projeto robusto de sistemas ndo lineares em geral;

5) avaliar a influéncia nos sistemas dindmicos ndo lineares estocésticos a partir do fator
de truncamento e do tipo de fung¢do de covariancia estabelecidos via método KL no
desenvolvimento da série de Taylor para a obtencao das auto-fungdes e autovalores;

6) estabelecimento de um critério para avaliar a necessidade ou ndo do calculo dos
deslocamentos instantdneos do sistema ndo linear durante a integragdo, para fins de
estabelecer regides de linearidades do sistema (caso existam) de forma a evitar a atualizagao
das matrizes de rigidez nao lineares em todos os instantes de tempo;

7) avaliar a possibilidade de utilizar uma Unidade de Processamento Grafico (GPU) de

forma a obter as respostas dos sistemas estocasticos reduzidos em dominio temporal.
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ANEXO A

MATRIZES DE RIGIDEZ ELEMENTARES

Ao utilizar o MEF para a modelagem de uma estrutura, deve-se interpolar a sua
geometria, ou seja, as coordenadas dos pontos, assim como as varidveis ou 0S campos
espaciais a serem calculados. Assim, aplicam-se as fun¢des de interpolagdo ou fungdes de
forma para as aproximagdes desses campos. Considere o elemento retangular de placa da Fig.

A.1 nos sistemas de coordenadas global e local.

; 1
il _':_-(xl. n L&';_“-m“*
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Figura A.1 — Transformagao de coordenada entre o sistema global (x,y) e local (¢,7n) para
elementos retangulares

O sistema cartesiano Oxy ¢ denominado de sistema de referéncia global e o Oén € o
local. A vantagem de se utilizar um sistema local est4 relacionada & mudancga dos limites de
integragdo nas expressoes para o calculo das matrizes elementares de massa e rigidez do
sistema.

As expressdes para o calculo das matrizes de rigidez do elemento finito ndo linear de

placa fina, definidas na Eq. (2.25), envolvem derivadas das fun¢des de forma em relacdo as



coordenadas globais x e y. Entretanto, pode-se realizar a integracdo dessas matrizes no sistema

de referéncia local via emprego da matriz Jacobiana, [J], de transformagdo da seguinte

forma:

K'(&n)= Ehj‘ j(Bm )T D"B" det[J]dédn + ER j j (B )T D' B’ det[J]d&dn (A.1)

- 0 l(Bm)T DmBnl (W)

K"(&n)=En[ | 2 det[J]dédn (A.2)
—1-1 Bnl (W)T D"B" %Bnl (W)T DmBnl (W)

1 o %(B”’ ) D"B" (W)
AK" (£,1)=Eh j j ; det[J]d&dn (A.3)
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