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AGUILAR, M. A. Algumas Propriedades de Semigrupos de Dimensao de Imersdao 3. Dissertacao
de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, 2025, 69 pag.

Resumo

Neste trabalho, realizamos um estudo aprofundado sobre os semigrupos numéricos, explorando
tanto suas propriedades fundamentais quanto outros conceitos importantes. Valemo-nos ampla-
mente da teoria fundamental para derivar resultados menos intuitivos e de maior complexidade.

Concentramos nosso estudo em uma classe especifica de semigrupos numéricos: aqueles com
dimensao de imersao igual a 3. Para isso, examinamos aspectos relevantes da teoria, incluindo
monoides livres, apresentacoes de semigrupos numéricos, colagem de semigrupos numéricos e
semigrupos numéricos livres, entre outros temas essenciais.

Além disso, dedicamo-nos ao estudo dos semigrupos numeéricos perfeitos, analisando algumas
de suas propriedades e suas interagoes com outras propriedades.

Palavras-chave: Monoides, Semigrupos Numéricos, Monoides livres, Semigrupos Numéricos
Simétricos.



AGUILAR, M. A. Some Properties of Semigroups of Immersion Dimension 3. Master’s disser-
tation, Federal University of Uberlandia, 2025, 69 pag.

Abstract

In this work, we conduct an in-depth study of numerical semigroups, exploring both their
fundamental properties and other important concepts. We extensively rely on basic theory to
derive less intuitive and more complex results.

We focus our research on a specific class of numerical semigroups: those with embedding
dimension equal to 3. To this end, we examine relevant aspects of the theory, including free
monoids, presentations of numerical semigroups, gluing of numerical semigroups, and free nu-
merical semigroups, among other essential topics.

Furthermore, we dedicate ourselves to the study of perfect numerical semigroups, analyzing
some of their properties and their interactions with other properties.

Keywords: Monoids, Numerical Semigroups, Free Monoids, Symmetric Numerical Semigroups.
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Introducao

Semigrupos numéricos sao estruturas algébricas que podem ser descritas de forma simples, mas
possuem uma ampla riqueza de propriedades tedricas e aplicagoes praticas. Um semigrupo
numérico é um subconjunto dos niimeros naturais que é fechado pela adicao, que contém zero e
cujo complemento aos nimeros naturais com zero é finito. Essas caracteristicas os tornam fer-
ramentas fundamentais em areas como teoria dos nimeros, combinatéria e geometria algébrica.

A simplicidade desse conceito permite formular problemas de facil entendimento, mas cuja re-
solugao nao ¢ trivial. Esse fato atraiu diversos matemaéticos, como Frobenius, no final do século
XIX. Frobenius propos o problema de encontrar uma férmula para o maior niimero inteiro que
nao pode ser representado como uma combinacao linear com coeficientes inteiros nao negativos
de um conjunto dado de niimeros inteiros positivos cujo maior divisor comum é um, ver [8]. Em
outras palavras, determinar uma férmula que dependa de ny,...,n,,, nimeros naturais cujo
maximo divisor comum seja um, para encontrar o maior nimero natural que nao pertenca ao
semigrupo numérico gerado pelo conjunto de nimeros naturais (ni,...,n,). Esse niumero é
conhecido como o nimero de Frobenius de um semigrupo numérico. Embora nao exista uma
formula geral para o niimero de Frobenius de um semigrupo numérico gerado por mais de dois
elementos, ha familias de semigrupos numéricos gerados por trés elementos para as quais é
possivel encontrar uma férmula algébrica, ver [17] e [1].

Ao longo deste trabalho, abordamos diversos conceitos da teoria dos semigrupos numeéricos,
como semigrupos numéricos simétricos, apresentacoes de semigrupos numéricos, monoides li-
vres, colagem de semigrupos numeéricos e semigrupos numéricos livres. Todos esses topicos sao
explorados com o objetivo de compreender e analisar a demonstragao da férmula do nimero
de Frobenius para semigrupos numéricos simétricos gerados por trés elementos, ou seja, para
uma classe especifica de semigrupos numeéricos gerados por trés elementos.

Outra parte do nosso trabalho focou no estudo de um tipo especifico de semigrupos numéricos,
os semigrupos numéricos perfeitos, o qual é abordado em um artigo que estudamos em pro-
fundidade com o objetivo de detalhar as demonstracoes desses resultados, que nao estavam
completamente desenvolvidas.

A 1ltima parte do trabalho é o estudo de outro artigo, no qual estudamos as interacoes dos
semigrupos numéricos de dimensao de imersao trés com os semigrupos numéricos perfeitos de
dimensao de imersao tres.

A primeira parte deste trabalho é desenvolvida nos Capitulos 1 e 2, abordando o estudo dos
semigrupos numéricos e alguns de suas propriedades. Na segunda parte, composta pelo Capitulo
3, exploramos os semigrupos numéricos com dimensao de imersao igual a 3. Por fim, na terceira
parte, composta pelo Capitulo 4, estudamos os semigrupos numeéricos perfeitos e alguns de suas
relagoes com outras propriedades.

Miguel Angel Aguilar Orduna
Uberlandia-MG@G, Fevereiro de 2025.



Capitulo 1

Nocoes preliminares

1.1 Semigrupos Numéricos

Comecaremos explorando os fundamentos tedricos e os resultados mais relevantes para o nosso
estudo. Para esse propodsito, iniciamos introduzindo o conceito de semigrupo. Muitos dos
resultados e demonstragoes podem ser encontrados em [8], enquanto algumas demonstragoes
mais detalhadas estao disponiveis em [6]. Consideraremos o conjunto N, como o conjunto dos
inteiros nao-negativos incluindo o elemento zero.

Definicao 1.1. Um semigrupo é um conjunto S ndo vazio com uma operacao bindria +, que
¢ fechada e associativa. Consideraremos que a operacao + € comutativa, ou seja, a+b=0b+a
para todo a,b € S.

Exemplo 1.1. Os conjuntos de nimeros R,Q,Z e N com a soma usual + sao semigrupos.

Exemplo 1.2. O conjunto (Z,,+) de residuos modulo p > 1 com a soma usual de mddulo €
um semigrupo finito, onde p € N.

Um subsemigrupo de um semigrupo S é um subconjunto de S que é fechado em relagao a
operacao binaria 4.

Proposicao 1.1. Seja S um semigrupo, A C S um subconjunto nao vazio e F = {S, C S :
A C Sl i€ I} afamilia de todos os subsemigrupos de S que contém A. Entdo, a interse¢ao
NicrS: também € um subsemigrupo S.

Demonstracao. Como todos os subsemigrupos contém A, segue-se que a interse¢ao de todos eles
também contém A, ou seja, N;erS: # 0. Agora, sejam z,y € NS, Entdo, x e y pertencem
a S; para todo ¢ € I. Logo, v +y € S/ também para todo i € I. Portanto, N;crS; é um
subsemigrupo de S que, além disso, contém A. O

O subsemigrupo gerado por um conjunto nao vazio A é definido como o menor subsemigrupo
de S que contém A. Como a intersecao de todos os subsemigrupos de S que contém A também
é um semigrupo, conclui-se que o subsemigrupo gerado por A coincide com essa intersecao.
Denotamos esse semigrupo por (A) e dizemos que A é um sistema gerador do semigrupo (A).
Além disso, ele pode ser descrito da seguinte forma:

ﬂl€[S;:<A>:{)\1x1++)\nl'n . TLEN\{O}, Al,...,AnEN\{O}, 1'1,...,1'”614}.

Um monoide M é um semigrupo que possui um elemento identidade, denotado por 0, tal que
04+a=a+0=apara todo a € M. Um submonoide N de M é um subsemigrupo de M que
contém o elemento identidade 0. Diz-se que um monoide gerado por um conjunto A C M com
A # () é finitamente gerado se o conjunto A possui um numero finito de elementos.

2



Exemplo 1.3. Os conjuntos de numeros R,Q,Z e N, com a operacao de soma usual, sao
exemplos de monoides. No entanto, os conjuntos R\ {0}, Q\ {0} e Z\ {0}, munidos da soma
usual, nao sao monoides e, consequentemente, também nao sao semigrupos, pois —a + a = 0
para qualquer a. Assim, nao sdo fechados para a adicdo.

Por outro lado, o conjunto N\ {0}, € um exzemplo de um semigrupo que nao € um monoide,
ja que nao possui um elemento identidade para a operagao de soma.

Como ¢é usual em algebra, dados dois semigrupos X e Y, uma aplicagao f : X — Y ¢é
chamada de homomorfismo de semigrupos se f(a + b) = f(a) + f(b), para todos a,b € X.
Dizemos que f é um monomorfismo, um epimorfismo ou um isomorfismo se f for injetora,
sobrejetora ou bijetora, respectivamente.

Além disso, uma aplicacao f : X — Y entre monoides X e Y é um homomorfismo
de monoides se for um homomorfismo de semigrupos e satisfizer f(0) = 0, onde 0 denota o
elemento neutro da operagao nos monoides.

Definigao 1.2. Um submonoide S de N com a operacao usual de + € chamado de semigrupo
numérico se o seu complemento em relacao a N for finito. Em outras palavras, dizemos que
S é um semigrupo numérico se G(S) =N\ S for um conjunto finito.

Exemplo 1.4. Seja S C N tal que S = {0,4,5,...}. E claro que, com a soma usual, S
¢ fechado e contém o elemento zero. Além disso, o complemento de S em N ¢é dado por
G(S) =N\ S =1{1,2,3}, o qual é um conjunto finito.

Portanto, o conjunto S € um semigrupo numérico.

Exemplo 1.5. Seja S = {0,2,4,6,...,2k,...} o subconjunto dos nimeros pares de N. Note
que S € um monoide, mas nao € um semigrupo numérico, pois o complemento de S em N, dado
por G(S) =N\ S, € um conjunto infinito. Este conjunto é composto pelos nimeros impares.

Agora podemos ver que todo semigrupo numérico possui infinitos elementos, ja que, se S é
um semigrupo numérico com um numero finito de elementos, entdo o conjunto G(S) = N\ §
deve necessariamente conter infinitos elementos.

O lema a seguir nos fornece uma forma relativamente simples de encontrar e determinar
semigrupos numeéricos a partir de um subconjunto finito dos niimeros naturais.

Lema 1.1. Seja A um subconjunto nao vazio de N. Entao (A) é um semigrupo numérico se,
e somente se, mdc(A) =1

Demonstracao. Seja A um subconjunto nao vazio de N e d = mdc(A). Suponha que (A) é um
semigrupo numérico. Se s € (A), entdo d|s. Como (A) é um semigrupo numérico, N\ (A4) é
finito, e entao existe um inteiro positivo x tal que d|z e d|(x + 1). Desse modo, d deve ser 1.

Por outro lado, para mostrar que (A) é um semigrupo numérico sabendo que mdec(A) = 1,
basta provarmos que N\ (A) ¢ finito, pois sabemos pela defini¢ao de (A) que é um subconjunto
de N fechado com a soma, e que 0 = 0 - a, para todo a € A, logo 0 € (A) portanto é um
submonoide de N. Dai, como mdc(A) = 1, existem inteiros z1,...,2, € ai,...,a, € A tais
que zjay + -+ + zpa, = 1. Movendo os termos onde z; é negativo para o lado direito da
igualdade, podemos encontrar iy, ..., € ji,...,5 € {1,...,n} tais que z;,a;, + -+ + 2z, a;, =
1 —za;, — - — zj,aj,. Chamando —z;,a;, —--- — zja; = s temos que s € (A) e s+ 1 € (4).
Mostremos que se n > (s — 1)s + (s — 1), entdo n € (A). Sejam q,r € Z, tais que n = ¢s +r,
onde 0 <r<s. Comon>(s—1)s+ (s—1), temos que ¢ > s —1>r, assim

n=qs+rs—rs+r
=(rs+r)+(qg—r)s
=(s+1)r+(qg—r)s



o qual pertence a (A), pois s + 1, s € (A), e r,q —r € N. Portanto todo elemento maior
que n pertence ao conjunto (A) implica que G(S) = N\ S é finito. ]

Exemplo 1.6. Seja A = {2,3} comomdc(A) = 1, entdo o conjunto S = {21 + 32 : A\, A € N}
¢ um semigrupo numérico. Este semigrupo numérico € S ={0,2,3,4,5,—} (onde — significa
que todos os naturais maiores que o ultimo natural listado pertencem ao conjunto).

Exemplo 1.7. O conjunto S ={0,2,4,6,...,2k,...} € gerado por A = {2}. Além disso, temos
que mdc(A) = 2. Portanto, S é um monoide. No entanto, nao é um semigrupo numérico, pois,
pelo Lema e o fato que o complemento de S em relagao a N, dado por G(S) = N\ S,
corresponde ao conjunto dos numeros impares, que ¢ claramente infinito.

A seguinte proposi¢ao é muito importante porque classifica o conjunto de todos os submo-
noides de N, sob isomorfismos, com o conjunto de todos os semigrupos numéricos de N.

Proposicao 1.2. Seja M um submonoide de N diferente do trivial, ou seja, M # {0}. Entao
M é isomorfo a um semigrupo numérico de N.

Demonstragdo. Basta tomar d = mdc(M) e notar que S = ({% : m € M}) é um semigrupo
numeérico, pois satisfaz o Lema [1.1] Finalmente, consideremos a funcao f : M — S definida
por f(m) =", que é claramente um homomorfismo bijetivo de monéides. m

Para os monoides, como o Exemplo , notemos que S = ({% ke N}), que acaba sendo
o proprio conjunto N. Ou seja, todos os submonoides mN C N gerados por apenas um elemento
m € N sao algebricamente iguais ao monoide N.

Se A e B sao subconjuntos dos nimeros inteiros, escrevemos A+ B = {a+b:a € A,b € B}.
Assim, para um semigrupo numérico S, se S* = S\ {0}, o conjunto S* + S* corresponde ao
conjunto de todos os elementos de S que sao a soma de dois elementos nao nulos de S.

Lema 1.2. Seja S um submonoide de N. Entdo, S*\ (S* + S*) é um sistema de geradores de
S. Mais ainda, todo sistema de geradores de S contém S*\ (S* + S*).

Demonstracao. Para a demostracao basta provar que todo elemento de S pode ser escrito como
uma combinagdo de elementos de S* \ (S* + S*). Seja s € S*. Se s ¢ S*\ (S* + S*), entdo
existem x,y € S* tais que s = x +y. Dali, se z,y ¢ S*\ (S* + S*), podemos repetir o processo
anterior para x e y. Agora, observe que esse procedimento sera repetido apenas uma quantidade
finita de vezes até encontrarmos sy, Sa, ..., S, € S*\ (S* 4+ 5*) tais que s =s1+ 2+ -+ + s, ,
pois S é limitado inferiormente, e a cada troca de um elemento pela soma de outros dois nao
nulos nos aproximamos mais do limite inferior de .S, j& que sempre tomamos elementos menores
que o original. Desse modo, segue que S*\ (S* + 5*) é um sistema de geradores de S.

Agora, sejam A um sistema de geradores de S, e x € S*\ (S* 4 5*). Como S* C S e S = (A),
existem n € N\{0}, A\j, Ao, ..., N\, € N eay,as,...,a, € Atais que z = a1\ +agdo+- - -F+a,\,.
Como z ¢ S*+ 5*, temos que x = q; para algum ¢ € {1,2,3,...,n}. Desse modo, todo sistema
de geradores de S contém S* \ (S* + S*). O

Exemplo 1.8. Seja S ={0,2,3,4,5, =} entao S* = {2,3,4,5,—} e S*+5* ={4,5,6,7, —}.
Logo S* \ (S* + 5*) = {2,3} o qual claramente é o conjunto gerador de S jd que ({2,3}) =
{2)\1 + 3y : )\1,)\2 S N} =S.

Essa propriedade também ¢ valida para submonoides S de N” | onde r é um inteiro positivo
qualquer. A ideia é que sempre que S = X +y, com X e y nao nulos, entao x é estritamente
menor que s com a ordem parcial natural de N”, que é definida da forma x < y se e somente se
2t < y' para todo i € {1,2,3,...,r}, onde s’ representa a i-ésima coordenada do vetor s € N".
Dal, existe uma quantidade finita de elementos x € N” com x < s. Entretanto, S*\ (S* + S*)
pode nao ser finito para r > 1. O exemplo a seguir mostra esta situagao, é exposto em [0l p. 5].
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Exemplo 1.9. O conjunto M = {(z,y) € N* : x > 5} U {(0,0)} € um submonoide de N* que
ndo possui um sistema de geradores finito, ja que (6,y) € um gerador do submonoide, para todo
y € N.

O conjunto a seguir é muito importante para o estudo de semigrupos numéricos, pois é uma
ferramenta para caracterizar determinados semigrupos numéricos. Além de ser uma ferramenta
com diversas aplicagoes ao longo desta teoria. Foi nomeado em homenagem ao matematico
francés Roger Apéry, ver [2].

Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. O conjunto de Apéry de S em relagdo a n € S* é
Ap(S,n)={se€S:s—n ¢S}

Exemplo 1.10. Seja S = {0,2,3,4,5, =} um semigrupo numérico. Entdo o conjunto de Apéry
paran =2 é Ap(S,2) ={se€ S:s—2¢ S} ={0,3}. Paran =3 temos que Ap(S,3) = {0,2,4}
e para n =4 Ap(S,4) ={0,2,3,5}.

Lema 1.3. [8, p. 8/ Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao,
Ap(S,m) = {w(0) = 0,w(1),w(2), ..., w(n — 1)}
onde w(i) € o menor elemento de S congruente a i mddulo n, para todo i € {1,...,n— 1}.

Uma consequéncia imediata do lema anterior é que para todo n € S* o conjunto de Apéry
de S em relacao a n é finito.

Exemplo 1.11. Seja o semigrupo numérico S = (3,5) = {0,3,5,6,8,9,10,—} e tome n = 6.
Entao por definicao do conjunto de Apéry temos que Ap(S,6) = {s € S :s—6 ¢ S} =
{0,3,5,8,10,13}. Agora pelo Lema 1.5, para i € {1,2,3,4,5} temos que w(i) = i (mod 6) e
w(i) € S, onde w(i) é o menor possivel. Entao seque que w(l) = 13, w(2) = 8, w(3) = 3,
w(4) =10 e w(5) = 5. Portanto Ap(S,6) = {0,13,8,3,10,5}. O qual é o mesmo conjunto.

Observe também que o Lema implica que a cardinalidade de Ap(S,n) é n.

O lema a seguir nos da uma maneira eficiente de decompor qualquer elemento de um semi-
grupo numérico, mas na verdade seu melhor uso é permitir-nos determinar a finitude do sistema
gerador de S.

Lema 1.4. Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. FEntao, para todo s € S, existe um
inico par (k,w) € N x Ap(S,n) tal que s = kn + w.

Demonstragao. Seja s € S, entdo temos que s =i (mod n), para algum i € {0,...,n — 1} e,
pelo Lema [1.3] i = w(i) (mod n). Implica que s = w(i) (mod n). Além disso, como w(i) < s,
segue que s = w(i) + kn, onde k € N, ]

Definicao 1.3. Um sistema de geradores de um semigrupo numérico S € chamado de sistema
de geradores minimal, denotado por msg(S), se nenhum de seus subconjuntos proprios é
um gerador de S.

Teorema 1.1. Todo semigrupo numérico admite um unico sistema de geradores minimal. Além
disso, esse sistema de geradores minimal € finito.

Demonstragao. Pelo Lema [1.2 temos que S* \ (S* + S*) é o sistema de geradores minimal de
S. Dado que n € S* o Lema[L.4] diz que S = (Ap(S,n) U {n}). Como Ap(S,n) U {n} é finito,
e S*\ (S*+5*) C Ap(S,n) U {n}, segue que S* \ (S* + S*) é finito. O
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Como todo submonoide de N é isomorfo a um semigrupo numérico, temos os corolarios a
seguir:

Corolario 1.1. Seja M um submonoide de N. Entao M possui um unico sistema de geradores
minimal, o qual € finito.

Demonstragdo. Seja d = mde(M). Entao, T'= {% : € M} é um submonoide de N tal que
mde(T) = 1. Pelo Lema[L.1], temos que 7" é um semigrupo numérico. Dai, se A ¢ o sistema de
geradores minimal de 7', temos que {da : a € A} é o sistema de geradores minimal de M. [

Corolario 1.2. Seja M um submonoide de N gerado por {0 # my < mg < --- <m,}. Entdo,
A = {my,mg,...,m,} € o sistema de geradores minimal de M se, e somente se, m;i1 ¢
(mq,...,my), para todo i € {1,...,p—1}.

Demonstracao. Suponha que msg(M) = A e que existe k € {1,2,...,p — 1} tal que myyy €
(mq,...,mg). Isso implica que myy1 = A\ymy + -+ + Agmg. Logo, (A\ {mis1}) = (A), e como
AN\ {mp1} C A, conclui-se que A\ {my1} também é um sistema gerador de M. Porém,
isso contradiz o fato de que A é o sistema de geradores minimal de M. Assim, segue que
mip1 & (my,...,m;) paratodoi € {1,...,p—1}.

Por outro lado, suponha que m; 1 ¢ (my,...,m;) para todo i € {1,2,...,p — 1} e que
A ={my,my,...,m,} é um sistema gerador de M. Devemos agora provar que A é o sistema
de geradores minimal de M. Para isso, suponha que existe um B C A tal que (B) = M. Como
a cardinalidade do conjunto A (denotado como #(A)) é #(A) = p, entdo necessariamente
#(B) < p. Isso implica que existe um elemento my; € A com k € {1,2,...,p— 1} tal que

me41 = Aymy + -+ )‘kmk + )\k+2mk+2 —+ 4 )\pmp.

Contudo, isso contradiz nossa hipétese, pois basta tomar k = p—1. Portanto, A é o sistema
de geradores minimal de M. O

Sejam S um semigrupo numérico e {n; < ng < --- < n,} o sistema de geradores minimal
de S. Entdo, n; é conhecido como a multiplicidade de S, denotado por m(S). A cardinalidade
do sistema de geradores minimal, p, é chamada dimensao de imersao de S, e é denotada por

e(9).

Proposicao 1.3. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
1. m(S) = min(S\ {0}),
2. e(S) <m(S).

Demonstracao. O primeiro item desta proposicao é 6bvio. Ja o segundo item segue do fato de
que {m(S)} U Ap(S,m(S)) \ {0} é um sistema de geradores de S com cardinalidade m(S). O

Observe que e(S) = 1 se, e somente se, S = N. Se m é um inteiro positivo, entdo S =
{0,m,—} é um semigrupo numérico de multiplicidade m, o qual é chamado de semigrupo
numérico ordinario. Além disso, o sistema de geradores minimal de S é {m,m+1,...,2m—1}.
Desse modo, e(S) = m = m(S).



1.1.1 Numero de Frobenius e género

Como falamos na introdugao Ferdinand Georg Frobenius (Berlim, 1849 — 1917) propds o
problema de determinar uma férmula para o maior inteiro que nao pode ser representado como
uma combinacao linear com coeficientes inteiros nao negativos de um dado conjunto de inteiros
positivos cujo maximo divisor comum ¢ 1. Ele também investigou a questao de quantos inteiros
positivos nao possuem tal representacao.

Na terminologia moderna, o primeiro problema equivale a encontrar uma férmula, em termos
dos elementos de um sistema gerador minimal de um semigrupo numeérico .S, para o maior inteiro
que nao pertence a S. Esse nimero é chamado de numero de Frobenius de S e é denotado por
F(S). Em algumas referéncias, utiliza-se o condutor de S, que é o menor inteiro x tal que
x+n € S para todo n € N. O ntmero de Frobenius e o condutor estao relacionados por
F(S) = ¢(S) — 1, onde ¢(5) representa o condutor de S.

Quanto ao segundo problema, ele diz respeito ao conjunto de lacunas de S, definido como
G(S) = N\ S. A cardinalidade desse conjunto, conhecida como género de S e denotada por
g(5), também é chamada em alguns contextos de grau de singularidade de S.

Exemplo 1.12. Seja S = (2,9). Sabemos que S = {0,2,4,6,8,9,10, =}, assim, F(S) =7,
G(S) ={1,3,5,7} e g(S) = 4.

Nao existe uma férmula polinomial geral para o nimero de Frobenius, nem para o género,
quando a dimensao é maior que dois, ver [8]. No entanto, se o conjunto de Apéry de algum
elemento do semigrupo numérico nao nulo é conhecido, entao ambos sao faceis de computar.

Proposigao 1.4. Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao,
1. F(S) = (maz Ap(S,n)) — n.

2. g(S) - % (ZwEAp(S,n) w) o nT_l
Demonstracao.

1. Note que pela definigdo do conjunto Ap(S,n), temos que (max Ap(S,n)) —n ¢ S, logo
F(S) < (max Ap(S,n)) —n. Se x > (max Ap(S,n)) — n, entdo x +n > (max Ap(S,n)).
Seja w € Ap(S,n) tal que x +n = w (modn). Como w < = + n, segue que z = w + kn,
onde k € N\ {0}. Desse modo, z € S, pelo Lema [L.4] logo z # F(S), concluindo que
F(S) = (max Ap(S,n)) — n.

2. Agora para a segunda parte observe que para todo w € Ap(S,n), se w = i (mod n) e
i €{0,...,n — 1}, entao existe um inteiro nao negativo k; tal que w = k;n + i. Assim,
usando a notagao do Lema [I.3]

Ap(S,n) ={0,w(l) =kn+ L, w(2) =kmn+2,...,w(n—1) =k,_1n+n — 1}.

Temos que x = w(i) (mod n) pertence a S se, e somente se, w(i) < z. Entao, como
os elementos congruentes a ¢ médulo n menores que w(i) pertencem ao conjunto {i,n +
iy...,(k; = )n+1i}, para todo i € {1,...,n — 1}, segue que
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g(s):k1+...+kn_1
1
= E(’ﬁ”%—---—i—kn,ln)
1 1 —1
:E(0+(/€1n+1)+---+(kn1n+n—1))—g(—n<n ))

1 n—1
sl BN B

weAp(S,n) []

A seguinte proposicao caracteriza o conjunto de Apéry de um semigrupo numérico S com
sistema de geradores minimal igual a {a, b}.

Proposicao 1.5. Seja S um semigrupo numérico com sistema de geradores minimal igual a
{a,b}, ou seja, S = (a,b). Entao

Ap(S,a) ={0,b,2b,...,(a — 1)b} = A.

Demonstracao. Para provar a igualdade, basta mostrar que Ap(S,a) C Ae A C Ap(S,a).

Primeiro, suponha que z € Ap(S,a) e que x ¢ A. Logo, x # kb para todo k € I =
{0,1,2,...,a—1}. Como z € S e S = (a,b), existem ky, ko € N tais que = kja + kyb. Entao,
considerando x —a = kya+ kob —a = (k1 — 1)a + kob, segue que ky # 1, pois se k; = 1, teriamos
x — a = kab, 0 que contradiz o fato de que x € Ap(S,a).

Se k1 = 0, temos x — a = kob — a = x = kob, 0 que implica que ko ¢ I. Logo, se ky ¢ I,
entdo ko > a — 1. Suponha ky = a + m, onde m > 1. Assim, x = kb= (a + m)b = x —a =
ab+mb—a = (b— 1)a+ mb. Isso é uma contradi¢do, ja que (b — 1)a+mb € S.

Agora, para mostrar a inclusao A C Ap(S,a), suponha que = € A. Entdo, z = kb para
algum k € I. Suponha, por absurdo, que kb ¢ Ap(S,a) = kb—a € S. Logo, kb—a = kya+ kb
para ki, ks € N. Isso implica que kb = kja+kob+a = kb = (k1 +1)a+kob. Como mdc(a,b) = 1,
essa igualdade s6 é possivel se ky +1 =0, isto é, k;y = —1, o que é uma contradicao.

Portanto, concluimos que Ap(S,a) = {0,b,2b, ..., (a — 1)b}. ]

Das proposigoes anteriores acima, temos o seguinte resultado (cujas férmulas sdo devidas a
Sylvester):

Proposicao 1.6. Sejam a e b inteiros positivos com mdc{a,b} = 1. Entdo
1. F({a,b)) = ab—a —b.

2. g((a,b)) = sbmssbel,

Observe que para um semigrupo numérico de dimensao dois, ¢g(S) = PO o agsim, F (S)

é sempre um inteiro impar. ’

Se S é um semigrupo numérico e s € S, entdao F(S) —s ¢ S. Caso contrério, tome
F(S)—s=xz €. Assim, temos que F(S) =z + s € .5, o que é um absurdo. Disso, obtemos
o seguinte:

Lema 1.5. Seja S um semigrupo numérico. Entdo,

F(S) +1

9(5) 2 —



Demonstracao. Seja F(S) = t, e suponha que g(5) < % Observe que em [0,¢] N N existem
t + 1 elementos, desse modo, dizer que g(S) < % significa que a quantidade de lacunas é
menor do que a metade da quantidade de elementos em [0,¢] NN, ou seja, em [0,¢] NN existem
mais elementos que estao em S do que lacunas. Agora, o conjunto das lacunas esté totalmente
contido no [0,¢] N N. Porém, sabemos que se S é um semigrupo numérico e s € S, entao
t—s ¢S, isto é, para cada elemento de S que estd em [0,¢] NN existe um elemento em G(.S)
correspondente a ele. Assim temos uma contradi¢ao, ja que a quantidade de lacunas é menor
que a quantidade de elementos de S em [0,¢] N N. Logo, ¢(5) > &1 O

Pelo lema anterior, vemos que o semigrupo numérico em que a igualdade é valida é o
semigrupo numérico com a menor quantidade de lacunas possivel, o que s6 acontece quando

F(S) ¢ impar.

Observacao 1.1. Se fizarmos um inteiro positivo f, nao € verdade que em geral existem
mais semigrupos numéricos com numero de Frobenius f +1 do que semigrupos numéricos com
niumero de Frobenius f. A tabela a sequir mostra isso, onde ns(F') representa a quantidade de

semigrupos numéricos com numero de Frobenius F'.

F | ns(F) | F | ns(F)
1 1 20 | 900

2 1 21 | 1828
3 2 22| 1913
4 2 23 | 4096
D D 24 | 3578
6 4 25 | 8273
7 11 26 | 8175
8 10 27 | 16132
9 21 28 | 16267
10| 22 || 19| 34903
11 o1 30 | 31822
121 40 31 | 70854
131 106 | 32 | 68681
14 | 103 | 33| 137391
15| 200 | 34 | 140661
16 | 205 | 35 | 292081
17| 465 || 36 | 270258
18 | 405 | 37 | 591443
191 961 | 38 | 582453




Na tabela a seguir mostraremos os sistemas de geradores para cada semigrupo numérico
com nimero de Frobenius fixado, onde F'(5) € {1,...,8}.

Sistema de geradores
{2,3}
{3,4,5}

125}
{4,5,6,7}
{3,5,7}
{5,6,7,8,9}
2.7
{3,4}

5 {3,7,8}
{4,6,7,9}
{6,7,8,9,10,11}
{4,6,7}
{4,7,9,10}
{5,7,8,9,11}
{7,8,9,10,11,12,13}
12,9}

{3,5}
{3,8,10}
{4,5,6}
{4,5,11}
7 {4,6,9,11}
{4,9,10,11}
{5,6,8,9}
{5,8,9,11,12}
{6,8,9,10,11,13}
{8,9,10,11,12,13,14,15}
{3,7,11}
{3,10,11}
{5,6,7,9}
{5,6,9,13}
{5,7,9,11,13}
{5,9,11,12,13}
{6,7,9,10,11}
{6,9,10,11,13,14}
{7,9,10,11,12,13,15}
{9,10,11,12,13,14,15,16,17}

w [N |
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Na tabela a seguir mostraremos os sistemas de geradores para cada semigrupo numérico
com género fixado, onde ¢(5) € {1,...,5}.

g(S) | Sistema de geradores
0 {1}
1 {2,3}
) 2.5}

{3,4,5}

{2,7}

; (3.4}
{3,5,7}
{4,5,6,7}
{2,9;
{3,5}
{3,7,8}

4 {4,5,6}
{4,5,7}
{4,6,7,9}
{5,6,7,8,9}
211}
(3,7,11}
(3,8,10}
(45,11}
(4,6,7}
(4,6,9,11}
{4,7,9,10}
(5,6,7,8}
{5,6,7,9}
(5,6,8,9}
(5,7,8,9,11}
{6,7.8,9,10,11}

Maria Bras-Amorés em [4] computou o nimero de semigrupos numéricos com género g
para g € {0,...,50}, e suas contas mostraram um comportamento do nimero de semigrupos
numéricos com género fixo menor ou igual a 50 similar a uma sequéncia de Fibonacci. Nos
ultimos anos, foram realizados calculos para géneros ainda maiores que 50, ver [7] e https:
//oeis.org/A007323/b007323.txt. Entretanto, ainda nao foi provado para o caso geral que
se fixarmos um inteiro positivo g entao existem mais semigrupos numéricos de género g + 1 do
que de género g.

Lema 1.6. Sejam S um semigrupo numérico gerado por {ni,...,ny}, d =mdc{ny,...,ny,_1}
eT = (ni/d,...,ny_1/d,n,). Entdo,

Ap(S, np) - d(Ap(T, np))'

Demonstragao. Se w € Ap(S,n,), entdao w € (ny,...,n,_1). Consequentemente, w/d €
(ni/d,...,ny,_1/d) CT. Se w/d—n, € T, temos que w —dn, € S = w —dn, + (d — 1)n, €
S = w—mn, €5, o que é impossivel, pois w € Ap(S,n,). Logo, w/d € Ap(T,n,), e assim,
w € d(Ap(T,ny)), isto é, Ap(S,n,) C d(Ap(T,n,)).

Por outro lado, seja w € Ap(T', n,). Entao, w € (n1/d, ... ,ny,_1/d), dai dw € (nq,...,n,_1).
Se dw —n, € S, existem {A,...,\,} € N tais que
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dw —mny, = Ang + -+ Apny, = dw = (Any + -+ Ap1np—1) + (A, + 1)y,

Agora, como S é um semigrupo numérico, mdc{ny,...,n,} =1 = mdc{d,n,} = 1, assim
d|(A\, + 1), e temos que
)\1711 )\pflnpfl ()\p + 1)
p +- p + p Np,

onde € N\ {0}, contradizendo o fato de que w € Ap(T,n,), pois se chamarmos
(’\”H =k E N\ {0}, temos que k — 1 € N, desse modo,

w =

,\p+1

)\1”1 o )\p_lnp_l
d d

Assim, dw € Ap(S,n,) = d(Ap(T',n,)) C Ap(S,n,). Portanto Ap(S,n,) = d(Ap(T,n,)).
[

w—np:

+(k—1)n, € T.

A préxima proposicao é, talvez, uma das mais importantes na primeira parte deste trabalho.
Sua relevancia esta no fato de que ela permite calcular o nimero de Frobenius de um semigrupo
numeérico, reduzindo o calculo ao nimero de Frobenius de um sistema gerador minimo com
menor magnitude de seus elementos.

Proposigao 1.7. Seja S um semigrupo numérico gerado minimamente por {ny,na,...,n,}.
Sejam d = mde{ny,...,n,_1} e o conjunto T'= (ny/d, ... ,ny,_1/d,ny). Entao,

1. F(S)=dF(T)+ (d— 1)n,,
2. g(S) = dg(T) + =D
Demonstracao.

1. Sabemos que F(T') = (max Ap(T,n,)) —n,, e F(S) = (max Ap(S,n,)) —n,. Agora,

mazx Ap(S,n,) = d(max Ap(T,n,)),
logo, F(S) = dF(T) + dn, — n, = dF(T) + (d — 1)n,

np—1
2. Sabemos que ¢(7T') = nip (ZweAp(T,np) w) — = eg(S) = n%, (ZweAp(S’np) w)

1 -1 1 —1
ol BED DR _npz = X dw _npz ’

weAp(S,np) p weAp(T,nyp)

IOgO, g(S) — dg(T) + dnp—d np2_1 _ dg(T) + (d—l)(np—l)' 0

2 2
Exemplo 1.13. Seja S = (18,30, 19). Como mdc{18,30} =6, T = (3,5,19) = (3,5), F(T) =
7 eg(T) = 4. Assim, F(S) = 6F(T)+5-19 = 42+95 = 137, ¢ g(S) = 69(T) + 21 = 24445 =

69.

Exemplo 1.14. Seja S = (20,30,17). Como mdc{20,30} = 10, T" = (2,3,17) = (2,3).
Portanto F(S) = 10F(T) + 9 17 = 10 + 153 = 163, ¢ g(S) = 10g(T) + %1¢ = 10 + 72 = 82.

Observe que, nos dois exemplos anteriores, além de reduzir a magnitude dos elementos do
sistema de geradores minimal (msg(S)), também foi reduzida a quantidade de elementos desse
sistema. Contudo, isso nem sempre acontece. Mais adiante, em nosso estudo, identificaremos
para quais semigrupos essa propriedade se verifica.
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1.1.2 Numeros Pseudo-Frobenius

Seja S um semigrupo numérico em N. Dizemos que um inteiro x é um nimero pseudo-Frobenius
sex ¢ Sex+s €S, para todo s € S*. Vamos denotar por PF(S) o conjunto de todos
os numeros pseudo-Frobenius de S, e sua cardinalidade serd conhecida como o tipo de S, é
denotada por £(5).

Da definigao, segue que F(S) € PF(S), sendo o maior elemento desse conjunto.

Sobre o conjunto dos inteiros, podemos definir a relacao: a <g bse b —a € S. Como S é
um semigrupo numérico, temos que a relagao é:

1. reflexiva, pois a <g a, jAquea—a=0¢€ S.

2. transitiva, pois se ¢ <g yey <g z,entaoy—x € Sez—y € 5, logo, z —z =
(z—y)+ (y—=x) €5, assim, = <g 2.

3. antissimétrica, poisse r <gyey <gz,entaoy—r € SCNexz—y €S CN, oque
implicaquey —x >0exz—y >0, logo z = y.

Assim, a relacao <g é uma relacao de ordem. Lembre-se de que Z é o conjunto dos niimeros
inteiros e que Z \ S representa o conjunto dos nimeros inteiros excluindo os elementos de S.
Portanto,

Mazximais<,(Z\ S) ={a € Z\ S| I € Z\S, b<saePccZ\ S, a<sc}.
Proposicao 1.8. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
1. PF(S) = Maximais <g (Z\ S),
2. x €Z\S se, e somente se, [ —x €S, para algum f € PF(S).
Demonstracao.

1. Seja x € PF(S). Entao, x ¢ S ez + s € S, para todo s € S*. Suponha que existe
yeZ\S,y#xtal que x <gy. Desse modo, y —x € S = y=x+ (y—x) €S, pois
x € PF(S), contradizendo a escolha de y. Assim, PF(S) C Mazimais <g (Z\ S).

Por outro lado, seja x € Mazimais <g (Z \ S). Temos que x ¢ S. Se s € S*, entao
xr+ s €S, caso contrario, x <gxr + s, jAque r+s—x =s €5, o que é impossivel, pois
x é maximal em Z \ S. Portanto, PF(S) = Mazimais <g (Z\ S).

2. Basta mostrar o caso em que z > 0, ja que se x < 0, pode-se tomar f = F(S). Além
disso, se x € PF(S), como <g é reflexiva, f = z. Agora, tomando x ¢ PF(S), pelo item
anterior, existe z; € G(S5) tal que x <g 1. Observe que se x; € PF(S), concluimos a ida
da demonstragao. Caso contrario, como G(S) é finito, existe uma sequéncia r <g r; <g
29 <g -+ <gxp,n €N\ {0} tal que x,, € PF(S), e como <g é transitiva, r <g z,.

Por outro lado, seja f — x € S para algum f € PF(S). Entao, se x € S, temos que
f=(—z)+z €S, oqueé absurdo, pois f € PF(S). Assim, z ¢ S, concluindo que
reZ\S. O

Este resultado estabelece um tipo de dualidade entre geradores minimais e niimeros pseudo-
Frobenius de um semigrupo numérico, ja que Minimais <g (S\ {0}) é o sistema de geradores
minimal de S.

Proposicao 1.9. Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao,

PF(S)={w—n:w e Mazximais <g Ap(S,n)}.
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Demonstracao. Seja x € PF(S). Como x ¢ S ex+n €S, temos que x +n € Ap(S,n). Seja
we Ap(S,n) talque x +n <gw = w—(r+n)=w—-n—xr €S = w—n=2x+ s, para
algum s € S. Como w —n ¢ S e x € PF(S), temos que s =0, e logo w = = + n.

Tome agora w € Mazimais <g Ap(S,n). Entdo, w —n ¢ S. Se w —n+ s ¢ S para algum
s € §*, entdao w + s € Ap(S,n), contradizendo a maximalidade de w. O

Exemplo 1.15. Tomando (4,5,7) = {0,4,5,7,—}, entao Ap(S,4) = {0,5,7,10} e Mazximais <g
Ap(S,4) = {7,10}. Assim, PF(S) = {3,6}.

Exemplo 1.16. Seja S um semigrupo numérico com sistema de geradores minimal igual {a, b).
Pela Proposicao temos que,

Ap(S,a) ={0,0,2b,...,(a —1)b}.

Isso implica que Mazximais <g Ap(S,a) = {(a — 1)b}, e PF(S) = {ab — b — a}. Desse modo,
semigrupos numéricos de dimensao dois possuem tipo um.

Como a cardinalidade de Ap(S,n) é n e o 0 nunca é um elemento maximal, obtemos a
seguinte cota para o tipo de um semigrupo numeérico.

Corolario 1.3. Seja S um semigrupo numérico. Entao,
t(S) <m(S) — 1.
Demonstragao. Basta considerar n = m(S) na proposi¢ao anterior. ]

Relembre que a dimensao de imersao de um semigrupo numérico nao excede a multiplicidade.
Além disso, ja sabemos que semigrupos numéricos de dimensao dois possuem tipo um. Os
semigrupos com dimensao trés possuem tipo um, ou dois [§]. No entanto, para dimensoes
maiores que trés, o tipo nao é limitado superiormente pela dimensao, como veremos no exemplo
a seguir.

Exemplo 1.17. [6] Seja S = (s,s +3,s+3n+ 1,s+3n+2). Paran > 2,;r >3n+2 e
s=r(3n+2)+3, o tipo de S é 2n + 3.

Exemplo 1.18. [§] Seja m € N, com m > 1. Observe que para S = {0,m,—}, PF(S) =
{1,2,...,m — 1}. Esses semigrupos atingem o limite dado no coroldrio anterior.

Com o que estudamos até aqui, podemos introduzir a ideia do nosso principal objetivo
nesta parte do trabalho. Isso serve para justificar por que, a partir deste ponto, estudaremos
caracteristicas e propriedades menos intuitivas sobre semigrupos numéricos. Embora nosso ob-
jetivo seja simples de formular, esta longe de ser facilmente resolvido. Portanto, sera necessario
utilizar outras ferramentas do que as apresentadas até agora.

Nosso objetivo é encontrar uma férmula algébrica para o nimero de Frobenius de um se-
migrupo numérico simétrico de dimensao de imersao 3, que dependa dos elementos do sistema
gerador minimal do semigrupo numérico. Ou seja, seja S um semigrupo numérico tal que
msg(S) = {a,b, c}, queremos encontrar uma férmula algébrica para F(S) que dependa exclu-
sivamente dos elementos a, b e c.

E claro que, dentro da ampla familia de semigrupos numéricos, existem muitos que possuem
propriedades especiais. De fato, nesta se¢ao, pudemos observar alguns exemplos disso. Por essa
razao, desenvolveremos diversas partes da teoria que justificam as interacoes necessdarias entre as
propriedades, tanto simples quanto complexas, de certas familias de semigrupos numéricos. Esse
estudo nos permitirda compreender detalhadamente a demonstracao do nosso teorema central.
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Capitulo 2

Propriedades

2.1 Apresentacoes de um semigrupo numérico

As apresentacoes de um semigrupo numérico fornecem uma forma eficiente de descrever sua
estrutura por meio de relacoes entre seus geradores. Este conceito permite representar o semi-
grupo de maneira algébrica, facilitando a anélise de suas propriedades e a solucao de problemas
relacionados.

Antes de apresentarmos sua definicdao formal, comecaremos novamente pelos monoides para
facilitar o estudo.

2.1.1 Mondides livres e apresentacoes

Comecaremos introduzindo o conceito de monoide livre, uma vez que as apresentacoes de um
semigrupo numeérico sao definidas em relacao a um monoide livre associado ao semigrupo e a
sua relacao com os elementos do sistema gerador minimal.

Para estabelecer essa conexao entre o monoide livre associado e o semigrupo numérico por
meio dos elementos do sistema gerador minimal, é necessario recorrer ao primeiro teorema
de isomorfismo para monoides. Por essa razao, é fundamental determinar um niicleo (kernel)
adequado em relacao ao homomorfismo entre monoides. Para esse proposito, introduzimos, a
seguir, o conceito de congruéncia em um monoide.

Seja M um conjunto nao vazio. Uma relacao binaria em M pode ser vista como um
subconjunto ¢ de M x M. Denotamos acb e dizemos que a estd o-relacionado com b se, e
somente se, (a,b) € o.

Se o é reflexiva, simétrica e transitiva, entao o é uma relacao de equivaléncia em M. Para
todo a € M, definimos a sua classe médulo o, chamada de sua o-classe, como:

la]l, ={b € M : aob}.
O conjunto

M

F:{[a]a:aeM}

é o quociente do conjunto M por o, e é uma particao de M.

Definicao 2.1. Uma congruéncia em um monoide M é uma relagao bindria de equivaléncia
o tal que para todos a,b,c € M, se acb, entio (a+ c)o(b+ c). Isso quer dizer (a,b) € o entao
(a+c,b+c)€o
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Lema 2.1. Seja M wm mondide comutativo e o uma congruéncia em M. Entio 2L ¢ um

ag
monoide comutativo com a operacao

lal, + [b]o = [a + b],.

Demonstracao. Para ver que + esta bem definida, devemos provar que se acx e boy, entao
(a + b)o(x + y). Mas esta é uma consequéncia do fato de que o é uma congruéncia, porque
(a+b)o(z+b) e (b+z)o(y+2z), e por transitividade obtemos a propriedade desejada. O elemento
identidade é claramente [0],, e a operagao é trivialmente associativa e comutativa. ]

Seja f : X — Y um homomorfismo entre monoides. Definimos o kernel ou ntcleo de f
como

ker(f) = {(a,b) € X x X : f(a) = f(b)}.

E uma consequéncia direta que ker(f) é uma congruéncia no monoide X. Isso resulta do
fato de que f é um homomorfismo de monoides e da prépria defini¢ao de ker(f), j& que, para
todo a,b,c € X, se (a,b) € ker(f), entdo f(a+c) = f(a)+ f(c) = f(b) + f(c) = f(b+ ¢), isto
é (a+c¢,b+c) €o. Aimagem de f, definida como

im(f) ={f(a) :a € X},

¢ um submonoide de Y.

Observe que ha diferengas sutis entre as defini¢oes usuais em grupos abelianos e em mo-
noides. Por exemplo, a condi¢do f(0) = 0 para morfismos de monoides nao é imposta em
morfismos de grupos, pois decorre diretamente do fato de que f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0).
Isso ocorre porque, em monoides, nao temos uma lei de “cancelamento”. Em outras palavras,
os elementos de M nao possuem necessariamente inversos em relagao a operacao +.

Outra diferenca importante estd na definicao de ntcleo. Na teoria de grupos, o ntcleo é
definido como a pré-imagem do elemento identidade, ou seja, o conjunto de elementos que sao
mapeados para o elemento identidade. Isso se dd porque, em grupos, f(a) = f(b) implica
que f(a) — f(b) = 0, ou, equivalentemente, f(a —b) = 0. Assim, para medir o quao longe
um morfismo estd de ser injetivo, basta estudar os elementos que mapeiam para o elemento
identidade. Essa definicao, no entanto, nao pode ser adaptada diretamente para monoides em
geral, j4 que nao temos a nogao de inverso.

Apesar dessas diferencas, o Primeiro Teorema do Isomorfismo permanece valido em ambos
0s contextos.

Proposicao 2.1. Seja f: X — Y um homomorfismo de monoides. Entdo:

~ X
E ker(f)

¢ um isomorfismo de monoides.

—im(f), f([a]ker(f)) = f(a)

Demonstragio. Esta definicdo de f nao depende da escolha do representante de [a]ker(s) 5 POT
causa do defini¢ao de ker(f). Essa fungao é injetora. Para verificar isso, seja z,y € X. Entao,
temos [Tlkery = {a € X : f(a) = f(x)} e [Ylkers = {b € X : f(b) = f(y)}. Suponha que
f([@lkerr) = f(Wlkers) = f(z) = f(y). Em seguida, segue-se facilmente que os conjuntos
{ae X : f(a)=f(x)} ={be X : f(b) = f(y) = f(zx)}. Além disso, ¢ sobrejetivo, pois basta

notar que para todos f(a) existe [a]ker ;. E um homomorfismo, pois f é um homomorfismo. O
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Definicao 2.2. O mondide livre de um conjunto X nao vazio € definido como:
Free(X)={Mz1+ -+ Mazr k€N N, ..., €Ny, xp € X}
Com a adigcao defina por componentes, ou seja,
(Mg + -+ Newg) + (e + - 4 ) = (M + ) + - 4+ (A + ) o

Note que \; ou p; podem ser zero para alguns i. Além disso, observe que Free({z1,...,x,}),
com x; # x; para todo i # j, é isomorfo a N".

Exemplo 2.1. Seja X = {rm, e,i}. Entdo, Free(X) = {7+ Ase + Agi | A1, Ao, A3 € N}, com
a soma usual dos niumeros naturais, € um monoide livre.

Usamos este exemplo para apontar a arbitrariedade do conjunto X.
Seja M um monoide com o sistema geradores minimal igual a {m,...,my}, entdo a fungao

o : Free({xy,...,zx}) = M, oMz + -+ Aprg) = Aymq + -+ + X\gmy,

é um epimorfismo de monoides (assumindo que x; # x; para todo i # j).
Pela Proposicao anterior, temos que M é isomorfo a Free({zy,...,x,})/ker(p).

Proposicao 2.2. Seja M um monoide gerado por {my,...,my}. Seja X um conjunto com car-
dinalidade k. Entdo existe uma congruéncia o em Free(X) tal que M ¢é isomorfo a Free(X)/o.

A demostragao é imediata notando que tal congruéncia é a canonica, isto é, ker(y).
Como consequéncia dessa propriedade, todo monoide finitamente gerado é isomorfo a N*/o
para algum k positivo e alguma congruéncia o em N¥.

Para obter uma representacgao finita de um monoide finitamente gerado, ainda resta ver que
a congruéncia o pode ser “finitamente descrita”. A seguir, vemos o que queremos dizer com
isso. Primeiro, introduzimos o conceito de congruéncia gerada por um conjunto. Podemos fazer
isso porque a seguinte proposicao nos garante que a intersecao de congruéncias em um monoide
¢ uma congruéncia.

Proposicao 2.3. Sejam o e B duas congruéncias no monoide M, cuja intersecao seja nao
vazia. Entao, o NG # () também é uma congruéncia em M.

Demonstracao. Sejam o e  duas congruéncias em M. Por definicao,c C M xM e C M x M,
o que implica que e N 3 C M x M. Resta, entao, provar que o N 3 é de fato uma congruéncia.

Primeiramente, note que ¢ N B é uma relacao binaria de equivaléncia, o que é diretamente
inferido do fato de que o N B C ¢ e 0 é uma relagao de equivaléncia.

Agora, seja (a,b) € 0N f. Isso implica que aR,b e aRzb. Portanto, para todo ¢ € M, temos
que (a + ¢)Ry(b+¢) e (a + ¢)Rz(b+ ¢). Consequentemente, (a + ¢,b+¢) € o N S, ou seja,
(a+ ¢)Ronp(b+ c).

Assim, concluimos que o N B é uma congruéncia em M. O

Pela proposi¢ao anterior temos que, para um conjunto X e um subconjunto p de Free(X) x
Free(X), definimos a congruéncia gerada por p como a interse¢ao de todas as congruéncias em
Free(X) contendo p. Denotamos essa congruéncia por Cong(p). A seguir, veremos quais sao
os elementos neste conjunto. A rela¢do binaria A(X) = {(z,z) : x € X} é conhecida como a
diagonal em X. Para uma relagao bindaria p em um conjunto X, sua relacao inversa é o conjunto

p_l ={(b,a) : (a,b) € p}.
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Proposicao 2.4. Seja X um conjunto nao vazio. Seja p C Free(X) x Free(X). Defina

p’ = pUptUA(Free(X)),
pl={(v+u,w+u): (v,w) € p’, ue Free(X)}.

Entao Cong(p) € o conjunto de pares (v,w) € Free(X) x Free(X) tais que existem k € N
e vy, ..., v € Free(X) com vy =v,v, = w e (v;,v41) € p' para todo 0 <i < k — 1.

Demonstracao. Primeiro mostramos que o conjunto construido dessa forma é uma congruéncia.
Vamos chamar esse conjunto de o.

1. Como A(Free(X)) C o, a relagdo binéria o é reflexiva.

2. Se (v,w) € o, existem k € N e vg,...,v; € Free(X) tais que vg = v, v, = w e (v;,Vi41) €
p! para todo 0 < i < k — 1. Como (v;,v;41) € p' implica que (v;y1,v;) € p', definindo
w; = vy_; para todo 0 < i < k, obtemos que (w,v) € o. Portanto, o é simétrico.

3. Se (u,v) e (v,w) estdo em o, entdo existe k,l € N e vy, ..., v, wo,...,w € Free(X) tal
que vy = u, v = wo = v,w; = w e (v;,viy1), (W, wj41) € p' para todos os i, j adequados.
Concatenando as sequéncias {v;}; e {w;}; obtemos (u,w) € o. Portanto, o ¢ transitivo.

4. Finalmente, seja (v,w) € 0 e u € Free(X). Existe k € Ne v, ..., v € Free(X) tal que
vo = v, = w e (v;,v;11) € p' para todo 0 < i < k — 1. Definindo w; = v; + u para todo
0 <i <k temos (w;, w;y1) € p* e assim (v + u,w +u) € o.

E evidente que toda congruéncia que contém p também deve conter . De fato, suponha
que exista uma congruéncia 5 que contém p mas tal que o ¢ 5. Nesse caso, existe (a,b) € o
com (a,b) ¢ B. Isso implica que existem k € N e vy, vy,...,v € Free(X) tais que vy = a,
v, =be (v;,v;41) € p! para todo 0 < i < k — 1. Portanto, terfamos (vg,vx) ¢ 8. No entanto,
isso é uma contradigao, ja que p! C 3. Portanto o é a menor congruéncia em Free(X) que
contém p, ou seja, o = Cong(p). O

Uma congruéncia o é gerada por p se 0 = Cong(p). Dizemos que p é um sistema de
geradores de 0. Uma congruéncia o ¢é finitamente gerada se existe um sistema de geradores de
o com elementos finitos.

Definicao 2.3. Uma apresentacao de um monoide finitamente gerado M é uma congruéncia
em Free(X), para algum conjunto finito X, tal que M = Free(X)/Cong(p). Dizemos que M
¢ um monoide finitamente apresentado se p € finito.

Note a semelhanca entre a definicao de apresentacao de um monoide e o primeiro teorema
do isomorfismo para monoides. Além disso, recordemos a fungao ¢ : Free(X) — M, dada por
oMz + -+ Agxg) = Aymg + -+ -+ Agmy. O kernel correspondente a essa fungao é:

ker(¢) = {(z,y) € Free(X) x Free(X) : ¢(x) = p(y) =m € M}

Embora p(z) = ¢(y) = m € M, isso ndo implica que as constantes A\ sejam as mesmas para
ey.

Nosso objetivo agora é mostrar que todo monoide que satisfazer a lei do cancelamento fini-
tamente gerado possui uma apresentacao finita. Para isso, precisamos introduzir os elementos
irredutiveis de uma congruéncia, que definiremos a seguir. Seja X um conjunto nao vazio e seja
o uma congruéncia em Free(X). Um elemento (a,b) em o\ {(0,0)} é irredutivel se ndo puder
ser expresso como (a, b) = (ay, by)+(ag, by) com (aq,by), (az,b2) € o\{(0,0)}. Seja Irr(c) o con-
junto de elementos irredutiveis de 0. Note que o é um submonoide de Free(X) x Free(X), pois
como vimos na prova do Lemal[2.1] se (a,b) e (¢, d) estdo em o, entao também estd (a+c,b+d),
e por reflexividade (0,0) € o . Como vemos a seguir, Irr(c) gera o como um monoide.
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Proposicao 2.5. Seja X um conjunto finito nao vazio e seja o uma congruéncia em Free(X).
Entao o = (Irr(o)).

Demonstragao. Suponha que X = {zi,...,x;}. Definimos a seguinte relacdo de ordem em
Free(X): Mixi+- -+ exy < gy + - - -+ gy se, e somente se, \; < p; paratodoi € 1,... k.
Dado x = A\jzy + - - - + Mgy, € Free(X), o conjunto de elementos em Free(X) que sdo menores
ou iguais a x ¢ finito (hd exatamente (A; +1)(Aa + 1) -+ (Ag—1 + 1)(Ax + 1) desses elementos).
De maneira anédloga, podemos definir em Free(X) x Free(X) a relagao (a,b) < (c¢,d) se, e
somente se, a < ¢ e b < d. Escrevemos (a,b) < (¢,d) se (a,b) < (¢,d) e (a,b) # (¢,d). Segue-se
que, dado (a,b) € Free(X) x Free(X), o conjunto de elementos (¢,d) € Free(X) x Free(X)
tal que (¢, d) < (a,b) é finito.

Seja (a,b) € 0. Se (a,b) ndo for irredutivel, entdo (a,b) = (a1, b1) + (a, by), com (a1,b;) e
(@1,b1) € o\ {(0,0)}. Assim, (ay,b;) < (a,b) e (@1,b) < (a,b). Se algum desses pares nao for
irredutivel, podemos repetir o processo com eles. Dessa forma, construimos uma arvore bindria
tendo como raiz (a, b), onde cada né é a soma de seus dois filhos. Uma folha nessa drvore é um
elemento irredutivel de 0. Como todos os elementos na arvore sao menores que (a,b) (exceto o
préprio (a,b)), e o nimero de elementos em Free(X) x Free(X) menores que (a,b) é finito, a
arvore terda apenas um numero finito de nés e, consequentemente, um ntumero finito de folhas.

Pela construcao da arvore, (a,b) é a soma de todas as folhas da arvore. Assim, (a,b) €
(Irr(o)). A outra inclusao é evidente. O

Um monoide M ¢ cancelativo se cumprir a lei de cancelamento, mas precisamente, se para
qualquer a,b,c € M, a+c = b+ cimplica a = b. Dizemos que uma congruéncia o em Free(X)
é cancelativa se Free(X)/o é cancelativa.

Lema 2.2. (Lema de Dickson). Seja X um conjunto ndo vazio e finito. Seja N um subcon-
gunto ndo vazio de Free(X). O conjunto M = Minimais<,(N) possui um nimero finito de
elementos.

Antes de comecar a demonstracao formalmente, determinemos como é o conjunto M =
Minimais<(N). Para isso, lembremos a relagdo de ordem <g definida anteriormente para um
semigrupo numérico S. Esta relagao nos diz que, para x,y € S, temos z <y < y—x € 5.

Agora, consideremos a relagao de ordem em Free(X), onde o conjunto é X = {xy,...,z,}.
Seja a = ayxy + -+ + apr, € b=byxy + - + by, € Free(X). Entao, temos que a <p b <=
(by —a1)xr + -+ (by — ay)x, = b—a € Free(X).

Portanto, o conjunto M é dado por:

M = Minimais<,(N)={a € N | a <p b para algum b € N e fic € N tal que ¢ <p a}.

Demonstragao. Seja X = {z1,...,z,}. Para mostrar, vamos usar indugdo em n. Paran =1, o
resultado segue facilmente do fato de que <p é uma boa ordem em Free(z,) = {\x; : A € N},
pois < é uma boa ordem em N (todo subconjunto de N possui um minimo).

Suponha que a afirmacgao é verdadeira para n — 1 e vamos mostra-la para n. Escolha um
elemento a1x1 + -+ + a,x, € M. Para cada 1 <i <necada 0 < j < a; defina

B _ bixy+ -+ by 12,1 € Free(xy,...,x,1) |
Y bixy + -+ bimxio + Jo + 0w + -+ by € My,

Observe que Minimais<, (M) = M, e por esta razao, Minimais<,(M;;) = M,; além disso
também Minimais<,(B;j) = B;;. Por hipdtese de indugao, B;; deve ser finito. Logo, M;;
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também ¢ finito. Como hd um nimero finito de conjuntos M;;, o conjunto |J M;; é novamente
finito e nao vazio. Portanto, é suficiente mostrar que M C [J M,;.

Considere mqx1+- - -+my,x, como um elemento de M. Existeum<: € 1,...,n tal que m; < q;
(se este nao fosse o caso, a1x1 + -+ + apx, < Mz + -+ + Myux,, 0 que seria impossivel, uma
vez que mixy + - - - +my,x, ¢ um elemento minimo de N). Portanto, myxy +- - - +m,z, € Min,.

]

Proposicao 2.6. Seja X um conjunto nao vazio com elementos finitos. Seja o uma con-
gruéncia cancelativa em Free(X). Entao o conjunto Irr(c) € finito.

Demonstragao. Se provarmos que
Irr(o) € Minimais<,. (o \ {(0,0)}),

entao, usando o lema de Dickson, o conjunto Irr(c) deve ser finito. Seja (a,b) um elemento
em Irr(o). Suponha que (a,b) nao seja um elemento minimo de o \ {(0,0)}. Portanto, existe
(a1,b1) € Minimais <g (o \ {(0,0)}) tais que (a1,b;1) < (a,b). Portanto, (a,b) = (ai,b;) +
(ag,bg) com (ag,by) = (a—ay,b—01) € Free(X)x Free(X). Como (a,b) = (a1 +ag,b1+by) € o
e (b1,a1) € o, temos (ag + (a1 +0b1), b2+ (a1 +b1)) € o . Por hipétese, Free(X)/o é cancelativo
e isso implica que a partir da igualdade

[as + (a1 4+ b1)]o = [a2)s + [a1 + b1]s = [b2]6 + [a1 + b1]o = [b2 + (a1 + b1)]s

obtemos que [as], = [bo],. Portanto (as,by) € o, o que significa que (a,b) ¢ Irr(c). A
contradigao vem da suposicao (a,b) ¢ Minimais <p (o \ {(0,0)}). O

Com isso obtemos a consequéncia desejada.
Corolario 2.1. Todo monadide cancelativo gerado finitamente tem uma apresentacao finita.

Demonstracao. Basta observar que, para um monoide cancelativo finitamente gerado M, po-
demos definir p = Irr(ker(yp)), onde ¢ : Free(X) — M é o homomorfismo canoénico de
monoides. O

2.1.2 Apresentagoes minimas de um semigrupo numérico

Todo semigrupo numérico é um mondide que satisfaz a lei de cancelamento e é gerado fini-
tamente e, portanto, tem uma apresentacao finita. Caracterizamos nesta secao aquelas apre-
sentacoes de semigrupos numéricos que sao minimas.

Definigao 2.4. Seja o uma congruéncia em Free({xy,...,x,}) e seja p um sistema de gera-
dores de 0. Dizemos que p € uma relagao minima se a cardinalidade de p é a menor possivel
dentre as cardinalidades dos sistemas de geradores de o.

Definicao 2.5. Seja S um semigrupo numérico com o sistema de geradores minimal igual a
{n1,...,n.} eseja X ={x1,...,2.} com x; # x; para todo i # j. Dizemos que p é uma apre-
sentacao minima se p for uma relagio minima da congruéncia do nicleo do homomorfismo
o: Free({xy,...,z.}) — S, pla1x1 + - + aee) = arng + -+ - + Gene.

Lembre que o kernel do homomorfismo ¢ é definido por
ker(¢) = {(a,b) € Free({xy,...,x.}) X Free({z1,...,x.}) : p(a) = ¢(b) =n € S}

Onde a = a121 + -+ - + acxe € b = bz + - -+ + box.. Como mencionamos antes, o kernel do
homomorfismo ¢ é uma congruéncia em Free(X).

20



Dado n € N o conjunto de expressoes de n em S é definido como
Z(n) = t(n) = {ayx1+- - +acw. € Free(X) : playzy + -+ +a,x,) = ayng + -+ +aen, = n}.

Paraa = ayz1+ -+ aee, b =b1x1+ - -+ bz, € Free({zy,...,z.}). Defina o produto escalar
de a e b como
a-b:&1b1+---+aebe.

Definimos a seguinte relagao em Free({zy,...,z.}). Para a,b € Free({xy,...,x.}), aRb se
a=0b=0ou existem ky,...,k; € Z(n) para algum n € S tal que ky = a,ky =bek; ki1 #0
para todo i € {1,...,l—1}. Esta é uma relacdo binaria de equivaléncia em Free({zy,...,x.}).

Para provar isso, a relacao R deve ser reflexiva, simétrica e transitiva.

1. Reflexiva: E claro que se a € Free({z1,...,2.}) e a = 0 entdo aRa. Agora suponha
que a € Free({xy,...,z.}) e a # 0. Logo temos que a = \xy + -+ + Az entao
o(a) = p(Mz1+- -+ AeTe) = Ming+- - -+ Aene = m € S, implica que a € Z(m) = ¢~ (m).
Portanto tomado k; = a para todo i € {1,...,l} e m € S concluimos que aRa.

2. Simetria: Se a = b = 0 entao é claro que aRb e bRa. Agora suponha que a # b # 0 e aRb.
Entao existem ki,...,k € Z(n) = ¢~ '(n) para algum n € S tal que ky = a, k; = b e
ki-kiv1 # 0paratodoi € {1,...,1—1}. Sejah; =1—i+1paraie {1,...,l} entdo hy =
[,hg =1—1,h3 =1-2,... hy = 1. Logo temos que ky, = ki, ..., kn, = ki € Z(n) = ¢~ (n)
com n € S tal que ky,, = k; =b e ky, = ki = a, além mais ky,, - kp,,, = ki—it1 - ki—iv2 # 0.
Portanto bRa.

3. Transitiva: Se aRb e bRc tal que a = b = ¢ = 0, se segue que aRc. Suponha que aRb
e bRe tal que a # b # ¢ # 0. Logo existem ky,...,k € Z(n) = ¢~ '(n) para algum
n e Stal que ky =a, ky=bek; ki1 # 0 paratodoi € {1,...,l — 1} e para o mesmo
n € S também temos que existem hy, ..., h, € Z(n) = ¢ 1(n) tal que hy = bh,, =ce
hi - hiy1 # 0 para todo @ € {1,...,m — 1}. Note que as dois listas de elementos existem
para o mesmo n € S porque @ es fungao e p(b) = ¢(k;) = ¢(hy) = n é tnico para b. Agora
concatenadas as duas listas de elementos, podemos construir uma lista de elementos tal
que ty =ky,...,.t;, =k =hy =0b,...,tjxy, =ccom t; = a, ti1,,, = cet; -t para todo
ie{l,...,(I4+m)—1}. Portanto aRc.

Os elementos de Free({z,...,x.})/R sao chamados de R-classes.

Introduziremos a nocao de grafo associado. Nosso objetivo ao introduzir esses conceitos é utili-
zar a teoria dos grafos para caracterizar as apresentagoes minimas de um semigrupo numérico
em relagdo a cardinalidade de p. Um grafo G é formado por um par (V, E), onde V' é o conjunto
dos vértices e E' é o conjunto das arestas, sendo cada aresta um par nao ordenado {u, v}, com
u,v € Veu#v. Se{u,v} € E, dizemos que uv é uma aresta de G.

Um caminho de comprimento m em um grafo é uma sequéncia de arestas Ugvr, U103, . . . , Um—10m
conectando vy a v,,. Um grafo é conexo se qualquer par de vértices estiver ligado por um cami-
nho. Sabe-se que um grafo conexo com n vértices possui pelo menos n — 1 arestas. Uma arvore
é um grafo conexo com n vértices e exatamente n — 1 arestas. Um subgrafo de G = (V, E) é
um grafo G = (V,E), onde V C V e E C E. Além disso, todo grafo conexo G' contém um
subgrafo que é uma &arvore, chamado de arvore geradora de G.

Seja X um conjunto nao vazio, seja P = {X3,..., X,.} uma particao de X e seja 7 uma
relacdo bindria em X. O grafo associado a v em relacao a partigao P é G, = (V, E), onde
V=PeX;X; € FEcomi#jseexistir v € X; e y € X; tal que (z,y) € yUy~ L
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Sejam n € N e sejam Xj, ..., X, as R-classes contidas em Z(n). Se § é uma relagao bindria
em Free({zi,...,z.}), denotamos por

Pn = B0 (Z(n) x Z(n))

e por Gg, o grafo associado a partigao {X,...,X,} de Z(n). Como veremos a seguir, esses
grafos s@o cruciais para a nossa caracterizacao das apresentacoes minimas de um semigrupo
numérico.

Lema 2.3. Sejan € N. Se § é uma relagao bindria em Free({xy,...,z.}) que gera o, entao
Gg, € conexo.

n

Demonstragao. Sejam Xy, ..., X, as R-classes contidas em Z(n). Sejam t e s € {1,...,r} com
t # s. Mostraremos que existe um caminho conectando X; e X,. Sejam k € X, e h € X,.
Como k,h € Z(n), kRh. Como Cong(/5) = o, pela Proposi¢ao , existem by, by,...,b €
Free(zy,...,x.), tais que k = by, h = by e (b, b; + 1) € 8! parai € {0,...,1 — 1}. Portanto,
existem para todo i € {0,...,1 — 1}, z; € Free({z1,...,x.}) e (x;,y;) € U B! tal que
(bi,bz‘+1) = (ZEZ + iy Yi + Zz) Se Zi 7é O, entao bszz+1 E se Zi = 0, entao {biabi—l—l} Q 6»”
Portanto, os pares nao ordenados {b;, b;11} tais que (b;,b;11) ¢ R produzem o caminho em Gp,
que conecta X; a Xj. O

Proposigao 2.7. Seja 8 uma relagao bindria em Free({xy,...,x.}) com x; # x; para i # j.
Entio Cong(B) = o se e somente se Gg, for conexo para todo n € N.

Demonstracao. A condicao necessaria é o lema anterior. Concentremo-nos, entao, na su-
ficiéncia. Note que para provar que Cong(f) = o , basta mostrar que para todo n € N,
se k,k € Z(n), entdo (k, k) € Cong(B). Vamos usar inducio em n. Se n = 0, entdo
Z(0) = {0xy + --- + 0z, = 0} e, trivialmente, (0,0) € Cong(S). Portanto, vamos supor
como hipétese de indugao que o resultado é valido para inteiros menores que n. Se n ¢ S,
entdo Z(n) é vazio e o resultado é satisfeito pela trivialidade. Assim, podemos assumir que
n € S. Distinguimos dois casos.

1. Se kRk, entdo existe ko, ...,k € Z(n) tal que k = ko, k = k; e para todoi € {0,...,1—1},
ki ki1 # 0, ou equivalentemente, existe t € {1,..., e} tal que x; < k; e zy < kjyq. Segue-se
que (k; —xy,ki 1 —x,) € Z(n—ny). Pela hipétese de indugao (k; — x4, ki1 — ) € Cong(p).
Como Cong(f) é uma congruéncia, (k;, k;+1) € Cong(f) e por transitividade, isso leva a

(k, k) € Cong(p).

2. Se (k,k) ¢ R, entdo existem no méaximo duas R-classes em Z(n). Suponha que a sequéncia
X1,...,X, defina um caminho conectando X; e X,., onde X; é a R-classe de k e X, a de
k. Para cada i € {1,...,7 — 1}, como X;X;,; é uma aresta de G, , existe {a;,b;} C B,
com a; € X; e b; € X;y1. Portanto (a;,b;) € Cong(3) para todo i. Além disso, por

1), ambos (k,a1) e (b,_1,k) pertencem a Cong(f). Pela transitividade, concluimos que

(k, k) € Cong(p). O

Como ja sabemos quais sao os menores subgrafos conexos de um grafo com os mesmos
vértices, podemos encontrar uma caracterizacao para apresentacoes minimas de um semigrupo
numeérico.

Corolario 2.2. Seja S um semigrupo numérico. Um subconjunto 5 de o é uma apresenta¢do
minima de S se, e somente se, a cardinalidade de B, for igual ao nimero de R-classes em Z(n)
menos um, e G, for conexo para todon € S.
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Observacao 2.1. Observe que, se 3 € uma apresentagao minima para S, entao Gg, € uma
drvore geradora minima de G, , para todo n € N.

Para obter uma relagdo minima para o (equivalentemente, uma apresenta¢ao minima para
S), € suficiente focar naqueles n € S para os quais o nimero de R-classes em Z(n) € maior ou
tqual a dois. Se X1,...,X, sdo essas R-classes, construimos uma drvore T,, cujos vértices sao
Xi,...,X,. Para cada aresta TXJ de T,,, tomemos a;, € X; e b; € X;. Vamos definir 3, como
o conjunto de todos (a;,b;) construidos desta forma. Vamos definir 8, = () se houver menos de
duas R-classes em Z(n). Entao 8 = Upesfn € uma relagio minima de o.

Lembre-se que definimos uma relagao minima de o como um sistema gerador com cardina-
lidade minima. O resultado acima também implica que o conceito de sistema gerador minimo
de o em relacao a cardinalidade e a inclusao coincidem. Isso nao vale para mondides em geral
(mondides para os quais esses dois conceitos sao iguais sao estudados em [19]).

Corolario 2.3. O conceito de apresentacao minima em relacao a cardinalidade e inclusao em
um conjunto coincide para qualquer semigrupo numérico. Em particular, todas as apresentacoes
minimas tém a mesma cardinalidade.

Conhecemos até aqui o grafo associado a uma relagao bindria 5 em Free(X) em relacao a
uma partigdo de Free(X). Agora, introduziremos o conceito de grafo associado a n em S e
exploraremos algumas relagoes entre esses grafos e os mencionados anteriormente. Nosso obje-
tivo ao fazer isso é calcular representacoes minimas de semigrupos numéricos de uma maneira
mais simples do que pela definicao. Embora nao abordemos todos os detalhes, apresentaremos
o suficiente para entender como funciona. Para mais informagoes, consulte [§].

Seja S = (ny,...,n.) um semigrupo numérico. Para cada n € S, defina o grafo G, =
(V, E,,) como

Vo={ni | n—n; €S}

Ey={mm; | n—(ni+n;) €507}

Logo G, é o grafo associado a n em S.

Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G. Se G for
conexo, entao ele possui apenas uma componente conexa. A seguir, descrevemos as componentes
conexas do grafo associado a um elemento de um semigrupo numeérico.

Seja n um elemento de S. Se X7, ..., X, sdo as R-classes de Z(n), para todo i € {1,...,r},
definimos

A; ={n; | z; <z Para algum z € X,}.

Esses conjuntos contém o conjunto de vértices das diferentes componentes conexas de G,,.
Para provar isso, devemos primeiro mostrar que {Ay, ..., A, } é uma partigao de V,,.

Lema 2.4. O conjunto {Ay,..., A} € uma particao de V,,.

Demonstragdo. Se n; € V,, entdao n—n; € S. Vamos pegar a € Z(n—mn;). Entdo a+x; € Z(n)
e portanto existe ¢ € {1,...,r} tal que a + z; € X,. Portanto, n; € A;. Isso mostra que
V, C A U---UA,, e, consequentemente, V,, = A; U---UA,.

Agora suponha que n, € A;NA; com ¢ # j. Entao existem z € X, ey € X tais que 23, < =z
e xp < y. Isto implica que x -y # 0 e, consequentemente, zRy. Mas isso é impossivel porque
X; e X; sao R-classes diferentes. Isso mostra que {A4;,...,A,} é uma particdo de V. n

Provamos agora que nao ha aresta em G,, que conecte um vértice em A; com um vértice em
A; quando ¢ # j.
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Lema 2.5. Seng € A; en; € Aj com i # j, entao ngn; ¢ E,.

Demonstracao. Observe que, de acordo com o Lema anterior, £ nao pode ser igual a [. Suponha,
pelo contrario, que g € E,,. Entao n— (ng+mn;) € S. Tomemos a € Z(n — (n, +n;)). Entao
a+x+x € Z(n). De ny € A; e ny € A; deduzimos que existe y € X; com z <y e z € X;
com z; < z. Issonos levaa y-(a+ x4+ ;) #0e (a+ x4+ 27) - 2 # 0, 0 que implica que yRz,
contradizendo que X; e X, sao R-classes diferentes. O

Por fim, enunciemos o lema que demonstra que quaisquer dois vértices no mesmo A, estao
conexos por um caminho em G,,. Para consultar sua demonstragao, veja [8, p. 114].

Lema 2.6. Se ny,n; € A, com | # k, entdo existe um caminho em G, com vértices em Aj
que une ny com ny.

Com toda esta informagcao é facil perceber que os conjuntos de vértices dos diferentes com-
ponentes conexos de GG, sao Ay,..., A,. Portanto, o nimero de componentes conexos de G,, é
igual ao nimero de R-classes em Z(n).

Teorema 2.1. Seja S um semigrupo numérico e seja n um elemento diferente de zero de S.
O nimero de componentes conexos de Gy, € igual ao nimero de R-classes em Z(n).

Demonstragao. Sejam X, ..., X, as diferentes R-classes em Z(n). Para cada i € {1,...,r},
vamos definir o subgrafo G' = (V! E!) de G,, como segue. Vamos definir V! = A; e E! =
{min; € E, | n;,n; € A;}. Dos Lemas , e deduzimos que estes sao as componentes
conexas de G. m

Observagao 2.2. A partir destes resultados deduzimos que para obter uma (na verdade, qual-
quer) apresentagcdo minima de S, sé precisamos encontrar aqueles n € S para os quais G,, nao
¢ conero. Seja n tal que G, ndo seja conexo e sejam G, ... GI seus componentes conexros.
Escolhamos agora para cada i € {1,...,r} um vértice ny, € V' e um elemento o; € Z(n)
tais que xy, < «;. Entdo [oq]g,...,|a:]r s@o as diferentes R-classes de Z(n). Se definirmos
pn = {(2,1),..., (e, 1)}, entao G,, € uma drvore. Portanto, pelo Coroldrio p € uma
apresentacao minima de S.

Disto deduzimos que se quisermos calcular uma apresentagao minima utilizando esta ideia,
devemos encontrar os elementos de um semigrupo numérico cujo grafo associado nao é conexo.
A propriedade a seguir torna essa pesquisa possivel.

Proposicao 2.8. Se G,, nao € conexo, entio n = w + n;, com w € Ap(S,ny) \ {0} e j €

{2,...,e}.

Demonstragao. Se n —ny ¢ S, entdo n = w € Ap(S,ny) \ {0}. Como G,, ndo estd conexo,
existem n;,n; € V,, com i # j > 2 tais que n;n; ¢ E,. Isso implica que n = (n — n;) +nj, e
claramente n —n; € Ap(S,n1) \ {0}. (n # n; porque n —n; € S e {ny,...,n.} é um sistema
gerador minimo de 5).

Agora suponha que n — n; € S. Como G, nao estd conexo, existe n; € V,, com i > 1,
tal que n — (ny +mn;) ¢ S (mm; ¢ E,). Comon —n; € Sen—n; —ny ¢ 5, temos que
n—n; € Ap(S,n1) \ {0} (novamente n — n; # 0 porque n —ny; € S). Podemos escrever
n=(n—n;) +n;. O

Observacao 2.3. Note que esta proposicao fornece um conjunto finito que contém os elementos
n € S tais que G, ndo € conero. Se aplicarmos a este conjunto o procedimento descrito na
Observagao (2.2, obtemos um método algoritmico para calcular uma apresentagcao minima de
UM Semigrupo nuUmerico.
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Exemplo 2.2. [§, p. 116]. Agora suponha que S seja minimamente gerado por {ni,na, ns}.
Para cada r € {1,2,3}, defina

¢, =min{k € N\ {0} | kn, € (ns,ns),{r,s,t} ={1,2,3}}.

Para n € {ciny, cang, csnz}, o grafo G, ndo € conexo, e estes sao o0s unicos elementos de S
que satisfazem esta condicdo. Distinguimos trés casos.

1. Se cynq = cang = c3ng, entao
{(013317 02332), (019317 03933)}
¢ uma apresentacao minima para S.

2. Agora suponha que ciny # cang = csng (omitimos os outros casos semelhantes). Se
ciny = Ang + ung com A\, € N, entao

{(crz1, Awy + p3), (cowo, c33) }
¢ uma apresentacao minima para S.
3. Se a cardinalidade de {ciny, cang, csns} € trés, entao suponha que

C1M1 = T12N2 + T13N3,
CoNg = T91MN1 + T3N3,

C3N3 = T31M1 + T'32N,
para alguns inteiros nao negativos r;;. Entao
{(crz1, m12w9 + 11323), (CoT2, T2121 + T2373), (C3T3, 3171 + T32T2) }
¢ uma apresentacao minima de S.

Observe que (6, 10,15), (4,6,7) e (5,6,7) sao exemplos de 1, 2 e 3, respectivamente.

2.2 Semigrupos numeéricos e as trés propriedades

Nosso objetivo nesta segao é estudar a relacao entre trés conceitos (propriedades) de semigrupos
numeéricos, os quais sao necessarios e nos permitirao ter as ferramentas para obter a férmula do
nimero de Frobenius de certos semigrupos numéricos que as satisfacam.

Os trés conceitos que apresentaremos sao: semigrupo numérico simétrico, semigrupo numérico
de intersecao completa e semigrupo numérico livre. No entanto, é importante esclarecer que nao
abordaremos todas as suas propriedades, mas nos concentraremos apenas nas que consideramos
necessarias e pertinentes para nosso objetivo. Para um estudo detalhado dessas propriedades e
suas consequéncias, pode-se consultar [§].

Comecaremos com o conceito de intersecao completa. Este conceito é definido para anéis de
coordenadas de uma variedade, mas tem uma traducao mais apropriada para nosso contexto,
como monoides gerados finitamente que possuem o menor niimero possivel de relagoes em suas
apresentacoes minimas.

Em [8, p. 129] obtém-se um limite inferior para a cardinalidade de uma apresentacao de um
semigrupo numérico, através do seguinte teorema que enunciamos sem demonstracao.

Teorema 2.2. Seja S um semigrupo numérico. Entao, a cardinalidade de uma apresenta¢ao
minima para S € maior ou igual a e(S) — 1.
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Com o objetivo de obter o menor niimero possivel de relacoes nas suas apresentagoes minimas
e tendo em conta o teorema anterior, é possivel inferir que um semigrupo numérico é uma
intersecao completa se a cardinalidade de qualquer uma de suas apresentacoes minimas for
igual a sua dimensao de imersao menos um.

Exemplo 2.3. Observe que N é uma intersecio completa. Sua dimensdo de imersao menos
um € zero, e esta € precisamente a cardinalidade de qualquer apresentacdao minima para N.

Embora nao fornecamos os detalhes do exemplo a seguir, eles sao obtidos a partir dos
resultados da segao sobre apresentacoes de semigrupos numéricos e podem ser consultados em
[8, p. 116]

Exemplo 2.4. Se ny e ny sao inteiros maiores que um, tal que mdc{ni,no} = 1, entdo uma
apresentagdo minima para (ni,ng) € {(newy,nixs)}. Portanto, como e({ni,ns)) = 2 entdo
(n1,m2) € uma interse¢dao completa.

2.2.1 Colagem de semigrupos numéricos

O conceito de colagem de semigrupos numéricos foi introduzido na tese de doutorado de Rosales
([15]) com o objetivo de demonstrar que um semigrupo numérico é uma intersegdo completa
se e somente se for a colagem de dois semigrupos numéricos de intersecao completa. Por essa
razao, a seguir, introduziremos as ideias de colagem de semigrupos numeéricos.

A ideia de colagem é a seguinte. Um conjunto de nimeros inteiros positivos A, que ge-
ralmente é tomado como o conjunto de geradores de um mondide, é a colagem de A; e As se
{A1, Ay} é uma particao de A e o mondide gerado por A admite uma apresentagao na qual
alguns relacionamentos envolvem apenas geradores em A;, outros relacionamentos envolvem
apenas geradores em A, e ha apenas um elemento nesta apresentacao relacionando elementos
de A; com elementos de Ay. Para formalizar essa definicao, precisamos lembrar e introduzir
alguma notagao.

Seja A = {my,...,m,} um subconjunto de inteiros positivos. Seja X = {z1,...,x,}. Seja
¢ : X — N o0 homomorfismo de monoides

olarxy + -+ + apx,) = army + -+ - + a;m,..

Seja o a congruéncia do nicleo de ¢, ou seja, acb se e somente se p(a) = ¢(b). Para B C A,
seja Xp = {z; | m; € B}. Entao Free(Xg) C Free(X). Definimos ¢p e op adequadamente.
Observe que og C 0.

Com esta notagao agora é facil expressar o conceito de colagem. Seja {A;, Ay} uma partigao
de A. Dizemos que A é o colagem de A; e Aj se existe um sistema de geradores p de o tal que
p=p1UpsU{(a,b)} com p; Coa,, po Cou,, 0#a€ Free(Xy,)e0#be Free(Xa,).

O conceito de colagem pode ser caracterizado de varias maneiras. Aqui, utilizamos uma
apresentada em [8], pelo seguinte teorema. Essa abordagem nos permitird introduzir a colagem
de dois semigrupos numéricos, além de controlar os elementos notaveis e a apresentacao da
colagem a partir dos semigrupos originais.

Teorema 2.3. Seja A um subconjunto de inteiros positivos. Seja {Ay, Ao} uma particao de A.
As afirmagoes a sequir sao equivalentes.

1. A € a colagem de Ay e A,.

2. Se dy = mdc(Ay) e dy = mdc(As), entao mme{dy,ds} € (A1) N (A2), onde mme significa

minimo maltiplo comum.
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3. Eziste d € (A1) N (As),d # 0, tal que a correspondéncia
[+ Ap(Ay,d) x Ap(As,d) —> Ap(A,d),  f(s1,5) = 51 + 52
E uma funcao bijetiva

4. Eziste (a,b) € 0 com 0 # a € Free(Xa,) e0# b€ Free(Xa,) tal que py U py U{(a,b)}
é um sistema de geradores o, para todos os sistemas py e ps de geradores oa, € Oa,,
respectivamente.

A demonstracdo do teorema anterior é bastante extensa e complexa, por isso nao sera
apresentada aqui. Para estudé-la, pode-se consultar [8, p. 126].

Traduzimos o conceito de colagem para semigrupos numéricos e, dessa forma, podemos
concluir que os semigrupos numéricos de intersegao completa sao sempre uma colagem de dois
semigrupos numeéricos de intersecoes completas.

Sejam S; e Sy dois semigrupos numéricos gerados minimamente por {nq, ..., n.} e {n,y1,...,n.},
respectivamente. Sejam A € S\ {n1,...,n.} e u € S\ {n,41,...,ne} tais que mde(\, p) = 1.
Dizemos que

S = {uny, ..., 1, Anpyq, ..., A\ne)
Ea colagem de S e S,.

Exemplo 2.5. Vamos considerar os sequintes semigrupos numéricos. Seja S; = (3,5) =
{0,3,5,6,8,9, =}, A =6 e Sy = (4,7) = {0,4,7,8,11,12,14, 15,16, 18,19,20, =}, u = 11. E
claro que mde(6,11) =1 e 6 € 51\ {3,5}, 11 € Sy \ {4,7}. Portanto S = (33,55,24,42) € o
semigrupo numérico colagem de Sy e S.

Agora vemos a conexao entre este conceito e o de colagem de subconjuntos de inteiros nao
negativos introduzido anteriormente.

Lema 2.7. Sob a hipdtese anterior para os semigrupos numeéricos S1 e Sy entdo as sequintes
afirmacgoes sao equivalentes

1. S € um semigrupo numérico com sistema de geradores minimo {pny, ..., 1np, \Mlpy1, ..., A},
2. {pny, ... e, A1, ., Anet € o colagem de {unq, ..., un.}t e {Mgq, ..., Ane}
Demonstracao. .

1. E claro que mde{pny, ..., e, \Mpi, ..., Ane} = mde{p, A} = 1 e, portanto, S é um
semigrupo numeérico. Suponha que pung, = aspng + - -+ + appun, + ar g A1+ -0 F AN
Entao a, ;1 An, 1+ - - +a. ne ¢ um multiplo de Au. Portanto, uny = aspngs+- - -+a,un,+
Ak para algum inteiro nao negativo k. Isso leva a ny = agng+- - - +a,n, + Ak. Mas isto é
impossivel porque A € S; e ny é um gerador minimo de .S;. Da mesma forma mostramos
que o resto dos elementos em {uny, ..., un,, A\n,41, ..., An.} sdo geradores minimos de S.

2. A vista do Teorema basta demonstrar que
A€ {pnay ooy pune) 0 (A, ..., Ang).
Isso fica facilmente claro pela escolha de A e p. O

Agora que estabelecemos a conexao entre esses dois conceitos, com a ajuda do Teorema [2.3],
nao ¢ dificil demonstrar que uma colagem de interse¢oes completas resulta em um semigrupo
numérico de interse¢oes completas.
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Proposicao 2.9. A colagem de duas intersecoes completas € uma intersecao completa.

Demonstracao. Sejam S; e Sy semigrupos numéricos de intersegao completa, e seja S uma
colagem de S; e S5. Pelo Lema [2.7 sabemos que e(S) = e(S1) + e(S3). Sejam p1 e ps
apresentagoes minimais para S; e Sy, respectivamente. Entao, #p; = e(S;) — 1 para i € {1,2}.
Utilizando o Lema e o Teorema 2.3 obtemos que S admite uma apresentacao da forma
p=p1UpsU(a,b).

Portanto, #p = #p1 + #p2+1=1¢€(S1) — 1+ e(S2) — 1+ 1 =¢(S) — 1. Agora, utilizando o
Teorema e o Corolario 2.3 deduzimos que S é uma interse¢ao completa. [

A proposicao inversa também é verdadeira e esta apresentada no seguinte teorema. Sua
demonstracao pode ser consultada em [8, p. 131].

Teorema 2.4. Um semigrupo numérico distinto de N é uma intersecao completa se, e somente
se, for a colagem de dois semigrupos numéricos de intersecao completa.

Para finalizar, introduziremos os semigrupos numéricos simétricos. O objetivo é demonstrar
que todo semigrupo numeérico de intersecao completa é simétrico. Para isso, é necessario utilizar
os conceitos e os resultados sobre a colagem de semigrupos numéricos, pois essa propriedade é
uma consequéncia imediata do fato de que a simetria é preservada sob colagem de semigrupos
numeéricos.

2.2.2 Semigrupos numéricos simétricos

Comecaremos introduzindo os semigrupos numéricos irredutiveis, pois eles englobam tanto
0s semigrupos numéricos simétricos quanto os pseudo-simétricos. Um semigrupo numérico é
irredutivel se nao puder ser expresso como a intersecao de dois semigrupos numéricos que
o contenham propriamente. Se tomarmos S = (5,7,8,9,11), por exemplo, temos que S =
(5,6,7,8,9) N (4,5,7), concluindo que S nao é irredutivel. Por outro lado, T' = (4,5,7) é
irredutivel, e veremos como verificar essa propriedade.

Lema 2.8. Seja S um semigrupo numérico diferente de N. Entao, SU{F(S)} € um semigrupo
numérico também.

Demonstracao. Como S é um semigrupo numérico e o complemento de SU{F'(S5)} em relagao
a N é novamente finito, pois a diferenca é de apenas um elemento, entao basta mostrar que
F(S)+s € SU{F(9)}, para todo s € SU{F(S)}. Observe que F(S) < F(S) + s, logo
F(S)=F(S)+s,0u F(S)+s €S, e em ambos os casos segue que F'(S)+s € SU{F(S)}. O

Teorema 2.5. Seja S um semigrupo numeérico. As sequintes condigcoes sao equivalentes:
1. S € irredutivel

2. S € maximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos com numero de Frobenius

F(9).
3. S € mazximal no conjunto de todos os semigrupos numéricos que ndo contém F(S).

Demonstracao. 1) = 2) Seja T um semigrupo numérico tal que S C T' e F(T') = F(S). Entao,
S =(SU{F(S)})NT . Dai, como S é irredutivel, se segue que T'= S.

2) = 3) Seja T' um semigrupo numérico tal que S C T e F(S) ¢ T. Entao, temos que
F(T) = F(S), logo, por hipdtese, T' = S.

3) = 1) Sejam S; e Sy dois semigrupos numéricos que contém S propriamente. Entao, por
hipétese, F(S) € Sy e F(S) € Sy, ou seja, S; N Sy # S. O
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Definigao 2.6. Seja S um semigrupo numérico irredutivel. Dizemos que S € simétrico se F(S)
¢ impar. Se F(S) € par, dizemos que S € pseudo-simétrico.

Se S é um semigrupo numérico nao irredutivel, pelo Teorema [2.5] existe um semigrupo
numérico 7' irredutivel que contém S e F(S) = F(T). No préximo resultado daremos um
processo de construcao de um semigrupo numérico irredutivel.

Lema 2.9. Seja S um semigrupo numérico e assuma que existe
h=max{x € Z\S | F(S)—x ¢S e x# F(S)/2}.
Entao, SU{h} € um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F(S5).

Demonstragao. Claramente, S U {h} possui complemento finito em N e 0 € S U {h}. Seja
H={xeZ\S | F(S)—x¢ S e x# F(S)/2}. Sex € H, temos que F(S) —x € H,
caso contrario F(S) —x = F(S)/2 = v = F(5)/2 = x ¢ H , ou F(S) — (F(S) —xz) €
S=x¢€S = ax¢ H. Desse modo, segue que h > F(S5)/2, ja que se h < F(S)/2, entao
F(S)—h>F(S)—F(S)/2=F(S5)/2 > h, contrariando a maximalidade de h.

Seja s € S\ {0}. Se h+s ¢ S, pela maximalidade de h, entdo F(S) — (h+s) =t € S, pois
h>F(S)/2es>0. Assim, FI(S) —h=t+ s €S, contrariando a definigao de h.

Se 2h € S, novamente pela maximalidade de h, temos que F(S) —2h =t € S. Dal, pelo
visto anteriormente, h +t € S, logo h +t = F(S) — h € S, contrariando a defini¢ao de h.
Portanto, SN {h} é um semigrupo numérico. O

Proposicao 2.10. Seja S um semigrupo numérico.

1. S € simétrico se, e somente se, F(S) € impar e x € Z\ S implica que F(S) —x € S.
2. S € pseudo-simétrico se, e somente se, F'(S) € par e x € Z\ S implica que F(S) —z € S,
oux = F(S)/2.

Demonstracao. Vamos mostrar apenas a primeira afirmagao, pois a segunda segue de forma
analoga.

Seja S um semigrupo numérico simétrico. Entao, se existe x € Z\ S tal que FI(S)—xz ¢ S,
entao pelo Lema [2.9 existe h o maximo dos elementos que respeitam essas condicoes. Assim,
SU{h} é um semigrupo numérico com nimero de Frobenius F'(.S), contrariando a maximalidade
de S dada no Teorema 2.5

Por outro lado, pelo Teorema [2.5] é suficiente mostrar que S é maximal no conjunto de
todos os semigrupos numéricos que nao contém F(S). Tome T um semigrupo numérico com
S CT.Sejax e (T\S)C(Z\S). Dai, por hipétese, FI(S) —z € S, logo F(S) —x € T, o que
implica que F(S) = (F(S) —z)+z € T. O

Corolario 2.4. Seja S um semigrupo numeérico.

1. S € simétrico se, e somente se, g(S) = F(‘?H.

2. S € pseudo-simétrico se, e somente se, g(S) = —F(SQHQ

Observacao 2.4. Sabemos, pelo Lema que se S é um semigrupo numérico, entao g(S) >

F(S)+1 A - ‘ . ) PP
%. Como consequéncia desse coroldario temos que semigrupos numéricos irredutiveis sao

aqueles com o menor género possivel em termos de seu niumero de Frobenius.

Exemplo 2.6. Seja S = (6,7,8,9,10,11) = {0,6,7,8,9,10,11,12,13, —1, logo F(S) = 5 ¢
G(S\ S)=1{1,2,3,4,5} = ¢(S) = 5. Portanto S nao é simétrico nem pseudo-simétrico.
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Da Proposicao [1.6] e do Coroldrio anterior, obtemos a seguinte consequéncia.
Corolario 2.5. Todo semigrupo numérico de dimensao de imersao igual a 2 € simétrico.
Exemplo 2.7. Observe que (3,5) = {0,3,5,6,8, =} € um semigrupo numérico simétrico,
(4,5,7) = {0,4,5,7,—} € pseudo-simétrico, e (5,6,7) = (5,6,7,8) N (5,6,7,9), logo (5,6,7)
nao € irredutivel.

Lema 2.10. Seja S um semigrupo numérico e n € S\ {0}. Se x,y € S sdo tais que v +y €
Ap(S,n), entio {x,y} C Ap(S,n).

Demonstracao. Isso é uma consequéncia direta da definicao do conjunto de Apéry, ja que, se
x—n € S, entdo (x+y)—n = (r—n)+y € S, o que contraria o fato de que x+y € Ap(S,n). O

Proposicao 2.11. Seja S um semigrupo numérico e n € S. Se Ap(S,n) = {ag < a3 < --+ <
an—1y, entao S € simétrico se, e somente se, a; + Gp_1-; = Uy_1, para todo i € {0,...,n—1}.

Demonstragdo. Suponha que S é simétrico. Entdo, pela Proposicao [1.6] sabemos que F(S) =
ap—1 —mn. Como a; —n ¢ S e S é simétrico, temos que F(S) — (a; —n) = ap,—1 —a; € S. Assim,
[F(S)— (a; —n)] + a; = an_1, e, pelo Lema anterior, segue que existe j € {0,...,n— 1} tal que
ap—1 = a; +aj. Como ag < a; < --- < an—1, j deve ser igual an —1 — 4.

Por outro lado, pela hipétese temos que {a,—1} = Mazimais<,Ap(S,n), logo, pela Pro-
posicao [L.9, PF(S) = {F(S)}, o que significa que {a,—1 —n} = Mazimais<,Z\ S. Em parti-
cular, se x € Z\ S, entao F(S)—x € S. Observe que se F'(S)/2 € Z, entao F(S)/2 € Z\ S, caso
contrario, F'(S) = @ + @ € S, contrariando a defini¢ao de F'(S). No entanto, acabamos de
mostrar que isso significaria que F(S)/2 = F(S) — F(S)/2 € S, contradi¢ao. Portanto, F(S)
é impar, e pela Proposicao [2.10] concluimos que S é simétrico. [

Corolario 2.6. Seja S um semigrupo numeérico. As sequintes condigcoes sdo equivalentes:
1. S € simétrico
2. PF(S)={F(9)}
3. t(S)=1
Assim, & luz da Proposi¢ao[I.9]e do corolério anterior, podemos enunciar o seguinte coroldrio.

Corolario 2.7. Sejam S um semigrupo numérico e n € S*. Entao S € simétrico se, e somente
se,
Mazimais< Ap(S,n) = {F(S) +n}.

Exemplo 2.8. Seja S = (3,5). Entio, Ap(S,3) = {0,5,10} = Mazximais<,Ap(S,3) =
{10} = {F(S) +n} = {7+ 3}, jd que F(S) ="T7.

Para concluir esta secao e alcancar nosso objetivo enunciado ao final da anterior, apresen-
tamos o seguinte resultado, cuja demonstracao faz uso da Proposicao [2.11]
Proposicao 2.12. A colagem de semigrupos numeéricos simétricos € simétrico.

Demonstracao. Sejam S e Sy semigrupos numéricos com sistemas geradores minimos {n4, ..., n,}
e {ny41,...,ne}, respectivamente. Sejam A € S; \ {ny,...,n.} e p € Sy \ {nyy1,...,n} tais
que mdc(A, ) = 1. Definimos S = (unq, ..., tne, Mpiq, ..., Ane).

Pelo Lema[2.7] concluimos que {uni, . .., pny, An, 41, ..., Ane} é a colagem de {uni, . .., un, }
e {M,41,..., n.}. Pelo Teorema deduzimos que

Ap(S, M) = {s1+ s2 | s1 € Ap(Ay, M), s2 € Ap(Az, Ap)}.
Portanto
Ap(S, Ap) = { w1 + pws | wy € Ap(Ay, Aw), we € Ap(Aa, M)}
O resultado segue da Proposicao [2.11} O

Corolario 2.8. Todo semigrupo numérico que € uma intersecao completa € simétrico.
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2.2.3 Semigrupos numéricos livres

Apresentaremos agora uma importante familia de semigrupos numéricos, conhecidos como se-
migrupos numéricos livres. Esses semigrupos numéricos nao tém relagao direta com os monéides
livres. Nosso objetivo ao apresenta-los é poder utilizar posteriormente suas caracterizacoes para
demonstracoes relevantes.

Sua definicao e caracterizacao dependem das seguintes constantes.

Seja S um semigrupo numérico gerado minimamente por {ni,...,n.}. Para todo i €

{2,..., e}, defina:
1. d; = mde{ny,...,ni_1}.
2. ¢; =min{k € N\ {0} : kn; é um maltiplo de d;}.
3. ¢ =min{k e N\ {0} : kn; € (n1,...,n;_1)}.
4. ¢; =min{k e N\ {0} : kn; € (ny,...,ni 1,41, ..,Ne)}
A seguir, apresentamos diversos exemplos de semigrupos numéricos nos quais tais constantes

foram calculadas. Nosso objetivo é nos familiarizarmos com essas constantes, além de que, mais
adiante, elas nos servirao para exemplificar aqueles que sao semigrupos numéricos livres.

Exemplo 2.9. Seja S = (2,3) ={0,2,3,4,5,6, —}. Entdo i € {2}, e(S) =2 e para ny = 2,
ny = 3 temos que dy = mdc{n,; =2} =2, é; = min{k € N\ {0} : 3k € um maltiplo de dy = 2}
=0 =2 cg=min{k e N\ {0} :3k € 2)} = c} =2. o =min{k e N\ {0} : 3k € (2)} =
co = 2. Logo para este caso, temos que do = Co = ¢y = cg = 2.

Exemplo 2.10. Seja S = (3,4) = {0,3,4,6,7,8 —}. FEntio G(S) = {1,2,5}, e(S) = 2,
F(S) =5. Parany = 3, ny = 4 temos que i € {2}. do = mdce{n, =3} =3, &2 =3, =3¢
Cy = 3.

Exemplo 2.11. Seja S = (3,5,7) = {0,3,5,6,7,8 —}. Entio G(S) = {1,2,4}, e(S) = 3,
F(S)=4. Parany =3, ny =5 ensg =7 temos que i € {2,3}. dy = mdc{n, =3} =3, ¢ = 3,
cb=3eca=2. d3=mdc{3,5} =1,63=1,c§ =3 ec3 =3.

Exemplo 2.12. Seja S = (5,7,9) ={0,5,7,9,10,12,14,15,16, —}. Entdao e(S) =3, F(S) =
13. Parany =5, ny =7 ensg =9 temos que i € {2,3}. dy =mdc{n, =5} =3,6=5,c=5
eco=2.d3=mde{5,7} =1,¢3=1,¢5=3 ec3g=3.

Agora estudamos como essas constantes estao relacionadas.
Lema 2.11. Sob a hipdtese estabelecida no inicio desta secao, temos que.
1. ¢; < ¢ para todo i €1{2,... e}.

2. ¢; < cf para todoi € {2,...,e}.

3. ¢ = % para todoi € {2,...,e} (edeyy =1).

dit1
4. 1 :ég"'ée.

Demonstracao. 1) e 2) seguem diretamente da defini¢ao. Quanto a 3), note que ¢;n; = mme{n;, d;}.

Ja que mme{n;, d;} = #ﬁfjﬂ obtemos que ¢ = dfljl. Finalmente 4) se segue diretamente de
3) e o fato de que do = ny e deyq = 1. O

As constantes ¢; podem ser usadas para expressar qualquer inteiro como uma combinagao
linear de nq, ..., n,.
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Lema 2.12. Sob a hipdtese estabelecida no inicio desta segao, para d;, ¢;, ci, e ¢; de S =
(ni,...,ne). Todo inteiro z pode ser escrito unicamente como z = Mny + Aang + -+ + Aene,

com N €Z eXN €{0,...,¢ — 1} para todoi € {2,...,p}.

Demonstragao. Como mdc{ny,...,n.} = 1, existem inteiros 1, ..., 1 tais que z = uing +
-+« 4+ pene. Usando o algoritmo de divisao, existem inteiros ¢ e A\, tais que g = qé. + Ae
com 0 < A\, < ¢é. Portanto z = p1ng + -+ + fle_1Me—1 + qCcne + Aene. Substituindo é.n,
por sua expressao em termos de nq,...,n. 1 (usando a identidade de Bézout), obtemos z =
Y1IN1 + -+ Ve 1Me—1 + AeNe cOM 7y, ..., V.1 inteiros. Repetimos a operagao com o coeficiente
de n._1 até o de ny, obtendo a expressao desejada.

Agora vamos mostrar que esta expressao é unica. Suponha que z = Ajny + -+ + Ane =
ping + 0 4 fleNe cOm i, ... e, i, - - ., [e inteiros tais que A;, p; € {0,...,¢_1} para todo
i € {2,...,p}. Seja j o maior inteiro em {1,...,e} tal que A\; # p;. Observe que j deve
ser maior que um, pois \yny = uyng forca A\; a ser igual a puy. Suponhamos sem perda de
generalidade que A; > ;. Entao (A\; — pj)n; = (g — A)ny + -+ -+ (gj—1 — Aj_1)nj_1, que é um
multiplo de d;. Como 0 < \; — p; < ¢;, da minimalidade de ¢; deduzimos que A; = p;, uma
contradicao. O

Exemplo 2.13. Do Exemplo sabemos que para S = (2,3) temos do = 3 = ¢5 = co = 2.
Entao pelo Lema anterior, \y € Z e \; € {0,1} para todos i € {2}. Portanto, para z € 7,
concluimos que z = 21 + 3Xy onde Ay =0 ou Ay = 1.

Exemplo 2.14. Do Ezemplo sabemos que para S = (3,4) temos dy = ¢3 = ¢y = ¢y = 3.
Entao temos que, \y € Z e \; € {0,1,2} para todo i € {2}. Portanto, para z € Z, concluimos
que z = 31 + 4.

Exemplo 2.15. Do Exemplo sabemos que para S = (5,7,9) temos dy =5, éa =5, ¢5 =5,
ca=2,eparads=1,¢3=1, ¢} =3, cg=2. Entao My € {0,1,2,3,4} e \3 € {0}, se seque que
para z € 7, z =5\ + Thy com A\ € Z.

Os semigrupos que procuramos sao aqueles para os quais as relagoes dadas no Lema [2.11
se tornam extremas.

Os dois teoremas a seguir nos permitirao definir e caracterizar os semigrupos numéricos
livres. Além disso, também nos permitem estabelecer uma relacao de importancia crucial entre
os semigrupos numéricos livres e os semigrupos numéricos de intersecao completa.

Proposicao 2.13. De acordo com as suposicoes estabelecidas, os sequintes itens sao equiva-
lentes

*

— *
1. ny=c¢5---c.

2. AP(S,n) ={dana + -+ Aene | N € {0,... ¢& — 1} para todo i € {2,..., e}.
3. F(S)+n1=(c5—ng+---+ (¢ — D)n,

4. G = ¢} para todo i € {2,. .., e}.

5. ¢; =¢ para todo i € {2,..., e}.

6. c;=¢ =c.
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Demonstracao. 1) implica 2). Usando o argumento do algoritmo de divisao usado no Lema
mas agora com c¢; em vez de ¢, obtemos que todo elemento w de Ap(S,ny) admite um
expressao da forma w = Agng + -+ + Aene com \; € {0,...,¢f — 1}. Portanto

Ap(S;n1) C{hana + -+ Aene | A €{0,...,¢f — 1} paratodo i € {2,...,¢e}}.

A cardinalidade deste ultimo conjunto é menor ou igual a ¢ ---c;. Como pela hipdtese
¢+ ci =ny e pelo Lema , Ap(S,ny) = ny, obtemos a igualdade desejada.

2) implica 3). Segue da Proposigao [L.4] que afirma que F(S) 4+ n; = mazAp(S,n,).

3) implica 4). Argumentando como no Lema podemos expressar ¢;n; Como Gn; =
Ang -4+ Aimimiog com Ay, ..., A;_p inteiros tais que 0 < \; < ¢ para todo j € {2,...,i—1}.
Como ¢; < ¢, se mostrarmos que A\; € N, entao ¢/ = ¢;. Suponhamos, pelo contrario, que
A1 < 0. Entao Agng + -+ XNi_1ni—1 = Gn; + (—A)ny. Isso implica que Agng + -+ -+ X\j_1n;—1 ¢
Ap(S,nq) e, consequentemente, (cj — L)ng + -+ + (¢; — 1)n. ¢ Ap(S,nq). Isto, tendo em vista
a Proposicao , contradiz 3).

4) implica 5). Por definicao, c. = ¢}. Portanto, ¢, = ¢.. Suponha que €7 = ¢ji1,...,C =
c. e vamos mostrar que ¢; = ¢;. Da definicao de ¢}, usando mais uma vez o procedimento
do algoritmo de divisao, deduzimos que c;n; pode ser expresso como cjn; = aing + --- +
@j_1Mj_1 + Qjp1Mjp1 + -+ + AeNe COM A1, ..., i1, g1, .-, 0 € N e ajpp < C;Jrk para todo
j+ke{j+1,...,e}. Como ¢ = ¢, temos que a, deve ser zero, caso contrario a.n. =
—ainy + -+ (—aj_1)nj_1 + ¢ng + (—ajp1)n41 + - -+ (—ae—1)ne_1, que é um multiplo de d.
e a. < ¢, . Repetindo este argumento, obtemos que aj41 = -+ = a, = 0. Portanto ¢; = ¢j e,
consequentemente, ¢; = ¢;.

5) implica 6). Vamos ver que ¢; = ¢f para todo ¢ € {2,...,e}. Claramente ¢, = ¢;. Agora
suponha que c¢j;1 = Ciq1s- -1 Ce = Cp € prove que ¢; = ¢;. Neste contexto, Cirx = ¢k = Gy,
para todo j+k € {j +1,...,e}. Portanto, podemos repetir os passos da implicagao anterior.

6) implica 1). Esta ¢ uma consequéncia direta do Lema [2.11] O

Definicao 2.7. Um semigrupo numérico S € livre se existe uma ordenagao do seu conjunto de
geradores minimos {ny, ..., n.} que satisfaca qualquer uma das condi¢oes da ultima proposi¢ao.

Exemplo 2.16. Os Exemplos € sao semigrupos numéricos livres. Basta notar que,
tomando a mesma ordenacgao de seus geradores minimos utilizada anteriormente, satisfaz-se o
item 6 da proposi¢ao anterior. Jd os Exemplos[2.11) e[2.19 ndo sao semigrupos numéricos livres,
pois nenhuma reordenacao de seus elementos geradores satisfaz algum item da Proposi¢io[2.13,

Dos Exemplos e também podemos deduzir o seguinte.

Exemplo 2.17. Seja S = (ny,n2) com mde{ni,na} = 1. Entao i € {2}, e(S) = 2 e para ny,
ny temos que do = mdc{n,} = ny, &g = min{k € N\ {0} : kny é um maultiplo de dy = ny}
= Gy = nq, jd que mdc{ny,na} = 1. A mesma coisa acontece com as outras constantes. c3 =
min{k € N\{0} : kny € (n1)} = & =ny. co = min{k € N\{0} : kny € (n1)} = ¢2 = ny. Logo
para todo semigrupos numeérico de dimensao de imersao 2, temos que do = Ca = ¢ = ¢y = ny.
Portanto todo semigrupo numérico de dimensao de imersao 2 € semigrupo numérico livre.

Conforme mencionado acima, semigrupos livres sao intersecoes completas. Isso segue facil-
mente da seguinte propriedade.

Teorema 2.6. Seja S um semigrupo numérico diferente de N. Entao S € livre se, e somente
se, S € o colagem de um semigrupo numeérico livre com dimensdo de imersao e(S) — 1 e N.
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Demonstracao. Seja {ni,...,n.} um sistema minimo de geradores dispostos de forma que sa-
tisfaga as condigdes da Proposicdo [2.13} Mostramos que S é o colagem de T' = (7, ..., D=1}

de’ de
e N = (1) (lembre-se que d, = mdc{ny,...,n._1}). Como mde{ne,d.} =1, d. = ¢, que por

hipotese é igual a ¢, > 2. Portanto

dene € <7’I;17 Ce ,ne_1> \ {nl, Ce ,ne_l}.

Portanto n, € T\{5},..., "} Jaque {ny,...,n.} = {d 3, ..., d."* ne- 1}, deduzimos

que S é o colagem de T e N. Agora provamos que T é livre. Vamos definir

M ny 1 ni—1
¢ mm{szN\{O}‘k‘de€<de,...,d6 >}

Para i € {2,...,e — 1}, claramente ¢ = ¢;. Como d. = ¢, ¢& = d.. Como S é livre,
sabemos que ny = ¢3---¢;, do qual 7+ = ¢5---¢;_;. Isto mostra que T' ¢ livre tendo em vista a
Proposigao 2.13]

Por outro lado, Suponha que S é a colagem de T', minimamente gerada por {my,...,m._1},
e N = (1). Entao existe um sistema minimo de geradores de S da forma {ny,...,n.} =
{dmy,...,dme_1,n. -1} para algum d € N\ {1} e algum n. € T'\ {my,...,m._1}. Além disso,
dn. € (dmq,...,dm._1) N (n.). Defina ¢ e ¢ como acima. Observe que qualquer elemento
em (ny,...,ne_1) ¢ um multiplo de d e que mdc{d,n.} = 1. Isso implica que ¢f = d. Além
disso, ¢ = ¢ para todo i € {2,...,e — 1}. Como T é livre, m; = ¢&---¢5_,. Portanto
dmy = c5---ci_;ci. Isso mostra que S ¢ livre porque satisfaz uma das condigoes da Proposicao
2. 13l O

Usando indugao e que N é uma interseccao completa, juntamente com o Teorema [2.4] a
seguinte consequéncia desta caracterizagao é facilmente provada, que é o que queriamos.

Corolario 2.9. Todo semigrupo numérico livre € uma intersecao completa.
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Capitulo 3

Semigrupos numeéricos com dimensao
de imersao treés

Esta parte do trabalho busca desenvolver detalhadamente a demonstragao que estabelece a
formula algébrica para o nimero de Frobenius de um semigrupo numérico simétrico de di-
mensao de imersao 3, dependendo exclusivamente dos elementos de seu sistema gerador minimo.
Lembremos que, para semigrupos numéricos de dimensao de imersao dois, existe uma féormula
desse tipo, apresentada na Proposigao [[.6] Essa férmula, embora dependa exclusivamente dos
geradores, nao contradiz a definicao do niimero de Frobenius. Dado que a definicao do niimero
de Frobenius estabelece que ele é o maior nimero natural que nao pode ser expresso como uma
combinagao linear dos geradores com coeficientes inteiros positivos. Portanto, a férmula que
buscamos é semelhante a apresentada na Proposicao (1.6}

Ao contrario do caso da dimensao de imersao dois, o caso da dimensao trés nao tem uma
solugao estritamente geral. E portanto, que aqui nos concentramos no caso de semigrupos
numéricos simétricos de dimensao de imersao trés, para os quais existe uma formula algébrica
que podemos analisar. Para semigrupos numéricos pseudo-simétricos veja [8, p. 142]. O caso
em geral nao possui formula algébrica que dependa exclusivamente dos geradores minimais,
mas se houver férmulas analiticas veja [8].

Para alcancar nosso objetivo, é necessario relembrar a importancia da Proposi¢ao e da
Proposicao[1.5], que sao ferramentas fundamentais para obter a férmula no caso de dimensao de
imersao 2. Além dos conceitos de semigrupos numeéricos simétricos, semigrupos numéricos que
sao intersecao completa e semigrupos numéricos livres. Pois com estas propriedades obtemos
as condigoes necessarias para estabelecer esta férmula e elas sdo essencialmente uma grande
parte do nosso estudo.

3.1 Semigrupos numéricos com conjuntos Apéry de ex-
pressao Unica

Comecaremos estudando semigrupos numéricos com um conjunto de Apery de expressao unica.
Estas propriedades nos permitirao estabelecer as tultimas conexoes entre os conceitos anteriores
de semigrupos numéricos simétricos, semigrupos numéricos de interseccao completa e semi-
grupos numéricos livres. Estudando essas propriedades e suas relacoes entre si obteremos as
condicoes necessarias para a férmula desejada.

Seja S um semigrupo numérico minimamente gerado por {n; < --- < ne}, e seja X =
{z1,...,2.}. Como de costume, seja ¢ : Free(X) — S a funcao definida por p(Azy + -+ +
AeZe) = Ang + + -+ 4+ Aene com congruéncia de kernel o. Lembre-se de que o conjunto de
expressoes para n € N é definido como,
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Z(n) =@ (n) = {\a+ -+ Ao € Free(X) : oM@+ -+ Xee) = ANy +- -+ Aente = n}.
Dizemos que n € S tem uma expressao Unica se o conjunto Z(n) tem apenas um elemento.

Definicao 3.1. Dizemos que S € um semigrupo numérico com um conjunto Apéry de expressao
unica se cada elemento em Ap(S,ny) for de expressio unica.

Exemplo 3.1. Seja S = (2,3). Entdo o conjunto Ap(S,2) = {0,3} e para X = {x1,x2} temos
que Z(0) = {\x1 + Aazo € Free(X) : o(Mz1+ Aawa) = M2+ X3 =0} = Z(0) = {021 + 0y},
ja que A1 e Ay € N. Da mesma forma temos que Z(3) = {\ix1 + Aoxs € Free(X) : p(Mxy +
AoZa) = M2+ X3 = 3} = Z(3) = {0xy + x2}. Portanto S é um semigrupo numérico com
conjunto Apéry de expressao unica.

Vejamos que as apresentagoes minimas para semigrupos com um conjunto Apéry de ex-
pressao unica sao relativamente faceis de controlar. Seja

J(S) ={oxa+ -+ Aewe | Aang + -+ 4+ Aene & Ap(S,nq)}.

Lembremos que pelo Lema de Dickson (Lema[2.2)), o conjunto de elementos minimos de J(.5)
Free(X) em relagao a ordenacao <p é finito. Suponha que {a4,...,a;} = Minimos<,(J(95))
{a € J(S) : a <p b Paraalgum b € J(S)} onde a <p b <= b —a € Free(X).
Para todo i € {1,...,t}, a; € J(S) = a; = Aoxs + -+ + Az, como p(a;) ¢ Ap(S,n1),
= ¢(a;)) —np € S = p(a;) —p(x1) € S = pla; —x1) € S = a;, —x; € Free(X). Logo
Aoy + -+ -+ Ao — 21 € Free(X). Mais isto ndo é possivel, porque —nj + Aang+- - -+ Aene € S.
Portanto existe b; € Z(¢(a;)) tal que 1 <p b;.

-

Para i € {1,...,t}, escrevemos

Qi = QT + -+ @, Te, b =bjx1 + -+ bz

(Note que b;, # 0).

Esses elementos podem ser usados para calcular uma apresentagao minima para S, se S ti-
ver um conjunto Apéry de expressao tnica. Primeiro, vamos ver quais sao as R-classes de
a;.

Lema 3.1. Sob as hipdteses de Z(n) e a; € {ay,...,a} = Minimos<,(J(S)), se S é um semi-
grupo numérico com um conjunto de Apéry de expressao unica, entdo para todo i € {1,... t},
as R-classes de Z(p(a;)) contendo a; tem apenas um elemento, ou seja, [a;]r = {a;}.

Demonstragao. Seja n = p(a;). Suponha, pelo contrario, que exista ¢ € Z(n),c # a;, tal que
a; - ¢ # 0. Entao existe j € {1,...,e} tal que z; < a; e z; < c. Como 1 £ a;, isso implica que
j > 2. Pela minimalidade de a;, o elemento a; — z; ¢ J(S), ou seja, ¢(a; — x;) € Ap(S,nq).
Mas entao ¢(a; — x;) admite pelo menos duas expressoes diferentes, digamos a; — z; e ¢ — x;,
contradizendo que S tem o conjunto de Apéry de expressao tnica. O

Teorema 3.1. Seja S um semigrupo numérico com conjunto Apéry de expressao unica. Seja
{a1,...,a;} = Minimals<,J(S) e seja by,... b tal que v1 < b; e p(a;) = p(b;) para todo

ie{l,...,t}. Entdio
{(a1,b1),...,(a;, b))}

E uma presentacao minima de S.
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Demonstracao. Seja p = {(ay,b1),...,(as,b)}. Para ver que p é uma apresentacdo minima de
S, vemos que ela pode ser obtida seguindo a construgao dada na Observagao[2.1] Por definigao,
p C o e, portanto, p = Upes\(oyp N (Z(n) x Z(n)). Do lema anterior, deduzimos que a; e b;
estdao em R-classes diferentes de Z(¢(a;)). Portanto, se n € S é tal que Z(n) tem uma R-classe
unica, entdo p N (Z(n) x Z(n)) ¢é vazio.

Suponha que n seja um elemento em S tal que as R-classes de Z(n) sejam Xi,...,X,,
com r > 2. Como S possui um conjunto de Apéry com expressao unica e r > 2, temos que
n ¢ Ap(S,ny). Portanto, existe pelo menos um elemento b € Z(n) tal que z; < b.

Suponha sem perda de generalidade que X; contém todos os elementos de Z(n) que sdo
maiores que 7 (em relagdo a <p). Para concluir a prova basta mostrar que se a € X;, com i > 2,
entdo a € {ay,...,a;}. Como a ¢ Ap(S,n1), a = Aoy + -+ + Ao para alguns Ay, ..., A\, € N.
Ja sabemos que n ¢ Ap(S,n;), e consequentemente a € J(S). Além disso, seja j € {2,...,¢}
tal que \; # 0. Sen—n; = Aang+---+(A\j—1)nj+- - -+Acne & Ap(S,n1), entdo n—(nj+ny) € S,
o que contradiz o Lema . Portanto, Aong + -+ -+ (A; — 1)n; + -+ - + Aene € Ap(S,nq), 0 que
significa que Aoxo+- - -+(Aj—1)x;+- - -+ Acxe ¢ J(S5). Isso mostra que a € Minimos<, J(S). O

Agora caracterizamos semigrupos numéricos com um conjunto de Apéry de expressao unica
que é simétrico. Esses semigrupos numéricos sao livres.

Lembre-se de que um semigrupo numérico S é simétrico se, e somente se, o conjunto
Mazimais< Ap(S,m(S)) = {F(S) +m(S)} (ver Corolario 2.7). Diferentes expressoes de um
elemento w em Ap(S, m(5)) se traduzem em diferentes expressoes de qualquer w € Ap(S, m(.5))
tais que w <g w. Portanto, um semigrupo numérico tem uma expressao unica definida por o
conjunto de Apéry se e somente se os elementos em Mazimais<,(Ap(S, m(S))) possuem ex-
pressoes unicas. Pelo Corolario 2.7, um semigrupo numérico simétrico tem um conjunto Apéry
de expressao tnica se e somente se o elemento F(S) + m(S) for de expressao unica.

Lema 3.2. Seja S um semigrupo numérico simétrico. Entao, S possui um conjunto de Apéry
de expressao unica se, e somente se, F'(S) 4+ m(S) tiver expressdo unica.

Mostramos agora que as propriedades livres e simétricas coincidem para semigrupos numéricos
com um conjunto de Apéry de expressao unica.

Proposigao 3.1. Seja S um semigrupo numérico com conjunto Apéry de expressao unica.
Entdo S € simétrico se, e somente se, € livre.

Demonstragao. Ja sabemos que se S é livre, entdo é uma intersegdo completa (Corolario
e, portanto, é simétrica (Corolério [2.8)).

Agora suponha que S seja simétrico e que {ny, ..., n.} seja um sistema minimo de geradores
de S. Suponha que ny = min{n,,...,n.}. Para cada j € {1,..., e}, definimos ¢; = min{k €
N\{0} | kn; € (n1,...,nj_1,n541,...,n) }. Suponha que ¢jn; = Ajng+---+A\; n. para alguns
Ajrs--s A, € Ne A, = 0. Entao, como S tem conjunto Apéry de expressao unica, cjn; ¢
Ap(S,ny), e portanto, podemos considerar \;, diferente de zero. Além disso, da minimalidade
de ¢;, deduzimos que (¢; — 1)n; € Ap(S,ny). Como S é simétrico, sabemos que {F(S) +
ni1} = Mazimais<,Ap(S,n;) (Corolario . Portanto, para todo j € {2,..., e}, existe s; €
Ap(S,ny) tal que F'(S) +n1 = (¢;j — 1)n; + s;. Como F(S) + n; tem uma expressao Unica e
cin; ¢ Ap(S,ny), deduzimos que F(S) +mny = (ca — 1)ng + -+ - + (c. — 1)n.. Observe que isso
também prova que

Ap(S,ny) = {dang + -+ Aene | X €{0,...,¢; — 1} Paratodo j € {2,...,e}}.
Da igualdade
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(co—Dng+ -+ (ce — Dne =(Agy + -+ + Xey)0y + -+ -
it Mgy F A = Dng -+ (Ao, -+ A, — D

Usando que Ao, + -+ + A, # 0 e que F(S) +ny € Ap(S,n1), segue-se que alguns dos
coeficientes do lado direito ndo podem ser inteiros nao negativos. Entao existe j € {2,... e}
tal que Ag, +---+ A, = 0. Como Ay, ..., A, €N, temos que Ay, = --- = A, = 0. Suponhamos
sem perda de generalidade que j = e. Iterando o processo obtemos que

Callg :)\21”1,

C3Nz =A3, 11 + Ag,Mo,

CeNe =AeyN1 + -+ 4 Ae, M1

Isso mostra que ¢; = ¢} para todo j € {2,...,p}, e como F(S) +ny = (ca — )ng + -+ +
(ce — 1)n,, também temos que

Ap(S;n1) = {dang + -+ Aene | A €{0,...,¢j — 1} Paratodo j € {2,...,e}.
Isto mostra, usando a Proposicao [2.13] que S é livre. O

Para os semigrupos numeéricos de dimensao de imersao trés, obtém-se algo mais, pois agora
demonstramos que as propriedades de intersecao completa, simétrica e livre coincidem nesse
contexto.

Corolario 3.1. Seja S um semigrupo numérico com dimensao de imersao trés. As propriedades
a sequir sao equivalentes.

1. S é uma intersecao completa.
2. S é simétrico.
3. S ¢ lre.

Demonstracao. Sabemos pelo Exemplo e pelo Corolario 2.9 que para semigrupos numéricos
de dimensao de insercao trés, é equivalente a ser livre e a ser uma intersecao completa. Sabemos
também que toda intersec¢ao completa é simétrica (Corolério. Portanto, basta mostrar que
se S for simétrico, entao é livre. Seja S um semigrupo numérico minimamente simétrico gerado
por {n; < ny < ng}. Se S tiver um conjunto Apéry de expressao unica, entao pela proposi¢ao
acima, terminamos. Portanto, suponha que existam w € Ap(S,n1) e A9, A3, p2, u3 € N tais
que w = Aong + A3ng = N + pzng, com (Mg, Az) # (g2, p3). Suponhamos sem perda de
generalidade que Ay > po. Entdo (A — pio)ne = (3 — A3)ns € Ap(S,n1). Seja v1,7v3 € N tal que
CoNg = Y1N1 +Y3N3, € como sempre ¢ = min{k € N\ {0} | kny € (ny,n3)}. Entao, por definicao,
cy < (Ag—p2). Seja kg = cy— (Ao —p2). Temos que cong = (Ao — g +ka)ng = kong =+ (s — Az)ns.
Da minimalidade de ¢ deduzimos que ke = 0. Isso mostra que c; = Ay — o, € da mesma forma
podemos mostrar que c3 = pu3 — A3. Portanto, cony = c3ns. Do Exemplo temos que S é
livre. L]

Ja sabemos que os semigrupos numéricos simétricos com dimensao de imersao trés sao livres
e, portanto, devem ser um colagem de um semigrupo numérico com dimensao de imersao dois
e N. Assim, seremos capazes de descrever os geradores desses semigrupos, além de fornecer
expressoes explicitas para seus nimeros de Frobenius e géneros. Por outro lado, os semigrupos
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numeéricos pseudo-simétricos de dimensao de imersao trés nao podem ser uma colagem, como
ocorre no caso simétrico. No entanto, em [8, p. 145], sdo parametrizados os geradores minimos
dessa familia de semigrupos numéricos, e sao encontradas expressoes fechadas para o nimero
de Frobenius e seu género.

Teorema 3.2. Sejam my e mqy dois inteiros primos entre si, ambos maiores que um. Sejam
a, b e ¢ inteiros nao negativos com a > 2, b+ ¢ > 2 e mdc{a,bm; + cmy} = 1. Entao,
S = (amy, amg, bmi +cmy) € um semigrupo numérico simétrico com dimensdao de imersao trés.
Além disso, todo semigrupo numérico simétrico com dimensao de imersao trés tem essa forma.

Demonstra¢ao. Como mdc{amy, amsy, bmy + cma} = mdc{a,bmy + cmsy} = 1, temos que S é
um semigrupo numeérico.

Agora provamos que {amy, amsg,bm; + ¢ms} é um sistema minimo de geradores. Os ele-
mentos de (amy, amsy) sdo multiplos de a e, consequentemente, bm; + c¢msy nao podem pertencer
a este monoide. Se am; € (amg,bmy + cmy), entdo am; = Aams + p(bmy + cms) para al-
gum A, p € N. Isso implica que a divide p , ji& que mdc{a,bm; + cms} = 1. Portanto,
my = Amg + £(bmy + cmy). Suponha p # 0. Se b # 0, entao b = 1 e ¢ = 0, contradizendo
b+c>2 Seb=0,entdo m; = (A + £ )my, contradizendo que m; e my sao primos um
do outro. Portanto, u = 0, e entao m; = Amsy, 0 que novamente contradiz que m; e msy sao
primos entre si. Isso prova que am; ¢ (ams, bmy + cmsy). Da mesma forma pode-se mostrar
que amsg & (amy,bmy + cmy).

Finalmente, observemos que S é o colagem de (my, my) e N. Portanto, é um colagem de dois
semigrupos numéricos simétricos ({mj, ms) é simétrico pelo Coroldrio e N é trivialmente
simétrico). A Proposigao m garante que S é simétrico.

Agora suponha que S seja um semigrupo numérico simétrico de dimensao de imersao trés.
Pelo Corolério sabemos que S é livre. Suponha que seja livre para o arranjo {n, ng,n3}
de seus geradores minimos. Pela Proposicao temos que ¢3n3 € (ny,ns), e pelo Lema ,
temos que ¢z = mdc{ni,ns}. Sejam b e ¢ inteiros nao negativos tais que cznz = bny + cno.
Observe que b+ ¢ > 2 e ¢3 > 2, pois caso contrario {nj, ny, n3} nao seria um sistema minimo
de geradores. Definindo a = ¢3, m; = " e my = "2, obtemos o resultado desejado. O]

Finalmente, tendo em vista todo o nosso trabalho até aqui, podemos obter a férmula dese-
jada para o numero de Frobenius de semigrupos numéricos simétricos de dimensao de imersao
trés. Para isso suponha que a, b, c,m; e my sejam como no Teorema [3.2, Da Proposicao [1.7],
segue-se que

F({amy,amgy, bmy + cms)) = aF ({my,ms)) + (a — 1)(bmy + cms).

Portanto por a Proposicao temos que

F({amy,bmy,bmy + cms)) = a(myms — my —mg) + (a — 1)(bmy + cmy).

Exemplo 3.2. Seja mi =5 e mg = 7. Logo € claro que mdc{5,7} = 1 e eles sdo maiores
que um. Agora seja a =2, b =2 e c =1, entdo mdc{2,17} = 1. Portanto (10,14,17) € um
semigrupo numérico simétrico com dimensdao de imersao trés. Além disso, temos que

F((10,14,17)) = 2F ({5, 7)) + (2 — 1)(17) = 2(23) + (17) = 63.
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Capitulo 4

Semigrupos numéricos perfeitos

Neste capitulo, estudamos os semigrupos numéricos perfeitos, que sao semigrupos numeéricos
que possuem uma propriedade adicional imposta no conjunto de lacunas, ou seja, no conjunto
G(S) = N\ S. Para nosso estudo, seguimos o artigo [I1] e desenvolvemos um pouco mais
algumas ideias e demonstracgoes.

Comecaremos examinando como ¢ realizada a ordenagao dos semigrupos numéricos perfei-
tos com uma multiplicidade fixa, bem como o algoritmo para obter os semigrupos numeéricos
perfeitos com multiplicidade fixa. Também exploramos o monoide perfeito, o monoide per-
feito gerado por um subconjunto de N e o fecho perfeito de um semigrupo numérico. Por fim,
analisamos algumas relacoes dos semigrupos numéricos perfeitos que possuem, adicionalmente,
outras propriedades, como a dimensao de imersao maxima, a propriedade de Arf, os semigrupos
numéricos saturados e os semigrupos numéricos com dimensao de imersao tres.

Dizemos que uma lacuna h de S é isolada se {h —1,h +1} C S.

Definicao 4.1. Um semigrupo numérico S sem lacunas isoladas € chamado de semigrupo
numeérico perfeito.

Exemplo 4.1. Seja S = (3,4,5) = {0,3,4,5,6,7,—}, entao G(S) = {1,2}. Portanto ¢ facil
ver que se trata de um semigrupo numérico perfeito.

Exemplo 4.2. Seja S = (2,3) ={0,2,3,4,5, =}, entao G(S) = {1}. Como 0 e 2 estao em S,
entdo S ndao € um semigrupo numérico perfeito.

Do exemplo anterior podemos inferir que nao existem semigrupos numéricos perfeitos com
multiplicidade 2. Bom, se isso acontecesse teriamos necessariamente que 1 seria uma lacuna
isolada.

De uma forma mais geral podemos notar que semigrupos numéricos ordinarios com multi-
plicidade m > 3 sao perfeitos.

Exemplo 4.3. Sejam € N,m >3 eS = (m,m+1,m+2,...,2m—1) = {0,m, m+1,m+2, —},
entio G(S) = {1,2,...,m — 1}. Logo € facil perceber que toda lacuna de S ndo € isolada.

Seja m € N, denotamos por &, o conjunto de todos os semigrupos numéricos perfeitos
com multiplicidade m; isto é:

Py ={5 | S é um semigrupo numérico perfeito e m(S) = m}.

E claro que &, = {N} e 2, = 0.

Vejamos que se m for um nimero inteiro maior ou igual a 3, os elementos de &, podem
ser ordenados formando uma érvore com raiz do semigrupo numérico perfeito {0, m,—}. Além
disso, os filhos de um vértice arbitrario sao caracterizados e isso fornece um procedimento
algoritmico que permite que os elementos de &7, sejam construidos recursivamente.
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4.0.1 A arvore de semigrupos numéricos perfeitos com multiplici-
dade fixa

Comecaremos com o seguinte resultado que é facilmente deduzido da definicao de semigrupos
numéricos perfeitos, e também é amplamente utilizado no restante do trabalho.

Proposigao 4.1. Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condigoes sao equivalentes:
1. S € um semigrupo numérico perfeito.
2. Se{s,s+2} C S, entio s+ 1€ S.

Demonstragao. Suponha que S é um S.N.P. (Semigrupo numérico perfeito). Se {s,s+2} C S
e acontece que s+ 1 ¢ S, entdo s + 1 é uma lacuna isolada, o que é um absurdo.

Agora, suponha que S seja um S.N. (Semigrupo numérico) e que, para todo {s,s+2} C S,
temos s+ 1 € S. Além disso, suponha que S nao seja um S.N.P. Entao, existe pelo menos uma
lacuna h tal que {h — 1,h 4+ 1} C S, mas isso é novamente uma contradigao, pois basta tomar
s=h-—1. O

No restante do nosso trabalho assumiremos que m é um nimero inteiro maior ou igual a 3.
Lema 4.1. Se S € &, entio {F(S), F(S) — 1} C G(S).
Demonstracao. Como m > 3, entdo F(S) > 2. Além disso, FI(S) € G(S) e F(S)+1 € S.

Portanto, aplicando a Proposicao [.1] temos F(S) — 1 € G(S). ]
Lema 4.2. Se S € &, e S #{0,m,—}, entao SU{F(S)} € &, ou SU{F(S),F(S)—1} €
P

Demonstragao. Como S # {0,m,—}, entao F(S) > m e claramente S U {F(S)} e S U
{F(S), F(S) — 1} sdo semigrupos numéricos, em vista do Lema Se F(S) —2 ¢ S entao
SU{F(S)} € P Se F(S)—2¢€ S éclaro que SU{F(5),F(S) — 1} € P,. O

Se S € &,,, Denotamos

~[{F(5)} se F(S)—2¢58
0(S) = {{F(S), F(S)—1} em outro caso

Dado um elemento S € &, , definimos recursivamente a seguinte sequéncia de elementos

de £,,:
L S() = S,

{Sn uo(s)  se S#{0,m,—}
® Ont1 =

Shn em outro caso

Note que, pelos dois lemas anteriores, segue-se que a recorréncia esta bem definida. Além
disso, também se deduz facilmente desses lemas a seguinte proposicao.

Proposigao 4.2. Se S € &, entao existe Sy, Sy,...,5 € Py tal que S =Sy T 51 C -+ C
S;={0,m,—=} e #(Si1\ S;) € {1,2} para todo i € {0,1,...,1—1}.

Demonstracao. Para a demonstracao, basta observar que cada semigrupo numérico perfeito é
construido conforme a recorréncia anterior. Além disso, [ é finito, ja que o nimero de Frobenius
inicial do semigrupo numérico perfeito é finito, e, para cada semigrupo numérico perfeito sub-
sequente na recorréncia, seu numero de Frobenius diminui até alcancar a multiplicidade mais
um do semigrupo numeérico inicial. O]
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Vamos nos referir a cadeia da proposicao anterior,

S:SogSlg~~§Sl:{0,m,—>},

como a cadeia associada a S; o nimero [ serd denotado por [(.S) e é chamado de comprimento
da cadeia associada a S.

Exemplo 4.4. Seja S = {0,9,14,18,21, =} € Py. Entao a cadeia associada a S € S = Sy C
Sl = {0797 ]-47 187_>} g SQ = {07 97 147177_>} g S3 = {0797147 %} g S4 = {0797137%} g
Ss ={0,9,12, -} € Sg = {0,9,—}. Portanto, I(S) = 6.

Exemplo 4.5. Seja S ={0,5,8,9,10,13, =} € &5. Entdo a cadeia associada a S € S = Sy C
Si = {0,5,8,9,10,13, =} C S, = {0,5,8,9,10,11,12,13, =} C Sy = {0,5,—}. Portanto,
I(S)=3.

Se S ¢é um semigrupo numérico, entao o conjunto de seus pequenos elementos é N(S) =
{s € S|s< F(S)}. Sua cardinalidade é denotada por n(S). E facil perceber que g(S)+n(S) =
F(S)+1.

Se {a,b} C N, entao Ja,b[= {x € N | a < x < b}. Portanto temos que se Ja,b| # 0, entao
#(]a,b[) = b — a — 1. Este resultado é conhecido pela aritmética dos niimeros naturais.

Teorema 4.1. Se S € &,,, entio I(S) = g(S) —n(S) — m(S) + 2.

Demonstragao. Seja S = {so = 0,51 = m(S5), s2,...,sn5) = F'(5)+1,—=}. Entao fica claro que
G(S) =0, 51[U]s1,82[U - - - UlSp(s)-1, Sn(s)| - Portanto, os primeiros elos da cadeia associados a
Stém a forma S =5y C S € - C Sy =SU{sy5)-1,=} S -+ ek =#(sn)-1,5n)]) =1 =
Sn(s) — Sn(s)—1 — 2. Os seguintes elos da cadeia associados a S teriam a forma S = Sy C 51 C

: g_ Sk g_ Sk+1 g g_ Sk+r =SuU {Sn(s)_Q,—>} g_ .-+ onde r = Sn(S)—1 — Sn(S)—2 — 2.
Aplicando esta ideia recursivamente obtemos que [(S) = sy — 51 =2+ 53— 53 =2+ - - + 55(5) —
Sn(8)—1 — 2 = Sp(s) — 51 — 2(n(S) — 1) = F(S) + 1 —m(S) — 2(n(S) — 1). Agora aplicando que
g(S) +n(S) = F(S) + 1, obtemos que I(S) = g(S) — n(S) — m(S) + 2. O

Seja S um semigrupo numérico. Se s € N(S5), entao é claro que F(S) — s € G(5). Caso
contrario terfamos F(S) — s € S, o que é uma contradicao, ja que F(S) — s+ s = F(S) € S.
Portanto n(S) > ¢(S5)

O resultado a seguir é uma consequéncia do Teorema anterior.

Corolario 4.1. Se S é um semigrupo numérico perfeito tal que S # N, entao n(S) < g(S) —
m(S) + 2.

Mais uma vez, introduziremos as ideias de grafos, desta vez como uma ferramenta para
ordenar, com base na continéncia de conjuntos, os semigrupos numéricos perfeitos. Recordemos
que um grafo G é um par (V, F), onde V' é um conjunto nao vazio de vértices e £ = {(u,v) €
V xV |u# v} éo conjunto de arestas.

Um caminho que conecta os vértices v e u de G é uma sequéncia de arestas distintas da
forma (vg, v1), (v1,v2), ..., (Vn_1,vs), tal que vy = v e v, = u.

Para este caso, utilizaremos a seguinte caracterizacao de uma arvore: um grafo GG é uma
arvore se existir um vértice r (conhecido como a raiz de G) tal que, para qualquer outro vértice
v de G, exista um caminho tnico que conecte v e r. Em particular, se (v,u) é uma aresta da
arvore, dizemos que v é um filho de wu.

Definimos o grafo G(Z7,) da seguinte maneira: &, ¢ seu conjunto de vértices, e (S,T') €
P X P, é uma aresta se T = S UG(S).

O resultado a seguir é uma consequéncia direta da Proposi¢ao [£.2]
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Proposicao 4.3. G(Z,,) ¢ uma drvore com raiz {0, m, —}.

Demonstracao. Basta notar que, para qualquer semigrupo numérico perfeito S, com multipli-
cidade fixa m, existe um caminho tnico, dado pela proposicao que une S com o vértice
r = {0, m,—}. Portanto, G(%,,) ¢ uma arvore com raiz {0, m, —}. O

Uma arvore pode ser construida recursivamente a partir de sua raiz e adicionando seus filhos
a cada vértice ja construido. Agora queremos caracterizar os filhos de um vértice arbitrario de

G(2,).

Lema 4.3. Seja S um semigrupo numérico e x € S . Entdo S\ {xz} é um semigrupo numérico
se, e somente se, v € msg(S). (Lembre-se de que msg(S) expressa o sistema gerador minimo
de um semigrupo numeérico, Ueja

Demonstragao. Seja S um semigrupo numérico e x € S.

Suponha que S\ {z} é um semigrupo numérico e que = ¢ msg(S). Entao, como para todo
y € msg(S) tem-se que y € S\ {z}, existe n € N e y; € msg(S) para 0 < i < n tais que
x=My1 + -+ A\Yn. Isso implica que x € S\ {x}, o que é uma contradicao.

Por outro lado, suponha que = € msg(S). Note que, claramente, S\ {x} C S e x # 0.
Portanto, basta provar que o conjunto S \ {x} é fechado para a soma.

Sejam y1,y2 € S\ {z}. Entdo existem ny,ny € N tais que y; = Mz + -+ + Ay, Ty, onde
r nao aparece na combinacao linear anterior, pois sua presenca levaria a uma contradicao. O
Mesmo OCOITe para Ys = QT + « -+ + + QpyTp,. Assim, temos:

Y+ Y2 =M1+ Ay Ty Fan o ap,an, € 5\ {2}
Portanto, S\ {z} é um semigrupo numérico. O
Lema 4.4. Seja T € &,,. Temos que:
1. Se F(T)+ 1€ msg(T)\ {m}, entao T\ {F(T) + 1} € P,,.
2. Se{x,x+1} Cmsg(T) ex > F(T)+ 1, entao T\ {z,x + 1} € P,,.
Demonstracao. Segue diretamente do Lema anterior aplicado a 7" e F(T') + 1. ]

Teorema 4.2. Sejam S e T dois elementos de &,,. Entio S € filho de T na drvore G(Z,)
se, e somente se, uma das sequintes condi¢oes for verdadeira:

1. F(T)+1e€emsg(T)\{m} e S=T\{F(T)+ 1}.
2. 8=T\{z,x+1} com{z,2+ 1} Cmsg(T) ex > F(T) + 1.

Demonstracao. Sejam S e T dois elementos de Z,,.
Suponha que S é filho de T, entdao T'= S U 6(.S). Distinguiremos dois casos:

1. Se 6(S) = {F(S)}, entdo T'= S U {F(9)}. Pelo Lema [1.1] sabemos que F(S) —1 ¢ S e,
portanto, FI(T') = F(S) — 1. Assim, S =T \ {F(T) + 1}. Aplicando o Lema temos
que F(T)+1 € msg(T) \ {m}.

2. Se 0(S) ={F(S9),F(S)—1}, entao T'= SU{F(S5), F(S)—1} e F(S) —2 € S. Portanto,
deduzimos facilmente que S =T\ {F(S) — 1, F(S)}, com {F(S) — 1, F(S)} C msg(T) e
F(S)—1> F(T) + 1.
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Por outro lado, suponha que F(T) + 1 € msg(T)\ {m} e S =T\ {F(T) + 1}. Provemos
que T'= SU{F(S)}. Como T\{F(T)+1} =5, segue que T'=SU{F(T)+1} = SU{F(S)},
jad que F(T)+ 1 ¢ S, pois é o maior niimero natural que nao pertence a S.

Agora, suponha que S =T\ {z,z + 1}, com {z,z 4+ 1} Cmsg(T) e z > F(T) + 1. Entao,
SU{z,z+1} =T = SU{F(S)—1,F(5)}, jd que z+1 = F(5), pois ¢ de novo o maior nimero
natural que nao pertence a S. O

O teorema anterior nos fornece um processo algoritmico que nos permite construir recursi-
vamente a arvore G(22,,), como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.6. [11, p. 1746] Vamos construir G(Z5). Para fazer isso temos que tomar a raiz
(5,6,7,8,9) como ponto de partida e conectaremos cada vértice ji construido com seus filhos
(que sao perfeitamente determinados pelo Teorema . O caractere que aparece na aresta
significa 0s geradores minimos que removemos do vértice pai para obter o vértice filho.

(5,6,7,8,9)
(6,7 (7,8) 8,9)
(5,8,9,11, 12) 6,9,13) (5,6,7)
/ \ng) 9
(5,9,11,12,13)  (5,8,9) 6,13,14)
(11,12)12,13) (13,14)

(5,11,12,13,14) (5,9,13,16,17)  (5,9,11,17) (5,6, 19)

A\ A\l

Concluimos esta segdo observando que, para todo k € N\ {0}, temos que S(k) = (m) U
{kms1, =} € Py Assim, &, possui cardinalidade infinita, o que implica que nao é possivel
calcular todos os elementos de Z,,,. No entanto, a cardinalidade do conjunto de elementos de
Z,, com nimero de Frobenius fixo ou género fixo é finita.

Além disso, & medida que descemos pelos ramos da arvore G(Z,,), os semigrupos numéricos
encontrados apresentam um género crescente e um numero de Frobenius também crescente.

4.0.2 Monoides perfeitos
Comecaremos provando o seguinte resultado

Proposicao 4.4. Se S e T sao semigrupos numéricos, entao S N'T também € um semigrupo
numerico.

Demonstracao. E claro que SNT # 0, j4d que S e T sao semigrupos numéricos. Além disso,
pela Proposigao sabemos que a intersecao de semigrupos é um semigrupo. Assim, basta
provar que o complemento da intersecao de dois semigrupos numéricos em relagao aos niimeros
naturais é finito, ou seja, N\ (SN 7T) < oc.

De fato, temos:

N\ (SNT)=NN(SNT)*=NN(SCUT) = (NNS)U(NNT) = (N\ S)U(N\T).
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Como N\ S e N\ 7" sdo conjuntos finitos (pois S e T" sdo semigrupos numéricos), concluimos
que N\ (S NT) também é finito. Portanto, a intersegao finita de semigrupos numéricos é um
semigrupo numeérico. O]

Usando a Proposicao deduzimos que a intersecao finita de semigrupos numéricos per-
feitos é, por sua vez, um semigrupo numérico perfeito. De fato, como SNT C Se SNT C T,
temos que {s,s+2} C SNT implicas+1€ SNT.

No entanto, este resultado nao se aplica a intersecoes infinitas, como serd mostrado no
exemplo a seguir.

Exemplo 4.7. E claro que {0,k,—} € um semigrupo numérico perfeito para todo k € N\
{0,1,2}. Além disso, estd claro que (e 0,1.2010, b, —} = {0}

Portanto, a interseccao infinita de semigrupos numéricos perfeitos ndao €, em geral, um
SEMIGTUPO NUMETLCO.

A interse¢ao (finita ou infinita) de semigrupos numéricos é sempre um submondide de (N, +).
Bem, basta lembrar que cada semigrupo numérico contém o elemento zero.

Definicao 4.2. Um submondide M de (N,+) € um submondide perfeito se pode ser escrito
como uma intersecao finita ou infinita de semigrupos numéricos perfeitos.

Observe que, no exemplo anterior, o conjunto {0} foi apresentado como uma intersegao
infinita de semigrupos numéricos perfeitos. Portanto, {0} é um monéide perfeito, mas ndo um
semigrupo numérico perfeito. Além disso, conclui-se que a intersecao de mondides perfeitos é,
por sua vez, um mondide perfeito.

Se X C N, entao o mondide perfeito gerado por X, que denotamos por P(X), é a intersegao
de todos os mondides perfeitos contendo X. Como consequéncia dos resultados anteriores,
temos que P(X) é o menor mondide perfeito (em relagao a inclusao) contendo X.

Seja F'(X) = {M : M é um mondide perfeito contendo X}. Como P(X) = (\ycpx) M e
cada M é um mondide perfeito contendo X, segue que:

Px)= () (M=[4),

MEF(X)

onde cada A é um semigrupo numérico perfeito contendo X. Portanto, P(X) é a intersecao de
todos os semigrupos numéricos perfeitos contendo X.

Seja M = P(X). Nesse caso, diremos que X é um P-sistema de geradores de M. Além
disso, se M # P(Y) para todo Y C X, diremos que X é um P-sistema minimal de geradores
de M.

Observe que um P-sistema gerador de um mondide ¢é diferente de um sistema gerador de um
mondide. O primeiro gera um mondide perfeito, enquanto o segundo gera apenas o mondide.

Lema 4.5. Sejam X e Y dois subconjuntos de N e M, um monaide perfeito. Entao:
1. Se X CY entio P(X) C P(Y).
2. P(X)=P(X)).
3. P(M)=M.

Demonstracao. Seja Fx = {M : M é um mondide perfeito e X C M} a familia de todos os
mondides perfeitos contendo X e Fy = {N : N é um mondide perfeito e Y C N} a familia de
todos os monéides perfeitos N contendo Y .
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1. Suponha que X C Y. Note que, para todo M € Fyx, temos que (X) C M, e o mesmo
acontece para Y. Além disso, sabemos que (X) C (Y) C N, de onde se segue que todo
monoide N contém X. Portanto,

Nvenw

MeFx NeFy
o que é equivalente a P(X) C P(Y).

2. Note que X C (X), entao por o item anterior temos que P(X) C P((X)). Agora como
(X) é o menor monoide que contem X entdo se segue que (X) C M para todo monoide
perfeito M que contem X. Portanto P((X)) C P(X).

]

3. E uma consequéncia direta dos item anteriores.

O seguinte resultado nos diz que o conjunto formado por todos os mondides perfeitos é
{P(X) | X é um subconjunto finito de N}. Portanto, fornecer um mondide perfeito é o mesmo
que fornecer um subconjunto finito de N.

Proposicao 4.5. Todo mondide perfeito possui um P-sistema de geradores, que também ¢é
finito.

Demonstragao. Seja M um monoide perfeito. Entdo M é um submonoide de (N, +) e pelo o
Corolario existem X, um subconjunto finito de N tal que M = (X). Aplicando o Lema
(4.5 temos que M = P(M) = P((X)) = P(X). Portanto, X é um P-sistema gerador finito de
M. O

Agora nosso objetivo é mostrar um método algoritmico que nos permite calcular P(X) a
partir de X.

Teorema 4.3. Seja M um submondide de (N,+) tal que M # {0} . Entdao as sequintes
condicoes sao equivalentes:

1. M € um monoide perfeito.
2. Se{x,x+2} C M entiox+1¢€ M.

Demonstragao. 1) implica 2). Se M é um monoide perfeito, entao existe uma familia {S;|i € I}
de semigrupos numéricos perfeitos tal que M = (., S;.

Como {z,z+2} C M, entdo {z,z + 2} C S; para todo i € I. Aplicando a Proposicao [4.1]
temos que x + 1 € S; para todo ¢ € I . Portanto, x +1 € M.

2) implica 1). Para cada 2 € M denotamos S, = M U {z,—}. E claro que S, é um
semigrupo numérico perfeito e M = (), .,, Sz , entdo M é um monoide perfeito. O

Definicao 4.3. Seja M um submonoide de (N, +), entdo o fecho perfeito de M é M = MU{x €
N|{z—-12+1} C M}

Exemplo 4.8. Seja M = {0,2,4,6,8,...,2k} com k € N\ {0}. Entio M = {0,2,3,4,5, —}.
Exemplo 4.9. Seja M = {0,4,8,12,16,...,4k} com k € N\ {0}. Entdo M = M.
Coroldrio 4.2. Se M ¢ um submonoide de (N,+), entdo M = P(M).

Demonstra¢do. Primeiro mostramos que M é um submonéide de (N, +). Isso pode ser facil-
mente deduzido dos dois seguintes items
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e Ses e N\ M, {s-1s+1} CMexe€ M, entdo {z +s—1,x+s+1} C M e por
portanto s +x € M.

e Se{s—1,s+1} CMe{s—1,8+1} C M ,entdos'+1+s—1€ M eentao s+s € M.

Aplicando o Teorema temos que M é um monoide perfeito. Como M C M, segue que
P(M) C M. Para concluir a prova, precisamos mostrar que M C P(M). De fato, seja z € M.
Se x € M, entao + € P(M). Se z ¢ M, entao {x — 1,z + 1} C M, o que implica que
{r — 1,2+ 1} C P(M). Aplicando que P(M) é um monoide perfeito e utilizando o Teorema
4.3] concluimos que z € P(M). O

Como consequéncia desses resultados, temos o seguinte resultado.
Corolario 4.3. Se X C N, entdo P(X) = (X).

O coroléario acima nos déa um método algoritmico para calcular o menor monoide perfeito
contendo um conjunto finito de inteiros nao negativos. Abaixo ilustramos esse método com um
exemplo.

Exemplo 4.10. Vamos construir P({5,8}) de acordo com o coroldrio anterior. Como (5,8) =
{0,5,8,10,13, 15,16, 18,20, 21, 23, 24, 25, 26, 28, — }, entao aplicando o Corolcim’o temos que
P({5,8}) = (5,8) ={0,5,8,9,10,13, =} = (5,8,9).

= {0,3,5,6,8,9,10,11,12, — 1},

Exemplo 4.11. Vamos construir P({3,5,9}). Como (3,5,9) =
(3,5,9) = {0,3,4,5, =}

entdo aplicando o Coroldrio temos que P({3,5,9}) =

Agora pretendemos mostrar a condi¢ao que deve verificar X para que P(X) seja um semi-
grupo numérico.

Proposigao 4.6. Seja M um submonoide de (N, +) tal que M # {0} e d = mdc(M).
1. Sed >3 entio M = M.
2. M ¢é um semigrupo numérico se, e somente se, d € {1,2}.

Demonstracao. Vamos comegar provando que M = M. Isso é equivalente a provar que M ¢
um monoide perfeito em vista do Lema [4.5] e do Coroldrio .2

1. Sejad > 3 e {z,x+2} C M entdo d < mdc{z,z + 2} = d'. Como d' divide z e x + 2
entdo z = k1d' e x + 2 = kod'. Entao 2 = kzd'. Segue-se que d < mdc{z,z +2} <2, 0
que é absurdo. Portanto, aplicando o Teorema temos que M é um monoide perfeito
e entdo M = M.

2. Se M ¢é um semigrupo numérico e d # 1, entdo M # M. Entdo, existe {x,z + 2} C M.
Portanto, d = 2.

Por outro lado, se d = 1 , entdo M é um semigrupo numérico e, portanto, M também é um
semlgrupo numérico. Se d = 2, entao existe {z,z+2} C M e, portanto, {z,r+1,2+2} C
M. Segue-se que mdc(M) = 1 e, consequentemente, M é um semigrupo numérico. O

Uma consequéncia imediata da proposicao acima é o seguinte resultado.

Corolario 4.4. Seja X C N. Entdo P(X) é um semigrupo numérico perfeito se, e somente
se, mde(X) € {1,2}.
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Demonstracao. Seja P(X) um semigrupo numérico perfeito. Pelo Corolério , temos que
P(X) = (X). Logo, pela proposicao anterior, segue-se que mde(X) € {1,2}.

Por outro lado, se mde(X) € {1,2}, entdo, novamente pela Proposi¢ao anterior, temos
que m é um semigrupo numeérico. Além disso, pelo Corolario m, temos que P(X) = m
Portanto, P(X) é um semigrupo numérico perfeito. O

Observe que um semigrupo numérico perfeito nao precisa ter um tnico P-sistema de ge-
radores minimo, pois, por exemplo, temos que P({3,4}) = P({3,5}) = {0,3,—}. Daqui em
diante, consideraremos que {3,4} e {3,5} sdo P-sistemas de geradores minimos de {0, 3, —}.

Lema 4.6. Se X € um P-sistema de geradores de T, entao Y = {x € X |z < mazx(msg(T))+1}
também é um P-sistema de geradores de T

Demonstragio. Vejamos que (Y) =T. Como Y C X, entdo PY)= Y)C(X)=P(X)=T.
Agora, para a outra inclusao, basta verificar que msg(7') C (Y), ja que implica que 7' C (Y').
Seja x € msg(T) C (X). Entdo, temos que v € (X)U{k e N:{k—-1,k+1} C X}.

Se x € (X), como x < max(msg(T))+1, segue que x € (Y). Sex € {k e N: {k—1,k+1} C

X}, entao existe t € N tal que, para todo 1 <14 <, temos x; € X e
c+1=MNzy+- -+ My

com A; € N.

Como = € msg(T), temos que = + 1 < max(msg(7)) + 1, o qual implica que x; <
max(msg(7")) + 1 para todo i. Assim, z + 1 € (Y). De forma andloga, temos que z — 1 € (Y).
Portanto, {x — 1,2 + 1} C (Y), o que implica que z € {f e N: {f —1,f+1} C Y} Isso
conclui que msg(T) C (V). O

Observe que, como consequéncia do lema anterior, temos que, se X é um P-sistema minimo
de geradores de um semigrupo numérico perfeito 7', entao temos que X é um subconjunto de
{1,2,...,max(msg(7)) + 1}. Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.7. Um semigrupo numérico perfeito possui um numero finito de P-sistemas
minimos de geradores.

Demonstragao. Basta lembrar que o nimero de subconjuntos de um conjunto finito € finito. [

4.0.3 O fecho perfeito de um semigrupo numérico

Se S é um semigrupo numérico, entao pelo Corolario sabemos que S = SU{r € N | {z —
L,z + 1} C S} é um semigrupo numérico perfeito, que chamaremos de fecho perfeito de S.
Seja .Z o conjunto de todos os semigrupos numéricos. Definimos a seguinte relacao de
equivaléncia R em .Z:
SRT se S =T . Para cada S € £ , denotamos por [S] sua classe. Ou seja, [S] = {5’ €
Z | SRS'}.

Proposicao 4.8. O conjunto { [T| | T é um semigrupo numérico perfeito} é uma parti¢ao de
ZL. Além disso, se S e T sao semigrupos numéricos perfeitos onde S ndo € igual a T , entdo

5] [1] = 0.

Demonstracao. Seja {[T]|T é um semigrupo numérico perfeito} = F'. Lembre que por o Lema
se T é semigrupo numérico perfeito implica que T = P(T) = T. Logo é claro que [T] # 0
pois T € [T]. Agora suponha que existe S’ € [S] N [T] para S # T. Entao S’ =S = P(S) =S
e S =T =P(T) =T, se segue que S = T o qual é uma contradicio. Portanto [S] N [T] = 0
para S # T.
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Por ultimo provemos que £ = (Jipcp[T]. Seja S € Uyyep[T], entdao S € [T7] para algum
T = S é um semigrupo numerico e portanto S € .Z. Agora seja S € Z. Se S nao ¢ perfeito
entao por o Coroldrio 4.2 S é perfeito, daf resulta que S € [S] = S € Upjcp[T]- O

Se S for um semigrupo numérico que nao é perfeito, entdo denotamos por h(S) a lacuna
isolada maxima de S. Se S for um semigrupo numérico perfeito entao h(S) = —1.

s,

Proposicao 4.9. Se S € um semigrupo numérico que nao € perfeito, entao S U {h(S)} é um
SEMIGrupo nuUMErico.

Demonstracao. Como h(S) é uma lacuna isolada de S, entdao {h(S)—1, h(S)+1} C S. Portanto,
h(S) + h(S) = h(S) — 1+ h(S) + 1 € S. Para concluir a prova, veremos que se s € S\ {0}
entao h(S)+s € S. De fato, {h(S) —1,h(S)+ 1} C S entao {h(S) +s—1,h(S)+s+1} CS.
Aplicando que h(S) é a lacuna isolada maxima de S, deduzimos que h(S) + s € S. A finitude
do conjunto de lacunas decorre do fato de que é o mesmo conjunto inicial de lacunas menos a
lacuna méaxima. ]

Se S é um semigrupo numérico, entdo denotamos por a(.S) o nimero de lacunas isoladas de
S.

Se S for um semigrupo numeérico, definimos recursivamente a seguinte sequéncia de semi-
grupos numeéricos:

L4 SO = Sv
{Sn U{R(S)}  se h(S) # —1
® Onpt1 =
Sy, em outro caso
Proposigao 4.10. Se S ¢ um semigrupo numérico, entio S = Sy € S1 C -+ C Sy(g). Além

disso, Sa(s) € um semigrupo numérico perfeito e #(S;41\S;) = 1 para todo i € {0, ..., a(S)—1}.

Demonstracao. Basta lembrar que para todo semigrupo numérico o conjunto de lacunas é
sempre finito. Além disso, a proposicao anterior nos assegura a existéncia da sequéncia de
semigrupos numeéricos. O

Se T' é um semigrupo numérico perfeito, entao definimos o grafo G([T]) da seguinte forma:
[T] é seu conjunto de vértices e (S,5") € [T] x [T] é uma aresta se S U {h(S)} = 5"
O resultado a seguir é uma consequéncia imediata da Proposi¢ao [£.10

Corolario 4.5. Se T' é um semigrupo numérico perfeito, entio G([T]) é uma drvore com raiz
T.

Demonstracao. Basta notar que, para qualquer semigrupo numérico nao perfeito S com fecho
perfeito S = T, existe um caminho tnico, dado pela proposicio , que une S com o vértice
Sa(S), o qual é um semigrupo numérico perfeito. Portanto, temos que S,(S) = T.Como isso
acontece para todo semigrupo numérico S na classe [T, entdao G([T]) é uma arvore com raiz
T. O

No resultado a seguir mostraremos como sao os filhos de um vértice arbitrario da arvore

G((T7).

Proposicao 4.11. Seja T um semigrupo numérico perfeito e S € [T]. Entdo o conjunto
formado pelos filhos de S na drvore G([T']) € o sequinte conjunto {S\ {z} | * € msg(S),z >
h(S) e {xr — 1,2+ 1} C S}.
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Demonstragao. Se S’ é filho de S, entao S’ U {h(S")} = S. Portanto, S" = S\ {h(S")} com
h(S") € msg(S), h(S") > h(S) e {h(S") — 1,h(S")+1} C 5" CS.

Por outro lado, se x € msg(S), > h(S) e {zr—1,z+1} C S, entao é claro que S\{z} € [T]
e h(S\ {z}) =z. Assim, (S\ {z})Uh(S\ {z}) =S e consequentemente S\ {} é um filho de
S. O

A proposigao acima nos permitira construir recursivamente a arvore G([77]), comegando pela
raiz T e adicionando seus filhos a cada vértice ja construido.

Exemplo 4.12. E claro que T = (5,11,12,13,14) = {0,5,10,11, =} € um semigrupo numérico
perfeito. Vamos construir a arvore G([T]) usando a Proposi¢ao . O nidmero que aparece na
figura a sequir sobre cada aresta marca o gerador minimo que removemos do vértice pai para
obter o filho correspondente.

(5,11,12,13,14)

T

(5,11,13,14,17)  (5,11,12,14,18)  (5,11,12,13,19)
17‘ ‘18 ‘19

(5,11,13,14) (5,11,12,14) (5,11,12,13)

Observamos que #[(5,11,12,13,14)] = 7 e, portanto, o conjunto formado por todos os
semigrupos numéricos que tém (5, 11,12, 13, 14) como fecho perfeito é finito. Isso nao é verdade
em geral, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.13. [11, p. 1750] E claro que se n é um inteiro tal que n > 6, entdo S(n) =
(4,6) U {n,—} € um semigrupo numérico e S(n) = (4,5,6,7). Portanto, [(4,5,6,7)] é um
conjunto com elementos infinitos.

Outro exemplo desse tipo é fornecido pela préxima familia de semigrupos numéricos {T'(n) =
(8,12,14) U{n,n+1,—} | ne N e n > 21}. E claro que T(n) = (8,12,13,14,15) para todo
n € {21, —}. Portanto, [(8,12,13,14, 15)] também é um conjunto com cardinalidade infinita.

Seja T um semigrupo numérico perfeito. Agora propomos estudar quais condicoes T' deve
satisfazer para que #[7] seja infinito.

Lema 4.7. Seja T um semigrupo numérico perfeito, X um P-sistema de geradores de T, e S
um semigrupo numérico. Se X C S CT, entao S =T.

Demonstragdo. Pelo Lema [4.5, sabemos que P(X) C P(S) € P(T) = T. Como P(X) =T,
entao pelo Coroldrio |4.3| temos S = P(S) =T. O

Lembre-se de que pelo Corolario 4.4, sabemos que P(X) é um semigrupo numérico perfeito
se e somente se mde(X) € {1,2}.

Lema 4.8. Seja T um semigrupo numérico perfeito, X C N, tal que mdc(X) =2 e P(X) =T.
Entao [T] tem cardinalidade infinita.

Demonstragio. E claro que S(n) = (X) U{n,—} é um semigrupo numérico para todo n €
{F(T)+1,—}. Aplicando o Lema [4.7, temos que S(n) = T. Portanto, [T] tem cardinalidade
infinita.

Observe que a hipdtese mdc(X) = 2 é necessaria, pois, se mde(X) = 1 implica que (X) é
um semigrupo numérico. Daf resulta que os conjuntos (X) U {n,—} onde n > F(X) + 1 sao
finitos e temos que (X) = S(n+1) =S(n+2) =--- = S(n+ m) para todos m € N\ {0}. O
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Lembre-se de que o P-sistema minimo de geradores de um semigrupo numérico perfeito nao
¢é unico.

Lema 4.9. Seja T um semigrupo numérico perfeito e S um semigrupo numérico. Entio S =T
se, e somente se, existe um P-sistema minimo de geradores X de T tal que X C S CT.

Demonstragio. =) Como S = T, entdo P(S) = T e entdo S é um P-sistema de geradores
de T. Seja X um subconjunto de S minimo com a condigdo de P(X) = T. Entao X é um
P-sistema minimo de geradores de T'e X C S CT.

<) E uma consequéncia direta do Lema O

Lembre-se de que pela Proposicao [4.7, sabemos que um semigrupo numérico perfeito tem
apenas um numero finito de P-sistemas minimos de geradores.

Teorema 4.4. Seja T um semigrupo numérico perfeito. Entao [T] € um conjunto com cardi-
nalidade infinita se, e somente se, T tem um P-sistema minimo de geradores cujos elementos
tém como mdrimo divisor comum dois.

Demonstra¢ao. =) Sejam Xi, Xs,..., X, todos os P-sistemas minimos de geradores de T.
Se mde(Xy) = mde(Xy) = -+ = mde(X,,) = 1, entdo (Xi), (Xs),...,(X,) sdo semigrupos
numéricos. Portanto, {S | S ¢é um semigrupo numérico e X; € S C T} ¢ finito para todo
i € {1,...,n}, alem disso note que (X;) C S & G(S) C G((X;)). Agora aplicando o Lema[l.9]
deduzimos que [T'] é um conjunto finito.

<) E uma consequéncia imediata do Lema . ]

4.0.4  Semigrupos numéricos perfeitos com dimensao de imersao
maxima

Nesta secao, analisamos algumas relagoes entre semigrupos numéricos perfeitos que, além disso,
possuem outras propriedades, como a dimensao maxima de imersao, a propriedade de Arf e os
semigrupos numeéricos saturados.

Utilizaremos alguns resultados de propriedades sem demonstragao, pois nosso objetivo prin-
cipal ¢é relacionar as propriedades mencionadas com os semigrupos numéricos perfeitos.

Definigao 4.4. Um semigrupo numérico S tem dimensao de imersao mdzxima (semigrupo-DIM)

se e(S) =m(S9).
A prova do seguinte resultado pode ser consultada detalhadamente em [6, p. 19].
Lema 4.10. Seja S um semigrupo numérico. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. S possui dimensao mdzrima.
2. Para todos x,y € S\ {0}, v +y—m(S) € S.
3. {s—=m(S) | s € S\ {0}} € um semigrupo numérico.
Se S for um semigrupo numérico, denotaremos A(S) = {s —m(S) | s € S\ {0}}.

Proposicao 4.12. Seja S um semigrupo-DIM tal que m(S) > 3. Entdo S é um semigrupo
numérico perfeito se, e somente se, A(S) € um semigrupo numérico perfeito.
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Demonstracao. Pelo Lema m, sabemos que A(S) é um semigrupo numérico. Para provar
que A(S) é perfeito, usaremos a Proposigao De fato, se {z,z + 2} C A(S), entao existe
{s1,82} C Stalque z = sy —m(S) e x+2 = sy —m(S). Assim, sy = 1+ 2 e consequentemente
{s1,s1 +2} C S. Aplicando que S é perfeito, temos que s; + 1 € S. Portanto, x + 1 =
s1+1—=m(S) € A(S).

Por outro lado, para provar que S é perfeito, usaremos novamente a Proposicao Se
{s,s +2} C S, entao aplicando que m(S) > 3, deduzimos que S # 0. Portanto, {s,s + 2} C
S\ {0} e consequentemente {s —m(S),s+2—m(S)} C A(S). Como A(S) é perfeito, temos
s+ 1—m(S) € A(S). Portanto, s+ 1 € S. O

O resultado a seguir ¢ uma consequéncia imediata do Lema

Lema 4.11. Seja S um semigrupo numérico e x € S\ {0}. Entao ({z} + S) U {0} € um
semigrupo-DIM com multiplicidade x. Além disso, todo semigrupo-DIM possui esta forma.

Demonstragio. E claro que ({z}+S)U{0} é um semigrupo-DIM com multiplicidade z. Agora,
para obter que todo semigrupo-DIM tenha a forma acima mencionada, basta observar que todo
semigrupo-DIM S’ pode ser escrito como S" = ({m(S")} + A(S")) U {0}. O

Um semigrupo-DIMP é um semigrupo-DIM perfeito.

Teorema 4.5. Seja S um semigrupo numérico perfeito e x € S tal que x > 3. Entao S(z) =
({x} + S)U{0} € um semigrupo-DIMP. Além disso, todo semigrupo-DIMP diferente de N tem
esta forma.

Demonstragao. Pelo Lema {4.11] sabemos que S(x) é um semigrupo-DIM com multiplicidade
x. Aplicando agora a Proposicao temos que S(z) é um semigrupo numérico perfeito, ja
que A(S(z)) = S. Assim, S(z) é um semigrupo-DIMP.

Seja T um semigrupo-DIMP tal que 7' # N. Entao m(T) > 3, e pela Proposi¢ao [4.12]
temos que A(T) é um semigrupo numérico perfeito. Portanto, T = ({m(T)} + A(T)) U {0}
onde m(T) € A(T),m(T) > 3, e A(T) é um semigrupo numérico perfeito. O

O seguinte resultado pode ser consultado em [14, Proposicao 9.

Proposigao 4.13. Seja S um semigrupo numérico, x € S {0,1} , e S(z) = ({z} + 5) U {0}.
Entio F(S(x)) = F(S)+x e g(S(x)) = g(S) +z — 1.

O Teorema [1.5] e a Proposigao [4.13 nos permitem construir semigrupos-DIMP com um
numero de Frobenius fixo e género fixo, comegando de um semigrupo numérico perfeito, como
mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 4.14. Seja S = (5,8,9) = {0,5,8,9,10,13, =} . E claro que S é um semigrupo
numérico perfeito, F(S) = 12 , e g(S) = 8. Como 9 € S, entao aplicando o Teorema
e a Proposi¢ao temos que S(9) = ({9} + S) U {0} = {0,9,14,17,18,19,22, —} € um
semigrupo-DIMP com niumero de Frobenius 124+ 9 = 21 e género 8 +9 — 1 = 16.

Inspirado por [3], Lipman introduziu e encorajou em [10] o estudo dos anéis Arf. A carac-
terizacao dada neste artigo dos anéis Arf por meio de seus semigrupos de valor leva a nocao de
semigrupo numeérico Arf.

Definicao 4.5. Dizemos que um semigrupo numérico é Arf se ele verifica a sequinte condi¢cdo:
Se{zr,y,z} CSex>y>zentiox+y—z€S.
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Exemplo 4.15. Todos os semigrupos numéricos ordindrios sao Semigrupos numeéricos com
a propriedade de Arf. Lembre-se de que os semigrupos numéricos ordindrios tém a forma
{0,m,m+ 1,m + 2,—}, comm € N\ {0}. Entao, para ki, ks, ks € N tais que m + k; <
m + ko < m + ks, temos que:

(m+k3)—|—(m+k‘2)—(m+k‘1) :m+(k:3+k2—k1).
Como ks + ka — k1 > 0, seque-se que m + (ks + ky — k1) € {O,m,m+1,m+2,—}.

Proposicao 4.14. Todo semigrupo numérico Arf é um semigrupo-DIM.

Demonstragcao. Basta notar que para cada semigrupo numérico S com a propriedade arf, é
satisfeito que, {m(S),y,2} C S com m(S) <y <z, entdo z +y —m(S) € S\ {0} em vista do
Lema [4.101 O

Dizemos que uma sequéncia de nimeros inteiros (z1,...,x,) é uma sequéncia Arf se ela
verifica as seguintes condicoes:

L. iUnZZﬂhZQ,
2. xipg €{xy, v+ a9, + -+ x,—} paratodoi € {1,...,n—1}.

Proposicao 4.15. [6, p. 21] Seja S um semigrupo numérico e x € S\ {0}. Entao, S é Arf se,
e somente se, S" = (x + S) U {0} € Arf.

Demonstracao. Suponha que S é um semigrupo numérico Arf, e sejam a,b,c € S’, com a >
b > c. Observe que se ¢ = 0,temos que a +b—c=a+ b € 5. Tome entao ¢ # 0. Dai, existem
ai,by,cp € S tais que a = x +ay,b =x+0b;,ec=x+c, ecomoa >b> ¢ temos que
aq Z b1 Z C1. 1&8811117

at+b—c=@+a)+(@+bh)—(x+c)
=(a1 +by —c1) + 7,

logo, como a; + by — ¢; € S por hipétese, a +b—c € x+ S C 5, concluindo que S’ é Arf.

Por outro lado, se S" é Arf, temos que para todos a,b,c € S’, coma >b>c,a+b—ce S
Desse modo, se ¢ # 0,a,b,c € (x+.5), logo existem ay,by,c; € S tais que a = x+ay,b =z +by,
ec=ux+ cp, dai

a+b—c=(x+a)+ (x+b)—(z+c)
:(al—l-bl—cl)—i-x,

entdo a; +b; —c; € S, ou (a3 +by —¢1) +2 =0. Se (a1 +b; —¢1) +x = 0, segue que
ay + by + x = ¢y, contradizendo que a; > by > ¢;. Assim, S é um semigrupo numérico Arf. [

A prova do seguinte resultado pode ser consultada detalhadamente em [0, Corolério 1.48].
Embora a definicao da sequéncia Arf nao seja usada com precisdao, o resultado é o mesmo,
exceto por um rearranjo dos indices.

Proposicao 4.16. Seja S um subconjunto proprio e nao vazio de N. Entao S é um semigrupo
numérico Arf se, e somente se, existe uma sequéncia Arf (z1,...,x,) tal que S = {0, x,, x, +
xn—la"-axn—"mn—l —I——|—l’1,—>}
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Um semigrupo-ARFP é um semigrupo numérico Arf que também é um semigrupo numérico
perfeito. Uma consequéncia imediata da Proposicao anterior é o seguinte resultado.

Corolario 4.6. Seja (x1,...,x,) uma sequéncia Arf tal que x1 > 3 . Entao S = {0, x,,x, +
Tp1,  Tp+Tp1+--+x1,—} € um semigrupo-ARFP. Além disso, todo semigrupo-ARFP
tem esta forma.

Demonstracao. Da proposicao anterior temos que S é um semigrupo numérico Arf, portanto
basta ver que é perfeito. Para ver isso, observe que S pode ser escrito como S = (z7 + (z2 +

(- + ((z, + N)U{0})---) U {0} do qual segue que pelo Teorema 1.5 a Proposigao e do
fato de que o conjunto N é Arf, de dimensao de imersao maximo e perfeito. O

Em [9] um certo algoritmo parece calcular todas as sequéncias Arf cujo semigrupo numérico
associado tem um ntmero de Frobenius fixo ou género. Quanto ao algoritmo, se exigirmos que
ele mantenha que z; > 3, entao obteremos outro algoritmo que nos permite calcular todos os
semigrupos-ARFP com um ntimero de Frobenius fixo ou género.

Os chamados semigrupos de nimeros saturados sao um tipo particularmente interessante
de semigrupos de nimeros Arf (ver [8]). O conceito de anel saturado foi introduzido de trés
maneiras diferentes por Zariski [21], Pham-Teissier [I3] e Campillo [5]. Em relac¢do a propriedade
Arf, a caracterizacao dos anéis saturados em termos de seus semigrupos de valores leva ao
conceito de semigrupo numérico saturado.

Definigao 4.6. Um semigrupo numérico S é saturado se a sequinte condi¢ao for satisfeita: se
{s,81,...,8:} C S onde s; < s para todosi € {1,....,r},{z1,...,2.} CZ ezs1+ - +2z8. >0,
entao s + 2181 + -+ 2.8, € S.

Exemplo 4.16. [8, p. 28] O semigrupo S = (7,11,13,15,16,17,19) € um semigrupo Arf mas
nao € saturado. Observe que 7,11 € S e12=11+(2x11)— (3 x7) ¢ S.

A partir da definicao é facil deduzir que todo semigrupo numérico saturado é Arf e, portanto,
possui uma dimensao de imersao maxima.

Dizemos que uma sequéncia de inteiros positivos (ny,ns, ..., n,) é saturada se satisfizer as
seguintes condicoes:

1.ng <ng--- < ny,
2. Se d; = mdc{ny,...,n;} para todosi € {1,...,p}, entdo dy > dy > --- > d, = 1.

Como consequéncia dos resultados de [18], temos a seguinte proposigao.

Proposicao 4.17. Seja (nq,...,n,) uma sequéncia saturada. Para cada j € {1,...,p— 1},
seja kj = max{k € N | nj + kd; < njs1}. Entao S(ny,...,n,) = {0,n1,n1 +dy,...,ny +
kidi,no, no+ds, ... ,notkaoda, ... . np_1,np_1+dp_1,... . Np_1+ky_1dp_1,n,, —} € um semigrupo

numeérico saturado. Além disso, todo semigrupo numérico saturado tem esta forma.

Um semigrupo-SATP é um semigrupo numérico saturado e perfeito.
Dados dois inteiros a e b com b # 0, denotamos por a mod b o resto da divisao de a por b.

s

Corolario 4.7. Seja (ny,...,n,) uma sequéncia saturada. Entao temos que S(ny,...,n,) é
um semigrupo-SATP se, e somente se, d,_1 > 3 en, mod dy,_; = 2.

[lustramos o resultado acima com um exemplo.

Exemplo 4.17. [11, p. 1754] E claro que (27,36,48,55) ¢ uma sequéncia saturada, di =
27,dy =9,d3 =3 edy = 1. Pela Proposig:do sabemos que S = {0,27,36,45,48, 51,54, 55, —
} € um semigrupo numérico saturado. Além disso, como d3 = 3 > 3 e (55 mod 3) =1 # 2,
entao aplicando o Coroldrio [{.7, temos que S é um semigrupo-SATP.
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Em [20] e [I6] alguns algoritmos parecem calcular todos os semigrupos numéricos saturados
com um numero de Frobenius fixo ou género, respectivamente. A partir desses algoritmos e do
Corolario 4.7] é facil obter algoritmos que nos permitem construir todos os semigrupos PSAT
com um numero de Frobenius fixo ou género.

4.0.5 Semigrupos numeéricos perfeitos com dimensao de imersao trés

Na tultima secao, apresentaremos algumas relacoes e interacoes entre os semigrupos numéricos
perfeitos e os semigrupos numéricos de dimensao imersao trés. Essas relagoes e interagoes entre
as duas familias de semigrupos numéricos sao discutidas na primeira parte do artigo [12].

Vamos primeiro lembrar que, para um semigrupo numérico S, um inteiro x é um nimero
pseudo-Frobenius se © ¢ S e x + s € S, para todo s € S\ {0}. Além disso, PF(S) denota
o conjunto de todos os numeros pseudo-Frobenius de S, e sua cardinalidade é o tipo de S,
denotado por (S).

Lema 4.12. Se S é um semigrupo numérico perfeito, entao F(S)—1¢ S.

Demonstragao. Se S = N, entao F(S) —1 = -2 ¢ S. Se S # N, entdo F(S) € N\ S e
F(S)+1 e S. Como S ¢é perfeito, temos que F(S) nao é uma lacuna isolada. Portanto
F(S)—1¢S5. O

Pela Proposicao parte dois temos que, x € Z\ S se, e somente se, f —x € S, para algum
fePF(9).

Seja S um semigrupo numérico com ¢(S) = 1. Entao, PF(S) = {F(S)}, dado que F(S) €
PF(S). Se S #N, entao 1 ¢ S, e, aplicando a Proposi¢ao [1.§ parte dois, temos F(S)—1 € S.
Portanto, de acordo com o contra-reciproco do Lema [4.12] S ndo é um semigrupo numérico
perfeito. Concluimos, entao, o seguinte resultado.

Proposicao 4.18. Se S € um semigrupo numérico tal que S # N e t(S) = 1, entao S nao é
um semigrupo numérico perfeito.

No exemplo é mostrado que se S é um semigrupo numérico com e(S) = 2, entao
t(S) = 1. Assim, aplicando a Proposi¢ao anterior, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.8. Se S € um semigrupo numérico e e(S) = 2, entdo S ndo é um semigrupo
numeérico perfeito.

Lema 4.13. Seja S um semigrupo numérico tal que t(S) = 2. Entdo PF(S) = {F(S)—1,F(S5)}
se, e somente se, F'(S)—1¢ S.

Demonstracao. Se PF(S) = {F(S)—1, F(S)}, entao F(S)—1 € Z\S, e portanto, F/(S)—1 ¢ S.
Por outro lado, t(S) = 2, implica S # N. Se F(S) —1 ¢ S, entao F(S) —1 € Z\ S. Agora
S # N, implica 1 ¢ S. Consequentemente, se s € S\ {0}, temos F(S) — 1+ s € S, porque
F(S)—14s > F(S). Portanto, F(S) —1 € PF(S). Como t(S) = 2, temos PF(S) =
{F(S)—1,F(S)}, ja que F(S) € PF(S). O

Teorema 4.6. Seja S um semigrupo numérico com t(S) = 2. FEntdao, S € um semigrupo
numérico perfeito se, e somente se, F(S)—1¢ S.

Demonstragao. Se S é um semigrupo numérico perfeito, entdo pelo Lema [1.12] sabemos que
F(S)—1 ¢ S. Por outro lado, se F(S) —1 ¢ S, entao pelo Lema [4.13) temos PF(S) =
{F(S) — 1,F(S)}. Agora, supomos que h é uma lacuna em S. Ou seja, h € G(S) = N\ S.
Entdo, pela Proposi¢ao [L.8] temos F(S) —h € S ou F(S) —1—h € S. Estudaremos esses dois
casos. Se F'(S)—h € S, como F(S)—1 ¢ S, deduzimos que F(S)—1—(F(S)—h) ¢ S, e portanto
h—1¢S.Se F(S)—1—heS, como F(S) ¢ S, deduzimos que F(S) — (F(S)—1—h) ¢S,
e portanto h + 1 ¢ S. Dessa forma, provamos que, dada uma lacuna h em S, entao também
h —1ou h+ 1 é uma lacuna em S. Portanto, S é um semigrupo numérico perfeito. [
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O seguinte resultado é derivado em [§, Corollary 10.22].
Lema 4.14. Se S € um semigrupo numérico com e(S) = 3, entao t(S) € {1, 2}.

Proposicao 4.19. Seja S um semigrupo numérico com e(S) = 3. Entdo S € um semigrupo
numérico perfeito se, e somente se, F(S)—1¢ S.

Demonstracao. Pelo Lema |4.12) sabemos que se S é um semigrupo numérico perfeito, entao
F(S)—1 ¢ S. Por outro lado, se F'(S) — 1 ¢ S, entao deduzimos que F(S) — 1 € PF(S).
Aplicando o Lema [£.14] temos PF(S) = {F(S) — 1, F(S)}. Portanto, ¢(S) = 2, e aplicando o
Teorema [4.6] temos que S é um semigrupo numérico perfeito. O

Observe que com a proposicao anterior caracterizamos todos os semigrupos numéricos per-
feitos que possuem dimensao de imersao trés pelo seu nimero de Frobenius. Pois bem, basta
calcular o niimero de Forbenius de um semigrupo numérico de dimensao de imersao trés para
poder determinar se o semigrupo numérico é perfeito.

Lembremos que podemos calcular o nimero de Frobenius de semigrupos numéricos de di-
mensao de imersao trés que sao simétricos. Entao podemos deduzir o seguinte corolario do
Teorema [3.2 e da Proposicao

Corolario 4.9. Seja S um semigrupo numérico simétrico com e(S) = 3. Entdo, existem
constantes my e mo inteiros positivos e primos entre si, ambos matores que um e inteiros nao
negativos a, b e ¢, tais que a > 2, b+ ¢ > 2 com mdc{a,bmy + cmy} = 1.

Nessas condigoes, temos que:

S = (amy, amsy, bmy + cmsy).
Além disso, S € perfeito se, e somente se:
a(mimy —my —mg) + (a — 1)(bmy +cmg) — 1 ¢ S.

Exemplo 4.18. O semigrupo numérico S = (10,14,17) do Exemplo nao € um semigrupo
numérico perfeito, pois F'(S) =63 e F(S) —1=62=2(10) + 3(14) € S.

O exemplo a seguir mostra que esses resultados nao sao validos para semigrupos numéricos
de dimensao de imersao maiores.

Exemplo 4.19. [72, p. 80] Seja S = {0,5,7,10, —»} = (5,7,11,13). Entdo e(S) = 4, F(S) =9
e F(S)—1=8¢S. O semigrupo numérico S nao € perfeito, pois 6 € uma lacuna isolada de

S.
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Conclusoes finais

1. Ao longo da primeira parte deste trabalho, ficou evidente como um problema de for-
mulacao simples pode estar longe de ter uma solucao réapida. Vale destacar que foram
necessarias diversas ferramentas matematicas para obter a férmula do nimero de Frobe-
nius para semigrupos numéricos simétricos de dimensao de imersao treés.

2. Em todo o estudo, tornou-se clara a importancia de investigar as interacoes entre as
multiplas propriedades dos semigrupos numéricos. Conhecer profundamente essas relagoes
permite resolver problemas utilizando uma variedade de métodos e técnicas.

3. Este trabalho contribui para a compreensao das interagoes entre as propriedades dos
semigrupos numéricos. Com esse propdsito, concluimos obtendo o Coroldrio [£.9] que
caracteriza os semigrupos numeéricos simétricos de dimensao de imersao trés que sao per-
feitos.

4. Os resultados alcancados podem ter implicacoes relevantes para a busca de uma férmula
algébrica para o numero de Frobenius. Uma vez obtida, essa formula se torna uma ferra-
menta util para verificar se um semigrupo numeérico possui outras propriedades especificas.

5. B importante ressaltar que, na primeira parte do trabalho, focamos exclusivamente em
introduzir a teoria e os resultados necessarios para obter a férmula do niimero de Frobenius
para semigrupos numéricos simétricos de dimensao de imersao trés. Por essa razao, o
estudo foi restrito a essa classe especifica de semigrupos numeéricos.

6. Uma possivel linha de pesquisa futura seria o estudo de generalizagdes das interagoes
entre as propriedades dos semigrupos numéricos em N”.

7. O desenvolvimento deste trabalho permitiu esclarecer a teoria e suas principais proprieda-
des, bem como as relagoes entre elas. Esse conhecimento foi essencial para compreender
em profundidade a solucao do problema proposto e caracterizar algumas classes de semi-
grupos numeéricos.

27



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

J.L. Ramirez Alfonsin, The diophantine frobenius problem, Oxford Univ. Press, New York,
2005, https://doi.org/10.1093/acprof:0s0/9780198568209.001.0001.

R. Apéry, Sur les branches superlinéaires des courbes algébriques, 1 ed., C.R.Acad.Sci.Paris,
Paris, 1946.

C. Arf, Une interpretation algebraique de la suite des ordres de multiplicite d’une branche
algebrique, Proceedings of the London Mathematical Society Series (1949), no. 2, 256287,
https://doi.org/10.1112/plms/s2-50.4.256.

M. Bras-Amoros, Fibonacci-like behavior of the number of numerical semigroups of
a given genus, Semigroup Forum 76 (2008), 379-384, https://doi.org/10.1007/
s00233-007-9014-8.

A. Campillo, On saturations of curve singularities (any characteristic), Proceedings of
Symposia in Pure Mathematics (1983), no. 10, 211-220, https://doi.org/10.1090/
pspum/040.1/713060.

M. Diniz, Sobre semigrupos numéricos, Repositério Institucional - Universidade Federal
de Uberlandia 1 (2022), no. 1, 114, http://doi.org/10.14393/ufu.di.2022.245.

Jean Fromentin, Fzploring the tree of numerical semigroups, HAL open science 3 (2015),
1-15, https://hal.science/hal-00823339v1.

P.A. Garcia and J.C. Rosales, Numerical semigroups, 20 ed., Springer, New York, 20009.

P.A. Garcia-Sanchez, B.A. Heredia, and J.C. Rosales, Parametrizing arf numerical se-
migroups., Journal of Algebra and Its Applications 16 (2017), no. 11, 1750209, https:
//doi.org/10.1142/50219498817502097.

J. Lipman, Stable ideals and arf rings, American Journal of Mathematics (1971), no. 93,
649685, https://doi.org/10.2307/2373463.

M. Moreno and J. Rosales, Perfect numerical semigroups, Turkish Journal of Mathematics
43 (2019), no. 3, 47, https://doi.org/10.3906/mat-1901-111.

M. Moreno and J.C. Rosales, Perfect numerical semigroups with embedding dimension
three, Publ. Math. Debrecen 97 (2020), no. 1-2, 77-84.

F. Pham and B. Teissier, Fractions lipschitziennes et saturations de zariski des algebres
anlytiques complezes., In: Ce travail est la base de 'exposé de Frédéric Pham au Congres
International des Mathématiciens (1970), no. 9.

J. Rosales, Principal ideals of numerical semigroups, Bulletin of the Belgian Mathematical
Society (2003), no. 10, 1-15, https://doi.org/10.36045/bbms/1063372340.

o8


https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780198568209.001.0001
https://doi.org/10.1112/plms/s2-50.4.256
https://doi.org/10.1007/s00233-007-9014-8
https://doi.org/10.1007/s00233-007-9014-8
https://doi.org/10.1090/pspum/040.1/713060
https://doi.org/10.1090/pspum/040.1/713060
http://doi.org/10.14393/ufu.di.2022.245
https://hal.science/hal-00823339v1
https://doi.org/10.1142/S0219498817502097
https://doi.org/10.1142/S0219498817502097
https://doi.org/10.2307/2373463
https://doi.org/10.3906/mat-1901-111
https://doi.org/10.36045/bbms/1063372340

[15] J.C. Rosales, Semigrupos numericos, Tesis Doctoral, Universidad de Granada (2001).

[16] J.C. Rosales, M. Branco, and D. Torrao, On the enumeration of the set of saturated
numerical semigroups of a given genus, Semigroup Forum 88 (2014), 621-630, https:
//doi.org/10.1007/s00233-013-9558-8.

[17] J.C. Rosales and M.B. Branco, The frobenius problem for numerical semigroups, Journal
of Number Theory 131 (2011), 2310-2319, https://doi.org/10.1016/j.jnt.2011.05.
011.

[18] J.C. Rosales, J.I. Garcia-Garcia, and M. Branco, Saturated numerical semigroups, Houston
Journal of Mathematics (2004), no. 30, 321-330.

[19] J.C. Rosales, P.A. Garcia-Sanchez, and J.M. Urbano-Blanco, On presentations of com-
mutative monoids, Internat. J. Algebra Comput. 9 (1999), no. 5, 539-553, https:
//doi.org/10.1142/50218196799000333.

[20] D. Torrao, M. Branco, and J.C. Rosales, On the enumeration of the set of saturated nu-
merical semigroups with fized frobenius number, Applied Mathematics and Computation
236 (2014), 471-479, https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.03.058.

[21] O. Zariski, General theory of saturation and of saturated local rings i, i, iii., American
Journal of Mathematics 93 (1971), no. 3, 573-684, https://doi.org/10.2307/2373462.

29


https://doi.org/10.1007/s00233-013-9558-8
https://doi.org/10.1007/s00233-013-9558-8
https://doi.org/10.1016/j.jnt.2011.05.011
https://doi.org/10.1016/j.jnt.2011.05.011
https://doi.org/10.1142/S0218196799000333
https://doi.org/10.1142/S0218196799000333
https://doi.org/10.1016/j.amc.2014.03.058
https://doi.org/10.2307/2373462

	Resumo
	Abstract
	Ata de Defesa - Pós-Graduação 1 (5999469)
	Introdução
	Noções preliminares
	Semigrupos Numéricos
	Número de Frobenius e gênero
	Números Pseudo-Frobenius


	Propriedades
	Apresentações de um semigrupo numérico
	Monóides livres e apresentações
	Apresentações mínimas de um semigrupo numérico

	Semigrupos numéricos e as três propriedades
	Colagem de semigrupos numéricos
	Semigrupos numéricos simétricos
	Semigrupos numéricos livres


	Semigrupos numéricos com dimensão de imersão três
	Semigrupos numéricos com conjuntos Apéry de expressão única

	Semigrupos numéricos perfeitos
	A árvore de semigrupos numéricos perfeitos com multiplicidade fixa
	Monóides perfeitos
	O fecho perfeito de um semigrupo numérico
	 Semigrupos numéricos perfeitos com dimensão de imersão máxima
	Semigrupos numéricos perfeitos com dimensão de imersão três


	Conclusões finais

