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La Figure 7.3 montre une comparaison entre les amplitudes des FRFs obtenues à partir 
du modèle élément finis et la correspondante issue de la mesure expérimentale (FRFs 
identifiées), dans la bande de fréquence comportant les quatre premiers modes de la structure. 
Le Tableau 7.1 montre les erreurs relatives entre le calcul et l’essai pour les fréquences 
modales et les amplitudes de vibration du système non-amorti représentées en Figure 7.3.  
 

 
Figure 7.3 – FRFs expérimentale (Exp) et analytique (EF) de la plaque non-amorti. 

 
Tableau 7.1 – Fréquences modales calculées et mesurées du système non-amorti 

Mode 
Fréquence 

 [Hz] EFf
Fréquence

Expf  [Hz] 
Erreur  

fε  [%] 
Amplitude 

 [dB] EFH
Amplitude 

ExpH  [dB] 
Erreur  

Hε  [%] 
M1 39.42 39.76 0.86 78.961 59.331 33.1 
M2 52.30 53.50 2.24 83.571 60.669 37.4 
M3 77.95 78.01 0.08 64.794 42.531 52.3 
M4 96.45 96.00 0.50 61.614 54.617 12.8 

 
Les erreurs relatives entre les valeurs de fréquence propres et entre les amplitudes de 

résonances sont définies par les critères suivants : 
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Les faibles valeurs des erreurs relatives entre les fréquences montrent qu’on n’a pas 

besoin de recaler le module d’Young du matériau pour approcher le modèle EF et l’essai. 
Néanmoins, on observe que pour les amplitudes de vibration, on doit ajouter l’amortissement  
dans le modèle EF de manière à rapprocher les valeurs des amplitudes calculées et  mesurées. 
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Pour cela, on a constaté qu’une valeur du facteur d’amortissement visqueux qui assure une 
corrélation satisfaisante entre le modèle et l’essai est 001.0=ζ . La Figure 7.4 montre la FRF 

expérimentale et celle obtenue à partir du modèle EF recalé. 
 

 
Figure 7.4 – FRF expérimentale et numérique de la plaque recalé 

 
7.1.2 Optimisation multiobjectif robuste 
 

Pour l’optimisation, on considère le modèle EF recalé précédemment, où on s’intéresse 
à l’optimisation des positions de 4 traitements viscoélastiques, chacun composée par 9 
éléments finis de plaque sandwich à trois couches. De plus, on considère dans l’optimisation 
que les épaisseurs des couches viscoélastique et contrainte, ainsi que la température du 
matériau, sont des variables continues à optimiser. Par conséquent, pour le problème 
d’optimisation, il y a au total 13 variables définissant l’espace de conception : 9 variables 
continues (4 pour les épaisseurs de couches viscoélastiques, 4 pour les épaisseurs de couches 
contraintes, et la température du matériau). Il y a aussi 4 variables discrètes représentant les 
positions des traitements. Le Tableau 7.2 présente les valeurs nominales des variables de 
conception continues et les plages de variations admissibles. 

Pour prendre en compte les incertitudes dans les variables de conception retenues dans 
l’optimisation, les paramètres géométriques et la température sont perturbées au maximum de 
10% et 5%, respectivement, par rapport à leurs valeurs nominales selon une loi normale. Pour 
calculer les fonctions de vulnérabilité, à chaque génération, on génère 500 tirages aléatoires 
pour chaque variable continue par la méthode d’Hyper Cube Latin (HCL).  Vu le nombre total 
d’évaluations des fonctions de vulnérabilité pour chaque génération, dans le problème 
d’optimisation multiobjectif robuste on utilise les réseaux de neurones (PMC) couplés avec la 
méthodologie de condensation robuste pour réduire le temps de calcul des solutions. Les 
paramètres du NSGA-PMC sont définis au Tableau 7.3. 
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Tableau 7.2 – Définition de l’espace de conception – plaque plane 

 Variables de 
conception 

Valeurs 
nominales 

Variations 
admissibles 

Niveaux 
d’incertitudes

( )patches4,...,1ih i2 = 0,0254 mm ± 60% %10h2 =∆  
( )patches4,...,1ih i3 = 0,5 mm ± 30% %10h3 =∆  Continue 

T  25ºC ± 15% %5T =∆  

Discrète Positions des traitements 
 

Tableau 7.3 – Paramètres de NSGA-PMC 
NSGA PMC 

Probabilité de sélection 0,25   
Probabilité de croisement 0,25   
Probabilité de mutation 0,25 No. de couches cachées 2 
Nombre de générations 100 No. de neurones par couche 20 
Nombre d’individus/génération 30   
Coefficient de niche (σ ) 0,2   

 
Les fonctions objectif à minimiser sont les suivantes : 
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1               (Indiquées en Figure 7.3)                       (7.3)  

 
Ainsi, le problème d’optimisation multiobjectif déterministe à deux fonctions coût est 

ramené à un problème d’optimisation multiobjectif robuste à quatre fonctions coût à minimiser, à 
savoir : les fonctions coût définies initialement par l’expression (7.3), et les fonctions de 
vulnérabilité supplémentaires (Cf. Section 5.4.4, Chapitre 5).  

La Figure 7.5.a montre l’évolution des solutions robustes NSGA pour les deux fonctions 
coût (soit en total de 18180 solutions), et la Figure 7.5.b représente les points optimaux A, B, et 
C situés sur le premier Front de Pareto. 
 

  
                                     (a)                                                                        (b) 

Figure 7.5 – Solutions NSGA robustes (a) ; Front de Pareto (b) pour les deux fonctions coût. 
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Les Figures 7.6.a et 7.6.b illustrent chaque fonction coût et sa vulnérabilité. Les 
fonctions de vulnérabilité utilisées représentent les dispersions autour de chaque solution 
trouvée. Sur les Figures 7.6.a et 7.6.b on remarque que l’intervalle de dispersion pour chaque 
fonction coût est respectivement : 
 

• de 0,5% à 3% pour les solutions optimales correspondantes au mode M1 
• de 0,45% à 4,5% pour les solutions optimales correspondantes au mode M2 

 

 
                                     (a)                                                                        (b) 
Figure 7.6 – Amplitude au mode M1 – Vulnérabilité (a); Amplitude au mode M2 – Vulnérabilité 

(b). 
 
Remarque : Comme montré au Tableau 7.3, le nombre total de générations nécessaires pour 
trouver les solutions optimales robustes est de 100 générations, ce qui signifie qu’il faut 3000 
évaluations exactes des réponses fréquentielles du système amorti et, pour chaque génération, 
on doit évaluer les échantillons pour calculer les fonctions de vulnérabilité associées aux 
fonctions coût. Cela peut engendrer un nombre prohibitif d’évaluations du problème exact (pour 
ce cas, 1,5x106 évaluations). Ce fait démontre l’intérêt au couplage des techniques 
d’approximations de fonctions ou métamodèles avec les algorithmes NSGA, proposés au 
Chapitre 4.  
 

Dans ce cas, on intègre les réseaux de neurones (PMC) dans la procédure 
d’optimisation robuste, dans le but de réduire davantage le nombre d’évaluations exactes et par 
conséquent le coût numérique. Pour cela, le PMC est actualisé à chaque 20 générations à 
partir de la génération 5. Ainsi sur 100 générations, l’opération permet de ne faire que 170 
évaluations exactes. Le Tableau 7.4 résume le gain en temps de calcul (CPU) obtenu par 
l’utilisation de la méthode NSGA et NSGA-PMC, pour ce problème d’optimisation robuste. On 
précise que pour les deux cas on utilise la méthode de condensation robuste avec une base de 
réduction de taille égale à la base proposée en Section 4.3.1, Chapitre 4. 
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Tableau 7.4 – Temps de calcul (NSGA-PMC) 
Stratégie CPU Time [jours] Rapport [%] 

NSGA 15 
NSGA-PMC 3 80 

 
7.1.3 Vérification expérimentale des solutions optimales robustes 
 

Dans cette partie, on évalue les solutions optimales correspondant aux points A, B et C, 
indiqués en Figure 7.5.b. Pour cela, on compare les amplitudes de vibrations amorties (FRFs) 
associées au point P (voir Figure 7.1), calculées à partir du modèle EF recalé amorti et celles 
identifiées expérimentalement. 

La Figure 7.7 illustre les positions optimales des traitements viscoélastiques pour les 
points A (a), B (b), et C (c), respectivement. Le Tableau 7.5 donne les valeurs optimales 
robustes pour chaque variable de conception continue, pour chaque configuration du traitement 
viscoélastique montré en Figure 7.7. 
 

 
                       (a)                                             (b)                                          (c) 

Figure 7.7 – Positions optimales des traitements pour les points A (a), B (b) et C (c). 
 

Tableau 7.5 – Valeurs optimales des épaisseurs de chaque patch (points A, B, C) 
Patch 1 Patch 2 Patch 3 Patch 4 Point  

h2 [mm]  h3 [mm] h2 [mm]  h3 [mm] h2 [mm] h3 [mm] h2 [mm] h3 [mm] 
A 0,0261 0,65 0,0406 0,65 0,0332 0,65 0,0264 0,65 
B 0,0258 0,65 0,0365 0,65 0,0378 0,55 0,0359 0,65 
C 0,0261 0,65 0,0406 0,65 0,0332 0,65 0,0264 0,65 

T = 22,45ºC (point A);     T = 22,83ºC (point B);     T = 22,45ºC (point C);     
 

 Par la comparaison entre les Figures 7.5.b et 7.8, pour le point A, on observe que les 
solutions optimales mènent à une meilleure atténuation de la réponse pour le mode M1 en 
comparaison avec le mode M2, aussi bien pour le calcul que pour l’essai. De plus, on peut 
remarquer la bonne précision du modèle aux éléments finis de plaque multicouche pour prédire 
le comportement réel du système amorti par couche contrainte. Ce fait est confirmé par les 
erreurs relatives acceptables entre les fréquences modales et les amplitudes des réponses 
entre le calcul et l’essai, montrées en Tableau 7.6. Pour les points B et C (Figure 7.5.b), les 
solutions optimales conduisent à une meilleure atténuation pour le mode M2 (Figures 7.9 et 
7.10) en comparaison avec le mode M1. Les Tableaux 7.7 et 7.8 montrent les erreurs relatives 
calcul-essai en fréquence et en amplitude pour ces deux points. 
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Figure 7.8 – FRFs expérimentale et analytique du système amorti – point A 

 
Figure 7.9 – FRFs expérimentale et analytique du système amorti – point B 

 
Figure 7.10 – FRFs expérimentale et analytique du système amorti – point C 
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Tableau 7.6 – Fréquences modales calculées et mesurées du système amorti – point A 

Mode 
Fréquence 

 [Hz] EFf
Fréquence

Expf  [Hz] 
Erreur  

fε  [%] 
Amplitude

EFH  [dB] 
Amplitude 

ExpH  [dB] 
Erreur  

Hε  [%] 
M1 40,49 40,01 1,2 38,39 38,92 1,4 
M2 54,57 55,10 1,0 40,65 42,69 4,8 
M3 79,31 77,52 2,3 30,13 28,67 5,1 
M4 97,83 96,83 1,0 26,70 33,87 21,2 

 
Tableau 7.7 – Fréquences modales calculées et mesurées du système amorti – point B 

Mode 
Fréquence 

 [Hz] EFf
Fréquence

Expf  [Hz] 
Erreur  

fε  [%] 
Amplitude

EFH  [dB] 
Amplitude 

ExpH  [dB] 
Erreur  

Hε  [%] 
M1 39,88 40,50 1,5 40,05 44,98 11 
M2 56,57 56,55 0,03 31,03 34,15 9,1 
M3 76,82 77,98 1,5 32,55 34,35 5,2 
M4 96,54 96,49 0,1 23,78 22,68 4,9 

 
Tableau 7.8 – Fréquences modales calculées et mesurées du système amorti – point C 

Mode 
Fréquence 

 [Hz] EFf
Fréquence

Expf  [Hz] 
Erreur  

fε  [%] 
Amplitude

EFH  [dB] 
Amplitude 

ExpH  [dB] 
Erreur  

Hε  [%] 
M1 41,47 40,61 2,1 41,71 48,77 14,5 
M2 60,47 55,87 8,2 27,95 32,95 15,2 
M3 78,17 78,82 0,8 31,97 32,53 1,7 
M4 99,79 96,50 3,4 19,96 19,81 0,8 

 
7.1.4 Discussion des résultats  
 

• Modèle aux éléments finis de plaque sandwich 
 

Les résultats analytiques et expérimentaux présentés permettent d'évaluer l'influence du 
traitement viscoélastique par couche contrainte sur le comportement dynamique des systèmes 
structuraux. Un aspect particulier à retenir est la capacité démontrée par le modèle EF pour 
représenter le comportement des matériaux viscoélastiques en fonction de la fréquence 
d’excitation et de la température. En ce qui concerne l'atténuation des niveaux de vibrations, on 
remarque à travers les Figures 7.8 à 7.10 que le traitement viscoélastique par couche 
contrainte a permis de diminuer significativement les amplitudes pour tous les modes dans la 
bande fréquentielle analysée.  

A travers la comparaison des erreurs entre le calcul et essai, on conclue que les deux 
résultats sont raisonnablement proches, dans le sens où les erreurs en fréquence et en 
amplitude pour le calcul et l’essai ne sont pas trop élevées. Pour les solutions optimales 
indiquées par les points B et C, on remarque une augmentation des valeurs des erreurs 
relatives entre les fréquences modales et les amplitudes de vibration, en comparaison avec 
celles calculées pour le point A. On estime que ces erreurs sont dues principalement aux 
sources suivantes : 
 

o Dans le modèle EF, on suppose des conditions idéales d’application du traitement 
viscoélastique, tel que l’état d’adhérence parfaite entre les couches ; 
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o Existence d’imperfections induites pendant le collage des couches viscoélastiques 
et contraintes pour les configurations de patches A et B, comme par exemple, le 
nettoyage imparfait des surfaces de chaque couche avant d’appliquer le 
traitement ; 

o Oscillations constantes de la température sur le comportement dynamique du 
matériau viscoélastique pendant les essais.  

 
• Optimisation multiobjectif robuste 

 
Si on compare les valeurs des amplitudes optimales des résonances M1 et M2 

correspondants aux points A, B, et C sur le Front de Pareto, montré en Figure 7.5.b, et les 
valeurs analytiques et expérimentales des amplitudes de vibration sur les courbes montrées en 
Figure 7.8 à 7.10, on constate l’efficacité de l’algorithme NSGA-PMC pour prédire les bonnes 
positions de patches viscoélastiques, et les valeurs des variables continues pour agir soit sur 
l’amplitude de vibration du mode M1, soit sur l’amplitude de vibration du mode M2. Cela 
confirme la performance de l’algorithme NSGA pour des problèmes multiobjectif utilisant un 
ensemble hybride des variables discrètes et continues. 

En termes de la dispersion des solutions optimales, on a vérifié que les variables 
optimales sont robustes, puisque pour le calcul et pour l’essai, on n’utilise pas les valeurs des 
épaisseurs de couches contraintes issues de l’optimisation, 0,55mm et 0,65mm, mais les 
valeurs plus proches disponibles commercialement, 0,5mm et 0,7mm, respectivement. Ceci n’a 
pas causé des grandes dégradations de la performance des traitements viscoélastiques, 
comme montré en Figures 7.11 à 7.13, qui représentent les simulations numériques pour 
chaque configuration A, B et C, respectivement, pour les deux ensembles des épaisseurs de la 
couche contrainte : (0.55mm ;0.66mm) et (0.5mm ;0.7mm). Pour la couche viscoélastique, dans 
le cas des épaisseurs plus grandes que celle qui est disponible, on superpose tout simplement 
les deux couches.  
 

 
Figure 7.11 – Dispersion des FRFs analytiques du système amorti – point A 
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Figure 7.12 – Dispersion des FRFs analytiques du système amorti – point B 

 

 
Figure 7.13 – Dispersion des FRFs analytiques du système amorti – point C 

 
7.2 Application industrielle : Compresseur de réfrigérateur 
 

Dans cette section, on montre à travers les résultats analytiques et expérimentaux, 
l’intérêt d’utiliser le traitement viscoélastique par couche contrainte dans les systèmes 
industriels en vue de la réduction des niveaux de vibration. Pour cela, on évalue de façon 
expérimentale la performance du traitement viscoélastique appliqué à une carcasse d’un 
compresseur de réfrigérateur, dans le but d’amortir leurs niveaux vibratoires. On précise que 
cette partie est en cours d’étude dans le cadre d’un projet de recherche et développement en 
collaboration entre la Faculté de Génie Mécanique de l’UFU et la société EMBRACO, au Brésil.  

Avant de passer aux essais expérimentaux, on réalise quelques simulations numériques 
avec un modèle EF du compresseur fourni par l’entreprise montré en Figure 7.14.a, auquel on 
va appliquer le traitement viscoélastique indiqué. On précise que la position du traitement a été 
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choisie a priori à l’aide de l’identification des zones qui présentent des énergies de déformation 
maximales (Modal Strain Energy–MSE) (Rogers et al, 1981), dans la bande fréquentielle 
d’intérêt. 
 

 

                            (a)                                                                         (b) 
Figure 7.14 – Modèle EF du compresseur (a) ; FRF normalisée du système non amorti. 

 
La Figure 7.14.b montre la FRF du système non amorti, associée à la force F et au 

déplacement X indiqués en Figure 7.14.a. Dans la bande fréquentielle analysée, il y un total de 
7 modes de vibration dont on souhaite diminuer les amplitudes vibratoires par l’introduction du 
traitement viscoélastique. Le modèle EF du compresseur sans traitement est composé par 3662 
éléments finis de plaque mince SHELL63, soit un nombre total de 21870 d.d.l. Le traitement 
viscoélastique est composé par 177 éléments finis de plaque sandwich à trois couches 
développé au Chapitre 3, ce qui conduit à une augmentation de 612 d.d.l supplémentaires,  soit 
un nombre total de 22482 d.d.l pour le système traité.  
 
Remarque : On précise que pour l’introduction des traitements viscoélastiques dans des 
modèles EF de géométries complexes, modélisés par le code ANSYS, tels que le modèle EF 
du compresseur en étude, on utilise la procédure de couplage/remplacement des éléments finis 
de plaque sandwich développés au Chapitre 3 sur la plateforme MATLAB, avec les éléments de 
plaque simple modélisés par le code ANSYS. Ensuite, on fait l’introduction des propriétés 
viscoélastiques et l’évaluation des réponses dynamiques de la structure complète amortie dans 
la plateforme MATLAB. 
 

Le Tableau 7.9 donne les valeurs des paramètres géométriques des couches 
viscoélastique et contrainte, utilisées pour évaluer l’influence du traitement viscoélastique sur 
les niveaux vibratoires de la structure test. 
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Tableau 7.9 –  Définition de l’espace de conception – compresseur 
Variable Valeurs nominales 

2h  0,0254 mm 

3h  0,5 mm ; 0,9 mm ; 1,2 mm ; 1,5 mm 
T  25ºC 

 
La Figure 7.15 montre les FRFs amorties calculées à partir du modèle aux éléments 

finis, pour les différentes valeurs des épaisseurs de la couche contrainte. Comme prévu, on 
observe une diminution des amplitudes de vibration pour tous les modes dans la bande 
fréquentielle d’analyse. Ceci signifie qu’une augmentation de l’épaisseur de la couche 
contrainte engendre une augmentation de la dissipation du matériau viscoélastique. 
 

 
Figure 7.15 – FRFs calculées du système amorti, représentant l’influence de la couche 

contrainte sur la performance du traitement viscoélastique. 
 
Remarque : Le modèle EF du compresseur n’est pas recalé, car à ce stade de l’étude, on 
souhaite vérifier a priori l’efficacité du traitement viscoélastique. 
 

La Figure 7.16 montre en détaille l’évolution de la performance du traitement 
viscoélastique pour les différentes épaisseurs de la couche contrainte. 
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Figure 7.16 – Détail des FRFs calculées du système amorti. 

 
7.2.1 Essai expérimental avec le compresseur 
 

Dans cette section, on évalue expérimentalement la performance du traitement 
viscoélastique pour les différentes couches contraintes. La Figure 7.17 représente le montage 
expérimental utilisé pour obtenir les réponses dynamiques du compresseur suspendu pour trois 
fils d’acier suffisamment flexibles pour simuler les conditions libres. 
 

 
Figure 7.17 – Montage expérimentale avec la carcasse du compresseur. 

(1) compresseur ; (2) accéléromètre ; (3) marteau d’impact ; (4) les amplificateurs de signaux ; 
(5) plaque dSPACE avec 8 chaînes ; (6) ordinateur personnel.   
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La Figure 7.18 montre une photo de la structure, où le point 4 correspond au point 
d’impact par un marteau de choc et le point X correspond au placement du capteur 
accéléromètre. 
 

 
Figure 7.18– Structure instrumentée et points d’identification des FRFs expérimentales. 

 

 
Figure 7.19 – FRFs expérimentales du système amorti, représentant l’influence de l’épaisseur 

de la couche contrainte sur la performance du traitement viscoélastique. 
 

Comme prévu par les simulations numériques montrées en Figure 7.16, la Figure 7.19 
montre expérimentalement l’influence très significative de la couche contrainte sur la 
performance du traitement viscoélastique par couche contrainte. A travers cette figure, on 
remarque l’efficacité du traitement viscoélastique par couche contrainte en réduire les 
amplitudes de résonances de tous les modes de la bande fréquentielle analysée, ce qui donne 
tout l’intérêt à ce type de traitement viscoélastique au domaine industriel. 
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7.3 Conclusions 
 

Dans ce chapitre, on a tenté de valider de façon analytique et expérimentale les 
éléments finis de plaque à trois couches à travers l’utilisation d’une structure simple composée 
par une plaque plane partiellement traitée par couche contrainte. Dans le but de vérifier plus 
précisément l’effet de amortissement introduit dans la structure, un recalage simple du modèle 
EF de plaque a été effectué par l’introduction d’un facteur d’amortissement visqueux pour mieux 
approcher les amplitudes de résonances entre le calcul et l’essai de la plaque sans traitement 
viscoélastique. A partir du modèle non-traité recalé, on a pu appliquer la méthodologie 
d’optimisation multiobjectif robuste, dans le but de trouver les variables continues (épaisseurs 
de couches et température), et les positions optimales de patches viscoélastiques, pour amortir 
les amplitudes de vibration du premier et du deuxième mode de la structure. La comparaison 
calcul-essai montre l’utilité de la procédure d’optimisation paramétrique multiobjectif qui permet 
de bien dimensionner et de bien positionner les traitements viscoélastiques pour que leur 
qualité amortissante soit maximale dans la bande de fréquence d’intérêt. De plus, on a pu 
vérifier la performance du traitement viscoélastique par couche contrainte pour réduire les 
niveaux vibratoires des structures. 

Pour le deuxième cas étudié, on montre l’utilité du traitement viscoélastique par couche 
contrainte appliqué aux structures industrielles relativement complexes. Pour cela, on a réalisé 
des essais expérimentaux avec une carcasse d’un compresseur de réfrigérateur, en vérifiant 
l’influence de plusieurs épaisseurs de couches contraintes. On a remarqué que l'épaisseur de la 
couche contrainte joue un rôle très important sur la performance du traitement viscoélastique. 
Cette étude sera poursuivie et approfondie dans le cadre de la collaboration industrielle en 
cours. 
 

 



CHAPITRE 8 
 

 

Conclusions Générales et Perspectives 
 

 
Résumé et Contributions 

 
Ce mémoire de thèse vise apporter une contribution aux développements récents 

consacrés à la modélisation et l’application des matériaux viscoélastiques par couches 
contraintes, dans le but de réduire les vibrations basses fréquences de systèmes d’ingénierie 
de géométries complexes. Ce mémoire représente le résultat de la continuité d’un travail de 
Master réalisé par Lima (2003), au sujet de la modélisation numérique et la caractérisation 
expérimentale de différents dispositifs viscoélastiques appliqués aux systèmes structuraux 
simples du type poutres et portiques bidimensionnels. En particulier, les travaux adressés dans 
ce mémoire sont consacrés à la modélisation de structures de géométries plus au moins 
complexes contenant l’amortissement viscoélastique par couche contrainte, et à la proposition 
d’une méthodologie de conception optimale de solutions amortissantes dans la phase d’avant 
projet. 

Dans la première partie du mémoire, en particulier, les Chapitres 1 et 2, on adresse le 
bilan en ce qui concerne les développements les plus récents au sujet des matériaux 
viscoélastiques et leur modélisation mathématique par différents modèles paramétriques et non 
paramétriques considérés bien adaptés aux modèles aux éléments finis, pour prendre en 
compte la dépendance en fréquence et en température de leurs propriétés mécaniques. On a 
utilisé l’approche du module complexe combinée avec l’hypothèse de superposition Fréquence-
Température qui a permis d’obtenir le comportement viscoélastique pour différentes valeurs de 
fréquences et de températures par un simple décalage en fréquence par un facteur dépendant 
de la température. De plus, cette approche est simple à utiliser étant bien adaptée aux 
procédures de condensation robuste de modèles viscoélastiques, en vue de réduire le temps 
de calcul, de stockage de données. 

Dans le Chapitre 3, on a mis en œuvre les développements qui concernent les éléments 
de plaque sandwich par la méthode des éléments finis et leur paramétrisation. Ces éléments 
finis, initialement modélisés dans la plateforme MATLAB®, ont été intégrés dans des modèles 
aux éléments finis de structures de géométries complexes, modélisées par le code EF 
ANSYS®. Cette procédure d’interfaçage/remplacement des éléments de plaque simple par des 
éléments de plaque sandwich, a permis d’étendre le domaine des applications des traitements 
viscoélastiques par couches contraintes au domaine industriel. La paramétrisation du modèle 
aux éléments finis viscoélastiques s’avère très utile puisque les paramètres de conception 
apparaissent en dehors des matrices élémentaires de chaque couche et pour chaque effet 
mécanique (membrane, flexion et cisaillement), ce qui permet, par la suite, d’introduire de façon 



Conclusions Générales et Perspectives 146

simple et rapide les incertitudes dans les paramètres géométriques/physiques les plus influents, 
et de mener facilement  l’analyse de sensibilité paramétrique. De plus, une fois le modèle 
paramétré mis en place, la méthodologie de condensation robuste est appliquée.  

Dans les Chapitres 4 et 5, visant l’obtention des solutions optimales et robustes des 
systèmes structuraux traités par matériaux viscoélastiques, l’algorithme évolutionnaire 
multiobjectif NSGA combiné avec la méthode de condensation robuste de modèles 
viscoélastiques, et les techniques d’approximation de fonctions, ont été mise en œuvre. La 
procédure de couplage entre l’algorithme NSGA, condensation robuste, réseaux de neurones, 
et les méthodologies de surfaces de réponses, s’avère très efficace pour prévoir les réponses 
dynamiques des systèmes amortis, et de réduire davantage le temps de calcul des solutions 
optimales pour les systèmes viscoélastiques de taille raisonnable. Néanmoins, on a observé 
quelques avantages de certaines techniques par rapport aux autres : par exemple, les réseaux 
de neurones (ANNs) sont bien adaptés au cas où l’optimisation comporte un espace de 
conception hybride de variables continues, comme les épaisseurs de patches, et discrètes, 
comme les positions de patches. De plus, les ANNs sont bien adaptés pour approcher les 
réponses des problèmes fortement non-linéaires ; les surfaces de réponses adaptatives ont 
l’avantage de permettre d’évaluer le problème exact pour créer les polynômes seulement dans 
les régions plus influentes du domaine discrétisé. Ceci permet une réduction du nombre 
d’évaluations exactes du problème par rapport aux RSM classiques, qui utilisent le Plan 
d’Expérience Factoriel Complet pour générer les polynômes. Cependant, les ARSM/RSM ne 
peuvent pas être construits avec les variables discrètes, comme les positions de patches, 
contrairement aux ANNs. 

Pour obtenir des solutions robustes, on a pris en compte les incertitudes sur les 
paramètres de conception caractérisant le traitement viscoélastique par couche contrainte, 
comme les épaisseurs de couches viscoélastique et contrainte, et la température du matériau 
viscoélastique. Pour cela, on a introduit des fonctions de robustesse comme fonctions coût 
supplémentaires à maximiser en même temps que les fonctions coût originales. Cette 
procédure a permis d’établir un compromis entre optimalité et robustesse des solutions 
obtenues. A travers plusieurs exemples, on a montré que les solutions optimales sont robustes 
par rapport aux incertitudes introduites dans les paramètres de conception. 

Les diverses applications numériques de simulation des structures d’ingénierie 
relativement complexes contenant les traitements viscoélastiques par couches contraintes, 
utilisant les stratégies d’optimisation couplées avec les techniques d’approximation de fonctions 
décrites précédemment, ont démontré l’efficacité des procédures et techniques proposées, 
principalement en termes de réduction du temps de calcul pour obtenir les solutions optimales 
et robustes. Cet ensemble d’outils sera intégré à court terme dans une méthodologie générale 
d’optimisation qui sera dédiée à la conception de structures industrielles plus complexes 
amorties par matériaux viscoélastiques. 

Les problèmes d'optimisation abordés dans ce mémoire comportent normalement la 
combinaison de plusieurs variables de conception : des variables continues, comme épaisseurs 
des couches et la température du matériau viscoélastique ; et des variables discrètes, comme 
la position des traitements superficiels par couche contrainte, dans le but de réduire au 
maximum les niveaux vibratoires des systèmes amortis. Le choix des paramètres continus est 
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basé sur une étude préalable de l'influence de ces paramètres sur l'efficacité du traitement 
viscoélastique. Cette étude peut être conduite par une analyse de sensibilité, comme on l’a 
montré au Chapitre 6.  

Dans le Chapitre 6, on a également proposé un modèle de propagation des incertitudes 
qui est introduit de façon originale au niveau des éléments finis de poutres et plaques 
sandwiches, et concerne les paramètres de conception les plus influents qui caractérisent le 
traitement viscoélastique. Les réponses dynamiques du système amorti aléatoire ont été 
obtenues par la méthode de tirages aléatoires d’Hyper Cube Latin (HCL), dans le but de 
générer les enveloppes des réponses dynamiques du système. Ceci permet au concepteur 
d'analyser l’effet des incertitudes introduites sur la variabilité des réponses dynamiques dans le 
problème direct. Cette analyse directe permet ensuite d’aborder le problème de l’optimisation 
robuste avec un choix pertinent des variables incertaines les plus influentes. 

Les nombreuses simulations numériques et les essais expérimentaux ont permis 
d’évaluer la performance des procédures de modélisation développées comme un outil 
d'analyse et de conception des systèmes complexes d’ingénierie contenant l’amortissement 
viscoélastique, et de montrer les aspects importants du comportement dynamique des 
systèmes structuraux traités par ces matériaux. A partir des résultats analytiques et 
expérimentaux obtenus, on a pu tirer les conclusions spécifiques suivantes : 

 
1ª) Les procédures de modélisation développées se sont avérées efficaces pour 

caractériser le comportement dynamique des systèmes structuraux amortis, notamment en ce 
qui concerne la représentation de la dépendance des caractéristiques dynamiques des 
matériaux viscoélastiques de la fréquence d’excitation et de la température.  

 
2ª) L’utilisation des traitements viscoélastiques par couches contraintes s’avère une 

stratégie efficiente de contrôle passif de vibrations de systèmes dynamiques. Cependant, le 
degré d’efficacité dépend de quelques facteurs, comme : 

 
• La dépendance des propriétés mécaniques par rapport à la température et à la 

fréquence.  
• Le type de dispositif viscoélastique utilisé, qui peut être superficiel (par couche 

contrainte passive) ou discret (les appuis de translation ou les joints de rotation).  
• Les dimensions, la géométrie, et le positionnement des dispositifs viscoélastiques 

utilisés. 
• Bande de fréquence d’analyse et température de fonctionnement. 

 
Perspectives  
 

Les  travaux de cette  thèse ont donné lieu à de nombreuses  perspectives dont on peut 
citer les plus importantes : 

• Pour poursuivre l’intégration des traitements viscoélastiques dans le domaine 
industriel par couches contraintes, il paraît nécessaire d’améliorer les éléments 
finis de plaque sandwich, par la mise en œuvre des éléments de plaques et 
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coques multicouches de théories d’ordre supérieurs, permettant, en particulier, la 
modélisation de structures à fortes courbures ;  

• L’étude de l’auto-échauffement des matériaux viscoélastiques en fonctionnement 
constitue une autre perspective. Puisqu’on a observé que la température joue un 
rôle très important sur les propriétés amortissantes pour ces matériaux, il faut 
proposer un modèle thermomécanique bien adapté pour les cas de solutions 
amortissants de géométries complexes. De cette manière, on pourra maîtriser 
l’auto-échauffement des traitements viscoélastiques par couches contraintes pour 
assurer l’efficacité des systèmes amortissants ; 

• Il serait intéressant d’étendre les applications des éléments finis sandwich 
développés au domaine de la vibroacoustique basses fréquences. Actuellement, 
ce travail constitue en partie le sujet d’une thèse qui a démarrée en 2006 au 
LMARC. 

• Approfondissement de la méthode des éléments finis viscoélastiques 
stochastiques. En particulier, le couplage de la méthode de condensation robuste 
vis-à-vis des incertitudes et la méthode de perturbation modale. Son extension aux 
structures viscoélastiques complexes dont les modèles éléments sont de grande 
taille est également une voie de recherche en cours d’investigation. Ces travaux 
font l’objet d’une collaboration scientifique UFU-UFC-IPEIN. 

• Mener un étude de fatigue vibratoire et de fiabilité des structures contenant des 
éléments amortissants, puisque, pour des applications viscoélastiques au niveau 
industriel, on doit assurer la sûreté de fonctionnement (vieillissement, tenue en 
fatigue, durée de vie, etc.) des systèmes amortissants ; 

• Optimisation de structures avec éléments viscoélastiques en prenant en compte 
les incertitudes sur la structure, c’est-à-dire : optimisation structure incluant le 
traitement viscoélastique, qui permet d’intervenir dès la première phase de 
conception/construction de la structure à la quelle on souhaite appliquer le 
traitement viscoélastique, dans le but d’augmenter l’efficacité du traitement. 

• La mise en œuvre de procédures de recalage de modèles viscoélastiques basées 
sur les résultats expérimentales de systèmes amortis. Une technique consiste à 
recaler les modèles EF à partir des différences entre les réponses du modèle et 
celles issues de l’essai. Les variables de conception correspondent aux facteurs 
de correction attribués aux paramètres de conception physiques et/ou 
géométriques du modèle EF du système traité, liés à la masse, la raideur et, en 
particulier, au caractéristiques physiques e géométriques des dispositifs 
amortissants. 
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Annexe A 
 

 
A.1 Matrices élémentaires de raideur et de masse d’un élément finis de plaque sandwich 
 

Dans la Section 3.4, à partir de l’expression (3.33), on peut exprimer le vecteur de 
déformations pour les couches élastiques ( )i  sous la forme suivante : 
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où  et  sont les vecteurs de déformation de membrane e de flexion, respectivement. Ils 

peuvent être exprimés en termes des déplacements nodaux sur la forme suivante : 
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et l'énergie de déformation (expression (3.32)) peut être réécrite sous la forme : 
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ou sous la forme : 
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Les expressions ci-dessous définissent les fractions de l’énergie de déformation 

associés aux effets de flexion, membrane et couplage membrane-flexion, respectivement. 
Par la comparaison entre les expressions (3.33) et (A.5), la matrice de raideur 

élémentaire pour les couches élastiques, sont écrites comme suit (expression (3.34)) : 
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De la même façon, pour les couches viscoélastiques ( )j , on peut écrire le vecteur de 

déformations sous la forme : 
 

( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

...

0
0

yx
whh

x
v

y
u

x
v

y
u

h
z

y
w

2
hh

y
v

y
v

h
z

x
w

2
hh

x
u

x
u

h
z

0
0

x
v

y
u

y
v
x

u

2

i1i
ii1i1i

j

j

2

2
i1ii1i

j

j

2

2
i1ii1i

j

j

jj

j

j

j
yz

j
xz

j
xy

j
y

j
x

j +

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂∂

∂
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

+

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

∂

∂
+

∂

∂
∂

∂
∂

∂

=

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

+
++

++

++

γ
γ
γ
ε
ε

ε               

( )

( )

( ) ( ) ( )j
c

j
f

j
m

j
i1i

i1i
j

j

j
i1i

i1i
j

j

y
wh

2
hh

vv
h
z

x
wh

2
hh

uu
h
z

0
0
0

... εεε ++=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+−

+
+

+
+

                                                   (A.7) 

 
où ,  et ( )j

mε
( )j
fε

( )j
cε  sont les vecteurs de déformations associés aux effets de membrane, de 

flexion et de cisaillement hors plan, respectivement, et l’énergie de déformation peut être 
exprimée comme suit : 
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ou sous la forme suivante: 
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où les fractions de l’énergie de déformation sont données par :  
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Par la comparaison entre les expressions (3.33) et (A.10), on exprime la contribution à la 

matrice de raideur élémentaire des couches viscoélastiques sous la forme suivante (expression 
(3.35)) :  
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A.2 Plaque sandwich à cinq couches 
 

Dans cette section, la formulation développée au Chapitre 3 est particularisée pour un 
élément de plaque sandwich composé par trois couches métalliques et deux couches 
viscoélastiques alternées, résultant en un multicouche symétrique à cinq couches, comme 
montré en Figure A.1. 
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Figure A.1 – Elément fini de plaque sandwich à cinq couches. 
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Tenant compte de la géométrie du multicouche et des expressions (3.1) à (3.9), les 
déformations dues au cisaillement des couches viscoélastiques sont données par : 
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où ( )3212 hh2h
2
1d ++=  et ( )5434 hh2h

2
1d ++= . 

 
À travers les expressions (3.7) et (3.8), les déplacements longitudinaux moyens dans les 

directions x  et  dans les couches viscoélastiques sont donnés par : y
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Comme montré en Figure A.1, les éléments de plaque sandwich à cinq couches sont  

limités par quatre nœuds, où chaque nœud contient 9 degrés de libertés, à savoir : les 
déplacements longitudinaux  et  de la couche contrainte supérieure ; les déplacements  

et  de la couche base ; les déplacements longitudinaux  et  de la couche contrainte 

inférieure ; la déflexion transversal  ; et les rotations 

1u 1v 3u

3v 5u 5v

w xwx ∂∂=θ  et ywy ∂∂=θ . On peut 

donc représenter les degrés de liberté nodaux sous une forme vectorielle comme suit : 
 

[ ] 4,,1jwvuvuvu T
yjxjjj5j5j3j3j1j1j K== θθδ                      (A.14) 

 
et le vecteur de dégrées de liberté au niveau élémentaire est donné par :  
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[ T
4321 δδδδδ = ]                                                                                               (A.15) 

 
Les déplacements longitudinaux dans les directions x  et  sont interpolés par des 

fonctions bilinéaires, et le déplacement transversal  est interpolé par un polynôme de 
troisième ordre, qu’on peut représenter par les expressions suivantes : 
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De cette façon, selon l’expression (3.29) et en omettant la dépendance par rapport à x  

et  pour simplifier la notation, l’interpolation des champs des déplacements, est exprimée 

comme suit : 

y
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x
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y
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i x
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sont donnés par les expressions suivantes :  
 

( )( )
ab

bxbyN11
−−

=  ;  
( )
ab

ybxN12
−

=  ;  
ab
xyN13 =  ;  

( )
ab

xayN14
−
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( )( )( )
33

22222222

w1 ba
babyaay2xabbx2axybN −−+−−−
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( )
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−
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x
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=θ  2

x
3 ab

y3b2xyN
y

+−
=θ ; 

 
On rappelle les expressions (3.15) et (3.25) qui établissent les relations contraintes-

déformations pour les couches élastiques et viscoélastiques sont données par : 
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Selon le développement présenté par les expressions (3.31) à (3.42), les contributions à 

la matrice de raideur associée à chaque couche sont représentées par les expressions 
suivantes : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dV
V

1
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1T1
f

1
f

1T1
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4
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⎝
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Finalement, la matrice de raideur élémentaire de l’élément fini de plaque à cinq couches 

peut être écrite comme suit : 
 

( )∑
=

=
5

1k

kKK                                                                                                                (A.26) 

 
En suivant un développement similaire, à partir de l’expression (3.38), on peut exprimer 

les contributions de chaque couche à la matrice de masse de l’élément comme suit : 
 

( ) ( )dAh
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v
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T

w33
3

3333∫ ++= NNNNNNM ρ                                                     (A.29) 
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( ) ( )dAh
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4444∫ ++= NNNNNNM ρ                                                    (A.30) 

( ) ( )dAh
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5

5555∫ ++= NNNNNNM ρ                                                     (A.31) 

 
et la matrice de masse élémentaire peut être écrite sous la forme : 
 

( )∑
=

=
5

1k

kMM                                                                                                              (A.40) 

 
A.2.1 Paramétrisation du modèle sandwich de plaque à cinq couches. 
 

Selon la théorie présenté dans la section précédente, les paramètres de conception qui 
caractérisent la masse et la rigidité, correspondant à chaque couche, peuvent être factorisés en 
dehors des matrices élémentaires, en découplant les effets de membrane, flexion et 
cisaillement, comme montré dans les équations suivantes : 
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( ) ( )( )f
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Raideur : 

( ) ( )( )f
3

2
1

m
111 hhE 111 KKK +=                                                                                    (A.42.a)  
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )c

2
2
3

c
13

c
0

2

f
2

2
2

f
12

f
02

m
2

2
1

m
11

m
02

dd
h
1

ddhddh

222

2222222

KKK

KKKKKKK

++

++++++= K

       (A.42.b) 
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        A.42.d) 

( ) ( )( )f
3

2
5

m
155 hhE 555 KKK +=                                                                                    (A.42.e) 

 

où , ( )311 hhd −= ( )532 hhd −= , ( )3213 hh2hd ++= , et ( )5434 hh2hd ++=  ; les indices ( , 

 et (  sont associés aux effets de membrane, flexion et cisaillement, respectivement ; 

)m

( )f )c kρ  

( ) est la densité de la -ième couche. 3,2,1k = k



 
 

 

Annexe B 
 

 
B.1 Matrices viscoélastiques stochastiques  
 

Pour montrer comment on construit les matrices élémentaires stochastiques du modèle 
aux élément finis de plaque sandwich, on prend comme exemple la partie stochastique de la 
matrice de raideur élastique d’un élément multicouche quelconque dans le domaine discrétisé 
Ω  (Cf. Section 6.2.2, au Chapitre 6) : 
 

( )∫=
Ω

ΩdxH re EDDK T                                                                                               (B.1) 

 
où , pour un problème bidimensionnel, devient ( )xH r ( )y,xHr , qu’on peut obtenir par la 

résolution du problème aux valeurs propres défini par l’intégrale suivante (Ghanem et Spanos, 
1991) : 
 

( ) ( ) ( )∫=
Ω

λ dxdyy,xfy,xCy,xf rrr                                                                                 (B.2)    

 
où rλ  et  sont, respectivement, les valeurs propres et les vecteurs propres. ( y,xfr )

)Ainsi,  est calculée comme suit : ( y,xHr

 
( ) ( y,xfy,xH rrr λ= )                                                                                                 (B.3)    

 
Pour ce problème bidimensionnel, on considère toutes les variables factorisées 

apparaissant dans le modèle paramétré en Section 3.9, au Chapitre 3, comme des processus 
aléatoires bidimensionnels Gaussiens ayant la fonction de covariance exprimée comme suit : 
 

( ) ( )( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−

−
−=−−=

y

21

x

21
21212211 L

yy
L

xx
expyy,xxCy,x,y,xC                           (B.4) 

 
où ( ) x21 x,x Ω∈  et ( ) y21 y,y Ω∈ .  et  représentent, respectivement, les longueurs de 

corrélation pour les domaines 

xL yL

[ ]a,ax +−=Ω  et [ ]b,by +−=Ω , respectivement, illustrés en 

Figure B.1. Cette fonction de covariance pour des problèmes bidimensionnels est une 
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extension de la fonction de covariance pour des problèmes unidimensionnels définie comme 
suit : 
 

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=−=

x

21
2121 L

xx
expxxCx,xC                                                                       (B.5) 

Ly
 =

 b

Lx = a
x

y

Elément fini de 
plaque sandwich

 

 

Figure B.1 – Définition du domaine de corrélation pour l’élément fini de plaque sandwich. 
 
La conséquence immédiate de ce choix de la fonction de covariance est qu’elle est 

séparable, et prenant en compte cette propriété de séparabilité de la fonction de covariance, 
résulte que le problème 2D est découpé en deux problèmes aux valeurs propres indépendantes 
de dimensions 1D : 
 

( ) ( ) (yfxfy,xf jir = )     et     jir λλλ =                                                                        (B.6)                   
 

Comme conséquence, les couples ( )( )xf, iiλ , solutions de (B.2) par l’introduction de la 

fonction de covariance (B.4), sont obtenus en résolvant la décomposition de Karhunen-Loève 
(KL) de premier ordre, avec une longueur de corrélation xxL Ω∈ , alors que les couples 

( )( )yf, jjλ  sont obtenus en résolvant le même problème, mais pour la longueur de corrélation 

yyL Ω∈ . Ces couples sont exprimées comme suit (Ghanem et Spanos, 1991) : 

 
• Si  et i j  sont impaires  et  : 1i ≥ 1j ≥

 

2
1

2
i

1
i c

c2
+

=
ω

λ  ;    ( ) ( )xcosxf iii ωα=                                                                          (B.7.a) 

2
2

2
j

2
j c

c2
+

=
ω

λ ;    ( ) ( )ycosyf jjj ωα=                                                                        (B.7.b) 

 

où 
( )
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i
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2
a2sina

1

ω
ω

α
+

=  et ( )
j

j
j

2
b2sin

b

1

ω
ω

α

+

= . Les termes iω  et jω  sont les solutions des  
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équations transcendantales suivantes : 
 

( ) 0atanc ii1 =− ωω ;   ( ) 0btanc jj2 =− ωω                                                                  (B.8) 
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⎦

⎤
⎢
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⎡
⎟
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⎟
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⎜
⎝
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b
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. x1 L1c =  et  Ly1c2 = . 

• Si i  et j  sont paires  et  : 2i ≥ 2j ≥
 

2
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où 
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j

j
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les solutions des équations transcendantales suivantes : 
 

( ) 0atanc i1i =+ ωω ;   ( ) 0btanc j2j =+ ωω                                                               (B.10) 
 

dans les domaines ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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a
i,

a2
1i ππ

 et ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

b
j,

b2
1j ππ

, respectivement. 

Par la substitution des expressions (B.7) et (B.9) dans la relation (B.3), la matrice de 
raideur élastique stochastique est calculée comme suit : 

  

( )∫ ∫=
x y

yxre ddy,xH
Ω Ω

ΩΩEDDK T                                                                             (B.11) 

 

où ( ) ( y,xfy,xH rrr λ= )  est évalué pour r  paire et pour r  impaire, respectivement. 

 

Si ( ) ( )θξ∆ξθξ rrr +=  sont les variables aléatoires factorisées associées à un  élément 

fini, l’approximation  est calculée de la manière suivante : ( )∑
=

n

1r
θξre r

K

 

( ) ( ) ( )∫ ∫=
x y

yxijjijire ddxfyf
Ω Ω

ΩΩλλααθξ EDDK T                                            (B.12) 

 
Cette procédure est réalisée pour toutes les matrices élémentaires de l’élément fini de 

plaque sandwich, dont on intervient directement dans le processus d’intégration de chaque 
couche, pour chaque matrice associée aux effets de membrane, flexion et cisaillement, à 
travers les fonctions de forme, dans le but d’obtenir toutes les matrices élémentaires 
stochastiques paires et impaires, qui sont utilisées dans la série tronquée de KL. 



 
 

 

Annexe C 
 

 
C.1 Procédure d’interfaçage entre MATLAB® et ANSYS®

 
Pour traiter les structures de géométries complexes par couches contraintes, on a 

développé une stratégie d’interfaçage et remplacement entre les éléments finis de plaque 
multicouches développés au Chapitre 3 et les éléments de plaque simple ANSYS®. 

La Figure C.1 illustre la stratégie d’interfaçage/remplacement entre les codes MATLAB® 
et ANSYS® développée pour permettre la modélisation de structures complexes en ingénierie 
contenant des traitements viscoélastiques superficiels. 
 

Structure de géométrie complexe

Modèle EF ANSYS

                 Par couche contrainte
(éléments finis de poutres/plaques sandwich)

        Par dispositifs discrets
(appuis et joints viscoélastiques)

Interfaçage ANSYS/MATLAB

    Remplacement des éléments de plaque ANSYS 
par des élémenst finis de plaque sandwich MATALB

Introduction de l'amortissement
             viscoélastique

Choix du traitement viscoélastique

Modèle EF ANSYS de
 la structure complexe

Modèle EF ANSYS
     du dispositif

       Calcul des FRFs
 (ANSYS ou MATLAB)

Calcul de réponses en 
plateforme MATLAB

Sous-structuration 
  basée en FRFs

Introduction de l'amortissement
             viscoélastique

       Calcul des FRFs
            (ANSYS)

Calcul de réponses en 
plateforme MATLAB

 
Figure C.1 – Stratégie d’interfaçage/remplacement entre MATLAB® et ANSYS®. 
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Remarque : On précise que la procédure de couplage et remplacement entre les éléments finis 
MATLAB® et ANSYS® développée dans ce mémoire de thèse est réalisée par la mise en œuvre 
des nombreux programmes initialement développés en plateforme MATLAB® par Scott 
COGAN, chercheur au CNRS, au LMARC, qu’on a modifié pour permettre les applications 
viscoélastiques contenues dans cette thèse. Ces programmes permettent de lire toutes les 
matrices élémentaires, les matrices globales, les conditions aux limites, les forces, la géométrie, 
le repère, etc., des modèles EF des structures modélisées en plateforme ANSYS®, pour 
n’importe quelle type d’analyse.  
 

Pour vérifier la stratégie proposée on considère le modèle EF ANSYS® d’une plaque 
courbe renforcée par quatre raidisseurs illustrée en Figure C.2. A travers cette figure, on peut 
également identifier les 10 zones qu’on va par la suite,remplacer par des éléments finis de 
plaque sandwich à trois couches. Les conditions aux limites qui lui sont imposées sont 
« libres », et les caractéristiques géométriques en millimètres sont : rayon interne : 938, 
longueur : 720, longueur d’arc : 680, les épaisseurs de la plaque base et de les raidisseurs : 
1,5, 0,75, respectivement, et l’hauteur des raidisseurs : 30. Les épaisseurs de la couche 
viscoélastique et de la couche contrainte en millimètres sont, 0,0254 et 0,5, respectivement. 

Les propriétés matérielles de la structure sont : module d’Young, E=2,1x1011 N/m2, 
densité ρ=7800 Kg/m3 et le coefficient de Poisson υ=0,3, qui sont les même adoptées pour la 
couche contrainte. Pour la couche viscoélastique, on considère le système conservatif associé 
(SCA) du matériau viscoélastique 3M ISD112 (Cf. Section 2.3, Chapitre 2). 

 
Figure C.2 – Modèle EF ANSYS de la plaque traité par couche contrainte. 

 
Le test proposé est de comparer les amplitudes des réponses forcées (FRFs) et les 

fréquences propres du système traité, en considérant le système SCA, dans deux situations : la 
première, qui est prise comme référence de calcul, consiste à utiliser directement les éléments 
de plaque sandwich disponibles en plateforme ANSYS®, appelés SHELL99. Ce type d’élément 
fini multicouche ne considère que les valeurs réelles pour les modules d’Young de couches, ce 
qui explique pourquoi on considère le système SCA ; dans la deuxième situation, on remplace 
les éléments ANSYS® indiqués en Figure A.4 par des éléments finis de plaque sandwich à trois 
couches développés au Chapitre 3 en plateforme MATLAB®. 
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La Figure C.3 montre la distance en forme (MAC) entre les modes du système SCA 
ANSYS® et ceux obtenus par MATLAB®, qu’on peut aussi comparer à travers le Tableau C.1. 
Ceci mène à conclure que les deux modèles sont proches, ce qu’on peut remarquer à travers 
les faibles écarts entre les fréquences propres calculées pour les deux modèles dans la bande 
fréquentielle d’analyse.  
 

 
Figure C.3 – Distance en forme pour les modèles ANSYS® et MATLAB®. 

 
Tableau C.1 – Comparaison entre les valeurs propres (modèles ANSYS® et MATLAB®) 

Fréquences [Hz] 
ANSYS MATLAB

Ecart en 
Fréq.[%] 

MAC 

10,260 10,332 0,7017 99,627 
16,984 17,056 0,4239 99,346 
26,408 26,496 0,3332 99,582 
47,257 47,290 0,0698 99,684 
56,052 56,082 0,0535 99,718 
94,376 94,254 0,1293 99,933 
102,53 102,32 0,2048 99,967 
114,63 114,76 0,1134 88,614 
115,02 115,17 0,1304 88,086 
149,54 149,27 0,1805 99,832 
155,72 155,50 0,1412 99,843 
174,09 174,12 0,0172 99,950 
176,21 176,25 0,0227 99,948 
190,94 188,62 1,2150 99,850 

 
Les réponses forcées (FRFs) collocalisées associées au point P, calculées pour les 

deux modèles, sont présentés en Figure C.4. On remarque une bonne corrélation entre les 
deux modèles, comme on a pu confirmé à travers les écarts en fréquence et la matrice de  
MAC. 
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Figure C.4 – Comparaison entre les FRFs des modèles ANSYS® et MATLAB®. 

 
On remarque que pour bien approcher les deux modèles, on doit vérifier : 

 
• La convergence du maillage élément finis de telle façon que la taille des 

éléments finis ANSYS® qui seront remplacés par des éléments de plaque 
sandwich modélisés en plateforme MATLAB®, n’est pas trop grande. Ceci peut 
éviter quelques problèmes des singularités des matrices après la procédure de 
remplacement ; 

 
• La forme des éléments finis qui seront remplacés, qui doit être de préférence 

carrée ou rectangulaire ; 
 

• La courbure de la structure (par exemple, plaques courbes), ne doit pas être trop 
accentuée ; 

 
• Une procédure de rotation du repère local des éléments finis de plaque sandwich 

développés en plateforme MATLAB® doit être réalisée pour être en concordance 
avec le repère global du modèle EF ANSYS®, avant de faire l’assemblage 
globale des éléments finis. 

 
 
 
 




