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Resumo

O presente trabalho se dedica a modelagem matematica e a simulagdes numéricas DNS e
LES de uma esteira tridimensional, incompressivel, em desenvolvimento temporal, buscando
evidenciar diferencas na estabilidade, transicao e no desenvolvimento de estruturas coerentes
e de pequena escala, quando o escoamento é submetido a perturbacoes randémicas de
diferentes amplitudes. As perturbagoes sao geradas utilizando-se a técnica Random Flow

Generator (RFG), sendo sobrepostas & condigao inicial do escoamento.

As equagoes de Navier-Stokes sao resolvidas em um dominio prismatico, com condi¢oes
de contorno periddicas em todas as diregoes, utilizando-se o método pseudoespectral de
Fourier. Os invariantes do tensor gradiente de velocidade, () e R, sao analisados para
perturbacoes de magnitude 1072, 10~* and 10~°, mostrando a formacao de uma correlacao
no formato de gota, caracteristica da resolugdo das equagoes de Navier-Stokes. Além disso,
sao apresentados mapas do segundo e terceiro invariante do tensor taxa de deformagao, Qg
e Rg, a fim de evidenciar as diferencas locais no escoamento e as caracteristicas topologicas
na taxa de dissipacao de energia cinética. Isosuperficies de () e Qw, bem como contornos de
vorticidade sao apresentados, possibilitando a identificacao visual das estruturas coerentes,

e confirmando os padroes de estruturas previstos pelos mapas de invariancia.

Palavras-chave: Método pseudoespectral de Fourier, CFD, Equacoes de Navier-Stokes,

Esteiras periddicas, Escoamentos cisalhantes livres.



Abstract

The present work is dedicated to perform the mathematical modeling and DNS and LES
simulations of a three-dimensional, temporally evolving incompressible plane wake are
performed, seeking to evidence differences in stability, transition and onset of both coherent
and small scale structures, when the flow is subjected to random perturbations of different
amplitudes. The perturbations are generated using the Random-Flow-Generator (RFG)

technique, being imposed to the flow as initial conditions.

The Navier-Stokes equations are solved in a prismatic domain, with periodic boundary
conditions in all directions, using Fourier pseudospectral method. The invariants of the
velocity gradient tensor, @) and R, are analyzed for random perturbations with magnitudes
1073, 10~* and 1075, showing the onset of their characteristic teardrop correlation map.
Moreover, maps of the second and third invariants of the rate-of-strain tensor, ()5 and
Rg, are shown, in order to evidence the differences in local flow strain and topological
characteristics of the dissipation of kinetic energy. Isosurface plots of @ and Qyy, as well
as vorticity contours are shown, allowing visual identification of the coherent structures

and confirming patterns predicted by the invariant maps.

Keywords: Fourier pseudo-spectral method, CFD, Navier-Stokes equations, Periodic

wakes, Free-shear flows.
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1 Introducao

O presente trabalho se caracteriza pela utilizagdo da dindmica dos fluidos computacional
aplicada ao estudo de uma importante classe de escoamentos, conhecidos como esteiras temporais.
Tais escoamentos se enquadram num grupo maior, os escoamentos cisalhantes livres, que se
destacam entre os escoamentos transicionais e caracterizam-se pela auséncia de paredes e
obstéaculos, embora tenham, muitas vezes, suas origens ligadas & passagem sobre corpos submersos
(esteiras), a expansao em bocais (jatos) ou & unido de correntes caracterizadas por diferentes
velocidades (camada de mistura) (SOUZA, 2005).

Figura 1 — Diferentes tipos de escoamentos cisalhantes livres (da esq. para direita): camada
de mistura espacial; esteira em desenvolvimento espacial e jato circular em
desenvolvimento espacial. Retirado de Lesieur (2008).

A turbuléncia em esteiras vem sendo amplamente estudada, tanto por meio das abordagens
numéricas quanto experimentais, visando a obten¢do de maior conhecimento sobre os fenémenos
fisicos envolvidos. Um conhecimento mais profundo dos mecanismos de formagao e evolugao das
estruturas desses escoamentos possibilitaria um maior controle sobre os escoamentos de corpos
imersos presentes em ambientes industriais, e também contribuiria para a limitada base tedrica

existente sobre escoamentos turbulentos.

Sob a oOtica das aplicagoes de interesse industrial, ressalta-se a importancia desses
escoamentos para a industria aeroespacial e automobilistica, tendo em vista a formacao de
esteiras turbulentas por avides e carros. O aumento da eficiéncia desses veiculos é fortemente
limitado pelo arrasto produzido por eles, de modo que otimizacbes poderiam ser realizadas,

caso fosse possivel ter um maior controle sobre a dindmica nas esteiras. Uma possivel forma de
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controle seria a manipulacdo das estruturas coerentes, possuidoras de grande poder de influéncia

na dindmica do escoamento, influenciando portanto na transigao a turbuléncia (SOUZA, 2005).

Além da importancia industrial, vale destacar que a esteira turbulenta é um escoamento
canonico, de grande importancia fisica. Estudos sobre esse tipo de escoamento servem como base
para a andlise dos chamados escoamentos compleros formados pela composicdo de escoamentos
candnicos e que se caracterizam como os mais frequentes tipos de escoamento encontrados na
natureza e nas aplicagbes praticas. Sendo assim, o presente estudo se motivou na importancia
tedrica e pratica das esteiras turbulentas, visando descrever tanto suas caracteristicas qualitativas

quanto quantitativas.

Normalmente, o desenvolvimento dos escoamentos ocorre por duas maneiras: o desenvol-
vimento espacial e o temporal. No primeiro, as estruturas turbilhonares crescem a medida em
que elas sao transportadas no espaco pelos mecanismos de emparelhamento das estruturas. O
presente trabalho se dedica a simulagdo do desenvolvimento temporal, onde as instabilidades
surgem por processo de amplificacdo das perturbagoes injetadas por fontes externas. De forma
simplificada, pode-se entender um escoamento em desenvolvimento temporal como um referencial

lagrangiano acompanhando o escoamento em desenvolvimento espacial.

Diante do que foi exposto, o foco inicial deste trabalho consiste na simulagdo numérica
de esteiras em desenvolvimento temporal. E notério, do ponto de vista experimental, que tais
escoamentos apresentam grande riqueza de estruturas turbilhonares (c.f. Fig. 1), com a formagao
de oscilagoes transversais e de filamentos entrelagados tridimensionais. Por isso, visando-se realizar
o estudo aprofundado de tais estruturas, tem-se a necessidade de escolha de uma metodologia

que capture corretamente todas as escalas do escoamento.

A maneira mais imediata para a simulagdo de escoamentos turbulentos é denominada DNS
(Direct Numerical Simulation), onde as equagoes de Navier-Stokes sao resolvidas diretamente,
utilizando-se algum método de discretizagdo arbitrario. Para esta dissertagdo, optou-se pela
utilizacdo do método pseudo-espectral de Fourier, notavelmente conhecido por sua alta taxa de

convergéncia e pela acuricia limitada somente pela precisdo do computador (MARIANO, 2011).

As simulagoes DNS se diferenciam por resolverem todas as escalas do movimento do
fluido, desde as maiores estruturas coerentes até os menores turbilhonamentos dissipativos,
sem a utilizagdo de nenhuma média ou suavizacdo do campo de solucbes; em outras palavras,
diz-se que o DNS resolve completamente o escoamento. Como consequéncia disso, os resultados
nao se tornam atrelados a suposicoes restritivas de modelos de turbuléncia nem tampouco de
correlagoes empiricas. Sendo assim, a Unica diferenca entre tal experimentacdo numérica e a
sua correspondente experimentagao material reside nos erros introduzidos pelas aproximacoes
numéricas (VILLIERS, 2006). Desta forma, espera-se, com a utilizacdo do método pseudoespectral
de Fourier, e desde que se utilize uma malha suficientemente refinada, que a simulagao seja de
elevada precisdo, resultando em uma solugdo que represente fidedignamente uma esteira temporal

tridimensional.

Ressalta-se ainda que simulacbes DNS de esteiras temporais sdo extremamente limitadas

na literatura, uma vez que o custo computacional associado a tais simulagoes é alto (SON-
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DERGAARD, 1996). Somente nos ultimos anos, com o intenso desenvolvimento da capacidade
computacional, que tais simulacées vém se tornando mais acessiveis. Nesse sentido, a presente
dissertagdo traz consigo um cardter inovador. Entretanto, as simulagoes DNS ainda sdo limitadas

a geometrias simples e a ntimeros de Reynolds baixos.

Assim, buscou-se como objetivo final deste trabalho, a realizacdo de um estudo detalhado
dos resultados das simulacoes. A esse objetivo, somam-se analises da influéncia de diferentes
tipos de perturbagoes sobre a formacao e evolucio das estruturas turbilhonares que caracterizam
este tipo de escoamento, a fim de se acessar as informacoes sobre a regidao nao-linear da esteira.
As simulagoes foram realizadas usando processamento paralelo, com o cbédigo computacional
IMERSPEC3DP, que se encontra em estagio de desenvolvimento no MFLab.
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2 Revisao bibliografica

O presente capitulo aborda os principais avangos reportados na literatura sobre os dois
temas nos quais este trabalho se baseia: a simulagao da turbuléncia e a utilizacdo dos métodos
espectrais. A se¢do 2.1 visa ilustrar os principais avangos e desafios do estudo da turbuléncia
nos fluidos, em particular aos escoamentos cisalhantes livres, enquanto a se¢do 2.2 apresenta um
resumo motivacional sobre os métodos de alta ordem, em especial sobre o método utilizado no

presente trabalho: o método pseudoespectral de Fourier.

2.1 A turbuléncia nos fluidos

A turbuléncia, conhecida por ser um fenémeno randdémico e de natureza imprevisivel,
foi descrita como “o problema mais importante, ainda nao resolvido, da fisica cldssica” pelo
fisico Richard Feynman, ganhador do prémio Nobel de 1965 (BUXTON, 2011). Tal descrigao se
mostra justificivel, uma vez que os escoamentos turbulentos tém, associados a eles, fendmenos de
grande importancia do ponto de vista industrial, como por exemplo o significativo aumento de
sua capacidade de transporte de informagdes, tais como quantidade de movimento linear, energia
cinética, taxa de transporte de energia interna e a melhoria na capacidade do fluido de promover

misturas.

Motivado por tais fen6menos, uma grande quantidade de cientistas se dedicaram a
observacao, descricao e entendimento dos escoamentos turbulentos. Uma das primeiras tentativas
de se quantificar a turbuléncia foi realizada por Reynolds, que mostrou que um escoamento
muda de um regime dito laminar para um regime turbulento, quando um determinado pardmetro
critico, o nimero de Reynolds, é atingido (REYNOLDS, 1883). Posteriormente, outra importante
descoberta é o fato de que os escoamentos turbulentos incorporam em si uma hierarquia de escalas
de estruturas, e de que energia é transferida entre todas elas, ndo linearmente. Tal descoberta, que
levou ao posterior desenvolvimento da teoria da cascata de energia, foi formulada pelo cientista
russo Kolmogorov (KOLMOGOROV, 1941).

O estudo da turbuléncia pode ser dividido em trés categorias principais: a teoria analitica,
e as experimentacoes material e numérica. A abordagem analitica da turbuléncia apresenta
limitacoes, dadas as grandes complexidades do fendmeno, que é de natureza fortemente nao-
linear. A abordagem experimental material sempre se mostrou de grande importancia, e até hoje
permanece como uma fonte geradora de resultados benchmark, que auxiliam na validacio de
novos modelos tedricos e, espera-se para o futuro, que continue sendo um campo de fundamental
importancia. Essa abordagem vem crescendo cada vez mais em alcance e precisao, impulsionada
pelo advento de novas técnicas de medicao (MARIANO, 2011), que permitem a aquisi¢io mais
precisa e em multiplas posi¢oes do fluido, e cada vez menos invasivas, tais como a velocimetria

Laser-Doppler, PIV e a anemometria.
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Por fim, tem-se a abordagem experimental numérica, que vem se tornando cada vez
mais popular. Do ponto de vista pratico, a dindmica dos fluidos computacional é muito mais
flexivel do que os experimentos materiais (CHEN; CANTWELL; MANSOUR, 1990), tanto em
termos de custos quanto no alcance de problemas industriais. Para aplicacdes de engenharia,
simulagbes numéricas de escoamentos turbulentos ainda tém dificuldade em garantir a acurédcia
para as mais diversas situagoes reais as quais os escoamentos sdo expostos. Consequentemente,
os desenvolvimentos de métodos que agreguem baixo custo e alta acuracia caracterizam-se como

o principal foco da pesquisa em CFD da atualidade.

Discute-se na literatura que qualquer tentativa de se definir a turbuléncia de maneira
totalmente livre de quaisquer pedantismo pode ser uma tarefa drdua e desafiadora. Geralmente,
a turbuléncia pode ser definida como sendo "um movimento irregular em escoamentos rotacionais
que obedecem as restrigdes impostas pelas teorias da estatistica'(TENNEKES; LUMLEY, 1972).
De maneira geral, quando se considera escoamentos newtonianos, observa-se que quando o
nimero de Reynolds de um escoamento ultrapassa um valor critico, uma série de eventos sao
desencadeados, levando a uma mudanca radical nas caracteristicas do escoamento. Em seu
estado final, o comportamento do escoamento se torna cadtico, mesmo em situagoes onde as suas

condigoes de contorno sdo constantes ou suaves.

As discussoes cientificas se estendem a fundo, no que diz respeito ao que seria a exata
constitui¢do e caracterizacido da turbuléncia. Felizmente, somente parte desse debate é efetiva-
mente relevante a investigacio geral do fendmeno, permitindo que o estudo da turbuléncia seja

realizado sem se ater a tais questoes.

O presente trabalho optou por caracterizar a turbuléncia utilizando as linhas gerais

propostas por Lesieur (2008):

e Primeiramente, o escoamento turbulento é cadtico, no sentido de que diferencas iniciais
de um dado campo avaliado se amplificam, e eventualmente levam a campos completa-
mente ndo-correlacionados. Isso faz com que a previsdo deterministica de um escoamento

turbulento se torne praticamente impossivel.

e A turbuléncia deve ser capaz de transportar qualquer quantidade fisica (incluindo a
quantidade de movimento linear) de maneira mais réapida do que a difusdo molecular

agindo isoladamente.

e Por fim, as escalas nas quais as misturas ocorrem devem incluir um amplo espectro de

comprimentos de onda.

Apesar dessas defini¢oes serem, de certa forma, vagas e descritivas, elas sdo extremamente
importantes quando se deseja fazer a experimentagdo computacional da turbuléncia (VILLIERS,
2006). Tais defini¢bes permitem identificar as principais caracteristicas fisicas desses escoamentos,
permitindo assim um entendimento qualitativo de seu comportamento nas condigbes mais

relevantes para a engenharia.
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O desenvolvimento da turbuléncia nos escoamentos newtonianos esta ligado a presenca
do cisalhamento. Gradientes de velocidade fornecem a quantidade de energia necessaria para
transformar pequenas perturbagdes em movimentos de maior escala, através de diversos mecanis-
mos de crescimento e emparelhamento. Este processo se torna possivel quando as forcas inerciais
excedem a influéncia dos efeitos viscosos, fazendo com que as pequenas perturbacdes que se
manifestem ndo sejam mais amortecidas pela viscosidade molecular, ou seja, em situacées onde
se tenha altos niimeros de Reynolds. As maiores escalas geralmente se degeneram em estruturas
menores, de comportamento randoémico, as quais, sob a ética do fluido como um todo, passamos

a denominar como turbuléncia.

Um outro processo turbulento, ainda vagamente entendido, é a quebra das grandes
estruturas coerentes em turbilhonamentos menores. Esse fendmeno se mostra de dificil tratamento
tedrico, e é atualmente classificado fisicamente pura e simplesmente como uma degeneracio das
grandes escalas (LESIEUR, 2008). As estruturas formadas apresentam fortes caracteristicas de
tridimensionalidade e sdo de natureza randémica. Surpreendentemente, a distribuicdo de escalas
destas instabilidades coincide muito bem com as previsoes fenomenolégicas de Kolmogorov (1941).
A teoria de Kolmogorov assume que a energia cinética turbulenta da turbuléncia isotrépica (i.e.,
invariante na rotacao) depende somente da taxa de dissipacao de energia, €, e do ntimero de
onda, k. A taxa de dissipagdo de energia ¢ representa o quanto de energia cinética as pequenas
escalas da turbuléncia convertem em energia térmica, e o niimero de onda k é proporcional ao

inverso do comprimento de onda.

A teoria de Kolmogorov leva & uma conclusdo importante: a turbuléncia, em si, independe
da viscosidade molecular. Trata-se de uma conjectura notavel, que se verifica experimentalmente
para diversos escoamentos; desde escoamentos atmosféricos até jatos turbulentos. Ela também
implica que a turbuléncia, quando em estigios de desenvolvimento avangado, tende a se comportar

de maneira isotropica.

A lei de Kolmogorov é expressa graficamente, em escala log-log como uma linha de
coeficiente angular constante, que representa o espectro de energia cinética turbulenta, conforme

a seguinte equacao:

E(k) = Cxe3 k3, (2.1)

sendo C'x =~ 1.4 a constante universal de Kolmogorov, determinada experimentalmente.

O espectro idealizado mostrado na Fig. 2 pode ser subdividido em trés regiGes principais,

a saber:

e A primeira regido, onde se concentra a maior parte da energia, é a regido das escalas
integrais, k;. Esta regido inclui as escalas que introduzem a energia cinética turbulenta no

sistema.

e A segunda regido, conhecida como zona inercial, contém as escalas intermediarias. Essas

escalas obedecem a teoria de Kolmogorov, (c.f. (2.1)), ou seja, sdo mais influenciadas pelas
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forgas inerciais do que pelos efeitos viscosos. Tais escalas possuem baixos niveis de energia
cinética turbulenta. Sua principal agdo consiste na transferéncia de energia das maiores

escalas para as menores.

e A terceira regido do espectro de energia é denominada zona de dissipagao viscosa. Essa
regido representa as escalas de movimento que sdo menores que a escala de Kolmogorov, kg ~
(e/ 1/3)1/ 4 comprimento esse no qual os efeitos viscosos comegam a amortecer fortemente
o movimento turbulento. O fim desta regido é caracterizado por uma rapida queda da
distribuicao espectral de energia cinética turbulenta. Juntamente & zona inercial, a zona de
dissipacao viscosa constitui a denominada zona de equilibrio, uma vez que nela a turbuléncia
é considerada totalmente desenvolvida e livre de potenciais influéncias interruptoras, tais

como a influéncia de paredes e outros efeitos forgantes.

ZA
)
>
2
Zona inercial
log(k)
Escalas integrais Escalas dissipativas

—_ o

Figura 2 — Espectro de energia; zona inercial e zona de dissipagao viscosa.

O processo de conversao da energia cinética do escoamento em energia cinética turbulenta
ocorre em decorréncia da amplificacdo das perturbacdes que sdo injetadas naturalmente, ou
mesmo de maneira forcada no fluido. Para fins didaticos, dividem-se os escoamentos turbulentos
canénicos em dois grandes grupos, levando-se em conta as diferengas nas caracteristicas fisicas
no processo de geracdo de instabilidades: os escoamentos cisalhantes livres e os escoamentos

parietais.

No grupo dos escoamentos cisalhantes livres, o crescimento das instabilidades esta atrelado
a presencga de um perfil inflexional de velocidade (RAYLEIGH, 1879). Fazem parte desse grupo os
escoamentos que se caracterizam pela auséncia de paredes e obstaculos em seu interior ou em suas
fronteiras, tais como a camada de mistura, o jato e a esteira (c.f. Fig. 1). As instabilidades que
se desenvolvem nessa classe de escoamentos sdo ditas de natureza cisalhante, uma vez que, pela
teoria da estabilidade linear, elas se desenvolvem mesmo em situacoes hipotéticas de escoamentos
inviscidos (SILVEIRA-NETO, 2010). Tais instabilidades geralmente se desenvolvem em estruturas

coerentes (EC’s), quasi-bidimensionais transientes, gerando as denominadas instabilidades de
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Kelvin-Helmholtz e os turbilhées de von Kdrmdn, no caso das esteiras. Algumas vezes, as estruturas
coerentes geradas se desenvolvem em estruturas ainda maiores; da mesma forma, pode ocorrer a
degeneracao dessas estruturas em turbilhGes menores, conforme ilustrado pela teoria da cascata

de energia de Kolmogorov (c.f. Fig. 2).

O outro grupo de escoamentos, os chamados escoamentos parietais, se diferenciam dos
demais por ter em seu processo de transicao indiferente a presenca de um campo de inflexionalidade.
Ao invés disso, a influéncia de paredes no desenvolvimento de instabilidades primarias é atribuida
aos efeitos viscosos, aos efeitos de rotacao e a efeitos de convecgdo térmica. Além disso, essas
instabilidades podem ou néo induzir o surgimento de instabilidades secundarias de natureza
cisalhante. Assim, diz-se que o grupo dos escoamentos parietais é influenciado primariamente por
instabilidades de natureza viscosa. Uma caracteristica importante a ser destacada neste tipo de
escoamento é que a presenca de paredes impoe um limite fisico ao crescimento das instabilidades,
de maneira que as estruturas geradas sdo proporcionais a distancia da superficie da parede
(VILLIERS, 2006).

Denomina-se, por fim, uma classe especial de esoamentos, denominada escoamentos
complezxos, que combina os escoamentos canonicos expostos acima: cisalhantes, parietais, induzidos
por rotacdo e por convec¢do térmica. Os escoamentos complexos sdo comuns em situacoes
praticas, como por exemplo em casos industriais. Via de regra, modelos preditores de escoamentos
turbulentos complexos precisam ser validados primeiramente em escoamentos candnicos (SOUZA,
2005), uma vez que as caracteristicas desses ultimos encontram-se catalogadas na literatura.
Sendo assim, o conhecimento dos escoamentos canénicos, em particular das esteiras, é de grande
importancia para o posterior estudo dos escoamentos complexos. Baseado nisso, justifica-se o

estudo do escoamento do tipo esteira.

Grande parte dos esforgos atuais no estudo dos escoamentos cisalhantes livres concentram-
se em obter um melhor entendimento das grandes estruturas, que exercem grande influéncia
sobre a dindmica das esteiras turbulentas. Acredita-se que um melhor entendimento dos processos
de formacao dessas estruturas e de sua interagdo com estruturas secundarias possibilitaria um
maior controle da dindmica da esteira, o que, do ponto de vista tedrico e, em ultima instancia,

industrial, seria uma grande contribuicao.

-

E recorrente na literatura a classificacdo das esteiras de acordo com a geometria de seus
perfis de entrada. O perfil que mais se destaca na literatura é o perfil plano ou retangular. Tem-se
ainda as esteiras circulares, geradas por perfis de entrada circulares ou elipticos. Em ambos os
casos, tem-se a formacao de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, que interagem entre si, formando
vértices de von-Karman que subsequentemente formam oscilacoes transversais que se amplificam

e se degeneram em turbuléncia tridimensional.

Existem disponiveis na literatura diversos estudos numéricos e experimentais sobre os
escoamentos cisalhantes do tipo esteira. No que tange o atual estado-da-arte da abordagem
experimental numérica da turbuléncia, pode-se dizer que um progresso significativo foi atingido
no entendimento dos primeiros estagios da transicdo em esteiras incompressiveis. Existem ainda

trabalhos substanciais, nos campos experimental, teérico e computacional, que descrevem o
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desenvolvimento inicial das instabilidades primérias caracteristicas dos escoamentos cisalhantes;

entretanto, muitos deles sdo focados em escoamentos bidimensionais.

Um cléssico conjunto de experimentos materiais de esteiras turbulentas foi inicialmente
realizado por Sato e Kuriki (1961), motivados pelo estudo de esteiras sofrendo perturbagoes
forcadas e naturais, geradas a jusante de uma placa plana. Foi possivel a identificacao de trés
regides de desenvolvimento distintas ao longo da esteira: a regido linear, que se caracterizou pelo
surgimento das instabilidades e Kelvin-Helmholtz e pelo crescimento exponencial das escalas de
baixa amplitude; a regiao de crescimento nao-linear, onde as estruturas bidimensionais entram
em saturagao e da-se inicio ao surgimento das esteira de Von-Karmén; e finalmente a regiao
tridimensional, onde as estruturas turbulentas de natureza fortemente tridimensional predominam.
Eles concluiram ainda que as taxas de crescimento e os modos das perturbacdes podiam ser
estimados com boa acuricia, desde que limitadas a regido linear, utilizando-se a teoria de
estabilidade linear de um escoamento base gaussiano. Passada essa regiao, foi observado que a
evolugao da esteira turbulenta se distanciava dos resultados previstos pela teoria da estabilidade

linear, se desenvolvendo mais rapidamente do que se previu.

Buscando estudar a regido de nao-linearidade do trabalho de Sato e Kuriki (1961), Ko,
Kubota e Lees (1970) realizaram uma andlise de uma esteira plana bidimensional excitada sob
influéncia de um sinal de amplitude finita e frequéncia tnica. Aplicando a abordagem integral nas
equagoes de Navier-Stokes para a camada limite, foi possivel estudar o balango de energia entre
0 escoamento e as perturbacoes. Eles relacionaram o comportamento observado das variagoes
das perturbagoes na esteira e da rédpida variacao da dinamica do escoamento com a transferéncia
de energia entre as perturbagoes e o escoamento principal utilizando as tensoes de Reynolds. Tal
analise também evidenciou a importancia das interagoes entre os modos da perturbacgao, que dao

origem aos harmonicos observados nos resultados.

Vale ressaltar também o trabalho de Sato e Saito (1978), que estendem os esforgos
realizados por Sato e Kuriki (1961), ao examinarem o efeito da insercdo de perturbagoes
com multiplas frequéncias, desenvolvendo uma teoria sobre os efeitos das perturbacoes e dos
fené6menos nao-paralelos observados no inicio da esteira. Tais estudos, juntamente com varios
outros, resultaram na melhor compreensao dos estdgios iniciais de transicdo em esteiras planas.
Apesar dos avancos atingidos por tais estudos, o entendimento dos estagios de desenvolvimento nas
esteiras formadas a jusante de corpos rombudos mostrou-se dificil, uma vez que as instabilidades
iniciais s@o compostas por um conjunto de movimentos de alta amplitude, tais como movimentos
contra-rotativos, separacao de fluido e cisalhamento, como mostrado nos estudos de Karniadakis
e Triantafyllou (1989) e Karniadakis e Triantafyllou (1992). Assim, passou-se a assumir, com
certa razoabilidade e baseado em tais estudos, que a partir de uma dada distdncia a jusante da
vizinhanga do corpo rombudo, o escoamento ja desenvolvido seja similar as esteiras formadas em

corpos delgados.

Em contraste com os resultados atingidos no entendimento dos estdgios iniciais do desen-
volvimento das esteiras, ainda existem significativos desafios relacionados com as caracteristicas

de estabilidade da regiao nao-linear. Isso justifica os estudos e simulagoes DNS e LES (Large-
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Eddy Simulation) atuais, tais como a presente disserta¢ao, uma vez que é nessa regido que se
desenvolvem as instabilidades secundarias, que levam ao aparecimento dos efeitos tridimensionais

do escoamento.

Alguns esforc¢os iniciais no estudo da regiao nao-linear foram realizados, como no trabalho
de Grant (1958), que avaliou estatisticas de velocidade ao longo do tempo na esteira formada
no escoamento sobre um cilindro. Lo (1994) destaca que fora evidenciada, nos trabalhos de
Townsend (1970), a existéncia de estruturas tridimensionais coerentes na forma de turbilhoes de
rolos duplos na regiado ndo-linear. Tais estruturas foram descritas como sendo pares de vortices
curvos e contra-rotativos, orientados perpendicularmente ao plano da esteira. Estudos posteriores
indicaram que tais estruturas normalmente se aglomeram na linha de centro da esteira, e que

tendem a aparecer em grupos.

)

Figura 3 — Esquema representativo dos turbilhdes de rolos duplos, no escoamento sobre
um cilindro (TOWNSEND, 1970).

Utilizando geradores de esteiras, Wygnanski, Champagne e Marasli (1986) realizaram
estudos experimentais, sob condicbes iniciais que produziam o mesmo arrasto, permitindo assim
a geracao de esteiras semelhantes. Eles concluiram que as velocidades caracteristicas das esteiras
dependiam das condicOes iniciais fornecidas pelos geradores, enquanto que o perfil médio do
campo de velocidades nao dependia das condig¢Oes iniciais. Eles atribuiram esta caréncia de
generalidade a interacdo entre os modos de instabilidade sinuoso (antissimétrico) e varicoso
(simétrico), que ocorre na regiao nao-linear da esteira. Tal resultado se confronta com as teorias

de similaridade, que caracterizam as esteiras de maneira independente das condic¢bes iniciais.

Outros trabalhos disponiveis na literatura, como os de Cimbala, Nagib e Roshko (1988),

continuaram as investigacoes sobre as estruturas na regiao nao-linear das esteiras planas. Eles
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detectaram a existéncia de estruturas periddicas na dire¢do do escoamento, numa esteira formada
sobre um corpo rombudo. Eles postularam que as estruturas eram vértices na forma de grampos
de cabelo, produzidos pela interacdo entre as perturbacoes de pares de ondas subharmonicas

bidimensionais obliquas, o que resultaria em estruturas fortemente tridimensionais.

Estudos sobre os mecanismos de surgimento das instabilidades secundarias em aerofélios
foram realizados por Corke, Krull e Ghassemi (1992). Eles focaram no estudo de perturbagoes
obliquas, orientadas em diversos angulos de incidéncia, e no modo como tais perturbacoes
interagiam com os vortices de von Karman. Seus resultados mostraram que as trocas de energia

entre os modos fundamentais e obliquos ocorriam sob ciclos de longos periodos.

Buscando uma explicacao alternativa a de Cimbala, Nagib e Roshko (1988) para as
interagoes entre as instabilidades priméarias e secundarias nas esteiras, Williamson (1992) sugeriu
que as ondas obliquas previamente observadas se formavam devido a uma interagio entre as
oscilagoes formadas pelo ruido gerador da esteira e pelas ondas subharmdnicas que surgem das

instabilidades primaérias.

|

Figura 4 — Contornos de vorticidade; escoamento de uma esteira plana.(MOSER; RO-
GERS, 1994).

Diante da quantidade de teorias disponiveis na literatura que visam explicar a fonte do
movimento de natureza tridimensional observado na regido nao-linear das esteiras, fica claro o
quao importante pode ser qualquer simulacéo, estudo ou conjectura que se faca sobre a turbuléncia

nesse tipo de escoamento.

Além dos resultados tedricos e experimentais discutidos acima, existem ainda diversos
estudos computacionais sobre os escoamentos cisalhantes livres, como por exemplo os trabalhos
de Rogers e Moser (1992) e Rogers e Moser (1993), que realizaram um estudo numérico detalhado
de uma camada de mistura em desenvolvimento temporal, onde as condi¢bes iniciais consistiam
em um escoamento principal, com um dado perfil inflexional, e em perturbacoes de elevado
comprimento de onda. Seus resultados mostraram que a maior parte das condi¢bes iniciais que
foram testadas levaram ao desenvolvimento de estruturas fortemente coerentes. Nos casos onde
nao houve o desenvolvimento destas estruturas, notou-se que foi necessario um grande tempo para
que surgissem estruturas de natureza tridimensional significativas. Assim, eles concluiram que o
surgimento dessas estruturas é fundamental para o desenvolvimento das estruturas tridimensionais

e eventualmente na transicdo para a turbuléncia.

Com o avanco computacional ao longo do século XXI, trabalhos mais recentes, como
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o de Yang et al. (2004), ilustram a capacidade de predigdo dos métodos numéricos, frente
aos experimentos materiais. Por meio de uma simulacdo LES de uma camada de mistura em
desenvolvimento espacial, foi possivel capturar o desenvolvimento dos vortices, seu crescimento,

emparelhamento e decorrente degeneragdo, com grande nivel de detalhes.

Figura 5 — Comparativo de resultado experimental (topo) e numérico de uma camada de
mistura espacial, utilizando abordagem LES (YANG et al., 2004).

No caso dos escoamentos compressiveis, um reconhecido marco na literatura se deu com
os esforgos de Chen, Cantwell e Mansour (1990), que realizaram DNS de uma esteira plana
compressivel. Eles mostraram que a teoria de estabilidade linear foi capaz de prever com boa
acurdacia os estagios iniciais de desenvolvimento da esteira plana, para nimeros de Mach entre
Ma = 0.01 e Ma = 3.0. Eles também concluiram, assim como Rogers e Moser (1992) para a
camada de mistura incompressivel, que o desenvolvimento de tridimensionalidades nas esteiras

compressiveis eram afetadas pelas perturbagoes impostas na condi¢ao inicial.

Simulag¢oes DNS foram realizadas também por Moser e Rogers (1994) para esteiras turbu-
lentas em desenvolvimento temporal, utilizando dados presentes na literatura sobre camadas-limite
turbulentas (c.f. Fig. 4). Os resultados mostraram que as esteiras apresentaram eventualmente
um comportamento com caracteristicas de autossimiliaridade, e um espectro de energia, em
parte, dentro da regido de inclinacio k~°/3. Entretanto, com o passar do tempo, a taxa de
desenvolvimento da esteira se mostrou bem menor do que as taxas medidas e previamente

reportadas por Wygnanski, Champagne e Marasli (1986).

Visando resolver o escoamento de um jato circular compressivel em desenvolvimento
espacial, Wang et al. (2010) realizaram simula¢oes DNS para nimeros de Reynolds da ordem
de 4700, onde resolveu-se a forma completa das equagdes de Navier-Stokes para escoamentos
compressiveis. Na simulacdo, foram utilizados mais de 20 milhGes de elementos. Para evitar
excessiva dissipacdo numérica, fendmeno muito comum quando se realiza simulagoes DNS
utilizando técnicas de baixa ordem, utilizou-se, para a discretizacao espacial, stencils de alta
ordem no espago. Para a integracdo temporal, utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta

ordem.

Existem ainda trabalhos com enfoque em aplicagdes industriais de DNS em escoamentos
cisalhantes livres. Um exemplo é o trabalho de Tani et al. (2013), que estudou uma camada de
mistura em desenvolvimento temporal, contendo gas nitrogénio e nitrogénio criogénico, a fim de
explorar a influéncia do fendmeno de pseudovaporizacao deste gas, quando atingida determinada

faixa de temperatura e pressdo. Importantes conclusoes sobre o fendmeno de pseudovaporizagio,
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Figura 6 — Isosuperficies do segundo invariante do gradiente de velocidade, para jato
circular compressivel em desenvolvimento espacial. (WANG et al., 2010).

assim como diversas estatisticas teis para a industria foram disponibilizadas.

Figura 7 — Isovalores do segundo invariante do gradiente de velocidade, na hipotese de
caso transcritico (esquerda) e no caso de gas ideal (direita). (TANI et al., 2013).

Com base na revisdo bibliografica realizada, verificou-se que ainda existe caréncia de
estudos relacionados a regido nao-linear das esteiras. Assim, o presente trabalho buscou estudar a
influéncia das perturbagoes randomicas de diferentes amplitudes na formacio das instabilidades
primarias (regidao linear) e subsequente degeneracdo em estruturas secundarias (regido nao-

linear). Para este estudo, optou-se pela utilizagdo de métodos de alta ordem. Tais métodos sao
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considerados a ferramenta mais adequada para investigagoes desta natureza, uma vez que sdo

dotados de grande estabilidade, alta acuracia e elevada ordem de convergéncia.

2.2 Métodos espectrais

Acompanhando a crescente utilizagdo e desenvolvimentos de CFD, tanto na area de
modelagem computacional quanto nas comunidades cientificas de fisica e engenharia, nota-se
um crescimento recente do desenvolvimento, andlise e utilizacdo dos métodos numéricos de alta
ordem para a simulacao de escoamentos onde se deseja a visualizagdo com grande riqueza de

estruturas, na anélise de escoamentos turbulentos e para a producao de dados benchmark.

Tipicamente, classificam-se os métodos de alta ordem como aqueles que possuem taxa
de convergéncia e acuracia ctbica ou maior, medidas pelos erros de truncamento locais, em
regides onde a solucdo do problema é suave, enquanto os métodos de baixa ordem alcangcam taxas
quadréticas ou inferiores (CANUTO et al., 1988). Tradicionalmente, os métodos de baixa ordem
sdo preferidos por sua simplicidade e robustez, e sdo largamente utilizados quando uma solugao
de baixa acurécia, porém obtida com baixo esforco computacional, é suficiente. Assim, deve-se
deixar claro que, para muitos problemas de engenharia, a utilizacdo de métodos de primeira e
segunda ordens, quando feitos de maneira adequada, sdo 6timas escolhas, ao considerarmos um
balango entre esfor¢co computacional, simplicidade de implementagdo computacional e resolugao
exigida (BOLIS, 2013).

Por outro lado, os métodos de alta ordem sdo considerados uma boa escolha quando
o problema apresenta descontinuidades e uma riqueza de estruturas, tais como observados em
simulacdes de instabilidades de Rayleigh-Taylor, interacoes de ondas de choque com a vorticidade,
na simulagdo numérica direta da turbuléncia, problemas de fluido-actstica e em problemas
de escoamentos bifdsicos com tensoativos (STIPCICH, 2012). Assim, deve-se decidir sobre a
utilizacdo ou nao de um método de alta ordem baseado no problema que se tem em maos. A
escolha da ferramenta a ser utilizada é de grande importancia, uma vez que uma linha ténue
pode separar uma solucao impraticavel de uma solucao de baixa resolu¢ao, que nada permite
se avaliar; como resultado, um método de alta ordem pode ser mais econémico, em termos de
custo computacional, do que um método de baixa ordem, dependendo da resolucao que se deseja

alcancar.

Diversos métodos numéricos de alta ordem foram propostos no passado e sdo ainda
utilizados em CFD. Sao exemplos: os métodos compactos (também conhecidos como métodos
de Padé) (LELE, 1992), os métodos essencialmente nao-oscilatérios (HARTEN et al., 1997), o
método de Galerkin descontinuo (LIU; VINOKUR; WANG, 2006), e os métodos de volumes
e diferengas espectrais (CANUTO et al., 1988). No presente trabalho, sera utilizado o método

pseudo-espectral de Fourier.

Os métodos espectrais sdo uma classe recente de técnicas de solugdo de EDP’s. Eles
sdo baseados no fato de que uma possivel solug¢ao para uma dada EDP pode ser aproximada

por polinémios. Eles podem ser vistos também como uma ramificagdo da classe de esquemas
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de discretizagio para equagoes diferenciais conhecido genericamente como método dos residuos
ponderados (CANUTO et al., 1988) (FINLAYSON; SCRIVEN, 1966). Em contraste com outros
métodos tradicionais, tais como elementos finitos e volumes finitos, os métodos espectrais podem
atingir alta ordem de acurécia, tendo sua acuracia limitada somente pela precisdo computacional.
Teoricamente, isso se da pelo fato de que qualquer funcdo analitica pode ser aproximada por
polinémios de uma forma exponencialmente convergente (SU, 1998). Do ponto de vista numérico,
a taxa de convergéncia da solugdo discreta em relacdo a solugdo exata sé é limitada pela
regularidade da solugdo exata. Essa acuracia de alta ordem justifica o interesse cada vez maior

pelos métodos espectrais.

Gracas as caracteristicas atrativas acima expostas, muitos autores buscaram encontrar
maneiras alternativas de resolver problemas utilizando os métodos espectrais. Como todo método
baseado em residuos ponderados, os métodos espectrais apresentam duas classes de funcgoes,
utilizadas em sua formulagdo: as fungoes de aproximacao e as fungoes de ponderacao. As fungoes
de aproximagao sao usadas como fun¢oes de base para a expansao em série (truncada) da solugao.
As funcoes de ponderagao sdo usadas para garantir que a equacao diferencial seja satisfeita, da
maneira mais precisa possivel, pela expansdo em série. As escolhas mais comuns para as fungoes
de aproximacao sdo as séries de Fourier, os polinémios de Legendre e os polindémios de Chebishev
(CANUTO et al., 1988).

A utilizacdo das séries de Fourier como fungoes de teste deram origem ao método espectral
de Fourier, que se aproveita das propriedades vantajosas das transformadas de Fourier, visando
algebrizar as equagoes diferenciais parciais (FIGUEIREDO, 2000). Do ponto de vista histérico,
o surgimento do método espectral de Fourier se deu na década de 70, quando o uso de séries
de Fourier truncadas para discretizar problemas com condi¢Ges de contorno periddicas foram
combinadas com o entdo recente algoritmo Fast Fourier Transform (FFT), de Cooley e Turkey
(COOLEY; TUKEY, 1965). Este algoritmo permitiu o calculo das transformadas de Fourier com
um custo computacional reduzido, quando comparadas com a entao conhecida técnica Discrete
Fourier Transform (DFT).

Foi demonstrado por Canuto et al. (1988) que o custo computacional da FFT, quando
comparada com o algoritmo DFT, é reduzido da ordem de O(N?) para O(NlogaN), onde N

representa o nimero de modos de Fourier (pontos de colocagao) utilizados.

Ao mesmo tempo em que passou a ser possivel o calculo discreto das transformadas de
Fourier, seja pelo algoritmo FFT ou pelo DFT, tais algoritmos trouxeram consigo uma forte
limitacao: a necessidade de imposicdo de condi¢des de contorno peridédicas. Ocorre que, sendo a
transformada de Fourier uma integral improépria, tais algoritmos, para que sejam funcionais, do
ponto de vista computacional, necessitam de truncar a série em questdo. S6 é possivel garantir a

precisao se o sinal for periddico, o que garante, assim, a estabilidade do método.

Essa caracteristica, intrinseca da FFT e da DFT, representa uma forte limitacdo do
método, tendo em vista que, via de regra, as condi¢ées de contorno periédicas ndo estao presentes
em aplicagoes de interesse fisico e industrial. Para problemas nao-peridédicos, a expansao em

série de Fourier pode dar origem ao chamado fenomeno de Gibbs, uma forma de contaminacgao
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Figura 8 — Comparativo de esfor¢o computacional entre a FFT e a DFT (CANUTO et
al., 1988).

resultante de oscilagoes espurias, que afetam fortemente a solu¢do do problema (LESIEUR, 2008).

Com base nessas limitacoes, algumas tentativas de se contornar o problema foram
propostas, como por exemplo o método reduction to periodicity, de Roache (1978). Este método
propoe a utilizacdo da FF'T mesmo para problemas nao-periédicos, as custas de interpolacoes
com polinémios de alta ordem a cada passo de tempo. Seus resultados mostraram o potencial
do método, dada a grande estabilidade e acuracia obtidos para os problemas unidimensionais
testados. Entretanto, a aplicagdo desta técnica a problemas tridimensionais se mostrou limitada,

dado o custo computacional envolvido.

Outro método para contornar a exigéncia da periodicidade das condi¢des de contorno e
reduzir os efeitos do fenémeno de Gibbs nos algoritmos de transformadas discretas de Fourier
foi proposto por Fu e Liu (2012). Seu método, denominado Buffered Fourier Spectral Method
(BFSM), se baseia na periodizacdo do problema, por meio da criagdo de extensoes periddicas e
sua subsequentemente interpolagdo, utilizando-se polindémios de alta ordem. Foi mostrado que
mesmo para malhas grosseiras, pode-se obter resultados superiores aos de métodos cldssicos,
tais como esquemas centrados de diferencas finitas de segunda ordem. Eles ainda resolveram a

equacao de Poisson para a pressao, e compararam os dados obtidos com outros métodos.

Pode-se verificar qualitativamente a reducdo do fenémeno de Gibbs, utilizando-se o
método BFSM para um sinal com ponto de descontinuidade quaisquer, (c.f. Fig. 9). O gréfico da
Fig. 9-(a) mostra o cdlculo numérico de uma derivada, para uma fungio descontinua, e a forte
presenga do fendmeno de Gibbs na regido onde nao ha diferenciabilidade. J& a Fig. 9-(b) mostra

o efeito de reducgao deste fendmeno, com a utilizacdo do método BFSM.

Uma outra limitacdo do método espectral se torna evidente quando se deseja tratar
termos nao-lineares, em particular o termo advectivo presente nas equagoes de Navier-Stokes. A

transformacgao de termos nao-lineares de forma direta passa por uma operacao de convolugao, ja
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Figura 9 — Exemplo de aplicagdo do método BFSM.

que se trata da transformada do produto de duas fung¢des. A resolucao de operagoes de convolugao
é notoriamente inviavel do ponto de vista computacional, dado o grande nimero de operagoes

necessarias, que resultam em elevado custo.

Canuto et al. (1988) mostrou que o termo nao-linear pode ser tratado de diferentes formas.
Quando se considera a hipdtese de incompressibilidade do escoamento, todas as formas seguintes
sdo equivalentes. Entretanto, possuem propriedades diferentes quando passam pela transformada
de Fourier. Estas formas sao (VILLELA, 2011): a forma ndo-conservativa, conservativa, skew-

stmétrica e a forma rotacional.

Apesar da forma rotacional ser a que apresenta menor custo computacional, foi reportado
por Canuto et al. (1988) que esta introduz oscilagoes a altas frequéncias. Entretanto, foi registrado
nos trabalhos de Mariano (2011) e Villela (2011) que a formaskew-simétrica apresentou melhor
estabilidade numérica, apesar do custo computacional ser duas vezes maior do que o das formas

conservativa e nao-conservativa.

Outra tentativa de se estender o método espectral de Fourier para problemas nao-
periédicos foi proposta por Mariano (2011), ao utilizar uma técnica que acopla o método
pseudoespectral de Fourier com o método da fronteira imersa. Em seu trabalho, ele buscou a
validagao da metodologia, denominada IMERSPEC, realizando simulac¢des-teste de problemas
benchmark, como a cavidade com tampa deslizante e o escoamento sobre prisma quadrado.
Da mesma forma, Moreira (2011) utiliza esta metodologia para escoamentos cisalhantes livres
em desenvolvimento espacial. Villela (2011) buscou estender a metodologia IMERSPEC' para

escoamentos bifasicos, simulando a ascensao de uma bolha.

A revisao bibliogréafica permitiu verificar que, apesar das limitacoes intrinsecas do método
espectral de Fourier, muitas das quais foram aqui expostas, diversos autores a utilizaram, em
especial na simulagdo numérica direta da turbuléncia. O presente trabalho busca a utilizacao

do método pseudoespectral de Fourier para esteiras turbulentas em desenvolvimento temporal.
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Embora tal método possua forte limita¢bes quanto a periodicidade, pode-se realizar comparagoes
qualitativas com resultados da literatura, conforme realizado por Souza (2005), Moser e Rogers
(1994), Tani et al. (2013), entre outros. Na maioria dos casos, a utilizagdo da periodicidade nao
afetou a qualidade resultados obtidos, como foi mostrado no trabalho de Mathew e Basu (2001),
que, de maneira similar ao presente trabalho, utilizou o método pseudoespectral de Fourier,
realizando simulacdes de jatos em desenvolvimento temporal e apresentando suas vantagens na

realizacdo de DNS frente aos métodos de baixa ordem.
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3 Modelagem matematica

O presente capitulo aborda as metodologias, do ponto de vista de modelagem matemaética,
que sdo utilizadas em dindmica dos fluidos para a solucdo de escoamentos incompressiveis. A
secao 3.1 é dedicada a modelagem matematica Euleriana de escoamentos no espaco fisico. A
secao 3.2 trata dos modelos matematicos do método dos residuos ponderados, que compoem a
base matematica formal do método utilizado no presente trabalho. A se¢do 3.3 aplica o método
espectral de Fourier a problemas evolutivos genéricos, e, em particular, nos modelos matematicos

das equacbes da dindmica dos fluidos para escoamentos incompressiveis.

Por fim, a se¢do 3.4 se dedica a explicar brevemente as abordagens de simulacdo da
turbuléncia, RANS, LES e DNS, e a secao 3.5 apresenta as técnicas mais utilizadas pela literatura

para a identificacdo de estruturas e vortices presentes nos escoamentos turbulentos.

3.1 Modelagem matematica euleriana de problemas em dinamica

dos fluidos

A formulacdo matematica Euleriana para problemas em dindmica dos fluidos inclui as
equacoes da continuidade, balanco de quantidade de movimento linear e conservagao de energia.
Todas essas equagdes podem ser obtidas assumindo que as quantidades relativas envolvidas sao
isotrépicas sobre um volume de controle suficientemente pequeno, sob a 6tica da hipotese do

continuo.

Considere um meio espacial continuo constituido por uma fase de fluido. Para uma dada
quantidade arbitraria ¢, assumindo como fungoes continuas (C°°) todas as propriedades dessa
fase de fluido, podemos portanto representar quantidades escalares, tais como a pressao p, como

p:R3 x [0,00) — R e campos vetoriais: R3 x [0, 00) — R™, como a velocidade u e a posi¢io x.

3.1.1 Equacao da continuidade

Suponhamos que uma dada quantidade ¢ estd contida em um volume de controle V' C R",
delimitado por uma superficie fechada 0V, que possui orientagao coincidente com vetores normais
apontando para fora dessa superficie fechada. Consideremos ainda que p denota a densidade
volumétrica da quantidade q. Assim, a quantidade ¢ pode ser expressa, em funcdo do tempo,

COmao:

g(t) = / (@, 1) dV, (3.1)

\%4
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onde o vetor x denota a posi¢cdo espacial, e t denota o tempo. A taxa de variagdo da quantidade

q em relagdo ao tempo é dada pela derivada temporal:

dzy):(i(/jme)dv), (3:2)
\"4

Utilizando a teorema de Leibniz, considerando que p(zx,t) é uma funcio de classe C! tal que
Op(x,t)/0t existe e é continua em V', pode-se reescrever a Eq. (3.2), quando V néo apresenta

variagoes temporais, como:

dq(t) [ Op(z,1)
LY — V/ v, (3.3)

A taxa de variacao de ¢ também pode ser expressa como o fluxo de ¢, denotado por ¢,
através da superficie fechada 0V, somado com a taxa de geracido de ¢ no interior do volume V,

expressa por A:

dqg) - ]{qb(a;,t) -dS + F(1), (3.4)
ov

onde dS representa um elemento arbitrario de superficie em 0V. Uma vez que a superficie é
orientada apontando externamente para o vetor normal, considerando que o fluxo ¢ cruza a
superficie e que F(t) denota a taxa liquida de geragao da quantidade ¢ no volume em questio, a

Eq. (3.4) pode ser reescrita como:

Portanto, agrupando as Egs. (3.3) and (3.5), tem-se:

/@gfuv:_fﬂgwd&+ﬂm (3.6)
14 oV

Note que o lado esquerdo da equagdo (3.6) é dado por uma integral de volume, enquanto o lado
direito deve ser avaliado sobre a superficie V. Uma vez que V' é um subconjunto de R", sendo
portanto compacto e possuidor de uma fronteira OV suave por partes, e assumindo que o fluxo
¢ é continuamente diferencidavel em uma vizinhanca de V', o teorema da divergéncia pode entao

ser aplicado, e a equagao (3.6) se torna:

Ip(z, t)

/Tdv: —/V-¢(ac,t)dV+/f(t)dV, (3.7)
1% 1% 4
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onde f(t) denota a taxa de gera¢do da quantidade ¢ por unidade de volume. Dado que o volume
V é arbitrario, a Eq. (3.7) s6 é verdadeira para todo V C R? se e somente se os integrandos

forem iguais. Assim, isso resulta na seguinte EDP:

Ip(z, 1) _
T TV d(t) = fla.t). (3.8)

A Eq. (3.8) é a forma geral da equacio da continuidade. Ela pode ser utilizada nas mais
diversas aplicacoes, incluindo fluidodindmica, eletromagnetismo, mecéanica quantica e cldssica.
No caso particular de um fluxo de fluido, de massa especifica p e velocidade u, e omitindo as

dependéncias espaciais e temporais das varidveis, reescrevemos esta equagao como:

dp
a2 + V- (pu)=0. (3.9)

Esta equagao pode ainda ser representada, alternativamente a notagao tensorial, utilizando-

se a notacdo indicial, para o caso de escoamento de um fluido arbitrario:

9p | O(pui)
ot T om,

= 0. (3.10)

O presente trabalho utiliza essa equacdo para um fluido incompressivel, onde as variagoes

de massa especifica e o termo-fonte sdo desprezados.

3.1.2 Equacao de Cauchy para a quantidade de movimento linear

As equagdes de balanc¢o de quantidade de momento linear podem ser obtidas associando-
se as equacoes de Cauchy, com as relagbes tensoriais de tensdo-deformagao. Consideremos um
elemento de volume material dV em R3. Existem dois tipos de forcas atuantes em dV: as forcas
externas, que exercem uma dada forca por unidade de volume no continuo, e forcas de tensdo, que
sdo aplicadas pelo fluido vizinho ao longo da superficie da parcela de fluido considerada, devido
as tensoes internas induzidas pela viscosidade e pela pressao (COLEMAN, 2010). Denotam-se as
componentes do tensor-tensao de Cauchy por o;;. Considere um fluido no espaco, sujeito a uma
forca externa g, descrita pelo campo vetorial g: R3 x [0, 00) — R3. A forca total agindo em dV/
pode ser expressa como a soma da forca externa g e das forcas causadas pelo tensor-tensao o. A
variacao das componentes de o;; pode ser expressa como V - o. Assim, a forca total atuante é

dada por:

G=[g+ (V- o)dV. (3.11)

Usando a sequnda lei de Newton, pode-se relacionar a forga total aplicada num elemento
dV com a quantidade de movimento linear L = pu dV. Uma vez que a velocidade é um vetor

variante no espaco e no tempo, deve-se utilizar a derivada material, aqui denotada por D/Dt,
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a fim de se descrever corretamente a taxa de variagdo temporal da quantidade de movimento

linear do elemento dV:

D
= — av). 12
G =1, (pudV) (3.12)
Avaliando a derivada material na Eq. (3.12), tem-se:
G= [8%;) +u- (Vpu)] av. (3.13)

Combinando as Egs. (3.11) e (3.13), tem-se:

g +(V-0)dV = [8(5?) +u- (V,ou)} dv. (3.14)

Integrando a Eq.(3.14) sobre um volume arbitrario 2 C V, tem-se:

/ng—l—/V~a
Q Q

Usando a arbitrariedade de 2, a iguadade da equagao s6 é verdadeira para qualquer
QCV CR? se:

- (Vpu)d (3.15)

g+V-0':a(gtu>+V(pu)-u. (3.16)

A tensdo atuante em cada elemento pode ser representada como a soma de duas compo-
nentes tensoriais: um tensor esférico, denotado por pI, e um tensor deviatorico T, que causa as

distor¢des no elemento. Portanto, tem-se:

o=—-pl+T. (3.17)

Por definicdo, usando o valor escalar p, pode-se quantificar as tensdes normais oriundas de pI

como a média negativa do trago do tensor-tensdo:

1
b= —gtT’ = _*Zazu (318)

Assim, utilizando as Egs. (3.16), (3.17) e (3.18), pode-se estabelecer a seguinte relagao:

d(pu)
ot

(pu) =-Vp+V.-1+g. (3.19)

Denomina-se a Eq. (3.19) como a equagio de Cauchy para a quantidade de movimento linear.

O problema surge do fato de que, a priori, a componente deviatérica do tensor-tensao 7 é

desconhecida. Entretanto, algumas consideragoes podem ser feitas de modo a relacionar o tensor
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deviatérico com quantidades conhecidas. Por exemplo, considere a seguinte relagao constitutiva,

proposta por Stokes, para um fluido newtoniano:

T=u [Vu + [Vu]? — ; (V-u) I} . (3.20)

Combinando a relagdo constitutiva de Stokes, (3.20), com a equacao de Cauchy, Eq.

(3.19), obtém-se as chamadas equagoes de Navier-Stokes:

9(pu)
ot

+u-V(pu) =-Vp+V-pu [Vu+ V]l — % (V-u) I} +g. (3.21)

As equacoes da continuidade e de Navier-Stokes, Egs. (3.10) e (3.21), respectivamente,
constituirdo a base tedrica para o presente trabalho. A equacdo da energia nao serd utilizada,

tendo em vista que o escoamento a ser resolvido ¢é isotérmico.

3.2 Modelagem matematica dos métodos de residuos ponderados

Considere o seguinte problema evolutivo de valor inicial e de contorno de uma equacgao

diferencial parcial:

Plu] =0, (3.22)

num dominio ® para uma funcdo u(z,t) com uma dada condigdo de contorno B(u) = 0 na
fronteira OB e uma condicdo inicial u(x,0)=u’(x) num tempo t = 0. Uma aproximagio para a

solucao do problema pode ser feita pela soma finita de fungdes conhecidas:

un(x,t) =up(z,t) + '

(2

N

ai(t) ¢Z($) (3.23)
=0

Os termos ~;(x) sdo chamados de fungoes de aproximagio, que nao dependem do tempo,

e os termos a;(t) sdo os correspondentes coeficientes dependentes do tempo. O termo up(x,t)

é uma solucao particular do problema, que tem o papel de satisfazer a equacio caso existam

condicoes de contorno nao-homogéneas.

Observe que a grande vantagem da aproximagao descrita pela Eq. (3.23) é que a depen-
déncia espacial e temporal e, por conseguinte, as derivadas parciais sdo desacopladas umas das

outras. Portanto, assumindo-se up = 0, as derivadas espaciais podem ser escritas como sendo:

Py N P
Pun _ 3 ailt) %%@). (3.24)

D
O i=0

Substituindo a Eq. (3.23) na EDP original, Eq. (3.22), define-se o residuo como:

R(z,t) :== Plun(z,1t)], (3.25)
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ou seja, R quantifica o quao satisfeita foi a EDP, quando se utiliza a aproximacao u,. A fim
de se determinar os N + 1 coeficientes ndo conhecidos a;(t), o método dos residuos ponderados
exige que o produto do residuo R(z,t) pelas N + 1 fungoes de ponderagio ;(x), ao ser integrado

sobre todo o dominio, deve ser minimizado:

/ bi(x) R(w, t)dx = 0, i=0,1,2, ..., N. (3.26)
o]

Observe que tal integragdo do produto das fungoes da Eq. (3.26) pode ser vista como o
produto interno das fungoes; operagao esta definida para espagos de fun¢oes (TORTORELLI,
2010). Neste tipo de espago funcional, considera-se que quando o produto destas fungoes, integrado
sob um subdominio suporte, (i.e., a regido do dominio X de uma dada funcao f que satisfaz

supp(f) = {x € X | f(x) # 0}) resultarem em produto nulo, tem-se que as fungoes sdo ortogonais.

Existem diversas maneiras de se escolher as funcdes de ponderacdo. Para o presente
trabalho, faz-se uso do método de colocacao, onde um conjunto de N + 1 nds de colocagao sdo

escolhidos no dominio ®, de modo que o residuo R deve ser nulo:

R(z;) =0, i=0,1,2,...,N. (3.27)

A consequéncia da Eq. (3.27) é que a Eq. (3.22) é satisfeita de maneira exata nos noés de
colocagao, de modo que P(up) |gz=z,= 0. Assim, uma das possiveis maneiras de se escolher as

fungoes de ponderacgao seria:

1[)1':5(1‘—{[:7;), i:0,1,2,...,N, (3.28)

onde § é a funcao delta de Kronecker, definida como:

sy =4 *=0 (3.29)
0, z#0

Da mesma maneira que pode-se escolher as fun¢ées de ponderacdao de maneira arbitréria,
pode-se também escolher as funcoes de aproximacdo. As func¢bes de aproximacio sdo geralmente
fungoes suaves em todo o dominio ®. Dentre as possiveis escolhas, destacam-se as funcoes
trigonométricas expressas sob a forma de séries de Fourier, os polinomios de Chebishev e os
polinémios de Legendre. O presente trabalho se baseia na escolha das séries de Fourier para

desempenhar o papel de fungées de aproximacio.

As séries de Fourier discretas sdo particularmente funcionais para a discretizagdo de
fungoes periddicas (i.e., que satisfazem u(z) = u(x 4+ L), sendo L o periodo). Para um dominio

de periodicidade L, define-se um ntimero de onda k; = 27i/L. Assim, tem-se:

un(z) = Y ¢, (3.30)
jil<1



Capitulo 3. Modelagem matemdtica 46

onde ¢; € C e © denota a unidade imaginaria. Os coeficientes ¢; sdo os coeficientes complexos de
Fourier, para o modo de Fourier ®;(z) = exp(ek;z). E comum na literatura que os limites do
somatoério da Eq. (3.30) aparega também com indice |i| < N/2, sendo N = 2I, com N denotando

o numero de nés de colocacao.

A série de Fourier de uma funcio suave, infinitamente diferencidvel, i.e., de classe Cy
converge rapidamente com o aumento de /N, uma vez que a magnitude dos coeficientes ¢; decresce
exponencialmente. Este comportamento é denominado de convergéncia espectral. Entretanto,
se a funcdo original u(z) ndo é continua em pelo menos uma de suas derivadas u(, a taxa de

convergéncia decresce severamente para a ordem p:

lun = ul| = O(N7P), N — o0, (3.31)

o que transforma a anterior convergéncia espectral na chamada convergéncia algébrica. Isso leva
ao surgimento de um fenémeno conhecido como fendmeno de Gibbs, onde ocorrem formacéoes de
oscilagoes espurias, que se manifestam com maior intensidade nas regides de descontinuidade das
derivadas. Um exemplo deste comportamento pode ser observado na Fig. 10, onde foi utilizada

uma funcao descontinua de ordem zero, tal como uma funcao degrau.
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Figura 10 — Tlustragdo do fendmeno de Gibbs. A utilizagao da interpolacao utilizando a

integral de Fourier, em regioes descontinuas causa o surgimento de oscilagoes
espurias nas vizinhancas da descontinuidade.

Denomina-se a operagao de transformacao do espaco de representacao discreta de uy,
comumente denominado espago fisico, para o espago espectral de Fourier, como transformada
discreta (direta) de Fourier, denotada por F(uy ). De maneira semelhante, para a operagao reversa,
tem-se a transformada discreta inversa de Fourier F~'(uy). Uma maneira computacionalmente

eficiente de se calcular a transformada discreta de Fourier foi proposta por Cooley e Tukey (1965).

E importante observar que o conceito de integral de Fourier, também denominada de
transformada (continua) de Fourier, nada mais é do que a extensdo do conceito da série de

Fourier, quando o dominio deixa de ser discreto. Sendo assim, utiliza-se o termo transformada de
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Fourier como a operacao de transformagcao integral F, sendo considerada uma transformacao

linear da funcio dada.

3.3 Modelagem matematica do método espectral de Fourier

O método de colocacao espectral de Fourier, ou mais comumente conhecido simplesmente
por método espectral de Fourier se configura como um caso particular dos métodos de colocagao,
quando utiliza-se séries de Fourier como fungées de aproximacao. Este método é considerado o
primeiro método espectral a ser idealizado. Ele apresenta grandes vantagens sobre os demais
devido a relativa simplicidade e robustez, em se tratando da resolugdo de problemas periédicos
(CANUTO et al., 1988).

Consideremos o método espectral de Fourier para o problema acima exposto, mantendo
as condicoes de periodicidade nas fronteiras e um dominio periédico. Assim, todas as funcoes

que aparecem no problema sdo periddicas.

Seja u uma funcao suave, diferencidvel com um periodo 27. O N-ésimo né de colocagao

do problema serd dado por:

-
o = % i=0,1,2..,N — 1. (3.32)

Utilizando fortemente o fato de que u é continua e periédica sobre o dominio (0, 27), entdo segue

que u admite expansao pela série de Fourier:

N/2—1

u(z) = Z c; eki®, (3.33)

i=—N/2

onde u, = u(xy), e x) sao os nés de colocagao. Assim, tem-se que a derivada de u(z) nos nés de

colocacgao sao dados por:

du N/2—1
%(xi) = > ke ™", i=0,1,2,..,N —1. (3.34)
j=—N/2

Observe que o cédlculo de uma derivada espacial, como obtido na Eq. 3.34, se resume a
uma soma truncada de produtos de ntimeros complexos, além de coincidir com a transformada
discreta de Fourier, o que, comparado com outros métodos, se configura como uma grande

vantagem, dado o baixo custo computacional envolvido.

3.3.1 Escoamentos incompressiveis no espaco de Fourier

Em sintese, no presente capitulo foram estabelecidas as equacoes diferenciais que modelam
o escoamento de um fluido newtoniano genérico. No espago fisico, os modelos sdo dados pelas

equacoes da continuidade e de Navier-Stokes:
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dp | 9(pui)

o om O (3.35)
d(puwi)  Olpuuj) ~ 19p 0 dui  Ou;  20u; |
ot oz,  pow om |"\oz, " ox; 30w 8ij || + gi- (3.36)

Com base nessa formulagao, serdo apresentadas as equagdes resultantes de processos de
simplificacdo e de transformagao das varidveis primitivas (velocidade e pressao) para o espago de

Fourier, considerando escoamentos incompressiveis.

Considere um escoamento monofésico, incompressivel e isotérmico, imerso em um dominio
periodico ®. Uma vez que a massa especifica sofre variagbes pouco significativas no tempo e
no espago, considera-se que a derivada temporal de p da equacao da continuidade é nula. Pela
mesma razao, p é considerado constante nas derivadas espaciais em que estd presente, resultando

na seguinte equagao:

8ui
8xi

=0, (3.37)

Como consequéncia da equagao da continuidade, Eq. 3.37, —(2/3) Ou;/0z; = 0. Pode-se, entéo,

simplificar as equagoes de Navier-Stokes:

ou; 0 (uuy) 1 0p 0%,

- _- + ;) 3.38
ot Ox; p 0x; V@:Ujamj +gi ( )
onde v denota a viscosidade cinematica do fluido. Pode-se entdo recorrer ao processo de trans-
formagao linear transformada de Fourier (MARIANO, 2011), onde as transformadas direta e

inversa sao expressas, respectivamente, como:

Flk,t) = / o f(x,t)e 2™ @ dg, (3.39)
fla,t) = / " Flk, t)e 2™ . (3.40)

~

O campo f(k,t) denota a funcao transformada, que se encontra no chamado espago de
Fourier, enquanto o campo nao transformado f(x,t) se encontra num subespago euclidiano. O
vetor k denota niimero de onda, qua assume o papel de pardmetro da transformacao entre os

espagos fisicos e de Fourier.

Conforme ja comentado, a transformagao das varidveis primitivas para o espaco de Fourier
resulta em propriedades interessantes, em especial nas derivadas espaciais, que se transformam
em meros produtos algébricos (c.f. Eq. (3.34)), o que torna atrativo o tratamento de equagoes
diferenciais no espago de Fourier. Sendo assim, transformando-se as variaveis das Eqgs. (3.35) e

(3.36) para o espaco de Fourier, tem-se:
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ikii; = 0, (3.41)
8’[71 L — PN 2 ~ ~
s + ikju;u; —ik;p — vk*u; + g;. (3.42)

Note que o termo advectivo da Eq. (3.42), ik;u;u;, denota a transformada do produto
entre duas funcdes, resultando em uma operacdo de convolucio. E possivel reescrever esse termo
utilizando a integral de convolucao:

aaz . ~ ~ S 2 ~ ~
— +ik; u; (r)u; (k —7)dr = —ik;p — vk“a; + g (3.43)

ot
k=r+s

Observe que a operacao convolucdo ocorre em k = r + s, denotando as operagoes
triddricas entre os vetores niimero de onda k,r e s (SILVEIRA-NETO, 2010). Para que se possa
identificar a direcdo deste e dos demais termos no espaco de Fourier, recorre-se a decomposicao
de todos os vetores nas dire¢bes normal e tangencial a um plano, denominado 7. Por definicao,

considera-se o plano m como sendo o plano perpendicular ao vetor niimero de onda k.

ki

T

~

T U;

Figura 11 — Plano 7 e diregdes por ele definidas. (SILVEIRA-NETO, 2010)

Recorre-se agora a equagao da continuidade transformada, Eq. (3.41), onde tem-se que
ik;u; = 0. Isso implica, da definicdo do produto escalar, que os vetores k; e u; sdo ortogonais
entre si. Ora, sendo o plano 7 também ortogonal ao vetor k;, conclui-se portanto que u; deve

pertencer ao plano 7.

Observe que nao se pode afirmar, a priori, a diregdo do termo advectivo em relagdo aos
vetores-base do plano m, tampouco em relagdo ao vetor colinear a sua normal, k;, dado que ele
é gerado por interacoes tridadricas entre os nimeros de onda. Da mesma forma, nada se sabe
sobre a direcdo do termo fonte g;. Para que se possa definir a direcdo de cada termo, realiza-se a

decomposicdo dos mesmos, individualmente:

e Termo de taxa de variagdo da quantidade de movimento linear, 9u;/0t:

Sendo u; € 7
O(kits) _, O _ o O

ot ot — ot

em (3.44)
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Assim, tem-se que o termo de variacdo temporal de quantidade de movimento linear

pertence ao plano .
e Termo difusivo da quantidade de movimento linear, —k2;:
Sendo k% um escalar, conclui-se que —k?%; é colinear a @, e, portanto, o termo difusivo
pertence ao plano .
e Termo gradiente de pressao: —uk;p:
Sendo 1p uma quantidade escalar, conclui-se que —uk;p é colinear a k;, sendo portanto

perpendicular ao plano 7.

e Termo advectivo: «k; [ @; (r)u; (k—r)dr:
k=r+s
Baseado nos resultados acima, pode-se rearranjar os termos da Eq. (3.43) como se

segue:

[8@

5 + szﬁ,;] + |k; / ui(r)uj (k—7r)dr+1kip—gi| =0. (3.45)

k=r+s
cm

A conclusao de que a que a soma do termo transiente com o termo difusivo resulta em
um vetor pertencente ao plano m advém da propriedade de soma de dois vetores coplanares,
que por sua vez gera um vetor igualmente coplanar. Observe que a soma de todos os termos

¢ identicamente nula. Isso s6 é possivel, se e somente se:

1k; / u; (r)u; (k —7)dr +1k;p— gi| €. (3.46)
k=r+s
Pode-se entao projetar os termos da equagdao de quantidade de movimento linear

transformada, utilizando um tensor proje¢ao, definido em Silveira-Neto (2010):

kik;
o (k) = by — 2. (3.47)
Assim, é possivel aplicar o tensor projecao na Eq. (3.45):
aﬁl 2~ ~ ~ ~ ~
0|5 +vk“u; | + p |k / Ui (r)u; (k—r)dr +1kip—g;| =0. (3.48)

k=r+s
No primeiro grupo de termos da equagdo (3.48), tem-se a projecao de termos, ja
coplanares ao plano m sobre este mesmo plano, o que resulta em vetores equipolentes a
estes. No segundo grupo, notemos que a projecdo do termo da pressdo, ortogonal ao plano
m, resultard em um vetor nulo, conforme mostrado na figura abaixo. Assim, ao resolver
as equagodes projetadas, fica evidenciado o desacoplamento da pressao das equagoes de

Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis. A equacao resultante, é da forma:

ou;
ot

+vk*a; = o | Gi — 1k; / uy (r)u; (k—r)dr (3.49)
k=r+s
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kit ok, [ e (r)a; (k—r)dr
k=r-+s .

ye

“Gi
Figura 12 — Projegoes dos termos das equagoes de Navier-Stokes sobre o plano .
(SILVEIRA-NETO, 2010)

Em sintese, as transformagoes lineares resultantes da aplicacdo da transformada de
Fourier sobre cada um dos termos das equacoes poderao ser vistas como projecoes de vetores
sob uma base ortonormal formada pelos vetores k; e u;. Por definicdo, considera-se o plano
como sendo o plano perpendicular ao vetor niimero de onda k;, e entdo busca-se a projecao de
todos os termos sobre o referido plano. Nota-se, assim, que o termo da pressdo, quando projetado
sobre o plano m, resulta num vetor identicamente nulo. Logo, diz-se que o campo de pressdo nas

equagoes transformadas de Navier-Stokes é desacoplado do campo de velocidade.

Tem-se, portanto, uma equacio dependente somente da velocidade. Apéds a solucdo do
campo de velocidade, pode-se proceder com a recuperagao do campo escalar da pressao, que
apesar de ndo estar presente nas equagoes de Navier-Stokes projetadas, podem ser recuperadas em

carater de pds-processamento, partindo-se da equagao (3.48) e explicitando o termo da pressao:

5= "5\ Gtk / ar (r) @ (k — 7) dr (3.50)

k=r+s

k2

Em posse das varidveis transformadas, pode-se agora realizar o calculo das variaveis

primitivas, utilizando-se a transformada inversa de Fourier, Eq. (3.40).

3.3.2 Método pseudoespectral de Fourier

Note, na Eq. (3.49), que o termo nao-linear ainda se encontra presente, sob a forma de
integral de convolucao. A resolucdo desta integral é, portanto, necessaria para o calculo das
variaveis primitivas. Contudo, é sabido que o céalculo da integral de convolucao é inviavel do

ponto de vista computacional.

Uma alternativa para a resolucdo deste problema consiste na utilizacdo do método
pseudoespectral, onde o produto das fungoes é realizado no espaco fisico, e somente depois o termo

resultante é transformado para o espago de Fourier. Além de evitar a necessidade de resolucao
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da integral de convolucgdo, esta técnica conserva a alta acuricia e a alta ordem caracteristicas
dos métodos espectrais (MARIANO, 2011).

Outra peculiaridade do tratamento do termo nédo-linear reside no fato de que ele pode
ser escrito de diferentes formas (CANUTO et al., 1988). Todas estas formas, quando se assume
incompressibilidade no escoamento, apresentam equivaléncia matematica. Entretanto, as pro-
priedades numéricas podem variar significativamente, quando se realiza a discretizacdo dessas

equagoes. Villela (2011) lista as formas de tratamento do termo néo-linear como se segue:

e Forma nao-conservativa: u - (Vu)

e Forma conservativa: V - (uu)

e Forma skew-simétrica: 3 [u - (Vu) + V - (uu)]

e Forma rotacional: 3V (u - u) +w X u

non

Na forma néao-conservativa, a operacido produto denotada por representa o produto
interno. Na forma conservativa, a operagao onde os vetores uu aparecem justapostos denota a
operacao de produto diadico, que resulta em um tensor de segunda ordem. A operacao presente

na forma rotacional utiliza o rotacional do vetor u, sendo w =V X u.

A forma escolhida no presente trabalho para a solugdo do termo nao-linear foi a forma
anti-simétrica, reportada como sendo a mais estavel do ponto de vista numérico (CANUTO et
al., 1988; MARIANO, 2011). Assim, pode-se reescrever a Eq. (3.49)como:

01 _ I Y A
8151 + kG = pij |G — 3 (ijuiuj + uj&xj)] : (3.51)

Assim, para efetuar o calculo da primeira parcela do termo nao-linear, 1k;u;u;, deve-se

calcular u;(x,t) e uj(x,t), definindo-se a funcao produto, h;j(x,t) = ui(x,t) u;(x,t):

~ +oo
Gk, t) = hik,t) = / h(w, t)e 2™ g, (3.52)
—00
Para a segunda parcela do termo nao-linear, W, uma vez que a derivada du;/0z;
é, a priori, desconhecida, deve-se primeiramente calculd-la no espago de Fourier. Apds essa etapa,
a derivada deve ser transformada de volta ao espaco fisico, a fim de permitir o calculo do produto,

e finalmente pode-se proceder transformando o produto final para o espaco de Fourier:

Uj%(k,t) =skt)= [ sl@ne e, (3:53)
7 —00

onde s(zx,t) é dado pela transformada inversa:

+o0
s(@, 1) = u;(, 1) / @ik, )e 2R (3.54)

—0o0
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Assim, fazendo-se uso de tais relacoes, evita-se a realizagdo do produto de convolucao
numericamente. Entretanto, é importante observar que apesar dos ganhos de estabilidade prove-
nientes do uso da forma skew-simétrica, tem-se perdas de performance computacional, tendo
em vista que ela dobra a quantidade de operacoes de transformacao direta e inversa, quando

comparadas com as formas conservativa e ndo-conservativa.

3.4 Abordagens de simulacao da turbuléncia

Um outro ponto que precisa ser estudado, a fim de simular corretamente os escoamentos
turbulentos, é a escolha da abordagem de simulagdo. Tal escolha deve ser devidamente justificada
pela natureza do problema que se deseja estudar. Existem trés abordagens para a simulagao da
turbuléncia: a simulacdo numérica direta, DNS, a simulacdo de grandes escalas, LES, ambas
utilizadas no presente trabalho, e a simulacdo das equagoes médias de Reynolds, RANS. Um
resumo das principais caracteristicas de cada metodologia é exposto a seguir, dando especial

atencao as abordagens utilizadas nesta dissertacao.

3.4.1 Simulacdo numérica direta (DNS)

O ponto inicial para a simulacdo numérica de modelos de turbuléncia é a escolha da
abordagem que se deseja utilizar para a resolucao das equacoes de Navier-Stokes. A maneira mais
direta para simular a turbuléncia é conhecida comoDNS, que, conforme previamente explicado,
consiste em resolver diretamente as equacoes de Navier-Stokes, numa tentativa de se resolver
todas as escalas de movimento do fluido, desde as maiores estruturas coerentes até as menores
escalas dissipativas, de maneira a nao se utilizar de nenhuma média ou suavizacdo do campo de

velocidades.

E importante ressaltar que as simula¢des numéricas diretas resolvem completamente o
escoamento. Assim, a solugdo obtida € livre de quaisquer hipdteses de modelagem de turbuléncia
e de correlagbes empiricas, sendo que a tnica diferenca entre os resultados obtidos pela simulacao
e pelo experimento material equivalente seriam devido aos erros das aproximagoes numéricas.
Portanto, para uma malha suficientemente refinada e utilizando-se esquemas numéricos de alta

acuracia, espera-se que se atinja resultados que representem fidedignamente a fisica.

Grande parte dos estudos encontrados na literatura, em especial os que se dedicam a
simulagdo de escoamentos cisalhantes livres, mostram grande preocupagdo quanto as menores
escalas da turbuléncia, e seus efeitos no escoamento de maneira geral. Ocorre que, do ponto de
vista numérico, existe relativa dificuldade de se realizar DNS, ou seja, de se capturar todas as
escalas do escoamento. As pequenas escalas presentes nos escoamentos turbulentos sdo geradas
pelas forcas inerciais e dissipadas pelas forgas viscosas. Para altos nimeros de Reynolds, os efeitos
viscosos sao relativamente baixos frente aos efeitos inerciais, o que resulta na formacao de uma

grande quantidade de pequenas escalas.

Para melhor ilustrar essa questdo, consideremos um dado fluido de viscosidade v e,

supondo a presenca de um turbilhdo de tamanho caracteristico [, possuidor de uma velocidade
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caracteristica U}, define-se um nimero de Reynolds local (MOREIRA, 2011), dado por:

Re, = 21 (3.55)

14

Admitindo-se que a escala [ se encontre em uma regiao do espectro onde, pela teoria de

1/3

Kolmogorov, U; = (l¢)'/°, tem-se que:

(l48)1/3

se [ diminui, tem-se que que Re; também diminui, de maneira que se [ < I, sendo [ definido

por:

3

3\ 1/4
Iy ~ (V> (3.57)

Logo, Re; se tornaria menor do que 1, e os efeitos viscosos passariam a dominar os efeitos
de inércia, de maneira que as instabilidades turbilhonares possuidoras de tamanhos menores
que as escalas de Kolmogorov seriam dessipadas, e portanto nao seria possivel visualizar seu
desenvolvimento. Em situacbes praticas, e considerando que a escala de Kolmogorov diminui
com o aumento do niimero de Reynolds, é esperado que o ntimero de pontos a ser empregado em
trés dimensoes para a realizagdo de DNS aumente consideravelmente. Tal aumento inviabiliza
essa abordagem de simulacao para nimeros de Reynolds elevados, tendo em vista que o custo da

simulacao é proporcional a Re?.

Um outro limitante das simulacdes DNS consiste na necessidade de utilizacao de esque-
mas numéricos de alta ordem e acurdcia, a fim de limitar os erros dissipativos e dispersivos.
Considerando tais fatores onerosos, e tendo em vista o atual estado de capacidade computacional,
as simulagos DNS sao limitadas a geometrias simples a niimeros de Reynolds baixos (LESIEUR,
2008).

As relagOes entre as escalas dissipativas e as grandes escalas podem ser estimadas
considerando-se um escoamento turbulento completamente desenvolvido, adotando-se a hipotese
de equilibrio, em que a taxa de dissipagdo € ¢é igual a taxa de inje¢do de energia, Ul2 /1. Uma vez
que as escalas de Kolmogorov de comprimento, [ e tempo t; sdo dadas, respectivamente, por
I ~ (V3 /)4 ety ~ (v/e)Y/?, é possivel estabelecer as seguintes relacdes entre as escalas de

Kolmogorov e as grandes escalas:

l
l
t t (3.59)
E~ 175 .
]%e;/z

Assim, para que se possa garantir a captura de todas as estruturas dinamicamente

importantes no escoamento, pode-se estimar o tempo e comprimento caracteristicos de Kolmo-
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gorov, e a partir destes, estimar a quantidade de modos de Fourier necessarios para o calculo DNS.

RANS: modela interagédo de todo o espectro como escoamento médio

E(k)

DNS: calcula todo o espectro, mais o escoamento médio

e modela a interagao entre

LES: calcula essa banda e o escoamento médio as duas bandas do espectro

-
>

ke k

Figura 13 — Espectro de energia cinética turbulenta, frequéncia de corte e diferengas nas
técnicas DNS, LES e RANS. A frequéncia k. denota a frequéncia de corte,
que separa as estruturas calculadas das modeladas, nas simulacoes LES.

3.4.2 Simulagdo de grandes escalas (LES)

Um outro problema na modelagem da turbuléncia é que enquanto as pequenas escalas
tendem a depender principalmente da viscosidade e sdo consideradas universais, as grandes escalas
tendem a depender prioritariamente das caracteristicas das condic¢oes iniciais e de contorno, o
que torna dificil a tarefa de tentar modela-las. Isso significa, por exemplo, que modelos que
foram desenvolvidos para lidar com escoamentos parietais podem gerar maus resultados em
escoamentos cisalhantes livres. Neste sentido, buscou-se novas abordagens de modelagem, tal
como a simulagao de grandes escalas LES (SONDERGAARD, 1996).

A ideia principal da técnica LES consiste em dividir o escoamento em duas partes: uma
parte simulada numericamente, e outra parte modelada, através de um processo de filtragem
estatistica. O escoamento principal, juntamente com as grandes escalas, é simulado, enquanto as
pequenas escalas, também chamadas de escalas sub-malha, sdo modeladas. A premissa béasica
desta técnica reside na universalidade das pequenas escalas (i.e., na sua independéncia das

condigoes de contorno), sendo portanto mais facilmente modelaveis do que as grandes escalas.

Uma vez que a influéncia dindmica das pequenas escalas da turbuléncia no escoamento
é pequena, os erros introduzidos pela modelagem LES sdo igualmente pequenos. Além disso,
as escalas resolvidas carregam consigo uma quantidade muito maior de informacgdao do que o
escoamento médio calculado pela abordagem RANS, fazendo com que a abordagem LES tenha

uma acuracia muito maior do que a abordagem RANS. Uma outra vantagem é que, comparado
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com a abordagem DNS, sua demanda de recursos computacionais é consideravelmente menor,

uma vez que as pequenas escalas nao sdo resolvidas, e sim modeladas.

O presente trabalho optou pela utilizagdo do modelo sub-malha de Smagorinksy, para
comparagoes com modelos DNS. Por esta razao, explora-se a seguir os detalhes da modelagem
de Smagorinsky, das equagoes filtradas e as vantagens e limitacoes desta forma de modelar a

turbuléncia.

Apresenta-se agora o processo de filtragem das equagoes de Navier-Stokes e da separagio
das escalas, para escoamentos incompressiveis e isotérmicos de fluidos newtonianos. Retomando

o modelo matematico diferencial previamente estabelecido, Egs. (3.37) e (3.38):

6ui .
;= 0, (3.60)

+ G- (3.61)

B aCCj 8931 B g 8931

ot Oz, pOx; Ox; W

Pode-se agora decompor cada campo das Egs. (3.60) e (3.61) em duas escalas: as escalas filtradas,

o(x,t), e as escalas flutuantes (ou sub-malha), ¢/, conforme realizado por Moreira (2011):

b(2,1) = Bla,t) + ¢ (@, 1). (3.62)

Por definicao, tem-se que a parte filtrada é dada pelo produto de convolugdo da funcao a

ser filtrada com a fungdo filtro G(x,t), como se segue:

o(x,t) = /qﬁ(a:,t)G(cc —x')dx', (3.63)

onde a funcao filtro adquire de diversas formas, sendo a mais comum a forma de filtro cut-off:

L (k| < ke
G(k|) = (3.64)
0, |k|> ke

onde k denota o vetor nimero de onda e k. a frequéncia de corte (c.f. Fig. 13). Silveira-Neto
(2010) destaca que, mesmo quando na auséncia da filtragem formal das equagoes, as discretizagoes
intrinsecas dos métodos numéricos ja exercem um papel que caracteriza o processo de filtragem,

per se. Ao se aplicar o processo de filtragem nas equagoes, tem-se (LESIEUR, 2008):

ou;
83: 3

=0, (3.65)

ou; 0 (u, Uj) . _1 op i ou; 8ﬂj
ot + aJIj N paa}i + 8:Cj g al’j * 8:61‘ ) (3'66)
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Observe que, na Eq. (3.66) surge, no termo nao-linear, a presenca do produto filtrado de
duas varidveis,u; u;, sendo este termo desconhecido. E possivel resolver este problema definindo-se
o tensor de Reynolds global, 7;; = w;u; — u; u;. Pode-se entao substituir o produto filtrado na
Eq. (3.66), resultando em:

ou | owu) _ 105, 0 l” <8ui auj> —w] (3.67)

ot ox;  pom oz |"\oz; T o

Vale ressaltar que o tensor de Reynolds global, 7;; incorpora trés tensores: o tensor

cruzado Cy; = ulw; +u'w;, o tensor de Leonard L;; = w;u; —u;u; e o tensor de Reynolds sub-malha
J ) 9 J J J

Tij = u;u; Reescrevendo a equagao, explicitando tais termos, tem-se:

ou, o) _ 10p 0 [V<8ui o, (3.68)

ot 0w  pow 0z |"\ow; T axi> — (Cij + Lij + 7ij)

Note que a decomposicdo das escalas através do processo de filtragem leva a uma sistema
formado pela equagdo da conservagao da massa filtrada e pela equacao de Navier-Stokes. Este
sistema possui mais incégnitas do que equagoes, problema esse conhecido como problema de

fechamento da turbuléncia.

Uma alternativa viavel para resolver o problema de fechamento da turbuléncia é co-
nhecida como hipdtese de Boussinesq, onde modela-se o tensor sub-malha de forma andloga ao
procedimento realizado por Stokes, no caso das tensdes viscosas. Assim, expressa-se o tensor de
Reynolds sub-malha 7;; em funcao da taxa de deformacao gerada pelo campo de velocidades

filtrado e da energia cinética turbulenta:

o ot 8@ 2
Tij = — Ut (8% + 6%‘) + gkém (3.69)

sendo v; definida como a wviscosidade turbulenta, que pode ser calculada de diferentes
maneiras. Moreira (2011) explica ainda que é possivel incorporar a parcela do termo envolvendo
a energia cinética turbulenta ao termo da pressdo, o que resulta em uma pressao modificada,

denotada por p*:

ou; n O(w;uj)  10p* 0
ot Ox;j pOox;  Ox;

(v + 1) (gzj + gzjﬂ (3.70)

A incorporacao destes termos na pressao é de grande importancia, uma vez que tais
termos nao podem ser desprezados, dependendo do esquema numérico utilizado. Da mesma forma,
Silveira-Neto (2010) explica que para esquemas de ordem baixa, os tensores de Leonard e cruzado
podem ser desprezados; entretanto, ndo é possivel fazer tal consideragao quando utilizando

esquemas de alta ordem, como por exemplo o método espectral utilizando neste trabalho.

Uma das limitacoes relativas a incorporacao do termo relativo a energia cinética turbulenta
no campo de pressao se dd no processo de recuperagio da mesma. Recorda-se, da se¢ao 3.3.1 (c.f.

Eq. (3.46) ) que no método espectral de Fourier, a pressao é desacoplada do campo de velocidade.
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Nesse sentido, para se efetuar a recuperacao do campo de pressdo primitivo, deve-se modelar a
energia cinética turbulenta, etapa esta que deve ser realizada de maneira simultdnea ao calculo

da viscosidade turbulenta.

Um dos modelos mais utilizados na literatura para a simulagdo LES é o modelo de
Smagorinsky (SMAGORINSKY, 1963), que se baseia na hipétese do equilibrio local para as

pequenas escalas:

p=¢c, (3.71)

onde a taxa de producdo das tensoes turbulentas, p pode ser escrita em funcdo da taxa de
cisalhamento do campo filtrado de velocidade, p = —ugu;Sij = 2145;;5;4, e a dissipagdo podendo
ser escrita em funcdo da escala de velocidade e do comprimento caracteristico sub-malha,

€= —c(uéu})‘g/ 2/1. Assim, a viscosidade turbulenta proposta por Smagorinsky (1963) ¢ da forma:

Vy = (CSA>2\/QSZ']‘SZ‘J', (372)

sendo A = /Az1AzyAxs o comprimento caracteristico, Cs a constante de Smagorinsky e S;; o
tensor taxa de deformagao filtrado (MOREIRA, 2011). Existe uma grande discussao a respeito
dos valores que devem ser assumidos para a constante de Smagorinsky, que deve ser ajustada

para cada caso. Considera-se, na maior parte das vezes, 0.05 < Cs < 0.30. Para escoamentos
cisalhantes livres, assume-se Cs ~ 0.13 (LESIEUR; METAIS; COMTE, 2005).

E importante frisar que o modelo de Smagorinsky nao permite a transferéncia de energia
cinética turbulenta em fluxo inverso. O modelo também possui a limitacdo de nao capturar
com acuracia a transi¢do a turbuléncia. Entretanto, mesmo diante de tais limitacGes, o modelo
representa adequadamente o espectro de energia cinética turbulenta para escoamentos cisalhantes

livres, como é o caso das esteiras turbulentas, foco principal deste trabalho.

3.4.3 Equacles médias de Reynolds (RANS)

Caso se escolha reduzir ainda mais o custo computacional, pode-se utilizar uma estratégia
onde as grandes escalas, ao invés de serem resolvidas, passam a ser modeladas. Para isso, introduz-
se um operador média temporal nas equacoes de Navier-Stokes, o que resulta nas chamadas
equacoes médias de Navier-Stokes, ou seu correspondente acronimo do inglés, RANS. Do ponto de
vista pratico, o resultado de tal média seria equivalente a ter um infinito nimero de experimentos
sendo amostrados ao mesmo tempo, e posteriormente processando a média de tais experimentos.

A equacao vetorial resultante, para um escoamento incompressivel, é dada por:

8$ 7 8:1/‘1

Pl L) e

onde o operador () denota as quantidades médias. Observe que esta equagdo apresenta, no termo

nao-linear, um termo de média de duas variaveis desconhecidas. E possivel decompor as escalas
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na forma de média e flutuacio, utilizando as devidas propriedades estatisticas:

8;” - 83% (i) ) + (s ) = —i%@ + 8(; [u (‘98(3 + 8(5;?)] (3.74)

Nota-se, assim, que a média do termo nao-linear introduz um tensor adicional, advindo da
componente flutuante nas equacoes médias de Navier-Stokes, 7;; = <u£u§), denominado tensor de
Reynolds. Trata-se de um momento estatistico de segunda ordem, e tentativas de gerar equagoes
de transporte para este momento serao frustradas, ja que assim surgirdao momentos de terceira
ordem, e de ordens superiores, caso tal tentativa se torne recorrente. Novamente, tem-se o
problema de fechamento da turbuléncia. Até o presente momento, as solucbes para resolver este
problema se baseiam no que se define como modelagem da turbuléncia, ou seja, uma equacao

precisa ser proposta para que o problema se torne fechado (SILVEIRA-NETO, 2010).

Existem disponiveis na literatura uma grande quantidade de modelos de turbuléncia, desde
modelos algébricos até os modelos comumente utilizados, tais como a familia de modelos k£ —e. Em
contraste com o DNS, as simulagoes RANS podem ser utilizadas para simular escoamentos em
geometrias complexas a altos niimeros de Reynolds. Tal caracteristica é notavelmente vantajosa,
especialmente para a simulacdo de problemas praticos de engenharia. Infelizmente, a abordagem
RANS sofre fortemente com uma deficiéncia: a turbuléncia é um fenémeno que possui uma
grande riqueza de escalas, e a medi¢do de comportamentos médios ndo permite a captura de tal

riqueza.

3.5 Técnicas de identificacao de vortices

A turbuléncia, como ja abordado, ndo se caracteriza somente como ruido aleatorio.
Ela se caracteriza também pela presenca de estruturas com grande coeréncia espacial, que
se desenvolvem no tempo, conhecidas como estruturas coerentes. Uma vez que as estruturas
nao-coerentes decaem muito mais rapidamente que as estruturas coerentes, estas ultimas exercem
uma influéncia muito maior na dindmica e nas caracteristicas de transporte do escoamento. O
estudo do comportamento das estruturas coerentes é conhecido como dindmica dos vortices, e
aborda a evolugao e a interacdo das estruturas coerentes umas com as outras e com as escalas

dissipativas presentes no escoamento.

Na literatura, existem estudos de dindmica dos vortices que se concentram na identificacdo
de estruturas vorticais, tanto para escoamentos cisalhantes livres (SONDERGAARD, 1996) quanto
para escoamentos parietais (JIMENEZ, 2013). Tais anélises sdo de grande importancia no estudo
da turbuléncia, pois permitem um melhor entendimento dos processos que governam as estruturas

coerentes e sua influéncia geral no escoamento.

Uma parte substancial dos resultados do presente trabalho se dedica a analisar as
estruturas resultantes das simulagoes. Entretanto, para que tal estudo seja realizado, é preciso que
se defina com clareza o conceito de estrutura turbilhonar. Até os dias atuais, ainda existem diversos

debates a esse respeito e dos mecanismos que permitiriam sua caracterizacao e identificacao,
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buscando assim eliminar defini¢goes ambiguas. A seguir, buscou-se explorar as principais técnicas

de visualizacao e identificacdo das estruturas coerentes utilizadas na literatura recente.

3.5.1 Técnicas classicas

Uma das primeiras definigdes vortice foi apresentada por Lamb (1895), que o descreveu
como um tubo, cuja superficie consiste em linhas vorticais. Entretanto, tal conceito caiu em
desuso, tendo em vista que a existéncia de um tubo vortical ndo garante a presenca de uma
estrutura coerente, uma vez que um escoamento interno em um duto pode apresentar tubos
vorticais, apesar de nao exibir o que se considerava, & época, uma estrutura coerente propriamente
dita.

Uma investigagao sobre as técnicas de identificagdo de vortices mais utilizadas no passado,
assim como suas deficiéncias e limitacoes sdo mostradas no trabalho de Jeong e Hussain (1995).

As principais técnicas de identificagdo abordadas no referido trabalho séo listadas abaixo:

e Pressdo minima local: as estruturas coerentes, caracterizadas pelo balanco de forcas devido
a pressao e forcas centrifugas, tendem a ter um ponto de minima pressao ao longo de seu
eixo de circulagao. Tal caracteristica foi abordada por Robinson (1991), que utilizou um
banco de dados de simulagoes DNS para mostrar que esta técnica permitiria a captura
de estruturas coerentes em simulagoes de camada limite turbulenta. Entretanto, Jeong e
Hussain (1995) mostram que, dependendo do valor de corte que se escolha para a presséo,

este método pode resultar em identificagoes falsas.

e Linhas de corrente: técnica inicialmente proposta por Lugt (1979), onde se utilizam
as linhas de corrente para detectar vértices. A partir desta técnica, considera-se como
estruturas coerentes as regides descritas como caminhos espiralados fechados. A primeira
deficiéncia desta técnica é que ela ndo apresenta invariancia galileana. Assim, uma estrutura
coerente detectada em um dado referencial pode nédo ser identificada quando se utiliza um
referencial que se move a uma velocidade relativa constante. Na pratica, isto significa que
este método pode ocultar estruturas que se movem a diferentes velocidades, o que pode
levar a falhas graves de identificacdo destas estruturas em escoamentos turbulentos, em
particular naqueles que eventualmente possuam um elevado nimero de estruturas sendo

advectadas a velocidades distintas.

e Campo de magnitude da vorticidade: uma das técnicas mais utilizadas para a identificacao

das estruturas coerentes é a visualizacdo da magnitude do vetor vorticidade, dada por:

lw| =1V x u| (3.75)

Esta técnica é considerada segura por diversos autores, em especial para a utilizacao
em escoamentos cisalhantes livres. Entretanto, ela pode resultar em identifica¢oes falsas,
quando utilizada em escoamentos parietais, uma vez que a vorticidade pode ocultar vortices

se o campo de cisalhamento no fluido for de magnitude comparavel com a magnitude de



Capitulo 3. Modelagem matemdtica 61

w no interior da estrutura. Nos escoamentos parietais, as regioes de maior cisalhamento
ocorrem préximo as paredes, dificultando portanto a utilizacdo desta técnica nesse tipo de

escoamento.

3.5.2 Técnicas modernas

A luz das deficiéncias das técnicas classicas acima abordadas, o trabalho de Jeong e
Hussain (1995) propde ainda requisitos bésicos para o que seria uma defini¢do objetiva de
estrutura coerente: elas devem ser visualizadas através de campos de circulacio e de vorticidade
liquidos, de maneira que campos potenciais sejam excluidos da visualizacdo; e ainda: a estrutura

coerente deve ser identificada com técnicas que possuam invaridncia galileana.

Recentemente, diferentes técnicas modernas de identificacdo de estruturas coerentes vém
sendo propostas na literatura. Elas utilizam as propriedades do tensor gradiente de velocidade
e possuem a invariancia galileana exigida por Jeong e Hussain (1995). Hunt, Wray e Moin
(1988) propuseram a utiliza¢ao dos autovalores do tensor gradiente de velocidade para derivar
uma classificacao local dos varios padroes de linhas de corrente que ocorrem nos escoamentos
tridimensionais. Eles utilizaram um sistema de coordenadas nao-inercial, que permanece fixo
a uma dada particula no fluido, resultando em uma classificacdo onde o escoamento é definido
com maior seguranga por qualquer observador. A fim de ilustrar tais técnicas, considere o tensor

gradiente de velocidade definido em notacdo tensorial:

Pode-se decompor A;; em uma parte simétrica, S;;, conhecida como tensor taza de deformagao,

e em uma parte anti-simétrica, chamada de tensor taxa de rotacdo:

pO | = N

Wij = 5 (Aij — Aji) - (3.78)

Note que, desta forma, as Eqgs. (3.77) e (3.78) satisfazem a identidade:

Sondergaard (1996) explica que, caso A;; possua somente autovalores reais, o escoamento
é dominado por efeitos de deformagao, movendo-se no sentido de entrada ou saida, partindo-se
da origem, ao longo de diferentes direcoes. Ja no caso em que A;; tenha um par de autovalores
complexos, os efeitos de rotagdo predominarao no fluido, apresentando movimentos espiralados

coplanares, juntamente com deformagbes numa terceira dire¢do, ndo-coincidentes a este plano.
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Os autovalores de A;;, denotados por A, e seus autovetores complexos, e;, devem satisfazer

o seguinte problema de autovetores:

[Aij - )\51J] €; — O, (380)

onde os autovalores A sdo solugdes da equacgao caracteristica:

det [AZ] — Aéw] =0. (3.81)

Observe que a Eq. (3.81) pode ser entdo expandida como uma equagao algébrica:

N+ PN+ QA+ R=0. (3.82)

Assim, o primeiro, segundo e terceiro invariantes do tensor A;; sdo dados, respectivamente, pelas

seguintes equagoes:

P = A (3.83)
1
= 3 (P2 - A4545), (3.84)
1
= det[Ay) = 3 (—P*+3PQ — AijAjA) . (3.85)

A teoria da algebra garante que existem trés conjuntos de solugdes possiveis para a Eq.
(3.81), a saber: 1) todos os valores de A sao reais e distintos; 2) todos os valores de A sdo reais,
e pelo menos dois deles sao iguais; 3) um dos valores de A é real, enquanto os outros dois sao
raizes complexas conjugadas. Os valores de P, e R determinam em qual destas categorias as
raizes \ se encontrardo. Por esta razao, é possivel tragar uma superficie no espago (P, @, R) que
separe as equagoes caracteristicas que possuem somente raizes reais daquelas que possuem um
par de raizes complexas e uma raiz real. A equacdo desta curva, descrita por Chong, Perry e
Cantwell (1990), é dada por:

2TR? + (4P° — 18PQ) R+ (4Q* — P?Q?) = D. (3.86)

Um estudo detalhado dessa superficie e do espago (P, Q, R) pode ser encontrado em
Chong, Perry e Cantwell (1990) e em Sondergaard (1996).

No caso de escoamentos incompressiveis, o primeiro invariante, P, é identicamente nulo,
tendo em vista que, pela equacdo da continuidade, A;; = du;/dx; = 0. Além disso, as Eqs. (3.84)
e (3.85) se simplificam:

1 1

= 5 Ay dji) = =5 (SiSji + Wi W) (3.87)
1 1

= —3 (AyApdr) = =3 (55585 + 3Wi;WiSki) (3.88)
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Assim, a superficie que separa as equagoes caracteristicas com solugbes imaginarias e

reais, Eq. (3.86), se simplifica para a curva:

2TR? +4Q* =D (3.89)

Portanto, conclui-se, que para um escoamento incompressivel, é possivel mapear com-
pletamente o comportamento topolégico das estruturas do escoamento no espago(@, R). A Fig.
14 ilustra a curva da Eq. (3.89), mostrando todas as topologias possiveis para o escoamento
incompressivel. Para os pares (Q, R) localizados abaixo desta curva, os autovalores de A;; sdo
reais; neste caso, os movimentos causam predominantemente a deformacao. Na regido a esquerda
do eixo R = 0, o escoamento local apresenta particulas de fluido se movendo para fora da origem
(ou, alternativamente, do referencial que se deseja utilizar) em duas das trés dire¢oes principais;
na direcdo oposta, o fluido se move para dentro da origem. A direita do eixo R = 0, em duas das
trés diregOes principais localizam-se as particulas que se movimentam para dentro da origem,

enquanto na direcdo restante, o fluido se move para fora.

Os valores acima da curva da Eq. (3.89) delimitam a regido do espago (@, R) onde dois
dos autovalores de A;; sdo complexos, sendo o escoamento local dominado por movimentos
rotativos. Ainda nesta regido, particularmente a esquerda do eixo R = 0, o escoamento local
possui particulas em movimento em espiralpara fora do ponto de referéncia (denominado foco),
em um dado plano (duas das trés regides principais), enquanto na terceira dire¢do, o0 movimento
tende a se afastar do foco, tendendo a estica-lo. Analogamente, & direita do eixo R = 0, tem-se
movimento em espiral para dentro do foco, juntamente com um movimento que tende a se

aproximar do referido ponto.

Q —Qs
Irrotational
Vortex stretching Vortex compression dissipation
Vortex
sheets
— < < < Qw = —Qs
i
Vortex
tubes
CQVV
Qs
D=0
Predominant Predominant
deformation: deformation:
contraction expansion
X % ‘( %
Axisymmetric Axisymmetric
. X contraction expansion
Tubelike structures sheetlike structures }{S

Figura 14 — Espagos de invaridncia (Q, R), (—Qs,Qw) e (Qs, Rs) para escoamentos
incompressiveis (SONDERGAARD, 1996; SILVA; PEREIRA, 2008).
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Com base nesta andlise, conclui-se que na regiao onde ) assume valores positivos (regido
acima do eixo Q = 0), a taxa de rotagdo domina a taxa de deformagao. Baseado nisso, Hunt,
Wray e Moin (1988) definem um vértice como uma regido do fluido onde o segundo invariante @
é maior do que zero. Note que, nesta andlise, os invariantes do tensor gradiente de velocidade
sdo calculados igualmente por qualquer referencial inercial, obedecendo portanto a invarincia

galileana proposta por Jeong e Hussain (1995).

Em simulagoes onde se utilizam malhas muito refinadas, uma andlise no espago (@, R)
pode ser vantajosa, frente a outros métodos de visualizacgao, tais como a utilizagio de isocontornos
e isosuperficies. Ao tragar, por exemplo, as isosuperficies de Q no espaco, teria-se uma boa
representagao das estruturas coerentes do escoamento. Porém, quando se deseja verificar o
comportamento das pequenas escalas, a utilizacdo de mapas de invariancia pode ser de grande
utilidade, tendo em vista que tais estruturas tendem a se localizar em regides distantes da origem

do espago de invaridncia, podendo assim ser facilmente distinguidas das demais.

O procedimento para a criacdo dos mapas de invaridncia consiste em se armazenar os
valores de e R em cada ponto de interesse, e plota-los como uma distribui¢do de probabilidade
conjunta (SILVA; PEREIRA, 2008) ou como gréficos de dispersao (SORIA et al., 1994) no plano
(Q, R). Tais resultados, por possuirem invaridncia galileana, podem ser estudadas sob a ética de
qualquer referencial, o que pode facilitar a comparacdo com outros trabalhos encontrados na

literatura.

Sondergaard (1996) mostra ainda que, além dos invariantes @ e R, outras quantidades
podem ser de grande interesse para uma andlise completa dos escoamentos turbulentos incom-
pressiveis. De maneira andloga & decomposi¢ao do tensor gradiente de velocidade na Eq.(3.79),

pode-se escrever o segundo invariante () como duas quantidades, Qs e Q-

1
Q=- 5 (Sijsji + Wz‘joi) = Qs + Qu- (3.90)

Tem-se, portanto, as seguintes relagoes:

1

Qs = —554Sii (3.91)
1

Qw = —§W7;joZ', (3.92)

sendo ()5 o segundo invariante do tensor taxa de deformacao S;;, e (), o segundo invariante do
tensor taxa de rotagdo Wj;. Sondergaard (1996) explica que esta decomposi¢ao auxilia no estudo
da importancia relativa da taxa de deformacao frente a taxa de rotagdo. Observa-se ainda que a
taxa de rotagao é proporcional & propriedade denominada enstrofia (2Q,,). Assim, graficos de
(Qs, Qw) permitem identificar em quais regioes a densidade de enstrofia prevalece sobre a taxa
de deformacao. Note que, sempre nas regides onde @) > 0, tem-se que a densidade de enstrofia
prevalece sobre a taxa de deformacao (,, > @Qs), enquanto nas regides onde @ < 0, prevalece a

situacdo oposta (Qy < Qs). Assim, tem-se sempre que Qw < 0 e Quw < 0.
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Do mesmo modo, procede-se com a decomposicdao do terceiro invariante R do tensor

gradiente de velocidade em duas quantidades, R; e o:

1
R = -3 (8i5SjkSki + 3WijW;iSki) = Rs + 0, (3.93)
onde:
1
Ry = -3 (Si5SikSki) » (3.94)

A quantidade R, denota o terceiro invariante do tensor taxa de deformagao S;;, e o
denota o estiramento da vorticidade. Tais quantidades permitem correlacionar, por exemplo, o

estiramento de vértices com a densidade de enstrofia.

A fim de permitir a comparacao dos resultados obtidos para esteiras planas com a escassa
literatura de esteiras planas em desenvolvimento temporal, o presente trabalho utilizard as
visualizagoes das isosuperficies de @) e (), como resultados qualitativos, assim como os mapas de

invaridncia (Q, R), (Rs, Qs) € (—Qs, Q) como ferramentas de analise quantitativa.
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4 Modelagem numérica

Apés a apresentacido de um modelo matematico no espaco de Fourier para escoamentos
incompressiveis, Eq. (3.51), fica evidente a impossibilidade de se resolver o problema analitica-
mente. Recorre-se, entdo, aos métodos numéricos e, para isso, é preciso que se escolha um método
de discretizagao adequado; ou seja, um método de aproximacao de equagoes diferenciais, que a
transforme em um sistema de equagcoes algébricas em um dado conjunto de nés de colocagio no
espago e no tempo. Existem muitas abordagens disponiveis de discretizagdo; os métodos mais
utilizados sdo: os métodos de diferencas finitas, volumes finitos, elementos finitos e os métodos

de residuos ponderados.

O método utilizado no presente trabalho é um caso particular do método dos residuos
ponderados, denominado método pseudoespectral de Fourier. Neste método, as funcoes e as
derivadas sdo aproximadas por somas truncadas de séries de Fourier. As propriedades dessas
séries auxiliam na solugio das equacdes do problema, do ponto de vista de reducdo do nivel de
esforco computacional, uma vez que derivadas se tornam produtos de nimeros complexos, sendo
estes ultimos facilmente calculados por um computador digital, em contraponto a se buscar uma
maneira de avaliar derivadas tendo em posse somente os valores discretos das fung¢oes envolvidas,

conforme realizado em outros métodos de discretizagao.

A secao 4.1 exibe os métodos de discretizacido temporal existentes, explorando particu-
larmente os métodos de Runge-Kutta, que foram utilizados no presente trabalho. Na secao 4.2,
esses métodos sao aplicados para o caso de um escoamento incompressivel, tomando por base
os modelos matemaéticos tratados previamente na secdo 3.3.1. Por fim, a secdo 4.3 apresenta o
método de analise de erros que foi utilizado para fazer a verificagdo dos erros do algoritmos do

presente trabalho, conhecida como método das solu¢bes manufaturadas.

4.1 Meétodos de discretizacao temporal

Este tépico exibe as metodologias de discretizacdo que foram utilizadas para a integragao
temporal das equagoes de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis no espaco de Fourier.
Sao explicados em detalhes o método de passo simples de Euler, bem como a familia de métodos

de passos multiplos conhecidos como métodos de Runge-Kutta.

4.1.1 Método de Euler

Dentre os diversos métodos de integracao de problemas de valor inicial (PVI’s) disponiveis,
destaca-se, como o método explicito mais simples existente, o método de Fuler. Ele permite a
integracdo numérica de equagoes diferenciais ordindrias (EDO’s) de maneira explicita, ou seja,
sem a necessidade de se resolver sistemas lineares. O método de Euler se caracteriza por ser um

método de primeira ordem, de passo lnico, e serd utilizado aqui como integrador para a derivada
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temporal da Eq. (3.51). A caracteristica central do método de Euler consiste em propagar a
solucao de um PVI, através de uma sequéncia de pequenos niveis de tempo. Em cada nivel de

tempo, a taxa de mudanca da solugdo seria tratada como uma constante.

Para melhor ilustrar este método, considere um PVI genérico, descrito como:

% = f(tvy(t))’

y(to) = Yo,

(4.1)

sendo yp o valor inicial do problema. Deseja-se aproximar uma solugao para y(t). Para tal, faz-se
uso da expansdo em série de Taylor da funcdo y na vizinhanga de tp, truncando-a a partir dos

termos de segunda ordem (erro local resultante proporcional & At):
dy|
y(to + At) = y(to) + Ata + O(At). (4.2)
t=to
Isolando o termo derivada da Eq. (4.2), e desconsiderando os erros de truncamento O(At):

dy _y(to + At) — y(to)
dt At

t=to

. (4.3)

Para fins de simplificacdo de notagdo, denota-se os termos y(tg + At) = y" 1 e y(to) = y". Assim,

tem-se:

YTyt + AL F(E ) (4.4)

A essa aproximacéao, dd-se o nome de método de Fuler explicito. Observe que, em posse
de um valor inicial para y", pode-se marchar no tempo e assim determinar valores aproximados

n+1

de y para a funcao que se deseja integrar, tendo em mente que o erro local associado a tal

aproximacdo é correspondente & magnitude dos termos truncados O(At?).

4.1.2 Métodos de Runge-Kutta

Em contraste com métodos de multiplos estagios, tal como os métodos de Adams-Bashforth,
que utilizam diferentes niveis temporais para aproximar a solucao desejada, os métodos de Runge-
Kutta sdo ditos métodos de estdgio tinico; entretanto, estes apresentam miiltiplos passos por nivel
de tempo. Os métodos de Runge-Kutta apresentam a vantagem de serem uma classe geral de
integradores para problemas de valor inicial, sendo considerados como um dos mais populares
solvers de equagoes diferenciais ordinarias. Tais métodos foram estruturados por Carle Runge
e Martin Kutta, por volta dos anos 1900, e vém sendo amplamente revisados e modernizados
desde a década de 1960 (BUTCHER, 1996).

Diferentemente das ideias de Euler, Runge tentou se basear na regra do trapézio e na regra
do ponto médio, de modo a calcular mais do que uma Unica aproximagao para a solucdo desejada

em cada estagio de tempo, e posteriormente combiné-las, por meio de médias e ponderagoes.
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Para ilustrar o funcionamento dos métodos de Runge-Kutta, considere novamente o
PVI genérico, descrito pela Eq. (4.1). Suponhamos que agora se deseja construir um método de
segunda ordem, e, ao invés de truncar a série nas derivadas de segunda ordem, tomemo-las em

consideracao, porém truncando a série a partir das derivadas de terceira ordem:

d
y(to + At) = y(to) + Atd—f

At? d?y
—_— o(At?). 4.5
+ 2 dt2 bty + ( ) ( )

t=to

A derivada de primeira ordem da Eq. (4.5) pode ser reescrita como o lado direito da Eq. (4.1), e

a derivada de segunda ordem pode ser obtida derivando a Eq. (4.1) utilizando da regra da cadeia:

dt

2
Ry (d0) _ 250y - 20, 5Ny w6

Novamente, utilizando da Eq. (4.1), pode-se reescrever a Eq. (4.6) como sendo:

2
% _ 8f(téf(t)) N 8f(g;/(t))f(t,y(t)). (4.7)

Pode-se entao reescrever a série de Taylor da Eq.(4.5), substituindo as derivadas como se segue.

As notagoes de dependéncia da funcao f e y sdo suprimidas para maior clareza nas manipulagoes.

At? |0 0
y(to + At) = y(to) + At f(to,yo0) + —— [éf + aff f(to, y())‘| + O(At?’). (4.8)
2 s, Yli=to
Manipulando os termos convenientemente, tem-se:
At At 0 0
y(to + At) = y(to) + — f(to,%0) + — | f(to,%0) + Al + At fto, yo)| + O(AE?).
2 2 ot t=to oy t=to
(4.9)

Sabendo-se que a expansao em série de Taylor da fungdo f em varias variaveis pode ser escrita

CcOomao:

0 0
Flto + At.o + Ay) = Flto o) + ALl 4 Al

2
5| G| sww 0wy, @)
=to

t=to

podendo-se entao substituir a Eq. (4.9) na Eq. (4.10). Assim, obtém-se:

At At
y(to + At) = y(to) + - f(to,y0) + —- f(to + At yo + Ay) + O(A?), (4.11)
ou, em notacio simplificada:

At
y Ryt S (K4 ), (4.12)



Capitulo 4. Modelagem numérica 69

onde K1 = f(t",y") e Ko = f(t"*,y"+At K1). Este método é conhecido como método de Runge-
Kutta de sequnda ordem cldssico, ou método de Heun. Os coeficientes K1 e Ky sdo conhecidos
como passos do método, sendo avaliados dentro de um mesmo estagio temporal. Estes podem ser
vistos como estimativas para a taxa de variagao da solu¢ao no tempo. Uma vez determinadas
tais estimativas, faz-se entdo uma média dos valores de K e Ko, como é possivel observar na Eq.
(4.12).

Uma vez compreendido que os coeficientes K1 e K9 sdo combinados linearmente de modo
a predizer uma taxa de variagdo para a solucdo do PVI, é plausivel considerar que existem, além
da escolha particular da ponderacdo média aritmética do método de Heun, outras ponderagoes
possiveis. Portanto, pode-se escrever a familia de métodos Runge-Kutta de seqgunda ordem como

se segue:

yn+1 ~~ yn + At <b11’€—1 + bQKQ) , (413)

com K, = f(t,y) e Ky = fit 4+ o Aty + az Atlgl), onde a;;,b; e ¢; sdo coeficientes de
ponderacao. Os métodos explicitos de Runge-Kutta se caracterizam por formarem matrizes
triangulares inferiores a;;, ou seja, a;; = 0 se j > i. Os coeficientes ¢; e a;; sao conectados pela
condigao ¢; = }_; ajj. Substituindo estas condigdes na Eq. (4.13), chega-se a um sistema de
equagoes nao-lineares, e assim, determina-se b;, ¢; e a;;. Note que, escolhendo by = 1 e by = 0 na
Eq. (4.13), tem-se como resultado o método de Euler, descrito na se¢ao 4.1.1. Por esta razao,

considera-se o método de Euler como um caso particular dos métodos de Runge-Kutta.

Seguindo a mesma légica dos métodos de Runge-Kutta de segunda ordem, pode-se
expandir o método para ordens superiores, utilizando maior nimero de coeficientes K;. A

expressao geral dos métodos de Runge-Kutta é da seguinte forma:

m
YT Ry ALY bKG, (4.14)
i=1
onde K7 = f(tn,yn), Ky = f(tn + CgAt, Y™ + as1 AKl), e, K= f(tn +cm At, At Zj amjKj).
Note que a determinacao dos coeficientes K; pode se tornar complicada, uma vez que envolve a

solucao de equagoes nao-lineares.

Finalmente, em posse da expressao geral dos métodos de Runge-Kutta, pode-se determinar

um método particular de quarta ordem, conhecido como método de Runge-Kutta cldssico:

Ky Ky K3 K4> (4.15)

n+1 ~ " At [ == ra o e

A ( 6 "3 73 76

para K1 = f(t",y"), Ko = f(t" + At/2,y" + K1At/2), K3 = f(t" + At/2,y" + K2At/2) e
Ky = f(t"1, " + K3At). Observe que tal método, apesar de apresentar quarta ordem, isto &,
erros globais da ordem de O(At?), exige a avaliacio da funcio f quatro vezes em cada estagio

de tempo, sendo portanto um método de quatro passos.
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Apesar de apresentar alta ordem, o método de Runge-Kutta classico apresenta problemas
de estabilidade a longo prazo. Estudos mostraram que esse método, quando utilizado para integrar
longos periodos de tempo, tende a apresentar acimulos de erros dispersivos e dissipativos. Visando
obter um maior controle sobre tais acimulos, Berland, Bogey e Bailly (2006), e posteriormente
Allampalli e Hixon (2009) desenvolveram os métodos RK46 e HALE-RK, respectivamente, que
controlam esses erros, aumentando a estabilidade do método e, ao mesmo tempo, mantém as

caracteristicas de alta ordem do método.

4.2 Modelagem numérica para escoamentos incompressiveis

Retomemos a Eq. (3.51). Para o caso de escoamentos incompressiveis, sob a forma

conservativa, e considerando tratamento pseudo-espectral do termo néo-linear, tem-se:

o 1 ~ou;
L vk = i [@—(zk@—i—ul)] (4.16)
ot J 2 I 7 Ox;

Note que a equagao (4.16) s6 possui uma tnica derivada parcial remanescente da equagao
original no espaco fisico: a derivada temporal. Esta equacgao, do ponto de vista matemaético,
ainda deve ser vista como uma equacao integro-diferencial parcial; contudo, do ponto de vista
numérico, ela pode ser encarada como uma equagao diferencial ordinaria, de primeira ordem, e
portanto pode ser resolvida utilizando-se os diversos métodos disponiveis no calculo numérico.

Assim, por exemplo, utilizando o método de Euler, tem-se:

=+ A (g, [ikji) " — vkE") (4.17)

Observe que, conhecido o valor inicial de @', o método pode marchar para o préximo

nivel de tempo, n + 1, e assim é possivel resolver explicitamente o campo de velocidades.

A seguinte equacao geral, Eq. (4.18), permite a resolugdo do campo de velocidades
utilizando os métodos de Euler e Runge-Kutta de quarta ordem classicos. As tabelas fornecem

0s parametros complementares, necessarios para sua utilizagao:

artl = apr + At (Z mem> , (4.18)
onde o valor de K,, é dado por:

n+cm

Ko = [~ [ikjiigt) — vk3ai] (4.19)

V=04+m Km_1At ’

O processo iterativo pode agora se deslocar para o proximo passo de tempo. Note que é

possivel utilizar um método de integracdo numérica diferente dos métodos classicos, como por
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Tabela 1 — Valores dos coeficientes de Runge-Kutta K,

K1 K2 K3 K4
Euler a,, =0;¢, =0 - - -
RK2 a,, =0;¢, =0 m = 1 =1 - -
RK4 a4, =0;¢, =0 ap,=1/25¢,,=1/2 ap=1/2¢,=1/2 ay, =150, =1

Tabela 2 — Valores dos coeficientes de ponderacao b,

by by by by
Euler 1 - - -
RK2 1/2 1/2 - -
RK4 1/6 1/3 1/3 1/6

exemplo adotar a utilizagdo de um método de Runge-Kutta com controle de erros dispersivos e

dissipativos, tais como os métodos HALE-RK e RK46. Nestes casos, adota-se o seguinte algoritmo:

aptt = ay + KT, (4.20)

sendo o valor de K* dado por:

K" = o"K™ 1 4 At [— o [iks | — k;%-]”
i i ik [Z ]ukuj] VE;U; (4.21)

Os valores das constantes o™ e 5™ sao dados na tabela abaixo. Note que, diferente do
método RK4 classico, o método RK46 apresenta seis passos de tempo. O aumento dos passos

concede a estabilidade necessaria ao método, o que diminui os erros dispersivos e dissipativos.
Tabela 3 — Coeficientes o™ e " do esquema RK46 (ALLAMPALLI; HIXON, 2009).

n Q 6]
1 0.0 0.122

2 -0.691750960670  0.477263056358
3 -1.727127405211  0.381941220320
4
5
6

-0.694890150986  0.447757195744
-1.039942756197  0.498614246822
-1.531977447611 0.1866485708465

4.3 Analise dos erros

Esta secao trata da verificagdo dos erros dos métodos numéricos utilizados ao longo deste
trabalho. Dentre os diversos métodos de verificacdo existentes, optou-se pela utilizagdo do método
das solugoes manufaturadas (MMS), para a validagao do cédigo utilizado no presente trabalho,
IMERSPEC3DP.
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Uma soluc¢ao manufaturada é uma solucdo exata de um dado conjunto de EDP’s, cons-
truida resolvendo-se as equagoes de tras para frente (SALARI; KNUPP, 2000). Por exemplo,

considere a resolucao da seguinte EDP:

Plu] = fm, (4.22)

onde P é um operador diferencial, u é a solucdo da equacao, e f é um termo-fonte. No método
das solugoes manufaturadas, escolhe-se primeiramente a solucao u e entdo aplica-se o operador P
visando encontrar o termo-fonte f. Procede-se assim com a verificacdo, tendo em maos a solugao

u, analitica, comparando-a com a solugdao numérica.

A grande vantagem do método MMS reside na liberdade de escolha da fungdo u, sem
a necessidade de imposicao de sistemas de coordenadas especiais ou condi¢des de contorno
particulares. Entretanto, aconselha-se a escolha de funcoes analiticas e suaves, tais como fungoes
polinomiais, trigonométricas ou exponenciais, visando sua correta computacao. Deve-se, portanto,
evitar a utilizagdo de fungdes que nao sao possiveis de serem avaliadas numericamente, tais como
séries infinitas (ROACHE, 2001). Adicionalmente, deve-se ter em mente que a suavidade da
solugdo é essencial para garantir a ordem de acuracia adequada. Destacam-se ainda outros pontos
fundamentais para a escolha da solugdo manufaturada: ela deve possuir um nimero suficiente de
derivadas nao-triviais e deve ser definida em um subconjunto do espago Euclidiano, garantindo a

flexibilidade de dominio.

Observe que nao ha exigéncias matematicas imediatas quanto a existéncia de realismo
fisico para as solugdoes manufaturadas. Além do fato da busca de uma solugdo manufaturada que
represente a fisica do problema ser complexa - tdo complexa a ponto de nao ser justificavel, uma
vez que se pudéssemos resolver problemas desta forma, poderiamos simplesmente encontrar a
solucdo analitica do problema proposto diretamente, e nenhuma simulacdo computacional seria
necessaria - o coédigo computacional nao é capaz de distinguir entre um problema fisicamente
realistico e um problema nao-realistico, uma vez que ele somente realiza calculos com o objetivo

de resolver um sistema de equagoes.

Uma vez realizados os calculos da solugdo manufaturada e da solugdo numérica, pode-se
entdo proceder com a avaliagdo dos erros de discretizacdo do método utilizado para resolver o
sistema de EDP’s. A solucdo manufaturada terd carater de solucéo analitica, e portanto, pode-se
avalid-la nos mesmos nds (temporais e espaciais) onde foram avaliadas as solugoes numéricas.
Uma forma de se estimar a ordem de grandeza dos erros é através do calculo do erro global
normalizado RMS (ou norma Lo). Assim, para uma dada fun¢do manufaturada f,,, e para uma

solu¢do numérica f,, tem-se:

1

Ly = N Z(fm,j — fnj)? (4.23)
J

sendo NV o nimero total de nés do dominio discreto avaliado. Assim, utilizando o método MMS, é

possivel avaliar as normas Lo para as diferentes variaveis nos casos do escoamento incompressivel
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aqui descrito pela Eq. (4.16). Escolhe-se, assim, as fungdes suaves que se deseja utilizar e, em
posse de tais funcoes, é possivel recorrer ao método MMS e calcular os respectivos termos-fonte

das equagoes de Navier-Stokes. Mais detalhes sobre a etapa de verificacdo serdo mostrados no

Capitulo 5
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5 Verificacao

Neste capitulo, sdo mostrados os resultados da verificacdo do codigo IMERSPECSDP,
realizada utilizando o método MMS. Na secdo 5.1, descreve-se brevemente as solu¢des manu-
faturadas que foram utilizadas, bem como os parametros utilizados nas simulagoes. A se¢éo
5.2 mostra os resultados quantitativos obtidos, evidenciando a evolucdo temporal dos campos
de |w| e Q. A segao 5.3 trata da verificagdo da acuricia do cédigo IMERSPECSDP, realizada
utilizando-se os residuos da equagado da continuidade e a norma L2 das variaveis primitivas. Por
fim, a secdo 5.4 é dedicada a verificar a eficiéncia da paralelizagio presente no codigo, testando-se

um problema com nivel de refinamento de malha constante, utilizando-se 1, 2, 4 e 8 processadores.

5.1 Verificacao do cédigo IMERSPEC3DP

Inicialmente, foram realizadas simulagoes para a verificagdo do cédigo IMERSPECSDP.
Tal verificagdo possui grande importancia, por se tratar de um cédigo in-house, que vem sendo
continuamente desenvolvido por pesquisadores do MFLab. As simulacoes foram realizadas, e
a partir delas, quantificou-se os erros utilizando-se o0 método MMS. Além disso, testou-se a

performance da paralelizacdo por decomposi¢do do dominio implementada no cédigo.

Conforme ja abordado na secdo 4.3, é possivel se escolher quaisquer fungao para a
verificagdo dos erros, desde que esta satisfaca condigdes de suavidade. Optou-se pela solucao de
um escoamento tridimensional incompressivel, monofasico, imerso em um dominio periédico, e

composto por fungoes trigonométricas, dadas pelas seguintes equagoes:

u = Upsin (2[:]3) cos <2L7Tj/> cos (217:2) cos (2mt) , (5.1)
v = Upcos (Q;j) sin <2L7Tj/> cos (217;2) cos (2mt) , (5.2)
w = —27mUycos <2I7:C> cos (QZZJ) sin (2[73) cos (2mt) , (5.3)
p = sin (2;:) sin <2L7:j/> sin <2£Tj> cos (27t) , (5.4)

onde L, Ly, L. denotam as dimensdes do dominio, e v denota a viscosidade cinemética. Sob a
6tica do método MMS, esses pardmetros sdo arbitrarios. A multiplicacdo por 2nUp na Eq. (5.3)
desempenha um papel importante, garantindo que a componente w nao se torne identicamente

nula em uma ampla regido do dominio periédico.

Foram realizadas quatro simulac¢des, com nivel de refinamento e pardmetros fixos, sendo

alterados somente a quantidade de processadores utilizados, a fim de que se possa demonstrar a
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eficiéncia da paralelizacao do cédigo.

Tabela 4 — Valores dos parametros utilizados na etapa de verificagao

Niumero de processos 1, 2, 4 e 8 processadores
Modos de Fourier, (nx,ny,nz) 64 x 64 x 64
Dimensoes do dominio, (L,, Ly, L) 2m X 27 X 27
Tempo total de simulagao 10]s]

CFL 0.1
Velocidade caracteristica, Uy 1[m/s]

Numero de Reynolds, Rej, 10

Método de integracao temporal RK46

5.2 Resultados quantitativos

Conforme ja abordado, o codigo IMERSPECSDP resolve as equagoes de Navier-Stokes
utilizando o método pseudoespectral de Fourier. Verificou-se, utilizando o método das solu¢bes

manufaturadas, a acuracia do solver presente no cédigo, para um problema com solugdo analitica
dado pelas Egs. (5.1) - (5.4).

A Fig. 15 mostra o refinamento de 643 nés de colocacao utilizados. A escolha de tal nivel
de refinamento, considerado demasiadamente refinado para fins de verificacao, foi escolhido de
maneira proposital, visando demonstrar o quao ardua pode se tornar a tarefa de se realizar o
processamento em serial de um problema tridimensional transiente, e, a0 mesmo tempo, mostrar

os ganhos significativos oriundos dos processamentos em paralelo.

Figura 15 — Nos de colocagao utilizados para verificagao utilizando o MMS.
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A Fig. 16 mostra o campo do médulo da vorticidade |w|, bem como seus isocontornos para
uma regido em corte normal a direcdo X, em seis diferentes instantes de tempo. O comportamento
periédico do campo fica claro ao se comparar os instantes t = 0, 1[s] (a) e t = 0, 6[s] (f), tendo em
vista que estes sdo visualmente similares, em termos de seus valores na escala de |w| fornecida. Em
virtude da composicao das solu¢des manufaturadas, construidas utilizando-se somente fungoes
trigonométricas, o campo de vorticidade, assim como todas as demais varidveis primitivas,
permanecem em um comportamento peridédico. Assim, nao se observa quaisquer amortecimento
ao longo do tempo. Tal resultado demonstra que o método pseudoespectral acumula de maneira

infima os erros dispersivos e dissipativos, fortemente presentes em outros métodos de discretizacao.

A Fig. 17 ilustra o campo do segundo invariante do gradiente de velocidade, (), em corte,
com isocontornos de |w|, para os mesmos intervalos de tempo ja comentados. Novamente, pode-se

verificar a periodicidade do problema, ao se comparar os instantes ¢t = 0, 1[s] e t = 0, 6[s].

As isosuperficies do segundo invariante do tensor gradiente de velocidade @) sdo mostradas
na Fig. 18. As superficies sdo coloridas pela magnitude da vorticidade, a fim de ilustrar seus
diferentes niveis. Conforme mostrado na se¢ao 3.5.2, sdo definidos como vértices as regides onde
Q@ > 0. Desta forma, buscou-se omitir as regioes onde () assumia valores negativos, para que

fosse possivel a identificacdo das regides vorticais.
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Vorticity Magnitude Vorticity Magnitude

o 0-6.0 1.6 ﬁ L 11-0.0 16 ﬁ
AT — - wh r,,// —

oy 0-6.0 1.6 ﬂ g ﬂ-d.ﬂ 16 ﬂ

Vorticity Magnitude Vorticity Magnitude

0 0w e ﬂ 0 0% 16 ﬁ

(e) (f)

Figura 16 — Campo do médulo da vorticidade |w| e seus isocontornos, para: (a) t = 0, 1[s],
(b) t =0,2[s], (¢) t =0,3[s], (d) t =0,4[s], (e) t =0,5[s], (f) t =0,6[s].
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Figura 18 — Isosuperficies do segundo invariante do gradiente de velocidade, (), coloridos
pela magnitude da vorticidade, para: (a) ¢ = 0,1[s], (b) t = 0,2[s], (¢)
t=0,3[s], (d) t =0,4]s], (e) t =0,5][s], (f) t =0,6]s].
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5.3 Verificacao da acuracia

A verificagdo da acurdcia do solver pseudoespectral do codigo IMERSPEC3DP foi
realizada utilizando-se a verificagdo da ordem de grandeza de dois critérios: o residuo da equacao
da continuidade e a norma L2. A Fig. 19 mostra o residuo da equagdo da continuidade para
a presente simulacdo. Para todos os casos, o residuo obtido foi idéntico, mostrando que a
paralelizacdo nao afetou quantitativamente os resultados. Isto garante a qualidade dos resultados
gerados para as esteiras em desenvolvimento temporal do presente trabalho, tendo em vista que
estas foram simuladas em paralelo. Nota-se ainda que a ordem de grandeza do residuo ficou
abaixo de 10716, podendo tais residuos serem considerados como erros de arredondamento da

magquina.

Residuo da continuidade

Figura 19 — Residuo méaximo da equacao da continuidade vs tempo da simulagao.

A Fig. 20 mostra a norma L2 para as trés componentes da velocidade e do campo escalar
de pressao, denotados na legenda por L2(u), L2(v), L2(w), e L2(p). Os simbolos destacados nos
graficos sdo meramente ilustrativos, e tém por objetivo facilitar a localizagdo de cada curva.
Conforme ocorrido com a conservacao da massa, o resultado obtido garantiu erros na ordem da

precisdo de méquina, todos limitados superiormente por 7 x 10715,

5.4 Verificacao da paralelizacao

Nesta secao, sao mostrados os resultados referentes ao teste de paralelizagdao do cédigo

IMERSPECSDP. A importancia da paralelizacdo do cédigo se justifica com o tipo de problema
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Norma L2

Figura 20 — Comparativos das normas L2 das componentes da velocidade e da pressao vs
tempo da simulacao.

que se deseja tratar. Moreira (2011) explica que alguns tipos de problemas nao apresentam
grandes dificuldades na paralelizagdo, respondendo muito bem a esta técnica, quando comparadas
com processamento serial. Tais tipos de problemas, sdo, em geral, aqueles onde nao existe fluxo
de informagao entre os subdominios computacionais. Um exemplo cldssico deste tipo de problema
consiste na avaliagdo de uma integral, ou no calculo da area sobre uma curva. Note que, nessas
situagoes, os resultados de cada processador sdo independentes, ndo havendo a necessidade de
troca de informagoes durante os calculos. O agrupamento das areas s6 é realizado na tltima

etapa, ao término dos processamentos individuais.

Em outros casos, quando se tém intensa troca de informacdes entre os subdominios,
0 processamento em paralelo se torna mais dificil. Este é o caso do problema aqui estudado.
Tal dificuldade pode ser explicada pelo fato de que os processadores nao trabalharao de forma
independente, ja que para se obter a solu¢do em um subdominio, é necessario que se importe os
resultados de outro subdominio. Esta troca de informagoes entre os processadores constitui o

maior limitante do processamento em paralelo.

Considerando as dificuldades de paralelizagdo das equagdes da dindmica dos fluidos,
é necessario que se escolha corretamente uma dada topologia de decomposicao do dominio
do problema a ser estudado. Existem diversas topologias de decomposi¢ao dos problemas em
subdominios. A paralelizagdo empregada no cédigo IMERSPECSDP utiliza a metodologia de
decomposicao do dominio com particionamento bidimensional em relagdo ao plano Y Z. Tal

paralelizagdo busca a distribui¢do da carga de trabalho de maneira mais igualitaria possivel entre
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os processadores. A rotina computacional é distribuida para todos os processadores, e a diferenca
entre os processos é garantida pelas diferentes bases de dados. O método de trafego de dados
utilizado no IMERSPEC3DP é denominado MPI (Message Passing Interface), biblioteca de

livre distribuic¢ao na internet.

Um teste simples, que mostra o tempo necessario para processamento de um mesmo
problema fisico, empregando diferentes niimeros de processadores, foi realizado, e seus resultados
sdo mostrados a seguir. A Fig. 22 mostra os dominios computacionais de quatro diferentes casos,
que empregaram 1, 2, 4 e 8 processadores. O problema simulado foi o mesmo ja apresentado e

validado, descrito em detalhes na Tab. 4.

A Fig. 22 mostra o tempo computacional total para cada uma das simulacoes realizadas.
Observa-se um decaimento em escala logaritmica, com resultado superior a da curva de relacao
inversamente proporcional, ou seja, situacao onde utilizando-se n processadores, tem-se um tempo
de simulagdo T'/n, em relagao a um tempo 1" obtido por uma simulagao em serial. Neste resultado,
verifica-se com clareza a grande importancia da paralelizacdo e seu potencial de redugao de

tempo computacional para simulagoes de escoamentos turbulentos.

NCLIN T

(d)

Figura 21 — Dominios MPI utilizados: (a) Caso serial, (b) 2 processadores, (c) 4 processa-
dores, (d) 8 processadores.
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— Inversamente proporcioﬁal
m W /MERSPEC3DP

-
o
5

Tempo computacional gasto [s]

10
10

No. de CPUs

Figura 22 — Comparativos das normas L2 das componentes da velocidade e da pressao vs
tempo de computacao gasto.
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6 Resultados

Neste capitulo, sdo mostrados os resultados numéricos obtidos para as simulagdes com-
putacionais da esteira temporal incompressivel. A se¢do 6.1 introduz o problema simulado na
presente dissertagao, descrevendo o modelo fisico considerado e os parametros da simulagido. A
secao 6.2 mostra os resultados qualitativos obtidos, incluindo os gréaficos de isosuperficies de @) e
isocontornos de @ e |w|, bem como vistas de topo e laterais que permitem a identificacao das

estruturas coerentes e dos mecanismos de pareamento das instabilidades.

Na secdo 6.3, sdo mostrados os resultados quantitativos das simulagoes, onde sdo discutidos
os graficos do espectros de energia cinética turbulenta, os residuos da continuidade e os perfis
médios da velocidade. Por fim, a se¢do 6.4 complementa os resultados quantitativos, apresentando

uma analise topoldgica das estruturas, através dos mapas de invariancia das simulacdes DNS.

6.1 Modelo fisico da esteira temporal

Uma vez verificado o codigo IMERSPEC3DP, tanto no que se refere a sua acuracia quanto
a sua paralelizacdo, prossegue-se com as simulacoes da esteira em desenvolvimento temporal.
Em particular, esta secao trata do modelo fisico das simulacées de uma esteira com perfil plano,
em desenvolvimento temporal, incompressivel, de um fluido newtoniano isotérmico, submetida a
diferentes amplitudes de perturbacao inicial. Um estudo detalhado, mostrando perfis médios de
velocidade, o espectro de energia cinética turbulenta, isosuperficies dos invariantes @ e @, € 0s

mapas de invaridncia sao mostrados.

A razao pela qual se optou pela simulacdo em desenvolvimento temporal reside no fato
de que simulacoes em desenvolvimento espacial tridimensionais sdo computacionalmente mais
caras, tanto em termos de memoria quanto de tempo de processamento, especialmente quando
se considera simulacées DNS. Para simulacoes temporais, é possivel a escolha de dominios de
calculo menores, mesmo para casos onde a turbuléncia ja se encontra desenvolvida, em razao da
periodicidade do dominio. Assim, as simula¢des temporais se destacam como uma opcao viavel,
além da vantagem de serem naturalmente compativeis com as condi¢bes de periodicidade em
todas as direc¢bes, sendo portanto consideradas uma boa escolha para simulagoes que utilizam os

métodos espectrais.

Apesar de todas as vantagens das simulagoes temporais aqui citadas, é importante
observar que elas possuem fortes limita¢des, como por exemplo a impossibilidade de comparacao
com os resultados experimentais (SILVA; PEREIRA, 2008). Entretanto, diversos trabalhos
presentes na literatura ji demonstraram o potencial desta técnica para o estudo da turbuléncia
nos fluidos (MOSER; ROGERS, 1994; SONDERGAARD, 1996; HU; SUN; YIN, 2001; SILVA;
PEREIRA, 2008).

O perfil inicial da esteira plana simulada no presente trabalho é mostrado na Fig. 23.
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O fluido se encontra confinado em uma regiao prismatica, de comprimentos L, Ly, L., sendo
x,y e z as diregoes do sistema de coordenadas global do modelo. Tipicamente, na simulagao
de escoamentos cisalhantes livres, utilizam-se perfis de velocidade que apresentem pontos de
inflexdo, tais como tangentes hiperbdlicas e curvas gaussianas. Para o presente trabalho, optou-se
pela escolha da componente w da velocidade como uma curva gaussiana, conforme proposto por
Moser e Rogers (1994), Sondergaard (1996):

w(@, y, 2)|i—o = 1 — Aw e=1¥’ (6.1)

sendo Aw e ¢; pardmetros dados pela tabela 5. A imposi¢do do referido perfil impde
por consequéncia uma meia largura b, de valor unitério, a esteira (SONDERGAARD, 1996). As

demais componentes da velocidade sao identicamente nulas.

Pode-se decompor as componentes da velocidade em parcelas médias e flutuagoes, como

se segue:

w(z,y, 2) =0 = U+ aut, (6.2)
U(l‘ay7 Z)’t:() = @—’_GUU/? (63)
w(z,y,2)li=0 = W+ ayw', (6.4)

onde W, T, w denotam os campos médios, e ay, a,,a,, denotam as amplitudes das flutuacoes
u’,v',w'. Note que as componentes u e v foram consideradas identicamente nulas; logo, tem-se
que os campos médios T e W sdo nulos. A importancia desta decomposi¢ao reside no fato de
que diversos trabalhos na literatura mostram que a reprodugao matematica da simulacdo de
escoamentos cisalhantes livres exige a imposicao de flutuacées randémicas no campo de velocidade.
Isso é essencialmente importante em se tratando dos métodos espectrais, tendo em vista que
estes introduzem erros dispersivos e dissipativos infimos, que, em outros tipos de simulacoes,
poderiam vir a exercer o papel de flutuagao. Assim, pode-se esperar que uma simula¢do numérica
de turbuléncia, quando utilizando algum tipo de método espectral, acabe nao transicionando,

caso nao sejam impostas as devida perturbagdes numéricas.

Existem disponiveis na literatura diversas técnicas de geracao de ruidos, muitas das quais
utilizam geradores de ntimeros pseudorandémicos de bibliotecas opensource. Escolheu-se para a
simulagdo da esteira plana a utilizagdo do ruido digital proposto por Smirnov, Shi e Celik (2001),
denominado RFG, (Random Flow Generator) tendo em vista os resultados satisfatérios obtidos
nas simulagoes de Moreira (2011). Dentre as vantagens da utilizagdo do RFG, destacam-se a
facilidade de implementacio e seu baixo custo computacional. Utilizou-se ainda a geracao de
flutuagoes isotropicas para a velocidade. Detalhes dos parametros do método RF'G implementados
no cédigo IMERSPEC3DP podem ser encontrados em Moreira (2011).

Para o nimero de Reynolds, escolheu-se o valor Re, = Wyb/v = 346, estimado como

sendo um valor suficiente para o desenvolvimento das principais estruturas do escoamento, sem
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no entanto ser elevado a ponto de impossibilitar as simulagées DNS (SATO; KURIKI, 1961;
SONDERGAARD, 1996).

Considerando-se o comprimento caracteristico do escoamento como a meia largura da
esteira, b = 1[m], o tempo caracteristico como t = b/(Aw) = 1.445[s] (c.f. Tab. 5), e Re, = 346,
pode-se recorrer as Eqs. (3.58) e (3.59), obtendo-se I}, ~ 1.25 x 1072[m] e t;, ~ 7.77 x 1072[s].
Assim, o nimero de modos de Fourier necessarios para a realizagdo de simulagoes DNS pode ser

estimado baseado no tamanho do dominio em questao.

Note que, para o utilizado (20b x 20b x 40b), seriam necessarios aproximadamente
1600 x 1600 x 3200 modos de Fourier para realizar as simulagoes DNS, o que inviabilizaria as
simulagoes. Entretanto, a literatura destaca que as escalas de Kolmogorov fornecem somente
estimativas dos comprimentos caracteristicos (MOSER; ROGERS, 1994; SONDERGAARD,
1996), e assim optou-se pela utilizacido de 256 x 256 x 512 modos de Fourier, considerando os

valores utilizados pelos referidos autores.

Wo

Yy
5 Ly
2 wly)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

L,

Figura 23 — Esboc¢o do perfil de velocidade inicial da esteira plana, representado por um
perfil gaussiano.

Tabela 5 — Valores dos parametros utilizados na simulagao da esteira plana.

Ntumero de processos 128 processadores
Modos de Fourier, nx, ny,nz, DNS 256 x 256 x 512
Modos de Fourier, nx, ny,nz, LES 128 x 128 x 256

Modelos de turbuléncia Smagorinsky; DNS
Dimensoes do dominio, (L, Ly, L) 200 x 20b x 400
Tempo total de simulacao 300]s]
CFL, casos DNS 0,4

CFL, casos LES 0,8
Velocidade caracteristica, W, 1[m/s]
Déficit de velocidade, Aw 0.692[m/ s
Constante de inflexionalidade, ¢; 0.69315
Meia-altura inicial da esteira, b 1[m]
Numero de Reynolds, Re, 346
Método de integracao temporal RK46

Método de integracao temporal RK46
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O método de integracdo temporal escolhido foi o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, de seis passos de tempo, RK46 (ALLAMPALLI; HIXON, 2009), cujos pardmetros sao
mostrado na Tabela 3. O passo de tempo da simulacao é calculado baseando-se no critériacC’FL
(COURANT; FRIEDRICHS; LEWY, 1967), para fins de garantia de estabilidade. Para a esteira
plana, utilizou-se CFL = WyAt/Axz = 0,4. Foram impostas condigdes de contorno periédicas

nas trés direcoes.

Tabela 6 — Amplitudes da parturbacao inicial para os casos simulados.

Caso # oy Coyy Qi Modelo de turbuléncia Modos de Fourier
1 1x1073 DNS 256 x 256 x 512
2 1x107* DNS 256 x 256 x 512
3 1x107° DNS 256 x 256 x 512
4 1x1073 LES -Smag. 128 x 128 x 256
5 1x1074 LES - Smag. 128 x 128 x 256
6 1x107° LES - Smag. 128 x 128 x 256
7 Sem perturbacao LES - Smag. 128 x 128 x 256

6.2 Resultados qualitativos

Esta secao apresenta os resultados qualitativos das simulagoes DNS, visando evidenciar
os mecanismos de pareamento de estruturas, bem como os estagios de desenvolvimento da
esteira turbulenta. A se¢do 6.2.1 se dedica a mostrar a evolugdo temporal das isosuperficies do
segundo invariante do tensor gradiente de velocidade, (), para amplitudes de perturbacao da
ordem de 1073, 107% e 107°. A sec¢do 6.2.2 faz um comparativo entre os isocontornos de Q e |w|,
demonstrando o quao conservativo |w| pode ser, se comparado com @, dependendo do estagio de

evolucao temporal da esteira.

6.2.1 Isosuperficies de ()

As seguintes isosuperficies de @) foram processadas a fim de permitir a identificagdo visual
das diferentes estruturas ao longo da evolucao temporal da esteira, para os casos #1,2 e 3. Os
resultados qualitativos dos casos #4, 5 e 6 foram omitidos, tendo em vista que pouca diferenga
em relacdo aos resultados DNS foram observados. Assim, optou-se por evidenciar as diferencas
entre os resultados das simulacdes LES e DNS utilizando a anélise quantitativa. Os niveis de
Q foram fixados de tal maneira que 0 < @ < max(Q), excluindo portanto eventuais estruturas
hiperbdlicas (i.e., niveis onde @ < 0), de modo a seguir a definigdo de vértice, conforme proposta
por Jeong e Hussain (1995). E importante ressaltar que as derivadas necessarias para os célculos
de @, |w| e das demais quantidades expressas neste trabalho foram calculadas numericamente

utilizando o método espectral, garantindo assim sua alta acurécia.

As Figs. 25-28 mostram uma evolugdo temporal das isosuperficies de Q para o caso #1.
Foi possivel distinguir dois mecanismos de emparelhamento de estruturas coerentes ao longo

dos diferentes estagios de desenvolvimento da esteira. O primeiro mecanismo observado, aqui
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denotado por mecanismo de emparelhamento primdrio, pode ser visto nas Figs. 25 (azimutal) e 28
(topo). Nestas figuras, é possivel notar a presenca de estruturas na forma de rolos, denominados
instabilidades de Kelvin-Helmholtz. Note que algumas dessas estruturas se mostram com uma
curvatura mais atenuada do que as outras. Pode-se observar uma das Kelvin-Helmholtz mostradas
se curvou o suficiente a ponto de se emparelhar com a estrutura imediatamente anterior a ela,

dando origem a uma napa de formato reticular.

As Figs. 26 e 30 mostram a continuidade do mecanismo de emparelhamento primario. A
estrutura na forma de napa, antes observada nas Figs. 25 e 29, se degenera em uma estrutura
na forma de grampo de cabelo. Os vortices de grampo de cabelo formados permanecem na
forma reticulada, conectando as instabilidades de Kelvin-Helmholtz com filamentos longitudinais
duplos. Este comportamento, também observado no estudo experimental e numérico de Meiburg

e Lasheras (1988) (c.f. Fig. 42), tende a se tornar mais intenso para dominios maiores.

Outro resultado notoério pode ser observado nas Figs. 26 e 30. Observa-se que os vortices
de grampo de cabelo aparentam exercer um efeito mecanico sobre as instabilidades de Kelvin-
Helmholtz. Tem-se a impressao de que os filamentos entrelagam as estruturas tubulares, dando

origem ao que seria um mecanismo de emparelhamento secundario.

Nas Figs. 27 e 31, verifica-se que o deslocamento das estruturas, sujeitas a diferentes
tensdes de cisalhamento e velocidades locais, causam distor¢bes na malha reticulada que entrelaca
as Kelvin-Helmholtz, causando o estiramento dos filamentos longitudinais. Tal estiramento
faz com que um dos grampos de cabelo observado nas Figs. 26 e 30 se degenere, devido ao
alongamento dos filamentos. Esta andlise complementa o mecanismo de arranjo de anéis de

vortices, proposto por Silva e Metais (2002), explicando como surgem os filamentos longitudinais.

Por fim, as Figs. 28 e 32 mostram um estégio avancado do mecanismo de emparelhamento
secundario. Neste estagio, observa-se que os grampos de cabelo ja se encontram degenerados
em filamentos longitudinais, e que as estruturas tridimensionais se mostram predominantes.
Assim, nesta etapa, pode-se afirmar que a esteira ja se encontra em sua regido nao-linear, dada a

predominéncia das estruturas tridimensionais.

Observa-se ainda o efeito da amplitude das perturbag¢ées randémicas impostas sobre o
desenvolvimento das esteiras. E possivel observar, ao longo da evolugio temporal mostrada pelas
Figs. 25-28, a forte coeréncia das estruturas primaérias, que permanecem sob a forma de rolos e
napas cisalhantes ao longo de todo o tempo fisico simulado. Também é possivel concluir, a partir da
andlise das Figs. 25-27, que alguns dos filamentos presentes no escoamento aparentam entrelacar
pares de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, formando regides contra-rotativas, denominadas de
vértices de von Karman. O subsequente emparelhamento destas estruturas de forma alternada é
explicado por Silva e Metais (2002) como estruturas tipicas de escoamentos cisalhantes livres (c.f.
Fig. 24). Tal emparelhamento ocorre devido a diferenca nas velocidades de advecgao dos anéis de
vortices, ocasionadas devido a perturbacao imposta ao campo de velocidades, que resulta em

diferentes filamentos longitudinais.

Nas Figs. 26-29 (caso #1), 34-37 (#2) e 38-41 (#3), é possivel concluir que as perturbagoes

randomicas de amplitude 1073 (caso #1) saturam os modos bidimensionais da esteira mais
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rapidamente do que as perturbacdes de amplitude 107 (caso #2) e 107> (caso #3). Por esta
razao, o caso #2, mostrado nas Figs. 34-37, apresenta um estado energético menos intenso do
que aquele observado nas Figs. 26-29. Comparando os mesmos instantes de tempo para os casos
#1 e 2, para t = 195[s], observa-se na Fig. 28 uma forte presenga de filamentos transversais,

enquanto que na Fig. 36, a esteira ainda se encontra em seu estagio linear.

O caso #3, mostrado pelas Figs. 38-42, é o que apresenta o menor nivel de energia dentre
os casos simulados. Observa-se que é necessario um tempo fisico muito maior para que ocorra
a saturacao da sua regido linear, e por consequéncia disso, somente é possivel evidenciar os

primeiros vortices de von Karmén no tltimo passo de tempo mostrado (Figs. 41 e 42).

A Fig. 42 mostra uma vista lateral da esteira do caso #3, no instante de tempo ¢ = 300]s].
Observa-se nesta figura o mecanismo de emparelhamento primario, que atua formando filamentos
longitudinais entre as instabilidades de Kelvin-Helmholtz, dando origem a um par de vértices
de von Karman. Esta imagem evidencia o mecanismo de emparelhamento priméario do caso #3,
observado tardiamente em relagdo aos casos #1 e 2. Tal diferenga de comportamento pode ser
explicada tendo em vista que os efeitos tridimensionais deste caso sdo fracos, fazendo com que a
esteira permaneca praticamente num estagio de dominancia de movimentos bidimensionais. Sato
e Kuriki (1961) classifica tal estdgio como o inicio da regido de crescimento ndo-linear da esteira,

caracterizada pela auséncia de um movimento tridimensional dominante.
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Figura 24 — Esboco do esquema de arranjo de anéis de vértices, que resultam no empare-
lhamento alternado das estruturas. Retirado de Silva e Metais (2002).
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Figura 25 — Isosuperficie de (), para o caso de perturbacio com magnitude 1073, no
instante ¢t = 135]s].

Figura 26 — Isosuperficie de @, para o caso de perturbacao com magnitude 1073, no
instante ¢t = 165]s].
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Figura 27 — Isosuperficie de @, para o caso de perturbacdo com magnitude 1073, no
instante ¢t = 195]s].

Figura 28 — Isosuperficie de ), para o caso de perturbacdo com magnitude 1073, no
instante t = 270[s].
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Instabilidades de Kelvin-Helmholtz Mecanismo de emparelhamento

\ /]

Figura 29 — Evidéncia de um mecanismo de emparelhamento primério, atuante nas
instabilidades de Kelvin-Helmholtz, visto pelo topo (plano X Z), para o caso
de perturbagio com magnitude 1073, no instante ¢ = 135[s].

Instabilidades de Kelvin-Helmholtz

Estruturas do tipo grampo de cabelo

Figura 30 — Padrao de estrutura grampo de cabelo na esteira, visto pelo topo (plano
X7), formada pelo mecanismo de emparelhamento primario, para o caso de
perturbacio com magnitude 1073, no instante ¢ = 165[s].
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Mecanismo de emparelhamento

Figura 31 — Detalhe do mecanismo de emparelhamento secundério, visto pelo topo (plano
X Z), mostrando o efeito mecanico que os vortices de grampos de cabelo exer-
cem em um par de instabilidades de Kelvin-Helmholtz, para uma perturbacgao
de magnitude 1073, no instante ¢ = 195]s.

Filamentos transversais

Instabilidades de Kelvin-Helmholtz

Figura 32 — Mecanismo de emparelhamento secundario, em etapa avancada, visto pelo
topo (plano X Z), para o caso de perturbacio com magnitude 1072, no instante
t = 270[s|, mostrando a degeneracao dos grampos de cabelo em filamentos

tridimensionais, que continuam a exercer efeito mecanico nas instabilidades
de Kelvin-Helmholtz.
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Figura 33 — Isosuperficie de (), para o caso de perturbacio com magnitude 10~%, no
instante ¢t = 135]s].

Figura 34 — Isosuperficie de ), para o caso de perturbacdo com magnitude 1074, no
instante ¢t = 165]s].
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Figura 35 — Isosuperficie de @, para o caso de perturbacao com magnitude 10~%, no
instante ¢t = 195]s].

Figura 36 — Isosuperficie de ), para o caso de perturbacdo com magnitude 10~%, no
instante t = 270[s].
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Figura 37 — Isosuperficie de (), para o caso de perturbacio com magnitude 107°, no
instante ¢t = 210[s].

Figura 38 — Isosuperficie de ), para o caso de perturbacdo com magnitude 107°, no
instante ¢t = 240[s].
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Figura 39 — Isosuperficie de (), para o caso de perturbacio com magnitude 107°, no
instante ¢t = 270[s].

Figura 40 — Isosuperficie de ), para o caso de perturbacio com magnitude 107°, no
instante ¢t = 300[s].
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Instabilidades de Kelvin-Helmholtz

X z Vortices de von Kdarman

Figura 41 — Vista lateral (plano Y Z) da esteira, onde é possivel visualizar as instabilida-
des de Kelvin-Helmholtz, e o desenvolvimento dos vortices de von Karmén,
devido ao surgimento de instabilidade na direcdo transversal. A magnitude
da perturbacio é de 1075, no instante ¢ = 300[s]

Figura 42 — Vista de topo de uma esteira, mostrando o efeito do mecanismo de emparelha-
mento primario e a formagcao de napas em formato reticular, num experimento
material realizado por Meiburg e Lasheras (1988) para um escoamento incom-
pressivel a Re = 100.
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6.2.2 lIsocontornos de @ e |w|

Visando evidenciar as diferencas entre as estruturas vorticais identificadas por @ e |w],
graficos contendo os contornos destas quantidades sdo mostrados abaixo, para os mesmos instantes
de tempo, em dois diferentes estdagios no desenvolvimento da esteira. Similarmente ao que foi
feito para as visualiza¢oes das isosuperficies de @ (c.f. se¢do 6.2.1), os contornos de @ foram
escolhidos excluindo-se as estruturas hiperbdlicas, em 20 niveis igualmente espagados no intervalo
0 < @ < max(Q®). Analogamente, os contornos da vorticidade foram escolhidos em 20 niveis tais

que 0 < |w| < max(|w]).

A Fig. 43 mostra os contornos destas quantidades, para o caso #1, para instantes de
tempo no intervalo de ¢ = 180[s| a t = 270[s]. Observa-se que os contornos de vorticidade
evidenciam a maioria das regides destacadas pelas linhas de isovalores de ). Os resultados do
caso #2 sao mostrados na Fig. 44, para os mesmos instantes de tempo em questdo. Um olhar mais
atento nos estagios iniciais de desenvolvimento da esteira, Fig. 44-(a) e (b) nos permite concluir
que as estruturas vorticais, indicadas pelos contornos de ambas as quantidades, se diferem mais

do que observado na Fig. 44-(c) e (d).

Este raciocinio é estendido para o caso #3, ilustrado pela Fig. 45. Observe que para
este caso, dotado de perturbagoes iniciais de amplitudes mais baixas ( 107°), a esteira ainda se
encontra em seus estagios iniciais de desenvolvimento, tanto no instante ¢ = 180[s] quanto para
o 1dltimo instante mostrado, ¢t = 270[s]. Evidencia-se neste caso um forte discordancia entre os
critérios @ e |w|. Assim, considerando os casos #1, 2 e 3, é possivel concluir que a concordancia
entre os critérios aparenta estar relacionada com o estigio de desenvolvimento da esteira, de
maneira que |w| tende a se tornar mais seguro quando utilizado nos estagios nao-lineares da

esteira.

A andlise dos isocontornos de @ e |w|, para os trés casos DNS mostrados, reafirma o que
foi observado na segao 6.2.1: a diferenca nas perturbagoes iniciais impostas as esteiras faz com
que seus niveis de energia sejam tao diferentes a ponto de atrasar o surgimento das instabilidades

primarias nos casos #3 e 2, frente ao caso #1.

Por fim, a Fig. 46 apresenta os isocontornos de ) e |w|, para o caso #7, onde nenhuma
perturbacao foi imposta a condicdo inicial. Nota-se que a esteira aparenta néo transicionar, sendo
possivel observar somente um fraco efeito difusivo, perceptivel somente devido as diferencgas de
posicionamento dos isocontornos ao longo do tempo. Nota-se ainda a auséncia de isocontornos de
(), mesmo nos instantes finais de simulacdo. De maneira geral, quando se faz uso de métodos de
baixa ordem, os préprios erros de discretizagdo numérica, intrinsecos destes métodos, ji exercem
o papel de perturbagoes sobre o campo inicial de velocidades, ndo sendo necessaria a imposicao
de perturbagdes para que ocorra a transicdo do escoamento. No caso dos métodos de alta ordem,
em particular do método pseudoespectral de Fourier, a ordem de grandeza dos erros dispersivos e
dissipativos associados as discretizacoes destes métodos é infima, fazendo com que o escoamento
nao transicione por si s6. Assim, tal resultado confirma a acurédcia do método pseudoespectral de

Fourier aqui utilizado.
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Figura 43 — Contornos de @ (esquerda) e |w| (direita), em corte do plano central Y Z,
para uma perturbagao de amplitude 1073 (caso #1), nos instantes (a),(b)
£ = 180[s]; (c),(d) ¢ = 210[s]; (e),(£) ¢ = 240[3]; (g),(h) ¢ = 270[s].
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Figura 44 — Contornos de @ (esquerda) e |w]| (direita), em corte do plano central Y Z,
para uma perturbagao de amplitude 107* (caso #2), nos instantes (a),(b)
£ = 180[s]; (c),(d) ¢ = 210[s]; (e),(£) ¢ = 240[s]; (g),(h) ¢ = 270[s].
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Figura 45 — Contornos de @ (esquerda) e |w| (direita), em corte do plano central Y Z,
para uma perturbagdo de amplitude 107° (caso #3), nos instantes (a),(b)

t = 180[s]; (¢),(d) ¢ = 210[s]; (e),(f) ¢ = 240[s]; (g),(h) ¢ = 270]s].
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Figura 46 — Contornos de @ (esquerda) e |w| (direita), em corte do plano central Y'Z, para

o caso sem perturbagao imposta (caso #7), nos instantes (a),(b) ¢ = 180]s];
() ¢ = 210[s]; (e).(F) t = 240[s]; (g),(h) ¢ = 270[s]

104
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6.3 Resultados quantitativos

O objetivo principal da presente secao é de fornecer dados quantitativos das simulagGes
realizadas. A primeira subse¢do mostra comparagoes nos espectros de energia cinética turbulenta
para as diferentes amplitudes de perturbacdo impostas a esteira. Em seguida, a segunda subsecao
mostra a evolugao dos perfis de velocidade médios, e finalmente a terceira subsecdo ilustra
a acuracia do método pseudoespectral empregado, demonstrado pelo residuo proveniente da

equacgao da continuidade para cada um dos seis casos simulados (c.f. Tabela 6).

6.3.1 Espectros de energia cinética turbulenta

O espectro de energia cinética foi calculado para todos os casos testados, utilizando-se
as trés componentes da velocidade. E perceptivel, ao se analisar as Figs. 47 e 50, o fato de
que, para o nimero de Reynolds utilizado ( Re = 346), a simula¢do ndo representa uma esteira
turbulenta completamente desenvolvida, conforme observado também por Moser e Rogers (1994),
que também simulou esteiras sob baixos Re. Entretanto, observa-se que o efeito das diferentes
perturbacoes impostas na condicao inicial da esteira causam uma tendéncia de aproximacgao da

inclina¢do de —5/3 proposta por Kolmogorov.

De maneira geral, o espectro de energia cinética turbulenta nas simulagbes LES (casos
#4, 5 e 6) foram semelhantes aos resultados das simulagoes DNS. Nota-se um claro decaimento

da curva na regido de nimeros de onda elevados, o que valida as presentes simulagoes DNS.

As Figs. 49 e 52 mostram comparativos entre os niveis de energia cinética turbulenta,
para os casos DNS e LES simulados, nos tempos t = 150[s| e ¢ = 240[s], respectivamente. A
analise consistiu em se fixar um valor de nimero de onda arbitrario, £ = 10, localizado na
regido de decaimento, permitindo uma comparacdo do nivel de energia das simula¢bes LES
frente as simulagoes DNS. Tal verificagdo permite analisar se o modelo de Smagorinsky modelou

adequadamente as menores escalas do escoamento, ou se houve actiimulo de energia.

Obseve na Fig. 49 que, para as perturbacoes de 1073 e 107°, houve um actimulo de
energia cinética turbulenta nas simulacées LES frente as simulacbes DNS, para o instante
t = 150[s]. Um actmulo de energia também foi observado no instante ¢ = 240[s|, desta vez nas
perturbacdes 1073 e 1074, E possivel que tais diferencas no nivel de energia cinética turbulenta
possam estar associadas a utilizagdo do modelo de Smagorinsky. Conforme ji comentado na
se¢ao 3.4.2, atribuiu-se um valor médio para a constante de Smagorinsky, C's = 0.13, baseado em
outros trabalhos da literatura que simularam escoamentos cisalhantes livres (LESIEUR, 2008).
Assim, acredita-se que uma possivel forma de diminuir tais diferencas consistiria em utilizar um
modelo de turbuléncia mais robusto, tal como o modelo de Smagorinsky dindmico, proposto por
Germano et al. (1990), onde o valor de Cg utilizado passa a admitir varia¢des no espaco e no

tempo, i.e.,, utiliza-se C's = Cg(x, t).
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Figura 47 — Espectro de energia cinética turbulenta para as simulagbes DNS (casos
#1,2,3), no instante ¢t = 150]s].

10

Figura 48 — Espectro de energia cinética turbulenta para as simulagdes LES (casos #4,5,6),
no instante ¢ = 150]s].
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Figura 49 — Comparativo entre os niveis de energia cinética turbulenta E(k) das simulagdes
LES e DNS, em k = 10, no instante ¢t = 150[s].
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Figura 50 — Espectro de energia cinética turbulenta para as simulagbes DNS (casos

#1,2,3), no instante t = 240]s].
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Figura 51 — Espectro de energia cinética turbulenta para as simulagbes LES (casos #4,5,6),
no instante ¢ = 240[s.
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Figura 52 — Comparativo entre os niveis de energia cinética turbulenta F(k) das simulagoes
LES e DNS, em k = 10, no instante ¢ = 240[s].
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6.3.2 Residuo da continuidade

A verificacdo da acuracia do método pseudoespectral utilizado no presente trabalho foi
realizada pela analise do residuo da equacgao da continuidade. O residuo méaximo foi avaliado
para cada passo de tempo. A Fig. Fig:15 mostra a evolu¢do do residuo ao longo do tempo, para

0s casos #1-6.

Observou-se que, para todos os casos testados, a ordem de magnitude dos residuos
se encontram abaixo de 10716, i.e., s@o limitadas somente pelos erros de arredondamento de
maquina. Tal valor é compativel com os resultados observados em outros métodos espectrais
(CANUTO et al., 1988), o que valida o solver implementado no cédigo IMERSPEC3DP.

16
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Figura 53 — Evolugao do residuo maximo da continuidade ao longo do tempo.
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6.3.3 Perfis médios de velocidade

As Figs. 54-59 mostram os perfis médios de velocidade u e W para os casos # 1, 2 e
3, avaliados ao longo do eixo Y. Note que os perfis médios sdo avaliados em cada passo de
tempo, tratando-se portanto de uma média espacial dos campos de velocidade do escoamento.
As velocidades médias foram adimensionalizadas utilizando-se a velocidade caracteristica Wy =
1[m/s].

As Figs. 54-56 mostram a variacdo do perfil de velocidade w ao longo do tempo. Observe
que o perfil, em seus instantes iniciais, corresponde ao perfil idealizado na Fig. 23. Em todos
0s casos, foi possivel observar que os efeitos tridimensionais causaram distor¢oes do perfil de
velocidade. Note que o perfil do caso # 3 foi o que sofreu menor influéncia de tais efeitos, uma
vez que foi o caso simulado que mostrou menor predominéncia de filamentos tridimensionais,

conforme pode ser observado nas Figs. 37-40.

Por fim, as Figs. 57-59 mostram a variacao dew. O perfil, inicialmente zero para os trés
casos, se desenvolve formando picos e vales, que caracterizam os mecanismos de emparelhamento,
geradores de instabilidades primarias na esteira. Baseado em tais perfis, Sondergaard (1996)
classifica as esteiras que apresentam tais comportamentos em um regime dito transicional, dadas

as baixas amplitudes de @, e perfis de W proximos ao gaussiano.
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Figura 54 — Evolucao do perfil de velocidade médio w, ao longo do tempo, para esteira
submetida & perturbagao de magnitude 1073 (caso #1).
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Figura 55 — Evolucao do perfil de velocidade médio w, ao longo do tempo, para esteira
submetida & perturbagao de magnitude 10™* (caso #2).
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Figura 56 — Evolucao do perfil de velocidade médio w, ao longo do tempo, para esteira
submetida a perturbacdo de magnitude 107 (caso #3).
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Figura 57 — Evolucao do perfil de velocidade médio @, ao longo do tempo, para esteira
submetida a perturbacido de magnitude 1073 (caso #1).
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Figura 58 — Evolucao do perfil de velocidade médio @, ao longo do tempo, para esteira
submetida & perturbagao de magnitude 10™* (caso #2).
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Figura 59 — Evolucao do perfil de velocidade médio @, ao longo do tempo, para esteira
submetida & perturbagao de magnitude 107° (caso #3).

6.4 Analise topologica

As subsecoes seguintes fornecem um estudo topolégico, focado em evidenciar o compor-
tamento das pequenas estruturas do escoamento, para os casos #1-3. Gréficos de dispersao de )
vs. R, —Qg vs. Qw e Qg vs. Rg sdo mostrados, e suas interpretacoes fisicas sdo descritas em
detalhes.

6.4.1 Mapasde Q) vs R

Os mapas de invariancia de ) vs. R aqui mostrados foram construidos utilizando os
valores pontuais destas propriedades, em cada modo de Fourier pertencente ao plano central Y Z.
Para esta finalidade, somente os resultados das simulagbesDNS foram utilizados (casos #1, 2 e
3), tendo em vista que estes apresentariam maior riqueza de detalhes, frente aos resultados das
simulagoes LES (casos #4, 5 e 6), que tiveram como finalidade possibilitar a comparac¢ao com
o DNS. Assim, em posse de tais resultados, graficos de dispersao foram construidos para cada

passo de tempo da simulagdo.

As principais caracteristicas observadas nos mapas (Q, R) do caso #1 (Fig. 60) apre-
sentaram concordancia com aquelas observadas por diversos autores (c.f. Soria et al. (1994),
Sondergaard (1996), Silva e Pereira (2008)). No estagio de desenvolvimento de estruturas tridi-
mensionais da esteira, nota-se que os pontos se organizam predominantemente nos quadrantes
superior esquerdo e inferior direito, dando origem uma forma bem-definida, geralmente definida
na literatura como teardrop, ou lagrima. Este formato foi observado também em diversos tipos
de escoamentos turbulentos, incluindo turbuléncia isotrépica, escoamento de canais (SILVA;

METALIS, 2002), e escoamentos cisalhantes compressiveis e incompressiveis. Ademais, foi obser-
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Figura 60 — Graficos de dispersao de Q vs R, para uma amplitude de perturbacao 1073
(caso #1), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240[s].

vado que a organizacao dos pontos neste formato especifico estd estritamente relacionado com a
solucao das equagoes de Navier-Stokes, dando suporte a teoria de que este formato possa ser
universal (SORIA et al., 1994).

Ainda na Fig. 60, nota-se que os pontos tendem a se alinhar ao longo da regiao onde
D = 0, no quadrante inferior direito. As particulas de fluido que se encontram nesta regido tendem
a dissipar elevados niveis de energia cinética. Note que, na Fig. 60-(a) e (b), mais pontos tendem
a migrar para esta regido em particular, o que vai de acordo com os resultados quantitativos ja
mostrados. Tal aumento de estruturas dissipativas pode ser explicado pelo aumento da quantidade

de filamentos tridimensionais presentes no escoamento.

E possivel observar ainda um aumento do nimero de pontos localizados em regides
distantes da origem, ao longo do desenvolvimento temporal da esteira, conforme ilustrado pela
Fig. 60. Tal movimentacao dos pontos sugere um aumento de particulas de fluido dotadas de
gradientes de velocidade elevados. Uma vez que este aumento é mais intenso nos quadrantes
superiores (@ > 0), os efeitos de rotacdo tendem a prevalecer sobre os efeitos de deformagao,
expressando o aumento dos movimentos espiralados no escoamento, bem como o aumento das
estruturas coerentes identificadas pelas isosuperficies de (). Esta caracteristica nem sempre é
clara quando se analisam somente os resultados qualitativos, uma vez que estas estruturas podem
ser ocultadas pela presenca das estruturas coerentes no escoamento. Assim, a utilizacdo dos

mapas de (@, R) facilita a identificacdo das estruturas com movimentos mais intensos.

Para os casos de perturbacoes amplitude mais baixa, as Figs. 61-62 mostram que, para
os mesmos instantes de tempo mostrados na Fig. 60, os pontos presentes nos mapas de dispersao
dos invariantes (@, R) se localizam muito mais préximos a origem, devido a predominancia de

particulas de fluido dotadas de gradientes de velocidade mais baixos.
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Figura 61 — Graficos de dispersao de @ vs R, para uma amplitude de perturbacio 1074
(caso #2), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240[s].
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Figura 62 — Graficos de dispersao de Q vs R, para uma amplitude de perturbacao 107°
(caso #3), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) ¢ = 240]s].

6.4.2 Mapas de —Qg vs Qw

Esta secao se dedica a fornecer graficos de dispersdo do segundo invariante da taxa de
deformagdo —Qg e da taxa de rotagdo, Qw . Estes mapas sdo especialmente tteis na andlise das
caracteristicas topoldgicas relacionadas & dissipagdo da energia cinética do escoamento (SILVA;
PEREIRA, 2008).

A Fig. 63 mostra a evolucdo temporal da esteira simulada no caso #1. No instante
t = 180[s], observa-se que um grande nimero de pontos reside nas proximidades do eixo horizontal.
Tais pontos representam as estruturas nas quais a densidade de enstrofia é consideravelmente
maior do que a taxa de dissipacdo, como ocorre nas regioes externas dos vortices em forma de tubos
(SORIA et al., 1994). Tal comportamento, no qual o formato se assemelha a uma meia elipse, se
mostra presente em escoamentos com a presenca de estruturas tridimensionais (SONDERGAARD,

1996). Assim, este comportamento vai de encontro com os resultados observados na Fig. 32, que
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apresentam forte dominancia de filamentos tridimensionais, degenerados do processo de interacao

entre os grampos de cabelo e as instabilidades de Kelvin-Helmholtz.

No gréfico de dispersdo mostrado na Fig. 63-(b), para o instante de tempo ¢t = 240[s], a
topologia formada no espaco de invaridncia, antes de formato eliptico, evolui para a forma de
uma letra L. Tal formato é reportado por Sondergaard (1996) como algo comum somente em

escoamentos onde a turbuléncia ainda nao atingiu o estagio de completo desenvolvimento.

A Fig. 64 mostra dois instantes de tempo para o caso #2. Devido a reducao da perturbagao,
observa-se que a esteira, que ainda se encontra em seus estagios iniciais de transicdo, apresenta
pontos menos dispersos, quando comparados com aqueles da Fig. 63. Para o instantet = 180[s],
os pontos se encontram préoximos da linha —Qg = Qyw, mostrando que o escoamento é dominado

por estruturas com elevadas taxas de dissipacao e densidade de enstrofia.

De maneira similar, para o caso #3, a esteira se encontra em seus estagios iniciais de
desenvolvimento, mesmo para os instantes de tempo préximos ao limite da simulacdo. Vale
ressaltar que, ao longo do tempo (c.f. Fig. 65), nota-se um claro aumento da banda, o que
indica o aparecimento de quantidades semelhantes de pontos com predominancia de densidade

de enstrofia e taxa de deformacéo.
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Figura 63 — Graficos de dispersao de —Qs vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
1073 (caso #1), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240[s].
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Figura 64 — Graficos de dispersao de —Qs vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
107* (caso #2), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240[s].
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Figura 65 — Graficos de dispersao de —Qs vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
1075 (caso #3), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240[s].

6.4.3 Mapas de Qg vs Rg

Por fim, esta secao expoe os graficos de dispersao no espago de invaridncia (Qg, Rg). Tais
mapas possibilitam a identificacdo de regides onde a dissipacdo de energia cinética no escoamento
¢ mais intensa, bem como o comportamento geométrico das deformacoes locais das estruturas.
Conforme observado em outros trabalhos, (SORIA et al., 1994; SONDERGAARD, 1996; SILVA;
METALIS, 2002), é possivel observar que, para os casos onde a perturbacio inicial é maior (casos
#1, 2), as particulas de fluido se organizam em uma orientagao preferencial, predominantemente
no quadrante inferior direito, com uma forte tendéncia de se alinharem ao ramo positivo da
curva de discriminante nulo, Dg = 0. Tal regido apresenta efeitos predominantes de expansao

axi-simétrica.

Observe que, para os casos #1, 2 e 3, mostrados pelas Figs. 66-68, a dispersao de pontos se
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localiza preferencialmente em uma regiao onde Rg > 0, o que indica a presenga de estruturas na
forma de folha no escoamento. A presenca de tais estruturas pode ser melhor visualizada através
de isosuperficies do segundo invariante do tensor taxa de rotagao, Q. Figuras mostrando a
evolucgao temporal desta quantidade foram disponibilizadas no apéndice deste trabalho. Verifica-se
que, uma vez que a turbuléncia ndo se desenvolveu plenamente em nenhum dos casos testados, é
de se esperar que as estruturas na forma de folha estejam fortemente presentes, uma vez que

estas s6 apresentam degeneragdo mais acentuada quando a esteira entra em regime nao-linear.
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Figura 66 — Gréaficos de dispersao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbagio 1073
(caso #1), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240]s].
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Figura 67 — Gréaficos de dispersiao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbacao 10~4
(caso #2), nos instantes (a) ¢t = 180[s] e (b) ¢t = 240[s].
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Figura 68 — Gréaficos de dispersdao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbagio 10~°
(caso #3), nos instantes (a) t = 180[s] e (b) t = 240]s].
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7 Conclusoes e trabalhos futuros

7.1 Conclusoes

No presente trabalho, apresentou-se uma metodologia para a simulacdo de esteiras em
transi¢do e turbulentas em desenvolvimento temporal. O embasamento tedrico-matematico foi
explorado. SimulacGes numeéricas de esteiras planas, submetidas a diferentes amplitudes de

perturbacdo inicial foram realizadas, utilizando-se as abordagens LES e DNS.

O capitulo 1 introduz a presente dissertagdo, onde se caracteriza o problema estudado e
as motivagdes, tanto tedricas quanto praticas, de realizar estudos e simulagoes de escoamentos
turbulentos candénicos, em particular das esteiras turbulentas, tdo presentes nas mais diversas
aplicagoes industriais, tais como nas industrias de defesa, aerondutica e espaco, automobilistica,

dentre outras.

No capitulo 2, apresentou-se a revisao bibliografica deste trabalho, mostrada num contexto
histérico, onde foi descrita brevemente a importancia do estudo da turbuléncia nos fluidos, e
como a dindmica dos fluidos computacional vém ganhando importancia, juntamente com os
experimentos materiais, no desenvolvimento de produtos em engenharia e na prépria pesquisa
tedrica nos campos da fisica e da matematica. Neste capitulo, justificou-se a relevancia do presente
trabalho, levando-se em conta as grandes dificuldades e limitagoes existentes nas simulagoes DNS
utilizando o método espectral de Fourier. Verificou-se que, em contraste com os avangos obtidos
no entendimento dos estagios iniciais de desenvolvimento das esteiras turbulentas, pouco se sabe
em relacdo as suas caracteristicas na regiao ndo-linear. Motivado por tal caréncia de estudos
tedricos, o presente trabalho se dedicou a realizar simulacoes de esteiras sujeitas a diferentes
amplitudes de perturbacado inicial, a fim de comparar o efeito das condi¢oes iniciais sobre o

desenvolvimento das instabilidades secundarias.

O capitulo 3 aborda os modelos mateméticos utilizados. Primeiramente, foram deduzidas,
de maneira didética, sem no entanto abrir mao do formalismo matematico envolvido, as equagoes
da continuidade e da quantidade de movimento linear. Tratou-se ainda, com alto nivel de detalhe,
o método que foi utilizado neste trabalho, visando a resolucao de escoamentos incompressiveis,
denominado método pseudoespectral de Fourier. Este método utiliza séries de Fourier como
funcbes de aproximacao. Ele permite ainda a transformacao das variaveis primitivas das EDP’s,
estando estas inicialmente no espaco fisico, para o espago de Fourier. Este espaco funcional
caracteriza-se pela presenca de propriedades atrativas do ponto de vista computacional; destaca-se
a transformacao de derivadas do espago fisico em produtos de niimeros complexos, no espago
de Fourier. Por fim, aplicou-se diretamente o método espectral de Fourier para escoamentos
incompressiveis. Este capitulo discute ainda as trés principais abordagens de turbuléncia existentes,
DNS, LES e RANS, bem como as técnicas de visualizacdo das estruturas coerentes presentes nos

escoamentos turbulentos.
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Um resumo dos métodos numéricos utilizados é mostrado no capitulo 4. Foram explicados,
com alto nivel de detalhe, os métodos de discretizagdao temporal para a resolugdo dos modelos
matematicos previamente deduzidos. Mostrou-se que o método de Euler é um caso particular de
uma familia de métodos conhecida como métodos de Runge-Kutta. Tabelas e equagdes mostram os
modelos finais utilizados para as simulacdes dos escoamentos. Fez-se ainda uma breve introducao
ao método de andlise de erros conhecido como método das solugbes manufaturadas (MMS), que
se baseia em adicionar termos-fonte as equagoes diferenciais, para que as func¢oes propostas como

solugao satisfacam as EDP’s algebricamente.

O método MMS foi utilizado para a verificacdo do cédigo IMERSPEC3DP, mostrado
no capitulo 5 e os resultados se mostraram satisfatérios. Os resultados da verificagdo do cédigo
indicam que a precisdo do método pseudoespectral de Fourier na ordem de 10~°, sendo, portanto,
da ordem de erros de maquina, ou seja, para problemas periédicos, pode-se esperar que a solucao
do problema coincida com a solucdo analitica das fungdes MMS testadas e, em ultima instancia,
represente fidedignamente a dindmica do escoamento, diferenciando-se da solugdo analitica

somente por erros oriundos do préprio processamento dos computadores.

Por fim, o capitulo 6 mostra os resultados das simulacoes realizadas com o auxilio do codigo
IMERSPEC3DP para esteiras planas em desenvolvimento temporal, sujeitas a perturbacoes
randomicas de diferentes amplitudes, impostas como condi¢Ges iniciais. A andlise qualitativa
permitiu a comparacao da eficiéncia da utilizacdo do médulo da vorticidade |w| frente ao segundo
invariante do tensor gradiente de velocidade, ), quando utilizados como critérios de identificacao
de vértices. Foi mostrado que a vorticidade tende a identificar com menor acuracia as estruturas

coerentes nos estagios iniciais da esteira, e que para este fim, a utilizacdo de @) é recomendada.

Figuras mostrando o desenvolvimento temporal das esteiras sob diferentes amplitudes de
perturbacao foram disponibilizadas, evidenciando a relagdo entre a amplitude de perturbacao
e 0 tempo necessario para a transicao e posterior degeneracao das instabilidades primarias em
estruturas tridimensionais. Estruturas coerentes primaérias, tais como as instabilidades do tipo
grampos de cabelo, de von Karméan e de Kelvin-Helmholtz foram identificadas, e dois mecanismos

de pareamento, causadores do entrelagcamento de tais estruturas, foram discutidos.

Em termos de resultados quantitativos, foram mostrados os espectros de energia cinética
turbulenta de todas as simulagoes, para determinados instantes de tempo especificos, possibi-
litando a comparacdo entre as simulagoes LES e DNS. Tal comparacio permitiu a validacao
da simulacdo DNS do presente trabalho, tal como realizado por diversos autores aqui citados.
Gréficos do residuo da continuidade mostram a acuracia do método pseudoespectral empregado
no presente trabalho. Curvas com os perfis médios de velocidade foram também disponibilizados,

para eventual necessidade de comparacoes futuras.

A fim de complementar os resultados qualitativos e quantitativos obtidos, um breve
estudo da topologia do escoamento no espaco de invariantes foi realizado. Gréficos de dispersao
das quantidades invariantes foram analisados, permitindo uma interpretacao fisica dos estagios
de desenvolvimento das diversas escalas de estruturas presentes no escoamento, bem como

correlagoes qualitativas da densidade de enstrofia e da dissipagdo viscosa de energia cinética.
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7.2 Sugestoes para trabalhos futuros

As sugestoes para trabalhos futuros incluem:

e A extensdo da metodologia apresentada para simulagoes de escoamentos compressiveis;

e Simulagdo de esteiras compressiveis em desenvolvimento temporal, para estudo da influéncia

do ntimero de Mach no método pseudoespectral de Fourier;

e A incorporagao de dominio infinito na diregdo y, reduzindo a influéncia da periodicidade

na dindmica da esteira.
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APENDICE A — Guia para a construcio e

analise dos mapas de invariancia

Nos ultimos anos, o rapido desenvolvimento da computagao cientifica vem viabilizando a
realizacdo de simulagoes de alta acuracia, tais como as simulagbes DNS e, mais recentemente, as
chamadas simulagoes HR-DNS (High-Resolution Direct Numerical Simulation). Tais abordagens
geram uma grande quantidade de dados, que por si s6 nao permitem, de imediato, a elaboracao
de comentédrios conclusivos sobre o comportamento do escoamento. Assim, para que se possa
tirar conclusées sobre o escoamento simulado, tais dados devem ser pés-processados a fim de

tornar os resultados acessiveis visualmente.

Apesar do continuo desenvolvimento dos softwares de visualizacdo de escoamentos, o
aumento da quantidade de dados gerados nas simulagoes de alta resolucdo dificulta a utilizacao
dos métodos cléssicos de visualizacao, tais como campos de velocidade, pressao e temperatura.
Neste sentido, a utilizacdo de técnicas mais eficientes de visualizacdo pode ser de grande auxilio

para o pesquisador, evitando o desperdicio de tempo e esfor¢co computacional.

Uma técnica que vem se tornando cada vez mais conhecida na literatura consiste na
utilizacdo de quantidades invariantes para a construcao dos chamados mapas de invariancia,
que permitem identificar, de maneira concisa, diversas caracteristicas do escoamento que seriam
impossiveis de serem visualizadas com os métodos tradicionais. A anélise desses mapas permite
que se extraia, no mesmo grafico, informacgoes quantitativas e qualitativas, sendo portanto uma
ferramenta versatil para qualquer tipo de escoamento. Além disso, a utilizacdo de quantidades
invariantes faz com que os resultados obtidos sejam independentes do sistema de coordenadas

utilizado.

Em particular, no caso dos escoamentos incompressiveis, a utilizagdo dos invariantes do
tensor gradiente de velocidade se torna ainda mais vantajosa, tendo em vista que o espago de
invariancia tridimensional se reduz a uma regidao compacta bidimensional, como consequéncia
do fato do primeiro invariante do tensor gradiente de velocidade, P, ser identicamente nulo.
Destaca-se ainda que os mapas de invaridncia permitem analisar individualmente a topologia das
varias escalas que compoem o0s escoamentos, uma vez que as escalas se localizam em diferentes

regides do plano, sendo portanto facilmente identificiveis (SORIA et al., 1994).

Outro importante aspecto do método, descrito por (SORIA et al., 1994), consiste na
possibilidade de se fazer associacbes entre as caracteristicas estruturais presentes nos mapas de
invaridncia com padroes topolégicos locais do fluido no espaco fisico. Este tipo de analise se
mostrou de grande utilidade para a captura de variagdes subitas no escoamento, tais como o

fendmeno de transicdo e descolamento de camada limite.

O presente capitulo visa explicar em detalhes a construcdo dos mapas de invariancia

utilizados na analise topoldgica da Sec. 6.4. Na subsegdo A.1, o procedimento de construcao dos
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mapas de dispersao é explicado. Na subsecao A.2, descreve-se as principais caracteristicas de

cada mapa, a fim de permitir ao leitor sua correta utilizacao.

A.1 Procedimento para a construcao dos mapas

O procedimento para a construcao dos mapas de invaridncia para casos incompressiveis é
explicado por diversos autores (e.g. Soria et al. (1994), Blackburn, Mansour e Cantwell (1996),
Sondergaard, Cantwell e Mansour (1997), Silva e Pereira (2008), dentre outros). O procedimento,
para escoamentos incompressiveis, é descrito resumidamente abaixo. Para casos compressiveis,
recomenda-se leitura prévia do trabalho de Chong, Perry e Cantwell (1990), para que se faga as

adaptagoes necessarias:

e Calcular o tensor gradiente de velocidade, com as nove derivadas parciais que o constituem,
Ou;/0x; = A;j, para cada né da regido considerada do dominio computacional. Dependendo
do tipo de andlise que se deseja realizar, pode-se considerar somente uma dada regiao do
escoamento (e.g., préximo a parede, como realizado por Blackburn, Mansour e Cantwell
(1996)), ou, alternativamente, um plano que seja representativo no escoamento, tal como

realizado no presente trabalho.

e Calcular as componentes dos tensores taxa de deformacdo S;; e taxa de rotacao W;j,

utilizando as componentes do tensor gradiente de velocidade, como se segue:

1

Sij = 3 (Aij + Aji), (A1)
1

Wij = 5 (Aij — Az). (A.2)

Note que, com base nas equagcdes acima, pode-se concluir que o tensor taxa de deformacao
serd simétrico (i.e., S;; = Sj;), e que, em contrapartida, o tensor taxa de rotacao serd

anti-simétrico (i.e., Wi = —Wj;).

e Calcular as quantidades invariantes @, R, Qg, Qw, Rg relativas a cada né do dominio
considerado. Tais quantidades podem ser diretamente obtidas a partir das componentes do

tensor gradiente de velocidade (c.f. Sec. 3.5.2), como se segue:

Q= —% (AijAji) (A.3)
R= 1 (AyAjAn), (A4)
Qs = —% (Si555i) (A.5)
Qw = —% (WigWii) (A.6)
Rg = —é (SiSSks) . (A7)

e Construir graficos para os pares (@, R), (Qs, Rs) e (—Qg, Qw) obtidos no dominio de

interesse. Tais graficos podem ser vistos como graficos de dispersao, conforme os mostrados
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no presente trabalho. Soria et al. (1994) destaca que, na préatica, tais graficos sdo de
grande utilidade quando se deseja investigar as caracteristicas topolégicas das pequenas
escalas do escoamento, que sdo, na grande maioria das vezes, dotadas de gradientes de
velocidade elevados. Os pontos relativos a tais estruturas tendem a se localizar nas regioes
mais distantes da origem dos mapas, podendo ser identificados com clareza nos gréaficos de

dispersao.

Quando se deseja estudar as caracteristicas das estruturas com forte coeréncia, os graficos
de dispersao possuem a tendéncia natural de sobrepor os pontos distribuidos, ocultando
certos resultados. Neste caso, alguns autores preferem substituir os graficos de dispersao
habituais por isocontornos de fungdes densidade de probabilidade conjuntas ( e.g. Silva e
Pereira (2008)).

A.2 Analise topologica e utilizacao

Uma vez construidos, os mapas de invaridncia podem ser prontamente analisados, com
base na Fig. 14. A utilizacdo de cada um dos mapas é sumarizada abaixo, conforme descrito por
Silva e Pereira (2008):

e Mapas (Q, R): permitem analisar as relagoes entre a topologia local do escoamento com a
dominéncia dos efeitos de estiramento ou compressdo, bem como delimitar as regides de
predominancia de vértices (regides onde () > 0) ou estruturas hiperbdlicas (regioes onde
Q@ < 0). Com base nessas informagoes, é possivel inferir diretamente o comportamento dos
elementos de fluido em questao no espaco fisico, e se estes estdo submetidos a compressao

ou estiramento.

e Mapas (Rg, Qgs): permitem verificar a topologia local do escoamento, dando informagoes
sobre o quao préximo da compressdo (ou estiramento) axi-simétrico uma determinada
particula de fluido se encontra. Assim, tais mapas permitem ao leitor inferir com clareza
se determinada regiao apresenta predominancia de estiramento ou compressao, e quais os

mecanismos causadores de tais efeitos.

e Mapas (Qw, —Qg): sdo particularmente tteis para verificar a topologia associada a dissipa-
cao de energia cinética. Pontos localizados préximos a linha horizontal,Qyy, representam
particulas com alta enstrofia e baixa dissipacfo; as estruturas tipicas que se localizam
nesta regido apresentam o formato de tubos de vértices. Ja os pontos localizados préoximos
a linha vertical, —()g representam particulas de fluido dotadas de alta dissipacdo e baixa
densidade de enstrofia. Em instantes de tempo (no caso de andlises temporais) ou em
regioes do espaco (em se tratando de escoamentos espaciais) onde os pontos se concentrem
préximos a linha Qw = —Qg, pode-se afirmar que existe um equilibrio entre estruturas
com alta taxa de dissipacio e enstrofia; nesses casos, a estrutura predominante possui o

formato de folha.
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APENDICE B - Resultados complementares

da analise qualitativa das simulacoes DNS

Tabela 7 — Amplitudes da parturbagao inicial para os casos DNS

Caso # ay,a,,a,, Modelo de turbuléncia Modos de Fourier

1 1x1073 DNS 256 x 256 x 512
2 1x10°* DNS 256 x 256 x 512
3 1x107° DNS 256 x 256 x 512

B.1 Isosuperficies de ()

Disponibiliza-se neste apéndice os graficos das isosuperficies do segundo invariante do
tensor gradiente de velocidade, @), relativos as simulagbes DNS, que foram omitidos do texto
principal por razoes de legibilidade. As figuras ilustram a evolucao temporal desta quantidade,

para os casos #1 (c.f. Fig. 69), #2 (c.f. Fig. 70) e #3 (c.f. Fig. 71).
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Figura 69 — Evolugao temporal das isosuperficies de (), da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida a perturbacio de magnitude 1073 (caso #1), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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Figura 70 — Evolucao temporal das isosuperficies de (), da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida & perturbacio de magnitude 107 (caso #2), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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Figura 71 — Evolugao temporal das isosuperficies de (), da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida & perturbacio de magnitude 107> (caso #3), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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B.2 Isosuperficies de Qy

Disponibiliza-se neste apéndice os graficos das isosuperficies do segundo invariante do
tensor taxa de rotagdo, Qw, relativos as simulagoes DNS, que foram omitidos do texto principal
por razoes de legibilidade. As figuras ilustram a evolucao temporal desta quantidade, para os
casos #1 (c.f. Fig. 72), #2 (c.f. Fig. 73) e #3 (c.f. Fig. 74).
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Figura 72 — Evolucao temporal das isosuperficies de Qy, da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida a perturbacio de magnitude 1073 (caso #1), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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Figura 73 — Evolucao temporal das isosuperficies de Qy, da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida a perturbacio de magnitude 10~* (caso #2), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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Figura 74 — Evolucao temporal das isosuperficies de Qy, da esteira plana em desenvolvi-
mento temporal, submetida a perturbacio de magnitude 107° (caso #3), para:
(a) t = 180]s], (b) t = 195][s], (c) t = 210[s], (d) t = 225[s], (e) t = 240[s], (f)
t = 255[s], (g) t = 270[s], (h) t = 285[s].
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APENDICE C - Resultados complementares

da analise topoldgica das simulacées DNS

C.1 Mapasde Q vs R

Disponibiliza-se neste apéndice os graficos de dispersao das quantidades @ vs R relativos
as simulagdes DNS, que foram omitidos do texto principal por razdes de legibilidade. As figuras

ilustram a evolugao temporal desta quantidade, para os casos #1 (c.f. Fig. 75), #2 (c.f. Fig. 76)
e #3 (c.f. Fig. 77).
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Figura 75 — Gréficos de dispersao de Q vs R, para uma amplitude de perturbacao 1073

(caso #1), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t = 225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].
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Figura 76 — Graficos de dispersdao de Q vs R, para uma amplitude de perturbacio 1074
(caso #2), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t = 225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].
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Figura 77 — Gréficos de dispersao de Q vs R, para uma amplitude de perturbacao 107°
(caso #3), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t = 225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].
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C.2 Mapasde —Qg vs Qw

Disponibiliza-se neste apéndice os graficos de dispersao das quantidades —Qg vs Qw
relativos as simulagoes DNS, que foram omitidos do texto principal por razoes de legibilidade.

As figuras ilustram a evolugdo temporal desta quantidade, para os casos #1 (c.f. Fig. 78), #2
(c.f. Fig. 79) e #3 (c.f. Fig. 80).
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Figura 78 — Graficos de dispersao de —Q)s vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
1073 (caso #1), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c) t = 195[s], (d)
t = 225[s], (e) t = 255]s], (f) t = 285][s].
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Figura 79 — Graficos de dispersao de —Q)s vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
10™* (caso #2), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c) t = 195[s], (d)

t = 225[s], (e) t = 255]s], (f) t = 285][s].
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Figura 80 — Graficos de dispersao de —Q)s vs Qw, para uma amplitude de perturbacao
107° (caso #3), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c) t = 195[s], (d)

t = 225[s], (e) t = 255]s], (f) t = 285][s].
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C.3 Mapasde QY5 vs Rg

Disponibiliza-se neste apéndice os graficos de dispersao das quantidades —Qg vs Qw
relativos as simulagoes DNS, que foram omitidos do texto principal por razoes de legibilidade.

As figuras ilustram a evolugdo temporal desta quantidade, para os casos #1 (c.f. Fig. 81), #2
(c.f. Fig. 82) e #3 (c.f. Fig. 83).
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Figura 81 — Gréficos de dispersao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbacao 1073
(caso #1), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t =225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].
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Figura 82 — Gréficos de dispersao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbacao 10~*
(caso #2), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t =225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].
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Figura 83 — Gréficos de dispersao Qg vs Rg, para uma amplitude de perturbacao 107°
(caso #3), nos instantes: (a) t = 135[s], (b) t = 165[s], (c¢) t = 195[s], (d)
t =225[s], (e) t = 255[s], (f) t = 285][s].



