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RESUMO

Este trabalho visa expandir o conceito de rodas, que tradicionalmente sao cilindricas, e de
estradas sobre as quais elas deslizam, que usualmente sao lineares, para outros tipos que vao
desde rodas retangulares deslizando sem solavancos sobre estradas adequadas, até rodas que

podem subir escadas suavemente.

Palavras-chave: Rodas; Estradas; Equacoes Diferenciais.






ABSTRACT

This work aims to expand the concept of wheels, that tradicionally are cylindrical, and
roads over wich they roll, that are usually linear, to other types that goes from rectangular
wheels rolling without bumps over proper roads to wheels that can go upstairs smoothly.

Keywords: Wheels, Roads, Differential equations.
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INTRODUCAO

A roda é uma criacdo do homem que tem sua primeira representagao aceita em uma carroga
feita no formato de um cilindro com madeira maciga, por volta de 3500 antes de Cristo ([4]).
Assim com o passar do tempo ela foi sendo modificada e melhorada ao passar dos anos. Ademais,
quando nos perguntamos sobre o que é uma roda, a resposta mais comum é um objeto cilindrico.
Porém, serd mostrado no presente trabalho que esse conceito pode ser ampliado, visto que a
roda cilindrica é feita para superficies planas. Assim, como no desenho do Pica-pau, é facil ver

que a roda quadrada nao é feita para essa mesma superficie.

Figura 1: Bicicleta de roda quadrada do desenho do Pica-pau.

Ademais, o objetivo deste trabalho é expandir o conceito de rodas, para assim chegar a
construcao de uma roda que possa subir uma escada sem deslizar e dar solavancos. Para isso,
passearemos por situacoes preliminares mais simples, tais como, encontrar uma estrada sobre
a qual podemos andar em uma bicicleta com rodas quadradas de forma suave, ou seja, sem que
a bicicleta pule. Trabalharemos outros tipos de rodas e estradas, em especial duas principais

perguntas: dada uma roda obter a estrada e, vice-versa, dada a estrada qual é a roda?

Um bom exemplo para o trabalho que serda desenvolvido se resume na figura a seguir em

que temos uma roda quadrada rodando sobre uma superficie sem solavanco e sem deslizar.

BACHARELADO EM MATEMATICA



centro

Este estudo, além de servir como complemento & formagao académica possui uma importante
relevancia, pois pode ser visto para auxiliar a pessoas cadeirantes subir escadas em construcoes
antigas que nao possam ser construidos elevadores ou rampas.

A principal referéncia utilizada para o presente trabalho sera o artigo publicado na Springer,
referéncia [3], onde [1] e [2] serviram também de base. As outras referéncias ([5], [6] e [7]) foram
utilizadas para estudo e selecionar o que fora apresentado no capitulo dos pré-requisitos.

Ademais, no primeiro capitulo deste trabalho apresentaremos algumas ferramentas mate-
méticas que serao utilizadas no texto, no segundo capitulo seré exibido o conceito de roda e
estrada formalmente, em seguida, no capitulo trés serd tratado como é realizado o emparelha-
mento destas. No quarto capitulo, ja serd trabalhado a primeira roda, a roda formada por
segmentos de reta formando um poligono regular, onde os resultados serao utilizados no capi-
tulo cinco para a construgao da roda que é um retangulo. E ja no capitulo seis é abordada a
roda principal construida para caminhos seccionalmente lineares (como uma escada), em que a

roda serd formada por partes de espirais de Bernoulli.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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1. PRE REQUISITOS

Para podermos adentrar no tema principal do trabalho, vamos recordar alguns conceitos e
teoremas de célculo e equacoes diferenciais que servirao de ferramenta béasica para o desenvol-

vimento deste trabalho.

Teorema 1 (Regra da Cadeia). Se f e g forem diferencidveis e F' = fog for a fungdo composta
definida por F(x) = f(g(x)), entdo F' € diferencidvel e F' é dada por:

Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e u = g(x) forem func¢ées diferencidveis, entdo

by _dyda
de  dudz’

Demonstra¢ao. Tem-se que y = f(x) e z variar de a até a+ x, o incremento de y sera da forma
Ay = fla+ Az) - fla).

Que, pela definicao de derivada, obtemos

Assim, denotando por € a diferenca entre os quocientes dos incrementos de x e de y com a

derivada, obtém-se

. . Ay ’ Y / _
A= A3, — 0@ =S = Tl =0
Onde
Ay :
€= A—w—g(a) = AY = f'(a)Ax + eAx.

Definindo ¢ = 0 quando Az = 0, tem-se que € é uma funcao continua de Az. Assim, para

uma funcgao diferenciavel f, tem-se
Ay = f'(a)Ax + eAx onde € — 0 quando Ax — 0. (1.1)

Assim, suponha que u = g(z) é diferenciavel em a e v = f(u) é diferenciavel em b = g(a).

Se Az for incremento de x e Au e Av forem incrementos correspondentes a u e v, entao por

BACHARELADO EM MATEMATICA



4 PRE REQUISITOS

77?7, temos
Au = ¢'(a)Az + 1Az = [¢'(a) + €1]Az onde ¢, — 0 quando Az — 0. (1.2)
Da mesma forma
Av = f'(b)Au + eaAu = [f'(a) + e2)Au onde €5 — 0 quando Au — 0. (1.3)

Aplicando a equagao 7?7 na ??, obtemos

Ay = [f'(b) + e][g'(a) + e1] Az
|3

A
= = (1) + ellg'(@) + .

Porém quando Az — 0, na equacao 7?7 tem-se que Au — 0. Assim, ¢; — 0 e € — 0 quando
Az — 0. Portanto

dy - Ay Y / !
dr Ao Az Al;rgo[f () + ellg(a) + e

O

Teorema 2 (Teorema da Fungdo Inversa). Seja f uma fun¢do inversivel, com fun¢ao inversa
g. Se f for diferencidvel em q = g(p), com f'(q) # 0, e se g for continua em p, entdo g serd

derivdvel em p.

Demonstracao. Como f é inversivel com inversa g, temos que
f(g(x)) = x para todo x no dominio de g

Assim

para todo x no dominio de g.

, B 1
9 = Fo@)

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA




PRE REQUISITOS 5

Assim, tem-se que

g(x) —glp)  g(x) —g(p) 1

vp ) () | T

T #p.

Chamando u = g(z), pela continuidade de g em p, u — ¢ para z — p, logo

lim M — lim #
e R —— o T T@
u—q
Como lim M = f'(q) = f'(g(p)), resulta que g é derivavel em, p e vale
u—q U —q
1
/
g'(p) = :
f'(9(p))
Il
~ o . . d _d .
Observagao. Se denotarmos y = f(x), x = g(y), f'(x) = & e g'(y) = ¢, o teorema anterior
fornece a sequinte expressao
dx 1 dy 1
dy % dx &

Teorema 3 (Teorema do Valor Extremo). Se f for continua em um intervalo fechado |a,b|,
entdo f assume um valor mdzimo absoluto f(c) e um minimo absoluto f(d) em algum c e d

em [a.b].
Demonstra¢ao. Sua demonstragao pode ser encontrada na referéncia [5]. O

Teorema 4 (Teorema do Confronto). Se f(x) < g(z) < h(z) quando z estd prézrimo de a

(exceto possivelmente em a) e
lim f(z) = lim h(z) = L,

Tr—a Tr—a
entao
lim g(z) = L.

Tr—a
Teorema 5 (Teorema Fundamental do Calculo (TFC)). Se f for continua em [a,b], entio a
funcao definida por
= / f(t) a<x<b,

é continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) e ¢'(z) = f(x)

Demonstragao. Suponha h > 0 (o caso h < 0 seria analogo) e considere z e x + h em (a,b),

entao

gz +h) —glz) = [T f@)dt — [T f(t)d
= (/7 ) dt+fj+" ) — [ f(t)dt
= [T f(t)t.

BACHARELADO EM MATEMATICA



6 PRE REQUISITOS

Logo,

g(x + h})b —g(z) _ %/: F(t)dt. (1.5)

Como f é continua em [z, z+h|, pelo Teorema do Valor Extremos, existem u e v em [z, x+h/,
tais que f(u) = m e f(v) = M, onde m e M sao valores de minimo e maximo absolutos de f

em [z, + h]. Logo

U
1 r+h
fw<g [ s < )
Substituindo a equacao ?? nesta ultima equacao, obtém-se

o < LD 90 gy, (1.6)

Tome h — 0 e assim temos que v — x e v — x, uma vez que u e v estao entre x e x + h.

Consequentemente

lim f(u) = lim f(u) = /() e lim f(v) = lim f(v) = f(2),

h—0 u—T v—x

pois f é continua em x. Pelo Teorema do Confronto, tem-se que

g/(x) = lim gl + h})L —9(@)

= [(z).

Se x for igual a a ou b basta fazer os limites laterais, assim g é diferenciavel em todo [a, bl

logo ¢ é continua [a, b|. O

Se g(z) é uma fung¢do continua dada, entdo a equagdo de primeira ordem

Y o (L.7)

pode ser resolvida por integracao. A solugao sera da forma

y= /g(x)dac +c.

Definicao 1. Chamamos de problema de valor inicial (P.V.I. ou Problema de Cauchy) a equa-

cao de primeira ordem

W~ )

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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sujeita a condi¢do inicial y(xo) = yo, onde xy pertence ao dominio da fungao.

Teorema 6 (Teorema da Existéncia e Unicidade de Solu¢do para problemas de valor inicial).
Seja R uma regiao retangular no plano xy definida por a < v < b, ¢ < y < d, que contém
o ponto (xo,y0) em seu interior. Se f(x,y) e Of/0y sio continuas em R, entao existe um
intervalo I centrado em xy e uma unica funcdo y(z) definida em I que satisfaz o problema de

valor inicial.
Definicao 2. Uma equacao diferencial da forma

dy _ glx)
dz h(y)’

¢ chamada separdvel ou tem varidveis separdveis.

Observe que uma equacao separavel pode ser escrita como

M) = g(a) (1.9

E imediato que ?? se reduz a ?? quando h(y) = 1.

Agora, se y = f(x) denota uma solugao para 7?7, temos

h(f (@) f' () = g(x),
logo

/h(f(a:))f’(a:)da: _ /g(x)d:v—l—c. (1.9)

Mas dy = f'(x)dz, assim ?? é o mesmo que

/h(y)dy = /g(x)dx—i—c. (1.10)

que serd o procedimento utilizado para a resolucao de equagoes diferenciais separéaveis.

BACHARELADO EM MATEMATICA
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2. ESTRADAS E RODAS

Estradas e rodas sao representadas por curvas no plano cartesiano xOy. E conveniente usar
coordenadas paramétricas para as estradas e coordenadas polares para as rodas. Assume-se

que durante o movimento, a roda mantém um tnico ponto de contato com a estrada.

2.1 REPRESENTACAO MATEMATICA DE ESTRADAS E RO-
DAS

Sejam [; e I, intervalos reais. Uma estrada é uma curva dada por equagoes paramétricas

{ ;i;g)) tel, (2.1)

enquanto que uma roda é uma curva dada por uma equacao polar

r=r(0),0 € L. (2.2)

Sem perda de generalidade, assume-se que durante o movimento, que decorre no intervalo
I, = [0,T], o “centro geométrico" da roda se desloca horizontalmente, da esquerda para a

direita, sobre a reta de equacao y = 0 e que a estrada esta situada abaixo desta reta. Isto é,

e x(t) e O(t) sao fungbes crescentes no intervalo Iy;

e y(t) <0, Vtel.

2.2 ROLAR SEM DESLIZAR E SEM SOLAVANCOS

Nesta sec¢ao, apresentamos as trés condigcoes essenciais para o rolamento da roda de equacao

7?7 sobre a estrada de equagao 77.

e Condigoes Inicias: No instante inicial ¢ = 0, a roda e a estrada estao em contato no

ponto (0, ), com yy < 0, isto &,

™

2(0) = 0, y(0) = yo, 6(0) = —g T (—5) S (2.3)

BACHARELADO EM MATEMATICA
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ESTRADAS E RODAS

e Condigao de rolamento sem deslize: Embora a estrada permaneca estatica durante

o movimento, o ponto de contato entre a estrada e a roda percorre as duas curvas. A
condicao de nao deslize corresponde a exigéncia de que, em cada instante, a distancia
percorrida na estrada pelo ponto de contato seja igual a distancia percorrida pelo mesmo
ponto na roda. Atendendo as expressoes que permitem calcular o comprimento de curvas

dadas em coordenadas paramétricas e em coordenadas polares, esta condi¢ao é dada pela

/Ot\/(fg_f)z + (%)2 dt = /97;) \/(7"(9))2 + <%)2 o, Vit € 1. (2.4)

Condicao de rolamento sem solavancos: Para evitar solavancos, basta exigir que

igualdade

em cada instante o raio da roda (a distancia do centro da roda ao ponto de contato)
coincida com a profundidade da estrada. Esta condigao, também chamada condi¢ao do

raio, traduz-se pela relacao

r(0(t)) = —y(t), Vt € I. (2.5)

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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3. EMPARELHANDO RODAS E ESTRADAS

Neste capitulo mostrar-se-4 como se pode obter a roda adequada a uma dada estrada e
vice-versa.

A partir da condicao de rolamento sem deslize, por meio da equacao 7?7, obtém-se:

[ @) - [ oo () e

= d

Derivando ambos os membros em relacao a ¢t obtém-se, pelo Teorema Fundamental do
Calculo:

\/ (&) + (&) - J vor+(5) (%)

onde no segundo membro foi aplicada a regra da cadeia. Agora eleva-se ao quadrado ambos os

membros:
& @ @) @

Derivando ambos os membros da equagao 7?7 em relagao a t, obtém-se

drdv _dy
dode —  dt
¢
dr dy dt
=2 2
do dt do (3:2)
Pelo Teorema da Fungao Inversa(??),
a1
— = —, (3.3)
g %

quando ‘é—f £ 0.

Assim, substituindo a equacao 7?7 na equacgao 77, tem-se:

(5 () - (o (13 ()

4

BACHARELADO EM MATEMATICA
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() + (&) -eor () (3) (@) (%)

Substituindo agora a equagao 7?7 na equacao anterior temos

(i)« (&) = ()« ()" (3) ()

N J/

'

=1

U
dz\? , (dO\?
(%) = oo ()
U
a\?_ (dz)* 1
dt ) — \dt) (r(6))?
U
do 1 dx
i i
dt r(0) dt
o que pela equacao 77?7, obtemos:
@ _, 1 de
dt — “y(t)dt’

Porém, como z(t) e 6(t) sdo crescentes em [y, suas derivadas sdo positivas e como y(t) < 0,

temos que para todo t € I, tem-se que a equagao acima deve ser:

o 1 de

dt — y(t)dt

Esta equacao é a chave para determinar a roda conhecida a estrada e para

determinar a estrada conhecida a roda.

Sendo z(t) e y(t) fungdes conhecidas, entdo a equacdo anterior é uma equagao diferencial

de variaveis separadas que pode ser resolvida por simples integracgao.

3.1 DETERMINAR A RODA, CONHECIDA A ESTRADA

Do que ficou exposto anteriormente, conhecendo as equagdes paramétricas (x(t),y(t)) de

uma estrada, podemos resolver o problema de valor inicial:

d_@ B 1 dx
dt — y(t) dt

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - FACULDADE DE MATEMATICA
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para obter 0(t). Se esta fun¢ao puder ser invertida para obter ¢(#), entao a roda correspondente

é dada pela equacao polar

r(0) = —y(t(0)). (3-5)

Observacgao. Se a estrada for dada pela equacdo cartesiana y = f(x), pode-se parametrizd-la
por x(t) =t, y(t) = f(t) e reduzir o problema a situa¢do anterior. Neste caso, o problema de

valor inicial T?7 simplifica-se e dd origem a

o 1
@ 90 (3.6)
0(0) = 3

3.2 DETERMINAR A ESTRADA CONHECIDA A RODA

Se se conhece a equagdo polar da roda r = (), a equagdo cartesiana da estrada é obtida

sem dificuldade. Na verdade, atendendo & condicao do raio, basta resolver o problema de valor

inicial
o1
de ~  r(0(x)) | .
0(0) = 3

para obter a equacao cartesiana da estrada

y(x) = —r(0(r)). (3-8)

BACHARELADO EM MATEMATICA
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4. CONSTRUCAO DE ESTRADAS PARA
RODAS POLIGONAIS

Quando a roda é um poligono, durante o movimento, o seu centro geométrico, inicialmente
na origem, desloca-se sobre a reta y = 0 e o raio da roda em cada ponto de contato é a distancia
desse ponto ao centro. Uma vez que a roda é constituida por segmentos de reta, este rolamento
fica bastante simplificado se souber qual é a estrada adequada a uma “roda reta”, quando a
origem polar, que deve imaginar presa a roda, percorre a reta y = 0. Embora em termos
praticos s6 faca sentido falar em rodas que sejam curvas fechadas, teoricamente é possivel rolar
curvas abertas sobre outras curvas. Por isso, comece por determinar a estrada adequada a uma
roda que é uma reta para, mais tarde, poder determinar a estrada para poligonos regulares ou

até mesmo para poligonos irregulares.

4.1 A RODA E UMA RETA

Supoe-se que a roda é uma reta horizontal. Para encontrar a estrada, serao utilizadas as

seguintes formulas trigonométricas:

cossec(f) — cotg(0) = tg (g) . (4.1)
sen(arctg(6)) = Ocos(arctg(0)). (4.2)
1+ tg?(0) = sec*(0). (4.3)
sen(20) = 2sen(0)cos(0). (4.4)

1 — cos?(#) = sen?(0). (4.5)

Como a roda é uma reta, tem-se que sua equacao cartesiana sera:

y=—k, k>0

BACHARELADO EM MATEMATICA



16 CONSTRUGAO DE ESTRADAS PARA RODAS POLIGONAIS

a qual nos fornece o seguinte grafico:

A
X
9 L
—k
A
Figura 4.1: Grafico
Onde
=r(@)sen(d) = —k = r(f)sen(d) = r(0) = h = —k cossec(0)
y = r(f)sen = r(0)sen r(0) = en(0) osse
4
r(0) = —k cossec(f), k>0ef € (—m0) (4.6)

que é a equacao polar da roda que é uma reta.

Para obter a equacao da estrada correspondente a esta roda, substitui-se 7?7 na equacao 77,

obtém-se

1
w___ 1 = cossec(0)df = —d%

dx  —k cossec(6)
uma equacao diferencial de varidveis separadas, a qual pode-se resolver integrando ambos os

membros:

— In |cossec(d) + cotg(0)| = —% +c, g eR

Desenvolvendo o primeiro membro:

— In |cossec() + cotg()| = In |cossec() + cotg(0)| ™ =

N 1 I 1 |cossec(0)) — cotg(0)]\
|cossec() + cotg(f)| |cossec(0) + cotg(0)| |cossec(d) — cotg()| )

= In |cossec(f) — cotg(d)].

=1

Entao,
In |cossec(f) — cotg(0)| = —% +c, a €R
Por 77:

In

A P cR
g 2 — k’ C1, 1
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0 -

’tg (5)‘ =e *c, c€RT.
0 x

—tg (5) =e ke, c€ RT.

0 .
tg (—§> =e ke, c€RT

0 2
3= —arctg(e *c), c € R".

Como 0 € (—m,0) tem-se:

Logo,

Para x = 0, 0(0) = —F, assim:

= 2arctg(c),c € R*

4

% = arctg(c),c € RT

Tem-se entao que
0(z) = —2arctg(e™F).

Aplicando na equacao 7?7 o que se obteve acima, tem-se

—y(x) = r(0(x)) = —k cossec(—2arctg(e¥)) = _sen(—Qa:?tg(e_%)) ~sen(2 arftg(e_%))
[ Aas
k
—ylr) = 2sen(arctg(e & ))cos(arctg(e k)
7?7
k
—y(z) = 2(6—%)c052(arctg(€_%))
4
o) = ksec (28;1:}?;67))
7?7
) = B tg2<(€ar§t)g(e—z:))
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U
k4 (eTF)?) R+ (e7T))
—yl@) = 20e %)  2e k)
N2
—y(x) = k (G_Z—F ¢r) =k cosh (%)
I
y(x) = —k cosh (%) . (4.7)

A equacao ?7 é a equacgao da catenéria invertida. Portanto a estrada adequada a uma roda
poligonal resulta da concatenacdo de arcos de catenéria invertida, em cada um dos quais rola
um lado diferente do poligono. A questao que se coloca é saber exatamente onde truncar a

catenaria onde rola o primeiro lado.

4.2 A RODA E UM POLIGONO REGULAR

Se a roda for um poligono regular de n lados, cujo apétema tem medida de comprimento k,

o arco de catenaria onde rola o primeiro lado do poligono tem equacdo y(z) = —kcosh (%), com
x € [—x1,x1] onde x; deve satisfazer y'(z1) = —tg (%) Este valor resulta do fato de que cada
2

angulo central ¢ mede =& e, portanto, cada ngulo interno do poligono mede 23 = 7 — 27” =

2 (% - %) (Para o caso n = 5, os angulos € e (3 estdo representados na Figura 1).

Figura 4.2: Roda pentagonal rola sobre estrada constituida por arcos de catenéria invertida

Desse modo obtém-se que:

i =-16(3) = () =16 2)

o ) el #) g (7)

& (e(%)y — 2 tg (%) e —1= 0,
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A partir de onde pode-se resolver a equagao. Para isso, define-se e(F) = a, obtendo-se uma

equacao do segundo grau:

a
2
U
= (D)xee ()
U
_sen (%) +1
T s (3)

Como e(#) > 0,

(2) _ sen (%) + 1‘
Cos (%)

Para isolar z, aplica-se a fun¢ao logaritmica na base e em ambos os membros:

2 (L:O(j()%; 1) o=k In (7%20(5()5 1) .

A simetria dos poligonos regulares permite determinar a estrada adequada, conhecendo

”

apenas a porcao onde rola o primeiro lado. Em conclusao, tem-se o seguinte.

Proposicao 1. Se a roda é um poligono regular de n lados, cujo apdtema tem medida

de comprimento k, entdo a estrada € o grdfico da funcao periddica, de periodo igual a
1+sen(Z
2k In <7(”)> , definida por:
¢

os (7))
x 1+sen(Z 1+sen (2
y(x) = —kcosh (E> , T E [—k In (;T%()”)> Jk In (lT%()T))] :

As ideias contidas nesta seccao podem ser exploradas na construcao de caminhos para rodas

que sao outros poligonos irregulares, como ¢é o caso de uma roda retangular.
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5. A RODA E UM RETANGULO

Considere um retangulo de vértices nos pontos de coordenadas (—2,1), (—2,—-1), (2,—1)
e (2,1). Este retangulo esté centrado na origem, tem base b = 4 e altura h = 2, e pode ser
construido & custa das retas de equagoes polares r1(f) = —cossec(f) e ro(f) = —2cossec(d) ,
com 0 € (—m,0).

A partir dos desenvolvimentos da se¢ao 4.1 sabe-se que para as rodas r1(f) = —cossec(0)
e ro(0) = —2cossec(d), § € (—m,0), as equagdes das estradas correspondentes sao y,(z) =
—cosh(z) e yo(x) = —2cosh (%), respetivamente. Além disso, como os lados do retangulo sao
segmentos de reta, as estradas correspondentes sdo arcos de catenaria invertida. Portanto, nesta
altura, a questao crucial é saber onde cortar cada um dos arcos independentemente. Como na
secao 4.2, foi utilizado s6 o angulo referente a cada um dos lados, usar-se-a4 aqui os resultados
obtidos.

L b ]
B S o
-2, -1 2,—-1
( )/ \ ( ) (_17_2) (17_2)
(a) Arco referente a (b) Arco referente a a

Figura 5.1: A roda é um retangulo

Nas figuras 7?7 e 7?7 acima, a e § sao a metade dos angulos correspondentes a cada um dos
lados do retangulo.

Denotando x; e x5 as abcissas dos pontos de corte nas estradas de equacoes

y1(x) = —cosh(x),z € [—x1, 2]

x
yo(z) = —2cosh (5) T € [—xq, T3],
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para y;(x) tem-se:

/

y'1(z) = —senh(z)

4

y'1(x1) = —senh(xy).

Como obtido na secao 4.2 obtemos x; = In (%&E@) e entao
Y1 (1) = —senh <ln (—1 l—ossegjﬁ()ﬁ))> =
1n(1+sen([3)) _1n<1+sen([3’)) . (sen(ﬁ)-f—l) 4 — 1 .
B e cos(B) —e cos(B) B cos() (%)
2 B 2 B
—sen?(B)
_ —(sen(B) + 1)* + cos?(B)  —sen?(B) — 2sen(B) —1 + cos’()
2(sen(B) + 1)cos(B) 2 B
_ —2sen(f) — 2sen?(3) _ —sen(f)(sen(f) +1) .
~ 2cos(B)(sen(B) +1)  cos(B)(sen(B) +1) ~te(8).

Pela figura 77, tem-se que tg(f) = cotg(a) e tg(5) = 2, logo:
y' (1) = —tg(B) = =2 = —cotg(a)
4
y'(x1) = —cotg(a) = =2
Da mesma maneira para ys(x) tem-se:
y2(x) = —senh (g)
4

=) (5 o (51521 -

Pela figura ??, tem-se que tg(a) = cotg (3 — ) = cotg(3) e cotg(3) = 3, logo:

1
Yalez) = —cotg (£ —a) = —3

Também pode-se concluir que:

x1:1n<1+87(m(5))=1n<1+f> In(v/5 + 2),

cos(B)

V5
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1+ =
Z5 = 2ln 1+ sen(a) — 9n 2\/5 — 9n VE+1 ,
cos(a) NG 2

A partir disso, pode-se encontrar a estrada sobre a qual rola a roda retangular, uma vez

que basta conhecer as por¢oes de estrada onde rolam os dois lados consecutivos (a estrada deve
ser periodica, com alternancia dos dois arcos obtidos). Assim, define-se o primeiro arco como

sendo o referente ao lado maior:

y1(x) = —cosh(z), = € [—xy,xq].

O grafico da funcao y, deve comecar onde o gréafico da primeira termina. Ja se sabe que seu
intervalo deve ter comprimento 2x2, logo o segundo arco deve pertencer ao intervalo [z, z1 +
215, cujo ponto médio x; + x4 fard o papel do novo eixo, isto é, deslocar-se-a o arco y»(z) para

a abscissa x; + x9, da seguinte maneira

x — (z1 + x2)

Yo(r — (x1 + x2)) = —2cosh { >

] , T € [Ty, 11 + 229).

—xq o 1 1 + 2z2

Figura 5.2: Roda retangular com respectiva estrada

5.1 GENERALIZACAO DE QUANDO A RODA E UM RETAN-
GULO

Observando o caso particular do retangulo descrito anteriormente, pode-se, utilizando os
mesmos passos e célculos, descrever o caso geral do par roda-estrada para um retangulo de

vértices quaisquer.
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Figura 5.3: Retangulo de base 2b e altura 2a

Para o caso em que o retangulo tem base 20 paralela ao eixo x e altura 2a paralela ao eixo
Y, com centro na origem, obtém-se as equagaes:
r1(0) = —a cosec(d),0 € (—,0)

r9(0) = —b cosec(0),0 € (—m,0)

y1(x) = —a cosh <§)

yo(x) = —b cosh (%)

Usando os angulos a e § como no triangulo abaixo, obtém-se que

Figura 5.4: Triangulo reto com lados a e b, com angulos opostos « e (3, respectivamente.

——a a
Vaw+b>

b
—— +1 b+ Va2 + b2
2, =aln <4va2+b2> —aln (L)

Va®+b2

a __ +1 VaZ + b2
o ="bln (7@24-&;2) =bln (%).
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6. CONSTRUCAO DE RODAS PARA CAMI-
NHOS SECCIONALMENTE LINEARES

Nesta secao construir-se-ao rodas adequadas a caminhos constituidos pela concatenacgao de

= —1—ma?

segmentos de reta. Mas antes disso devemos saber responder a seguinte pergunta: qual é a

equagao polar da roda para um caminho de equagao y(z)
A resposta é 6bvia quando esta reta tiver coeficiente angular igual a zero. Neste caso, é

claro que a roda é a circunferéncia centrada na origem e de raio igual a 1 (Figura ?7?).

y

Figura 6.1: Roda de equagao r(#) = 1 rola sobre caminho de equagao y(z) = —1

O que acontece quando m # 07

ENCONTRANDO A RODA PARA A ESTRADA DE EQUA-

6.1
GAO y(z)=—1—mz, m #0
—1 — mx que pode ser descrita pelas equacgoes

Sera considerada aqui a funcao y(z)
—1—mt, as quais agora podem ser aplicadas em 7?7, obtendo-se:

parameétricas z(t) =t e y(t)

o _ 1
dt ~ —1—mt
U

dt

0 = .
1+ mt

Esta tltima é uma equacao diferencial de variaveis separadas, que pode ser resolvida inte-

grando ambos 0s membros:
In(1 t
o) = md+mb)
m
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com ¢ € R constante.

Aplicando a condicao inicial de 7?7, tem-se

—5 = lnsj) te=e= —%W
Logo
0(t) = ln(lntmf) B %
U
m (0t) + g) — In(1 + mt)
U
r(0(t)) = —y(0(t)) = 1 + mt = em(PO+E), (6.1)

As curvas de equagao (?7) sao conhecidas por espirais de Bernoulli, por terem sido estudadas
por Jacob Bernoulli (1654-1705), ou por espirais equiangulares, devido a uma sua propriedade

importante que mencionaremos a seguir.

6.2 ESPIRAIS EQUIANGULARES (OU ESPIRAIS DE BER-
NOULLI)

Comegaremos esta seccao considerando definicoes acerca de espirais e de fungoes polares

para podermos tratar de um importante resultado sobre espirais equiangulares.

Definicgoes:

1. Uma espiral centrada na origem é qualquer curva plana de equagdo polar r = f(), onde

f é uma funcao crescente ou decrescente.

2. Linha radial num ponto de uma espiral é qualquer semirreta que parte da origem e passa

por esse ponto.

3. Uma espiral diz-se equiangular, ou de Bernoulli, se, para todo o ponto P da espiral, o
angulo ¢ formado pela linha radial que contém P e pela tangente & espiral em P for

constante.

Com o objetivo de mostrar que a equacao ??7 é também equiangular, demonstrar-se-a4 o
seguinte resultado:

bo

Proposigao 2. As espirais de equagdo polar r(0) = ae”™, com a e b constantes nao nulas, sao

p . . _ 1
espirais equiangulares, com dngulo ¢ = arctan (5)
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-/
9

Figura 6.2: Uma espiral equiangular.

Demonstracao. Quer-se provar que o angulo ¢ entre a reta radial e a reta tangente é constante.

A equagao do angulo formado pelo vetor posi¢ao «(t) e um vetor tangente o/(t), dada por

(el o)
0s(9) = Tl - T O

A equacdo paramétrica da equacdo r(6) = ac® ¢ da forma (z(t),y(t)) = ae®(cos(t), sen(t)).

o (t) = (2/(1), ' (t)) = abe® (cos(t), sen(t)) + ae’ (—sen(t), cos(t)).

Assim
(a(t),d(t)) = a’be®
4
la(®)]| = lale™
I
|/ (t)|| = |ale” V1 + b2.
Como cos(¢) = ﬂiW e 0 < ¢ <, temos sen(¢p) = ﬁ,logo
1
t S
9(d) = 5
¢

¢ = arclg <%) .

Pode-se justificar que a equagao 7?7 é também equiangular, tomando a = em(3) > 0 e

b=m # 0. Logo, como demonstrado anteriormente, ¢ = arctg (%)
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6.3 COMPOSICAO DE UMA ESCADA

Para modelagem de uma escada, seu corrimao é posicionado paralelo ao eixo Ox. A escada

pode ser entao tratada como uma fungao peridédica descrita por:

yl('r) = —Yo—mr, TE [Oaxl]
y(e) = i (6:2)
Ya(v) = —yo + =, € [~x9,0]
Como os segmentos que determinam o degrau sao perpendiculares, os coeficientes angulares
de y; e y, sao o inverso oposto um do outro. Em especial, se a escada é composta de degraus
de comprimento T e altura R, entdo m = tan(e) = L, sendo a o angulo entre o corrimao e a

altura do degrau.

a

X5 X4

Figura 6.3: Degrau da escada posicionado no plano cartesiano.

Na seccao seguinte veremos como se obtém uma roda para esta escada.

6.4 CONSTRUCAO DA RODA

Com a fungdo y(z) da escada e pelos resultados anteriormente provados, tem-se que a

equagao da parte da roda que corresponde s um degrau é

r(8) = r1(0) = yo exp (m (9 + %)) , RS [—g, —5+ 91] | (6.3)

ra(0) = yoexp (= (0+ %)), 0€[-%—0—Z]

para algum 6,0, € R™.
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Figura 6.4: Degrau e pedago de roda correspondente.

Esses dois parametros podem ser obtidos da condicao de nao-deslizamento: o comprimento
de r; deve ser igual a R e o de ry igual a T. Usando a férmula de calculo do comprimento de

uma curva, tem-se:

_ / T oAE T a6, (6.4)

Analogamente,

T = 0)\/ — + 1d6. :
JCClE (6.

Para calcular 0, e 6, podemos resolver as integrais substituindo os resultados de r;(0) e

7”2(9)2

—%4—91

=y
Il

[
S|§I\> —

r1(0)vV/m? + 1 df

ME]

—5+01

Yo EXP (m <9+ g»m de
m? + 1(exp (mby) — 1) . (6.6)

Como Rm =T conclui-se que:
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Yo 3 T
% 1 0,)—1) = —
- m? + 1(exp (mb) ) —
U
exp(m@l)—lzL
YyovVm? + 1
U

T
f=In|—— +1
o n(yovm2+1 )
|2

1 T
fgi=— - In| ————=++1 6.7
= (ym ) (67)

Analogamente demonstra-se que:

0y = mln

T
Yovm?+1+1 ’

Sao necessarias duas condic¢oes para garantir que a roda obtida a partir da funcao () esteja
fechada:

1° O comego e o fim do pedago de roda dado por r(f) devem ter a mesma distancia radial
(1e 7’1(—% + 81) = 7’2(—% — 92))

2° O angulo do ponto de encontro entre as duas espirais que formam a roda ¢ um angulo

reto.

Temos o seguinte resultado relacionando os angulos 0; e 5 das equacoes 7?7 e 7?7 com os

ralos ry e ro de 77

Proposicao 3. Sejam ry, 12, 0 e 0, definidos anteriormente. Entdo temos ri(—5 + 0,) =

TQ(_% — 02)

Demonstracao. Juntando as equacoes anteriores, obtemos:
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™ ™ ™
(=5 +00) = goexp (=5 + 01+ 5)m)

= Yo exp
T
= o - +1
Yo (yo m? + 1 )
T
_ + 6.9
Vo (69)
Analogamente demonstra-se que
7 T
—— —0)) = ————— 6.10
7 5 2) m2+1+y07 (6.10)
o que completa a demonstragao da proposicao. O

Figura 6.5: Angulos internos no degrau e no pedaco de roda.

Proposigao 4. Seja ¢y o dngulo que a reta tangente a ry em r(—% +01) faz com a linha radial
que passa por esse ponto, e seja ¢y o dngulo que a reta tangente a o em r(—75 — 0y) faz com a
linha radial, como se observa na Figura ??. Entao ¢, + ¢ = 90°.

Demonstracao. Sejam [ e v os angulos que a altura e o comprimento do degrau fazem com o

eixo vertical, respectivamente. Usando o fato de que a roda é formada por espirais de Bernoulli,
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1

temos que ¢ = arctan (E) e ¢o = arctan (m).

Sabe-se que a = arctan (m), portanto, § = arctan ( L ) Como (4 v = 90°, temos que

m

v = «, entdo conclui-se que 5 = ¢ e a = ¢o. Assim ¢ + ¢ = 90°. O

6.5 FECHANDO A RODA

Agora, mostra-se que é possivel escolher y, de tal forma que a roda feche por completo.
Ainda mais, pode-se fechar a roda com quantas pétalas quisermos. Entende-se por pétala uma

parte da roda entre duas distancias radiais minimas consecutivas.

Proposicao 5. Considere uma roda para uma escada sendo curva fechada, como jd foi consi-

derada, com N € N pétalas, entao:

T

m?+1 (exp((m%%) - 1)

Yo = (6.11)

Demonstracao. Sabe-se que cada pétala tem abertura de 6; + 65, portanto, como sao /N petélas,

conclui-se que 0; + 05 = 2%

Substituindo este resultado nas equagoes desenvolvidas até aqui, temos:

T 1 < T m >
=e
yovm? + 1 PANm2+1
T
Yo = . (6.12)
m?+1 (exp((m%%) - 1>
O que completa a demonstragao. O
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7. CONCLUSOES

O presente trabalho foi de suma importancia para fortalecer minha base matematica, am-
pliando minha perspectiva em aplicacoes matematicas. O texto ainda expoe um tema relevante
visto que pode ser aprofundado para questoes importantes de cunho social, visando a construcao
de rodas especiais para que cadeiras de roda possam subir e descer escadas.

Além disso, os topicos abordados puderam ser desenvolvidos usando ferramentas matemati-
cas, de certa forma, elementares, o que o torna de facil acesso & alunos de inicio de graduacao.

Ademais, estes estudos podem ser complementados com outros pares de rodas e estradas,

como por exemplo a roda eliptica.
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