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RESUMO

Neste trabalho, realizamos um estudo dos diferentes métodos de decomposicao de
matrizes, tema este fundamental na Algebra Linear por proporcionar uma facilidade com-
putacional e simplicidade analitica. Na pratica é inviavel que a maioria dos calculos de
matrizes sejam feitos por: inversao de matriz, resolucao de sistema linear e método dos
minimos quadrados. Assim, decompor matrizes revela suas estruturas e caracteristicas,
ajudando a interpretar o seu significado. A escolha dos métodos para desenvolver o traba-
lho foi a familiaridade adquirida durante as disciplinas de Algebra Linear e a necessidade
de se fazer uma iniciacdo cientifica dentro do Programa de Educagdo Tutorial (PET).
O objetivo foi estudar diferentes métodos de decomposicao matricial, desenvolver conhe-
cimentos em conteudos, além dos abordados na graduagao e apresentar resultados por
meio de exemplos, sejam eles estudados ou inéditos. Primeiro estudamos alguns conceitos
bésicos e posteriormente, introduzimos alguns métodos fundamentais de decomposicao de
matriz, como: LU, LDU, Cholesky, Schur e QR. Sendo assim, essa pesquisa de carater
bibliografico teve como principais referéncias [1], [2], [3], [4], [5],[6], [7] e [8]. Os resul-
tados alcancados foram o desenvolvimento de contetidos além dos vistos na graduagao,
a apresentacao de exemplos estudados e inéditos e a divulgacao de uma area que tem
atraido cada vez mais pesquisadores da Matematica, Ciéncia da Computacao e Engenha-
ria. Espera-se que este trabalho sirva de base para novas pesquisas e contribua para o

conhecimento do tema na formagao inicial em Matemaética.

Palavras-chave: Algebra Linear; decomposicao matricial; facilidade analitica.
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Introducao

A decomposicao de matrizes consiste em escrever uma matriz dada em uma matriz na
forma canodnica. Quando a matriz dada é transformada em produto de matrizes canonicas
o processo de elaboracao dessa decomposicao também é chamado de fatoracao matricial.
Esse tema é fundamental na Algebra Linear. Os propoésitos essenciais da decomposicao de
matrizes sao dois: facilidade computacional e simplicidade analitica. Portanto decompor

matrizes revela as caracteristicas, estruturas e ajuda a interpretar o seu significado.

A partir da necessidade de se fazer uma iniciacao cientifica dentro do Programa
de Educacao Tutorial (PET), a escolha dos métodos para desenvolver o trabalho foi a
familiaridade adquirida durante as disciplinas de Algebra Linear e a afinidade com a
professora que as ministrou, além da possibilidade de desenvolver conhecimentos além dos

abordados na graduacao e apresentar como resultados exemplos ja estudados ou inéditos.

Os métodos estudados foram: LU, LDU, Cholesky, Schur e QR. Resumidamente,
podemos dizer que a decomposicao LU consiste em decompor uma matriz em uma matriz
L triangular inferior e uma matriz U triangular superior. Esse método pode resultar em
uma assimetria onde a matriz L tem entradas iguais a um na diagonal principal ou em
que U possui essas entradas. Ja a decomposicao LDU toma uma matriz inicialmente
decomposta pelo método LU e escreve essa matriz de uma maneira mais simétrica de-
compondo em uma matriz L triangular inferior, uma matriz D onde sua diagonal sao
os pivos e o restante dos elementos é zero e uma U matriz triangular superior. Sobre
a decomposicao de Cholesky pode-se dizer que ela também deriva da decomposicao LU,

mas esta definida apenas para matrizes positivo definidas. Neste caso ela pode ser obtida



a partir da decomposicao LDU definindo L; = LD> e escrevendo como Ly LY, onde a
matriz L, é triangular inferior e a matriz L} é triangular superior. A decomposi¢ao de
Schur decompoe uma matriz A com entradas no corpo dos complexos como A = UTU*,
onde U ¢ unitaria e T' é triangular superior. O método de Gram-Schmidt permite fatorar
uma matriz cujas colunas sao linearmente independentes em um produto QQR, onde (@)
é a matriz cujas colunas formam um conjunto ortonormal e R é uma matriz triangular
inferior, chamado de decomposicao QR.

Em relacao aos procedimentos do estudo, a pesquisa teve cardter bibliografico. Para
desenvolver o trabalho foram utilizadas como base as referéncias [1], [2], [3], [4], [5], [6],
[7] e [8].

Os resultados alcancados foram o desenvolvimento de contetidos além dos vistos na
graduagao, a apresentacao de exemplos estudados e inéditos e a divulgacao de uma area
que tem atraido cada vez mais pesquisadores da Matematica, Ciéncia da Computacao e
Engenharia. Espera-se que este trabalho sirva de base para novas pesquisas e contribua

para o conhecimento do tema na formacao inicial em Matematica.

Objetivo

O objetivo deste trabalho ¢ estudar diferentes métodos de decomposicao de matrizes,
desenvolver conhecimento de contetidos que geralmente nao sao vistos na graduacgao e

apresentar resultados por meio de exemplos, sendo eles estudados ou inéditos.

Estrutura dos Toépicos Apresentados

O presente trabalho esta dividido da seguinte maneira:

e No capitulo 1 (Defini¢oes e Resultados Preliminares), apresentamos definigoes e
resultados que utilizamos durante a pesquisa. O capitulo foi construido tomando

por base a referéncia [1].

e No capitulo 2 (Decomposic¢ao LU), apresentamos as defini¢ées de operagao elementar
e matriz elementar, uma proposicao a respeito de matriz elementar, a definicao de

matriz triangular inferior e superior, o método de decomposicao LU, uma proposi¢ao



que diz que se as submatrizes principais de A sao invertiveis, entao A possui uma
decomposicao LU e, posteriormente, abordamos alguns exemplos. Os conceitos

tratados nesse capitulo tiveram como base os referenciais tedricos [1], [2] e [5].

No capitulo 3 (Decomposigao LDU), exibimos o método de decomposicao LDU,
uma proposicao que diz que a decomposicao LDU é tnica e, posteriormente, abor-
damos alguns exemplos. Os textos que serviram de base para esse capitulo foram

as referéncias [1], [2] e [5].

No capitulo 4 (Decomposi¢ao de Cholesky), apresentamos alguns lemas que carac-
terizam operadores e matrizes positivo definidas, um resumo dos resultados obti-
dos no capitulo, a decomposicao de Cholesky e, posteriormente, abordamos alguns
exemplos. Além disso, apresentaremos o calculo do fator de Cholesky. As teorias

apresentadas nesse capitulo tiveram como base os referenciais tedricos [1], [3] e [6].

No capitulo 5 (Decomposigao de Schur), estudamos o teorema de Schur e sua de-
monstracao e um corolario do teorema. Posteriormente, abordamos alguns exem-

plos. Os conceitos tratados nesse capitulo tiveram como base as referéncias [1], [7]
e [8].

No capitulo 6 (Decomposi¢ao QR), exibimos o método de decomposi¢ao QR de uma
base através de uma matriz de ordem trés, depois generalizamos a decomposicao
através de um teorema. Apresentamos também outro método de decomposicao QR
que explica o que acontece quando as colunas nao sao linearmente independentes.
E por fim, abordamos alguns exemplos. O capitulo foi construido tomando por base

os referenciais tedricos [1] e [4].



CAPITULO 1

Definicoes e Resultados Preliminares

O capitulo foi construido tomando por base a referéncia [1].

1.1 Base e Dimensao

1.1.1 Espacos Vetoriais

O corpo R ou o corpo C serao denotados por K.

Definicao 1.1. Um espago vetorial X sobre o corpo IK é um conjunto munido com
duas operacgoes, adicao + : X x X — X e multiplicacao por escalar - : K x X — X, as

quais satisfazem as sequinte condicoes:

(i) x+y € X, para todo x,y € X (fechamento);
(i) (x+y)+z=a+ (y+ 2), para todo x,y,z € X (associatividade);
(iii) v +y=y+x, para todo x,y € X (comutatividade);
(iv) existe 0 € X tal que x + 0 = x, para todo x € X (elemento neutro);
(v) existe (—z) € X tal que v + (—x) = 0, para todo x € X (inverso aditivo);
(vi) \-x € X, para todo x € X e A € K (fechamento);

4



CAP.1 e DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

(vii) o- (A -x) = (a-A) -z, para todo v € X e N\, € K (associatidade);
(viii) A (x +y) =A-x+ Xy, para todo x,y € X e X\ € K (distributividade);
(ir) A +a)-x=X-z+a- -z, paratodox € X e \,a € K (distributividade);

(x) 1-x =z, para todo v € X (regra da unicidade);

Definicao 1.2. Um subconjunto Y de um espago vetorial X é um subspago, se seus
elementos, munidos com as operacoes de X, satisfazem as condi¢oes que definem o espaco

vetorial X.

Definicao 1.3. O conjunto das matrizes m x n com entradas em K, denotado por
M, xn(K), € um K-espago vetorial com a soma usual e a multiplicagao por escalar, dadas
por:

(@ij)mxn + (03 )mxn = (@ij + bij)mxn

« - (aij)mxn = (Oé . aij)mxn-

1.1.2 Bases

Definicao 1.4. Seja S C X um subconjunto qualquer do espago vetorial X. Uma com-

binacao linear de elementos de S é uma soma finita do tipo
)\1'$1+"'+>\k'$k
com A, N €EKexy, -+ ,x,€8.

Definicao 1.5. Um subconjunto S de um espacgo vetorial X sobre um corpo K € linear-
mente dependente, se ezistir um numero finito de elementos nao nulos xy,--- ,x; € S

e escalares Ay, --- , A\ € K, nao nulos, tais que:
A-xy+ -+ A xp = 0.
Caso contrdrio, o conjunto S é linearmente independente.

Definicao 1.6. O conjunto S gera o espaco vetorial X sobre o corpo K se, para todo

xr € X, ezistirem (finitos) elementos xy,--- ,x; € S e escalares \y,- -+, \; € K tais que:

$:)\1'I1+"'+>\j'[)§j.



SECAO 1.2 e SISTEMAS LINEARES E MATRIZES 6

Observacao 1.7. Denotaremos o espago vetorial gerado por S por span{S} ou [5].

Definicao 1.8. Uma base de um espaco vetorial X sobre um corpo K é um subconjunto

ordenado B de X que € linearmente independente e gera X.

Definigao 1.9. Se B = {xy,--- ,x,} for uma base do espaco vetorial X, dizemos que X

tem dimensdo n e escrevemos
dimX = n.
Se X = {0}, X tem dimensao finita igual a zero.

Definicao 1.10. Seja e; € K" o vetor cuja i-ésima coordenada € igual a 1, as outras

sendo nulas. O conjunto & = {ey,--- ,e,} € a base candnica do espago K.

1.2 Sistemas Lineares e Matrizes

1.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna

Definicao 1.11. Para 1 <i < m el < j < n, suponhamos conhecidos os valores a;; e
0s valores b;. Um sistema linear em m equagoes e n icognitas procura solugoes do tipo

n-upla x1,--- ,x, que satisfazem:

’
an-x1+---+a1n-mn:bl

a21'I1+"'+CL2n'$n:b2

\aml'xl—i_"'_‘_amn'xn:bm

Em termos de matrizes, esse sistema pode ser escrito como:

11 Qi2 -+ Aip x by
Q21 Q22 -+ Qa2p T2 by )

. =1 |, ou, de forma resumida, Az = b.
Am1 Am2 *** Amn Tp bn

Se b =0, o sistema é chamada homogéneo; se b # 0, o sistema ¢ nao homogéneo.
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Definicao 1.12. Seja a matriz A = (a;j) € My,«n(K) e o sistema linear Ax = b. Escre-

vendo A por meio de suas linhas ou colunas, temos:

aip - Qip l
A= :<01 Cn):
A Qrmn [
Os vetores colunas ¢y, - -+ , ¢, sao vetores do IK™ e os vetores linhas ly,--- ,l,, sao vetores
do K". Se C ={cy,-+-,c,} C K™, chamamos de espago coluna o espaco gerado por
C, isto €, [C] C K™. Se L ={ly, -+ ,ln} C K", chamamos de espago linha o espaco

gerado por L, isto é, L] C K.

1.2.2 Matrizes

Definigao 1.13. Se A = (a;;) € Myyun(K) for uma matriz, m x n, definimos a trans-

posta de A como matriz A' = (aj;) € My, (K), com a;

ij — Qji-

Definicao 1.14. Sejam A € M, (KK). Definimos a matriz conjugada A € M, ., (K)
como a matriz obtida ao se tomar a conjugacao complexa de cada uma das entradas de

A.

Definicao 1.15. A matriz A € uma matriz simétrica se for igual a sua transposta, isto
é, A= Al

Definicao 1.16. A matriz real A é ortogonal se a inversa de A € igual a transposta de
A ATV = At isto é, A- At = At A =1,

Definicao 1.17. A matriz complera A € hermitiana ou unitaria se a inversa de A é
igual a transposta conjugada de A, A=' = A*, isto é, A- A* = A*- A =1, onde A* = At

Definigao 1.18. Seja A € M, (K). Para cadar < n, a submatriz (a;;),1 <i,5 <r<n

¢ a submatriz principal de A de ordem r, denotada por A,.

Definicao 1.19. Uma matriz € dita triangular inferior quando todos os elementos

acima da diagonal principal sao nulos. Isso significa que, a;; = 0,Vi < j.

Definicao 1.20. Uma matriz é dita triangular superior quando todos os elementos

abaizo da diagonal principal sao nulos. Isso significa que, a;; = 0,Vi > j.
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1.3 Aplicacoes Lineares

Definicao 1.21. Sejam X e Y espacos vetoriais sobre o corpo K. Uma aplicagao T :
X — 'Y satisfazendo

Tx+Xy)=Te+X-Ty

para quaisquer x,y € X e A € K € chamada transformacgao linear ou aplicagao li-

near. Se X =Y, chamamos T de operador linear.

Definicao 1.22. Seja T : X — Y uma aplicagao linear. Definimos a imagem de T

)

denotada por imT', por
imT ={y eY|y="Tux}.

Definimos o nicleo de T, denotado por kerT', por
kerT ={z € X|Tx = 0}.
Definicao 1.23. Definimos o posto da matriz A, denotado por posto A, como sendo:
dim|C] = dim[L].

Se A for uma representacao matricial da aplicacdo linear T definimos posto T =

posto A.

Definigao 1.24. Sejam X e Y espacos vetoriais com bases 1 = {vy,vq,- - ,v,} € Pa =
{wy,we, -+ ,wy,} respectivamente e seja T : X — Y wuma transformagao linear. Entdo
existem unicos a;; € K, 1 =1,--- ,mej=1,--- n tais que

T(Uj) = aljwl + azij 4+ -+ amjwm.

Seja [T)32 a matriz cuja j-ésima coluna € formada pelas coordenadas do vetor T'(v;) na

base Ba, a saber, [T'(vj)|p, = (a1j, a2, -+, Amy):
@11 A2 -+ QAip
Q21 Q22 -+ Q2p
115 =

Am1 Am2  *** Amp
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A matriz [T]gf ¢ chamada de matriz da transformacao linear T' com relacdo as bases [

1 a1
0 a

e Po. Observe que [T]gj = :21 = [T]gf [v1]g, = [T'(v1)]s, €, de modo geral
0 am1

temos [T]gf [v]g, = [T'(v)]p,, ou seja, o diagrama abaizo € comutativo:

X Y

v
[1s, I I (16,

K™ K™

ou seja, [T]g o [1g, = [1p, o T.

Definigao 1.25. Sejam 3 e 8’ duas bases para o K-espaco vetorial X e sejaT um operador
linear em X. Entao: [T]g = [I]g, [T]g: [I]gl

com [I]g, = ([I]g/)_l. Isto significa que para um espaco vetorial de dimensao finita sempre
podemos obter uma matriz invertivel P, chamada de matriz de mudanca de base, tal que

[T]3 = P~ [T], P; onde [T)s € a notagdo usada para [T]g e [T]? denota [T]g;

1.3.1 Autovalores e Autovetores

Definicao 1.26. Seja X um espago vetorial sobre um corpo K, com dimensao finita n, e
T : X — X um operador. O polinomio p(t) := det(tI —T) é o polinémio caracteristico
de T. As raizes \; € K desse polinomio sio os autovalores de T. Os elementos nao
nulos do nicleo Ker(\I —T) sdo os autovetores associados ao autovalor \;. O

autoespago X, associado ao autovalor \ ¢ definido por

Xy =Ker(M\N -T):={zre X;\M -T) -z=0}.
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1.4 Estrutura Euclidiana

1.4.1 Produto Interno

Definicao 1.27. Seja E um espaco vetorial sobre IK. Um produto interno em E € uma

aplicagao (-,-) : E x E — K satisfazendo as sequintes condigies:
(i) (x,z) > 0;

(ii) (x,z) =0 se, e somente se, x = 0.

(i) (x,y)=(y,v);
() (x+ A y,2) =(x,2) + A (y, 2);

Definicao 1.28. Um espaco vetorial EE sobre R, de dimensdo finita, no qual estd definido
um produto interno, é um espago vetorial euclidiano. O espaco vetorial E' sobre C, no
qual estd definido um produto interno, é chamado, respectivamente, de espago hermitiano

ou unitario.

Definicao 1.29. Sejam x,y vetores de um espago com produto interno E. Esses vetores

sao ortogonais se (z,y) = 0. Nesse caso escrevemos x L y.

1.4.2 Norma

Definicao 1.30. Seja E um espaco vetorial sobre o corpo IK. Uma norma em E € uma

aplicacao ||.|| : E — [0,00) satisfazendo as sequintes condigoes:
(1) Ilz][ = 0;
(i) ||x|| =0 se, e somente se x = 0;

(ii) |[A- ]| = [A[-[|=[l, para A € K;

() ||z +yll <[] + [yl

Observacao 1.31. Em um espaco vetorial euclidiano, associada ao produto interno sem-
pre existe uma norma que € dada por: ||x|| = \/{(x,x). Pode-se mostrar que de fato isso

define uma norma, ou seja, cumpre 0s ariomas i a v da definicao 1.30.

Definigao 1.32. O valor ||x|| pode ser interpretado como comprimento de x. Se ||z|| =

1, o vetor x € unitario.
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1.4.3 Bases Ortonormais

Definicao 1.33. Seja E um espa¢o com produto interno. Um subconjunto X C E ¢é
ortogonal, se u L v para quaisquer u,v € X. Se, além disso, todos os seus vetores forem

unitdrios, entdo X € ortonormal.

1.4.4 Projecoes Ortogonais

(u, 1)
I&

Definicao 1.34. O vetor proj,,u = -1 € a projecao ortogonal do vetor u no

|21
vetor nao nulo x.

Teorema 1.35 (Gram-Schmidt). Dada uma base arbitrdaria {y1,--- ,y,} do espago
euclidiano E, existe uma base ortonormal {z1, -+ ,x,} de E formada por vetores x; que

sao combinacgoes lineares dos vetores yy,- -+ ,y;, para todot=1,--- n.

Demonstracao. Utilizaremos inducao na dimensao do espaco, o caso n = 1 sendo trivial.

Suponhamos obtidos os vetores 1, -+ ,z,_1. Consideremos entao
k—1
1
T =~ | Y — E CiZi |
& X
=1
em que ce cg,- - ,Cp_1 Sa0 constantes que serao determinadas. Para obtermos x; ortogo-
nal a todos os z; ja escolhidos, basta definir ¢; = (yx, zi) parai = 1,--- ,k—1. Escolhemos
. k—1
entao ¢ como a norma do vetor ¥y, — Zi:l c;z;. Note que ¢ > 0. ]

1.4.5 Isometria

Definicao 1.36. Sejam E., F espagos euclidianos e M : E — F wuma aplicagdo (ndo
necessariamente linear). A aplicagao M ¢é uma isometria se, para quaisquer x,y € E,

tivermos:
[[Mz — Myl| = ||z — yl].

1.5 Operadores Lineares Especiais

Definicao 1.37. Dado um operador linear T : E — E, em um espac¢o vetorial com pro-

duto interno, dizemos que T* € um operador adjunto se para todo o, 8 € E, tivermos:

(Ta, B) = {, T"B).
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Definicao 1.38. Sejam E um espaco euclidiano e T : E — E um operador linear.

Dizemos que
(i) T' é unitario, se T*T =TT* = I;
(ii) T € auto-adjunto, se T* =T;
(i5i) T é normal, se T*T = TT*.

Observacao 1.39. Um resultado importante sobre o operador adjunto é que a matriz de
T* em relagao a uma base ortonormal serd a matriz transposta conjugada da matriz de T

em relacdo a mesma base.

Observagao 1.40. A mesma denominacao € utilizada para matrizes que representam tais

operadores com relagao a uma base ortogonal.

Observagao 1.41. Operadores unitdrios também sao chamados de ortogonais (especi-
almente se E for um espaco real), enquanto os operadores auto-adjuntos também sdao

chamados de hermitianos (no espago complexo) ou simétricos (no espaco real).

Definigao 1.42. Um operador linear T : E — E ¢ positivo definido se (T'z,x) > 0,

Vx # 0, e neste caso escrevemos T > 0.

Definigao 1.43. Uma matriz quadrada A serd positivo definida se (Az, x) > 0, Vo # 0.



CAPITULO 2

Decomposicao LU

Os conceitos tratados neste capitulo tiveram como base os referenciais teéricos [1],
(2] e [3].

2.1 Operacoes Elementares

2.1.1 Resolucoes de Sistemas Lineares

Vamos estudar a resolugao do sistema Az = b. Para isso, representamos esse sistema

por uma Unica matriz, chamada matriz aumentada do sistema:

11 A2 - Aip by
Q21 Q22 :++ dap by
Am1 Am2 **° Amn bm

Observagao 2.1. Se estivermos tratando de um sistema homogéneo Ax = 0, nao hd

necessidade de trabalhar com a matriz aumentada do sistema.

Definicao 2.2. As sequintes operagoes da matriz A nao alteram o conjunto de solugoes

do sistema Ax = b:
(a) Transpor linhas i e j. (L; <> L;)

13
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(b) Multiplicar linha i por um escalar nao-nulo. (L; — al;)
(c) Substituir a linha j por sua soma com o mailtiplo da linha i. (L; — Lj + oL;)

As operagoes (a), (b) e (c) sao as operagoes elementares sobre as linhas da matriz
A.

Definicao 2.3. Dado um sistema linear S de m equagoes e n incognitas. Suponha que
ao efetuarmos um numero finito de operacgoes elementares chegamos a um sistema linear

com o sequinte aspecto

A1py Ty + -+ Q1 - Ty = b
Sl: 0+a2r2'$r2+"'+a2n'$n:b2 )
0+O+"'+akrk'-Trk"{'"'_l'akn'xn:bk

onde ayr;, para todoi=1,--- ,k e cada v > 1.
Se tivermos 1 > ry > 19 > --- > 1, > n dizemos que S € um sistema linear

escalonado. Nesse caso, a matriz do sistema S, serd chamada de matriz escalonada.

Definicao 2.4. Quando uma matriz estd em forma de escalonada ao primeiro elemento

nao nulo de cada linha chama-se pivo.

Observacao 2.5. Observe que em uma linha nula ndo hd nenhum pivo e em cada coluna

hd no mdzrimo um pivo.

2.1.2 Matrizes Elementares

Seja A € M,,5,(IK). Vamos mostrar que o escalonamento de uma matriz pode ser

interpretado em termos de uma decomposicao da matriz A.

Definicao 2.6. Uma matriz E € elementar se puder ser obtida da matriz identidade

m X m por meio da aplicacao de uma operacao elementar.

Em outras palavras, uma matriz é elementar se difere da matriz identidade por uma
unica operacao elementar.
O préximo resultado mostra que a aplicacao de uma operacao elementar sobre as

linhas da matriz A é equivalente a multiplicacao dessa matriz por uma matriz elementar.
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Proposicao 2.7. Seja e uma operacao elementar sobre (as linhas de) a matriz A €

M, sxn(IK) e E a matriz elementar e(l), sendo I a matriz identidade m x m. FEntdo

e(A) = FA.

Demonstragao. Considere apenas a aplicagdo de uma operagao elementar (a): transpor

linhas 7 e j. A matriz F nesse caso é dada por:

1 0 0
L;—10 1 0
I =
Ly —|0 0 1
0 0 0
T T
C; C;
Entao,
1 -0
0 -0
E-A=|:
0o - 1
0 -0
a11
41
Qi1
Am1

a4

Qg

a11

Am1

alj

ajj

Qi

amj

a1q

Qg

A1n

amn

O o
bC)_)O e

alj

A1n

Ain

amn

Agora, considere apenas a aplicacdo de uma operagao elementar (b): multiplicar a

linha 7 por um escalar nao nulo. A matriz E nesse caso é dada por:
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1 0 0 0 1 - 0 0 0
L;—10 1 0 0 L;—10 o 0 0
I= Feeds =e(l)=E
L;—|0 0 1 0 L;—|o0 0 1 0
0 0 -0 1 0 0 0 1
T T T T
C; C; C; c;
Entao,
1 DY 0 .. O PR 0 a/ll ... a/l’L ... a/lj PR aln
0 o 0 0 i1 (0273 Q5 Ain
E . A = . pu—
O DY 0 DR 1 DRI O ajl ... a]Z ... a]] DRI a]"L
O DRI 0 e O PRI 1 aml ... amz ... am.] PR amn
al]_ DR all DR al] PR aln
a . a’Ll ... a . aZZ PR a . al] PEEEY a . a'zn
=e(A).
a]l ... a]?, .o a]j ... aj7],
aml .. a/m’L DR a/mj PR amn

Por fim, considere apenas a aplicagdo de uma operacao elementar (c): a linha j

somada com « vezes a linha 7. A matriz E nesse caso é dada por:
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1 0 0 -0 1 0 0 0
L;—10 1 0 -0 L;—10 1 0 0
| LioLn;+aL;
I= TR =e(l)=E
L—]|o0 0 1 -0 Ly —|0 a 1 0
0 0 -0 1 0 0 0 1
T T T T
aoo G
Entao,
1 oo O DY 0 DY O all DY ali DY alj DY aln
0 1 0 0 Qi1 Qg Qi Qijn
E . A = . =
0 «Q 1 0 aj1 aj; aj; Qjn
0 e O DRI 0 DY 1 aﬂ’Ll DY a“”l,/l: DRI a/7nj DY amn
all ... ali ... alj .o a’l”L
a1 Qg 7] Qin
: =e(A).
aj1+a.al-1 a]l+aa” a]j+aa” ajn+oéaln
aml ... ami ... a/mj e amn

]

Agora, consideremos o processo de escalonamento de uma matriz A e suponhamos
que F seja uma matriz elementar obtida por meio de uma das operacgoes elementares.
Podemos mostrar algumas propriedades existentes no processo de calcular as inversas das
matrizes elementares.

De fato, apesar disto valer em geral, para ficar mais intuitivo faremos a demonstragao
para o caso de uma matriz 4 x 4.

Seja a matriz E obtida por meio da operacao elementar (a):
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0 0
10
0 0
01

oS o —= O

— o O O

|

Encontrando a matriz inversa da E, temos que:

) .

o o o -
o - o o
o o —H o
—- o o ©
—
S
N~—
o o o - -
<
o o — o =
5
o —- o o : g
— g
== o o o —~ ©
N~N—— Q
0100~@
- <
3 S o = o B
3?2 2,
= — o © © o0
(
<
<
— I S
o O O 1_. .m
o O —-H O E -
o
o~ O O (o
<
— O O O Am
=
Ra)
o
o o o €3]
o —H o o m
+~
o o —H © m
— O O O - <
o
@) B}
— n

1000
0100

o o o -

0
0
1
0

o3 o O

1
0
0
0

Encontrando a matriz inversa da F, temos que:

E

1 000
0

1
0 010
0 0 01

0010
0001

|

1
al2
~Y

LQA)

1000
0100
El(

0010
0001

1 000
0 a 00
0010
0 0 01

Logo,

oS O O
o o — O
o HIs O O

— O O O
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Seja a matriz E obtida por meio da operagao elementar (c):

0 0
00
10
01

o O O =
o O o~ O

Encontrando a matriz inversa da E, temos que:

1 0 00 10 00 10 00 1 0 00
01 00 0100 Lz—Ls+(—a)Ly 01 00 0 00
0 a1 0 0010 0010 0 —a 1 0
0 0 01 0001 0 001 0 0 01
Logo,
1 0 00
E_]':O 0 0
0 —a 1 0
0 0 01

A demonstracao acima nos da uma ideia de como serao as inversas das matrizes elemen-

tares. O resultado geral esta enunciado no teorema abaixo.

Teorema 2.8. Matrizes elementares sao invertiveis, e a inversa de uma matriz elementar

serd uma matriz elementar de mesmo tipo.

Demonstragao. Caso 1: Suponha que a operacao elementar (a) tenha sido executada na
matriz [,,. Desse modo obtemos E ao transpor a i-ésima linha com a j-ésima linha
da matriz identidade I,, (i # j). Pode-se verificar que E? = I,,, neste caso E ¢

invertivel e -1 = E.

Caso 2: Suponha que F foi obtida ao multiplicar a i-ésima linha de I,, por uma constante
nao nula «, uma operagao elementar do tipo (b). Ja que o # 0, « tem inverso
multiplicativo a~'. Seja E a matriz elementar obtida de I,, ao multiplicar a i-ésima,

linha por a~!. Pode-se mostrar que EE = I,, = EFE, e entdao E~! = E.
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Caso 3: Suponha que F foi obtida por adicionar a i-ésima linha de I,,, a vezes a j-ésima
linha de I,,, sendo ¢ # j e o um escalar qualquer. Assim FE foi obtida de I, pela
operagao elementar (¢). Observe que I,, pode ser reconstruida a partir de E via uma
operacao elementar do tipo (c), a saber, por adicionar a i-ésima linha (—a«) vezes
a j-ésima linha de E. Pela Proposicdo 2.7 existe uma matriz elementar F tal que
EE = I,. Neste caso F é invertivel e E~! = E.

m

Observacao 2.9. Podemos observar que a matriz elementar obtida por meio da operacao
elementar (a) € ortogonal, ou seja, sua inversa coincide com sua transposta. Jd ao utilizar
a operagao elementar (b) ou (c) nota-se que a matriz E é triangular inferior, pois todos
elementos acima da diagonal principal sao nulos e a E=' também € triangular inferior.
Além disso, percebe-se que os elementos abaizo da diagonal principal trocam de sinal na
muersa e as constantes presentes na diagonal principal sao substituidas, na inversa, por

seus inversos multiplicativos.

2.2 Decomposicao LU

Tendo em vista a Proposigao (2.7), dada a matriz A € M,,x,(K), obtemos a forma
escalonada da matriz A ao multiplica-la por matrizes elementares Ey - Fy_1--- FEy - Fy.
Quer dizer, (Ey - Ey_q---Ey - Ey)- A = U, em que, U = (u;;) tem todos os elementos
abaixo da diagonal u;; iguais a zero.

Suponhamos que, nesse processo de levar a matriz A a sua forma escalonada, a
operagao elementar (a) ndo tenha sido utilizada. Uma vez que a matriz Ey-Ey_; - - - Ey- Ey

tem inversa e sua inversa é a matriz triangular inferior, obtemos que:
—1 -1 -1 ~1
A=(E] -Ey ---E-E ) -UsA=L-1U,
em que L, m X m, é triangular inferior e a matriz U, m X n, é triangular superior. Essa
é a decomposicao LU da matriz A € M, (K).

Proposicao 2.10. Seja A uma matriz n X n tal que todas suas submatrizes principais A,

sejam invertiveis. Entao A tem uma decomposicao LU.

Demonstracao. Como a;; = Aj, o elemento aq; € o pivo da primeira linha. Existe entao
uma matriz invertivel F, obtida ao se aplicar sucessivamente a operacao elementar (c) de

modo a anular todos os elementos de A abaixo do pivo. Temos entao que,
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a3 Q2 - Aip ajx Qiz2 - Q1ip
a1 Qo2 v Agn | Le—=Let(5EL)-La 0 by -+ by

A pu— Y pu— p— E . A
Am1 Am2 **° Amnp 0 bm2 e bmn

Claramente a submatriz principal £ - A

@11 a2
0 by

resulta da submatriz principal de A

mediante a aplicacdo de uma operagao elementar (¢). Em particular, aquela submatriz
principal de E - A é invertivel, pois a submatriz de A é invertivel (por hipétese). Dali,
decorre que bys # 0, mostrando que byy € 0 pivo da segunda linha de E'- A. A prova segue

por inducao. O

Lema 2.11. Sejam E e A matrizes tais que toda submatriz principal E,. e A, sejam

invertiveis, entao E, - A, serdo invertiveis.

Desde o inicio deste capitulo evitamos realizar a operagao elementar (a) e isto pode
ser feito sem perda de generalidade. De fato, suponha que ao levarmos a matriz A a
sua forma escalonada seja necessario a aplicacao da operacao elementar (a). Pode-se
mostrar que se estas permutacoes de linhas forem aplicadas a A inicialmente, entdao a
matriz resultante C' pode ser transformada em U por meio de operagoes elementares que
nao incluem troca de linhas. Consequentemente, existe uma matriz triangular inferior L
tal que C'= LU. A matriz C tem as mesmas linhas de A, mas numa sequéncia diferente.
Assim existe uma sequéncia de troca de linhas que transforma A em C. Executando esta
mesma sequéncia de troca de linhas na matriz identidade apropriada produzimos uma
matriz P tal que C' = PA. Qualquer matriz P obtida por permutar linhas da matriz
identidade é chamada de matriz de permutacao. Assim se A nao tem decomposicao LU,

existird uma matriz de permutacao P tal que PA tem decomposicao LU.
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Como cada matriz elementar que faz transposicao de linhas é ortogonal, como ob-
servado em (2.9), e sabendo que o produto de matrizes ortogonais também é ortogonal.

Logo a matriz de permutacao P é ortogonal, e temos que:

PA=LU = A=P . L-U.

2.3 Exemplos de decomposicao LU

A seguir, serdo apresentados diversos exemplos, do (2.12) ao (2.26), com carac-
teristicas especificas, que serao reutilizados nos capitulos de decomposicao LDU e Cho-

lesky.

1 2
Exemplo 2.12. Seja A = (3 5) € Moyo(K). Escreva A por meio da decomposicao

LU

FEscalonando A, temos:

Ao (b 2] potereon (12
3 5 0 —1

Para isso, usamos a sequinte operacao elementar:
1 0
E = :
-3 1
Calculando E~', temos:

1 0 10 Lo—Lo+(—3)L1 1 0
-3 1 0 1 0 1

1
Dai, B! = 0 = L.
31
De modo que,
1 2 10 1 2
A: = . :L‘U
3 5 31 0 —1

1O exemplo (2.12) foi proposto pela autora.

10
3 1)
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6

7
Exemplo 2.13. Seja A = <1 ) € Mayo(K). Escreva A por meio da decomposicdo

LU.?

Escalonando A, temos:

A _ 7 6 L2*>L2;t(72)[/1 7 6 _ U
14 18 0 6

Para isso, usamos a sequinte operacao elementar:

1 0
E= .
Calculando E~, temos:
1 0
-2 1
) 10
Dai, E71 = =L.
2 1

De modo que,
7 6 10 7 6
A= = : =L-U.
14 18 2 1 0 6

2 4
Exemplo 2.14. Seja A = (1 5) € Moyo(K). Escreva A por meio da decomposi¢ao

1 0 L2_>Lf\2J+2'L1 1 0
01 0 1

10
2 1)

LU.3

Escalonando A, temos:

A _ 2 4 L1—)é~L1 1 2 L2*>£J2,L1 1 2 LQ—)/\%‘LQ 1 2
1 5 15 0 3 01

Para isso, usamos as sequintes operacgoes elementares:

1
.Elz 2 0 .
0 1

I
S

20 exemplo (2.13) foi proposto pela autora.
30 exemplo (2.14) foi proposto pela autora.
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Calculando E;*, temos:

10
01
PR 2 0
Dai, E{ " = .
01
1 0
.E2: .
-1 1

Calculando By, temos:

1 0 |10\ rosrmer, (10
~11 |01 0 1

. (10
DCZ’I,, E2 - .
1 1
] E3 = 1 .
0 3

Calculando E3*, temos:

1

0
10

Dai, E;' = <O 3).

Logo,

2 0
L=E"Ey' - By = (0 1>'

1 0 L1—2-1y 1 O
01 01

1 0\ 1,5, (10
01 0 1

wi= O

(06

De modo que,

2
0

1
0

20
1 3

)

10
11

)

) |

) |
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5 8
Exemplo 2.15. Seja A = (8 1) € My o (K). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LU.*

Escalonando A, temos:

A — 5 8 Ll_,)\%'Ll 1 % LQ—)L&—&Ll 1 % LQ%;%.LZ 1
8 1 8 1 0o -2 0

Para isso, usamos as sequintes operagoes elementares:

0 1 0 1 0
Elz ,EQZ €E3: .
0 1 -8 1 0 —5

Calculando as inversas das matrizes elementares, temos que:

4 5 0 1 10 1 1 0
01 8 1 0 —%
Logo,
1ol 5 0 10 1 0 5 0
L=E' By By = . , _ ‘
01 8§ 1 0 —% 8 —%
De modo que,
5 8 5o 0 1 8
A= = . | =L-U.
8 1 g -2 0 1

2
Exemplo 2.16. Seja A = (

= oo
N———
I
=

L 9 > € Maoyo(K). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LU. >

Escalonando A, temos:

A _ 2 —1 L2—>Lr2v+%~L1 2 —1 _ U
-1 2 0o 2

Para isso, usamos a sequinte operagao elementar:

10
E1:<1 )
5 1

40 exemplo (2.15) foi proposto pela autora.
>0 exemplo (2.16) foi proposto pela autora.




SECAO 2.3 ¢« EXEMPLOS DE DECOMPOSICAO LU 26

Calculando a inversa da matriz elementar, temos que:

1 0
E11:< ) )
-1 1

Logo,
4 1 0
L:El — 1 .
-1
2
De modo que,
2 1 0 2 —1
A= = . =L-U.
—1 -1 1 0o 3

—1
2
, 3 2
Exemplo 2.17. Seja A = (2 -

) € Moyo(K). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LU. S

Escalonando A, temos:

A — 3 2 Ll_’é'l‘l 1 L2‘>Lr3/*2'l/1 1 % LZ_t\I%‘LQ 1
2 7 2 0 i 0

Para 1sso, usamos as sequintes operagoes elementares:

3 0 10 1 0
E1: ,EQZ 6E3: .
0 1 -2 1 0 =

Calculando as inversas das matrizes elementares, temos que:

_1 30 1 10 1 1 0
El = ,Ez = 6E3 = .
01 2 1 0 %
Logo,
3 0 10 1 0 3 0
L=FE' E' Bl = . . = .
o (0 1) (2 1) (0 %) (2 %)

De modo que,
3 2
A pum pu
2 7

60 exemplo (2.17) foi proposto pela autora.

win
—_ Wi

~
|
=

\]

/N
w
vl O
S~
o
O =
— ol
~_
Il
h
S

2
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Escreva A por meio da decom-

1
0
4

0
1
0

S = O

3
1
9

0
0
1

2 6
Exemplo 2.18. Seja A = | -3 -8 0| € Ms,3(K).
4 9
posicao LU. 7
Escalonando A, temos:
2 6 2 1 3
A=|-3 s o "EN |3 g o e
4 9 2 4 9
1 31 1 31
SRSl FIREEY Rerasl NS )
007 001
Para isso, usamos as sequintes operagoes elementares:
3 00 100 1
Er=1010]|,E2=|310]|,E3=1]0
0 01 0 0 1 —4
100
Es=10 10
00 1
Calculando E*, temos:
00 |10 1
010 B
0 01 0
2 0
Dai, E;' =0 0
0 1
Calculando Ey*, temos:
1 00 1 00
310 |0 10| »rRh
001 001

7O exemplo (2.18) encontra-se em [2], pdg. 480 a 482.

_ o O

1
3

o O N

L3——4-L1+L3
Y

S = O

o O =

w = O

_ o O

1
0
0

1
-3

1
3
-2
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1 00
-3 10
0 01

Calculando Ej", temos:

. -1 _
Dai, E; " =

1 00 [100 1
0 10 |0 10| B Ly
-4 01 |00 1 0
100
Daz”,Eglz 010
401
Calculando E;*, temos:
100 [100 10
0010 [010]| =¥ o1
031 |00 1 0 0
1 0 0
Dai, E;' =10 1 0
0 -3 1
Calculando E5*, temos:
100 [100 10
010 (010 ®X" [0
0021 001 0 0
100
Daf, Ez* =10 1 0
007
Logo,
2.0 0 0
L=FE"E;VE;VEN B 010[[|-31
001 0

S = O

= o O

_ o O

o O =

I

= O

o = O

_ o O

_ o O

o O =

= O

_ O O
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De modo que,

6 2 2 0 0 1 31
A= -8 0f=1-3 1 0 01 3|=L-U
9 2 4 -3 7 0 01
1 2 2
Exemplo 2.19. Seja A= 4 9 2| € M3y3(K). Escreva A por meio da decomposi¢io
3 75
LUZ
Escalonando A, temos:
1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 2
A _ 4 9 2 L2_)Lr3./_4‘L1 0 1 —6 L3—>Lréj—3-L1 O 1 —6 L3—)£§—L2 0 1 —6
3 75 7 5 01 —1 0 0 5
1 2 2
Sl AT
0 0 1
Para isso, usamos as sequintes operacoes elementares:
1 00 1 00 1 0 0 1 00
Eyv=1-410|,E=10 10|,E5=10 1 0leks=]010
0 01 -3 01 0 -1 1 00 %
Calculando E!, temos:
1 00 10 1 00 0
410 |01 RS VI 0
0 01 0 01 0 01 0 1
1 00
Dai, E;' =4 1 0
0 01

Calculando Ey*, temos:

1 00 |100 0 10
0 10 |01 Lo lgta b 1
301 |00 1 001 |30

80 exemplo (2.19) foi proposto pela autora.
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0 0
1 01.
11

Dat, E’3_1 = (

— O O

Calculando E', temos:

o O WO
o~ O
— O O
o o -
o — O
— O O
~_

a2

S

2

a2

S
—
o o -
S~ O
— O O

oS O W0
o~ O
- O O
(\

I

I

N

=

APy

S

Q

~
oS O WO
o~ O
— O O
(
~
o O

De modo que,

=
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— O O
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1 2 2
Exemplo 2.20. Seja A = | -1 —2 3| € M;s.3(K). Escreva A por meio da decom-
3 =7 4
posiciao LU. ®
Escalonando A, temos:
1 2 2 3—74LL1L3—74LL1L
A=|-1 —2 3| M8 o1 g g | TR [0 —z o | TR
3 =7 4 1 2 2 1 2 2
3 =7 4 3 =7 4 . 1 —% % \
T I LI I S el IR B
o ¥ 2 0 0 5 0 0 5
AT (e
0o 1 —1|”%" o 1 —1|=uU
0 0 5 0 0 1
Para isso, usamos as sequintes operacoes elementares:
0 01 100 1 00 1 00
E = 1 0],k = % 1 0l,B5=]10 1 0|,Es=]01 0]},
100 001 -3 01 011
% 0 0 1 0 0 100
Es=1010[,B6=]|0 —% 0[eEr=]0 10
001 0 0 1 00 3
Calculando as inversas das matrizes elementares, temos:
0 01 1 00 100
Ef'=1010|,E'=]|-210|,E5'=]010],
100 0 01 3 01
1 0 0 300 1 0
Ef=|o 1 o],Bs'=]0 1 0|,Es'=]0 -
0 -1 1 0 01 0 0
1 00
eE;'=101 0
0 05

90 exemplo (2.20) foi proposto pela autora.
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Logo,

001 1 00 100 1 0 0 100
=101 0]1- —% 10 010 0 1 0 0 01
100 0 01 s 01 0 -1 1 010
300 1 0 0 100
01 0]-10 —133 0 010
0 01 0 0 1 0 05
=[-1 -2 of.
3 0 O
De modo que,
1 2 2 1 205 1 - 3
A=1-1 -2 3| =1]-1 —% 0 0 1 —-1|=L-U
3 =7 4 3 0 0 0 0 1
1 45
Exemplo 2.21. Seja A= | 4 1| € M3y3(K). Escreva A por meio da decomposicio
51 3
LU. '
Escalonando A, temos:
1 45 1 4 5 14 5
A=la o 1Bt g 1y 1o | T |01 1
5 1 3 5 1 3 51 3
1 4 5 1 4 5 y 1 4 5
Ly—Lg—5La 0 1 % Ls—Ly+19-La 0 1 % L3<—>A57L3 0 % U
0 —19 -—22 0 0 % 0 0 1
Para isso, usamos as sequintes operagoes elementares:
1 00 1 0 0 1 00 1 0 0
Ei=|-410[,EBo=[0 —L 0|, Bs=[0 1 0|, Es=[0 1 0fe
0 01 0 0 1 -5 0 1 0 19 1

100 exemplo (2.21) foi proposto pela autora.
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1 0 0
Es=101 0
00 &
Calculando as inversas das matrizes elementares, temos:
1 00 1 0 O 1 00 1 0 O
Eit=1410|,EB'=]0 -14 0| ,E5'=|0 1 0|,E;'=]0 1 o0
0 01 0 0 1 5 0 1 0 —19 1
10
e Byt = (o 1 0
00 2
Logo,
L =E'-Ey' BB B
100 1 0 O 0 0 1 0 O 10
=141 0]-]1]0 —14 0 010 0o 1 0 01
0 01 0 0 1 01 0 —19 1 OO%
1 0
=14 —-14 0
5 —19 %
De modo que,
1 45 1 0 1 4 5
A=14 2 1|=]4 -14 0 01 J|=L-U
51 3 5 —19 2 00 1
4 2 —4
Exemplo 2.22. Seja A= | 2 10 4 | € Msu3(K). Escreva A por meio da decom-
-4 4 9
posicao LU. '
Escalonando A, temos:
4 2 —4 4 —4 4 2 —4
A= 2 10 4 |"ren Baolytia g g g | BT
-4 4 9 —4 4 0 6 5

10O exemplo (2.22) foi proposto pela autora.
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4 2 —4
09 6 |=U
00 1
Para isso, usamos as sequintes operacoes elementares:
1 00 1 00 1 0 0
E, = —% 1 0|,E2=1]0 1 0| eEs=]0 1 0
0 01 1 01 0 —% 1
Calculando as inversas das matrizes elementares, temos:
1 00 1 00 10
Eft=1 1 0[,B;f'=0 10| eBs'=]0 1
001 -1 01 0 2
Logo,
1 00 1 00 0 0 1 0
L=FE"E'-Ey'=13 10 0 1 0]- 1 0|l=|[4% 1
0 01 -1 0 1 % 1 -1 %
De modo que,
4 2 —4 1 0 4 2 —4
A=12 10 4 | = % 1 ojl-{o9 6 |=L-U
-4 4 9 -1 2 00 1

21 -3

Exemplo 2.23. Seja A =
01 2

> € Myy3(K). Escreva A por meio da decom-

posicao LU. 12

Escalonando A, temos:

- 21 =3 Ll—:é-Ll 1
01 2 0

Para isso, usamos a sequinte operacao elementar:
10

E, =12 )
0 1

Calculando a inversa da matriz elementar, temos:

(20
El - .
01

Logo,

— N
o |
N
SN——
I
S

120 exemplo (2.23) foi proposto pela autora.
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()

De modo que,

N
I
VN
o N
e
S
~
Il
VR
S N
_— O
~_
-
o =
— N
o |
[NV
~—
I
~
cd

Exemplo 2.24. Seja A = (3

LU

Escalonando A, temos:

g 1 2 5 Lo Lot(=3) L 1 2 5 U
3 5 13 0 -1 -2

Para isso, usamos a sequinte operagao elementar:

E( )

Calculando a inversa da matriz elementar, temos:

g (10
3 1)

De modo que,

1 2 1 1 2
A= > = 0 . > =L-U
3 5 13 31 0 -1 13

1 —4
Exemplo 2.25. Seja A= |0 2 | € M3yx»(K). Escreva A por meio da decomposicio
1 0
LU
Escalonando A, temos:
1 —4 —4 1 —4 1 —4
a=1lo Log-Lo Ly—Ls—L1 Ly—Ly—4-La 2o
0 4 0 0

130 exemplo (2.24) foi proposto pela autora.
140 exemplo (2.25) foi proposto pela autora.
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Para isso, usamos as sequintes operacgoes elementares:

100 1 00 1 0 0
Er=|0 L1 o|l.Be=|0 10| eEs=]0 1 0].
001 1.0 1 0 —4 1

Calculando as inversas das matrizes elementares, temos:

100 100 100
Ef'=10 2 0|,B;'=]01 0] eByt= 0].
101 1

1 01
0 0 1 0 0 4
Logo,
100 1 00 1 00 1 00
L=E"E;'E;y'=(0 2 0f-]010]-]010]=]020
0 01 1 0 1 0 41 1 4 1
De modo que,
1 —4 0 0 1 —4
A=10 2 [=10 20 1 | =L-U
1 0 4 1 0
1 2 21
Exemplo 2.26. Seja A = |4 9 2 5| € Msuu(K). Escreva A por meio da decom-
3 75
posicao LU
FEscalonando A, temos:
1 2 21 2 2 1 12 2 1
A—l4 9 o 5| Eertetl e 1| o [ L g | ket
3 75 4 7 5 4 01 -1 1
1 2 2 1 1 2 2 1
01 =6 1| "% o1 =6 1|=U
00 5 0 00 1 0
Para isso, usamos as sequintes operagoes elementares:
1 00 1 00 1 0 0 1 00
Ey=|-410|,E=|10 1 O0|,E3=1]0 1 0]leEs=|010
0 01 -3 01 0 -1 1 00 2

150 exemplo (2.26) foi proposto pela autora.
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Calculando as inversas das matrizes elementares, temos:

1 00 1 00 1 00 1 00
Ef'=14 1 0],B5°=]010],E5'=|010|¢eE'=]010
0 01 3 0 1 011 0 0 5
Logo,
L =E'"EyVENVE =
1 00 1 00 1 0 1 00
=14 10 010 0 010
0 01 3 0 1 01 0 0 5
1 00
=14 1 0
3 15
De modo que,
1 2 21 1 00 1 2 2 1
A=1|4 9 2 5|=410]-]01 -6 1|=L-U
3 5 4 3 1 5 1 0

Observagao 2.27. Note que os exemplos (2.15), (2.16), (2.17), (2.21) e (2.22) sao de
matrizes simétricas. Os exemplos (2.23) ao (2.26) sao de matrizes nao quadradas. Além
disso, os exemplos (2.12), (2.13), (2.16), (2.22) e (2.24) resultam na decomposi¢cao LU
onde a matriz U € a matriz dos piwos enquanto a matriz L possui todos os elementos
da diagonal principal iguais a 1. Ja os demais exemplos resultam na decomposicao LU
onde a matriz L € a matriz dos pivos enquanto a matriz U possui todos os elementos da

diagonal principal iguais a 1.

Na resolugao de sistemas lineares A - x = b um célculo prévio da decomposicao LU
de A, reduz o problema a resolver dois sistemas triangulares L -y =be U -z = y que sao
mais simples de serem resolvidos. Além disso, quando o sistema deve ser resolvido para

varios valores de b, este método da decomposi¢ao LU é bastante eficiente.



CAPITULO 3

Decomposicao LDU

Os textos que serviram de base para este capitulo foram as referéncias [1], [2] e [5].

3.1 Decomposicao LDU

O método para calcular uma decomposicao LU pode resultar em uma assimetria,
ou seja, uma decomposi¢ao em que L tem entradas iguais a 1 na sua diagonal principal

ou em que U possui essas entradas.
Decomposicao LDU

Primeira maneira: Seja A uma matriz de ordem m x n. Quando ao decompor
a matriz A pelo método LU tivermos que a matriz L, m X m, tem todos os elementos
da diagonal iguais a 1, enquanto a matriz U, m X n, é justamente a matriz dos pivos,

podemos escrever a matriz A de uma forma mais simétrica.

Uyr Uz - Ulp
0 uxp -+ ugy -
Se, U = ] o ~ |, com w;; # 0, entdo podemos decompor U = D -U":
0 0 Upnn

38
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U1t 0 0 Z—ﬁ %
D (]/ 0 U292 0 0 1 %ﬁiﬁ
0 0 - Unm o 0 --- 1

em que, D é a matriz onde sua diagonal sao os pivos e o restante dos elementos sao nulos e
U’ é a matriz triangular superior com elementos da diagonal iguais a 1 e demais elementos
calculados dividindo-os por seus respectivos pivos. Temos, assim, A=L-D - U’".
Segunda maneira: Seja A uma matriz de ordem m x n. Quando ao decompor
a matriz A pelo método LU tivermos que a matriz U, n X n, tem todos os elementos
da diagonal iguais a 1, enquanto a matriz L, m X n, é justamente a matriz dos pivos,

podemos escrever a matriz A de uma forma mais simétrica.

Iy 0 -+ 0
log Iy -+ 0 . ,
Se, L=1 o |, com [;; # 0, entao podemos decompor L = L"- D :
lml lmZ lmm
1 0 0 li1 0O 0
l21
op— 2ol 0 0 oo 0
mi lm2 ... 0 0 - Lym

11 lao
em que, L' é a matriz triangular inferior com elementos da diagonal iguais a 1 e demais
elementos calculados dividindo-os por seus respectivos pivos e D é a matriz onde sua
diagonal sao os pivos e o restante dos elementos sao nulos. Temos, assim, A= L"- D -U.

Essa é a decomposigao LDU da matriz A.

Proposicao 3.1. Seja A uma matrizm xn. Se A=L-U e A= L-U, com matrizes
L, L matrizes m x m triangulares inferiores com elementos diagonais iguais a 1 e U,
U matrizes triangulares superiores com elementos diagonais nao-nulos, entao L = L e

U=U. Em particular a decomposi¢cao LDU de uma matriz é inica.

Demonstragio. Como a matriz L possui inversa, temos U = (L7'- L) -U. A matriz
quadrada L~! - L é triangular inferior e tem elementos diagonais iguais a 1. Vamos

mostrar que L' - L =: R = (i) é a matriz identidade. Observe que r;; =0se i < j e
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ri; = 1 para todo i, resta mostrar que r;; = 0 para ¢ > j. Multiplicando a linha ¢ de R

pela primeira coluna de U, temos:
0 —
(Til Tig = Tim>' . = Ti1 - U11

Como R -U é a matriz triangular superior e w17 # 0 temos que ;7 = 0 se ¢ > 1.

Da mesma forma, multiplicando a linha i de R pela segunda coluna de U, temos:

Uy2

U2
rie T2 Tim ) . =T Ul + T2 - U

Como R - U é a matriz triangular superior e Tz # 0 temos que para i > 2, 759 = 0.

E assim sucessivamente. Logo R=1e U =U.

Seja D = (d;;) a matriz diagonal m x m com d;; = u; parai=1,--- ,ned;; =0se
j > n. Existe uma tnica matriz triangular superior U’, m X n, com elementos na diagonal

iguais a 1, tal que U = D - U’. Isso completa a prova. O]

3.2 Exemplos de decomposicao LDU

Exemplo 3.2. Seja A como no Exemplo (2.12). FEscreva A por meio da decomposi¢do
LDU. 1

Usando o método LU, temos que:

)6 )

Dai, vemos que a matriz L possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz U € a matriz dos pivos.

1O exemplo (3.2) foi proposto pela autora.
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1 2
0 -1
simétrica decompondo, pela primeira maneira, U = D - U’.

, (1 0 1 2 1 0 1 2
Temos, D - U’ = . = . .
0 -1 01 0 -1 01
1 2 10 1 0 1 2
Logo, A=L-D-U < = . . .
3 5 31 0 -1 01

Exemplo 3.3. Seja A como no Exemplo (2.13). Escreva A por meio da decomposi¢ao
LDU. ?

Usando o método LU, temos que:

(- (-

Dai, vemos que a matriz L possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

Assim, U = < ), como u; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

1, enquanto a matriz U é a matriz dos pivos.
7 6

0
simétrica decompondo, pela primeira maneira, U = D - U’.

70 18
Temos, D - U’ = : .
0 6 01
7 6 10 70 1
Logo, A=L-D-U' & = : :
14 18 21 0 6 0

Exemplo 3.4. Seja A como no Exemplo (2.14). FEscreva A por meio da decomposicdo
LDU3

Usando o método LU, temos que:

()66

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

Assim, U = (

), como u;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

— o
v

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.
Assim, L = ( , como ly; # 0, podemos escrever A de uma forma mais simétrica
1 3

decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

20 exemplo (3.3) foi proposto pela autora.
30 exemplo (3.4) foi proposto pela autora.
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10 2 0
Temos, L' - D = . .
1 0 3
2 4 10 2 0 1 2
Logo, A=L"-D-U & = . . .
15 i1 0 3 01

Exemplo 3.5. Seja A como no Exemplo (2.15). Escreva A por meio da decomposi¢ao

D=

LDU*
Usando o método LU, temos que:

5 8 5 0 1 8
A= = . 5| =L-U.
8 1 8 —% 0 1
Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.

5 0
Assim, L = ( >, como l; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

_59
8 5

simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

1 0 5 0
Temos, L' - D = . .
1) o

Logo, a decomposicao L - D -U da matriz A é:

: 5 8 1 0\ (5 0 1
A=L -D-U<& = : : :
8 1 21 0 -2 0 1

Exemplo 3.6. Seja A como no Exemplo (2.16). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LDUS
Usando o método LU, temos que:

GG 6 )

Dai, vemos que a matriz L possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1w

1, enquanto a matriz U é a matriz dos pivos.

2 -1
Assim, U = (0 5 >, como u;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
2

simétrica decompondo, pela primeira maneira, U = D - U’.

40 exemplo (3.5) foi proposto pela autora.
50 exemplo (3.6) foi proposto pela autora
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02/ \0 1

1
e (2 Y[ 0y (2 0) (1 -3}
-1 2 -1 1) \o 2) \o 1

Exemplo 3.7. Seja A como no Exemplo (2.17). FEscreva A por meio da decomposicdo
LDU.S

Usando o método LU, temos que:

3 2 3.0 12
2 7 2 U 0 1

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

2 0 1 -1
Temos, D-U' = ( ) . ( 2). Logo, a decomposicao L-D -U da matriz A é:

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.
3

17
2 3

simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

10 3 0
Temos, L' - D = . )

Logo, a decomposicio L - D -U da matriz A é:

eor- (-6 69 ()

Exemplo 3.8. Seja A como no Exemplo (2.18). FEscreva A por meio da decomposi¢ao
LDU”

Usando o método LU, temos que:

Assim, L = ( ), como l; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

1N
— wWIiN

2 6 2 0 0 1 31
A=1-3 -8 0|=|-3 1 0 013|=L-U
4 9 2 4 =3 7 0 01

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.

50 exemplo (3.7) foi proposto pela autora.
"A decomposicio L - U do exemplo (3.8) encontra-se em [2], pdg. 480 a 482, mas a decomposicio

L - D -U foi proposta pela autora.
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2 0 0
Assim, L= -3 1 0], como l; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
4 =37
simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' -
1 0 0 2 00 0 2 00
Temos, L'-D= |32 1 0]|-[0 1 0 0 010
% ’T?’ 1 007 -3 1 007
2 6 2 1 0 0 2 00 1 31
Logo, A=L'"-D-U<s|-3 -8 0] = %3 1 0 01 0[-1]0 1 3
4 9 2 2 =31 007 0 01

Exemplo 3.9. Seja A como no Exemplo (2.19). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LDUSB

Usando o método LU, temos que:
1 2 2 100
A=14 9 2|=1]|4 10|01 —6|=L-U.
3 75 315

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.

1 00
Assim, L = |4 1 0|, como l;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
3 15
simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.
1 00 1 00 1 00 100
Temos, L' - D = %1 01 0]=1410 010
$ 1 005 311 005
1 2 2 1 00 1 00 1 2 2
Logo, A=L'"-D-U&s |4 9 2|=|[4 10 010 01 -6
3 75 311 0 05 0 0 1

Exemplo 3.10. Seja A como no Exemplo (2.20). Escreva A por meio da decomposi¢ao
LDU?

80 exemplo (3.9) foi proposto pela autora.
90 exemplo (3.10) foi proposto pela autora.
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Usando o método LU, temos que:

I 2 2 1 25 1 -1 3
A=1-1 =2 3|=[-1 -2 0 0 1 —-1|=L-U
3 =7 4 3 0 O 0 0 1
13
I
Assim, L = | —1 —% 0 |, como nem todos os l;; sao diferentes de 0, entao nao
3 0 O

existe decomposicao LDU da matriz A dada.

Exemplo 3.11. Seja A como no Exemplo (2.21). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LDU.1°

Usando o método LU, temos que:

1 45 1 0 1 4 5
A=[4 2 1|=1]4 -14 0 01 2l=L-U
51 3 5 —19 2 00 1

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.

1 0 0
Assim, L= |4 —14 0 |, como l;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
5 —19 2

14
simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

1 0 0 1 0 0
Temos, ' - D=4 1 0]|-]10 =14 0
5 91 o o 2

14
1 45 1 00 1 0 0 145
Logo, A=L'-D-U« |4 2 1[=[4 1 0 0 —14 0 01 3
51 3 5 21 o o = 00 1

Exemplo 3.12. Seja A como no Ezemplo (2.22). Escreva A por meio da decomposi¢io

LDU!

100 exemplo (3.11) foi proposto pela autora.
10O exemplo (3.12) foi proposto pela autora.
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Usando o método LU, temos que:

4 2 —4 1 00 4 2 —4
A=[2 10 4 [=]35 10 09 6 [=L-U
-4 4 9 -1 21 00 1

Dai, vemos que a matriz L possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz U é a matriz dos pivos.

4 2 —4
Assim, U =10 9 6 |, como u; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
00 1
simétrica decompondo, pela primeira maneira, U = D - U’.
400 13 -1
Temos, D-U" = [0 9 0 0 1 g Logo, a decomposicao L - D - U da
0 01 0 0 1
matriz A €:
4 2 —4 1 0 400 : -1
A=L-D-U«= |2 10 4 |=[1 1 090 13
—4 4 9 -1 % 0 0 1 0 1

A seguir, alguns exemplos da decomposicao LDU de matrizes nao quadradas.

Exemplo 3.13. Seja A como no Exemplo (2.23). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LDU.12
2l =rL.U.
9

Usando o método LU, temos que:
Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

—_ N
N

2 1 -3 2 0 1
A g = .
01 2 01 0
1, enquanto a matriz L é a matriz dos pivos.

Assim, L = < , como l; # 0, podemos escrever A de uma forma mais simétrica
1

decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

1 0 2 0
Temos, L' - D = . )
01 01

120 exemplo (3.13) foi proposto pela autora.
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— N
oo

2 1 -3 10 2 0 1 —
Logo, A=L"-D-U <& = . . .
01 2 01 01 0 2

Exemplo 3.14. Seja A como no Exemplo (2.24). Escreva A por meio da decomposi¢ao
LDU.'3

Usando o método LU, temos que:

12 5 10y (1 2 5
A= = : =L-U.
(3 5 13) (3 1) (0 -1 13)

Dai, vemos que a matriz L possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz U € a matriz dos pivos.

1 2 5
0 —1 -2
simétrica decompondo, pela primeira maneira, U = D - U’.

1 1 2 2 1 1 2
Temos, D - U’ = 0 . Lol = 0 . ) )
0 -1 01 = 0 -1 01 2
1 2 5 10 1 0 1 25
Logo, A=L-D -U < = . . .
3 5 13 31 0 —1 01 2

Exemplo 3.15. Seja A como no Exemplo (2.25). Escreva A por meio da decomposi¢ao
LDUM

Usando o método LU, temos que:

Assim, U = (

), como u;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

1 —4 1 00 —4
A=10 2 |=|020]-|0 1 |=L-U
1 0 1 41 0

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal iguais a

1, enquanto a matriz L é a matriz dos pivos.

100
Assim, L = |0 2 0|, como l;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais
1 41
simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.
1 00 1 00 1 00 1 00
Temos, L' -D=10 1 0 020l=1]010 0 20
I 31 001 121 001

130 exemplo (3.14) foi proposto pela autora.
140 exemplo (3.15) foi proposto pela autora.
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1 —4 100 1 00 1 —4
Logo, A=L"-D-U& |0 2 |=]010 0 20
1 0 1 21 0 01 0

Exemplo 3.16. Seja A como no Exemplo (2.26). Escreva A por meio da decomposi¢ao

LDU."

Usando o método LU, temos que:

1 2 21 1 00 2 1
A=14 9 2 5|=1410(-]01 -6 1|=L-U.
3 7 5 4 315 1 0

Dai, vemos que a matriz U possui todos os elementos da diagonal principal 1guais a

1, enquanto a matriz L € a matriz dos pivos.
1 00
Assim, L = |4 1 0|, como l;; # 0, podemos escrever A de uma forma mais

3 15
simétrica decompondo, pela segunda maneira, L = L' - D.

100 100 100 100
Temos, L'-D= |1 1 0f-|0 1 0f=[4 1 0f-[0 1 0
811 0035 311 005
1221 00y {100\ (12 21
Logo, A=L""D-U«& |4 9 2 5[=[410[-]010[]01 -6 1
375 4 311) \005) \0o0 1 0

150 exemplo (3.16) foi proposto pela autora.



CAPITULO 4

Decomposicao de Cholesky

As teorias apresentadas neste capitulo tiveram como base os referenciais tedricos [1],
[3] e [6].

4.1 Decomposicao de Cholesky

Quando a matriz A tem propriedades extras, a decomposicao LU admite formas par-
ticulares. Nesta secao iremos apresentar uma decomposicao LU especifica para matrizes

simétricas e positivo definidas.

Definicao 4.1. A decomposicao de Cholesky ou fatoracao de Cholesky é a decomposicao
de uma matriz simétrica e positivo definida real no produto de wma matriz triangular
inferior por sua transposta. Para matrizes complezxas a fatoracao de Cholesky é dada para
matrizes hermitianas e positivo definidas como sendo o produto de uma matriz triangular

inferior por sua transposta conjugada.

Lema 4.2. Um operador auto ajunto € positivo definido se, e somente se, todos 0s seus

autovalores forem positivos.

Lema 4.3. Seja A uma matriz n X n simétrica positivo definida. Entao cada uma das

submatrizes principais A, € positivo definida (e, portanto, detA, > 0) para 1 <r < n.

49
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Demonstragao. Seja x, = (x1,--+ ,2,) € R" um vetor nao nulo arbitririo e defina x =
(x1, -+ ,2,0,---,0) € R*. Como (x,, A, -x,) = (z,A-x) e A é positivo definida, o

resultado segue dali. O]

Observacgao 4.4. O lema (4.3) garante que para matrizes simétricas e positivo definidas

a fatoracao LDU é unica.

Observe que para uma matriz simétrica a partir da decomposicao LDU é possivel
mostrar a existéncia da decomposi¢ao Cholesky. De fato, note que o Lema (4.3) combinado
com a proposigao (2.10) garante que uma matriz positivo definida A possui decomposigao
L-U, mediante a sucessiva aplicagao da operagao elementar (¢) & matriz A. Em particular
A possui uma fatoragao L-D-U e a matriz diagonal D = (d;;) tem seus elementos diagonais

positivos, como veremos na proposicao 4.5. Como a matriz A é simétrica, temos:

L-D-U=A=A"=U"-D-L'

Pela proposigao (3.1), unicidade da decomposigao L- D - U, temos L' = U, de modo
que A=L-D- L%

. .ol
Definindo a matriz Dz, como:

Entdo, A=L-D-L' = (L-Dz)-(Dz-L'). Definindo Ly = L- Dz ¢ a Ly = D2 - L
temos que a matriz L, é triangular inferior e a matriz Ly é triangular superior. Como
A = A segue daf que Ly = L}, mostrando que A = L; - L' chamada Decomposigao de
Cholesky da matriz A.

Assim, uma matriz quadrada tem duas decomposicoes: a decomposicao A = L-D-U
e a decomposi¢ao de Cholesky A = Ly - L. Porém, é possivel que existam outras decom-

posicoes além destas duas.

O proximo resultado caracteriza as matrizes positivo definidas e apresenta um resumo

dos resultados obtidos nesse capitulo:
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Proposicao 4.5. Seja A uma matriz simétrica n X n. As sequintes afirmacoes sao equi-

valentes:
(i) A matriz A € positivo definida,
(ii) As submatrizes principais Ay, --- , A, tém determinante positivo;

(iii) A matriz A tem uma decomposi¢ao L - D - U, com elementos da diagonal D todos

P0sItIV0S;

(iv) A matriz A tem uma decomposi¢io de Cholesky A = L - L' sendo L uwma matriz

triangular inferior com elementos diagonais positivos.

Demonstragao. Ja vimos as implicagoes (i) = (i4) = (4i1) = (iv). Seja agora z € R" um
vetor nao nulo arbitrdrio e y = L' - . Como a matriz L' possui inversa, y # 0. Assim,
(r,A-z)=a2""Ax=2"-(L- L")z =2 (L-L'-z)= (' L)- (L' z) = y'-y = ||y||* > 0.
Isso mostra que (iv) = (7). O

4.2 Exemplos de decomposicao de Cholesky

Exemplo 4.6. Seja A como no Exemplo (2.16). !

Calculando a decomposicao LU, temos que:

() () 6 7)

Calculando a decomposicao LDU, temos que:

)G )6

Como A € simétrica, sabemos que:

N

L-D-U=A=A"=U".D.L!

Pela proposigdao (3.1) temos que L' = U’. Desse modo, A= L-D - L.
V2 0
0 3

2

. 1 , 1
Definindo Dz como a matriz: Dz =

1O exemplo (4.6) foi proposto pela autora.
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Entio, A=L-D-L' = (L-Dz2)-(Dz-L') = L, - L.

Temos que,

1 0 V2 0 V2. 0\ o L,
Ly = i . . \/5 = 5 \/E € uma matriz triangular inferior.
2 2 2 2

V2 0 (1—j L2

Lo = ¢ uma matriz triangular superior.

0 3

1
2
Como A = A", temos que Ly = LY.

2 -1 V2 0 V2 -
Dai, A = = : 5 | = L1+ Ly chamada decom-
12 0 /2

posicao de Cholesky da matriz A.

I
(@]
5

Exemplo 4.7. Seja A como no Exemplo (2.17). 2

Calculando a decomposicao LU, temos que:

()=o)

Calculando a decomposicao LDU, temos que:

D Yrer

Como A € simétrica, sabemos que:

— win
N———
I
e~
S

N

IS

L' D-U=A=A"=U'".D.L"

Pela proposicio (3.1) temos que L'* = U. Desse modo, A= L' -D - L".

V3 0

17
0 3

Entio, A=L'-D-L"=(L'-D2)-(Dz-L'") = L, - L.
Temos que,

10 V3 0
Bl )y ) T

3

V3 0 1 2
Pl 2 o1) T

3

: 1 : 1
Definindo D2 como a matriz: D2 =

¢ uma matriz triangular inferior.

wirN

N
wg
w

€ uma matriz triangular superior.

> oS
e

I

20 exemplo (4.7) foi proposto pela autora.



CAP.4 ¢ DECOMPOSICAO DE CHOLESKY

Como A = A*, temos que Ly = L.

3 2 V3 0 V3 2
Dai, A = =

3 )
2 7 2 3 3 % 0 17
de Cholesky da matriz A.

= Ly - LY chamada decomposi¢io

Exemplo 4.8. Seja A como no Exemplo (2.22). 3

Calculando a decomposicao LU, temos que:

4 2 —4 1 0 42 —4
A=12 10 4 |=|3 1 09 6 [=L-U
-4 4 9 -1 2 00 1

Calculando a decomposicao LDU, temos que:

4 2 - 1 00 400 11 -1
A=[2 10 4 =35 10 090 01 ¢ |=L-D-U.
-4 4 9 -1 21 001 00 1

Como A € simétrica, sabemos que:
L-D-U=A=A"=U"-D-L

Pela proposigdao (3.1) temos que L' = U’. Desse modo, A= L-D - L.

Vi 0 0 2 00
Definindo D2 como a matriz: Dz = | 0 V9 0 |=103 0
0 0 V1 001
Entio, A=L-D-L'=(L-Dz)-(Dz-L") = Ly - L.
Temos que,
1 00 2 00 2
L= % 1 0110 3 0l=|1 3 0| €wuwmnamatriz triangular inferior.
-1 21 001 -2 2
200 11 -1 2 1 =2
Ly=10 3 0f-10 1 % =10 3 2 ¢ uma matriz triangular superior.
0 01 00 1 0 0 1
Como A = A", temos que Ly = L.

30 exemplo (4.8) foi proposto pela autora.
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4 2 —4 2 00 2 1 =2
Dai, A=12 10 4 | =11 30 03 2| =1L L chamada de-
—4 4 9 -2 21 0 0 1

composicao de Cholesky da matriz A.

16 —4 12 -4

‘ ‘ -4 2 -1 1

Exemplo 4.9. Considere a matriz A = € My (K). 4
12 -1 14 -2
-4 1 -2 83

Calculando a decomposicao L - U da matriz A, temos que:

16 —4 12 —4 1 000 16 —4 12 —4
-4 2 -1 1 ~-L100 0O 1 2 0
A= = 4 =L-U.
12 -1 14 -2 2210 0 0 1
-4 1 -2 83 -1 011 0 0 0 81
Calculando a decomposicao L - D - U, temos que:
16 —4 12 —4 1 000 16 0 0 0 1 —3 3 -1
-4 2 -1 1 -1 100 0 10 01 2 0
A= — 2N
12 -1 14 =2 3210 0 01 0 0 1 1
-4 1 -2 83 -1 011 0 00 81 0 0 0 1
A=L-D-U.
Como A € simétrica, sabemos que:
L-D-U=A=A"=U"-D-I.
Pela proposicao (3.1) temos que L' = U’. Desse modo, A= L- D - L.
V16 0 0 0 4 0 00
0 1 0 0 01 00
Definindo D> como a matriz: D> = Vi =
0 0 V1 0 0010
0 0 0 +81 0009

Entio, A=L-D-L'=(L-Dz)-(Dz-L") = Ly - L.

Temos que,

40 exemplo (4.9) encontra-se em [3], pag.148.
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0 00 4 0 0 0 4 0 00
—%1 1 00 01 .00 -1 10 0} . o
L= = ¢ uma matriz triangular
% 210 0010 3 210
-1 011 0009 -10 19
inferior.
4000 1 -3 3 -4 4 -1 3 -1
01 00 0 1 2 0 0 2 0 3 _ ,
Ly = = € uma matriz trian-
0010 0 0 1 1 0 1
0009 0 0 0 1 0 0 9
gular superior.
Como A = A*, temos que Ly = L.
16 -4 12 —4 4 0 0 0 4 -1 3 -1
-4 2 -1 1 -1 1 0 0 0O 1 2 0
Dai, A = = =1L Lt
12 -1 14 -2 3 210 0 0 1 1
-4 1 -2 83 -1 019 0 0 0 9

chamada decomposi¢ao de Cholesky da matriz A.

4.3 Calculo do fator de Cholesky

Apesar da decomposicao de Cholesky ser proveniente da decomposicao LU e LDU
existe um método de calcular através da equacao matricial A = L- L, uma vez que, assim,

os calculos envolvidos sao reduzidos pela metade.
Calculo do fator de Cholesky

Dada a matriz A, n x n, simétrica e positiva definida,

ailz Qag1 - Aip

A21 Q22 -+ QAgp
A= ,

An1 QAp2 - Qpn

o fator L, n x n, triangular inferior com diagonal positiva sera obtido através da equacao
matricial A = L - L,
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ailz Qo1 -t Qip lly 0 -+ 0 Ly log -+ Ly
A ao1 Q9o -+ QAgp _ loy loy -+ 0 . 0 lyy -+ lyo
Ap1l Apa **° Qpn lnl an e lnn O O e Znn

O calculo sera realizado por colunas.

Coluna 1:
11 I 1%1
21 _ 7. 0 _ loy - i
an1 0 ln1 - 111
Dali, temos:
aji .
l11 = £/ Q711 eljl = l—,] :2, ,n.
11
Coluna 2:
a921 l21 lll : l21
o _ . l2o _ I3 + 13
Qp2 0 lna - lo1 + lp2 - loo
Assim:

lgl+l52:a22:>l22: \/a22_Z%1eljl'l21+lj2'l22:aj2,j:3,"' M.

Como os elementos [;; ja estao calculados, temos que:

lj2:(a]2 L 21)7j:37'”7n‘
l22

Coluna k:
Para obter os elementos da coluna k de L, (0 - - lplpr1x - - k)’ & = 3, -+, n usamos

a equacao matricial
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g1 lia
k2 lka
are | =L | Ik
A1k 0
Ank 0
Entao:
k—1 2
gk = 13y + By + -+ 13, e daf Iy, = (akk - Zz?ﬂ)
i=1
e ajk =l la+lp b+ + gl j = (K+ 1), .
Como todos os elementos de l;,i = 1,---, (k — 1) ja estao calculados, teremos:
k—1
(ajk; - Z Lji - lm)
ljk;_ i=1 ,]:(k‘—i—l),,n
Uik

A seguir vamos aplicar o calculo do fator de Cholesky nos exemplos apresentados
anteriormente.

2 -1

Exemplo 4.10. Considere A = ( -

> € Mayo(K), simétrica e positivo definida,
como no exemplo (4.6). °

Encontraremos o fator L,2 x 2, triangular inferior com diagonal positiva através da
equacdao matricial A = L - L,

2 -1 _ ail a1 _ ln O ' lin I
-1 2 ag Qs lor 122 0 oo
Aplicando os cdlculos do fator de Cholesky, temos que:

Coluna 1:
hi = +/an = V2

>0 exemplo (4.10) foi proposto pela autora.
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TR B E
21_111 \/5_ 2

Coluna 2:

l22=m:\/2—%:

2 -1 0 V2 -2
Logo, A = = : = L - L' chamada decom-
ao2) e i) e

posicao de Cholesky da matriz A.

3 2
Exemplo 4.11. Considere A = (2 7) € Mayo(K), simétrica e positivo definida, como

no exemplo (4.7). °
Encontraremos o fator L,2 X 2, triangular inferior com diagonal positiva através da

equacdo matricial A =L - Lt,

3 2 _ 11 a1 _ liy O . Lin oy
27 Q21 A22 lor oo 0 Iy

Aplicando os cdlculos do fator de Cholesky, temos que:
Coluna 1:

lin = Va1l = \/§
21 2 2. \/§

l = — = pumm
21 l11 \/g 3

Coluna 2:
122:\/G22—l% :\/7—31:\/137
Logo,
A—32—\/§O ﬁ%’_g—LLth da d icao d
=, o) = |2 ) 7 | = L L' chamada decomposicao de
3 3 3
Cholesky da matriz A.
4 2 -4
Exemplo 4.12. Considere a matriz A= | 2 10 4 | € Msy3(K), simétrica e posi-
-4 4 9

tivo definida, como no exemplo (4.8). 7

60 exemplo (4.11) foi proposto pela autora.
70 exemplo (4.12) encontra-se em [6].
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Encontraremos o fator L,3 x 3, triangular inferior com diagonal positiva através da

equacdo matricial A = L - L,

4 2 4 11 A21 A3zl lii O 0 L Iy l31
2 10 4 = | Q21 Q22 Q32 | — log lee O : 0 oo l32
-4 4 9 as; Qs 0as3 31 l32 33 0 0 I3

Aplicando os cdlculos do fator de Cholesky, temos que:

Coluna 1:
I = Vail = \/Z: 2
=22 22
21 = L 2

a31
l = = —— = —2
31 I 5
Coluna 2:

122:\/a22—l§1:\/10— :\/§:3
(0,32 — l31 . lgl) (4 — (—2) . 1) 6

hio = l22 a 3 - 3 =2

Coluna 3:

g = (ags — (B +13,))7 = (9— (4+4))7 = (9-8)2 = ()7 = VI =1

Logo,
4 2 —4 2 00 —2

A=12 10 4 | = 1 30]-]10 3 2| = Ly-LY chamada decom-
-4 4 9 -2 2 1 1

posicao de Cholesky da matriz A.
16 —4 12 -4

Exemplo 4.13. Considere a matriz A = € Myu(KK), simétrica e
12 -1 14 =2
-4 1 -2 83
positivo definida, como no exemplo (4.9). 8
Encontraremos o fator L,4 x 4, triangular inferior com diagonal positiva através da

equacao matricial A = L - L,

16 —4 12 —4 11 Aa21 31 A41 lhn O 0 0 lin lor lsi ln
=42 =1 1| Jan axn ap ap| |1 e 0 0 |0 ln lp l
12 -1 14 =2 az; az2 A3z Q43 31 ls2 Iz O 0 0 33 lgs
-4 1 -2 83 aq1 Qg2 Q43 Q44 lg liz lag laa 0 0 0 ly

80 exemplo (4.13) encontra-se em [6].
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Aplicando os cdlculos do fator de Cholesky, temos que:

Coluna 1:
lh = Va1l = V16 =4
= Al
Tl s
a3
l = —— = — = 3
31 I 1
Q41
l = = —— = —1
41 I 1
Coluna 2:

l22:\/a22_l%1:\/2_(_1)2:\/Izl

lyy = (G32 — I3y - 121) _ (—1 -3 (—1)) _9

l22 ].

Lo — (ago — la1 - 1) _ (1-(=1)-(=1) —0
42 = = -
l2o 1

Coluna 3:

lag = (ags — (13 +13,))2 = (14— (32 +22))2 = (14— 13)2 = 12 = |
2

<a43 - Z l; - l3i>
i=1

(ag3 — (L -l +lag - l32)) (=2 —((=1) - (3) +(0) - (2)))

l — = —
v Iss Iss
(-2-(-3) =1
Coluna 4:
Ly = (agg— (12,12 +12))2 = (83— ((—=1)24+024+12))2 = (83— (141))z2 = /81 =9
Logo,
16 —4 12 —4 4 0 00 4 -1 3 -1
-4 2 -1 1 -1 1 00 0 1 2
A= = = L-L' chamada
12 -1 14 -2 3 210 0 0 1
-4 1 -2 &3 -1 019 0 0 0 9

decomposicao de Cholesky da matriz A.



CAPITULO 5

Decomposicao de Schur

Os conceitos tratados neste capitulo tiveram como base as referéncias [1], [7] e [8].

5.1 Decomposicao de Schur

Definicao 5.1. Se A € uma matriz quadrada n X n com entradas complexas, a decom-
posicao de Schur nos permite expressar A como A = U -T - U*, sendo U uma matriz

unitdaria (sua inversa € a transposta conjugada de U) e T uma matriz triangular superior.

Teorema 5.2. (Teorema de Schur) Seja A uma matriz n xn no corpo C. Entao existe

uma matriz unitiria U tal que T =U* - A-U € triangular superior.

Demonstracao. Faremos a prova por inducao em n. Para n = 1 temos:

A= (a) cC™XlelU= <1> e C'*'. Temos que, U* = Ut = <1)

Dai, T = <1) . (a) : <1) ST = (a).

Suponhamos que seja valido para uma matriz k& x k qualquer e consideremos A,
matriz (K + 1) x (k+ 1). Seja w; um autovetor unitario associado ao autovalor \; de
A, isto é, ||wi|| =1 e A(wy) = A1 - wy. O processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt
assegura a existéncia de uma base ortonormal {wy,ws, -+ , w41} para C* 1. Escrevendo
a matriz R cujas colunas sao dadas pelos vetores dessa base ortonormal, ou seja, a i-ésima

coluna é o vetor w;, temos que R é unitdria. Consideremos entao R*-A-R = (R*- A)- R.

61
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A primeira coluna dessa matriz é R* - A - w;. Mas, R* - A-w; = R* -\ -w, =

A1 - R* - wy; = \p - eq, pois as linhas de R* sao dadas pelos vetores wy, - -+ ,Wgy1. Assim, a
Al % ek
0
matriz R* - A- R tem a forma | , em que S é uma matriz k x k.
0
Pela hipétese de inducao existe uma matriz unitaria V; tal que 77 = V¥ - § -V é
10 ---0
0
uma matriz triangular superior. Definimos entao, V' = | . Claramente V/
: Vi
0
10 0 A1 % * 1 0 0
o 0 0
¢ unitaria e V*- (R*-A-R) -V = =
vy S 1
0 0 0
Al % * A % *
0 0
=1 =T que é uma matriz triangular superior. De-
‘/1* . S . ‘/1 . T1
0 0
finimos entdo, U = R -V. A matriz U é unitéria, pois U* - U = (R-V)*(R-V) =
V*-R*-R-V = 1. Isso completa a demonstragao. O]

Observacao 5.3. A demonstracao acima continua vdilida se A for uma matriz real cujos

autovalores estao no corpo R.

Corolario 5.4. Se A for uma matriz auto-adjunta, entdo existe uma matriz unitdria U
tal que U*-A-U = D, sendo D uma matriz diagonal. Se A for uma matriz real, a matriz

U ¢ ortogonal.

Demonstracao. Seja A hermitiana. De acordo com o Teorema de Schur, existe uma
matriz unitaria U tal que U* - A-U = T, sendo T uma matriz triangular superior. Mas
T*=U*-A-U)=U"-A*-U=U"-A-U=T. Isso mostra que T é auto-adjunta e,
portanto, uma matriz diagonal.

Se A for real, todos os autovalores de A sao reais e, portanto, seus autovetores

possuem todas as coordenadas reais. Isso implica que U é ortogonal. O
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5.2 Exemplos de decomposicao de Schur

7T =2
Exemplo 5.5. Encontre a decomposi¢cao de Schur da matriz A = (12 3) .

Primeiro vamos encontrar os autovalores de A.
7T—A —2

12 —3—-2AX
N —dX+3=A—-1)-(A=3).

Logo, os autovalores sao A = 1,3. Agora, vamos encontrar os autovetores.

-1 = _
A=1:A-AN=A-1= ! 2 = 6 2 .
12 -3-1 12 —4

Temos que,

< 6 _2> ) <J}1> _ <O> o 61’1 - 2$2 - O L2_>sz/_2,L1 61)1 - 21‘2 - 0 le%
12 —4) \z, 0 1221 —4xy =0 0z; — 0z = 0
3r1 — 22 =0 = 0 1 1
' ? N{Smlsz o é# <c>:c'(>:<>sec:1.
Ozy — 0z =0 3-c 3 3
1 , 1 1
Tome .k normalize para —— - N

— —2 4 =2
A=3:A-XN=A-3]= 3 = .
12 -3-3 12 -6

Temos que,

12 =6/ \ 22 0 1221 — 625 =0 0z — 0z =0
201 —x9 =0 = 0 1 1
: ’ N{2CL’1:ZL‘2 o <:§7£ <C>:c'(>:<>sec:l.
01‘1—01’2:0 2-c 2 2
T L l1 1 L
ome 5] normalize para 7 - E

1
De fato, vamos escolher X = 3 como autovetor normalizado uy = —= - ( ) :

det(A — \) = —(T=N)-(—=3=A)+24=A2—4)\—21+24 =

a

Precisamos achar uma base ortonormal {us}

10 exemplo (6.3) encontra-se em [7], pdg.1
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span{u;}= = span { (;) } ={veR’ <v,u >=0} ={veR? < (r,y),(1,2) >=0} =

={veR o +2y =0} = {v e R?|lx = —2y} = spcm{<_l2> }

L -2
Escolha us = Z L)

Agora expressaremos a transformacao A na nova base ortonormal {uy, us}.

L 1 -2
Escrevendo U = <u1 u2> =" 5 1]

A matriz A na base {uy,us} é:

A{u17u2} =

3 —14
Encontramos entao: T = ( ) > triangular superior e U =

Sl
VO
[N

—_ |
)
N~

unitdria.
Dat,

4 7 -2 (1 =2 3 —14) 1 2 U
12 -3 vio\g 0 1 i\ 9 1

decomposi¢ao de Schur da matriz A.

1 1
Exemplo 5.6. Encontre a decomposicao de Schur da matriz A = ( 5 3) 2

Primeiro vamos encontrar os autovalores de A.

20 exemplo (6.4) encontra-se em [7], pag.2
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1—A 1

det(A— M) = 50 3

—(1=XA)-(3=A)+2=A2—4)\+5.

C4£/16—-4-(5) 4+
- 2 )

A =2+

Logo, os autovalores sao A = 2 + 1,2 —i. Agora, vamos encontrar os autovetores.

Pegando A\ = 2 + i, temos:

A=24i: A—A[=A— 2+

I
/T
| =

no |
o~
—_
| —
~.
~___~

Temos que,

<—1 —i 1 ) <x1> B <o> L Clmda e =0 o
-2 11— T 0 —2x1+ (1 —1d)z =0
(—1—i)$1+l’2=0 r1 ==¢C 0 c 1
N{(l‘f‘l)l’l:l’g ! <:>7é . =c =
0z1 + 0xe = 0 (1+14)-c 141

1
sec=1.
<1+i)

1 1
Tome , normalize para \/ig . Observe que, para matrizes complezas,
141 141

o0 espaco nulo € nao ortogonal ao espaco linha, mas ao espaco linha conjugado.

Precisamos encontrar uma base ortonormal {us}.

span{u, }*+ = span { (1 i z) } = span { (1__1i> } .

1—1
Tome o vetor normalizado us = \/Lg . ( . ) .

Agora expressaremos a transformacdao A na nova base ortonormal {uy, us}.

5 do U ( ) 1 ( 1 1-— z)
screvendo U = (w1 ug ) = 5 . .
147 -1

A matriz A na base {uy,us} é:
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—_

(1 14\ (1 (11—

_75'<1+z‘ —1>'<—2 3>'7§'(1+z‘ —1>
142 4-3i 1 1

'< 3+ —2+¢)'<1+4 —1)

(643 —3+6¢)

W=

3 0 6 — 3i
(240 —1+2i
0 2 )

. 241 —142 . , 1 11—
Encontramos entao: T' = triangular superior e U = 7

0 2—1 14+ -1
unitaria.
1 1 N 241 —1+4+2¢ 1 1—1
-2 3 1+7 -1 0 2—1 147 -1
U-T-U* € a decomposicao de Schur da matriz A.
13 8 8
Exemplo 5.7. Encontre a decomposicio de Schur da matriz A= | -1 7 —2|.3
-1 -2 7
Primeiro vamos encontrar os autovalores de A.
13—X 8 8
det(A—\) = —1 T=X =2 | ==X 4+27TA2 =243\ + 729 = \3 —27)\? +

-1 =2 7-=A
2430 —729=(A—=9)- (A —=9) - (A —=9) = (A —9)3.
Logo, os autovalores sao A = 9 com multiplicidade 3. Agora, vamos encontrar os
autovetores.
Como os autovalores sao igquais, os autovetores nao serao ortogonais e, desse modo,

serd necessdrio usar o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

13-9 8 8 4 8 8
A=9:A- AN =A-9]= -1 7-9 -2 |=]-1 -2 =2
-1 -2 T7-9 -1 -2 =2

30 exemplo (5.7) encontra-se em [8], pag.4
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4 8 8§ T 0 dr +8y+82=0 dr+8y+82=0
1 -2 2| |yl=lol={-2—2y—2:=0 "R __oy_2.—0
-1 -2 =2 < 0 —r—2y—22=0 Oz +0y+02=0

dr +8y+ 82 =0

Lo—L1+4-Lo
~ Oz +0y+0z=0 :>{x+2y—|—2z:0.

Oz +0y+0z=0

Ezistem muitas solugdes para essa equagao. Pode-se observar que (2,—2,1) é uma
delas.

Agora, queremos uma base ortonormal para esse espaco. Para fazer isso, primeiro
encontramos uma base e, em sequida, usamos Gram-Schmidt. A base é bastante simples:
sabemos que (2,—2,1) estd em nosso espago, e podemos ver que (0,1, —1) também estd.

Definindo vy = (2,—2,1) e vy = (0,1, —1) aplicando o processo de ortogonaliza¢ao

de Gram-Schmidt, temos:
o w =v; =(2,-2,1).

o wy= vy — {20y = (0,1,-1) — {SE2 . (2,2, 1) &

2,-2,1),(2,-2,1))

=

w2 = (0’ 1, _1) o % ’ (27 -2, 1) = (%a %7 _2)'

FEscalamos esses vetores para obter uma base para {(x,y, z)|x+2y+2z = 0}. Agora,
vamos estender isso para todo o C3. Pequemos um vetor que ndo estd no subspaco gerado
pelos dois vetores anteriores, como (0,0, 1). Realizando Gram-Schmidt, para v = (0,0, 1),

temos:

(v3,w1) _ {vzwa)
{wiw1) Y1 T Twg,wa)

o <(001) (2 2,1)> ((0707 )7(2717_2
ws =(0,0,1) = 55156 2,1)>'(2’_2’1)_ DG
)= (=3)-(3.3.-3) = (0,0,

)_

w= (338 - <—s,—§7s> -G

Portanto, a base ortonormal é:

god(2_ 21\ (21 2y /122
S 1\3 3'3/)'\3'3 3/)’\333)["

® W3 = V3 —

- Wy =

S
w
—~
=
=

—_

Ol
NeJon
~—
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2 2 1
FEscrevendo U = (wy, we, w3) = % -2 1 2
1 -2 2
A matriz A na base {wy,wy, w3} €:
(g =0 (),
{w1,w2,w3} c
2 =2 1 13 8 8 2 2 1
=312 1 -2 -1 7 —=2|-5-|-2 1 2
1 2 2 -1 -2 7 1 -2 2
81 0 81 9 0 9
=510 8 8 f[=]099
0 0 81 009
9 09 2 2 1
Encontramos entao: T'= 10 9 9| triangular supem'oreU:%- -2 1 2
009 1 =2 2
unitdaria.
13 8 8 2 2 1 9 09 2 =2 1
Dat, A=|-1 7 —2|=3-]1-2 1 2 099|312 1 —2|=
-1 -2 7 1 -2 2 009 2 2

U-T-U* € a decomposicao de Schur da matriz A.



CAPITULO 6

Decomposicao QR

O capitulo foi construido tomando por base os referenciais tedricos [1] e [4].

6.1 A decomposicao QR de uma base

A fatoracao QR é importante do ponto de vista computacional pois pode ser usada
como alternativa para a resolucao de sistemas lineares por minimos quadrados. Também
é a base de um eficiente método numérico para encontrar autovalores de uma matriz
quadrada.

O método de Gram-Schmidt permite fatorar uma matriz A cujas colunas sdo linear-
mente independentes em um produto A = R, onde () é a matriz cujas colunas formam
um conjunto ortonormal e R uma matriz triangular superior.

Vamos considerar a matriz A de 3 colunas. O método, a seguir, pode ser
generalizado para uma matriz de qualquer dimensao (desde que tenha colunas linearmente
independentes).

Dada a matriz A = (v_1> s v_3>) cujas colunas sao linearmente independentes e
sao denotadas pelos vetores v_f, 5 e U_g, o processo de Gram-Schmidt permite construir
uma base ortogonal formada pelos vetores ﬁ, Eg e @? para o espaco coluna da matriz A.

Para isso, definimos:

- =
qg1 = U1
- = —

69
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— = , —
g3 = U3 — prajspan{q_f,q_g)} U3
Dessa forma, existem coeficientes r1,79 e 3 € R tais que:

— _ =
g =1U

C]—Q> = U_2> - T U_1>

gzﬂ_g—ﬁ'a—ﬁ' q_2>

Em um segundo momento, cada um dos trés vetores E), q_2> e @f pode ser normali-
zado, ou seja, podemos dividir cada um deles por seu comprimento para obter uma base

ortonormal. Assim,

q1
.
] g |
_y L i T S

w;g:W'Ug—‘j—' *q2.

a— =5
TN @
Entao, wi, w5 e wi formam uma base ortonormal para o espago coluna A.

Podemos inverter estas equagoes, para escrever as colunas da matriz A em fungao

dos vetores da base ortonormal {w}, 0}, w5}
o = |lqt| - wi
[
g = ||q—2>||-|@ﬂ-171>+!\q—5||-?75=7‘1-7~71>+||q_2>|!-172>
T T
vh = ||q_3>||-H:qzﬂ-zﬁvtllq_sql-H(JT:H-@HIQ_%II-173=r2-171>+r3-@?2+||q_§||-1?3
Matricialmente, podemos escrever:

_>
. . il
o w5 v | =|w ws ows || 0 @] s
_>
o . 0 0 gl

Visto que cada coluna do produto da direita é definido como combinacao linear das

colunas da primeira matriz.

Logo,
| | gl
Q=|wi wh wi|leR=| 0 g
_>
. 0 0 [lgl]l

Segue entao que:
A= (@ - R, chamada decomposicao QR da matriz A.

Generalizando o método acima obtemos o seguinte teorema:
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Teorema 6.1. Seja A uma matriz m x n de poston. Entao A = Q- R, em que (Q € uma
matriz m X n com colunas ortonormais e R € uma matriz n X n triangular superior com

elementos diagonais positivos.

Demonstracdo. Sejam vy, vq,--- ,v, as colunas da matriz A. Como essa matriz tem
posto n, esses vetores sao linearmente independentes em K™. Aplicando o processo

de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a esses vetores, obtemos os vetores ortonormais

q1,qo, -+ ,qn, € K™, dados por:
1 k—1
qx = a . (vk — ;riqu) Jk=1,...,n,
em que, 7 = (Vg, ;) parai =1,---  k—1 e rg é a norma do vetor vy, — Zf;ll rikqi- Mas

isso quer dizer que,

1
G=—"Uv1=U1=Tun"q
11
1
42 = o (V2 — T12q1) = T22G2 = V2 — T12q1 = V2 = T12q1 + T22G2
22
1
dn = ’f’_ : (Un - (ran1 + -+ r(nfl)nQn)) = Up = T1nq1 + -+ Tnndn-
nn
Definindo ) como a matriz cuja as colunas sao vetores ¢i,---,q, € R a matriz
triangular superior
n Tiz - Tin
0 Tor =+ T9
R= ",
0 0 - 71,

vemos que a j-ésima coluna da matriz Q- R é Q-R-e; = Q-R; = rijq1 +72;q2+- - -+7;;q; +

0gj41 + - -+ + 0g, = v;. Isso mostra que ) - R = A, completando a demonstragao. O

6.2 Decomposicao QR

O que pode acontecer quando as colunas vy, - -+ , v, de A forem linearmente depen-

dentes? Nesse caso, ao ortogonalizarmos as colunas de A, obteremos um ou mais vetores
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iguais a zero. Desprezando os vetores nulos obtidos, continuaremos a ter uma base or-
tonormal ¢y, - - , ¢, para imA, sendo r o posto da matriz A. A matriz Q = (¢1,--- ,¢)
representa uma isometria e posto A = posto ). Uma vez que os vetores v; satisfazem
08 v, Ug,- - , U, como definidos, obtemos R = (r;;) como sendo a matriz n x r trian-
gular superior dada por r;; = (u;,¢;). Uma vez que () é isometria, temos [|A - z|| =
|Q - R-x|| =||R - z||, de modo que, kerA = kerR. Assim, uma vez que A e R tem n
colunas, postoR =n — kerR =n — kerA = r = postoA.

Condensamos os resultados no seguinte teorema:

Teorema 6.2. Seja A wma matriz real m X n com posto r. FEntdao, podemos escrever
A=Q- R, sendo Q a matrizn X r de uma isometria satisfazendo imA = im(Q) e R € uma

matriz triangular superior n X r de posto r.

6.3 Exemplo da decomposicao QR

1 11
. ‘ 011 ‘
Exemplo 6.3. Considere a matriz A = L1 Vamos encontrar uma matriz or-
1 01

togonal P tal que imP = Im() e obter a decomposicao Q) - R da matriz A. Em sequida,

t
vamos resolver o sistema A-x =b para b = (0 0 0 1> L

E claro que as colunas de A sao linearmente independentes, pois:
a-(t o1 )+s (111 0)+9-(1 11 1)=(00 0 0
& <a+5+'y B+y a+B+7y oz—l—’y) = <0 00 O)

a+B+y=0 a+pf+y=0
&{B+y=0  &h=— e{y=0=p=-a
a+v=0 a=—y

Se A for dada em termos de suas colunas (v1 Vg 113), aplicando o processo de

ortogonalizacao a esses vetores obtemos os vetores q,qs € q3.

Sabemos que, v1 = (1,0,1,1), vo = (1,1,1,0) e vz = (1,1,1,1).

1O exemplo (6.3) encontra-se em [1], pag. 231 a 232.
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Primeiro vamos calcular q;.
Para isso, temos:

]| = VIZ+02 4+ 12 + 12 = /3.
Logo,

@ =0 =750 (L,0,1,1) = (4,0,

IS
i,b

Agora, vamos calcular gs.

Para isso, temos:

T2 = <7~}27q1> = <(1a17170) (f 07 {7?3>> :\/?§+0+\/T§+O:%§

rop = |[v2 = ri2 @] = [[(1,1,1,0) = 23 - (¥3,0,%3, ) || = ||(3,1,4,-2)|| =
=P+ G2+ (D2 = =R

Logo,

Go= (=i qr) = BYE - ((1,1,1,0) — 208 . (42,0,43, ¥3)) —
_3W( 11_2)_(£@£_2-\/ﬁ)
~ 15 3203 3 = \15075 21507 15 /-

E por fim, vamos calcular qs.

Para isso, temos:

T3 = <U37q1> = <<17 17 171)7 (\[707 %7\/?5)> = \/Tg + ?3 + ?3 = \/§

1o = llos—rrs—rasel] = (1,1 L 1)=V/3- (35,0, ) -2 (M2, Y8 v, =200 || =
=11(0,1,0,0)=(5. 3. 5. =D = (5.3 5. DI = /(=52 + G2+ (—=5)* + (3)* =
_ J1 4 1 4 _ VIO
Vst tsts=5-

Logo,

=5y (3= (2 qtrm @) =3 (-3 3, -3.3) = (.50 - 59,

Denotando ) = (q1 0o q3>, concluimos que:

V3 V15 Y10
3 15 10

0 V5 V10

— — 5 5
Q_<Q1 q2 Q3>_ V3 Vis V10
3 15 10

V3 =215 V10

3 15 5

Como o espaco gerado pelas colunas de A € justamente o espaco gerado pelas colunas
de QQ, a matriz ortogonal P € justamente a matriz Q. A matriz R € a matriz de mudancga

de base {vy,ve,v3} para {qi,q2,q3}. Assim,
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<Q17 U1> <Q1, U2> <CI1, ’US> \/§

Bk,
B S

R=1{q,v1) (q2,v2) (q2,v3) | = 0
(g3,v1) (g3, v2) (g3, v3) 0
Logo,
1 1 1 v3 V15 _ V10 v
3 15 10 23
ora| oo | (VT
_ _ B Vis | — .
A = N I R 0 Y2 2| =R, chamada
3 15 10 0 0 V10
10 1 ¥3 2415 JIO ’
3 15 5

decomposicao QR da matriz A.
Se A-x =0, entao Q- R-x =0 e, portanto, R-x = Q' -b. Logo, basta resolver
0

2-v/3 V3 V3 V3 V3
V3 B2 VB (x 3 0 5 0 3
0 Yi5 Vi5 |, —Qlh=| 5 VI5 VI5  —2V15 — | 9.5
3 5 Y 15 15 15 15 0 15
0 0 Yo p —V10 V10 =v10 V10 V10
5 10 5 10 5 1 5
V3 + %g +4/32 = \/Tg rz=0
Obtendo, entao:
x 0
yl=1-1
z 1
1 01
Exemplo 6.4. Considere a matriz A= |0 1 2|. Vamos encontrar uma matriz or-
11 3

togonal P tal que imP = Im() e obter a decomposicao Q - R da matriz A. Em sequida,

vamos resolver o sistema A-x = b para b = (1 1 1) 2

E claro que as colunas de A sdo linearmente dependentes, pois:

a-(1o1)+8-(011)+9-(1 2 3)=(0 0 0

@(a—i—*y B4+2-v a+5+3-7>:<0 0 0)

20 exemplo (6.4) encontra-se em [1], pag. 233 a 234.
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a+pB+3-7v=0
<438+2-v=0 54
at+y=0
Se A for dada em termos de suas colunas <v1 Uy v3>, aplicando o processo de
ortogonalizacao a esses vetores obtemos os vetores q; e qa pois o posto de A € igual a 2.
Sabemos que, v1 = (1,0,1), v = (0,1,1) e v3 = (1,2, 3).
Primeiro vamos calcular q;.

Para isso, temos:

1] = V12 + 02 + 12 = /2.

0

“U = \/Li(la()?l) = (%57 7%5)
Agora, vamos calcular qs.

Para isso, temos:

7’12:<’02,q1>:<(0,1,1> (\/LE’ ,\/LE»:O—FO—'—\/LE:\/L?
0 1€

TZQ:HU2_T,12'Q1H:H(01 ) 72 (\/Lﬁv 7\/L§)||: 0;171)_(%707%”’:
=51 Dl = (D2 + 2+ (2= s = 2.
Logo,

q2:é'(vQ—rlQ'ql):%'((07171)_(%707%)):\/lg'(_%vl’%):
(_LLL)
V67 V67 V67"

Denotando () = (q1 q2>, concluimos que:

1
VR
Q:<Q1 C]2>: 0 %
1 1
V2 V6

Como o espaco gerado pelas colunas de A € justamente o espaco gerado pelas colunas
de QQ, a matriz ortogonal P € justamente a matriz Q. A matriz R € a matriz de mudanga

de base {vy,v9,v3} para {qi,q2}. Assim,

R— (<CI1,01> (q1,v2) <Q1,US>) _

<Q2,U1> <Q27112> <Q2,U3>

R
S S
Sl Sl
Sl Sl
~—
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Logo,

1 01
A=101 2| =
113

o o f

QR da matriz A.

Se A-x =b, entao Q - R-x = b e, portanto,

xz

2 1 4
(72 5) o] -e
V6 VB -

Obtendo, entao:

SIS
I



Consideracoes

Decomposicoes matriciais sao métodos que reduzem uma matriz em partes
constituintes, facilitando o calculo de operagoes matriciais mais complexas, ou seja, es-
creve como um produto de matrizes mais simples. Fazer isso revela as suas estruturas
e caracteristicas e ajuda a interpretar seu significado. Existem diferentes técnicas para
decompor uma matriz, para o desenvolvimento desse trabalho nos embasamos no estudo
de algumas destas técnicas e apresentamos alguns exemplos. Esse tema é relevante pois
possibilita uma facilidade computacional e simplicidade analitica.

O presente trabalho contribuiu para a formagao académica da autora por possibilitar
o estudo de diferentes métodos de decomposicao de matrizes, contetidos esses que vao
além dos vistos na graduacao, e a apresentacao dos resultados por meio de exemplos.
Vale ressaltar que a maioria sao exemplos propostos pela autora e sao uma contribuigao
original.

As informacoes deste estudo sao apresentadas de maneira bem desenvolvida e exe-
cutada em diversos exemplos, o que facilita o entendimento de quem faz a leitura. Desse
modo, o trabalho serve de base para novas pesquisas, contribui para o conhecimento do
tema na formacao inicial da Matematica e divulga uma area que tem atraido cada vez
mais pesquisadores de diferentes cursos, como: Matematica, Ciéncia da Computacao e

Engenharia.

7
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