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Resumo

Estuda-se neste trabalho um funcional com expoente varidvel, ou seja, com 1 < p(x) < 2, o qual
fornece um modelo para a restauracdo de imagens digitais, mais precisamente para a remocao de
ruidos. A difusao resultante do modelo proposto é uma combinagao da Variagdo Total com a difusdo
isotrépica. A existéncia, unicidade e o comportamento quando ¢ — oo da solu¢ao do modelo analisado
serao também apresentadas. Resultados experimentais serao apresentados com o intuito de ilustrar a
eficiéncia do modelo a ser utlizado para a remocao de ruido.
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Abstract

We studied in this work a functional with exponent variable, ie 1 < p(z) < 2, which provides a
model for restoration of digital images, specifically for the removal of noise. The diffusion resulting
of the proposed model is a combination of total variation with isotropic diffusion. The existence,
uniqueness and behavior as t — oo from the solution of the model will be analyzed and also presented.
Experimental results are presented in order to illustrate the efficiency of the model to be used to
remove the noise.
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Introducao

Nos ultimos anos, o uso de métodos variacionais e equagoes diferenciais parciais (EDP’s) para
abordar problemas de restauracao de imagens evoluiram de forma significativa, cuja idéia bésica é
modificar uma dada imagem, curva ou superficie por meio de uma equacao diferencial parcial. Aqui
considera-se o problema cléssico na restauracao de imagens, que consiste em recuperar uma imagem

u, a partir de uma imagem com ruido, I, ou seja,
I(z) = u(z) + n(z)

onde n(x) é o ruido.

O aspecto desafiador deste problema é desenvolver métodos que possam, de forma seletiva, eliminar
algumas informagoes, como o ruido, sem perder importantes caracteristicas e nem criar caracteristicas
que nao estejam presentes na imagem. Muitos modelos nao-lineares tem sido propostos com o objetivo
de recuperar imagens, porém, para uma imagem que provém de objetos com intensidade nao-uniformes,
ou que tem suas caracteristicas modificadas por um ruido, algumas das mais bem sucedidas técnicas
para remocao de ruidos nao conseguem eliminar o efeito “staircasing”, ou seja, fendmeno que cria
falsas bordas.

Existem atualmente varios modelos para a restauracao de imagens baseadas em EDP’s, e o modelo
que estuda-se neste trabalho utiliza técnicas de métodos variacionais, com o qual é possivel expressar
um modelo que seja consistente matematicamente e possa ser implementado de uma forma bastante
simples usando o método das diferencas finitas. O modelo em questao foi proposto recentemente por
Chen, Levine e Rao [14], denominado no contexto deste trabalho como modelo CLR. O modelo CLR

incorpora os pontos fortes do seguinte modelo:
. A 2
min [ |[Dul’ + —(u—1) (1)

para 1 <p <2, A >0 e sendo um subconjunto aberto do R™ com fronteira Lipschitz.
O modelo CLR é dado por:

A
i Du) + = (u—1)? 2
ueB%rlwriz(m/Qqs(x’ w) + 5w =1)% (2)
onde
BV,(Q2) = {u e BV(Q); u=g sobre 00} (3)



e o funcional ¢ é dado por:

|T|Q(I) se |r|<p

se [r[ > 7,

onde 8 € R.

A equagao do fluxo associado ao problema (2), é dada por:

i — div(¢r(z, Du)) + ANu—I) =0, em QT (5)
u(z,t) = g(x), sobre 9NT (6)
u(z,0) =1, em (7)

onde
QT :=Qx[0,T], 09T := 992 x [0,T]

(8)
Du=Vu- £"+ D3u.

Aqui Vu representa a parte absolutamente continua de Du em relagdo a medida de Lebesgue £, ou
seja, o gradiente da funcdo u, £™ representa a medida n-dimensional de Lebesgue, D?® representa a

partir singular da medida e por tltimo ¢, (z, Du) que representa a derivada de ¢ com relacao a r, ou

seja, (2, Du) = W

A principal vantagem do modelo analisado neste trabalho é a forma com que as informacdes locais

da imagem sao modificadas, ou seja, o expoente p nao é fixo como no modelo dado em (1), ele varia
para cada valor de z e, assim, se o valor do gradiente Vu for suficientemente grande tem-se o modelo
da Variagao Total (VT), p = 1, se o valor do gradiente tender a zero tem-se o modelo da difusdo
isotrépica, p = 2, e em todos os outros locais o modelo efetuara uma filtragem, a qual estard entre o
modelo de difusao isotrépica e a VT.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo matematico para o modelo CLR, enfatizando
algumas das caracteristicas e propriedades dos espacos considerados, além de apresentar uma aborda-
gem sobre os Métodos Variacionais e a equagao de Euler-Lagrange. E, por ultimo tem-se como objetivo
apresentar aplicagoes desse modelo em imagens digitais. Os resultados experimentais comprovam que
o modelo estudado é realmente um bom modelo quando se trata de remocao de ruidos em imagens
digitais.

Este trabalho encontra-se em capitulos.

No capitulo 1, serao apresentados alguns conceitos e resultados referentes aos espacos como os
espagos: CF(Q), LP(Q), WFP(Q) e BV (Q).

No capitulo 2, serd apresentado um estudo sobre Métodos Variacionais para problemas de valor

de contorno, juntamente com a equacao de Euler-Lagrange para os casos uni, bi e n-dimensionais.



No capitulo 3, sera apresentado o modelo estudado, fazendo antes um breve histérico de outros
modelos matematicos que fundamentaram sua formulagao. Em seguida, apresenta-se algumas impor-
tantes propriedades e resultados sobre o funcional ¢(z, Du).

No capitulo 4, sera estudada a minimizagdo do problema dado em (2), sendo que para isto serd
necessario apresentar o conceito de uma pseudo-solucao e aplicar propriedades referentes aos espagos
BV (Q) e L*(Q).

No capitulo 5 serd apresentada a equagao de evolugao associada do problema (5) - (7). Especifi-
camente, serd definida a no¢ao de uma solugao fraca de (5) - (7), onde deriva-se estimativas para a
solucao de um problema aproximado. Também prova-se a existéncia e unicidade da solugao de (5) -
(7) discute-se o comportamento da solu¢ao quando t — oc.

No capitulo 6 serd apresentado um breve estudo sobre o método das diferencas finitas e a discre-
tizacdo da equacao do fluxo. Além disso, serdo apresentados alguns resultados experimentais com o

intuito de ilustrar a eficiéncia do modelo apresentado para a remocao de ruidos em imagens digitais.

Daniel Hil4rio da Silva

Uberlandia-MG, 06 de marco de 2009.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo serd dedicado a apresentacao de alguns pré-requisitos, necessarios para a compreensao
dos capitulos seguintes, como a notagao utilizada, alguns conceitos, defini¢oes e alguns teoremas. Além
disso, serao apresentadas as defini¢oes dos espagos LP(€2) com 1 < p < oo, BV (Q2) e os espagos de

Sobolev, WkP e suas respectivas propriedades.

1.1 Conceitos basicos
Serao apresentadas algumas das notacoes geométricas que serao usadas neste trabalho.

e R™ = espaco real Fuclidiano n-dimensional;

Um elemento tipico do R" é z = (z1,...,%y);

Q,U,V e W usualmente representam subconjuntos do R"™. Escreve-se:

VccuU
se VCV cUeV écompacto;
e 0Q) = fronteira de €;
e O =0QUOIN que é o fecho de €.
Seja @ C R™ um conjunto aberto e z € Q, entdo « = (z1,...,2,) com z; € R para j =1,2,...,n.

Define-se entao o produto interno e a norma no R" por:

Definigao 1.1 Sejam x,y € R" entao:

n
roy=> iy (1.1)
i=1

o] = (2 )3 (1.2)



No estudo sobre imagens ¢ comum aparecer a exigéncia de um dominio Lipschitz ou fronteira
Lipschitz, sendo uma fronteira Lipschitz um dominio em um espago Euclidiano cuja fronteira é “sufi-
cientemente regular”, ou seja, pode-se pensar localmente na fronteira, como sendo esta, o grafico de
uma fungao lipschitziana. Porém antes de se definir tal dominio sera apresentada a definicao de uma
funcao lipschitziana.

Definicao 1.2 Seja 2 C R™. Uma funcao f : Q — R™ € dita ser lipschitziana se existir uma constante
C tal que:

[f(z) = f(y)] < Clz -y (1.3)
para todo x,y € €.

Dize-se também que uma funcao f : Q — R™ é localmente lipschitziana se para cada compacto

K C Q) existe uma constante C'k tal que:

1f(2) = f(WIl < Cklle -y

para todo z,y € K.

Definicao 1.3 i) Seja Q C R™ um conjunto aberto e limitado. Dizemos que Q0 tem fronteira C*,
k > 1 se para todo x € 052 existir uma vizinhanca U C R™ de x e uma aplicagao bijetora H : Q — U,
onde

Q={zeR" |z <1, j=1,2,...,n}
HeCHQ), H' e C*U), HQy) =UNQ, H(Qy) =UnN
com Qy ={z€Q; z,>0} e Qo= {x€Q; x,=0}.

ii) Se H estd apenas em C%! dizemos que Q0 é um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lipschitz.

Os espagos C*(Q) e C%1(Q) serdo definidos respectivamente nas Definigoes (1.6) e (1.7).
A seguir serao apresentados dois importantes teoremas da Teoria de integracao de Lebesgue, os

quais serao apenas enunciados.

Teorema 1.1 (Lema de Fatou) Suponha que {f;;}7°, sio ndo negativas e mensurdveis. Entdo:

/ liminf fi(z) dz < liminf fr(z) dx
R k—oo k—oo R

Teorema 1.2 (Teorema de Convergéncia) Suponha que {fi}32, sao integrdveis e f, — f em
quase toda parte (q.t.p.). Suponha também que |fx] < g em quase toda parte, para alguma fungdo
integravel g, entao f € integravel e:

fr(z) doe — f(z) de, com k — oc.
R7 R"



1.2 Espago das fungoes continuas C*(Q)

Antes da apresentacdo da definicdo sobre o espago das funcgdes continuas, serdo apresentadas
alguns outros conceitos relevantes e necessarios para o entendimento de tal definicdo, bem como
outros resultados.

Considerando que muitas das funcoes que serdo abordadas neste trabalho tem a propriedade de

terem suporte compacto, serda dada a seguinte definigao:

Definicao 1.4 Seja u: 2 — R entdo define-se o suporte de u como:

supp u = QN {z; u(x) # 0}

Definigao 1.5 Seja o = (aq,...,a,) uma n-tpla de inteiros nao-negativos, entio o € chamado de
multi-indice e seu comprimento € dado por:

n
la| = Z Q.
i=1

Por uma questao de organizacao tal como apresentado na literatura, denotamos os operadores

derivadas parciais, o gradiente de uma funcao e a derivada de ordem superior, respectivamente por:

ou(x .

Vu(z) = (85516) . @gg)

dloly,

Dy= ————
aq a
ox{"..... oxy™

Com as defini¢oes acima ja se tem todos os requisitos necessarios para apresentar-se as seguintes

defnicoes.

Definigao 1.6 Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto e u : 0 — R uma fun¢ao continua, entdo:
i) CK(Q) = {u; D*u € C(R),a € A, com 0 <m <k}, sendo o conjunto A, dado por:

n
A, = {a—(al,...,an); aj > 0 um inteiro e Zaj—m};

i=1

i1) Co(Q) = {u € C(Q); supp u C Q € compacto};

iii) CE() = C*(Q) N Co(Q);



i) C*(Q) = {u € C*(Q); D% € uniformente continua para todo |o| < k}.

onde, C°(Q2) = C(Q) = conjunto de todas as funcées continuas u : Q — R.

Vale ressaltar que C(€2) é o conjunto de todas as fungoes continuas u : Q2 — R cuja continuidade
pode ser estendida para Q. Assim se u € C*(Q) entdo D% pode ser estendida continuamente para Q

para cada multi-indice «, com |a| < k.

Definigao 1.7 Seja Q C R™ um subconjunto aberto, entdo define-se C%1(Q) como o conjunto formado
pelas fungoes u € C(Q) tais que:

) ~ul o,

u] o, = SUP«,
T b e

para todo conjunto compacto K C €.

Definigao 1.8 Se 9 é C', entdo ao longo de O definimos o vetor, normal exterior, como sendo:

v=©...,v").

A normal exterior em qualquer ponto z° € 9Q serd dada por v(z°) = v = (v1,...,vp).

Seja agora u € C(Q), entdo dizemos que a derivada

é, a derivada normal exterior de u.

1.3 Espacos L?

Definigao 1.9 Seja Q@ C R™ mensurdvel e 1 < p < oo, definimos LP(2) como a classe de fungies
mensurdveis, u : ) — RU +oo, tais que:

/ lu(z)|P dx < +o0
Q

Para u € LP(Q) define-se:
1
p
lullrioy = | [ luta)p da] (1.4
Nota-se que a notagao usada acima é bastante sugestiva e a demonstracao de que || f||z»(q) define uma

norma para este espago pode ser encontrada em [21]. Assim como a demonstracao do teorema a seguir

e de seu corolario.

Teorema 1.3 (Riesz-Fischer) Seja Q@ C R™ mensurdvel e p # 1. Entao LP(Q2) € um espago de
Banach.

Corolario 1.1 L?(Q2) com o produto interno dado abaizo é um espaco de Hilbert.



Foi apresentada a definigao dos espagos LP(€2) com 1 < p < oo, juntamente com alguns resultados
sobre este espaco, os quais serdo importantes para o estudo apresentado neste trabalho, ja que a
maioria das fungdes que serdo consideradas neste trabalho estdao em L?(2) e em L>°(£2). Sendo assim,

serd definido agora, o espago L>°(1Q2).

Definigao 1.10 Seja Q C R™ mensurdvel e p = co. Assim, define-se L*°(§2) como sendo o espago
das fung¢des mensurdveis u : 0 — R U +oo e limitadas em ), ou seja, existe uma constante A € R tal
que:

{Ju(z)| < A, q.t.p. z €}

Para u € L*°(€2) vamos definir:
lullpee = inf{X € R; Ju(x)| < A, ¢.t.p. z € Q} = esssup |u| (1.5)

Pode-se demonstrar, ver [21], que o espago L*°(2) é um espaco de Banach.
Agora que ja foram definidos os espacos LP({2) serao apresentadas as definigoes de convergéncia

forte, fraca e fraca* nestes espacos e, também, outros importantes resultados.

Definigao 1.11 Seja 2 C R™ uma regido aberta e 1 < p < 400. Entdo:

i) Uma sequéncia {u,}52; converge fortemente para u, se u, e u € LP e se:

i {|up (2) — u(2)l|Lr@@) = 0

n—oo

Denotamos a convergéncia forte em LP(Q) por: u, — u em LP.

ii) Se 1 < p < oo, dizemos que a sequéncia {u,}°° | converge fracamente para u, se u, e u € LP e se

lim [ [up(z) —u(z)]e(x) de =0, Ve Li(Q)

n—oo Q
onde % + % =1 e denotamos a convergéncia fraca em LP(QY) por: u, — u em LP.

iii) Se p = 0o a sequéncia uy, € dita convergir fraco® para u se u, e u € L*(Q) e se:

lim [ [un(z) —u(z))e(z) de =0, VY ¢c LYQ)

n—oo [¢)
Denotamos a convergéncia fraca* em L>(Q) por: u, — u em L®(€).
Observagao 1.1 Nota-se que:

U, =uemILP, 1<p<oo
U, —u em LP=
Up —u em L®, p= o0

Teorema 1.4 Seja Q2 C R™ uma regiago aberta e limitada. Entao tem-se as sequintes propriedades:
1. Se up = u em L™, entdo u, —u em LP ¥V 1 <p < oo.

2. Se up — u em LP, entao ||up|rr — |Jul|zr, com 1 < p < oco.



3. Sel<p<ooeseu, —uemlLP, entdo existe uma constante 6 > 0 tal que:
[unllzr <6

mais ainda:
llu|lLr < liminf ||uy| Le
n—oo

4. Sel < p < oo e seexiste uma constante § > 0 tal que ||uy||Lr < 0, entao existe uma subsequéncia
{un, } ewe LP tal que u,, — u em LP.

5. Sel <p < oo, entao existe uma funcgdo uy, € CG° tal que:

lim ||ur —ul| =0
k—o0
Demonstracao
A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [16] ou [21]. |

Defini¢ao 1.12 Seja Q C R™ wm conjunto aberto e 1 < p < co. Dizemos que v € L} (Q) se
u € LP(K) para todo conjunto aberto K, onde K C Q e K é compacto.

Um resultado de fundamental importancia nas andlises que serao realizadas no decorrer deste
trabalho é o teorema do Caélculo Variacional, conhecido como: Lema Fundamental do Célculo das
Variagoes e tal resultado é apresentado a seguir.

1
loc

Teorema 1.5 Sejam Q C R™ um conjunto aberto e u € L; (), tais que:

/Qu(:c)w(x) de=0 V ¢ eCy.

entdo u =0 g.t.p. de .

Demonstracao
A demonstracao deste resultado é obtida tomando u € L?(Q), isto é possivel, devido ao fato de que

L*(Q) C L} ().

loc

Seja € > 0. Como u € L?(f2) entdo pelo item 5) do Teorema 1.4 é possivel encontrar uma fungao
P e C§°(2) tal que:

lu =l 2y <€

Note que:
2 2
ey = [ o da.
Q

Entdo, usando a hipdtese [, u(x)i(x) dx = 0 tem-se que

Jullay = [ ute=) o< [ Jutu—v)] da
Q Q
Agora usando a desigualdade de Holder, a qual diz que:

luvllpe < flullz2 ][]z
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obtem-se a seguinte desigualdade:
[ullZ2iq) < lullzellu — 9l =

ull720y < llull2 e

Assim, |ul[z2@0) < €. Uma vez que € > 0 é suficientemente pequeno e arbitdrio, tem-se que
|ul|2(n) = 0 implicando assim que u = 0 em q.t.p. o que completa a demonstracio deste teorema.

Outra demonstragao deste teorema pode ser encontrada na referéncia [2]. [

1.4 Espacos de Sobolev, W"?(Q)

Nesta secao serd apresentada a definicao e algumas nogoes sobre os espacgos de Sobolev e depois
serao deduzidas algumas propriedades importantes sobre estes espagos, porém nas andlises que serao
feitas nos capitulos subsequentes dar-se-a mais énfase para os espacos Wh1(Q) e W12(Q).

Serd apresentada agora uma motivacao para derivadas fracas, sendo as funcoes ¢ € C§°(£2) cha-
madas de fungoes teste. Lembrando que C§°(£2) representa o espago das funcdes infinitamente
diferencidveis, ¢ : 2 — R, com suporte compacto em {2.

Sejam u € CH(Q) e ¢ € C°(Q), entdo ao usar integracio por partes obtém-se:

/uqui da::—/uzid) de (i=1,2,...,n) (1.6)
Q Q

Nao existe condicoes de contorno, ja que ¢ tem suporte compacto em €2 e assim se anula proximo
a 0. De uma forma mais geral, seja k& um inteiro positivo, v € C¥(Q) e a = (a1,...,a,) um

multi-indice de ordem |a| = a3 + -+ - + «a,, = k, entao:

/ uD% dx = (—1)O‘|/ D%u¢ dz. (1.7)
Q Q

A igualdada acima é vélida, ja que:

ol o 9on
DOC¢ P ¢ . ¢

- (e%1 Qo a1 Tt Qo
Ozy ...0z" O Oz

e podemos aplicar a relagao (1.6) |a| vezes.

Em seguida, examinando (1.7), véalida para u € C*(2), pergunta-se: alguma variacio dela poderia
ser valida caso u nao fosse k vezes continuamente diferenciavel? Como o lado esquerdo de (1.7) faz
sentido para u apenas localmente integravel, o problema é que se u ndo é C*, entdo a expressio D%u
do lado direito da igualdade dada em (1.7) nao terd sentido. Este problema estara resolvido, se existir

um func¢ao localmente integrével v para que (1.7) seja vélida, com v no lugar de D%u.
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Definicao 1.13 Suponha que u,v € L}OC(Q) e seja a um multi-indice. Dizemos que v € a o« — €sima

derivada parcial fraca de u, e escrevemos, v = D%u, se:

/ uD*¢ dx = (—1)l / v dx (1.8)
Q Q
para toda fungao teste ¢ € C§°(82).

Resumindo, se para uma dada uma fungao u existir uma fungao v tal que (1.8) se verifica para
toda funcao ¢ dizemos que D% = v no sentido fraco.

Lema 1.1 (Unicidade da derivada fraca) Uma o — ésima derivada parcial fraca de u, se existir,
€ definida de forma unica para um conjunto de medida nula.

Demonstracao

Suponhamos que existam v, 9 € L} () satisfazendo:

/QuDo‘qﬁ dx:(—l)lo‘/qub da::(—1)|al/gz7¢ dx

para toda funcao ¢ € C§°(Q2). Entao:
/ (v—"0)pdr=0
Q
e como a igualdade é para toda funcéo ¢ € C§°(2), tem-se pelo Teorema 1.5 que:
v—v=0 em q.t.p.

e assim prova-se este Lema. [ |

Exemplo 1.1 Sejamn =1, Q= (0,2) e

u(m)— r sel0<ax<l1
11 sel<z<?.

Definindo
1 se0<ax<1
0 sel<ar<?2

! .
conseque-se mostrar que v = v no sentido fraco.

Para mostrarmos isso, tome ¢ € C§°(£2). Assim deve-se mostrar que:

2 2
/u¢’ da;:—/ vo dx.
0 0
2 1 2 1 2
/ud)’dx:/ u¢’dw+/ u¢'dx:/ a:gb'da:—l—/ ¢ dx
0 0 1 0 1

/02u¢/dx=—/Olqbdx—i-¢(1)+¢(2)_¢<1):_/02U¢dx

Note que:

assim,

isso prova a afirmacao de que v’ = v no sentido fraco.
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Definigao 1.14 O espago de Sobolev, W*P(Q) com 1 < p < oo e k um inteiro ndo negativo, consiste
de todas as fungoes u : @ — R € LP(Q), tal que, para cada multi-indice o com || < k, D*u existe no
sentido fraco e pertence a LP(2), ou seja:

WhP = {u e LP(Q); D% € LP(Q), para 0 < |a| < m}

Assim, teremos:

W2 = {u € L*(Q);us, € L*(Q)}

sendo u,, a derivada no sentido fraco. Geralmente escreve-se H*(Q) = W12(Q). A letra H é usada

devido ao fato de H'(Q) ser um espaco de Hilbert.

Definicao 1.15 Seja u € W*P(Q) entdo define-se sua norma, como sendo:

1/p
Z/|Dau|pd:c 1<p< oo
) Nalzs”®
HUHW’W’(Q) =
Z esssup | D%u| p = 0.
ol <k

Agora que ja foi definida a norma em W¥P((2) é possivel definir convergéncia no espaco de Sobolev.

Definigao 1.16 Sejam {ux}2, uma sequéncia em WFP(Q) e u € WhP(Q).

i) Dizemos que uj converge para u, escrevendo:
up — u em WFP(Q)
desde que:
lim Huk - UHWkp(Q) =0.
k—o00

i1) Escrevemos
up — U em WIIZCP(Q)

quando:
U — u em W/IIZCP(V)

para cada V CC €.

Teorema 1.6 Para cada k = 1,2,... e 1 < p < oo o espago de Sobolev, W*P(Q) ¢é uma espaco de
Banach.

Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada na Se¢ao 5.2 em [18]. ]
Agora serd discutida a possibilidade de atribuir “valores de contorno” ao longo de 02 para fungoes

u € WHP(Q) assumindo que 92 seja C'. O problema é que uma tipica funcdo u € WP(Q) em geral

nao é continua e, além disso, é definida q.t.p. em ).
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Como 0f) tem medida n-dimensional de Lebesgue zero, ndo hé sentido direto que possamos dar
para u restrita a 0€).

A nocao de um operador traco resolve este problema. Antes, porém de se definir a funcao traco,

notemos que se u € C'(Q2) entao claramente u assume valores em 02 no sentido usual. Com o intuito
de se definir o operador traco considere 1 < p < oo.
Teorema 1.7 (Teorema do Trago) Suponhamos que Q seja limitado e 0 seja C'. Entdo existe

um operador linear limitado:
Tr : Wl’p(Q) — LP(0Q)

tal que:

i) Tr u=ulsg se u € WHP(Q)NC(Q)

i) [|Tr ull o) < Cllullwie)

para cada v € WYP(Q), com a constante C dependendo apenas de p e da fronteira de 2, ou seja,
de 0.

Demonstragao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [18] ]

Definigao 1.17 Chamamos Tr u de traco da funcdo u em Of.

Teorema 1.8 (Trago zero) Suponhamos que Q seja limitado, O seja C* e que u € WIP(Q), entdo:
uEWol’p(Q) < Tu=0 em 0N

sendo Wol’p(Q) 0 fecho de C§°(Q) em W1P(Q).

Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [18]. ]

1.5 Espago das fungoes de variacao limitada, BV ((2)

Nesta secao sera apresentada a definicao, e alguns conceitos sobre fungoes de variagao limitada
e na sequéncia serao deduzidas algumas propriedades importantes sobre este espacgo, as quais serao

muito tteis nos capitulos subsequentes, ji que certas funcoes consideradas neste trabalho estdo em

BV (Q).

Definigao 1.18 Seja Q C R™ um conjunto aberto e seja u € L'(Q), entdo definimos:

/ |Vu| = sup {/ udivy dr; o € Cj(Q R™), |p(z)| < 1, para x € Q}
Q Q

onde, divp =Y 1" | gﬁ?
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Uma fungio u € L'(Q) é dita ter variacio limitada em  se Jo IVu| < 0o. Com isso, o espago das
funcdes de variacdo limitada, BV () , é definido como o espaco de todas as funcoes em L!(Q) com

variagao limitada, ou seja,

Definicao 1.19 Definimos BV (Q2) da sequinte forma:

BV(Q) = {u e L'(Q); /Q\w < oo} .

Teorema 1.9 (Semi-continuidade) Seja Q@ C R™ um conjunto aberto e {uy,}o2 | uma sequéncia de
fungoes em BV () convergindo para wma func¢io w em L} (Q). Entdo:

/|Vu| gliminf/ |V,
Q j—oe Jo

Demonstracao
Seja g € C3(Q; R™) tal que |g| < 1, entdo:
/ udivg dr = lim [ u;divg dz < lim inf/ |V,
Q Q

i—o0 Jg J—00

tomando o supremo dos 2 lados da desigualdade, tem-se:

sup{/ udivg dx} < sup{liminf/ ]Vuj\}
Q J—o0 Ja

/|Vu\ gliminf/ |V,
Q j—oe JQ

assim,

A norma no espago BV (2) serd dada por

lull v = llullzie + /Q IVl

As propriedades de norma sdo facilmente verificadas a partir da definicio da norma de u em L'(Q) e
da fQ |Vu|. Desta forma prova-se que o espago BV () é um espaco de Banach como pode ser visto

no teorema a seguir.

Teorema 1.10 O espago BV () € um espago de Banach.

Demonstragao
Como pode-se verificar facilmente que (BV(Q2),|].][py(q)) é um espaco normado, entdo sé nos resta

mostrar que toda sequéncia de Cauchy {u; };";1 em BV (Q) converge para uma fungao u, também em

BV(Q).
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Suponhamos que {u;} seja uma sequéncia de Cauchy em BV (2), entdo pela maneira como defi-
nimos a norma em BV (Q) temos que {u;} é uma sequéncia de Cauchy em L!'({) e usando o fato de

LY(2) ser completo, temos que existe uma fungio u em L'(£2) tal que:
uj —u em L)

Jé que {u;} é uma sequéncia de Cauchy em BV (£2), entdo |lu;||py (o) ¢ limitada. Assim, [q, |V,
é limitada quando j — oo e assim, pelo teorema da semi-continuidade, temos que u € BV ().

Resta entdao mostrar que u; — u em BV (Q), ou, ja que u; — u em L'(Q2), podemos mostrar que:
[V = w0, -
Q
Suponhamos que € > 0, entao existe um inteiro N tal que:
Jok # N — |luj —uklBv < e

deste fato, temos que:
|19 —w <
Q

Agora, usando o fato de que u; — u em L'(£2) temos:
wj —up — uj —u em LY(Q).
Assim, pelo teorema da semi-continuidade temos que:

/ V(uj —u)| < liminf/ V(uj —ug)| <e
Q k—oo Jo
e como € > 0 é arbitdrio, temos que u; — u em BV (Q).
Concluindo assim, a demonstragao deste teorema. [ |

Proposicao 1.1 Seja {u;} uma sequéncia de fungoes em BV () tal que u; — u em L}, () e:

Jj—00

lim |Vuj]:/ |Vul
Q Q

entdo para todo conjunto aberto A C

/ |Vu| > limsup/ |V, (1.9)
ANQ

ANQ Jj—00

em particular, se [4,q |Vu| =0 entdo:

[ vl =t [ v
A J70JA

Demonstragao

A demonstragao desta proposigao pode ser encontrada em [20] [



Teorema 1.11 Seja v € BV (). Entio existe uma sequéncia {u;} em C(Q) tal que:

lim [ |uj —u| dz=0
j—oo Jo
e
lim [ |Vu,| dz :/ |Vul| dz
J—=0J0 Q
Demonstracao

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [20] e [15].
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(1.10)

(1.11)

Observagao 1.2 Seu € BV(Q) N L%(Q) e 0Q é uma fronteira Lipschitz, entdo existe uma sequéncia

de fungoes {u,} C C*(Q) tal que:
u, — u em L*(Q)

/|Vun| dx—>/ |Vul.
Q Q

[unllneo @) < C)ull oo ()

Agora, se u € L*°(Q), tem-se que:

A demonstragao da Observagao 1.2 pode ser encontrada em [15].

Usando a Observagao 1.2 e com uma leve modificagao do Teorema 1.11 pode-se ter u,, € C'*° N

whln L2(Q) tal que:

U, — u em L*(Q)

/]Vun]dm—>/ |Vul
Q Q

A modificagao citada pode ser encontrada em [15].

Teorema 1.12 (Compacidade) Seja Q@ C R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira Lips-

chitz. Tomemos a sequéncia {u};>, em BV tal que:
Sup |urll By () < o0

entao existe uma subsequéncia {ux; }32, e uma funcio u € BV () tais que:
Ug; —u em LY(Q)

quando j — 00.

Demonstracao

Para demonstrar este teorema usa-se o fato de que WhH! NL2(Q) ¢ BV N L*(Q). A demonstracio

deste teorema pode ser encontrada em [19].



Capitulo 2

O Calculo Variacional

Neste capitulo serd apresentado um estudo sobre o Calculo Variacional com o intuito de apresentar
os resultados necesséarios para a andlise do modelo proposto para a remocao de ruidos em imagens
digitais, dado em (2). Tal andlise serd feita para fungoes u : @ C R®™ — R, sendo inicialmente

Q) = [a, b], depois tomar-se-4 2 C R?, e por tltimo, o caso mais geral, Q C R™.

2.1 A equacgao de Euler-Lagrange para problemas unidimensionais

Nesta secao serao considerados funcionais do tipo I : V' — R, onde V é algum conjunto de fungoes
reais e continuas definidas num intervalo fechado [a,b]. O conjunto V, V' C C|a,b], é chamado de
conjunto das fungdes adimissiveis de I, e um elemento de v € V pode ser escrito como sendo v = v(z),
a<x<hb.

Serao apresentadas inicialmente algumas defini¢bes e teoremas que irdo garantir a existéncia e
unicidade de pontos de minimo dos funcionais em questao e, consequentemente, existéncia e unicidade

de solugoes dos problemas de valor de contorno associados a estes funcionais.

Definicao 2.1 Dados v € V e € > 0 define-se a vizinhanga de v € V' de raio € > 0 como sendo:

B(’U,E) = {w eV;0< ”U - wHL2[a,b] < 6}7

Definigao 2.2 Seja o funcional I :' V — R. Entdo, 0 € V € um minimo local de I se existe um e > 0,
tal que, I(0) < I(v), Vv € B(v,¢e). Se I(0) < I(v), Vv € B(v,¢e), v# 0, entdo v é um minimo local
forte de I.

Definicao 2.3 Seja o funcional I : V — R. Entdo, v € V é um minimo global de I se 1(v) < I(v),
VoeV. Sel(v)<I(v),VveV comv+#0, entao v € um minimo global forte de I.

Em alguns casos V serda um espaco linear, ou seja, a seguinte propriedade é valida

VoweV, Vo, ER = (av+ pw) e V.

17
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Também poderd ocorrer de V nao ser um espaco linear, ou seja, a propriedade acima nao se verifica,

mas em ambos os casos é possivel encontrar o conjunto
V={nn=v—wcomuv,weV} (2.1)

que é um espago linear, chamado de espago das fungoes teste. Assim, o conjunto V pode ser
reescrito como V ={w ; w=0v*4+n, ne ‘7}, sendo v* um elemento arbitrdrio, porém fixo, de V.

Nota-se ainda que a vizinhanga B(v,e) dada na Definigdo 2.1 é equivalente & definida por

Be)={weViw=vtm;neV ;e =1: 7€ (-2},

De fato, seja w € B(v,¢), isto é, 0 < [[v — w|| 2[4 < € . Observa-se ainda que:
w—v
w=v+——— Hw — UHL2[a,b]'
|w — UHL?[a,b]

Assim, tomando
w— v

n=q—n
|w — UHL?[a,b]

tem-se que ||n[|z2(q5 = 1 e, dessa forma, fazendo 7 = [|w — v|| 2[4 tem-se que 7 € (—¢,¢). Logo
w = v+ 7N para todo v € V com v # w, ou seja, temos que w € B(v, ).
Analogamente, seja w € V com w =v+7n, v €V, n €V, 7l p2jap) = 1 € 7 € (—¢,€). Como

w = v+ 77 tem-se que w — v = 77, assim:

Jw — UHL2[a,b] = HWHL?[a,b} = \T\HnHm[a,b]-

Logo,

0 < |lw—vlpepay =7

ou seja, 0 < [lw — |24 < €. Assim, w € B(v,¢). Portanto, conclui-se que as duas vizinhancas

B(v,¢) e B(v,¢) definidas acima sdo equivalentes.

Definigdo 2.4 Seja o funcional I : V. — R. Sejam v € V en € V dados, onde 2y = 1, e
suponha que para algum 10 > 0 a fungdo I(v + Tn) com |T|p2(qp < To, tenha derivada de ordem m
continua com relagdo a 7. Entdo, a derivada direcional de ordem m de I em v na diregdo de n é:

_d™I(v+Tn)
N drm =0

1) (v;m)
Definicao 2.5 Seja o funcional linear I : V — R e suponha que para algum v € V,

VneV com H77||L2[a,b} = 1. Entdo, I € estaciondrio em 0, ou equivalentemente, ¥ € um ponto
estaciondrio de I.

Teorema 2.1 Seja o funcional I : V — R e suponha que para algum © € V' a derivada direcional de
primeira ordem IV (vin) exista para todas as diregées de m. Se © € um minimo local de I entao I é
estaciondrio em 0.
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Demonstragao
De acordo com as hipdteses tem-se a seguinte expansao de Taylor para a fungao g(t) = I(v+7n) numa
vizinhanca de ©:
I(0+7n) = I(0) + 7IM (8;1) + o(7),
o(1)

para alguma n € V, [l z2fap) = 1, T € (—¢,¢€), onde lim; g T =0.
Assim,
1D () = I(o+7n) — 1(d) 0(7-).
T T
Note que lim,_ O(TT) = 0, pois lim,__,g 0|(TT) =0 e que I(0+ ™) > I(0), pois v é ponto de minimo

|
local. Dessa forma, se 7 > 0 entdo I (4;1) > 0, pois note que

~—

D (1) > _o7
I(03m) 2 ——

I(0+7n) — I(0)

T

ja que > 0. Assim,

lim 1M (3;n) > — lim @,

T—0 —0 T

logo IM(;m) > 0. Agora, se 7 < 0 entdao IV (6;7) < 0, pois note que

I (3m) < )

I(0+ 1) — 1(D)

ja que < 0. Assim,

lim I (4;n) < — lim @,

T—0 T—0 T
logo IM (v; 1) < 0.
Portanto, tem-se que I(V)(2;71) = 0, ou seja, © é um ponto estacionario de I [
Teorema 2.2 Sejam o funcional I :' V — R e 0 € V um ponto estaciondrio de I. Suponha que

12 (0;m) exista para todas as dire¢oes de n. Se v for um minimo local de I entao I (0;m) > 0 para
todas as direcoes de 1.

Demonstracgao
Suponha, por absurdo, que I (2)(17; n) < 0. Dessa forma, numa vizinhanca de © para alguma 7 € ‘7,

70l 22(a,) = 1, temos a seguinte expansio de Taylor de I,

2
I(0+7n) =1(0)+ TI(l)(ﬁ;n) + %1(2)(17; n) + o(T),

onde lim,_, O‘(TT) = 0. Entao, existe 79 > 0, tal que, 7_22[(2) (0,m) +o(1) <0 para 0 < 7 < 7.

Logo, em toda vizinhanga B(0,¢) de © tem-se um ponto v = ¥ + 77, tal que, I(v) < I(v), pois como
%I(z)(f),n) + o(7) < 0 temos que I(0 +7n) — I(0) <0, ou seja, I(0+1n) < I(v), assim, I(v) < I(0).
Mas isto contradiz o fato de © ser minimo local de 1.

Portanto, 1(?)(,1) > 0. n
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Os teoremas (2.1) e (2.2) dao apenas condigoes necessédrias para ¢ ser um minimo local de I, j&
as condicoes suficientes serao obtidas no caso em que I é um funcional quadrético, cuja definicao é
apresentada a seguir.

Definicao 2.6 Um funcional I : V — R € um funcional quadrdtico se satisfaz a seguinte identidade

I+ 70) = 1) + 710 w,m) + T IO 0.) 22)

YVoeV,¥neV com 7l p2jap =1 € para V 7 € R.

Teorema 2.3 Seja o funcional quadrdtico I : V — R. Entao, v € V € o unico minimo local e global
forte de I se:

1. 1M(0,9) =0, Y n €V, |0l g2 = 1;

2. 1®(0,m) >0,V n eV, [Inll 2y = 1

Demonstragao

Seja I : V — R um funcional quadratico, ou seja, tem-se a seguinte igualdade:
2 ~
I(o+7n) = 1(0) + 1M (5,m) + %1(2)({),17), VoeV,neV, [nlzuy =1 ¢ VTeR
Por hipétese, tem-se que I (4;7) = 0, assim,
2

10+ 7o) = 1(0) + 1O (o5,

isto é, I(0+7n) > I1(0),Vne 17, VreR, 7#0. Assim, I(v) > [(v), Vv € V, v # v, pois
V= {ﬁ + TT}‘T €R, ne ‘77 ||n||L2[a,b] = 1}

Logo, ¥ é um minimo global forte de I.
Agora, suponha que w seja um minimo local de I. Entao tem-se que I(l)(ﬁ); n)=0e 12 (w;n) > 0.
Como I é quadratico tem-se que
2

I( +7n) = f(b) + 1M () + %1(2) (@; ),

assim,
2

I+ 7) = 1) + -1 (ai ),
isto é, I(w + 1n) > I(w). Logo, I(v) > I(w), Vv € V, v # W, ou seja, W é minimo global de I. Mas
observe que se @ for um minimo global de I diferente de ¢ entao segue que I(w) < I(v) < I(w), o que
seria um absurdo. Portanto, @ = ¢ é o Gnico minimo global forte de I. [

b

Lema 2.1 Se G : [a,b] — R é uma fungao continua e se G(z)n(xz) dr = 0 para toda fungdo

diferenciavel 1 : [a,b] — R tal que n(a) = n(b) =0 entdo:
G(z)=0, Vuze/(a,b).



21

Demonstragao

Suponha por absurdo que G(z') # 0 para algum 2’ € (a,b). Sem perda de generalidade supde-se
que G(z') > 0. Pela continuidade de G, existe uma vizinhanga de 2/, digamos, ¢ < 2’ < d na qual
G(z) >0,V x € [¢,d], mas, com isso, tem-se que a igualdade abaixo nao se verifica para toda fungao

diferenciavel 7
b
/ n(z)G(x)dx = 0.

Por exemplo, tomando-se a fungao

0 , a<z<c
nz)={ (x—c*(xz—-d? , c<z<d
0 L d<z<b

pode-se notar que para esta funcdo 7 em particular, que é diferenciavel e satisfaz as condigbes de

contorno, tem-se: , J
/ Gl)n(x)de = / (@ — 0)2(z — d)2G(x)dx

e como se estd supondo que G(z) > 0 para ¢ < z < d tem-se que

b
/ n(z)G(z)dx # 0.

O que contradiz a hipdtese. Logo G(z) =0, V = € (a,b). O caso G(z’) < 0 é andlogo e assim o lema
esta provado. [ |
Ja é um fato conhecido que resolver um dado problema de valor de contorno é equivalente a
encontrar uma funcao pertencente ao espaco V, onde o funcional linear esté definido, que satisfaca a
equacao de Euler-Lagrange, a qual serd definida a seguir.
Seja L (z,r,s) uma funcdo real definida em a < x < b, com —oo < r,s < 4+00. Assuma que L
possua derivadas parciais continuas de ordem < 2. Dessa forma, considere o seguinte problema de

valor de contorno:

V ={w e C%a,b); w(a)=a, wb) =4}

b (2.3)
I(v) :/ L (z,v(x),v'(z)) dz, veV

Note que, se a # 0 ou 8 # 0 entdao o conjunto de fungdes admissiveis V' nao é um espaco linear.

Se, por exemplo, a # 0, entdo, tem-se que:
v,weV = (v+w)(a) =v(a) +w(a) = a+a=2a# a,ouseja, (v+w)¢V.

Por outro lado, o conjunto V de funcoes teste definido por (2.1) é um espaco linear, sendo V dado

por:
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Da Definigao (2.4), as derivadas direcionais de I s@o obtidas pela diferenciagao, com relagao a 7 e

tomando em seguida 7 = 0, da funcao
b
I(v+71n) = / L (m,v+717,v’ —1—777') dx
a

Assim, derivando sob o sinal da integral e usando a Regra da Cadeia tem-se que:

b
oL oL
1
I( )(fU7T]) :/a <8 + ? /> dx. (24)
Dessa forma, o funcional I é estacionédrio em algum v € V se, e somente se,
b
oL oL , ~
— dr = : 2.

A(@v +8,77> r=0, VneV (2.5)

Observe que nao foi usado o fato de |[n||p2(q5 = 1 com n € V, ou seja, vale para toda n € V, em
particular, quando ||| 244 = 1. Agora, com o objetivo de eliminar 7 da integral acima, se faz uso

de integracao por partes e do fato de que n(a) = n(b) =0, ¥ n € V, obtendo-se:

b oL bd (0L
/aav/ndac——/a (av>77dx
Assim,

/baL+‘9L/d_/b‘9L_d‘3’L d_/b@L_daL de — 0.
o T )T ) a0 dr \av )T ) o T dx \aw )| 1T

Portanto, I é estaciondrio em v € V' se, e somente se,

broL  d 8L

De onde conclui-se, pelo Lema 2.1, que I é estacionario em v € V' se, e somente se, v satisfaz

oL d (0L

A equacgao dada em (2.7) é a famosa equagao de Euler-Lagrange para o problema de valor de contorno
dado em (2.3).

Assim, resolver um problema de valor de contorno é equivalente a encontrar um ponto estacionario
do funcional I dado em (2.3), ou seja, é equivalente a encontrar uma fungao v € V' que satisfaca (2.7).
Isto é o que chamamos de formulagao variacional do problema de valor de contorno.

E apresentado abaixo um exemplo com o intuito de se aplicar o raciocinio desenvolvido acima.

Exemplo 2.1 Sejam
1
V={veC?0,1]; v(0) =0, v(l) =1} e I(v) = /0 {1(1/)2 - r(x)v} dx, Vvev,

onde r € CI0,1].
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Serd visto que este problema de valor de contorno possui uma tnica solugao, ou seja, que o funcional
I dado acima possui um tinico minimo global forte.

1
Note que L (z,v(z),v'(x)) = =(v')? — r(z)v, entdo segue que

2

L Y

oL oL, d (OL\
ov' '

O problema de encontrar v € V' que satisfaga (2.5), isto é

1 o~
/ (—rp+v'n)dz =0, YneV,
0

¢é a formulacao variacional do problema de valor de contorno de dois pontos cuja equacao de Euler-

Lagrange associada é dada por (2.7), ou seja,
" =r(x), com0<z<l.

A teoria das equacoes diferenciais, ver [7], diz que este problema possui uma tinica soluciao em C2[0, 1],
e portanto em V, a qual é denotada por 9.

Agora, para quaisquer v € Ven € ‘7, o funcional I pode ser escrito da seguinte forma:

I+ = /01

17y -2
— /o 5(v’)2 + 7'y + 3(77')2 — v — 7'7”?7:| dx

1
5(1}’ + 7'?7/)2 —r(v+ 777)] dx

-/

L 2 ! 1 ! 2
5(0) —rv dw—l—T/(vn—m)dx—i-Q/(n) dzx.

0 0
Observando que

1= [ [0 =re]ar . 10w = [0 v 100 = [ pas

onde temos que I™ (v, 1) = 0 param >3, n €V, 7| £2[a,5) = 1. Dessa forma, temos que I é um
funcional quadratico.

Observe que 1) (v;n) > 0 para todas as diregoes 7 e, j& que ¥ mencionada anteriormente faz com
que [ (1)(1); n) = 0 para todas as diregoes 7, conclui-se do Teorema 2.3 que ¥ é o tinico minimo global
forte de I.

Outros exemplos e aplicagdes sobre as equagoes de Euler-Lagrange podem ser encontradas em [6].

2.2 Condicoes de contorno naturais e essenciais

Na escolha do espago das fungoes admissiveis para o funcional I em (2.3) foi exigido que toda
funcao v € V satisfaga as condigdes de contorno v(a) = « e v(b) = (3. Dessa forma, isto sugere, que

todo ponto estacionario do funcional I satisfaca também tais condicoes.
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A questao que surge agora ¢ a seguinte: se nao for imposta nenhuma condicdo de contorno nas
funcgoes admissiveis, qual serd a condi¢ao de contorno que um ponto estaciondario ird satisfazer? Para

responder esta questao serd examinado o funcional:

com v € V = C?[a,b].

Observe de (2.1) que o espaco das funcdes teste agora ¢ V = C2[a,b] e isto ndo garante que
n(a) =nb)=0,Vne V. Retornando a (2.5) e integrando por partes, obtém-se que a condigao para
um ponto estacionario de I é

bror  d (0L or 1° -

a

Suponha que (2.8) seja satisfeita por alguma funcao admissivel 0. Ja que (2.8) se verifica para toda
fungao n € C?[a, b], tem-se que esta condicdo deve ser verificada, em particular, para um subconjunto

de C2[a, b] que satisfaz n(a) = n(b) = 0. Porém isto implica que

oL d [0L
P Y (i 2.
90 du (81}’) 0, Vze(ab) (2.9)
e assim, (2.8) é reduzido para
oL 1° _ 0,Vnev (2.10)
81)/77 " - Y 7] . .
O que implica que
9L = =b (2.11)
5y — 0 Paraz=a e z=b. .
De fato, como
oL OL

%ﬁ(b) - @77(@) =0 Vnev,

L L
tomando n(b) = 0 (b) e n(a) = —g,(a), tem-se que n(z) é a reta passando pelos pontos (a,n(a)) e
v

(b, (b)), com o , ,
5= [gf/(b)] + [gfm(a)] .

L
Portanto, se gl(b) # 0 ou g/(a) # 0 tem-se que 0 > 0, o que é uma contradicao.
v v
Logo,
oL oL ~

Assim, um ponto estaciondrio de I deve satisfazer, além da equagao de Euler-Lagrange, a condicao
de contorno dada em (2.11).

Desta forma, as condicoes de contorno que nao sao impostas nas fungoes admissiveis sao chamadas
de condigoes de contorno naturais para o funcional I. Em contraste, as condigoes v(a) = « e v(b) =
G, com « e  sendo numeros reais dados, sao chamadas condi¢bes de contorno essenciais para o

funcional I. Assim, é conveniente organizar as varias condicées de contorno, como mostra a tabela
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abaixo, a qual fornece as condig¢oes de contorno natural e essencial associadas ao funcional I(v) =

b
/L(m,v(:c),v/(a:)) dx.

condicao de contorno essencial | condi¢ao de contorno | condi¢ao de contorno
em 7 natural

oL

v(a) =« n(a) =0 i =0
o' lz=a
oL

v(b) = n(b) =0 a7 =0
o' lz=b

Tabela 1: condigoes de contorno associadas ao funcional I.

Se uma condicao de contorno essencial é imposta nas fungoes admissiveis entdao as funcoes teste
devem satisfazer a condicao de contorno correspondente mostrada na segunda coluna da tabela acima.
Analisando (2.10) é possivel verificar que se alguma condi¢do de contorno essencial ndo é imposta
nas fungoes admissiveis, entdo um ponto estaciondrio deve satisfazer a condicao de contorno natural
correspondente, tal verificacdo e mais exemplos sobre condicées de contorno podem ser encontradas
em [6].

Por exemplo, se apenas a primeira condicao de contorno essencial é imposta, entao

V={veCabl:v(a)=a}l ¢ V={neC?a,b:n(a)=0} (2.12)
¢ 1b
{aL,n =0, Vnev
ov '],
o que implica
OL ] ~
b) | — = .
n()[av,_gﬁ:b 0, Vnev

Dessa forma, como existem 7 € V tais que n(b) # 0, tem-se que:

[Sﬂ = 0. (2.13)

Assim, (2.13) é a condigao de contorno natural correspondente & condicao de contorno essencial

omitida.

2.3 A equacgao de Euler-Lagrange para problemas bidimensionais

Nesta secao ird se estender a andlise feita nas secGes anteriores para espacos de duas varidveis, ou

seja, para  C R?. Para isso considera-se as seguintes notacoes:
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vg ~ derivada de v(x,y) na direcdo da normal exterior v;

v1, U9 ~ diregOes ortogonais com relagdo aos eixos x e y, da normal exterior de 0€);
vy ~ derivada tangencial de v(z,y) no sentido anti-horéario;

/a . v ds ~» integral de linha de v no sentido anti-horéario.

O dominio de definigao 2 é um aberto, limitado, simplesmente conexo e sua fronteira 02 é suave
exceto, possivelmente, em um nimero finito de pontos.

Denota-se por C*(Q) o conjunto de todas as fun¢des com derivadas parciais continuas em Q0 de
ordem menor ou igual a k como dado no Capitulo 1. A dire¢ao ortogonal v; é uma funcao de (z,y)

em 0. A seguinte identidade é vélida:

Vp = U1V + U2ty (2.14)

v v
—euy=—.
or Y oy
Frequentemente, se faz uso das identidades da integral de Gauss:

// wug drdy = — // w,v dxdy +/ viwv ds (2.15)

Q Q o9

// wuy dedy = — // wyv dxdy —i—/ vawv ds (2.16)
Q Q o0

as quais expressam integracao por partes de funcoes de duas varidveis x e y.

sendo v, =

Serao analisados funcionais do tipo I : V' — R, onde V é algum conjunto de fungoes reais definidas
em Q C R2. As definicdes e teoremas da Secdo 2.1 continuam sendo vélidos para o caso de um espaco

de duas varidveis, onde a norma ||.||;2 é agora dada por:

Jollzz = [ J[ 1tep dxdy] g

Serd feita uma andlise para o caso bidimensional anilogo ao caso dado em (2.3)

V={velC?*Q); v=a em 9N}
(2.17)
I(v) :// L(z,y,v,v3,vy) dedy veV.
Q
onde o = a(z,y) é uma funcao continua em 02 e a funcao L(x,y,r,s,t) possui derivadas parciais
continuas de ordem menor ou igual a 2 para todo ponto (x,y) € Q, com —oco < 7,8, < +00.

Da forma como foi definido o espago de fungoes teste em (2.1) tem-se que: V= V, onde
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V={veC*V);,v=0 em 0Q} (2.18)

Com o objetivo de encontrar a equacgao de Euler-Lagrange calcula-se a derivada direcional de
dI(v+7n)

primeira ordem do funcional I, isto é, I (v, n) = 7 .
T T=

, onde:

I(v+7n) ://L(m,y,v—i—ﬂy,vz+T77$,vy—|—777y) dxzdy.
Q

oL
)(vim) //< * 95 nx+avy77y) dzdy.

Desta forma, a condicao para v ser um ponto estacionario de I é

Assim,

oL .
// ( (9 77a: + (‘)vyny> dxdy =0, VneV. (2.19)

Para se eliminar 7, e 7, da integral acima calculam-se as seguintes integrais:

oL
1. — Ny
//Q 8%77 dxdy
oL
2. // —ny dxdy
Q(%y Y

Caso 1) Tomando w = v =1 e fazendo uso da identidade (2.15) tem-se:

ov,’

- = — . 2.2
//(9 Nedxdy = /(mvla nds // 5 <8Um>ndxdy (2.20)

Caso 2) Tomando w =

v =1 e fazendo uso da identidade (2.16) tem-se:

87@

— 2.21
// o0, ——nydrdy = /(m ’Uga nds // oy ((%y) n dxdy. ( )

Assim, substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19) obtém-se:

OL oL
//Qavn dxdy+/(99U18an ds — // 92 <6vx>77dxdy+/ avyn ds
0 (0L .
— — [ = dedy =0, VnelV.
Ly (G st =0

Agrupando alguns termos na equagao acima, tem-se:

oL 0 (0L oL oL .
// [81} (3%) dy <8 ﬂ??alxdyﬁL/Q <v1a%+vzavy)77da:aly—07 VneV. (2.22)

Como 7 se anula em 02 obtém-se:

oL\ 0 (0L .
Tl a2 () =35 (G ) = vmew
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Ou seja,

oL 0 oL 0 [ OL
m‘w(avm)‘ay%)—“ em <2 (223)

A equagao dada acima em (2.23) é conhecida como a equacao de Euler-Lagrange para problemas
de valor de contorno de segunda ordem.

A condigao de contorno u = a é uma condigao de contorno essencial para o funcional linear I. Para
encontrar a condicao de contorno natural remove-se a condicao de contorno essencial, ou seja, toma-se
V =V = C%(Q) e, desta forma, um ponto estacionario deve satisfazer (2.22) para a nova escolha do
espacgo ‘N/, mas como V C 17, sendo V dado em (2.18), tem-se que a equagao de Euler-Lagrange dada
em (2.23) continua sendo valida. Assim, tem-se que:

/89 (vlavx —l—vg%) ndxdy =0, VneCQ),

o que fornece a condigao de contorno natural para I, dada por:

oL oL

—_— — =0 of. 2.24
vy Do, + vg oo, , em ( )

Abaixo é dado um exemplo de um funcional, que frequentemente ocorre em problemas de valor
de contorno, com o intuito de aplicar os conceitos desenvolvidos acima e neste exemplo serd mostrado

que tal funcional possui um tnico minimo global.

Exemplo 2.2 Sejam

1
//[ v —{—v +2qv —rv| dxdy, veV

V={vel?Q);v=a em 00} ou V =C?*(Q).

Assuma que p € C*(Q), ¢, € C(Q) sendo p > 0, ¢ > 0 em todo Q e da forma como foi definido o
funcional I(v) tem-se:

1 1
L(z,y,v,vz,vy) = §p(v§ + vj) + §q112 —rv

e desta forma

oL _ 9 _ oL _ ﬁaL_()Q‘LL_()
ENEE 8%—17%, (%y_pvy’ Ox \ Ovu, = Plz)s € dy \ duy = WPlyly

Logo, a equacao do Euler-Lagrange (2.23) serd dada por

—(pvz)e — (PUy)y +qu=7r em Q (2.25)
L oL :
e a condi¢ao de contorno natural de I serd dada por vy — 3 + vg— 0. =0 em 012, ou seja,
Vg vy

V1PpUg + v2pvy =0 em O



Mas como p > 0 em €, tem-se que:
V1Uz + 020y =0 em 0.

Como em (2.14) foi definido que vg = v1v, + v2vy, entdo vy = 0 em ON2.

Pode-se afirmar que I é um funcional quadratico, ou seja, satisfaz a condicao seguinte:
72 ~
I(v+7n) = I(v) + 71 (v,n) + 51(2)(1),77) VoeV,neV e TeR
De fato,

I(v+7n) = //Q _;p[(vm +702)2 + (vy +71,)%] + %q(v + )% —r(v+ 7'77)] dxdy

1
= //Q §p[vg + 20, TN + 7277:% + UZ + 20, TN, + 72775] +

I

(1 1
Iv+my) = //Q 5p(vi + UZ) + §qv2 — rv} dxdy +

1
5(](2}2 + 2urn + %) — rv — TT??:| dzdy =

1 1
T / /Q [217(2”1773: + 2vymy) + iq(%n) - m} dxdy +

2

-
> / /Q [p(n3 + ;) + a(n?)] dwdy.
Agora, como

W,y = df(U+T77)

= // [ (2uymy + 2712 + 2uymy + 2T7]y) + q(2m] + 211%) — rn| dzdy

= / /Q [p(vanz + vyny) + qun — rn] dzdy

1P (v,n) = //Q [p(n2 +12) + qn?] dxdy

mostra-se que o funcional I é quadratico.

Embora V=V ou V = C?(Q) (correspondendo as duas escolhas possiveis de V acima), é claro

que 1@ (v;n) >0,¥n eV, |nll2 = 1. Consequentemente, um ponto estaciondrio de I é um minimo

global pelo Teorema 2.3.

29

Uma condigdo de contorno onde v é prescrita em 92 é dita Condi¢ao de Contorno de Dirichlet e

se vg € prescrita em 92 entdo chamamos de Condicao de Contorno de Neumann. Assim, as condi¢oes

de contorno essenciais e naturais neste exemplo sao do tipo de Dirichlet e Neumann, respectivamente.

Com o exemplo dado acima, completa-se a andlise sobre a equagao de Euler-Lagrange e problemas

de valor de contorno de segunda ordem, sendo tais conceitos utilizados para a obtencao da equacao

do fluxo no Capitulo 3.
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2.4 Equacao de Euler-Lagrange - Generalizagao

Com o intuito de generalizar o estudo sobre a equagdao de Euler-Lagrange realizado nas segoes
anteriores, serao introduzidos alguns conceitos supondo inicialmente que se deseja resolver algumas

equacoes diferenciais parciais que, por simplicidade, sao escritas da seguinte forma:
Alul =0 (2.26)

Nesta equacao, A[.] representa um possivel operador diferencial parcial nao-linear e u é desconhe-
cido. Nao had uma teoria geral para resolver tal EDP, porém, o cédlculo variacional identifica uma
importante classe de tais problemas nao-lineares que podem ser resolvidos usando técnicas de andlise
funcional.

Esta é a classe de problemas variacionais, ou seja, equacOes diferenciais parciais como dado na
equagao (2.26), onde o operador nao-linear A[.] é a “derivada” de um funcional “energia” apropriado,
I[.]. Simbolicamente escreve-se

Al] =1W]] (2.27)
entao o problema dado na equagao (2.26) fica da seguinte forma
1MW) =0 (2.28)

A vantagem desta nova formulacao é que agora é possivel reconhecer solugoes da equagao (2.26)
como sendo pontos criticos do funcional I[.]. Este fato em certas circunstancias pode ser relativamente
facil de ser determinado. Se, por suposi¢ao, o funcional I[.] tem um minimo u, entdo presumisse que
a equagao dada em (2.28) é vdlida e assim u é uma solu¢ao da EDP dada em (2.26). A questao
principal é que quase sempre é dificil de se resolver a equacao (2.26) diretamente, podendo ser mais
facil encontrar um ponto de minimo, méximo ou outros pontos criticos do funcional I[.].

Além disso, muitas leis da Fisica e outras areas da Ciéncia originam-se diretamente de principios
variacionais, que sao os problemas de valores de contorno nos quais procura-se uma funcao que satisfaca
alguma equacao diferencial em uma regiao 2 e satisfaca também determinadas condigbes em 0f2.
Muitos problemas deste tipo tem a propriedade de que a sua solugdo minimiza um certo funcional ].]
definido em um determinado conjunto de fungoes, ou, em outras palavras, esta solugdo é um ponto

estacionario do funcional I[.].

2.4.1 Primeira variacao: a equagao de Euler-Lagrange

Suponha que 2 C R”™ seja um conjunto aberto, limitado e com fronteira 02 suave. Considere
também a funcdo L : R x R x Q — R com certa suavidade, a qual é chamada de funcio Lagrangeana

e denotada por:

L= L(p7Z,SU) = L(plv"')pnazwrla” 'al‘n)
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comp€eR” zeRexzeq.

(1998} [P

Substituindo as varidveis “p” por Vw(z) e “2” por w(x), obtém-se:
L =L(Vw(z),w(z),z)

Para uma melhor visualizacao e simplificacao das notacoes que estao por vir no decorrer deste

trabalho, define-se:

D,L = (Lp,...,Lp,)
D,L L,
D,L = (Lgy,...,Ly,)

Considera-se o seguinte funcional I[.]:

I [w] :/QL(Vw(a:),w(a:),x) dx (2.29)

onde a funcdo w : 2 C R™ — R é suave e satisfaz a condigao de contorno:
w=g em 0N (2.30)

Observa-se que o funcional dado em (2.29) é construido a partir da funcdo Lagrangeana onde as
variaveis p e z foram substituidas, respectivamente, por Vw(z) e w(x).

Suponha agora que alguma funcao u, com certa suavidade, satisfaca a condi¢ao de contorno, dada
em (2.30), exigida, ou seja, que u = g em 952 e sendo u também, por sorte, uma fungdo minimizante
do funcional I[.] dentre todas as fungoes w que também satisfazem (2.30).

Sera mostrado que u é entao, automaticamente, solugao de uma certa equacao diferencial parcial
nao-linear.

Para confirmar este fato, primeiro sera escolhida qualquer funcao v € C3°(Q2), e considerada a

funcao ¢ com valores reais, dada por:
i(t) :==Iu+71v] com 7€eR (2.31)

Como por hipétese u é uma fun¢ao minimizante de I[.], e também u + 70 = u = g em OS2, observa-se

que i(.) atinge um minimo quando 7 = 0. Portanto,
i (0)=0. (2.32)

A derivada dada pela equagao (2.32) é calculada de forma explicita e chamada de primeira variagao.

De fato, fazendo as devidas substitui¢oes e algumas simplificagoes, a equagao (2.31) se reduz a

i(r) = / L(Vu+ tVv,u+ 1v,2) dz. (2.33)
Q

Assim,
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i(T):dT/ﬂL(Vu—i—TVv,u—i-Tv,x) dx

e, consequentemente,

n
i(r) = /Q Z Ly, (Vu+7Vv,u+ 710,2) vy, + L, (Vu+ 7V0,u+ T0,2) v dz.
i=1

Fazendo 7 = 0 deduz-se de (2.32) que

0=1i(0)= /QZLPZ’ (Vu,u, z) vy, + L, (Vu,u,z) v d.
i=1

Usando o fato de que v tem suporte compacto e também fazendo uso de integracao por partes, obtém-se

n

0=1i(0)= /Q [— Z (Lp, (Vu,u, ), + L. (Vu,u,z) | v da.

i=1
Como esta igualdade é vélida para todas as fungoes teste v, pode-se concluir pelo Teorema 1.5 que u

resolve a seguinte EDP:

- Z (Lp, (Vu,u,z)), + L. (Vu,u,2) =0 em Q. (2.34)
i=1

A equagao dada em (2.34) é a famosa equacao de Euler-Lagrange, associada ao funcional energia
I[.] definido em (2.29).

Resumindo, percebe-se que qualquer fungao suave que venha a minimizar o funcional I[.] é uma
solucdo da equacao de Euler-Lagrange dada em (2.34), e de forma inversa, pode-se tentar encontrar
uma solucao de (2.34) procurando por fungdes minimizantes de (2.29).

Serao apresentados agora dois exemplos com a finalidade de se enfatizar o processo de obtengao

da equagao de Euler-Lagrange associada a um certo funcional I[.].

Exemplo 2.3 Considere a funcao:
1
L(p, Z,ZL‘) = §|p|2

serd entdo determinada, nos cdlculos abaizo, a equacdo de Euler-Lagrange associada ao funcional

1
Iw] = / \Vw|? da.
2 Jao
Lo o
Como L(p, z,x) = §]p| , tem-se que

Assim,
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e como a equacao de Euler-Lagrange é dada por
n
— Z (Lp, (Vu,u, ), + L. (Vu,u,2) =0 em
i=1
tem-se que a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional I[w] serd dada por

n
—Z(wzi)mi—f—O:O em §)
i=1

simplificando, obtém-se
Aw=0 em 0f.
Exemplo 2.4 Considere a funcao
2\ 1
L(p,z,z) = (1 + |p|)=.

e o funcional

I[w] = /Q(1+ IVw[?)? da.

Serd determinada, nos cadlculos abairo, a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional dado
acima.

Como L(p,z,x) = (1+ |p|2)%, tem-se que:

0 1 Di
L i = 1+ p2 2 = y
Y o () = s
Lo = o (@+p2) =0
Assim,
Wy,
L, (Vw,w,z) = : .
g (14 |Vuw|?)2

Desta forma, considerando a equacgao de Euler-Lagrange como dada no Exemplo 2.4 acima, tem-se

— Z (Lp, (Vw,w,z)), + L. (Vw,w,z) =0 em
i=1

tem-se que a equagao de Euler-Lagrange associada ao funcional I[w] serd dada por:

simplificando, obtém-se:
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2.4.2 Segunda variagao

Continuando com a andlise feita na se¢ao anterior onde se obteve a primeira variagao de I[.], serd
agora determinada a segunda variacao deste funcional para a funcao u. Esta segunda variagao serd

determinada considerando que u ja seja um minimo para I[.]. Em outras palavras,

N

1 >0

Como definido em (2.31), i(.) ¢ dado por

i(r):=Iu+71v] com T€R

onde v € C°(2) e u = g em 0. Assim, a partir de (2.33), é possivel calcular i" (1), o qual é dado
por

n n
i) = /Q Z Lyp; (Vu+ 7V, U+ TV, T) Vg, V5 + 2 Z Lp,. (Vu+ 7Vv,u+ 70,2) Ug,v
ij=1

i=1

+L.. (Vu+ 7Vv,u+ v, z)v* do

fazendo 7 = 0 na ultima igualdade, obtém-se a seguinte desigualdade
ij=1 i=1

n n
0<i (0)= /Q Z Lyp; (Vu,u, ) v, v, + 22 Ly, (Vu,u,2) vg,v + Lo, (Vu,u,z)v? de (2.35)

sendo esta desigualdade véalida para todas as funcoes teste v € C5°(Q)

Nota-se que a desigualdade dada em (2.35) também é valida para qualquer fungao v lipschitziana
continua se anulando em 9f). Fixando entdo £ € R" e definindo:

o(z) = ep (”) (@) we

(2.36)
sendo ¢ € C§°(2) e p: R — R uma fungao periodica dada por:
z se 0<zr<li
— =T >3
plx) { 1—x se %Sxﬁl
com p(x + 1) = p(z), obtemos,
\p/| =1 qt.p. (2.37)
Nota-se ainda que

la) =o' (25) s+ 00

€
com € — 0. Substituindo (2.36) em (2.35) obtém-se a seguinte desigualdade

0= /g Z Ly, (Vu,u, ) (p)26:6;¢% da + Oe)

2,j=1

usando agora (2.37) e o fazendo € — 0 obtém-se:

0< [ 3 Ly, (Vusw,2) §65¢° d
Q

,j=1
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com isso, a desigualdade acima ¢é vélida para toda fungao ¢ € C§°(12), entao deduz-se que
n
> Ly (Vu,u,2) & >0 £€R?, 2 €Q. (2.38)
ij=1
Na préxima segao serd mostrado que a condigdo obtida em (2.38) sugere uma hipdtese sobre a

convexidade do Lagrangeano L, exigida para a comprovacao da existéncia da solugao.

2.5 Existéncia das funcoes minimizantes

Nesta secao serao identificadas algumas condi¢oes do Lagrangeano L que garantem que o funcional
I[.] realmente tenha um minimo, pelo menos em um espaco de Sobolev apropriado. Na verdade, serdao

apresentadas algumas idéias para determinar quando o funcional
] = /Q L(Vu(@), w(z),z) do (2.39)
definido para fungoes apropriadas w : 2 C R” — R satisfazendo a condigao
w=g em Of) (2.40)

deve ter um minimo.

2.5.1 Coercividade

Sabe-se que nem toda funcao suave f : R — R precisa atingir seu infimo, como por exemplo, as

funcoes:
1
x) =€ ou x)=—.
f(@) f@) =1
Estas fungoes sugerem que, em geral, sejam necessarias algumas hipdteses de forma que se possa
controlar o funcional I[w] para determinadas fungdes w. Uma boa maneira de se obter tal controle
seria a hipétese de que I[w] cresga rapidamente quando |w| — oc.

Especificamente, assumisse que:

1<q<oo (2.41)

seja fixo, e entao suponha que existem constantes a > 0, 5 > 0, tais que:
L(p,Z,ZL‘) Z a|p|q_ﬁ (242)

para todop € R", z€ Re x € Q.

Consequentemente,
Iw] = o Vel ) = (2.43)
para 7 := B|Q|. Assim, Iw] — oo quando [[Vwl|ze@) — 00. A condi¢io dada na equacio (2.43) é

comumente chamada de condigao de coercividade do funcional I[.].
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Voltando a atencao novamente para a tarefa de encontrar funcdes minimizadoras para o funcional
I[.], observa-se da desigualdade dada em (2.43) que parece razoavel definir I[w] ndo apenas para
fungoes suaves w, mas também para fungoes w em WH4(2) que satisfagam a condi¢io de contorno
dada em (2.40), no sentido do trago.

Ao se ampliar a classe de fungoes w para as quais o funcional I[w] estd definido, amplia-se também
o nimero de candidatas a fungdes minimizantes de I{w]. O conjunto das fungdes admissiveis w serd

denotado por V e dado por:

Vi={weW"(Q); w=gem 9Q no sentido do traco} (2.44)

2.5.2 Semi-continuidade inferior

Agora, sera observado que embora uma funcao continua I : R — R esteja satisfazendo a condicao
de coercividade e esteja também atingindo seu infimo, o funcional I[.] pode em geral nao estar. Para
melhor entender o problema que acaba de ser descrito, defini-se

= inf T 2.4
m = inf Ifw] (2.45)

e toma-se fungoes uy em V com (k=1,2,...) tais que
I[up] — m quando k — oco. (2.46)

A sequéncia {ug}ro; é chamada de sequéncia minimizante.

Seria interessante mostrar que alguma subsequéncia de {u}72; converge, de fato, para uma funcao
minimizante. Para isto, se faz necesséario o uso de algum tipo de compacidade, e este é definitivamente
um problema, j4 que o espaco W14(Q) é de dimensao infinita.

Na verdade, se for utilizada a desigualdade da coercividade dada em (2.43) é possivel mostrar
apenas que a sequéncia minimizante pertence a um subconjunto limitado de W14(Q), mas isto ndo
implica que existe uma subsequéncia que converge em W14((2).

Contudo, dirige-se a atencao para a compacidade fraca dos espagos, reflexivos, de Banach e o fato
de que L(Q2) é reflexivo, o que permite concluir que existe uma subsequéncia {uy, }52; C {ur}p2, e

uma fungdo u € Wh4(Q) tal que:

up, — u fracamente em L7(Q)
(2.47)
Vug, — Vu fracamente em L9(2)
Deste ponto em diante, a condicao dada em (2.47) serd abreviada, onde serd dito apenas que
ug; — wu fracamente em wha(Q) (2.48)

Além disso, o fato de u = g em 0f) se verifica no sentido do trago e entdo u € V.
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Consequentemente, ao usar a topologia fraca recupera-se a compacidade necessaria na desigual-
dade dada em (2.43) para se deduzir (2.48) para uma subsequéncia apropriada. Porém, surge outra
dificuldade, j& que em praticamente todos os casos o funcional I[.] ndo é continuo com relacao a

convergeéncia fraca. Em outras palavras, nao se pode deduzir de (2.46) e (2.48) que:

Tu) = lim I[ug,] (2.49)

j—o0
e assim que u é uma funcao minimizante.

O problema é que Vug, — Vu nao implica que Vug, — Vu (q.t.p.). E muito possivel que,
por exemplo os gradientes Vuy,; embora estejam limitados em L1(Q)), possam estar oscilando muito
quando k; — oo.

O fato que pode garantir que v venha a ser uma funcdo minimizante é a constatacao de que o

funcional I[u] ndo precisa satisfazer (2.49), mas sim que

Tu] < liminf I[ug,]. (2.50)

j—00
Entao de (2.46) pode-se deduzir que I[u] < m. Porém, devido a (2.45), m < I[u]. Consequentemente

u é de fato uma fungdo minimizante.
Definigdo 2.7 Diz-se que um funcional I[.] é de fraca semi-continuidade inferior em W14(Q), se:

Iu] < liminf Iuy]

k—o0

sempre que uy — u fracamente em W9(Q).

O préximo passo é identificar condigoes razodveis sobre a nao-linearidade da fungdo L que possam

garantir que I].] seja fracamente semi-continuo inferiormente.

2.5.3 Convexidade

A andlise agora se baseard na segunda variagdo obtida na Secao 2.4, onde foi obtida a seguinte
desigualdade:

> Ly Ly, (Du(z),u(z),2)6& >0 (E€R", z € Q)
i,j=1

que é valida como uma condi¢do necessdria sempre que u for uma funcdo minimizante com certa

suavidade. Esta desigualdade sugere fortemente que é razodvel assumir que a funcdo L seja convexa,

pelo menos inicialmente.

Teorema 2.4 (Fraca semi-continuidade inferior) Suponha que a funcao L seja limitada inferi-
ormente e que a aplicacdo:

p — L(p,z )

seja conveza para cada z € R e x € Q). Entao o funcional:

I[] € fracamente semi-continuo inferiormente em W14(Q).
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Demonstragao

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [18]. [ ]

Teorema 2.5 (Existéncia do minimo) Suponhamos que a fun¢io L satisfa¢a a desigualdade de
coercividade dada em (2.42) e seja convexa com relagdo a varidvel p. Suponha também que o conjunto
admissivel V' seja ndo vazio. Entdo existe pelo menos uma funcdo uw € V tal que:

Iu] = glel‘r/l Iw]

Demonstracao

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [18]. |
Agora que se conseguiu estabelecer que existe uma funcdo minimizante u deve-se como de praxe

tentar impor condigOes sobre a funcao L com o intuito de garantir a unicidade. Neste sentido, suponha

que:

L= L(p,z) nao dependa de z (2.51)

e que exista um 0 > 0 tal que

> Ly, (0, 2)8i€5 > 0]¢1. (2.52)

i,j=1

A condigao (2.52) diz que a aplicagao p — L(p, x) é uniformemente convexa para cada x € ().

Teorema 2.6 (Unicidade) Suponha que as condi¢oes dadas em (2.51) e (2.52) sejam satisfeitas.
Entao a fungao minimizante, u € V, de I[.] € inica.

Demonstragao
A demonstragao deste teorema pode ser encontrado, por exemplo, em [18]. [ |

Um estudo mais amplo sobre a equagao de Euler-Lagrange pode ser encontrado em [6] e [18].



Capitulo 3

Funcionais de expoente variavel para
eliminacao de ruidos em imagens -

Modelo CLR

3.1 Representacao de uma imagem digital

Uma imagem pode ser considerada como uma funcao limitada v : 2 C R — R, n=2, para imagens
bidimensionais, ou n=3, para imagens tridimensionais. Uma imagem digital u(x,y) é resultante da
discretizacao em coordenadas espaciais e em intensidade luminosa, sendo representada por uma matriz
de pontos, denominados elementos de imagem, elementos de figura ou pixels. As dimensées de uma
imagem digital variam de acordo com a aplicacdo a que esta se refere.

No caso bidimensional, o qual serd tratado nas aplica¢oes do modelo estudado, a fungao u(z,y)
representa a imagem original a qual se pretende reconstruir a partir de uma imagem inicial I(z,y)
dada por:

I(z,y) = u(z,y) +n(z,y)
sendo que z,y referem-se as coordenadas espaciais de brilho (ou gradagao de cinza) de qualquer par

(z,y) e n(x,y) representa o ruido, ou outras perturbagoes.

Figura 3.1: Figura com ruido Figura 3.2: Figura original

As figuras acima referem-se a uma imagem com ruido, dada pela Figura 3.1 e a imagem orginal,

dada pela Figura 3.2. Imagens deste tipo ocorrem com certa frequéncia em:

39
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e imagens médicas; como em tomografia computadorizada (TC), ressonancia magnética (RM) e

outras;
e sinais obtidos via satélites;

e imagens obtidas por avioes com o objetivo de se detectar alvos de guerra, entre outros.

De modo geral os sinais obtidos contém muitos erros, sendo entao necessario a aplicagao de filtros

para corrigi-los. Outros exemplos de onde ocorrem esses tipos de imagens sao encontrados em [11].

3.2 Modelos para eliminacao de ruidos em imagens

Nos tltimos anos, o uso dos métodos variacionais e equagOes diferenciais parciais nao-lineares
para abordar problemas de restauragao de imagens evoluiram de forma significativa e esta evolugao
possibilitou o surgimento de varios modelos matematicos voltados para a eliminacao de ruidos em
imagens digitais. O modelo que serd estudado neste trabalho incorpora os pontos fortes dos varios

tipos de difusao decorrentes do problema de minimizacao, dado por:

m;n/Q | Du|P + %(u —1)? (3.1)

para 1 <p <2 (A >0e Q CR"” uma regiao aberta, limitada e com fronteira Lipschitz).
Com o intuito de apresentar uma visao mais precisa sobre o comportamento do funcional dado em
(3.1) para diferentes valores de p é feita uma andlise para as variagdes de p; p=1,p=2e 1 <p <2,

onde

e Se p =1, tem-se a difusao da Variacao Total (VT), modelo este tendo sido proposto primeira-
mente por Rudin, Osher e Fatemi [26]. Tal modelo apresenta resultados significativos quando se
trata da preservagao das bordas de uma imagem, enquanto a mesma é reconstruida. O modelo da
VT tem sido estudado de forma extensiva, como pode ser observado, por exemplo, nas referéncias
[1] e [10]. Dado o sucesso da difusdo no modelo da VT, vérias modificacoes foram introduzidas.

Por exemplo, Chan e Strong [27] propuseram o modelo da Variagao Total Adaptativa, ou seja:

min/ a(x)|Vu|
v Ja

no qual introduziu-se um fator de controle, a(z), que diminui a difusdo nas bordas dos elemen-
tos que compdem a imagem. Este controla a velocidade da difusao e tem demonstrado bons
resultados, uma vez que este auxilia na reducao do ruido. Este fator de controle também é bom
na reconstrugao de bordas, uma vez que o tipo de difusdo (estritamente ortogonal ao gradiente

da imagem) é a mesma que a do modelo da (VT) original.
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A difusao da Variacao Total favorece solucoes que sdo constantes por partes, porém em algumas
situacoes produz o efeito “staircasing”, ou seja, fendomeno que cria falsas bordas, tendo tal

fendémeno sido observado em [8], [10].

e Se p = 2, tem-se a difusao isotrépica sendo tal difusao eficiente para resolver o problema “stair-
casing”, mas sozinha nao é boa para a reconstrucao da imagem, ji que nao possui nenhum

mecanismo para preservar as bordas.

e Diferentes valores de p, ou seja, 1 < p < 2 resultam na difus@o anisotrépica que varia entre
a VT e a difusao isotropica. Este tipo de difusao pode ser eficiente reconstruindo regides com
suavidade. No entanto, um valor fixo de p, pode nao permitir descontinuidades, eliminando

assim bordas que fazem parte da imagem. Este fato foi observado em [24].

Dada a importancia do modelo dado em (3.1) para diferentes valores de p, parece conveniente
investigar um modelo que poderia se auto-ajustar com o intuito de se colher os beneficios e as vantagens
de cada um. Neste sentido, Chambolle e Lions [10] propuseram minimizar o seguinte funcional energia,

0 qual combina difusao isotrépica e VT:

1
min  — |Vu|2+/ vl - 2. (3.2)
weBV(Q) 28 Jivu<p Vul>8 2

Neste modelo, a difusao é estritamente perpendicular ao gradiente, quando |Vu| > (3, ou seja,
onde as bordas estdo provavelmente mais presentes e isotrépica onde |Vu| < (. Este modelo é
promissor restaurando imagens onde regioes homogéneas estao separadas por bordas distintas, porém
se a intensidade das imagens que representam objetos sdo nao-uniformes ou se uma imagem estd
altamente degradada, este modelo pode se tornar sensivel ao limiar, 3.

J4, Blongren, Chan, Mulet and Wrong [8], propuseram o seguinte problema de minimizagao:

min/ [VuPUVe) gy
v Jo

onde lim, o p(s) = 2, lim,_ p(s) = 1 e p sendo monotonicamente descrescente.

Este modelo deveria colher os beneficios da difusao isotrépica da VT, como também uma com-
binacao de ambos. Contudo este modelo é de dificil estudo matematico ja que a semi-continuidade
inferior do funcional nao é tao evidente.

A principal meta dos pesquisadores, no processo de eliminacao de ruidos em imagens, é encontrar
a melhor maneira para que uma imagem com ruido seja suavizada sem que esta perca as informacoes
contidas em suas bordas. Diante deste ideal e baseados na fundamentacao tedrica apresentada pelos
modelos descritos nesta segao, Chen, Levine e Rao [14] apresentaram, recentemente, um modelo que
combina a difusdo isotrépica e a VT para diferentes valores do expoente p dado em (3.1) e tal modelo

serd objeto de estudo deste trabalho, sendo denominado “modelo CLR.”
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3.3 O Modelo CLR, 1 < p(x) <2

O modelo estudado neste trabalho incorpora todos os pontos fortes do problema de minimizagao
dado em (3.1) para diferentes valores de p, ou seja, com 1 < p < 2. Isto assegura, como vimos, a
difusdo da VT, quando p = 1, ao longo das bordas e a difusao isotrépica, quando p = 2. Além disso,
o modelo efetua a difusao anisotrépica, ou seja, quando 1 < p < 2, em regides que podem ser suaves
por partes ou em regides em que a diferenca entre ruido e bordas sao dificeis de serem distinguidos.
O valor de p = p(z) é tomado dependendo da localiza¢ao de x na imagem. Deste modo a direcao e
velocidade da difusao em cada ponto dependem do comportamento local da imagem.

O modelo estudado pode ser formulado por:

A
i Du) + = (u—I)? 3.3
pmin, [ otaDu)+ =) (33
sendo,
1
—)Mq se |r|<p
(3.4)
— pal@)
Ir| = se |r| >3
JJ)
onde, 3> 0é fixadoe 1 < a < g(x) < 2.
Pode-se escolher, por exemplo:
1
q(z) =1+ (3.5)

T+ VG + 1(2)2

onde, G,(x) = %exp(*|x|/4"2) é o filtro Gaussiano, sendo k& > 0 e 0 > 0 parametros fixos, sendo a
definicao de VG, * I(z) apresentada no capitulo 6 na Definigao 6.2.

A principal vantagem de (3.3) - (3.4) é a maneira com a qual é tratada a informagao local da
imagem. Se o gradiente for suficientemente grande (isto é provavelmente nas bordas) apenas a difusao
da VT serd usada, se o gradiente tender a zero (isto é, em regides homogéneas) o modelo serd a
difusao isotropica e em todos os outros locais, a filtragem estara entre a difusao isotrépica e a VT.
Especificamente, o tipo de anisotropia nestas regioes ambiguas varia de acordo com o comportamento
do valor do médulo do gradiente, permitindo assim que o modelo tenha uma dependéncia muito baixa
em relacao ao limiar .

Aqui, serd mostrado que o problema de Dirichilet, dado abaixo, é bem posto,

min / ¢(z, Du) + %(u —1)? (3.6)
Q

u€BV,NL2(Q)

sendo BV, () dada por:
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BVy(Q2) :={u e BV(Q); u=g sobre 0Q}. (3.7)

Este problema tem o seguinte fluxo associado:

i — div(¢p(z, Du)) + Mu — 1) =0, em QT (3.8)
u(z,t) = g(x), em 9NT (3.9)
u(x,0) =1, em 0 (3.10)
sendo
QT = x[0,T] e 997 := 00 x [0,T). (3.11)

Os motivos pelo qual tal modelo foi escolhido sdo: em primeiro lugar, a teoria é matematicamente
mais interessante e estimulante do que a de (3.3), em segundo lugar, todas as técnicas usadas para
estudar (3.6) também resolvem diretamente (3.3) e por ultimo, o problema de Dirichlet (3.6) também
tem aplicagoes diretas em processamento de imagens, como pode ser visto em [9], [12] e [23].

Para o caso particular de (3.4), onde ¢(z) = 2, isto é, ¢(r) := |r| — 3 quando || > 1 e ¢(r) := 3|r|?
quando |r| < 1, a existéncia, unicidade e o comportamento da solugao de (3.6) quando ¢ — oo e seu
fluxo relacionado foram estudados por Zhou, em [29].

A andlise do modelo dado em (3.6) além de utilizar técnicas semelhantes as dadas em [29] utiliza
também técnicas introduzidas em [13]. Porém, como o funcional de energia considerado neste mo-
delo é diferente dos funcionais considerados em [13] e [29] tem-se entdo que técnicas diferentes das
utilizadas nestes artigos serao necessarias para que se possa estabelecer a semi-continuidade inferior
deste funcional. Alguns trabalhos mais detalhados sobre funcionais de crescimento linear e seus fluxos
podem ser encontrados em [3], [4] e [5].

Definido o modelo, seré feito uso do estudo desenvolvido no Capitulo 2 para a obtengao da equacao
de Euler-Lagrange, associada ao problema de minimizagao dado em (3.6), tendo tal equagao sido dada

em (3.8).

3.4 Equacao do fluxo

Para se obter a equacao (3.8) serao utilizadas técnicas de Métodos Variacionais, melhor dizendo
serd feito uso da equagao de Euler-Lagrange (2.23), onde para que seja facilitada a andlise, a mesma,
sera dividida em dois casos, quando Vu > 3 e Vu < .

Como as imagens que serdo analisadas estio em R?, considera-se entdo a funcdo u : Q C R? — R.

Do capitulo 2 tem-se que a equacao de Euler-Lagrange para este tipo de fungoes é dada por:

oL 0 (0L 0 (0L _,
Oou  Or \ Ouy 0y \ Ouy N
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Considera-se, primeiramente, o caso onde |Vu| > (3, onde o funcional considerado, é dado por:
Bg(x) — g1 A 2
Iu—/Vu——i—u—I dx
) = [ 1vu - B S
sendo:

_ ga=)
L(z,u,Vu) = |Vu| — W + g

Serao determinadas abaixo, as derivadas de cada um dos termos da equagao de Euler-Lagrange, sendo

(u—I)2.

a derivada de a—L dada por:
ou

oL A oL
70 = w20 = = AMu—1).

Ja a derivada 2 8—L é dada por:
Ox \ Ouy

0 (0L o B 1 9 /1 L
7 () = 5 (oo e dih)) =3 (s oy o)

_1 _3
= Up [+ 2]t up(—3) [U2 +u2] T (Quaten + 2uytys)

2
Uz UpUpy T UgUyUyz

Vu| |Vul3

2 2
Uz | VU7 — UZ ULy — UpUyUgy

[Vul?

L
E, por ultimo, a derivada 2 a— sendo dada por:
Oy \ Ouy

D (OLY _ 00 {1y )0 (1
dy <8uy) Y <8uy ([“x"‘“y}Q))—ay (2 [u 4+ uZ] 2 2u,
— gy [u2 2] 72 (1) [+ u2] 7 (2uyuyy + 2upus)

Uyy UZuyy + Uz Uy Ugy
|Vul |Vul3

2 _ .2
Uyy | Vul® — ugtyy — ugtiytay

Vul?

Juntando agora, cada uma das expressoes obtidas acima, tem-se que para |Vu| > (3, a equagao de

Euler-Lagrange serd obtida simplificando a expressao abaixo:

2 2 2 2
— Uy | VU|* + UG Uz + UglyUsgy — Uyy|Vul® + Uy Uy + Uy Uy Uy

AMu—1T)+ Wk

2 2 2 2 2 2
Ugg Uy — Uggly + Uy Uy + 2umuyumy = Uyy Uy — Uyy Uy + Uy Uyy

Mu—1T1)+ Wk =

e assim,
2 2
Ugz Uy + Uyyly 2Ug Uy Uy

Au—1T) — TP =0. (3.12)
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Agora serd considerado o caso onde |Vu| < 3, onde o funcional considerado, é dado por:
1 A
I(u :/VuQ(QC)—F uw—1)?% de
) = [ oVl + S =1)
sendo:

1 A
7 a@) 4 2 — 1)
q(x)|Vu| + 2(u )°.

Serao determinadas abaixo, as derivadas de cada um dos termos da equagao de Euler-Lagrange, sendo

L(z,u,Vu) =

L
a derivada 8— dada por:

ou
oL A oL
5. = pu—2D) = = =Xu-1I).
Ja a derivada Q oL ¢é dada por:
ox \ Ouy

0 oL 0 0 1 9 9 ‘1(21) 0 1 q(x) 9 9 11(12)*2
- — . . - - 2 .
oz <8u$> Oz <8u$ <q(x) [+ 1) >) Ox <q(x) 2 [t + ] “

o) o q(z)—2
= Uy | V|7 2+ux67x ([“i‘“‘zﬂ ’ >

_ 0 B
= um|Vu‘¢I(a:) 2+ux37$ (e(q(m) 2)ln(\vu|))

_ _ 9q(x) 1
— q(x)—2 (g(x)—2)in(|Vul) )\
Uga |Vl + Uy [e < 3 In|Vu| + (¢(x) — 2) Yl (Ugtpy + uyuym)>]

X

q(z)—2 —9 2
— umx|vu‘q(x)72 4 ux|vu’q(x)72 8(](.%’) ln(|VuD + ‘Vu’ (q(x) )(uxumr + Ux“yumy) )

oz |Vul?

L
E, de forma andaloga, a derivada Q 8— serd dada por:
Oy \ Ouy

\Vu]q(x)_Q(q(a:) — 2)(u§uyy + Uy Uy Uy )
[Vul?

o [ OL o +)—29q()
5 (5 ) = T2 Va2 2 ()

Combinando agora, cada uma das expressoes obtidas acima, tem-se que para |Vu| < 3, a equacao

de Euler-Lagrange sera obtida simplificando a expressao abaixo:

ANu—1I) — |Vau|1®)~2

Wy + Uty + 2Uptyu
(e + tyy) + Vu - Vg In|Vu| + (q(z) —2) =¥ W "2V W] _

[Vul?

e assim,

U Ugy + uzuyy + 20Uz Uy Uy

Mu—1T) — |[Vu|"™@ =2 | Au+ Vu - Vq In|Vu| + (¢(z) — 2)—= VuP?

] —0. (3.13)

Deduziu-se entdao a equagao de Euler-Lagrange para as duas possivies variagoes do |Vu|. Na

préxima segao sera feita uma andlise sobre as propriedades do funcional ¢ dado em (3.4).
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3.5 Propriedades do funcional ¢

Relembrando que para u € BV (),

Du =Vu.L£" + D%y

¢ uma medida Radon, onde Vu é a densidade da parte absolutamente continua de Du com relacao a
medida n-dimensional de Lebesgue £" e D*u é a parte singular. Para uma melhor compreensao sobre

decomposicao de uma medida ver [19].

Definigao 3.1 Para v € BV (), define-se:

/qu(x,Dv) ::/ng(:p,Vv)der/Q]st|

onde ¢ € definida como em (3.4).

Vamos denotar:

/¢ z, Dv) / v —I|? dz (3.14)
/¢x Dv) / v —g| dH" ! (3.15)

Dy 4 (v /¢ z, Dv) /]v—I|2 da:+/ v —g| dH" L. (3.16)

sendo dH™ ! a medida de Hausdorff.

Observacao 3.1 Por simplicidade, € assumido que o limiar 3 =1 em (3.4) para todos os resultados
tedricos.

Lema 3.1 Usando a nota¢ao da defini¢ao (3.1), tem-se
Qy(u) = Py(u) (3.17)

para todo u € BV (), onde:

®y(u) = sup / —udivy — ( )~ |¢|q<z 1d:z —|—/ - vgdH™ L
peCl(@,Rn) ‘I( )
lpl<1
Além disso, ®4(u) apresenta semi-continuidade inferior em L'(2); ou seja, se uj,u € BV (Q) satisfa-
zem u; — u € LY(Q) quando j — oo, entdo:

Q4(u) < liminf @y(uy).

J—00
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Demonstragao

Para cada 1 € C1(Q,R") tem-se que a aplicacio:
q(z) —1
q(x)

u — /—udww— ]1/1]!1@) I dx—i—/ Y -vg dH"

é continua e afim em L!(().

Portanto, ®,(u) é convexo e semi-continuo inferiormente em L'(Q) e o dominio do funcional ®, (),
{u; ®,4(u) < o0}, é precisamente BV (Q).

Serd mostrado que ®,(u) = @, (u).

Sejam u € BV (Q) e 1 € C1(Q,R") entdao do Teorema de integracio por partes, tem-se que:

—/udwwdxzfvu-zp dx+/Dsu.zp— w v dH™ L
Q Q Q oN

—1 (z)
Py(u) = sup / Vu- dx—i—/ Diup— | wpv dH"_l—/ q(m)|¢|q<q@—1d:v+/ YvgdH™ !
wecl‘ll(ﬁ,Rn) Q a0 o q@) Fol9)
v|<1

e como as medidas dz, D’u e dH" ! sdo mutuamente singulares, e usando a definicio de norma de
medida obtém-se:
~ ) 1 a(z) s el
Py(u) = sup VU Y- 7)’1/}“7(1)’1 dz + | |D%u| — lu—g| dH" .
Q o0

yeCl(Q,R™)
[¥|<1

Para que a prova esteja completa resta mostrar que:

— (z)
/ ¢(x,Vu) de = sup / Vu - — M\w\q&)—l dx. (3.18)
Q wecll‘(ﬁ,Rn) q(z)
vl<1

Uma vez que p € L>®(2;R™) pode ser aproximada em medida por uma funcio » € C'(Q, R")

tem-se que:
-1, @ -1 q(z)
sup / Vu -y — &]w\ a@-1 dr = sup / Vu-p— &\p\ a@-1 dz.  (3.19)
vecl@rm) J0 q(z) pere=(amm) JQ q(x)
P|<1 P>

Escolhendo entao:

Vu Vu
x)—1
p(x) = 1{jvu <1y |Vul1® V| + 1{|W\>1}7NU‘

onde 1ypy € a fungao caracteristica em £, nota-se que o lado direito da desigualdade dada em (3.19)

sera:

q(z) — 1]
> [ ——|Vu|'™@ 1o, +[Vu ———— 15wy dx 3.20
/Qq( )! 1" <1y + [Vl @) (IVul>1} (3.20)

mas nota-se da definicdo dada em (3.1) que:

a(z) — 1} L vu|>1y dv = /QQS(JC,VU) dx.

1
—— VU1 o, + [Vu - —
| T e + [7ul - L

o q(x
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Desta forma,

sup /Vu w— ) @) \w|q(1> 1 d;r>/<b x, Vu) (3.21)

vecl(@,Rrn)
lw|<1

Para mostrar a igualdade dada em (3.18) serd mostrado que a desigualdade contraria a que foi
afirmada em (3.21).
Nota-se que para V p € L>°(Q; R™) e fazendo uso do fato de que ¢(z) > 1 para quase todo x, tem-se

pela desigualdade de Young (ab < % + %), que:

U - L UQ(%‘) (](1‘)7—1 €T qqz(zz1
Vu - p(z) < ()\VI @ ()@=

Em particular, se |Vu| < 1, tem-se:
V- p(z) — m’p(x”iqfxll < L‘Vﬂq(w) (3.22)
x) ~ q(z)

Por outro lado, se [Vu| > 1, |p| <1 e ja que ¢(z) > 1 para quase todo z tem-se que:

Vu 1 q(z) =1,  _a@
Vu-p=|Vul:=—-p < |Vu + p|a@ -1
Ve =N G e
e assim:
q(z) —1,  _a@_ 1 g(x) —1 _a@_ q(x) —1
Vu-p— L 2 plaoT < ——|Vu| + (|Vu| — 1)L = pio—T < |Vu| — B2 =, 3.23
(@) 1 q(x)l [+ (IVul = 1) @) [Vl @) (3.23)
Com a desigualdade obtida em (3.21) e com a combinagao de (3.22) e (3.23) tem-se que:
sup /Vu 1!1— ) |1j}| I>1dx—/¢xVu
pecl(Q,Rrm) )
lp1<1
e assim, para toda u € BV (Q), tem-se que:
g (u) = @y(u)
completando assim, a demonstragao deste teorema. [ |

Lema 3.2 Suponha que Q C R™ seja uma regido aberta, limitada e com fronteira Lipschitz e seja
w € BV N L*(Q). Entdo para cada § > 0 existe um w5 € C® N HL(Q) tal que:

|05 — w2y < 6 (3.24)

(I))\7g(ll~J5) < <I>,\,g(w) + 6. (3.25)

Demonstracao

Fixando w € BV N L?(Q). Usando o Lema 3.1, tem-se:

lim ®y(w;) = Pg(w).

J—0
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Agora usando o Teorema 1.11, a Observagao 1.2 e as consideracoes feitas sobre esses dois resultados

tem-se que existe uma sequéncia {w;}72; em C> N H L(Q) tal que:
Trw; =Trw em L'(0Q)

w; — w em L*(Q)

Assim, para cada § > 0 existe uma funcio ws em C™ N H(Q) tal que (3.24) e (3.25) estao satisfeitas,

o que completa a demonstracao deste Lema. [ |

Lema 3.3 Suponha que Q C R™ seja uma regidgo aberta, limitada e com fronteira Lipschitz e seja
w € BV NL3Q) tal que Tr w = Tr G em LY(09Q) para alguma G € HY(QQ), entdo para cada § > 0
existe uma ws € H(Q) satisfazendo:

Tr ws=Tr w em L'Y(0Q) (3.26)
ws — w fortemente em L*()) quando & — 0 (3.27)
Dy g(ws) < Pag(w) +6 (3.28)

sendo Tr G o traco de G em Of).

Demonstracao

Suponhamos agora que Tr w = Tr G em L'(952), entdo usando o fato de que
Tr wj=Trw em L'Y(0Q)

tem-se que:

w5 — G e W (Q)

ou seja, existe uma fungao hs € C5°() tal que:
[ws — G — hsllwra + [[ws — G — hsl|r2 < 6. (3.29)
Tomando, ws = G + hs € H'(Q) tem-se que:
Tr ws=Tr w em L'(00)

ws — w fortemente em L*(2) quando & — 0

(I))\7g(w5) § <I>,\,g(w) + 1)

Concluindo-se desta forma, a demonstracao deste Lema. [ |



Capitulo 4

Minimizacao do problema dado em
(3.6)

Neste capitulo serd estudada a existéncia e unicidade da solucao para o problema de minimizagao dado
em (3.6). Geralmente, como discutido em [28] e [29], pode nao existir uma fun¢do minimizante para
®) (v), definida em (3.14), uma vez que o limite da sequéncia minimizante pode nao assumir o valor
de contorno g. Contudo, pode-se provar a existéncia de uma unica funcdo minimizadora para uma
forma mais fraca de (3.6) onde é considerado o problema de minimizagao usando o funcional energia

enfraquecido, @y 4(v), definido em (3.16).

4.1 Definicao de uma pseudo-solucao

Com o intuito de provar a existéncia e unicidade de uma fun¢ao minimizante, para uma forma mais

fraca de (3.6), serd entao definida uma pseudo-solugao para tal equagao.

Definigao 4.1 Uma funcio u € BV N L*(Q) € uma pseudo-solugio de (3.6) se esta é uma solucio
de:

min Py (v 4.1

vEBVNL2(Q) )\’g( ) (4.1)

onde @y 4(v) € definido como em (3.16).

Primeiramente, serd mostrado no Teorema 4.1 que existe uma pseudo-solugao de (3.6), ou seja,
uma solugao de (4.1). Em seguida, no Teorema 4.2 serd fornecida a motivagao de se estar usando o

conceito de pseudo-solucao como apresentado na Definigao 4.1.

Teorema 4.1 Suponha que I € BV N L%(Q), g = TrG para alguma funcio G € H'(Q) com I = g
em 0X), sendo 2 C R™ uma regidgo aberta, limitada e com fronteira Lipschitz. Entdo existe uma unica
pseudo-solugdo de (3.6) como dada na Definigio 4.1.

Demonstracao

Seja {uy, }°; uma sequéncia minimizante de (4.1) com {u,}°; € BV N L?(2), ou seja,

i} inf @
/\’g(un) Hveérxl/mm )"9(”)
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Como {u,} é limitada em BV (Q) e L?(2) e usando a compacidade de BV (), ou seja, usando o
Teorema da Compacidade dado no Capitulo 1 e a fraca compacidade de L2(2), ou seja, o usando o item
4. do Teorema 1.4 temos que existe uma subsequéncia {uy, }3°; de {u,} e uma fungdo u € BVNL?*()
tais que:

Uy, — u fortemente em L'(Q) (4.2)

Up, — u fracamente em L?(Q) (4.3)

Entao, usando (4.2), (4.3) e o Lema 3.1, tem-se que:

Dy g(u) <liminf @y g(up,)

k—oo
mas

g tme) = veB\i/%fm(Q) Prg(0)

quando k£ — oco. Assim:

@ < inf ¢
ra(1) < ueB\%B(Q) ra()

Logo, u é uma solugdo do problema de minimizagao dado em (4.1). A unicidade segue do fato de

Py 4(v) ser estritamente convexo em wv. |

4.2 Relagao entre: (3.6) e (4.1)

Para que seja melhor compreendida a relacao entre (3.6) e (4.1) sdo necessarios os dois lemas seguintes.
Antes porém, seja:
d(x)

dﬁ(x)::rnnl(/3,1> (4.4)

onde d(x) é a distancia entre o ponto x e a fronteira de 2 e 5 > 0.

Lema 4.1 Para cada v € BV N L™ (Q) o vetor medida vVdg converge fracamente para —vy dH™ !
quando B — 0, onde v € a normal exterior a 0X), e:

nm/mwmz/yme
=0/ o0

Demonstracao

Sem perda de generalidade, assumimos que ||v|[z~ < 1. Entao, por [13], tem-se que:

1) / [v]|Vds| < / Vdy
Q Q

é limitado e quando 8 — 0, / \Vdg| — H"(09). Portanto a familia de vetores mensuraveis vVdg
Q

¢ uniformemente limitado em § quando g — 0.
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Seja,
wg = (1 —dg)v

Entao wg € BV () e para cada ¢ € C*(R", R") obtém-se usando o Teorema da divergéncia que:

2) /Q%divcf):—/ggi)ngJr/aQ(QM)v dH"

Como ||wg|| < ||lv|| e pelo fato de que wg — 0 quando 3 — 0, tem-se do Teorema da Convergéncia

Dominada e de 2) que:

3) lim/Qg[)Vw/g:/aQ(gb.y)vdH”_l.

B—0
Além disso,

ng = —deﬁ + (1 — dﬁ)VU

e como (1 —dg|Vv|) — 0 quando $ — 0 implica que o vetor medida vVdg é uniformemente limitado
em (3, concluindo assim pelo item 3) que vVdg converge fracamente para —vy dH "=l quando 3 — 0.

Usando a fraca semi-continuidade da variagao total, obtém-se:

2) liminf/ |U\|Vdﬁyz/ (o] dH" !
Q 00

Usando o item 4) e substituindo |v| por 1 — |v| obtém-se:

/ dH”l—/ v dH”1+/ (1— |v))aH"!
o0 o0 o0

/ dH”_1<liminf{/ yv|wﬁ|+/ (1_|v|)\wﬁ|}
o0 o0 o0

5) / dH™! gnmmf/ |Vdﬁ|:/ dH" !
o0 Q o0

Portanto, a desigualdade em 5) deveria ser uma igualdade. Além do mais, ao se multiplicar 5) por |v|

entao:

logo,

obtém-se que:

/ (o] dH" gnminf/ o]V
[2)9] Q

e, desta forma,
/ (1—|v))dH" ! < liminf/(l — |v])|Vdg|
a0 Q

Assim, obtém-se que:
lim / [v||Vdg| = / lv| dH™ 1,
=0 Jq oQ
o que completa a demonstracao deste lema. [ |

Lema 4.2 Seja G € WHl N L>(Q). Entdo para qualquer v € BV N L*>(Q), existe uma sequéncia
{vg} em BV N L>*(Q) tal que:
Trvg =TrG em L'(99)

vg — v em L*(Q) quando 3 —0



éli%q)( ) = 0g(v)

Demonstracao

Para 8 > 0 define-se dg(z) como em (4.4), ou seja,

dofe) =min (40,1,

Considerando que dg(z) € W1(Q) e que |Vd| = 1, tem-se que:

e Se d(z) < [ entdo:

e Se d(z) > [ entao:

dg(x) =1 = ‘Vdﬁ| = 0.
Fixe v € BV N L>*(0) e seja
vg =dgv+ (1 —dg)G para (z,t) € Q.

Entao,

vg € BV N L¥(Q)

e note que:

Trvg=Tr G em L'(09Q)

e como dg(z) =1 quando § — 0 entao tem-se que limg_g vz = v. Assim,

vg —v em L*(Q) quando 3 — 0.
Para concluir a demonstracao deste Lema deve-se mostrar que:

lim, ,(15) = B,(v)

Usando o Lema 3.1 tem-se que:
O4(v) < ligl iglf P, (vg)
desta forma, resta mostrar que:

lim, @(05) < @4(0).

Usando o Lema 3.1 e escrevendo ®, = ®,(v), tem-se:

1 (z)
By(0) = sw [ oy 0= L @5 o [ D)+ [ og = glam
Q o0

q()

peCl(Q,rn)
[¥]<1
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e também usando o fato de que D*vg = dgD%v e Trvg = TrG em L'(09) tem-se que:

) —1 q(z)
By(v5) = SUPyecr@an [ /Q {(v = G)Vdy +dyVo + (1 d)VG} o) — %ww—l du

[$<1

- /QdﬁDSv-qp]

e notemos que:

B z)—1 q(z)
Dy(vs) < SUPyecr@pn {/ Vv -1 — &W;’q(w)fl d$]
Q q()

[$]<1

+ /!v—GHVdg d:v+/(1—dg)(|Vv|+|VG\) dx+/dg|D8U|.
Q Q Q

Assim, pela igualdade dada em (3.18) obtém-se:

D, (vg) < /Qqﬁ(a:,Vv)—l—/Q]v—GHVdB] da:+/9(1—d5)(|Vv|+\VG) dz

+ / d5|D5U|
Q

mas, pelo Lema 4.1 tem-se, quando 8 — 0, que:

/ v — G||Vds| de — / v — G| dE™ Y.
Q o0
Além disso, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, segue que:

/9(1_dﬁ)<\w\+yvay> dr — 0

e
/ dg|D%v| — / | Dv|.
0 Q
Assim:
lim B, (vy) < / é(z, Vo) +/ D%l +/ v — G| dH"!
B—0 Q Q o
ou seja,
};L% Dy(vg) < Dy(v).
Completando a demonstragao deste lema. [ |

Teorema 4.2 Sejam @ e ), como definidas em (3.14) e (3.16) respectivamente e, BVy como em
(3.7), entao:

inf P = inf iJ . 4.6
vGBVlg%LQ(Q) AY) e BVOL2(Q) rolv) (4.6)

Demonstragao

Seja BV(2) como dado em (3), ou seja:

BV,(Q) :={u e BV(Q); u=g em 0N}
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Serd mostrado, primeiramente, que:
inf @) 4(v) < inf @) (v).
Usando o fato de que BV,(Q2) C BV (), tem-se:

inf Py 4(v) < inf Py 4(v)

vEBVNL2(Q) vEBVyNL2(Q)

e, como, para toda fungao v € BV, N L3(Q), v = g em 95, obtém-se a seguinte igualdade:

inf d = inf d
vEBVlgr%WLQ(Q) Ao(?) veBVlgr%WLQ(Q) A©)

e, desta forma, chega-se & primeira desigualdade:

inf (I))\’g(v) < inf (I))\(U).

vEBVNL2(Q) vEBVyNL2(Q)
Para mostrar a igualdade dada em (4.6) é necessario mostrar a outra desigualdade, ou seja, é

preciso mostar que:

inf P < inf P .
vGBVlg%LQ(Q) AY) = LeBVAL2(Q) rolv)

Para isto, seja u € BV N L?(f2) a solugdo de (4.1), ou seja:

Usando o Lema 4.2, sabe-se que, existe uma {vg} € BV, N L*>(2) tal que:

vg — v em L*(Q) quando 3 — 0

lim @,(v5) = B4(0)

porém, para vg € BV, N L?()) tem-se que:

Dy (vg) = Pag(va)-
Assim, quando 8 — 0 obtém-se:

r(vg) — Pag(u) = e, o Dy g(v)

e, desta forma, pode-se concluir que:

inf Oy(v) < min Py ,(v) = inf Dy 4(v).

veBV,NL2() A veBVNL2(R) veBVNL2(Q)
O que prova o teorema. [ |
Com os resultados apresentados neste capitulo verifica-se a existéncia e unicidade de uma solugao
para uma forma mais fraca do problema de minimizacao dado em (3.6), ou seja, verifica-se a existéncia
e unicidade de uma pseudo-solucao e devido ao Teorema 4.2 tem-se que tal solucao é também uma

solugao para o problema dado em (3.6).



Capitulo 5

A equacao do fluxo

Neste capitulo serd estudada a existéncia e unicidade das solugoes para as equacoes dadas em (3.8)-
(3.10). Sendo que para estabelecer este resultado serd necessario definir uma pseudo-solugao de (3.8)-
(3.10), um funcional aproximado ¢¢ e se fazer o estudo primeiramente sobre um problema aproximado

ao problema dado.

5.1 Motivacao para a solucao fraca

Suponha que:

v e L*(0,T; HY(Q)) (5.1)

e que u seja uma solucao classica de (3.8) - (3.10). Multiplicando (3.8) por (v — u), integrado sobre 2

e usando a convexidade de ¢ obtém-se:

/Qu(v—u)—/Qdiv((bT(x,Du))(v—u)—i—)\/ﬂ(u—I)(v—u):O.

Assim,

/Qu(v—u)—l—/Q(Vv—Vu)qbr(x,Du) —/89(U—u)qbr(x,Du)-1/ dH"_1+/\/(u—I)(v—u) 0.

Q

Agora note que:

[a=nw-w=[@-nw-1- [@w-17<5 [u-1P+3 [ p-1P~ [@-17,

com isso
1 1
/(u—])(v—u)ﬁ/U—I|2—/\u—l|2.
Q 2 Jg 2 Jo

e notemos também que:

/ (¢(z, Dv) — ¢(x, Du)) > / (Vv — Vu)o,(z, Du).
Q

Q

56



o7

Usando as desigualdades acima, obtém-se:

0< [itv=u)+ [ @l Do)=o(z. D)~

A A
(v—u)d)r(m,Du)‘VdHnl—i-/ |v—I\2—/ lu—1I?
09 2 Ja 2 Ja

e usando a condicao de contorno para wu, tem-se:

/d(v—u)—k/¢(x,Dv)+)\\v—I\2+/ |v—g]dH"12/¢(x,Du)+)\|u—I]2+/ lu—g|ldH™ L.
Q Q 2 o9 Q 2 o9

Assim,
/Qu(v —u)dr 4+ Py 4(v) > Py 4(u). (5.2)

Integrando sobre [0, s] para qualquer que seja s € [0, 7] teremos:

/08 /Q w(v — u)dzdt + /OS Dy 4(v)dt > /08 D) g(u)dt. (5.3)

por outro lado, fazendo v = u + ew em (5.3) com w € C§°(f2) tem-se que:

//u(ew)d:cdt—i—/ Dy g(u+ ew)dt
0 Jo 0

atinge seu minimo quando ¢ = 0. Consequetemente, se u € L?(0,T; BV N L?())) com u € L*(Q7), u
é também uma solucao de (3.8) - (3.10) no sentido da distribuic@o, o que motiva a defini¢do a seguir.

Defini¢ao 5.1 Uma fungdo u € L*(0,T; BVNL*(Q)) comw € L*(QT) é uma pseudo-solugio de (3.8)
- (3.10) se:

o u(x,0)=1I(z) em

e u satisfaz (5.3) para todo s € [0,T] e v € L?(0,T; BV N L*(Q)).

5.2 O funcional aproximado, ¢°

Antes de se estudar a existéncia e unicidade da pseudo-solugao de (3.8)-(3.10) serd realizado um estudo
sobre solucoes de um problema aproximado e para isso serd necessario definir o seguinte funcional
aproximado, com € > 0.

1

qu(x) ,se [r| <1
¢ (z,r) = , @ — (149 (5.4)
(1+6) o q xXr) — + € . > 1
e (taew

O funcional aproximado definido acima, satisfaz algumas propriedades, as quais sdo apresentadas

a seguir:
1. ¢(z,r) é convexo em r;

2. ¢5(x,m)r >0 VreRY
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3. o(x,r) < ¢(x,7) VreR™

Agora que ja foi definido o funcional aproximado e aprensentadas algumas das propriedades que

este funcional satisfaz, serd estudada as solugoes do seguinte problema aproximado:

U — eAu — div(ps(z, Vu)) + AMu—1) =0 em Q x[0,T] (5.5)
u(z,t) = g(x) em 00 x[0,T] (5.6)
u(x,0) = I(z) sobre Q (5.7)

onde I € H' N L*®(Q), g € L®(dQ) com g = Tr G em L'(9N) para alguma G € H'(Q) e I|sq = g.
Nota-se que tanto o funcional aproximado, definido em (5.4), quanto o problema aproximado,
definido em (5.5) equivalem, respectivamente ao funcional definido em (3.4) e a equagao do fluxo,
definida em (3.8) quando € — 0.
O lema que serd enunciado abaixo garante que o problema aproximado dado em (5.5)-(5.7) possui
uma Unica solugao, porém como sua demonstracao é extremamente técnica, a mesma, nao sera apre-
sentada. Resultados sobre equagoes parabdlicas que ajudam na demonstragao deste Lema, podem ser

encontrados em [22].

Lema 5.1 Suponha que I € H'(Q) com I|pq = g. Entdo o problema (5.5)-(5.7) tem wma tnica
solucdo u € L2(0,T; HY(Q)) N C(0,T; L3(R)) com @ € L*(0,T; L*(Y)) tal que:

[e'e] )\ ~ ~ ~
/ /|u|2 dadt + sup [/ E|Vu|2+¢e(x,Vu)+]u—I|2] < 6/ VI2 + ¢, VD) dz  (5.8)
0o Jo >0 LJo 2 2 2 Jq

Antes de se estabelecer o resultado que garante a existéncia e unicidade de uma pseudo-solugao
de (3.8)-(3.10) serd apresentado um lema com a finalidade de se estabelecer uma estimativa para a

solucao do problema aproximado dado em (5.5)-(5.7).

Lema 5.2 Se I € H' N L® N BV(Q), g € L™(0Q) com I|pg = g e u é uma solu¢io de problema
aprozimado dado em (5.5)-(5.7), tem-se:

]l Lo (ory < maz(|[ 1] Lo (6 1191 1o 00) (5.9)

Demonstragao
Seja

M :=maz (||| ), |9l L= (00))-
Multiplicando (5.5) por (u — M), onde:

u—M seu—M>0
(U_M)+_{ 0 seu—M <0
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tem-se:

W(u— M)y —e(u— M)yAu— (u— M)idiv(eh(z,Vu)) + Mu—I)(u— M)y =0
e integrando sobre {2 tem-se:

/ i(w— M)y + Mu— D)(u— M), de — e/(u _ M), A da— /(u M), div(65(x, Va)) da = 0.
Q Q Q

Agora usando integracao por partes obtém-se:

/u(u—M)+ da:—i—e/ |Vul? dx—i—/qﬁﬁ(a:,Vu)-Vu dx+)\/(u—l)(u—M)+ de=0 (5.10)
Q Q Q Q

Agora, usando o fato de que ¢S(x,r) - > 0 tem-se que:

/ ¢s(x,Vu) - Vu dz > 0
Q

e assim,

. 1 [d 2
/Qu(u M) 2/th(u M)Z dx <0

Consequentemente,

1
/(uM)id:UﬁO
2 Ja

é decrescente em ¢ e ja que:

1 1
2/(u—M)2+d:1:§0 e 2/(u—M)§rda:]t0:0
Q Q

tem-se que:

1
2/(u—M)%r dx =0 paratodo t € [0,T]
Q

e assim,

u(t) < M = maz(|I|| =), |9ll= @) em Q, ¥Vt > 0.

De forma andlaga, s6 que agora multiplicando (5.5) por (u + M), tem-se que u(t) > —M para
todo t. Com isso (5.9) estd provada. ]

A demonstragao do Lema abaixo nao serd apresentada, mas pode ser encontrada em [14].

Lema 5.3 Seja u uma solucio de (5.5)-(5.7). Entdo para toda funcio v € L?(0,T;H*(Q)) com
vlgn = g tem-se:

/ /u(v—u)—|—6|Vv|2+gb€(x,Dv)+)\|v—f|2 dmdtz/ /€|Vu|2+¢e(:v,Du)+/\|u—I~\2dmdt (5.11)
o Ja 2 2 0o Ja2 2

Observagao 5.1 Se u é uma solugao de (5.5)-(5.7), entao para qualquer 0 < € < a — 1, sabendo que
1 <a<q(x), tem-se que a estimativa dada abaizo é consequéncia direta do Lema 5.3.

s 1 A .
/ /|uy2 dxdt + sup [/ —— |Vt dx+/ lu — I? dw} <C
0o Jo t>0 [Jo l+e 2 Jo

onde C > 0 € uma constante dependendo apenas de ) e ||Vf||L2(Q).
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5.3 Existéncia e unicidade de (3.8)-(3.10)

Todos os lemas até entao apresentados servirao de base para os préximos dois teoremas, que além de
garantir a existéncia e unicidade de uma solugao para (3.8)-(3.10), determinarao qual o comportamento
da solugao fraca de (3.8)-(3.10) quando ¢t — oo.

Seja I € BV NL>®(), entao pelos Lemas 3.2, 3.3 e pela Observagao 1.2 existe uma sequéncia {Is}
em H' N L>®(Q) tal que:

Tr Is=Tr I sobre 01, (5.12)

sllzee(@) < Cllll=(e, (5.13)

Is — I, fortemente em L?(Q) quando § — 0, (5.14)
Drg(I5) < Drg(1) 45 (5.15)

Teorema 5.1 (Existéncia e Unicidade) Suponha que I € BV N L>®(Q), g € L>®(0N) e I|sgg =
g com g = TrG para alguma funcdo G € HY(Q). Entdo, existe uma tnica pseudo-solucio u €
L>(0,00; BV N L>®(Q)) de (3.8)-(3.10).

Demonstracao

1. Primeiramente fixe § > 0 e passe o limite com € — 0. Seja {u§} uma sequéncia de solugoes de
(5.5)-(5.7) com valor inicial I = I5. Pelo Lema 5.2 e pela Observacao 5.1, existe uma subsquéncia

{uj'} e uma funcdo us € L>(2°°) com 15 € L*(Q2°) tal que, quando &; — 0, tem-se:
uy’ —us fraco® em L%(Q) (5.16)
a3 — w fracamente em L?(Q°). (5.17)

O mesmo argumento usado na prova do Lema 3.1 em [29] fornece que 45 = w e us(0) = I5. Portanto,

para toda fungao f € L*(Q),
t
[ (5t =1) r@rde = [ [ 5w o)1) fa)dods

¢
=0 [0 () f@ideds = [ (us( )~ 15) Fla)d.
0 JQ Q
Assim, para cada t > 0,
uzi(.,t) — wug(.,t) fracamente em L*((2). (5.18)

Da Observacio 5.1, para cada t > 0, {u§'} é uma sequéncia limitada em W'!(Q2). Logo existe uma
subsequéncia convergente {u?j } de {uj'} tal que

€i

us’ (., t) — ug(.,t) fortemente em L'(9).

Note que toda subsequéncia convergente de {u5'} converge para o mesmo limite u;(.,t) devido a (5.18).
Entao, para cada t > 0,
ug' (., t) — ug(.,t) fortemente em L'(9). (5.19)
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De (5.16) e (5.19), tem-se que para cada t > 0,
ugi(.,t) — ug(.,t) fortemente em L*(Q). (5.20)

Também obtém-se da Observacio 5.1 e de (5.19) que us € L>=(0,00; BV N L®(Q2)) com 15 € L*(Q>).

Além disso, pelo Lema 5.3, para todo v € L2(0,T; H*(Q2)) com v|sq = g, tem-se que:
gi 2 £ A 2
u5 (v —u§") §|VU| +¢’(x,Vv)+§|v—L;| dxdt

A .
// + ¢% (z, Du') + §]u?—lg\2dxdt (5.21)

Usando (5.17) e (5.20) e tomando ¢; — 0 em (5.21) tem-se que:

/ /u(;(v—u(;)—i—qﬁ(a:,vqj) Zlo— Isdxdt > hm / /qbsl x, Dug')dxdt + — / /|u5—152dxdt
0 JQ

(5.22)

Pelo Lema 3.1 e usando o fato de que ¢(z,r) < ¢(z,r) V r € R", obtém-se:

lim / /(bsi(x,Du;")dxdtZ/ /cb(:z:,Dm)da;dt—i—// lus — g|dH" " 'dt. (5.23)
s —0Jo Ja 0 Jo 0 Joa

A combinacao de (5.22) e (5.23) fornece:

S )\ S
/ / (v —ugs) + d(x, Vo) + v — Is*dedt + / / lv — gldH"'dt
o Ja 2 0 Joq

2/ /(j)(m,Vu(;)—l—)\\u(;—L;dedt—i—// lus — g|dH"tdt (5.24)
0 Jo 2 0 Joq

para todo v € L?(0,00; HY(Q)) com v = g em 9. Por aproximacio, (5.24) ainda continua vélida
para v € L%*(0,00; BV N L®(Q)) com v = g em IN>®°. Para ver que (5.24) é valida para toda
v € L%(0,00; BV N L*®(Q)) (em particular, sem a condicdo de que v = g em 9Q), substituindo v por
vg = dgv + (1 — dg)G em (5.24) e pelo Lema 4.2 fazendo 3 — 0. Por aproximacao, pode-se concluir
que (5.24) continua vélida para todo v € L?(0, 00; BV N L>®(R)).
2. Agora resta apenas passar o limite com 6 — 0 em (5.24) para completar a prova.

Note primeiramente que (5.8) permanece vélido para us’ com I = I;. Fixe § > 0 e usando a fraca

semi-continuidade inferior e (5.19), temos que:

lim [ ¢%(z, Duf')dx > / o(x Du(;)daH—/ lus — g|dH™ L.

E; —0 0O

Assim, pode-se passar o limite com g; — 0 em (5.8) e obter:

/Oo/ |u5\2d:cdt+sup [/gb x, Dug)dzdt + = |u5—15| +/ lug — g|ldH™™ ldt] /gb x,VIs)dz.
v (5.25)
Entdo {us} é uniformemente limitada em W'!(Q) para cada t > 0. Note também que no Lema
5.2 o limitante é independente de ambos, ou seja, € e §. Portanto, {us} também é uniformemente

limitado em L°°(02°°). De (5.25), também tem-se que {is} é uniformemente limitado em L?(2°°).
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Pelo mesmo argumento usado para obter (5.16), (5.17) e (5.20), existe uma subsequéncia {us, } de

{us} e uma funcdo u € L?(0,00; BV N L>®(Q)) com u € L*(Q>) tal que com §; — 0,

us, — u fracamente® em L>(Q) (5.26)
us, — u fracamente em L2(Q%) (5.27)
us, (., t) — u(.,t) fortemente em L*(Q) e uniformemente em t. (5.28)

Seja § = ; em (5.24). Usando a fraca semi-continuidade inferior, (5.26)-(5.28), pode-se fazer 6; — 0
para concluir que para todo v € L?(0,00; BV N L>(Q)),

//u(v—u)da?dt—l—/ <I))\7g(v)dt2/ Dy g(u)dt.
0 JQ 0 0

Assim, a existéncia estd provada.
3. Suponha que u; e uz sdo ambas solugoes fracas de (3.8)-(3.10). Como em [28] e [29], podemos obter
duas desigualdades: a primeira tomando v = u; € v = uz em (5.3) e a segunda tomando u = usy e

v = u1. Adicionando estas duas desigualdades dadas tem-se que para todo s > 0,

s 1d
/ / ——|uy — ug\dedt < 0.
o Jo2dt

Logo, u; = ug em Q. ]
Com o intuito de finalizar as andlises da solucao de de (3.8)-(3.10) serd analisado o comportamento

da solugao fraca, u(z,t), de (3.8)-(3.10) no teorema a seguir.

Teorema 5.2 Quanto t — 00, a solucdo fraca, u(z,t) de (3.8)-(3.10) converge fortemente em L?(2)
para uma func¢do minimizante @ de ®y 4, ou seja, a pseudo-solucdo, @, de (4.1).

Demonstracgao
J4 que por hipdtese, u satisfaz (5.3), para qualquer s > 0, podemos substituir v(z) € BV N L%(Q) em

(5.3) e assim:

1 2 2 A 2
/Q(u(x,s) — I(z))v(z)dx — 2/Q(u (x,8) =1 (x))dx—ks/ﬂqﬁ(x,Vv) +s2/Qv—I| dx+

—|—s/ |v—g|dH"_12/ /gi)(:v,Vu)dt—i—)\/ /]u—]|2d:6dt—|—// lu — g|dH™dt. (5.29)
20 0 Jo 2Jo Jo 0 Jogo

Usando o mesmo raciocinio que o usando em [13], vamos tomar:

w(x,s) = 1/08 u(z,t) dt.

S

Ja que u € L*(0,00; BV N L>®(Q)), entao para cada s > 0 temos que w(.,s) € BV N L>®(Q2) com
{w(., s)} uniformemente limitado em BV () e L>°(Q2).
Portanto, existe uma subsequéncia {w(.,s;)} de {w(.,s)} que converge fortemente em L(f2) e

fracamente em BV (Q2) e L*>(Q2) para uma funcao @ € BV (2) N L>(§2) quando s; — oo.
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Como {w(.,s)} é uniformemente limitado em L>®(), {w(., s;)} também converge fortemente em

L?(Q) para @. Entdo dividindo (5.3) por s temos que:

1 1
- /Q(u(:p, s)—I(z))v(z)de — —

s 2s Jq
n—1 1 ? )\ 1 ® 2 1 y n—1
+ [ [v—gldH"" > - ¢(x, Vu)dt + =~ |u — I*dxdt + - |u — gldH™dt.
o0 sJo Ja 2sJo Ja s Jo Joo

Assim, usando o teorema de Fubini e o fato de que:

2 2 A v — I12da
(u”(x,s) — I (:U))d:n+/§2qb(ac,Vv)+2/Q| I|*dz+

1 S
w(z,s) = /0 u(x,t)dt.

S

temos que:

A A
/¢(a:,Vv)+/ \U—Iy2d:c+/ lv— g|dH™! 2/q§(m,Vﬁ)+/ \a—I\Qder/ i — g|ldH™ "
Q 2 Ja 09 Q 2 Ja 09

para todo v € BV N L%(Q), ou seja, @& é uma pseudo-solucio de (4.1). [ ]



Capitulo 6

Solucao numérica e resultados
experimentais

Neste capitulo é apresentado um breve estudo sobre o método das Diferencas Finitas, além de
uma suscinta anélise sobre os métodos utilizados na discretizagao da equagao do fluxo dada em (3.8)

também serao apresentados resultados experimentais sobre o modelo analisado.

6.1 Solucao numérica

Sera agora apresentada a solugdo numérica do problema de minimizagdo dado em (3.6), através
da discretizagao da equagao do fluxo, associada a este problema, dada em (3.8), ou seja, considera-se

a seguinte equacao:

%(m,t} = div(¢r(z, Du)) — Mu—1), em Q x [0,T] (6.1)
ou

a—n(x,t) =0, sobre 02 x [0, 7] (6.2)

u(z,0) = I(z), em (6.3)

A equacao dada em (6.1) serd discretizada utilizando uma das técnicas mais tradicionais, ou seja,
utilizando Diferencas Finitas. Nesta técnica a equacao diferencial é substituida por uma equacao de
diferencas cuja solucao é obtida, em cada instante de tempo t, sobre uma malha de pontos, neste
caso, uma malha bidimensional.

O termo de difusao é dado por:

div(¢p(z, Vu)) = |VulP®) 2 [(p(x) —1)Au+ (2 — p(x))|Vuldiv (%) + Vp - Vulog(|Vu|)| (6.4)
com
_ 1
p(z) = { ;m) = 1t Svewr :zz: i g (6.5)

para k,o > 0 e sendo G, o filtro Gaussiano.

64
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O termo de difusao dado em (6.4) serd discretizado utilizando diferengas finitas. Como em (6.1) o

termo de difusdo é dado por div(¢,(x, Vu)) e considerando que

ou Ou
Vu = <8:r:’ 8y> = (ugz, uy)
obtem-se que |Vu| = |/u2 + u?/ Desta forma:
(z)—2
1. |[Vu[P®)—2 = (, Ju2 + ug)p

Pu 0%

T ox2 g T

2 2
Ugp Uy + UyyUy — 2U g Uy Uy

3. div (X ) =
Vu
(' ') (u2 4 u2)\/u2 + ul
4. Vp - Vulog(|Vul|) = (pz, py) - (uz, uy)log (\ JuZ + u§>

Comparando a equagao de Euler-Lagrange utilizada no modelo dada em (6.1), com a equacao,

associada ao problema de minimizacdo dado em (3.6), obtida em (3.12) para |Vu| > [ e em (3.13)

para |Vu| < [ tem-se pelos célculos apresentados a seguir que estas coincidem.

De fato, note que

e |Vu| > (3 implica que p(z) = 1 e substituindo este valor em (6.1) obtém-se:

ou Vu
—=div| —=— | —-ANu—-1)=0
g =i (i) ~ D)
podendo ser escrita na forma:
u CAu—1) - Ugg Ul + Uyy U — 2y Uy Uy .

ot B

coincidindo assim, com a equagao dada em (3.12).

e |Vu| < g implica que p(x) = ¢(z) e substituindo este valor em (6.1) tem-se:

19}
ailtb +AMu—1) - |VU’q(x)72 [U22G(%) + Uyyq(T) — Ugz — Uyy+
umui + uyyui — 2Ugp Uy Uy
+(2 — q(2)) Vul? + Vp - Vulog(|Vul)

simplificando, tem-se:

du | ANu—1I) — |Vu|?®) =2

2 2 2 2
UL Ugz — Uy Uyy + Uy Uz + UL Uyy

=0

ot |Vu|?
q(7) (uggpu? + uyyuz — 2UpUylUyy) — dUpUyly,

_|_
[Vul?

+ Vu - Vplog(|Vu|)] =0
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Agora, substituindo Au por ugzs + uy, em (3.13), obtém-se:

2

ou Y

il B AN q(z)—2
BN + Au—1) = |Vu

umug + umuz + uyyui + Uyyu

[Vul?

2 2 2 2 2
Ugz Uy + UyyUy + Uiz, — 2UUgy — 2uyuyy — AUy Uy
[Vul?

+q(x) + Vu - Vplog(|Vul|)| =0

simplificando, tem-se:

ou

Fn +AMu—1)— |Vu\q(9”)_2 [—uium — uzuyy + uzum + uiuyy—i—

q(7) (ugpu? + uyyuz — 2UpUylUyy) — AUpUyUy,
[Vul?

+ + Vu - Vplog(|Vul)| =0

Assim, as equagoes dadas em (6.1) e (3.13) coincidem para |Vu| < (.

6.2 Meétodo das diferencgas finitas

Esta secao tem por finalidade apresentar os resultados matematicos necessarios para a discretizacao
da equacao do fluxo. Serao suavizadas determinadas imagens, as quais sofreram em sua aquisi¢ao
algum tipo de interferéncia, chamado de ruido, representaremos estas imagens por funcoes u, sendo:
u:Q CR" — R, comn =2oun = 3. Procura-se entdo uma solu¢do u(x), com = € R"™, de
uma determinada EDP. Desta forma, deve-se discretizar o dominio de u(zx,y), isto é, a regiao
sera discretizada em uma malha de pontos bi-dimensional, onde, a malha de passos h e k que serd

construida, associada a (x;,y;), ¢ dada por:
(xzvy]) = (LEO =+ ihvyo i]k)7 para Z?] = ]-a 25 R

sendo (xg,yo) um ponto de referéncia, sendo também h e k nimeros positivos. E considerado h = k

para que a malha possa se tornar regular em (z,y), sendo a vizinhaga deste ponto representada na

Figura 6.1.
(x-h,y+h) (x,y+h) (x+h,y+h)
(x-hy) (x.y) (x+h,y)
(x-h,y-h) (x,y-h) (x+h,y-h)

Figura 6.1: Malha de pontos
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Como as imagens que estao sendo consideradas neste trabalho tem dimensdao m X n, a regiao €2
sera discretizada em uma malha de pontos m X n, os quais estarao igualmente espacados, ou seja,
h=1.

Como o objetivo é aproximar uma funcao de duas variaveis e estd sendo considerado o passo
constante, h = 1, obtém-se as seguintes aproximacoes relativas as derivadas parciais de primeira e

segunda ordens da fungao u(z,y).

0 h,y) —
au_ Uy = u(@+ h,y) — u(@,y) = ug(Ti, ¥i) ® uit1j; —u;; Foérmula Avancada
Ox h ’ ’
0 — —h
ou _ Uy = u(z, y) — u(x Y) = up(Ti,ys) = ui; —ui—1; Fdérmula Atrasada
ox h ’ ’
8 h7 _ _ h’ . P ) )
8Z = U, ~ u(@ +hy) zhu(x y) = ug(wi,y) = w Férmula Centrada
8 ) h - ) s
éTu =uy ~ uz,y + Iz u(@,y) = uy(zi,¥;) = ujj+1 —u;;  Foérmula Avancada
Y
8 ) - ) - h 4
87u =uy ~ u(z,y) Z(:E L ) = uy(zi,y;) = ui; —u;j—1 Foérmula Atrasada
Yy
0 h) — —h il — Ui
87u . u(w,y + )2hu(x,y ) = uy(z, yi) & w Férmula Centrada
Y

Agora serao dadas as formulas para as derivadas parciais de segunda ordem:

ou U A Uit1, 541 T Uim1,5—1 — Ui—1 541 — WUit1,5—1
=y, A
oxdy Y 4
0%u

9p2 — Uaw N Uit1j — 2Uij Ui

o
Oy?

Nao tem-se a intensao de apresentar todos os detalhes para a obtencdo das férmulas acima, por

= Ugy N Uil — 2Uij + Uij—1

isso, tais detalhes forma omitidos. Porém mais informacoes sobre tais deducoes podem ser encontradas
em [17].

Como a malha utilizada relativa a discretizagao de €2, apresenta uma certa regularidade, pode-se
notar que para os pontos interiores serao usados nas aproximacoes para a primeira derivada os opera-
dores diferencas centradas e percebe-se que tais pontos estdo bem definidos na malha de discretizagao.
Ja para os pontos presentes nas regides de contorno serao utilizados operadores diferencas avancadas

e atrasadas, dependendo da posigao destes pontos, como pode ser visto em [25].
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Antes de se terminar a discretizagdo da equacao do fluxo dada em (6.1) é importante enfatizar
que o processo evolutivo na escala temporal desses modelos, baseiam-se fundamentalmente em um

processo iterativo. Ao se denotar
£(u) = div(pp(z, Du)) — NMu — 1)
pode-se escrever o problema dado em (6.1) da seguinte forma:

ou
i £(u) (6.6)

com u(z,y,0) = I(z,y).
Assim, a solugao deste problema é obtida substituindo as derivadas presentes em £(u) por dife-
rengas finitas e a equagao diferencial parcial dada em (6.6) é entdao aproximada numa malha regular

de passo h, pela seguinte equacao:

“:L;rl = AtL(ui;) +uiy,  com U?,j = u(w;, yi) (6.7)

onde At representa o incremento temporal e u?] representa a solugao aproximada de u(x;,y;) no
tempo &y,
Agora, ja se tem um processo iterativo para a evolugao temporal do modelo analisado, sendo que,

para a estruturacao da equagao numérica ainda se faz necessério discretizar a funcao g(|V(Gy * u)|).

6.3 Discretizagao da funcgao ¢(|V(G, * u)|)

Aqui é apresentada a discretizagao da funcao g que estd presente na equacao (6.5), sendo esta,

definida por
1

T 1+ E[V(Gy ¥ u)?

onde k é uma constante. A definigdo de convolucédo serd apresentada na Definicdo 6.2 a seguir, j& para

9(IV(Go * u)])

a funcao G, considera-se a seguinte definigao:

Definicao 6.1 Seja p : R™ — R. O espago escala Gaussiano de p € uma funcao T, : R" x Ry — R
dada por:
T (w,t) = p + Gy(a)

sendo que:
1 —G o) -
Gt(x) = — [ 2at
(2mat)2
€ a distribuicdo Gaussiana de dimensao n com média |1 e variancia at, sendo a uma constante positiva.
O desvio-padrdo € o = v/at, x € R™ e o parametro t é chamado de escala.

Note que, tomando ¢ = +v/at, pode-se escrever:

_(124_“_‘_12 )_
Gole) = —ge™
(2m02)2



69

Serd apresentada a definicdo de convolucao para que se possa entender a forma como serd avaliada
numericamente a fun¢ao 7),(x,t), considerando a malha regular de passo h. Antes porém considera-se

SCper(2L) como sendo o espago das funcoes seccionalmente periédicas de periodo 2L.
Definicao 6.2 Sejam g,p € SCper(2L). Define-se a convolugdo de g e p como sendo a fung¢do:
gxp:R—R

dada por:

L
@)@ =57 [ttt —1) di (6.9)

Toma-se L = 1, ja que a malha de pontos sobre a qual serd feita a discretizagao é definida sobre
os numeros naturais com h = Az = Ay = 1. Desta forma deve-se calcular o produto de convolugao
entre as fungoes g e p, em uma vizinhanca do ponto u; ; e tal regiao serd considerada como uma regiao

dada pelo retangulo:

(Xi.1:Yje0) (X ¥er) K Yjed)
. (x|—1 ‘yj) .(xi 'yj ) (X;-v-‘]'yj)
(Xi.1:¥j1) (%;.¥;9) (Xisp Y1)

Figura 6.2: Conjunto de pontos utilizados na convolugao

Desta forma, para se calcular o produto de convolugao em rela¢ao ao ponto (x;,y;) deve-se calcular

a seguinte integral:

1 /11t
(g% p)(wi,y) = 2/12/19(%—:6,1/]- —y)p(x,y) de dy.

Assim, ao se calcular o produto de convolucao, estamos nos restringindo ao calculo numérico de

integrais e utilizando a regra de Simpson para o célculo desta integral, conforme [25], considerando

g(xvy) = Gg(x,y) € p(xay) = U(l‘,y), obtém—se:

(Goxu)(i,j) ~ 35 {Go(1,Duj—1j-1 4+ Go(—1, Dui1j-1 + Go(1, —=1)ui—1,j41
+ GU(—l, —1)ui+1,j+1 + 16GU(0, O)Ui,j (6.9)
+ 4[Go(0, Duij1 + Go(1,0)ti-1j + Go(—1,0)uit1,; + Go (0, —1)us 1]} -

Tomando CV(x,y) = (G5 * u)(z,y)) e utilizando o operador de diferengas centradas para o célculo

das derivadas parciais de primeira ordem de C'V, tem-se:
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ox 2 =di
e
oCV(x,y) ., CV(z,y+1)-CV(r,y—1) p
oy N 2 -
Desta forma,
oCcVvV oCV
V(G *xu) = ( o ’8y> )

Logo, conclui-se que:

V(G xu)|? = d? + d2.

Voltando agora na fungéo g tem-se que estd é dada por:
(19(G ) 1
xu)|) = ——————-.
JUV e 1+ k(d2 + &)

concluindo assim a discretizagao da funcgao g.

6.4 Resultados experimentais

Serao apresentados agora alguns resultados obtidos com a utilizacdo do modelo estudado neste
trabalho. Para melhor compreensao das idéias propostas serdao apresentadas as imagens originais, as
imagens com ruido, as imagens suavizadas,os graficos correspondentes a uma linha da matriz de cada
imagem considerada e os mapas de bordas.

Para melhor comparacao das imagens, estas serao apresentadas em paginas distintas, ou seja, serao
apresentadas a imagem original, a imagem com ruido e a imagem suavizada todas numa mesma linha;
na linha seguinte serao apresentados os graficos que foram plotados a partir de uma linha da matriz

que representa cada imagem anterior e, por ultimo, é apresentado o mapa de bordas.
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Nesta péagina é apresentado o exemplo da imagem de um cérebro reconstruida utilizando-se o
modelo CLR. Na primeira linha é apresentada a imagem original, a imagem com ruido e a imagem
suavizada pelo modelo. Ja na segunda linha apresenta-se o grafico plotado a partir de uma determinada
linha da matriz que representa cada uma das imagens para que se possa analisar que o modelo remove
o ruido de forma eficiente. Na dultima linha é apresentado o mapa de bordas, para mostrar que o

modelo apresenta bons resultados para a preservacao das bordas

L L L n L I L n L n " i i ) B 3 i L L n L L L L L L
&0 100 150 200 250 300 350 400 480 £00 a 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 o &0 100 180 200 250 300 350 400 450 GO0

Figura 6.3: Primeira linha: imagem original, imagem corrompida com ruido gaussiano e imagem
suavizada, ou seja a imagem reconstruida usando o modelo CLR, dado em [14], com 200 iteracoes,
8 =100,k = 0.0008, A = 0.05, 0 = 0.5 e At(timestep) = 0.02. Segunda linha: gréfico da 200° linha
da imagem original, da imagem com ruido e da imagem suavizada. Terceira linha: mapa de borda.
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Nesta pagina é apresentado o exemplo da imagem de alguns alimentos reconstruida utilizando-
se o modelo CLR. A disposicdo das imagens segue a mesma forma da pédgina anterior. A imagem
considerada a seguir foi colocada com o intuito de mostrar que o modelo implementado apresenta

bons resultados, ja que a mesma imagem estd presente em [14].

Figura 6.4: Primeira linha: imagem original, imagem corrompida com ruido gaussiano e imagem
suavizada, ou seja a imagem reconstruida usando o modelo CLR, dado em [14], com 50 iteracoes,
8 =100,k = 0.0005, A = 0.05, 0 = 0.5 e At(timestep) = 0.04. Segunda linha: gréfico da 150° linha
da imagem original, da imagem com ruido e da imagem suavizada. Terceira linha: mapa de borda.
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Nesta pagina é apresentado o exemplo da imagem de algumas formas geométricas reconstruida

utilizando-se o modelo CLR. A disposi¢do das imagens segue a mesma forma da pagina anterior.

250

Figura 6.5: Primeira linha: imagem original, imagem corrompida com ruido gaussiano e imagem
suavizada, ou seja a imagem reconstruida usando o modelo CLR, dado em [14], com 200 iteracoes,
B =100,k = 0.0006, A = 0.05, 0 = 0.5 e At(timestep) = 0.02. Segunda linha: gréfico da 128° linha
da imagem original, da imagem com ruido e da imagem suavizada. Terceira linha: mapa de borda.
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Nesta pagina é apresentado novamente o exemplo da imagem de um cérebro reconstruida utilizando-
se 0 modelo CLR. A disposicao das imagens segue a mesma forma da pagina anterior. Apresenta-se
novamente uma imagem médica pelo fato da remocao de ruidos em imagens digitais ser amplamente

utilizada na medicina.

Figura 6.6: Primeira linha: imagem original, imagem corrompida com ruido gaussiano e imagem
suavizada, ou seja a imagem reconstruida usando o modelo CLR, dado em [14], com 200 iteracoes,
B =100,k = 0.002, A = 0.05, 0 = 0.5 e At(timestep) = 0.02. Segunda linha: gréfico da 100° linha
da imagem original, da imagem com ruido e da imagem suavizada. Terceira linha: mapa de borda.

Observagao 6.1 Todas as imagens que apresentam ruido, foram corrompidas com ruido gaussiano
com média 0 e variancia 0.02.



Capitulo 7

Conclusao

Neste trabalho analisamos o problema classico na restauracao de imagens, o qual consiste em
recuperar uma imagem u, a partir de uma imagem com ruido, I. O aspecto desafiador de problemas
deste tipo é desenvolver métodos que possam, de forma seletiva, eliminar algumas informacoes, como
o ruido, sem perder importantes caracteristicas e nem criar caracteristicas que nao estejam presentes
na imagem.

Neste sentido vimos que o modelo analisado neste trabalho, ou seja, o modelo CLR dado em [14]
apresenta bons resultados para a remocao de ruidos em imagens digitais, além de ser um modelo de
facil implementacao computacional, ja que a sua implementacao é favorecida pela extensa quantidade
de métodos numéricos encontrados na literatura.

A formulacgao variacional desenvolvida neste trabalho é importante pois permite apresentar mate-
maticamente resultados sélidos, ja que conseguimos mostrar que o problema de minimizacao é bem
posto, ou seja, admite um minimo e que a equacao do fluxo associada a este problema também existe
e é Unica.

A continuagao natural deste trabalho é a incrementagao do funcional dado em (3.6) a fim se de obter
melhores resultados para a remocao de ruidos em imagens digitais. Tentaremos também modificar
este funcional, com o intuito de que este dependa menos do limiar, 3.

Além disso analisaremos o comportamento do funcional dado em (3.6) para diferentes valores de

p, ou seja, para p > 3.
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