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KINOSHITA,D., Desenvolvimento e implementagao da metodologia combinada
fronteira imersa térmica e pseudoespectral de Fourier. 2015. Tese de Doutorado,

Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia.

RESUMO

Uma nova metodologia de modelagem matemaéatica combinando os métodos de fron-
teira imersa e pseudoespectral de Fourier - IMERSPEC - foi desenvolvida para problemas de
transferéncia de energia térmica, usando as equagoes de Navier-Stokes, a equacao de balanco
de massa e a equacao de balanco de energia para escoamentos incompressiveis. O algoritmo
numérico consiste do método de colocacao pseudoespectral de Fourier, usado para a solu-
¢ao do escoamento e transferéncia de energia térmica, enquanto que o método da fronteira
imersa (método de multiplas forgagens) é usado apenas para aplicar as condigdes de contorno
térmicas. A metodologia IMERSPEC foi desenvolvida no laboratério de mecanica dos flui-
dos (MFLab) para resolver problemas em escoamentos isotérmicos de fluidos. No presente
trabalho, é proposta uma nova formulagao para as condigoes de contorno de primeira espécie
(Dirichlet), segunda espécie (Neumann) e terceira espécie (Robin). A verificagao e valida-
¢ao da metodologia sao apresentadas para todas as condi¢oes de contorno e mostraram boa
concordancia com a literatura. Além disso, a convergéncia da metodologia quando aplicada
a problemas matematicos com solucoes analiticas sintetizadas forneceu acuracia em nivel
de erro de maquina, e taxa de convergéncia de ordem quatro para pontos nao coincidentes.
Para problemas fisicos, a metodologia apresentada propicia obtengao de taxa de convergén-
cia de segunda ordem para a equacao da energia e para as equacoes de Navier-Stokes. O
custo computacional foi analisado e mostrou que a metodologia apresenta ordem Nlogs N,

resultado esperado para o método de Fourier.

Palavras chave: Equagdo da Energia, Condigoes de Contorno, Método da Fronteira Imersa,

M¢étodo Pseudoespectral de Fourier.
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KINOSHITA,D., Development and implementation of the merging of thermal
immersed boundary and Fourier pseudospectral methodologies. 2015. Doctor

Thesis, Federal University of Uberlandia, Uberlandia.

ABSTRACT

A novel methodology combining Fourier pseudospectral and immersed boundary methods
- IMERSPEC - has been developed for heat transfer problems, using Navier-Stokes, mass
conservation and energy equations for incompressible flows. The numerical algorithm con-
sists of a Fourier pseudospectral collocation method, used for flow solution and thermal heat
transfer, while the immersed boundary method (multi-direct forcing method) is used only to
apply the thermal boundary conditions. The IMERSPEC methodology has been developed
in the fluid mechanic laboratory (MFLab) to solve isothermal fluid flows problems. In the
present work, a new formulation for first (Dirichlet), second (Neumann) and third (Robin)
boundary conditions types is proposed. The verification and validation of the methodology
are presented for every boundary conditions and the results show a good agreement with
the literature. Furthemore, the methodology convergence when applied to mathematical
problems with synthesized analytical solutions shows accuracy machine and four order to
rate of convergence for non coincidents nodes. Whilst for physical problems, the presen-
ted methodology provides second order rate of convergence for the energy equation and the
Navier-Stokes equations. The computational cost has been analyzed and it is shown that

runtime presents Nlogy N order, expected result to Fourier method.

Keywords: Energy Equation, Boundary Conditions, Immersed Boundary Method, Fourier

Pseudospectral Method.
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CAPITULO |

INTRODUCAO

Escoamentos com transporte convectivo de energia térmica sao amplamente encontra-
dos em aplicagoes industriais: escoamentos sobre corpos rombudos, dutos submarinos, risers
de perfuracao e producao de petréleo, além de trocadores de calor, secadores de graos, ale-
tas de motores, tubulacao de caldeiras, bombas de 6leo de motores e sistemas hidraulicos,
sistemas de ar condicionado e refrigeracao, entre outras. A anélise fluido dinamica e térmica
destas aplicacoes sao de grande importancia para a engenharia.

Nas ultimas décadas, muitos esforcos foram empregados pela comunidade cientifica
a fim de abordar duas questoes-chaves, porém conflitantes na dinamica dos fluidos com-
putacional (do inglés, Computational Fluids Dynamics, CFD): aplicagdo de condigbes de

1

contorno em geometrias complexas e a busca pela alta acurdcia’ nos resultados numéricos

(FERZIGER; PERIC, 2002).

A busca por métodos acurados para a solucao de fenomenos fisicos utilizando as equa-
coes de Navier-Stokes, continuidade e a equacao da energia é de grande interesse para a
mecanica de fluidos computacional. Essas equacoes modelam matematicamente o compor-
tamento dinamico e térmico dos fluidos.

Existem varias formas de resolver numericamente estas equagoes. Dentre elas podem

1O termo “acuricia”, estéd relacionado com a magnitude do erro, isto é, o quanto a solucio numérica é
diferente da solugdo exata em um tnico nivel de refinamento. Ou seja, a solugdo é mais acurada, quanto
menor for o erro entre ela e a solugao numérica. Normalmente, quanto mais refinada a malha, mais acurada
é a solugao.



ser citadas as metodologias de diferencas finitas, volumes finitos e elementos finitos, além dos
métodos de alta ordem como os esquemas compactos, os métodos espectrais, entre outros.
Dependendo do tipo de escoamento que se queira resolver ou o tipo de fenomeno fisico que

se queira estudar, escolhe-se, entre esses métodos, o que melhor se adeque ao problema.

1.1 Meétodos de alta ordem e fronteira imersa

Entre os métodos de alta ordem, a familia dos métodos espectrais tem se destacado
(CANUTO et al., 2006, 2007), especialmente, o método pseudoespectral de Fourier (MPEF),
devido a sua alta acurécia e alta taxa de convergéncia (veja definigado em Apéndice - taxa de
convergéncia se¢ao 5.2).

A Fig. 1.1 ilustra um esbog¢o de como os métodos espectrais utilizam os pontos da dis-
cretizacao do dominio (circulos fechados) para se calcular uma derivada na posi¢ao indicada
pelo circulo aberto quando se compara com métodos tradicionais. Observa-se que para o
calculo de uma derivada utilizando os métodos espectrais é necessario todos os outros pontos
do dominio, enquanto que os métodos tradicionais de baixa ordem, método das diferencas
finitas, volumes finitos, elementos finitos utilizam apenas os nds vizinhos da posicao onde se

quer a derivada.

Método Espectral

Método das Diferengas Finitas

PO .

Meétodo dos Elementos Finitos

B S

Figura 1.1: Comparacao de discretizacao utilizando trés tipos de métodos, figura adaptada

de Boyd (2000).

Por utilizar todos os pontos da discretizagao do dominio, obtém-se o maximo de in-



formacao possivel para se calcular uma derivada, desta forma os métodos espectrais tém
atraido muito a atencao devido a sua alta precisao nas simulagoes numéricas. No trabalho
de Canuto et al. (2006) e Canuto et al. (2007) sao apresentadas diferentes utilizagoes dos
métodos espectrais aplicados a dinamica dos fluidos.

Este método proporciona mais de 10 digitos de acuracia. Ja os métodos classicos,
método das diferencas finitas ou método dos elementos finitos, alcancam dois ou trés digitos
(TREFETHEN, 2001), podendo chegar ordens superiores aumentando o tamanho do esténcil.

A alta acurécia alcancada pelos métodos espectrais permite obter solugoes satisfatorias
para problemas de engenharia usando menos pontos na malha em comparacao com as meto-
dologias classicas. Esta alta acurdcia é conseguida sempre que o dominio for suficientemente
simples (dominios retangulares ou circulares) e o problema for suave, sem a presenga de
mudancas bruscas, como, por exemplo ondas de choque. Em resumo, para resolver com alta
acuracia uma equacgao diferencial parcial sobre um dominio simples e regular, os métodos
espectrais sao usualmente as melhores ferramentas numéricas (GOTTLIEB; ORSZAG, 1977;
CANUTO et al., 1987, 2006, 2007).

Outra motivagao para se utilizar o MPEF vem do trabalho de Cooley e Tukey (1965),
os quais desenvolveram o algoritmo denominado Transformada Rapida de Fourier (FFT 2),
acarretando em baixo custo computacional® comparado com outros métodos de alta acuricia
e de alta taxa de convergéncia. A FFT trabalha com o procedimento denominado rotacao
de bit, tornando o calculo das transformadas de Fourier muito mais eficiente computacional-
mente, pois o nimero de operagoes reduz de O (N?) para O (NlogaN), onde N é o niimero
de pontos da malha discretizada. Esse custo computacional torna atrativa a utilizacao do
MPEF para resolver equagoes diferenciais parciais. O grafico da Fig. 1.2 apresenta a com-
paracao do custo computacional da transformacao de uma funcao para o espago espectral de
Fourier utilizando a transformada discreta de Fourier (DFT) e a FFT.

Além disso, é possivel utilizar o método de projecao, o qual desacopla o termo gradiente
de pressao transformado das equacoes de Navier-Stokes para escoamento incompressivel como

mostrado em Canuto et al. (2007). Assim, nao é necessario resolver nenhum sistema linear,

2FFT - do inglés Fast Fourier Transform
3Custo computacional é o custo em relacio ao tempo de processamento (o uso da CPU) e armazenamento
de dados em disco rigido e 0 uso da meméria RAM do computador.
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Figura 1.2: Comparacao do custo computacional entre a DFT e a FFT.

ou seja, o calculo da equacao de Poisson, necessaria para fazer o acoplamento entre os
campos de pressao e velocidade, é substituido por um produto vetor-matriz, acarretando em
um procedimento computacional eficiente e acurado.

A maior limitacao do MPEF esta nas condi¢oes de contorno, que para preservar a taxa
de convergéncia e a acuracia, aliadas ao custo computacional, é necessario o uso de condigoes
de contorno periédicas.

Segundo Ferziger e Peri¢ (1996), a necessidade de modelar condigoes de contorno alta-
mente complexas requer um método de alta acurdcia. A maioria dos problemas de escoamen-
tos de fluido e transferéncia de energia térmica ocorrem sobre ou no interior de geometrias
complexas e utilizam dominios com fronteiras irregulares, frequentemente associados com a
presenca de corpos méveis ou geometrias deformaveis, acarretando certa dificuldade para
investigar estes problemas tanto experimentalmente quanto numericamente.

Os métodos utilizados para resolver problemas de escoamentos sobre geometrias com-
plexas requerem malhas nao estruturadas e a utilizagao de técnicas de remalhagem, acarre-
tando em custo computacional e a necessidade de uma implementa¢ao numérica complexa,
de acordo com Nakahashi, Ito e Togashi (2003). Buscando contribuir para a solugdo deste
problema, tém-se desenvolvido, alternativamente, as metodologias baseadas no conceito de
fronteira imersa.

Durante o seu mestrado, Mariano (2007) propos uma metodologia hibrida, denominada

IMERSPEC, na qual se resolve as equacoes de Navier-Stokes usando o método pseudoes-



pectral de Fourier, impondo as condig¢oes de contorno fisicas através do termo fonte de forga
da fronteira imersa, permitindo assim, resolver problemas nao periédicos com o método
pseudoespectral de Fourier.

Desta maneira, com a metodologia IMERSPEC tornou-se possivel resolver problemas
de escoamentos nao periddicos sobre geometrias complexas utilizando-se o método pseudo-
espectral de Fourier. Como fruto do presente trabalho, na sequéncia do trabalho de Mariano
et al. (2010), serd mostrada uma nova metodologia para escoamentos incompressiveis com
transferéncia de energia térmica e um novo modelo para os trés tipos de condicoes de con-
torno (Dirichlet, Neumann e Robin), a serem utilizadas para solu¢ao da equagao da energia

envolvendo geometrias cartesianas e nao cartesianas.

1.2 Justificativas do presente trabalho

Tem-se como objetivo global do presente trabalho desenvolver modelos para implemen-
tar as condigoes de contorno por meio da metodologia da fronteira imersa térmica e continuar
o desenvolvimento uma ferramenta para a andlise numérica, refinada de escoamentos com
transferéncia de energia térmica, sobre geometrias complexas.

Além disso, tem-se como primeiro objetivo especifico implementar a equacao da energia
e impor as condigoes de contorno através do termo fonte de forca pelo método de fronteira
imersa, desta forma, estender a aplicabilidade da metodologia IMERSPEC. Adicionalmente,
serao apresentados novos modelos para os trés tipos de condigoes de contorno (Dirichlet,
Neumann e Robin) visando simular escoamentos incompressiveis com transferéncia de energia
térmica.

Apoés a apresentacao dos detalhes matematicos e numéricos da implementacao da equa-
¢ao da energia e das condicoes de contorno, expoe-se o processo de verificagao, tanto da me-
todologia matematica, quanto da sua implementacao no cédigo computacional, através da
técnica das solugoes manufaturadas. Por fim, propoe-se resolver alguns problemas classicos
de CFD, como escoamentos em cavidades adiabaticas - isto é, com isolamento - e em cilin-
dros concéntricos com convecc¢ao natural, com o intuito de validar a metodologia e prepara-la

para aplicacoes industriais mais complexas.



CAPITULO 1l

REVISAO BIBLIOGRAFICA

O estado da arte de escoamentos com transferéncia de energia térmica, utilizando-se as
condigoes de contorno de primeira espécie (Dirichlet), segunda espécie (Neumann) e terceira

espécie (Robin), é apresentado neste capitulo.

2.1 Metodologia da fronteira imersa e escoamentos com transferéncia de energia

térmica

A metodologia da fronteira imersa (MFI) vem sendo desenvolvida desde 1970, tendo
conquistado visibilidade com o trabalho de Peskin (1972), o qual mostrou simulagoes de
escoamentos em valvulas cardiacas, as quais foram representadas por um campo de forca
virtual. Mittal e laccarino (2005) apresentaram uma revisao do MFI, classificando de forma
didatica as metodologias existentes, aplica-se esta abordagem em dois tipos de problemas,
escoamentos com fronteiras elasticas e escoamentos com fronteiras sélidas.

Goldstein, Handler e Sirovich (1993), simularam escoamentos turbulentos em canais,
empregando a forga para representar as paredes do canal, além de trabalhar com métodos es-
pectrais para resolver o dominio euleriano. Os autores utilizaram o método pseudoespectral
de Fourier nas direcoes periddicas e Chebyshev nas direcoes nao periddicas. Esta metodo-
logia, segundo os autores, apresenta forte restricao no passo de tempo, devido a magnitude

das constantes, as quais sao elevadas para simular uma parede sélida.



Lima e Silva, Silveira Neto e Damasceno (2003) propuseram um novo método para
calcular a forca, por meio de interpolagoes de Lagrange para as derivadas espaciais envolvidas
no modelo. Esta metodologia foi aplicada por Mariano et al. (2010) para resolver escoamentos
em uma cavidade com tampa deslizante e sobre um cilindro quadrado. Botella e Peyret (1998)
também simularam escoamento em cavidade com tampa deslizante, utilizando o método
de colocacao de Chebyshev. Os autores apresentam resultados com alta acurdcia quando
comparado a outras referéncias, porém foi necessario a utilizacao de filtragens nos cantos
devido as singularidades.

Problemas de CFD envolvendo transferéncia de energia térmica sao muito frequentes
em engenharia e existem muitas publicagoes na literatura. Varios autores utilizam os trés
tipos de condigoes de contorno (Dirichlet, Neumann e Robin), acoplados com o MFI. Entre
eles, podem ser citados: Kim e Choi (2004), Pan (2006), Zhang, Zheng e Eckels (2008),
Young, Jan e Chiu (2009), Wang et al. (2009) e Jeong et al. (2010).

Jeong et al. (2010) propuseram combinar o método da fronteira imersa com o mé-
todo lattice Boltzmann térmico para simulacoes de escoamento com transferéncia de energia
térmica. Para isso, os autores utilizaram abordagens envolvendo velocidade de equilibrio e
densidade de energia térmica a fim de combinar dois diferentes sistemas de malhas, sendo
uma malha euleriana para o dominio de escoamento e uma malha lagrangiana para os pon-
tos na fronteira imersa no escoamento com transferéncia de energia térmica. Foram feitas
simulagoes numéricas com conveccao natural em uma cavidade quadrada e com convecgao
Rayleigh-Bérnard pura. Para todos os casos simulados os resultados mostraram boa concor-
dancia com a literatura.

Kim e Choi (2004) apresentaram o método de volumes finitos acoplado com o método
da fronteira imersa para resolver as equagoes de Navier-Stokes e a equacao da energia em
simulagoes de transferéncia de energia térmica sobre geometrias complexas em malhas car-
tesianas. Para a metodologia da fronteira imersa, Kim e Choi (2004), além de adicionar um
termo forcante nas equacoes de Navier-Stokes e energia, que representa a interface imersa,
também adicionaram um termo fonte para a equacao da continuidade denominada massa-
sumidouro. Esta metodologia resultou em condigoes de contorno bem calculadas sobre a

fronteira, bem como garantia de conservacao da massa. Além disso, os autores trabalharam



com dois tipos de condigoes de contorno no termo fonte na superficie do corpo pelo método
da fronteira imersa: isotérmicas ou fluxo de energia térmica. A metodologia foi aplicada em
trés problemas: convecgao forgada em torno de um cilindro circular, convecgao mista em
torno de um par de cilindros e conveccao forcada em torno de um cilindro principal com um
pequeno cilindro secundario. Os resultados para os coeficientes de arrasto e de sustentacao
e numero de Nusselt mostraram boa concordancia com trabalhos numéricos e experimentais
da literatura para todos os casos testados.

Pan (2006) trabalhou com o método da fronteira imersa em malhas cartesianas com
refinamento adaptativo para escoamento incompressivel com transferéncia de energia térmica
utilizando o método de volumes finitos. O método da fronteira imersa baseado na funcao do
volume do corpo foi implementado. O corpo imerso foi tratado como sendo ocupado pelo
mesmo fluido dentro e fora do escoamento, com distribuicao de temperatura e velocidade
prescritas. O método de refinamento adaptativo foi utilizado préoximo a fronteira do corpo
imerso. A metodologia foi validada em dois problemas: escoamento sobre um cilindro circular
com conveccao forcada e escoamento com um cilindro aquecido no interior de uma cavidade
com convec¢ao natural. Taxa de convergéncia de segunda ordem foi obtida no espago e no
tempo para os casos comparados com solucoes analiticas. A taxa de convergéncia para o
caso do cilindro com transferéncia de energia térmica e conveccao natural em uma cavidade
também foi avaliada usando o nimero de Nusselt com o refinamento da malha. Foi obtida
taxa de convergencia de 1,5. O autor atribuiu esta baixa taxa de convergéncia ao esquema
de primeira ordem usado na integracao do termo viscoso na interface, apesar de se usar o
esquema de diferenca central de segunda ordem.

Young, Jan e Chiu (2009) descreveram um novo procedimento para simular problemas
com transferéncia de energia térmica e escoamento do fluido com fronteira imersa em geome-
trias complexas e méveis. Os autores compararam um modelo hibrido cartesiano fronteira
imersa denominado de HCIB, que consiste da metodologia de fronteira imersa com forcagem
direta e o tradicional método de elementos finitos com o processo de aproximagao lagran-
giano e euleriano (ALE), que utiliza malha triangular. As equagoes de Navier-Stokes para
escoamento incompressivel foram discretizadas através do método de elementos finitos e o

esquema de avanco temporal utilizado pelos autores foi um esquema balanceado denominado



de BTD. Além disso, para resolver o sistema discreto da equagao de Poisson foi utilizado o
método do gradiente conjugado. A metodologia foi validada em simulagoes de escoamento
induzido por um cilindro oscilante em corrente livre, e os resultados obtidos mostraram boa
concordancia quando comparado com os tradicionais métodos de elementos finitos ALE e a
hibridagao do método da fronteira imersa/cartesiana HCIB. A fim de verificar a robustez e
a flexibilidade da metodologia, os autores simularam um ventilador girando em um canal e
varios ventiladores girando em uma cavidade circular.

Outra técnica utilizada com a metodologia da fronteira imersa é o método do volume
de penalizacao, baseado na ideia de modelar um corpo sélido como um meio poroso, utilizado
por Paccou et al. (2005), Pasquetti, Bwemba e Cousin (2008), Scheneider e Farge (2005),
Kolomenskiy e Moffatt (2011), entre outros. Alguns destes autores utilizaram a técnica de
penalizacao para modelar a fronteira e a metodologia pseudoespectral de Fourier para discre-
tizagao espacial em problemas de interacao fluido estruturas e em escoamentos compressiveis
(SCHENEIDER; FARGE, 2005; KOLOMENSKIY; MOFFATT, 2011).

Alternativamente, outra metodologia de fronteira imersa muito utilizada na literatura
e de facil implementagao é a técnica de multipla imposigao da forga (“multi-direct forcing”)
proposta por Wang et al. (2009), o qual utiliza o processo iterativo para melhorar o célculo
da forca. Além disso, os autores utilizaram diferencas-finitas de quarta ordem para simu-
lar sedimentacao de particulados. Mais detalhes sobre a aplicacao desta metodologia sera
apresentada na subsecgao 2.3.

Nas préximas subsecoes serao apresentadas referéncias para transferéncia de energia
térmica especificamente em cavidades fechadas e em cavidade anular cilindrica, fazendo uma
analise das metodologias utilizadas pela comunidade cientifica e onde se enquadra a presente

tese perante os outros trabalhos.

2.2 Cavidade com conveccao natural

A cavidade quadrada, termicamente aquecida e resfriada nas paredes laterais e com as
paredes do topo e da base adiabaticas, é um dos problemas cldssicos da literatura para o es-

tudo de transferéncia de energia térmica. Ha varias referéncias na literatura relacionada com



10

esse tipo de problema fisico, sejam bidimensionais ou tridimensionais, como: Rubel e Landis
(1969), Patterson e Imberger (1980), Kimura e Bejan (1984), Wirasaet e Paolucci (2008),

entre outros. A Fig. 2.1 representa o esquema do dominio de calculo desses problemas.

Parede adiabatica

Parede quente
Parede fria

Parede adiabatica

Figura 2.1: Esquema ilustrativo da cavidade adiabdtica.

Dentre as aplicagoes, pode-se referenciar o trabalho de Le Quéré (1991), que trabalhou
com solugoes de alta acuracia em uma cavidade quadrada térmica bidimensional para altos
nimeros de Rayleigh. As solucoes foram obtidas utilizando o algoritmo pseudoespectral
de Chebyshev e os resultados mostraram acuracia espectral no erro residual para resolucao
espacial, ou seja, o erro parece ter a tendéncia de cair para arredondamento de maquina com
o refinamento da malha. Os resultados, quando comparados com outros autores, mostraram
uma boa concordancia, com uma dispersao menor que 2 %.

Wan, Patnaik e Wei (2001) propuseram uma simulagao numérica para resolver o pro-
blema de transporte convectivo de energia térmica. Eles trabalharam com dois procedimen-
tos numéricos completamente independentes. Em um deles, foi utilizada uma técnica de
aproximagao de convolugao singular discreta (DSC) de alta acurécia, baseada no método
quasi-wavelet, enquanto no outro foi empregado o método padrao de elementos finitos Ga-
lerkin (FEM). Foi apresentado um estudo comparativo dos resultados obtidos com outros
esquemas computacionais. Segundo Wan, Patnaik e Wei (2001), os resultados qualitativos
mostraram coeréncia em termos de linhas de correntes, isocontornos de velocidades e isoter-

mas. Entretanto, a comparacao com os resultados quantitativos para o nimero de Nusselt
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mostraram algumas discrepancias frente a outros trabalhos.

Pacheco et al. (2005) desenvolveram simulagbes numéricas de problemas com transfe-
réncia de energia térmica e escoamento do fluido sobre geometrias complexas com malhas
cartesianas usando a técnica da fronteira imersa. O método de volumes finitos de segunda
ordem foi utilizado para discretizacao das equacoes. Os autores implementaram e validaram
as condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann no trabalho. A validagao mostrou boa
concordancia quando comparada com resultados numéricos e experimentais da literatura. O
método mostrou acuracia e taxa de convergéncia de segunda ordem quando comparado com
a solucao analitica.

Pacheco-Vega, Pacheco e Rodi¢ (2007) apresentaram um esquema genérico para as
condicoes de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin em geometrias complexas, usando a
técnica da fronteira imersa em malhas cartesianas, onde os efeitos da interface sao transmi-
tidos através da distribuicao de forca. A vantagem do algoritmo apresentado pelos autores
Pacheco-Vega, Pacheco e Rodi¢ (2007) é que todas as condi¢oes de contorno podem ser
naturalmente aplicadas apenas substituindo-se as constantes de uma equacao linear genera-
lizada. O esquema proposto por eles é geral, pois nao envolve nenhum tratamento especial
para manusear os trés tipos de condigoes de contorno. A metodologia foi aplicada em quatro
problemas de transferéncia de energia térmica, a fim de avaliar a correta implementacao. Se-
gundo os autores, os resultados mostraram que o esquema preserva segunda ordem de taxa
de convergéncia e os resultados obtidos estao em concordancia com resultados numéricos e
analiticos da literatura.

Varios trabalhos tratam o mesmo problema de forma tridimensional. Entre eles pode-
mos citar Fusegi, Hyun e Kuwahara (1991). Eles tinham por interesse evidenciar o cardter
tridimensional das estruturas formadas no escoamento induzido por conveccao natural em
uma cavidade cibica para nimeros de Rayleigh de 10% a 10°. Foi utilizado um esquema de
diferencas finitas com taxa de convergéncia de terceira ordem e os resultados das simulacoes
foram comparados com trabalhos experimentais e numéricos, evidenciando boa concordancia.

Bouloumou et al. (2012) utilizaram o método pseudoespectral baseado na discretizagao
de Fourier e Chebyshev para integrar as equacoes de Navier-Stokes, ou seja, cada varidvel

dependente foi desenvolvida em série de Fourier na direcao do escoamento e em polindmio
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de Chebyshev nas diregoes nao periddicas, nas diregoes transversais ao escoamento. Foram
utilizados os esquemas de diferencas finitas atrasadas de segunda ordem na discretizacao
temporal e Adams-Bashforth de segunda ordem na discretizacao dos termos nao-lineares,
para escoamento com convecc¢ao natural e grande diferenga de temperatura em uma cavidade
alta tridimensional, com razao entre a altura e largura de oito, para baixo niimero de Mach.
Os autores mostraram convergéncia espectral no espago e convergéncia de segunda ordem
no tempo quando comparado com uma solucao analitica.

De forma geral, discrepancias foram evidenciadas quando resultados numéricos e ex-
perimentais foram confrontados. Isto acontece devido a dificuldade em manter o isolamento
perfeito nas paredes horizontais da cavidade quando se realiza o experimento. Para solucio-
nar tal problema alguns autores utilizam artificios numéricos como a imposicao de um perfil
linear de temperatura (LTP) sobre as paredes horizontais.

Leong, Hollands e Brunger (1998b) e Leong, Hollands e Brunger (1998a) mostraram
resultados experimentais para uma cavidade cibica e inclinada, preenchida com ar, cujas
paredes laterais sao isotérmicas com diferentes temperaturas e as paredes superior e inferior
sao mantidas com um perfil linear de temperatura. No trabalho de Leong, Hollands e Brunger
(1998a), foi avaliado o nimero e Nusselt médio na parede fria para Rayleigh na faixa de
10* < Ra < 108 e trés angulos de inclinacdo. A incerteza dos resultados experimentais para
o ntimero de Nusselt foi de 0,5 %.

Tian e Karayiannis (2000) apresentam um estudo experimental em uma cavidade qua-
drada vertical preenchida com ar e baixo nivel de turbuléncia. Nesse experimento, buscou-se
manter o isolamento nas paredes horizontais, porém os autores observaram que a espessura
da camada limite térmica é maior que uma cavidade com as paredes horizontais adiabaticas
e menor que uma parede com perfeita condutividade.

No presente trabalho, a andlise numérica da conveccao natural no interior de uma
cavidade bidimensional com temperatura prescrita nas paredes verticais e adiabatica nas
paredes horizontais foi considerada, utilizando a modelagem proposta no presente trabalho
para as condicoes de contorno de primeira e segunda espécie. Posteriormente, considerou-se
um perfil linear de temperatura (LTP) nas paredes horizontais, onde os resultados foram

comparados utilizando a condigao de contorno de primeira espécie em todas as paredes.
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2.3 Cilindros concéntricos com conveccao natural

A fim de validar a metodologia para pontos nao coincidentes (lagrangianos e eulerianos)
e preparé-la para aplicagoes industriais mais complexas, optou-se por fazer a validacao das
condigoes de contorno para o problema de conveccao natural em cilindros concéntricos. O
problema considerado consiste de dois cilindros, onde o cilindro interno, de raio R;, é aquecido
e o cilindro externo, de raio Ry, é resfriado como ilustra a Fig. 2.2. O escoamento formado
na cavidade entre os cilindros é gerado pela diferenca de temperatura entre as superficies do

cilindro interno, T}, e do cilindro externo , 7..
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Figura 2.2: Esquema do dominio completo para o caso da conveccao natural entre dois

cilindros conceéntricos.

Existem na literatura intimeros trabalhos para cilindros concéntricos. Por isso, esta
secao foi separada em duas partes: a primeira parte refere-se as revisoes bibliograficas para
condicao de contorno de Dirichlet em ambos os cilindros e a segunda parte as revisoes para
condicao de contorno de Neumann no cilindro interno e condicao de contorno de Dirichlet
no cilindro externo.

e Condicao de contorno de Dirichlet

Kuehn e Goldstein (1978) fizeram um estudo experimental da convecgao natural com
transferéncia de energia térmica em reservatorios anulares concéntricos e excéntricos. Os
autores estudaram o escoamento padrao, a distribuicao de temperatura e os coeficientes
de transferéncia de energia local e global. Os resultados obtidos para a transferéncia de

energia térmica usando cilindros concéntricos sao dados para nimeros de Rayleigh na faixa
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de 10% e 107 usando como fluido nitrogénio pressurizado. Os desvios méximos apresentados
pelos autores foram de 9,8% entre os numeros de Rayleigh e 7,6% entre o coeficiente de
transferéncia de energia térmico, com desvio padrao de aproximadamente 3 %. Os autores
mostraram que oscilacoes de pluma sobre o cilindro interno sao inicialmente observadas para
Ra=2 x 10°, com o escoamento se tornando turbulento a medida que se aumenta o ntimero
de Rayleigh. Além disso, foi observada a existéncia simultanea de uma zona de escoamento
altamente turbulenta e outra de escoamento laminar estavel na parte inferior do cilindro.
Farouk e Guceri (1982) estudaram a convecgao natural laminar e turbulenta em ci-
lindros concéntricos isotérmicos usando o método de diferencas finitas com modelo de tur-
buléncia kK — €. Os parametros considerados pelos autores foram: Pr = 0,721, relacao de
diametros 7 = 2,6, nimero de Rayleigh na faixa de 10® < Ra < 10°, para casos laminares,
e 10° < Ra < 107, como casos turbulentos. Sao mostrados resultados bidimensionais dos
campos de temperatura e coeficiente de transferéncia de energia térmica médio e local com
condicao de simetria e boa concordancia podem ser observadas com resultados da literatura.
Padilla, Campregher e Silveira Neto (2006) trabalharam com cilindros concéntricos,
onde fizeram vérios testes variando o niimero de Rayleigh na faixa de 10> < Ra < 105,
empregando dois valores para relagao de raios: n = 2,0 e n = 2,6. As equagoes gover-
nantes sao discretizadas utilizando o método de volumes finitos em coordenadas cilindricas.
Além disso, foi utilizado o esquema de diferencas centradas de segunda ordem nos termos
advectivos, sendo que para a discretizacao temporal os autores utilizaram o esquema de
Adams-Bashforth com o método de acoplamento p x V do tipo passo fracionado. Os resul-
tados mostraram-se compativeis com os trabalhos numéricos e experimentais da literatura.
Zhang, Zheng e Eckels (2008) utilizaram as condigbes de contorno de Dirichlet e de
Neumann para problemas de transferéncia de energia térmica em um escoamento sobre um
cilindro circular utilizando o método da fronteira imersa. As equagoes diferenciais sao dis-
cretizadas utilizando-se esquema de primeira ordem para o termo temporal, com diferencas
centradas para o termo de difusao e Adams-Bashforth de segunda ordem para o termo advec-
tivo. Taxa de convergéncia de segunda ordem foi obtida na verificacao do cédigo para o caso
de cilindro estacionario. As comparagoes foram feitas para diferentes nimeros de Reynolds

e para os diferentes tipos de condicoes de contorno, sendo que os resultados mostraram-se
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satisfatérios quando comparados com a literatura.

Wang et al. (2009) utilizaram um esquema de diferencas finitas compactas de quarta
ordem para discretizar as derivadas espaciais juntamente com a metodologia de fronteira
imersa usando o método de multiplas forcagens para modelar a condi¢ao de contorno de
Dirichlet para a temperatura, o qual foi aplicado em um problema de transferéncia de energia
térmica para o problema de convec¢ao natural entre cilindros concéntricos. Os resultados
mostraram taxa de convergéncia espacial de segunda ordem para a velocidade, no problema
de solucao manufaturada dos vortices de Taylor e Green (1937). Para o caso de validagao
da metodologia os resultados mostraram taxa de convergéncia de segunda ordem para a
temperatura. Além disso, os autores observaram que, quanto maior o nimero de iteragoes
do método de muiltipla forcagem na fronteira imersa, melhor é o valor para a temperatura
desejada na fronteira.

e Condigao de contorno de Neumann

Van de Sande e Hamer (1979) fizeram um estudo experimental da convecgao natural
transiente e em regime permanente entre cilindros circulares horizontais com fluxo de energia
térmica constante. O experimento consiste no processo de transporte de energia térmica
através de uma camada de dgua entre os dois cilindros circulares horizontais. A energia
térmica é gerada pela corrente elétrica imposta no cilindro interno com a qual obtém-se a
condicao de fluxo de energia térmica constante. A energia é transportada pelo movimento
da conveccao natural. O experimento foi estabelecido em cilindros concéntricos e excéntricos
foram obtidos correlagoes dos dados para o regime permanente com o numero de Nusselt
e Rayleigh. Além disso, para a maioria dos resultados experimentais modelos matematicos
simples descreveram o transporte de energia térmica transiente entre os cilindros circulares.

Castrejon e Spalding (1988) realizaram estudos experimentais e numéricos em escoa-
mento com conveccao natural transiente entre cilindros conceéntricos horizontais com o ci-
lindro interno transferindo energia a um fluxo constante e o cilindro externo permanecendo
isotérmico. Para realizar o experimento os autores utlizaram agua destilada e sal. Com-
paragoes qualitativas e quantitativas mostraram, razoavelmente, boa concordancia entre os
resultados experimentais e numéricos quando o processo transiente foi analisado. Entretanto,

os autores concluiram que o modelo numérico utilizado nao foi capaz de predizer a transicao
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do movimento aleatorio no ultimo estégio do periodo observado.

Kumar (1988) estudou numericamente a convec¢ao natural de gases entre cilindros
concéntricos horizontais, onde o cilindro interno foi aquecido pela aplicagao do fluxo de
energia térmica constante e o cilindro externo foi resfriado isotermicamente. O autor mostrou
varios resultados para a transferéncia de energia térmica e para o escoamento do fluido
variando a relagao de raio e o niimero de Rayleigh. O autor constatou que o fluxo de energia
constante no cilindro interno resulta numa fonte de temperatura efetiva menor quando se
comparado com aquecimento isotérmico. Além disso, a temperatura da parede interna é
fortemente dependente da relacao dos raios.

Yoo (2003) estudou numericamente o escoamento da convecg¢ao natural entre cilindros
concéntricos com fluxo de energia térmica uniforme no cilindro interno, mantendo tempe-
ratura constante no cilindro externo. O procedimento numérico utilizado foi o método de
diferengas finitas. Resultados para a distribuigao de temperatura no cilindro interno e a dis-
tribuicao do fluxo de energia térmica local no cilindro externo foram mostradas e analisadas
pelo autor para Ra = 5,7 x 10% e 5,0 x 10* e Pr=0,7 e boa concordancia foi observada com
a literatura.

Ren, Shu e Yang (2013), desenvolveram uma eficiente metodologia de fronteira imersa
para problemas de escoamento térmico com condi¢oes de contorno de fluxo de energia tér-
mica. Os autores utilizaram condigoes de contorno de Dirichlet (ndo deslizamento), para
correcao de velocidade e condi¢ao de contorno de Neumann (fluxo de energia térmica) para
correcao de temperatura. A metodologia apresentou taxa de convergéncia de ordem dois uti-
lizando o esquema de diferenca central para a discretizagao espacial e o esquema de Crank-
Nicolson para o esquema temporal. A metodologia foi validada em problemas de convecgao
forcada e convecgao natural, onde alguns resultados foram comparados com o trabalho de
Yoo (2003), e mostraram boa concordancia.

Recentemente, Hu et al. (2015) apresentaram multiplas solugdes no regime permanente
para a convecgao natural 2D em cilindros concéntricos anulares horizontais com fluxo de
energia térmica constante na parede interna, utilizando a metodologia da fronteira imersa
com o método Lattice Boltzmann. A acurdcia da metodologia foi analisada considerando

um problema de difusao impondo as condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann. Para
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a condicao de contorno de Dirichlet, os autores obtiveram taxa de convergéncia média de
1,34 para o erro calculado com a norma L, a qual mede o erro entre a variavel calculada
numericamente e o valor imposto e 1,18 com a norma L., a qual mede o erro méaximo
absoluto entre a variavel calculada numericamente e o valor imposto. Para o esquema de
fronteira imersa com a condicao de contorno de Neumann, os autores obtiveram taxa de
convergéncia 1,43 e 1,35 para norma Ls e L, respectivamente.

Como pode ser observado, muitos resultados sao encontrados na literatura utilizando
o método da fronteira imersa para impor as condi¢oes de contorno de primeira, segunda e
até mesmo terceira espécie. Porém, nenhum utilizou o método de multipla imposicao da
forca com a metodologia pseudoespectral de Fourier para resolver escoamento nao periédico
com transporte de energia térmica em geometrias complexas. Além disso, nao se encontram
trabalhos na literatura com aplicacoes utilizando a condicao de contorno de terceira espécie.

Essas sao as motivagoes centrais para o desenvolvimento do presente trabalho.



CAPITULO 111

METODOLOGIA

Objetiva-se neste capitulo apresentar a formulacao matematica para as condigoes de
contorno que modelam os problemas envolvidos na dinamica de escoamentos incompressiveis
e newtonianos. A metodologia apresentada é baseada na metodologia de fronteira imersa
com o método pseudoespectral de Fourier (IMERSPEC), apresentada por Mariano et al.
(2010), e estendé-la para a equagao da energia utilizando diferentes condigoes de contorno,
com o objetivo de explorar problemas em fronteira imersa com efeitos térmicos. Primeira-
mente, apresenta-se genericamente, o dominio de interesse. Em seguida, sera apresentada
a modelagem matematica diferencial com os respectivos termos fonte que modelam as con-
digdes de contorno. Apds, a modelagem para o acoplamento entre os dominios euleriano e
lagrangiano sera apresentada. Em seguida, procede-se com a modelagem matematica para
as condigoes de contorno propostas. Por fim, serd apresentada a modelagem matematica

para o espago espectral de Fourier e o algoritmo da metodologia IMPERSPEC.

3.1 Representacao do dominio

O principal objetivo do presente trabalho é a resolugao numérica de escoamentos nao
periddicos com transporte de energia térmica em geometrias complexas, estendendo a meto-
dologia pseudoespectral de Fourier a essa classe de problemas. Sabe-se que esta metodologia

requer condicoes de contorno periddicas para todas as varidaveis que devem ser resolvidas.



19

Neste contexto, a principal ideia é inserir um problema fisico, com malhas nao cartesianas
e dominio nao periédico dentro de um dominio periédico e malhas cartesianas. Esta ideia é
representada na Fig. 3.1, onde observa-se que o dominio periédico 2p.p contém o dominio
fisico Qppp, 0s quais sao delimitados, respectivamente, pelas fronteiras I'p.p € I'ppp.

Na fronteira I'ppp modela-se a condi¢ao de contorno desejada utilizando-se a meto-
dologia da fronteira imersa. No interior do dominio fisico, 2pp,p, insere-se as geometrias de
interesse que caracterizam o problema a ser modelado. Essas geometrias sao representadas
genericamente na Fig. 3.1 pelos dominios €2;, © = 1,2,..., N. Observa-se que as fronteiras
I'prp e I'; podem ser abertas, atendendo a natureza geométrica de determinados problemas.
Qualquer ponto euleriano, dentro do dominio, é posicionado pelo vetor #. Por outro lado,

qualquer ponto lagrangiano, pertencente a uma fronteira imersa é posicionado com o vetor

X.
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Figura 3.1: Representacao genérica de um problema fisico nao periédico dentro de um do-

minio perioddico.

3.2 Modelagem matematica diferencial

A metodologia apresentada é baseada no processo de hibridacao da metodologia da

fronteira imersa com a metodologia pseudoespectral de Fourier para trés tipos de condicoes
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de contorno. As equagoOes sao apresentadas no dominio fisico. Em seguida, o método da
fronteira imersa e pseudoespectral sao descritos em detalhes.

O modelo matemaético para escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos com
transferéncia de energia térmica é estabelecido com a equagao da continuidade, equagoes
de Navier-Stokes e a equagao da energia. Estas equacoes apresentam termos fonte que
modelam as condigoes de contorno dinamicas (movimentagao do fluido) e térmicas (convecgao
de energia térmica). Esses termos representam as interagoes dinamicas e térmicas do fluido
com paredes, e/ou com corpo(s) imerso(s). Estas equagoes sao apresentadas a seguir, no
dominio euleriano (2), parat > 0, onde t é o tempo, para escoamentos de fluidos newtonianos

com massa especifica constante e sob a aproximacgao de Boussinesq:

8Uj
8xj

Ou; O(uuj) 1 0p 0?u; 1 1
o o P = Too) + — fiss T i 2
ot 8£L'j ,03:1:2 + Val‘jaflj'j + gz/ﬁ( oo) + pfz,ss +pf“ (3 )
RS,
or_ 0wl (OT L Ly (3.3)
ot a 81‘]- axjaxj pC'p T,ss pCp T, .
RHSr

onde RHS; e RHST sao os termos do lado direito para as equacoes de Navier-Stokes e da
energia, respectivamente; v = % é a viscosidade cinemdtica do fluido [m?/s], onde u é a
viscosidade dinamica [Ns/m?] e p é a massa especifica [kg/m3]; a = % é o coeficiente de
difusao térmica [m?/s], onde k; é a condutividade térmica do fluido [W/mK] e Cp é o calor
especifico [J/kgK]; u; sdo as componentes do vetor velocidade dada para as dire¢oes i = 1 e 2
para problemas bidimensionais [m/s|; x é o vetor posi¢ao de um ponto no dominio euleriano

[m]; T é a temperatura [K|. O termo, ¢;5(T — Tw,), é o termo combinado de empuxo-peso,

onde g; é o termo gravitacional [m/s?], 8 é o coeficiente de expansao térmica [1/K], Ty, ¢ a
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temperatura de referéncia [K].

O termo de empuxo-peso é dado pela aproximacao de Boussinesq, a qual foi conside-
rada, devido a modelagem da convec¢ao natural para validagao da metodologia no interior
de cavidades. Esse termo é diferente de zero somente para a direcao ¢ = 2, uma vez que esse
eixo foi colocado na vertical. Os termos f; s € frss sao, respectivamente, os termos fonte
das solugoes sintetizadas para as equagoes de Navier-Stokes e da energia. Vale notar que
estes termos fonte sao utilizados somente nas solucoes manufaturadas. Desta maneira, para
aplicacao em um problema fisico (cavidade ou cilindro) estes termos sao iguais a zero.

Por fim, os termos f; e fr correspondem aos campos de forcas devido a presenca da
fronteira imersa, conhecido no instante de tempo atual ¢ + At, onde At é o passo de tempo.
Estes termos fonte modelam as condigbes de contorno para as equagoes de Navier-Stokes
e da energia, respectivamente [N/m?] e [IW/m?], pela imposigao da temperatura ou de seu
gradiente na fronteira imersa.

A seguir sera mostrado o modelo para o acoplamento do dominio euleriano e lagran-
giano e em seguida serao apresentados os modelos para os termos fonte, f; e fr. Particular-
mente, sao expostos os modelos para o termo fonte da equacao da energia para as condigoes

de contorno de primeira (Dirichlet), segunda (Neumann) e terceira (Robin) espécies.

3.3 Modelo para acoplamento do dominio euleriano e lagrangiano

Os termos fonte f;(Z,t + At) e fr(Z,t + At) atuam na interface imersa no dominio

euleriano (Q2ppp). Estes termos forcantes sdo dados por Enriques-Remigio e Silveira Neto

(2007):
F(X,t+At) se #=X
fi(@, t+ At) = . (3.4)
0 se ©T#X
e
. Fr(X,t+At) se =X
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para as equagoes de Navier-Stokes e da energia, respectivamente, onde ¥ é a posi¢ao da
particula de fluido euleriana e X éa posicao de uma particula de fluido lagrangiana, como
mostrado na Fig. 3.1. Fy(X,t + At) e Fp(X,t + At) sdo os termos forcantes para as
componentes de velocidade e temperatura, respectivamente, definidas nos dominios I'pp,p €
r;.

Esta definigao leva a um campo descontinuo, o qual resolve-se numericamente somente
quando pontos que compoem a interface coincidem com algum ponto do dominio do fluido.
Caso nao haja coincidéncia entre os pontos, o que ¢é frequente para geometrias complexas,
as funcdes Fi(X,t + At) e Fp(X,t + At) sdo distribuidas sobre a vizinhanca da fronteira
imersa. Em tais condigoes, a funcao distribuicao do campo de forca, proposta por Peskin

(1972), é dada pelas Eqgs. 3.6 e 3.7:

fil@ t+ At) =) " Dy(F - X)Fi(X,t + At)As? (3.6)
r

€

fr(@ t+ At) =Y Dy(& — X)Fr(X,t + At)As®, (3.7)
I

De acordo com Lima e Silva, Silveira Neto e Damasceno (2003), o campo de forca
euleriano para o fluido, f;(Z,t + At), e para a temperatura, fr(Z,t+ At), é zero em todo o
dominio, exceto proximo aos pontos lagrangianos, onde é modelada virtualmente a presenca
da interface imersa. Uma vez calculados, os termos forcantes Fy(X,t + At) e Fr(X,t + At)
podem ser distribuidos, transmitindo a informacgao das geometrias para os pontos eulerianos.

A funcao distribuicao é dada por:

Du(F — X) = %Wc(rzm(ry), (3.8)

onde W é a funcao peso, importante para melhorar a acuracia da metodologia.
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Existem varias fun¢oes pesos como: funcao de seis pontos, funcao gaussiana, fun-
¢ao cosseno, funcao chapéu, entre outras. Na presente trabalho utiliza-se a funcao ctbica,
W, proposta por Tornberg e Engquist (2004), levando em conta a anélise apresentada por

Mariano (2011), dada pela Eq. 3.9:

L=2Lr| = |rP+3[r® se 0<|r|<1

We(r) =< 1+ %|7“| + |r)* — %|r|3 se 1< |r|<2 - (3.9)
0 se 2 <|r|
Logo, r, = % er, = %, Az, Ay e h sao os espacamentos entre os pontos de

colocagao no dominio euleriano e As é o espacamento entre os pontos do dominio lagrangiano,

FPhD e Fi7 vide Flg 3.1.

3.4 Condigao de contorno para equagoes de Navier-Stokes

Para o escoamento do fluido, a condicao de contorno de Dirichlet foi implementada.
Este tipo de condicao de contorno é caracterizada pela imposicao da velocidade do fluido
nos contornos do dominio de interesse. Assim, a velocidade de referéncia, para a avaliacao

da forga f;(Z,t + At), é definida como sendo:

wir (X, + At) = uir(X, t + At), (3.10)

onde uzp(i ,t + At) é a velocidade de uma particula material colocada em uma fronteira
imersa descrita por X. No contexto da metodologia de fronteira imersa, esta condigao de
contorno, Eq. 3.10, é transformada em um termo fonte f;(Z, ¢+ At), como apresentado por
Peskin (1977). O método de multiplas for¢agens foi desenvolvido por Wang et al. (2009) e
estendido por Mariano et al. (2010) para a metodologia IMERSPEC e é utilizado no presente
trabalho, como salientado anteriormente. A principal caracteristica desta metodologia é
apresentada a seguir.

Para isto, a titulo de ilustracao, a fim de apresentar a metodologia de forma mais
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didatica, a derivada temporal da Eq. 3.2 é discretizada pelo esquema de Euler explicito no

tempo e torna-se:

At

1
= RHS;(Z,t) + ;fi(f,t + At). (3.11)

Com o método de miltiplas forgagens, apresentado por Wang et al. (2009), é possivel

somar e subtrair um parametro temporario u; no operador discretizado do tempo, ou seja:

wi(Z,t + At) — ul (2t + At) + uf (2t + At) — u (2, 1)
At

1
— RHS(T, t)+;fi(f, t+At). (3.12)

Pode-se decompor a Eq. 3.12 em duas outras equagoes (Egs. 3.13 e 3.14), no mesmo

passo de tempo:

ul(Z,t + At) — uy (7, t)
At

— RHS:(7, 1), (3.13)

wi(Z,t + At) — ul (2, t + At)
At

fi(@ t+ At) =p . (3.14)

A Eq. 3.14, escrita para um ponto qualquer, 7, pode também ser escrita para uma

particula colocada em X, sobre a fronteira imersa:

uir (X, t+ At) — ur (X, t + At)
At

F(X t+At)=p . (3.15)

Sobre a fronteira imersa, u; (X, t + At) = u;(Z, t + At), a qual é definida por u;, (X, ¢+
At), dada pela condigao de contorno de primeira espécie (Dirichlet), onde esta depende da

natureza fisica do problema.
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A Eq. 3.15 requer o célculo do parametro temporal ()? ,t+At), que vem do processo
de transferéncia de informacao do dominio euleriano para o dominio lagrangiano. Para isso,
¢ utilizada ou a Eq. 3.16, quando ha coincidéncia entre os pontos do dominio lagrangiano

com os pontos do dominio euleriano, ou a fungao de interpolagao dada pela Eq. 3.17:

- w(Zt+ At) se T=X
WX t+ At) = ) (3.16)
0 se ¥# X,
uf (X, t+ At) =Y uf(Zt + At) Dy (F — X)h, (3.17)
Q

A funcao de interpolacao entende-se como um processo oposto ao de distribuicao nao
sendo, no entanto, fungoes inversas. Enquanto que na operacao de distribuicao a informacao
de um ponto lagrangiano ¢ transmitida para os vizinhos eulerianos, na operagao de interpo-
lacao transfere-se a informacao dos pontos eulerianos vizinhos para um ponto lagrangiano.
Essas transferéncias sao ponderadas pela distancia entre esse pontos, |z; — X;|, através da
funcao Dy, dada, por exemplo, pela Eq. 3.9.

Assim, uma vez que F,()Z' ,t 4+ At) é obtida nos pontos lagrangianos, esta é distribuida
para a vizinhanga da interface e uma aproximagao para f;(Z,t + At) é recuperada usando
a Eq. 3.4 para pontos eulerianos e lagrangianos coincidentes, ou caso contrario, utiliza-se a
Eq. 3.6.

Conhecida a forga f;(Z,t + At), a velocidade u;(#,t + At) atualiza-se usando a Eq.

3.14, a qual é reescrita na Eq. 3.18:

] *,0t 1 — At AN

uTHE A+ AL) = uP (T + A + (Tt A, (3.18)
P

onde it representa o processo iterativo do método de multiplas forcagens descrito em Mariano

et al. (2010) e Wang et al. (2009) e apresentado com mais detalhes na se¢ao de algoritmo da
metodologia IMERSPEC.
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3.5 Condicoes de contorno para a equagao da energia

3.5.1 Condigao de contorno de Dirichlet (primeira espécie)

Para a condicao de contorno de Dirichlet, a temperatura 7j p()? .t + At), é fornecida
sobre a fronteira imersa, a qual fornece a condicao de referéncia para a avaliacao do termo

forcante:

To(X,t+ At) = Tr(X, t + At), (3.19)

onde T, (X, t+At) é utilizada a fim de calcular o termo forcante fo (&, t+At). A temperatura
TF(X' ,t+At) é dada em termos da condigao fisica para cada problema. Na presente trabalho,
este termo forcante é calculado utilizando o método de multiplas forcagens térmica, com um
procedimento similar aquele utilizado para a velocidade. Assim, discretiza-se a Eq. 3.3
utilizando o método de Euler para a derivada no tempo, como guia de ilustracao apenas e

obtém-se:

T(Z,t+ At) —T(Z,t)
At

1
= RHSr(Z,t) + — fr(Z,t + At). 3.20
P(E0) + o frlEt + A (320)

Adicionando e subtraindo um parametro temporal para a temperatura, 7™ (estimativa

da varidavel T') no lado esquerdo da Eq. 3.20, tem-se:

T(Z,t + Al) — T*(Z,t + At) + T*(Z,1 + At) — T(, 1)
At

1
= RHSy(Z,t)+— fr(Z, t+ At).
T(x7 )+pcpr(x7 + )

(3.21)

Assim, decompoe-se Eq. 3.21 nas Eqgs. 3.22 e 3.23:

Tt + At) — T(i, 1)

~ = RHSH(Z,1), (3.22)
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T(Z,t + At) — T*(Z,t + At)

N . (3.23)

fr(Z,t+ At) = pCp

A Eq. 3.23, valida para uma particula material qualquer, é reescrita para uma particula

material que se encontra sobre uma interface, ou seja, sobre a fronteira imersa:

T(X,t+ At) — T*(X,t + At)
At ’

Fr(X,t+ At) = pCp (3.24)

onde T(X,t + At) = T,(X,t + At) é dada pela caracteristica fisica de cada problema,
normalmente conhecida. Por outro lado, T*()Z' ,t+At) é obtido pela interpolagao de T*(Z, t+
At), por sua vez dado pela solucao da Eq. 3.22. Esta interpolacdo é definida pela Eq. 3.25,

se pontos lagrangianos coincidem com pontos eulerianos, caso contrario, utiliza-se a Eq. 3.26:

S THZ,t+At) se T=X
T*(X,t+ At) = ) (3.25)
0 se T #X,
TH(X t+ At) = T*(&t+ At) Dy (7 — X)h*. (3.26)

Q

Uma vez conhecido FT()? ,t + At), determinado através da Eq. 3.24, o mesmo é
distribuido sobre €2, usando as Eqs. 3.5 ou 3.7.
Com o termo forcante distribuido para os pontos eulerianos, fr(Z,t + At), pode-se,

por fim, atualizar a temperatura, usando a Eq. 3.23, como mostra a Eq. 3.27:

. . At .
TN E t+ At) = T(Z,t + At) + Tt fH(E t+ At). (3.27)
pCp
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3.5.2  Condigdo de contorno de Neumann (sequnda espécie)

Para este tipo de condicao de contorno, o fluxo de energia térmica é dado, ou equiva-

lentemente, o gradiente de temperatura é conhecido sobre a fronteira I'pp,p:

q"(X,t+ At) = —k;VT(X,t + At), (3.28)

onde a constante de proporcionalidade ky é a condutividade térmica do fluido [W/mK].
Com a andlise das revisoes bibliograficas foi possivel propor, implementar e validar
trés modelos matematicos para a condi¢ao de contorno de Neumann que serao apresentados:
eModelo 1
Esta primeira proposta (Modelo 1) é mais concisa e completa matematicamente pois,
quando aplicado & um problema fisico, é necessario conhecer o fluxo na direcao normal, o
qual deve ser imposto. Além disso, é preciso determinar o fluxo na direcao tangente, que
advém como uma decorréncia para completar o modelo.

Para o Modelo 1, aplica-se o operador gradiente na Eq. 3.23, e obtém-se:

Cp [VT(Z,t 4+ At) — VT*(Z, t + At)]. (3.29)

Vfr(Zt+ At) = pT

Reescrevendo esta equagao para uma particula material que se encontra na fronteira

imersa I'ppp, tem-se:

VENX,t+ At) = pACtp VT(X,t + At) — VT* (X, + At)]. (3.30)

Substituindo a condi¢ao de contorno, Eq. 3.28, na Eq. 3.30 segue:

VEr(X,t+At) = —% ‘2 (Xt + At) + VT* (X, t + At) | . (3.31)
f
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¢ (X t+AD)

Nota-se que ¥

é uma grandeza conhecida, dada pela condicao fisica do pro-
blema em analise. Como no presente trabalho utiliza-se malhas cartesianas, a Eq. 3.30

torna-se:

/

or or
ox’ Oy

G Fp(X, 14 At) = PP [(q

qy// 5
A7 >(X,t+At)+(

Ky ky )(X',HAt)}, (3.32)

onde os fluxos projetados nas diregoes x e y sao obtidos pelas Eqs. 3.33 e 3.34:

o 5 , (3.33)
%" _ n sen(6) + g- "cos(0) (3.34)
ky ky
e
, o or oT
¢ " = —ky 9 cos(0) + ky e sen(6). (3.35)

Como salientado anteriormente, este modelo envolve o fluxo na diregao tangente (¢, ")
dado pela Eq. 3.35. Enquanto o fluxo na direcao normal é conhecido e é imposto, o fluxo
tangente deve ser obtido como resultado da solucao do problema. Assim, para resolver o
problema, uma proposta é explicitar a sua avaliacao, ou seja, utilizar a temperatura do tempo
precedente em t.

Além disso, necessita-se calcular as derivadas tanto da temperatura explicitada quanto
da temperatura estimada. Desta forma, tém-se as derivadas em todos os pontos eulerianos,
onde podem ser calculadas as derivadas da temperatura explicita, ﬁT(f, t), e as derivadas
da temperatura estimada, VT *(@,t + At), no espago espectral, como mostram as Eqs. 3.36

e 3.37, detalhes da transformada sera apresentada na proxima secao:
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VT (k,t) = [Lk; T(k,t), kyT(l;,t)} (3.36)
€
VT (k,t+ At) = [%T*(/ﬂ? Ab), ik, T* (k. t + At)] . (3.37)

Em seguida, faz-se a transformada inversa trazendo as derivadas para o espaco fisico
e interpola-se para os pontos lagrangianos, como mostram as Eqgs. 3.38 e 3.39, caso haja

coincidéncia dos pontos lagrangianos e eulerianos:

- VT(Z,t) se =X
VT(X,t) = . (3.38)
0 se T#X

L VT*(Z,t+At) se =X
VT* (X, t+ At) = ) (3.39)
0 se ©#X

Ou utiliza-se as Eqs. 3.40 e 3.41 caso os pontos lagrangianos nao coincidam com os

pontos eulerianos:

= VT(&,t)Dy(Z — X)h?, (3.40)
Q

VI*(X,t+At) =Y VT*(%,t + At)Dy (& — X )b, (3.41)
Q

Em seguida, a Eq. 3.32 pode ser reescrita para uma particula material colocada em

Z € (1, usando-se o processo de distribuicao, a qual fornece a Eq. 3.42:
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Vfr(Z,t+ At) Z Dip(Z — X)VFr(X,t + At)As? (3.42)
B Lz _pCp . " qy " oT* @ . )
_;Dh(x X){ Ar {( P kf)—l—(ax, 3y (X, t+ At)As

Observa-se que a Eq. 3.42 apresenta uma equagao com vetores nas diregoes = e v,

portanto, aplica-se o operador divergente nesta equacao, a fim de obter uma soma dos vetores:

V2 fr(Et+At) = —V-Y Dy - X)VFr(X,t + At)As® =
r
](f;-&r-At)
= V. I(Z,t+Ab). (3.43)

Existem varios métodos para resolver a Eq. 3.43, como os métodos de diferencas fini-
tas, volumes finitos, elementos finitos, entre outros. Particularmente, no presente trabalho,
resolve-se tal equagao utilizando o método pseudoespectral de Fourier. Isto é possivel mesmo
para problemas nao periédicos, como mostrado no trabalho de Mariano et al. (2010). Para

tanto, tranforma-se a Eq. 3.43 para o espago de Fourier, e obtém-se:

. . 1 . .
Frlkt ¥ At) = = [bkx Lkt + At + ok, - 1(E t+ At)] , (3.44)

onde ¢ = /—1 é o nimero imaginério, k é o nidmero de onda, parametro de transformacao
espacial de Fourier e I,(k,t 4+ At) e fy(E,t + At) representam as transformadas de Fourier
do integrando I(#,t + At). Detalhes sobre a transformada de Fourier serdo apresentadas na
préxima secao.

Assim, através da Eq. 3.44 obtém-se o termo forcante, fT(E, t+At), no espago espectral
ou fr(Z,t + At), no espago fisico, conforme a conveniéncia metodolégica para a solugao da
Eq. 3.3.

eModelo 2
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Outras alternativas de modelagens para a condicao de contorno de Neumann foram
avaliadas, uma delas é a proposta apresentada por Kim e Choi (2004), Pacheco et al. (2005)
e Zhang, Zheng e Eckels (2008).

A ideia desta proposta consiste em utilizar o fluxo constante na direcao normal a
fronteira imersa e, por meio de interpolagoes, obter a temperatura que sera utilizada para
impor o termo fonte que satisfaz a condicao de iso-fluxo de energia térmica na fronteira
imersa.

A proposta para a presente metodologia foi adaptada adicionando outra fronteira
imersa na parte externa da condigao de contorno. Desta maneira, a interpolagao da tempe-
ratura foi realizada através dos nés vizinhos a 7,1, a fim de obter a temperatura na direcao

normal do fluxo imposto no contorno, como ilustra a Fig. 3.2:

M exterior
o
L
L]
[ )
[ ]
o Tp+l o
[
"1}./ "
L "o o
interior Y
®

Figura 3.2: Esquematizacao do processo de interpolagao para condi¢ao de contorno de Neu-

mann com o Modelo 2 no presente trabalho.

A partir da Eq. 3.28, dada pela condi¢ao de contorno de Neumann, pode-se discretiza-

la considerando que o fluxo imposto é dado na dire¢@o normal:

Tt (Xt + At) — T,(X,t + At)
An ’

(X t+ At) = —ky (3.45)

onde k; é a condutividade térmica do fluido, An ¢é a distancia entre os pontos T, e 1.
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Além disso, ¢/ é o fluxo imposto, normalmente conhecido.

Portanto, Tp()z,t + At) é obtido pela Eq. 3.46:

. . "X+ At
T (Xt + At) = Ty (X, + At) + %An, (3.46)
f

onde T, ¢ obtido por meio de interpolagoes dos pontos eulerianos, dado pela Eq. 3.47 caso

os noés lagrangianos coincidam com os nés eulerianos ou pela Eq. 3.48, caso contrério:

. T (Ft+ A se §=X
Tp (X, t+ At) = . (3.47)
0 se ¥# X,

Tper (X, t+ At) =Y T2 (F,t+ At) Dy (& — X)), (3.48)
Q

Entao, a forca obtida por esta proposta se torna:

4 T (X t+ At) —T*(X.t + At
Fr(X,t+ At) = pCp p Xt F )At (Xt + AY) (3.49)

onde T,,()Z, t+At) =T, (X, t+At)+ %@An. A temperatura estimada T (X, t + At)

é a temperatura interpolada para os pontos lagrangianos obtida através das Eqgs. 3.25 ou

3.26 conforme o problema.
Esta forca FT()?,t + At) pode ser distribuida sobre €2, usando as Eqs. 3.5 ou 3.7.

Obtendo-se assim, um campo de forcagem de temperatura com fronteira imersa, impondo o

fluxo constante.

eModelo 3
Uma terceira proposta para modelar a condigao de contorno de Neumann foi imple-

mentada, denominada de Modelo 3, a qual foi adaptada de Ren, Shu e Yang (2013) para a

presente metodologia. Este modelo consiste em obter um campo forcante lagrangiano em
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funcao do fluxo de energia imposto, cuja forga pode ser distribuida para os pontos eulerianos
e assim atualizar a temperatura. Desta maneira, tem-se a forca no dominio lagrangiano

(T'ppp) dada pela Eq. 3.50:

Fr(X,t+At) = {qg()?,H At) — |~k aaT (X, t+ At)} } (3.50)
n
onde,
oT* 5 oT* | - L oT* & .

7

"(X,t+ At) é o fluxo de energia conhecido na normal, além disso na Eq.

vale observar que, ¢

3.51, o calculo de 887; - ()Z' ,t+ At) depende da diregao normal 7, e as derivadas sao calculadas
nas diregoes x e y, como no Modelo 1. Desta forma, calculam-se as derivadas nas diregoes x e
y no espaco espectral pela Eq. 3.37, faz-se a transformada inversa, trazendo essas derivadas
para o espago fisico e em seguida, interpola-se para os pontos lagrangianos utilizando as Eqgs.
3.39 ou 3.41 e, entao, projeta-se para a dire¢ao normal.

Com o termo fonte de energia térmica, FT()Z' ,t+ At), obtido nos pontos lagrangianos,

pode-se distribuir para os nés eulerianos na forma discreta:

fr(@t+ At) =" Fr(X,t+ At)D(& — X)As. (3.52)
r

Portanto, tém-se no presente trabalho trés modelos alternativos para calcular a forga,
FT()? ,t + At), utilizando a metodologia da fronteira imersa, mais especificamente com o

método de multiplas forcagens. Assim, atualiza-se o campo de temperatura com a Eq. 3.27.

3.5.3 Condigao de contorno de Robin (terceira espécie)

A proposta para a condi¢ao de contorno de Robin foi baseada no trabalho de Pacheco-
Vega, Pacheco e Rodi¢ (2007). A presente metodologia consiste em utilizar as condi¢oes de

contorno de Dirichlet (Eq. 3.53) e de Neumann obtido pelo Modelo 3 (Eq. 3.54), a fim de
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obter a condicao de contorno de terceira espécie.

Entao tem-se,

. T(X,t+ At) —T*(X,t+ A
Fr,(X,t+ At) = pCp (X, t+ A1) A7 (X, t+ A1) (3.53)
e
v e or -
Fr,(X,t+ At) = ¢ (X, t + At) — [—kf o (X, t+ At)} : (3.54)

onde T(X,t + At) = T.(X,t + At) é a temperatura de referéncia imposta pela condicao
de contorno de primeira espécie, onde ¢, (X,t + At) = —/{;g—z(f ,t + At) é o fluxo dado na
direcao normal imposto pela condicao de contorno de segunda espécie.

A Fig. 3.3 ilustra o esquema para a imposicao da condi¢cao de contorno de Robin,
apresentado na Eq. 3.55. Para obter a condicao de contorno de Robin, a temperatura

ambiente, T, é conhecida e o coeficiente de transferéncia de energia térmica por convecgao,

h., é dado:

exterior

tkdT/on

interjor

Figura 3.3: Esquema para a condicao de contorno de Robin.

or

_kf%

(X, t+ At) = [T(X,t 4+ At) — T he. (3.55)
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A Eq. 3.55 pode ser escrita pela Eq. 3.56:

aT — —
k5o (Xt 4 A1) + T(X,t + At)h, = Tuche. (3.56)
n
Adiciona-se e subtrai-se T* ()?,t + At) e q;*()z,t + At) na Eq. 3.56, rearranja-se a

equacao a fim de obter parametros semelhantes com as condigoes de contorno de Dirichlet e

Neumann, e obtém-se:

pCp

T(X,t+At) —T*(X, t+ At)| At L T , -
A7 pC’phc+T (X,t+At)hc+kfa_n(X,t+At)+

—

T+ (X, 1) — .5 (X, t) = Toohe. (3.57)

Reescrevendo a Eq. 3.57, tem-se:

T(X,t+At) —T*(X, t+ At)| At . T,
C het T* (X t+ A h— | —kp=— (X, t + At
pCp A7 pC’p+< +At) 15, X t+ A+
qii()_(':JrAt)

*

oT* | - aT
|:—kf on (X,Zf+At):| —|—]€f on

(X,t+ At) = Toohe. (3.58)

Rearranjando a Eq. 3.58:

T(X,t+ At) — T*(X,t + At)

pCp A7

At .
he + TH(X,t + At)he—
o ( )

* *

(X,t+ At) = Toghe, (3.59)

n

" hd aT v @T
[qn(X,tJrAt)Jrkf@ (X,t+At)] + ky 5

n

onde, FTl()Z ,t+ At) = pCp [T(X’Hm);f*(i’ﬁm)}, é a forgagem nos pontos lagrangianos
obtida pela condigao de contorno de Dirichlet, e Fr, ()?, t+At) = q;()?, t+At)+kf%()?, t+

At), é a forgagem nos pontos lagrangianos obtida pela condi¢ao de contorno de Neumann e
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v = AL h, é uma constante dada pelos parametros fisicos de cada problema.
pCp

Assim, obtém-se:

*

(X, t+ At) = Tohe. (3.60)

- ~ - T
’}/FTl(X,t—i-At)—FT2(X,t+At)—f—T*(X,t-i-At)hc—}-kfaan

Inserindo os parametros a e b na Eq. 3.60, que podem assumir valores 0 ou 1 e

rearranjando a Eq. 3.60 segue a Eq. 3.61:

*

— — — aT —
@V Py (X, 14 A) = 0Fp, (X, 14 M)+ (X 14 At + by (X, 14 A) = Tiche. (3.61)

n

Finalmente, fazendo a = 1 e b = 1, tem-se a condicao de contorno de Robin, dada pela

Eq. 3.62:
. . . . or* -
Fr,(X,t+At) =T (X, O)h (X, t) — |T*(X,t + At)h, + k:fa—(X,t +At) |, (3.62)
n

onde, Fr,(X,t 4+ At) = vFp, (X, t + At) — Fr, (X, t + At), é a forcagem para a condicao de
contorno de Robin, obtida com a juncao das condicoes de contorno de Dirichlet e Neumann.
Os parametros T, e h. devem ser conhecidos. Os parametros estimados T’ *()Z' Jt+ At) e
%%(X' ,t + At) sdo obtidos por meio de interpolagoes como mencionado, para as condigoes
de contorno de primeira e segunda espécie.

Com a forcagem, Fr,, obtida pela condigao de contorno de Robin nos pontos lagran-

gianos, pode-se fazer a distribuicao desta para os pontos eulerianos utizando a Eq. 3.63:

fro(@t+ At) =Y Fr,(X,t+ At)D(& — X)As. (3.63)
r

Com a forga distribuida, f7,, atualiza-se a temperatura e avanca-se no tempo, da
mesma maneira que se faz para a condicao de condicao de contorno de Dirichlet e Neumann,

utilizando a Eq. 3.27.
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Além disso, com a imposicao das constantes, a e b, pode-se transformar a condigao
de contorno de Robin nas condi¢oes de contorno de Dirichlet ou Neumann, conforme a
necessidade, alterando os valores das constantes, utilizando a Eq. 3.61.

eCondicao de contorno de Dirichlet: a =1e b=0

YER (Xt + At) + T*(X, t 4+ At)h, = Toohe. (3.64)

Toohc—T*()?,t—l—At)hc _ pCp
v  hAt

Fr(X,t+ At) = [Too — T*(X, t + Ab)]he. (3.65)

Logo,

Fr(X,t+At) = %[Tm —T*(X,t+ At)], (3.66)

onde T, = T, é a temperatura de referéncia geralmente conhecida para o problema.

eCondicao de contorno de Neumann: a=0e b=1

*

~ - T
—Fr, (X, t+ At) + T*(X, t + At)h. + kf%

n

(Xt + At) = Toohe. (3.67)

Logo,

or*

Fr (X, t 4+ At) = [T*(X, t + At)he — Toohe] + by

X, t+ Ab), (3.68)

onde [T*(X,t + At) — Too]h, = —kf‘g—:;()?,t—l— At) = ¢ (X, t+ At) 6 o fluxo dado para cada
problema.
Com os modelos propostos para os trés tipos de condigoes de contorno: Dirichlet,

Neumann e Robin, pode-se modelar numericamente vérios tipos de problemas.
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3.6 Modelagem no espaco de Fourier

Nesta secao é apresentado o método pseudoespectral de Fourier, em que é feita a
transformagao dos campos das varidveis primitivas (velocidade, pressao e temperatura) para
o espaco espectral de Fourier. Vale notar que o mesmo procedimento sera utilizado com a
equacao da energia, porém nao tem o termo de pressao. Desta maneira, mostra-se somente

a transformacao para a equacao de Navier-Stokes.

3.6.1 Transformacao das equacgoes de Navier-Stokes para o espago espectral de Fourier

Para proceder essa transformacao, as variaveis de interesse passam por um processo de
transformagao linear, chamado de transformada de Fourier, segundo Briggs e Henson (1995).

As transformadas direta e inversa de Fourier de uma funcao qualquer ¢, sao dadas por:

& (E) - 7¢ (@) e~ ¥R 4z, (3.69)
¢ (7) = 78 (12) e 2 RE g (3.70)

Nestas equagoes qAb(lg, t) é a funcao transformada e k é o vetor ntimero de onda, e
t = /=1 é o niimero imaginario. O campo transformado, 03(/2, t), estd no chamado espago
de Fourier ou espago espectral (simbolizado por “ ™ 7). Em contrapartida, o campo nao
transformado esta no espaco fisico.

A grande vantagem dessa transformacao é que algumas operagdes matematicas sao
simplificadas no dominio espectral, por exemplo, a operagao de derivada. Outra vantagem
é que, normalmente, uma equacao diferencial parcial se reduz a uma equacao diferencial
ordinaria. Por outro lado, outras operacoes tornam-se mais complicadas, como o produto
entre duas fungoes. Em Briggs e Henson (1995), essas propriedades sao apresentadas em

detalhes.
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A transformacao das Eqs. 3.1 e 3.2 para o espago espectral pode ser encontrada com
detalhes em Mariano (2007) e Mariano (2011) porém, no presente trabalho essa transforma-
¢ao serd apresentada brevemente. Aplica-se a transformada de Fourier sobre a Eq. 3.1, e

tem-se:

vkt (K, t) = 0. (3.71)

Matematicamente sabe-se que, se o produto escalar entre dois vetores é nulo, entao eles
devem ser ortogonais entre si. Portanto, observando a Eq. 3.71, tem-se que o vetor niimero
de onda, k;, é ortogonal ao campo de velocidade transformada ﬂl(lg, t). Define-se, entao, um
plano perpendicular ao vetor nimero de onda, denominado plano 7 ou plano de divergéncia

nula, no qual estd contido o campo de velocidade transformado, conforme ilustrado na Fig.

3.4.

IE

.

i,(k.1)

Figura 3.4: Defini¢cao do plano .
Transformando a Eq. 3.2 para o espago de Fourier, aplicando as propriedades definidas

em Briggs e Henson (1995), tem-se:

du;
ot

onde k? é a norma ao quadrado do vetor nimero de onda, k, ou seja, k* = k;k;.
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Deve ficar claro que a transformada de Fourier é aplicada sobre as fungoes espaciais,
ou seja, as Eqs. 3.1 e 3.2 passam a ser definidas no dominio dos niimeros de onda, lg, diferen-
ciando de problemas relacionados a analise de sinais, em que a transformada, normalmente,
é aplicada sobre o tempo, recaindo no dominio da frequéncia.

A Eq. 3.72 pode ser manipulada matematicamente a fim de eliminar o campo de
pressao. Para entender esse procedimento, cada um dos termos transformados sao relaciona-
dos com o plano 7 (Fig. 3.4) e, posteriormente, é aplicado o operador projegao sobre esses
termos.

Tanto o termo da taxa de variacao da quantidade de movimento linear, %—“?, quanto o
termo de difusao, vk*u;, pertencem ao plano 7. O gradiente de pressao, tk;D, é colinear ao
vetor numero de onda, IZ, sendo, portanto ortogonal (L) ao plano 7. E nada se pode afirmar
sobre as posicoes dos termos fontes em relacao ao plano .

No termo advectivo, tk; (u;u;), aparece a transformada do produto entre duas fungoes,

(w;u;), resultando em uma integral de convolucao, definida na Eq. 3.73:

ok (K, t) = kg / U (F) @ (k — 7)dr, (3.73)
k=it+§
onde k =F+35 A equagao acima fornece as interagoes triddicas entre os vetores niimero de
onda E, 7 e §. Dessa forma, nao se sabe qual é a posicao do termo advectivo em relacao ao
plano 7. Além disso, também nao se pode afirmar nada sobre a posicao dos termos fonte.
Manipulando os termos da Eq. 3.72, mostram-se as posi¢oes conhecidas de cada termo

em relacao ao plano 7:

¢ + vk + | = (tk L D) + tkj () — Bgi(T — Too) — = fiss — = fi| = 0. (3.74)
Ot , Lo p p
enm

Analisando a Eq. 3.74 e sabendo-se que a soma do termo transiente com o termo
difusivo pertence ao plano m, entdao, tem-se que a soma vetorial do termo nao-linear com o

gradiente de pressao e os termos fonte também devem pertencer ao plano 7, pois a soma de
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todos os termos é nula. Isto se deve ao fato que, se a soma de dois vetores com norma maior
que zero é nula, entao eles devem ser necessariamente colineares.

O proximo passo € definir o tensor projecao:

- kik;
onde d;; é tensor delta de Kronecker, dado por:
1 se 1=
0ij = . (3.76)
0 se i#j

O tensor projecao, g;;, projeta qualquer vetor, a;, sobre o plano 7, como consta em
Silveira Neto (2002). Para verificar esta propriedade, toma-se um vetor a; qualquer, e faz-se

a projecao dele, obtendo-se:

k; =a; — a;k at. (3.77)

jﬁ: i

Qija; = a;0i; — a;

onde a} é o vetor a; projetado por g;;. Fazendo-se o produto escalar da projecdo, a}, pelo

vetor nimero de onda, k;, tem-se:

kik;

bekl = aiki — ajkj? =0. (378)

Logo, verifica-se que o tensor g;; projeta um vetor a; qualquer sobre o plano . De
posse da definicao do tensor projegao, destaca-se, novamente na Eq. 3.74, especificamente o

segundo colchete apresentado nesta equacao:

1. - ~ ~ 1l—— 1~
;Lk‘zp + Lk’j (Uzug) - ﬁgZ(T - Too) - ;fi,ss - ;fz e, (379)
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concluindo-se que a soma dos termos apresentados na Eq. 3.79 esta contida no plano 7, e

sabendo-se que o termo tkp é ortogonal a 7, pode-se afirmar:

%Lkm oy (@) — Byu(T — T — %(f\ 7 = (3.80)
= pim[bkj (@) - ﬁgm(f - 7/—Wo\o) - %(f/\m,ss + ?T\n)]

Nota-se, na Eq. 3.80, que o termo referente ao gradiente de pressao no espago de
Fourier, tk;p, desaparece no lado direito do sinal de igualdade, pois a projecao de um vetor
ortogonal a um plano, sobre esse mesmo plano, ¢ nula. Vale notar que os vetores do termo
fonte e do termo nao linear advectivo sao projetado sobre o plano 7. Ja o vetor que representa

o gradiente de pressao desaparece quando projetado. Assim,

(3.81)

Observa-se que a Eq. 3.81 torna-se independente do termo de pressao, o qual foi
substituido pela projecao dos termos fonte e advectivo. Comparando com esquemas classicos,
esse procedimento equivale a substituir a solucao de uma equacao de Poisson por um produto
vetor-matriz, que, em termos numéricos, é mais barato e permite solucao numérica com
melhor acurdcia. Em termo fisicos, ambos tém a mesma funcao de garantir o balanco da
massa.

Da mesma maneira, faz-se a transformada da equagao da energia, eq. 3.3, a qual

fornece:
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or(k,t) _ k2T t) — (3.82)
ot
1 -~ - ~
— Lk; / T(rt)yu;(k — 7, t)dr + —— | frss(k, t) + fr(k,t)
k=45 pC

Vale notar que os termos nao lineares, os quais aparecem do lado direito das Eqs. 3.81
e 3.82, sao dados por integrais de convolucao que devem ser resolvidas através de algum
esquema de integracao numérica. Caso isso seja feito, provavelmente o ganho computacional
obtido pela operacgao de projecao seria perdido na resolugao dessas integrais. Todavia, como
sera visto posteriormente, essas integrais de convolugao sao resolvidas usando o método
pseudoespectral, tornando o uso das Eqgs. 3.81 e 3.82 muito atrativo quando comparado com

outros métodos de alta ordem.

3.6.2 Recuperacao do campo de pressao

Apesar do campo de pressao nao aparecer nas equacoes de Navier-Stokes transforma-
das, Eq. 3.81, pode-se recuperar por meio de um pods-processamento a partir da Eq. 3.80.

Isolando-se o termo referente ao gradiente de pressao, tem-se que:

observa-se que o tensor identidade (1;,,), foi introduzido por conveniéncia, sem alterar a Eq.

3.80. Colocando em evidéncia os termos entre colchetes, tem-se:

1 -
—Lkiﬁ ]{I,t =
kb (k1)

= (9im — Lim) | —B9:(T — To) —

D=
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Fazendo o produto escalar da Eq. 3.84 pelo vetor niimero de onda k; , tem-se:

1 -
— Pk, t) =
P (k,1)
A~ o~ 1 ~ - R
k=i+3
(3.85)
Observando que:
kik,,
(Qim — Lim) ki = (5im T Iim) ki = —km, (3.86)
entao substituindo a equacao Eq. 3.86 na Eq. 3.85 obtém-se:
| P
;Lk pk,t) = (3.87)

—

— —ﬁgi(f—Tw)—%(fmserfm)( )+ ik, / B (P (F — 77| |

:FJrs

Assim, o campo de pressao pode ser obtido usando a Eq. 3.88:

plk,t) = (3.88)

thinp (Foss + Fo) (B t) + ik / (P (F = 77

= 5 | BT - Ts) - ;
k=r+ g

bl»—‘

aplicando a operacao transformada inversa (Eq. 3.70) sobre p (E, t), obtém-se o campo de

pressao no espaco fisico.

3.6.3 Meétodo pseudoespectral de Fourier

A principal ideia do método pseudoespectral de Fourier (MPEF) consiste em nao
calcular diretamente o termo nao linear das Eqs. 3.81 e 3.82 no espaco de Fourier, o que

implicaria na resolucao de integrais de convolucao. A solucao de uma integral de convolucao
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é muito cara computacionalmente. Para contornar esse problema, todas as variaveis e suas
derivadas espaciais dos termos nao lineares advectivos sao calculadas no espago de Fourier e
sao transformadas para o espaco fisico onde todos os produtos sao realizados.

O MPEF consiste em realizar o produto de duas funcgoes no espaco fisico e transformar
o produto ja realizado para o espaco de Fourier, ao invés de transformar as duas funcoes
separadamente e realizar a integral de convolugao no espaco de Fourier. A vantagem desse
processo é nao ter que resolver a integral de convolucao, sem, no entanto, perder a acuracia
do método espectral.

A manutencao da alta acuracia do método espectral de Fourier se d4 pela possibilidade
de se fazer os produtos no espaco fisico e de se fazer o calculo das derivadas no espaco
espectral, as quais sao realizadas na forma de produto do nimero de onda pela funcao
transformada.

A desvantagem do método pseudoespectral é ter que fazer as transformadas direta e
inversa de Fourier a cada passo de tempo. Para ilustrar o método pseudoespectral, toma-se
duas fungdes ¢(Z,t) e ¥ (Z,t). O produto dessas duas fungdes no espago fisico resulta em

—

uma terceira fungao ¢(,t) = p(&, 1)1 (Z,t). No espaco espectral esse produto é dado por:

Okt = bk t) = [ F 0 (k-7)dr (3.89)

Outra forma de transformar esse produto é efetuar a transformada de ¢(Z,t) =

S0 = / 6(F, )2 5 (3.90)

A transformada de ¢(Z,t) (Eq. 3.90) é equivalente a fazer a integral de convolugao da

Eq. 3.89. Por consequéncia, a transformada de uma derivada de um produto é dada por:
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P _ N
éﬁ:@ — kit = ki (3.91)

Assim, sempre que se tiver @(E, t) e i(lg, t) no espaco de Fourier, para calcular a
derivada de um produto, faz-se a transformada inversa para o espaco fisico, obtendo-se
o(Z,t) e Y(Z,t).

Faz-se entao o produto (&, t) por ¥(Z, t) obtendo-se ¢(Z, t), transforma-se ¢(Z, t) para

o espaco de Fourier e obtendo-se g/g(lg, t). Por fim, obtém-se a derivada Lk‘ia(/;, t).

3.6.4 Transformada discreta de Fourier e transformada rdpida de Fourier

Para finalizar a compreensao sobre o método pseudoespectral de Fourier alguns de-
talhes numéricos devem ser comentados. A versao discreta da transformada de Fourier é
denominada Transformada Discreta de Fourier (DFT), e é definida na Eq. 3.92 por Briggs

e Henson (1995):

N
2
oh= > due N, (3.92)

onde ¢, é o campo qualquer discretizado com N nds de colocacao, os quais representam
os nés da malha; n fornece a posicao x,, dos nés de colocagao, x, = (n + g) Ax; Ax é o
espagamento entre dois nds de colocacao; e k é o nimero de onda (Eq. 3.94).

A Eq. 3.92 é a aproximagao numérica da transformada de Fourier, a qual é aplicada
sobre os nés de colocacao de um dominio discretizado. Deve-se notar que para se trabalhar

com a DFT, a funcao a ser transformada necessariamente deve ser peridédica, ou seja:

¢ (7,1) = ¢ (a?+ L;, t) , (3.93)

onde a componente L; é o comprimento do dominio na direcao considerada. As rotinas DF'T
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impoem automaticamente a condi¢ao de periodicidade. Esta exigéncia é a grande restricao
da metodologia pseudoespectral de Fourier, limitando o seu uso a problemas com condicoes
de contorno periddicas. Entretanto, com a fusao das metodologias fronteira-imersa e MPEF,
busca-se contornar esta restricao.

Em termos de programacao, a Eq. 3.92, foi resolvida por um algoritmo, proposto
por Cooley e Tukey (1965), denominado transformada rdpida de Fourier (FFT). Pode-se
encontrar varias sub-rotinas disponiveis que calculam a FF'T. Existem varios pacotes dispo-
nibilizados para FFT como apresentados em Press et al. (1997), os quais levam em conta
diversos parametros a serem escolhidos, como por exemplo, trabalhar com dados reais ou
complexos; precisao simples ou dupla; FFTs unidimensionais, bidimensionais, ou tridimensi-
onais; programagcao em serial ou paralelo; que utiliza poténcias de 2, 3, 5, 7, 11 e 13; diversas
linguagens de programacao (Fortran, C' e C' + +).

Especificamente, no presente trabalho, utilizou-se a versao 4.0 da sub-rotina FFTe de
Takahashi (2006), que encontra-se em http : //www.f fte.jp. E uma sub-rotina escrita no
padrao FORTRAN 77, com dupla precisdo. Seu melhor desempenho ocorre para 2M nés de
colocacao, onde M é um nuimero inteiro. Foram utilizadas as versoes bidimensionais com
variaveis complexas.

Para andlise do desempenho computacional da metodologia, foi utilizado um com-
putador com processador Intel Core i5, modelo 3450 com quatro niucleos de 3.10GHz de
processamento e 8GB de memédria RAM.

Um ultimo detalhe a ser comentado, quanto a implementacao do método pseudoes-
pectral, é o calculo dos niimeros de onda, que sao usados na resolucao das equacoes trans-

formadas. Para utilizar a FFTe, os vetores nimero de onda sao calculados de acordo com a

Eq. 3.94:
21 (o <pn< N
ki(n) = =) pEnEEL (3.94)

onde k; é a componente ¢ do vetor nimero de onda; N é o niimero de nés de colocacao numa

dada direcao 7; L; é o comprimento fisico do dominio nessa dada direcao i e n é a posicao
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no vetor em uma dada direcao do dominio.

3.6.5 Discretizacao temporal e transformada espacial

A metodologia IMERSPEC consiste em resolver o dominio euleriano no espaco de
Fourier. Isso é feito transformando cada um dos termos das Eqgs. 3.13 e 3.22 para o espaco
espectral de Fourier pela aplicacao da DFT como mostrado anteriormente.

O dominio euleriano, no espaco fisico, possui um comprimento L; na direcao i, onde
o indice ¢ varia entre 1 e 2 para cada um dos eixos do sistema de coordenadas (z e y). O
comprimento do dominio é dividido em N; pontos de colocacao igualmente espacados, de

uma distancia Az; = L;/N;. Assim o vetor posigao é x; = nAz; onde 1 <n < N;.

No dominio espectral, define-se um vetor niimero de onda, cuja componente 7 é k; = 2A—7_r,
1

onde \; é o comprimento de onda e o espagamento no dominio espectral é dado por Ak; = 2L—7r
1

Ao resolver as Eqgs. 3.13 e 3.22, obtém-se os parametros temporarios no espago espec-

tral, ﬁ,’[(lg, t+ At) e f*(lg, t + At) respectivamente, dadas pelas Eqs. 3.95 e 3.96:

ar(k,t+ At — (k1) = -

N — RHS,(E, 1), (3.95)
Tkt + At) — T(k .
(ht+8) =T _ g i), (3.96)

At

Nos trabalhos de Mariano (2007) e de Souza (2005) foi mostrado que quando um
método com alta acuracia e com alta taxa de convergéncia é usado para a transformada
espacial também deve-se utilizar um método compativel na discretizacao do tempo.

Portanto, no presente trabalho optou-se pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem
de convergéncia, com seis passos (RK46), otimizado no espago espectral, com reducao do
custo de armazenamento de varidveis, baixa dispersao e baixa dissipacao numérica. Para
maiores detalhes deste método, vide o trabalho de Allampalli et al. (2009). O algoritmo

RK46 é mostrado abaixo, aplicado as Eqgs. 3.95 e 3.96:
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— — —t
AUX; = qAUX; 1 + AtRHS;;

A/U\XTZ = OélA/U\XTl—l + AtR/HE“;
AUXr = AR (3.97)
wh oy = uh,, + BAUXy

—_—

L —
| T =

Ty, + BAUX

onde [ = 1,2,...,6 é o passo do Runge-Kutta; AUX é uma varidvel auxiliar, o; e §; sao

constantes dadas na Tab. 3.1.

Tabela 3.1: Coeficientes do esquema Runge-Kutta RK46.

l « 15}

1 0,0 0,122

2 -0,691750960670 0,477263056358
3 -1,727127405211 0,381941220320
4
5
6

-0,694890150986  0,447757195744
-1,039942756197  0,498614246822
-1,531977447611  0,186648570846

Além disso, foi utilizado passo de tempo varidvel, baseado no critério CF L, proposto

por Courant, Friedrichs e Lewy (1967):

, , Az Ay 1 /1 1\t 1 /1 1\
At = CFL-min [mm lmax“uﬂ’ max[|v|]} "o (@ + A_y2> 2 (E + A_y2> ] 7

onde, normalmente, 0 < CFL <1 o qual depende do esquema de integracao temporal e do
proprio escoamento que estd sendo analisado.

ApoOs as seis iteracoes propostas na Eq. 3.97, obtém-se os parametros temporarios no
espago de Fourier, u} e T *. necessarios para a metodologia IMERSPEC. De posse destes

parametros da-se sequéncia ao algoritmo descrito na proxima secao.
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3.7 Algoritmo da metodologia IMERSPEC

Com os fundamentos apresentados para as metodologias de fronteira imersa junta-
mente com a modelagem matematica para a implementacao das condigoes de contorno e a
metodologia pseudoespectral de Fourier, descritas nas segoes anteriores, nesta fase tem-se
por objetivo apresentar o algoritmo computacional proposto para a resolucao das equacoes
de Navier-Stokes e da energia simultaneamente:

1. Inicializa-se os campos de velocidade, w;(Z,t) e temperatura, T(Z,t), no espago
fisico, no tempo t;

2. Aplica-se a DFT (Eq. 3.92), utilizando o algoritmo da FFT, sobre os campos de
velocidade, u;(Z,t) e temperatura, T(Z,t), a fim de obter os campos transformados, @;(k, t)
e T\(IZ, t) respectivamente;

3. Calcula-se os termos do lado direito tanto dos campos de velocidade (R/HE), quanto
da temperatura (R/HE), necessarios para resolver os termos difusivo, advectivo e de empuxo.
Para o termo advectivo utiliza-se a forma “antissimétrica ” (método pseudoespectral). Mais
detalhes sobre a forma "antissimétrica” encontram-se em Mariano (2011);

4. Aplica-se o esquema de Runge-Kutta de quarta ordem otimizado para o avango tem-
poral dado pela Eq. 3.97 e, apds seis passos obtém-se os parametros temporarios: ﬁj(/;, t+At)
e f*(/;, t+ At). Os campos de velocidades e temperatura sdo avaliados de forma intercalada
entre os passos de RK46;

5. Caso queira modelar a condi¢ao de contorno de Neumann ou Robin é necesséario
calcular a derivada no espaco espectral utilizando a Eq. 3.37 a fim de obter 67?*(15, t+ At).
Caso utilize o Modelo 1, deriva-se também a temperatura explicita pela Eq. 3.36 e obtém-se
é}(lg, t). Caso queira modelar a condigao de contorno de Dirichlet basta pular esta etapa e
ir para a etapa seguinte.

6. Aplica-se a transformada inversa de Fourier em @t (k,t + At) e T*(k,t + At),
assim como em %*(E,t + At) e %(E, t), para a condi¢do de contorno de Neumann ou
Robin, obtendo-se os parametros temporarios no espaco fisico, bem como as suas derivadas,

wl (Tt + At), T*(Z,t + At), VT*(Z,t + At) e VT(Z, 1);
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7. Para impor as condigoes de contorno é necessario interpolar as velocidades e tem-
peraturas estimadas para a fronteira (I'p,p e I';), para isto segue-se os seguintes subpassos:

- Condig¢ao de contorno de Dirichlet: se os pontos lagrangianos coincidem com pontos
eulerianos, usam-se as Eqgs. 3.16 e 3.25 para as componentes da velocidade e para a tem-
peratura, respectivamente. Caso contrario, interpola-se o parametro temporario no espago
fisico, através das Eqgs. 3.17 e 3.26 obtendo-se as componentes de velocidade e temperatura
sobre os pontos lagrangianos, u; ()? g+ At) e T* ()? ,t + At) de geometrias nao cartesianas;

- Condicao de contorno de Neumann: se os pontos lagrangianos coincidem com pontos
eulerianos emprega-se a Eq. 3.39 para os campos de temperatura. Caso adote o Modelo 1
aplica-se a Eq. 3.38 da mesma forma. Caso contrario, interpola-se o parametro temporario
no espaco fisico, através da Eq. 3.41, além da Eq. 3.40 para o Modelo 1, obtendo-se os
gradientes de temperatura sobre os pontos lagrangianos, VT *()Z' Jt+At) e VT ()? ,1);

- Condigcao de contorno de Robin: para esta condicao de contorno basta utilizar as
interpolagoes fornecidas pelas condi¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann para a deter-
minacio de T*(X, ¢ + At) e VI*(X,t + At), respectivamente.

8. Consequentemente, calculam-se as forcas lagrangianas para as condicoes de con-
torno de Dirichlet, Eqs. 3.15 e 3.24 para velocidades e temperatura respectivamente. Ou
caso aplique a condicao de contorno de Neumann para a temperatura utiliza-se a Eq. 3.32,
3.49 ou 3.50 conforme o modelo desejado. Bem como a condigao de contorno de Robin Eq.
3.62.

9. Entao, calculam-se as forgas eulerianas, f;(¥,t+At) e f7(Z,t+At) para os campos de
velocidades e temperatura, conforme o modelo aplicado, utilizando o processo de distribuicao
dos nés lagrangianos para o nés eulerianos;

10. Transformam-se os campos de forgas euleriano, f;(Z,t+ At) e fr(Z,t+ At), para
o espago espectral e aplica-se o tensor projecao somente na forca obtida pelos campos de
velocidades: fir = ©ij - ﬁ(E, t + At);

11. Com os parametros temporarios obtidos no passo 4, a forca euleriana para a
velocidade projetada no passo 10, e a forca euleriana para a temperatura calculada com a
imposicao das modelagens das condigoes de contorno, atualizam-se os campos de velocidade

e temperatura;
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12. Como o método de multiplas forcagens é utilizado, entra-se no processo de ciclagem

neste passo. Desta forma, faz-se:
T (k4 At) = Tk, + AL, (3.99)

Tkt + At) = T(k, t + Ab), (3.100)

atualizando os parametros temporarios tem-se:

. — - At St 7
Gk A =T (R, + AL + i [f}’t(k:, t+At)| (3.101)
P it At o, >
Tkt + At) = Tk, t + At) + Ttﬁf(k;, t+ At); (3.102)
pCp

13. Com u;"*! l; t+At) e Tt E,H—At calculado, retorna-se ao passo 6, obtendo:
i p

wl (Tt 4+ At) = u" T (E E+ AL, (3.103)

(2

T(Z,t + At) = TN Tt + At); (3.104)

14. Repete-se os passos 6 a 11 até os critérios de parada serem satisfeitos, sejam
[ui T — | < e e [T —T% < eouit= NI, onde ¢ é a diferenca a ser alcancada entre os
campos de velocidades e temperatura e NI é o nimero maximo de iteracao a ser alcancgado.

15. Apéds o critério de parada ser satisfeito, retorna-se ao passo 2.

Note-se que, no processo de ciclagem, atualizam-se a velocidade e temperatura de
modo semelhante. Porém, para os campos de velocidades, atualiza-se com o campo de forca

projetado no plano 7.
~xit+1 7 kit 7 At Pt
TR AL) = TR L+ AL + g [fj (k,t + At)] | (3.105)
p

~ o ~ o At =, -
Tk, o+ D) = Tkt A0 + 2 (Kt 4 A). (3.106)
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Na préxima iteracao, tem-se:

~k,it4+2 77 ~x,it+1 /7 At Tit+1/70

u; (Rt AY) =T (st A + i | i (Rt At)] ,
p

T2kt + At) = TSkt 4+ At) + Tt 7 (Bt + At).
pLp

(3.107)

(3.108)

Substituindo as Eqs. 3.105 e 3.106 nas Egs. 3.107 e 3.108 respectivamente, tem-se:

~k,1 7 kit 7 At ) fi i
U (Rt + AL = 0" (k,t + At) + ~ i (f;t + f}t“) (k,t+ At),

T2kt + At) = Tk, t + At) + e ( T+ f%t+1> (k,t + At).

Generalizando, ao final das N1 iteragoes, obtém-se:

L s N .
Gkt + A =@ (E, t+ AL + 72%‘ [f}t(k;,t+ At)} ,
it=1

. . A M
T(k,t+ At) = T*(k,t + At) + %Zf;f(k,wr At).
PEP T

Define-se a forga total:

NI

}‘\total o Tit
% - i

it=1

NI
/}otal_ Tit
="

it=1

Logo, no espago fisico, tem-se:

NI

ftotal _ it
7 - i

it=1

NI
total __ it
et =" il

it=1

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)

Se essas forcas totais fossem conhecidas a priori, a velocidade ou temperatura poderiam
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ser determinadas sem o processo iterativo, ou seja:

— — At — —
@%ﬁ+Aﬂz@%J+Aﬂ+;ﬁURH%%ﬁ+Aﬂ, (3.117)
/\' T Sk e g './}otal 7
Uik, t+ At) =} (k,t + At) + p 0ii [77 (k. t + At). (3.118)

(§

ST ~ At — —
To(F 4+ 00 = T(F 04+ 80) + o [RHST(k,t+ At)] , (3.119)
T _ (L At Zlotal (7,
T(k,t + At) = T*(k,t + At) + Soplt (k,t + At). (3.120)

Somando-se as Eqgs. 3.117 e 3.118 para as velocidades e Eqgs. 3.119 e 3.120 para a

temperatura, tem-se:

ﬂz(k, t+ At) = al(k’, t+ At) + 7@”RHS] + 7@@}}““(1@ t+ At), (3.121)

o~ — ~ = At _ At /} g

Tk t+ At) =Tkt +At) + —RHSp + —— i (k t + At). 3.122
(k,t+ At) =T(k,t + >+p@) T+mmﬂ (k.t+ At) ( )

Um resumo do processo iterativo do algoritmo computacional do cédigo ¢ apresentado
na Fig. 3.5.

Assim, fica demonstrado que os campos de velocidades e temperatura determinados
ao final do processo iterativo, dado pelos passos 1 ao 14, satisfazem simultaneamente as
equacoes da continuidade, de Navier-Stokes e da energia.

Na préxima secao serao mostrados os resultados obtidos com a implementacao das
metodologias propostas para as condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin na

equacao da energia.
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Figura 3.5:

Impor as condigdes iniciais
para: u;(%,t) e T(X, t)

Aplicar a FFT para obter: ﬁl(ﬁ, t)e T(E, t)
A4
| Calcular os termos: RHSL(E, t)e RHS(E, t) I

|
]

| Aplicar RK46 para obter W (k, t) e T* (k. ) |

?jriCh}e.t Aplicar as condic¢des Robin
(1* Espécie) de contorno (3" Espécie)
Neumann
(2% Espécie)
\/
Calcular as derivadas no Calcular as derivadas no
espaco espectralVT* (k. t + At) espaco espectral VT * (E, t + At)
Modelo 1 | | Modelo 2 | | Modelo 3 |
Calcular as derivadas no espago espectral Aplicar a tr*anfformada
da temperatura explicitada VT(E, t) inversa VI* (%, ¢ + At)
N2 I\
Aplicar a transformada inversa Aplicar a transformada inversa Interpolar VT* (%, t + At) e
Wi(F.t+ A e T*(Z.t + A VT*(R.t + At) e VT(Z.£) I"(%,t+A0)
NG V.

Interpolar uj (¥,t + At) e T*(%,t + At) ” Interpolar VT*(X,t + At) e VT (%, t) |

2
\l Calcular as forgas nos pontos lagrangianos

N
| Distribuir as forgas para os pontos eulerianos |
v
Aplicar a FFT nos campos de forcas eulerianos E(E, t)e fT(E, t)
N
| Aplicar o tensor proje¢io em f., |
2
Atualizar as velocidades e temperaturas: 1, (k, t + At) e T(k, t + At)

|u§”1 _ u£t|e|Tit+1 _ Tit| <e
ou it=NI

t=t+At

Esquema computacional do algoritmo da metodologia IMERSPEC.



CAPITULO IV

RESULTADOS

Para verificar a implementacao dos algoritmos propostos, bem como corrigir erros
de implementacao, sera apresentada a priori a verificacao numérica da metodologia com o
método das solugoes manufaturadas. Posteriormente, é fundamental aplicar a metodologia
em problemas fisicos, a fim de valida-las. Desta forma, optou-se pela aplicagao em dois tipos
de problemas: escoamentos e transferéncia de energia térmica em uma cavidade quadrada
e em uma cavidade anular. Portanto, esta secao de resultados sera dividida da seguinte
maneira:

1. Verificagao:

-Solucao sintetizada Taylor-Green para a fluidodinamica e solugao sintetizada para a
termodinamica.

2. Validagao:

- Cavidade adiabética e perfil linear de temperatura (LTP) nas paredes horizontais;

- Cavidade anular formada por dois cilindros concéntricos.

4.1 Solugoes sintetizadas para as equagoes de Navier-Stokes e energia

O método das solugoes manufaturadas permite sintetizar solugoes analiticas para um
modelo diferencial, obtendo uma solugao de referéncia segura, para fim de verificacao de

metodologias e algoritmos. Uma solucgao sintetizada ou manufaturada consiste em determinar
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termos fonte, a partir de uma solucao analitica plausivel, para os campos de velocidade,
pressao e temperatura. Estes termos fonte sao somados a equagao diferencial, que no presente
caso sao as equacoes de Navier-Stokes e a equacao da energia.

Desta maneira, tem-se um modelo diferencial cuja solugao analitica é conhecida, valida
em todo dominio de cédlculo e para qualquer tempo, servindo entao como referéncia para os
resultados numeéricos dos campos de velocidade, pressao e temperatura. Assim, torna-se
possivel verificar a metodologia implementada, bem como corrigir erros de implementacao
do algoritmo proposto e do cédigo computacional desenvolvido.

Existem varios tipos de solu¢oes manufaturadas. Entre elas pode-se citar: Taylor e
Green (1937) para escoamentos bidimensionais, Canuto et al. (2007) para problemas tridi-
mensionais e Nés (2007) para problemas com propriedades fisicas varidveis. No presente
trabalho, as equagdes utilizadas foram propostas por Henshaw (1994) e sdo dadas pelas

equacoes:

= Usen () cos (4) cos (2150)). (@)
o = tseos () sen (%) cos (273 (42)
(§)eos (2154). (4.3

T = T, cos ( > cos (%) cos <2mt> : (4.4)

onde, u®, v*, p® e T sao, respectivamente, as solugoes analiticas para as componentes de

= pU2 sen( )sen

velocidades, para a pressao e para a temperatura. Os parametros x e y sao as componentes do
sistema de coordenadas, t é o tempo, p, v e a sdo as massa especifica do fluido, a viscosidade
cinemética e a difusividade térmica, respectivamente. U, é a velocidade de referéncia, T, é
a temperatura de referéncia e L é o comprimento de referéncia. Além disso, os termos fontes

dados pelas solucgoes sintetizadas seguem:



fu,ss

fv,ss

fT,ss
pCp

99

Pos (£) { @gt) sen (%) + cos (2;?) (%)] T

T Y\ |2Us v 2wt 2U v 2wt
sen <z> cos (E) T2 cos ) T sen I ,

(4.5)
Eocos () [eost (220 )sen (4) - cos (2550 )sin (5) ] +
coS (%) sen <%) [— 2[2)20”005 (225t> + 2U202ﬂysen (QZZt)] +
9yBT [1 — cos <27£(;t) cos (%) cos (%)} ,
(4.6)
s (25 ) cos (P oo (7) =0 ()] +
cos (f) cos (g) {QTLQCOS (M) B 2Too7rasm (QWat)]
L L L? L? L2 L2 '
(4.7)

A fim de comparar a simulagao numérica com a solucao analitica, tanto as condicoes

propostas.

iniciais quanto as condic¢oes de contorno foram determinadas utilizando as solugoes analiticas
Este procedimento resulta em condicoes de contorno periddicas, as quais sao
apropriadas para aplicacao do método pseudoespectral de Fourier. Um dominio quadrado

de lados L = L, = L, = 2x [m] foi utilizado como sendo o dominio computacional.

As coordenadas (x e y) foram adimensionalizadas utilizando as Eqs. 4.8 e 4.9:

X =z/L,

Y =y/L,.

(4.9)
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O principal objetivo desta simulagao é fazer a verificagao da metodologia proposta e sua
implementacao numérica. Desta forma, os campos de velocidade e temperatura foram obtidos
numericamente. O campo de pressao foi recuperado no procedimento de pds-processamento,
como mostrado na secao 3.6.2. Entao, os componentes velocidade, pressao e temperatura
foram comparados com as solugoes analiticas (Eqs. 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4). O erro foi medido

pela norma L, usando a Eq. 4.10:

No SNy gnum: - pany2
Lo Vz, S (gpm — ) w10

NN, ’
onde ¢™™ e " se referem, respectivamente, a solugao analitica e a solugao numérica de um
campo genérico ¢, o qual representa, u, v, p ou T

Determina-se o erro global da simulacao usando a norma L, dada pela Eq. 4.10,
calculada sobre o dominio de interesse Q2p,p em cada passo de tempo. A solucao apresenta
um comportamento periédico.

A fim de verificar também as condig¢oes de contorno, modeladas pelo MFI, é possivel
inserir, dentro do dominio, uma fronteira imersa onde as condigoes de contorno podem ser
modeladas e simuladas utilizando o método de multipla imposicao da forca. Neste caso, os
valores de referéncias para as componentes de velocidades e temperatura sao dadas pelas

solucoes analiticas.

4.1.1 Problema Taylor-Green com efeitos térmicos, com fronteira imersa

e Dominio completo com pontos lagrangianos coincidentes com pontos
eulerianos

Este caso é caracterizado pela presenca da fronteira imersa, I', dentro do dominio, (2,
a fim de verificar a implementacao da metodologia proposta para as condi¢oes de contorno
de Dirichlet, Neumann e Robin.

Para isto, as condigoes iniciais de velocidades e temperatura foram dadas pelas Eqgs.
4.1,4.2, 4.3 e 4.4; os termos fontes das componentes de velocidades f; s5(7, t) sao dadas pelas

Egs. 4.5 e 4.6 e o termo fonte da temperatura, fr. (%, t), é dado pela Eq. 4.7.
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Além disso, tem-se os termos fonte para a modelagem das condi¢oes de contorno de
Dirichlet com MFI para os campos de velocidades, f;(Z,t), e temperatura, fr(7,t), dado
pelas Eqgs. 3.14 e 3.23, respectivamente. Para a modelagem da condi¢ao de contorno de
segunda espécie (Neumann), o termo fonte é dado pela Eq. 3.44 ou Eq. 3.49 ou Eq. 3.52
caso utilize o Modelo 1, Modelo 2 ou Modelo 3, respectivamente. E por fim, o termo fonte para
a metodologia da fronteira imersa com a condigao de contorno de terceira espécie (Robin) é
dado pela Eq. 3.63.

A Fig. 4.1 mostra o dominio completo e a fronteira imersa dentro do dominio global,
onde os pontos do dominio lagrangiano coincidem com pontos do dominio euleriano. Assim,
as condigoes iniciais e as forcas, obtidas pelas solugoes manufaturadas f; s e fr,, para os
campos de velocidades e temperatura, respectivamente, sao impostas no dominio periddico
completo, ou seja, no dominio euleriano (€2). A forga da (Eq. 3.3), obtida pelo método da
fronteira imersa (fr) e a temperatura analitica (7°") sdo impostas no dominio lagrangiano

(T"), ou seja, no dominio interno.

1.0

T
I~
[Y%)

0.8

—

0.6 =

0.4F

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Figura 4.1: Dominio geométrico com fronteira imersa I' dentro do dominio completo €2 para

pontos lagrangianos coincidentes com eulerianos.

A malha do dominio completo sempre terd N, x N, = 2M x 2M nés de colocagao,

onde M ¢é um nimero inteiro. De acordo com Takahashi (2006), a transformada de Fourier
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permite utilizar poténcia com base de fator 2, 3, 4, 5 e 6. No presente trabalho foi utilizado
poténcia de base 2 como ja mencionado.

Primeiramente, foi feito uma anélise dos trés modelos propostos para a condicao de
contorno de Neumann (Modelos 1, 2 e 3), e posteriormente, serd apresentado os resultados
da verificagdo com os trés tipos de condigoes de contorno propostos (Dirichlet, Neumann e
Robin).

A fim de verificar a influéncia dos trés modelos propostos para as condigoes de con-
torno de Neumann, o erro global no dominio euleriano (£2) e o erro da fronteira no dominio
lagrangiano (I") foram analisados, como mostram as Figs. 4.2 (a) e (b), respectivamente. Foi
utilizado Nx x Ny = 128 x 128 nés de colocacao em todo o dominio com C'F'L = 0,1. Vale
notar que o erro obtido para os trés modelos propostos, foram praticamente os mesmos no
dominio euleriano como mostra a Fig. 4.2 (a). No dominio lagrangiano observa-se uma leve

diferenca entre os modelos testados, Fig. 4.2 (b).

L i Modelo 1
1oL i Modelo 1 0" Modelo 2
F Modelo 2 ——— Modelo 3
r Modelo 3
- L
57\‘101457 .\]NIOM ;.
~ S i
§ § 1077 %
-15 o A
S 10 =7 P K Eooh g, Ao
i TRV LA Y SN VAT
| U W YTy T
2 107 Y '
10»]6;
E | | [ T | 10'17 | T T T |
0 3 ? 9 12 0 3 ? 9 12

Figura 4.2: Erro medido pela norma Ly da temperatura para os trés modelos da condigao de
contorno de Neumann com pontos lagrangianos coincidentes com os pontos eulerianos, (a)

erro global no dominio euleriano (€2) e (b) erro do dominio lagrangiano (I').

Outra andlise feita com os trés modelos para a condigao de contorno de Neumann

foi com relacao a taxa de convergéncia, como mostra a Tab. 4.1. Para todos os modelos
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obteve-se praticamente ordem oito com o refinamento dos nds de colocagao, alcangando erro

de maquina para as malhas mais refinadas (128 x 128) utilizando CFL = 0, 1.

Tabela 4.1: Taxa de convergéncia para os trés modelos da condicao de contorno de Neumann

com pontos coincidentes.

Nx x Ny | Modelo 1 q Modelo 2 q Modelo 3 q
8 x 8 0,13956e-05 | - | 0,12107e-00 | - | 0,95179e-05 | -
16 x 16 | 0,70725e-08 | 7,62 | 0,73804e-08 | - | 0,11531e-07 | 9,68
32 x 32 | 0,28070e-10 | 7,97 | 0,27881e-10 | 8,04 | 0,33556e-10 | 8,42
64 x 64 | 0,10541e-12 | 8,05 | 0,10932¢-12 | 7,99 | 0,11577e-12 | 8,18
128 x 128 | 0,71374e-15 | 7,20 | 0,53982¢-14 | 4,34 | 0,21078e-14 | 5,78

O erro global obtido pela norma Ly da temperatura, é apresentado na Fig. 4.3, para as
condigoes de contorno de Dirichlet, Neumann (Modelo 1) e Robin utilizando N, x N, = 8 x 8
nés de colocagio e CFL = 0,001, ou seja, At = 107* [s]. Observa-se que as condicoes de
contorno nao prejudicam a acuracia do método espectral quando a metodologia da fronteira
imersa ¢ utilizada em problemas suaves, além disso, para todas as condi¢oes de contorno o

erro se mantém na mesma ordem.

Dirichlet
————— Neumann
10-1? - JEE— Robin
—~ r
S
~
S
s
Z 10

Figura 4.3: Erro global pela norma Ly do campo de temperatura com condi¢ao de contorno

de Dirichlet, Neumann (Modelo 1) e Robin com N, x N, =8 x 8 e CFL = 0,001.

Além disso, a Fig. 4.4 mostra o erro global para o campo de temperatura, no dominio

interno a I', para condigao de contorno de Dirichlet com N, x N, = 8 x 8 nds de colocagao,
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variando o CFL e consequentemente o passo de tempo (At [s]) dado pela Eq. 3.98.

[N AN ANPAY SAVY ACY ARV MAV ANy Ar A= A

10°
————— CFL=0.1
— e CFL=0.01
10-8 L ———————— - CFL = 0001
CFL = 0.0001
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Norma L,(T)
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<
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=

Figura 4.4: Erro global pela norma Ly do campo de temperatura variando o CFL com

condicao de contorno de Dirichlet e N, x N, = 8 x 8.

Observa-se que o erro decai quando o passo de tempo diminui e mesmo para uma
malha de N, x N, = 8 x 8, esta metodologia converge e ¢ possivel obter erros na ordem de
arredondamento de maquina, isto é, na ordem de 10™'* para CFL = 0,001 cujo At = 10~*
[s], 0 que caracteriza a acurdcia elevada da metodologia.

Da mesma maneira, a taxa de convergéncia foi analisada para os trés tipos de condicoes
de contorno (Dirichlet, Neumann e Robin), onde para a condi¢ao de contorno de Neumann
adotou-se o Modelo 1. A Fig. 4.5 mostra que, para todas as condi¢oes de contorno, a taxa de
convergencia é de aproximadamente oito considerando Az = %, %, 3%, Lel ¢eCFL=0,1.
Acima desta resolucao, alcanga-se erro de arredondamento de maquina. Vale notar que esta
taxa de convergéncia foi obtida somente para maiores At, ou seja, para C'F' L menores o
passo de tempo, At, se torna muito baixo e alcanca-se erro de maquina, como mostrado na
Fig. 4.4, nao sendo possivel o calculo da taxa de convergéncia por meio da Eq. 5.1.

Pontos nao coincidentes foram implementados a fim de verificar os processos de inter-
polacao e distribuicao utilizado nesta metodologia através das Eqs. 3.7-3.9.

e Dominio completo com pontos lagrangianos nao coincidentes com pontos
eulerianos

Como apontado, com o objetivo de analisar a influéncia dos processos de interpolagao
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Figura 4.5: Taxa de convergéncia para os trés tipos de condigoes de contorno variando o

refinamento da malha para CFL =0, 1.

e distribuicao, foi implementada uma fronteira lagrangiana cujos pontos nao coincidem com

os pontos da malha euleriana, como ilustra a Fig. 4.6:
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Figura 4.6: Dominio geométrico com fronteira imersa I dentro do dominio completo €2 para

pontos lagrangianos nao coincidentes com eulerianos.

Do mesmo modo que o caso com pontos coincidentes, uma analise prévia dos modelos

propostos para a condi¢ao de contorno de Neumann (Modelos 1, 2 e 3) serd apresentada e
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em seguida os resultados para os trés tipos de condigoes de contorno (Dirichlet, Neumann e
Robin) serao expostos.

As Figs. 4.7 (a) e (b) mostram os erros obtidos pela norma L, no dominio euleriano
e lagrangiano, respectivamente, utilizando a condicao de contorno de Neumann para os trés
modelos propostos com 128 x 128 nés de colocacao e C'F'L = 0,1. Observa-se, neste caso, que
0 Modelo 2 possui um erro maior que os outros modelos tanto no dominio euleriano quanto
lagrangiano, isto acontece provavelmente devido ao método utilizado para a modelagem
proposta. Além disso, o erro de arredondamento de maquina nao é mais alcancado como
no caso em que os pontos lagrangianos e eulerianos sao coincidentes, devido ao processo de

interpolagao e distribuicao utilizado.
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Figura 4.7: Erro pela norma Ly do campo de temperatura para os trés modelos da condicao
de contorno de Neumann com pontos nao coincidentes, (a) erro global, dominio euleriano

(Q) e (b) erro da fronteira imersa, dominio lagrangiano (T").

A taxa de convergéncia para todos os modelos propostos com a condicao de contorno
de Neumann foi analisada, a fim de verificar com que ordem a solucao numérica se aproxima
da solucao exata.

Pode ser visto na Tab. 4.2 que, neste caso, a taxa de convergéncia ¢ aproximadamente

quatro para os Modelos 1 e 3, o que é esperado pois utiliza-se a fungao cubica proposta por
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Tornberg e Engquist (2004), que é uma fungao interpolagdo de quarta ordem. Porém, para
o Modelo 2 obteve-se terceira ordem de convergéncia, como salientado na anélise anterior,

isto é caracteristica do modelo, devido a metodologia proposta.

Tabela 4.2: Taxa de convergéncia para os trés modelos da condicao de contorno de Neumann

com pontos nao coincidentes.

Nx x Ny | Modelo 1 q Modelo 2 q Modelo 3 q
16 x 16 | 0,67338e-04 | - | 0,29744e-03 | - -
32 x 32 | 0,45430e-05 | 3,89 | 0,36374e-04 | 3,03 | 0,87337e-05 | -
64 x 64 | 0,31183e-06 | 3,86 | 0,43577e-05 | 3,06 | 0,19532e-06 | 5,48

128 x 128 | 0,20335e-07 | 3,94 | 0,53339¢-06 | 3,03 | 0,11331e-07 | 4,10

256 x 256 - - - -1 0,70819e-09 | 4,00

Por isso, o Modelo 1 foi utilizado para a condicao de contorno de Neumann a fim de
se fazer as andlises e comparagoes com as outras condigoes de contorno (Dirichlet e Robin)
para a verificacao da metodologia. A Fig. 4.8 mostra exatamente esta comparagao com
as trés condigbes de contorno (Dirichlet, Neumann e Robin). Para isto, foram utilizados
Nz x Ny = 128 x 128 nés de colocacao e CFL = 0,1. Observa-se diferenga na norma Lo,
dos campos de temperatura, entre as condicoes de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin,
devido aos processo de interpolagao e distribuicao das metodologias propostas, porém apesar
das discrepancias, o erro manteve-se praticamente na mesma ordem.

As Figs. 4.9 (a) e (b) mostram os erros obtidos com a norma L, para os campos de
temperatura com a condicao de contorno de Dirichlet. A fim de verificar a influéncia do
CFL, uma analise temporal foi realizada, fixando a malha em Nx x Ny = 32 x 32 nos de
colocagao, como ilustra a Fig. 4.9 (a). Observa-se que para o caso de verificagdo com pontos
de colocagao nao coincidentes o passo de tempo nao teve influéncia nos resultados obtidos,
devido ao fato que, para este caso, o erro espacial é muito maior que o erro temporal.

Além disso, o efeito do método de multipla imposicao da forca com a metodologia da
fronteira imersa foi analisado como mostra a Fig. 4.9 (b). Vale notar que o erro dos pontos
eulerianos mantém-se aproximadamente constante com o aumento das iteragoes. Entretanto,
em relagao aos pontos lagrangianos, o erro decai com o aumento do nimero de itera¢oes (N 1),

o qual mostra que quando se aumenta NI melhora a acuracia da condi¢ao de contorno.
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Figura 4.8: Erro global pela norma Ly do campo de temperatura com condi¢ao de contorno

de Dirichlet, Neumann e Robin com N, x N, =128 x 128 e CF'L = 0.1.
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Figura 4.9: Erro global da norma Ly do campo de temperatura com condi¢ao de contorno
de Dirichlet com Nx x Ny = 32 x 32 nds de colocagao pela (a) influéncia do C'F'L ao longo

do tempo e (b) influéncia das iteragoes pelo método de miiltipla imposi¢ao da for¢a (NT).

Convergéncia espacial é obtida para pontos de colocagao nao coincidentes com todas as
condigoes de contorno, lembrando que para a condi¢ao de contorno de Neumann utilizou-se
o Modelo 1, Ax =% L L Lo L oCFL=0,1.0 erroquantificado pela norma L, pode

d 8> 167 327 64 © 128 7 2

ser visto na Fig. 4.10 para o campo de temperatura. Como jd mencionado, o erro de arre-



69

dondamento de méquina nao ¢ mais alcancado como no caso em que os pontos lagrangianos
e eulerianos sao coincidentes, devido ao fato de se fazer interpolacoes e distribuigoes entre

os pontos eulerianos e lagrangianos.
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Figura 4.10: Norma Ly da temperatura para pontos nao coincidentes com as trés condicoes

de contorno e C'F'L = 0,1 em funcao do refinamento da malha.

No entanto, a func¢ao de distribuigao/interpolagao utilizada foi a fungao cibica, como
mencionado na se¢ao 3.3, Eq. 3.9. De acordo com Mariano (2011), quando utilizou-se
fronteira imersa com a distribuicao da forca para os campos de velocidades, os resultados
apresentaram quarta ordem de convergéncia. No presente trabalho obteve-se taxa de con-
vergéncia quatro para as condig¢oes de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin como mostra
a Fig. 4.10.

Além disso, o tempo de processamento do MPEF para o caso de verificacado com
pontos nao coincidentes foi analisado, com as trés metodologias propostas para as condicoes
de contorno. A Fig. 4.11 mostra o tempo de excugao, fornecido em segundos, em funcao do
refinamento da malha. Para isto, foi utilizado um computador, cujo modelo esta descrito no
Capitulo 3 - secao 3.6.4 e o tempo computacional foi medido por meio da funcao de contagem
de tempo do préprio fortran. Além disso, fixou-se a ciclagem para apenas um ciclo e o CFL
em 0,1 para todas as malhas. Observa-se que o método mantém a ordem O(NlogoN), onde
N é o ntimero de pontos da discretizagao da malha (N = N, x N, ) para todas as condicoes de

contorno, assegurando o mesmo tempo de processamento da transformada rapida de Fourier.
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Figura 4.11: Analise do tempo de processamento com refinamento da malha.

4.2 Validagao da metodologia proposta

Apos verificagao da metodologia de calculo e da implementacao das condi¢oes de con-
torno de Dirichlet, Neumann e Robin, é necessario fazer a validagao das metodologias propos-
tas. Para isto, serao utilizados problemas de convecgao natural em uma cavidade quadrada
fechada e em uma cavidade anular cilindrica. Os resultados foram separados nas seguintes
etapas:

1. Cavidade com temperatura imposta nas paredes verticais e adiabaticas nas paredes
horizontais;

2. Cavidade com temperatura imposta nas paredes verticais e perfil linear de tempe-
ratura (LTP) nas paredes horizontais;

3. Cavidade anular em cilindros concéntricos com temperatura imposta em ambas as
paredes;

4. Cavidade anular em cilindros concéntricos com fluxo de energia térmica imposto
na parede do cilindro interno e temperatura imposta na parede do cilindro externo;

5. Problema de difusao em um cilindro, trocando energia térmica com um meio externo
a ele, por convecgao, com condi¢ao de contorno de Robin.

Na etapa 1, a fim de validar a metodologia proposta, a modelagem matematica foi

implementada para as duas condicoes de contorno, Dirichlet e Neumann, sendo que para a
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modelagem de Neumann foram utilizados os trés modelos propostos (Modelo 1, Modelo 2 e
Modelo 3). Na etapa 2, optou-se por utilizar a condi¢ao de contorno de Dirichlet para validar
problemas em cavidade com LTP nas paredes horizontais. Vale salientar que para ambas
as etapas ha coincidéncia entre os pontos lagrangianos da fronteira imersa com os pontos
eulerianos do dominio do fluido.

Em seguida a validacao da metodologia proposta foi realizada em uma cavidade anular,
de forma que os pontos lagrangianos nao coincidem com os pontos eulerianos, o que permite
estudar a influéncia das fungoes interpolacao e distribuicao, onde na Etapa 3, foi simulada
a conveccao natural entre cilindros concéntricos com condicao de contorno de Dirichlet em
ambos os cilindros. Na Etapa 4, foi simulada a conveccao natural com fluxo imposto no
cilindro interno, utilizando os trés modelos propostos para a condi¢ao de contorno de Neu-
mann para o cilindro interno (Modelo 1, Modelo 2 e Modelo 3), com condi¢ao de contorno
de Dirichlet no cilindro externo.

Finalmente, a fim de validar a metodologia proposta para a condi¢ao de contorno de
Robin, foi realizada uma simulacao da difusao de energia térmica em um cilindro macico,

trocando energia por convec¢ao para um fluido que o envolve.

4.3 Conveccao natural em uma cavidade retangular

O objetivo desta secao é validar a metodologia matematica proposta, para as condi¢oes
de contorno de Dirichlet e Neumann, com aplicacao a problemas fisicos.

Desta maneira, a convec¢ao natural em uma cavidade quadrada preenchida com fluido
foi simulada, como ilustrada na Fig. 4.12 (a). O problema consiste de paredes verticais
isotérmicas em faces opostas, com diferentes temperaturas, 1), e 1., onde T}, é a parede
com maior temperatura e T, é a parede com menor temperatura, como ilustra a Fig. 4.12
(b). Para as paredes horizontais, dois tipos de condigbes de contorno sao especificadas:
adiabaticas e perfil linear de temperatura (LTP), ilustrada também na Fig. 4.12 (b). Para
todas as simulagoes apresentadas, o dominio periédico considerado (2pep), ¢ um quadrado
com comprimento L, = L, = 2 [m]. Dentro de Qp.p o dominio fisico ( Qppp) é colocado,

como mostrado na Fig. 4.12 (a).
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Figura 4.12: Esquema da cavidade quadrada: (a) dominio periédico Qp.p e dominio fisico

Qppp e (b) paredes verticais isotérmicas com paredes horizontais: adiabéaticas ou LTP.

As condigoes de contorno que caracterizam as fronteiras do problema fisico foram
impostas, sobre I'p;,p, utilizando a metodologia da fronteira imersa. As paredes sao limitadas
POT Linin € lmaz onde | = lyaz — lnin [m]. Os modelos para as condigdes de contorno térmicas
foram estabelecidos pela condicao de Dirichlet, Eq. 3.24 e Neumann, sendo que para esta,
foram propostos trés modelos, dados pelas Eqs. 3.32 ou 3.49 ou 3.50. Cabe lembrar que,
neste problema, os nés lagrangianos sao coincidentes com os nos eulerianos. Entao para se
fazer a distribuicao dos nés lagrangianos para os nds eulerianos utilizou-se a Eq. 3.5.
Equacgoes que compoem o modelo

As equagoes 3.1, 3.2 e 3.3 modelam o problema. Em conveccao natural, as diferencas
de massa especifica geram uma forga adicional resultante da diferenca entre o peso de uma
particula e o empuxo que atua sobre ela, a qual aparece na Eq. 3.2 na direcao y. Esta forca
age de forma concomitante com as demais forgcas. A razao entre a forca peso-empuxo e as

forcas viscosas, é dada pelo nimero de Grashof:

_ gBATL?

2 )

Gr (4.11)

14

que controla a convecgao natural.

Por outro lado, a razao entre difusao da quantidade de movimento linear pela difusao
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de energia térmica é conhecida como nimero de Prandtl:

v
Pr=—, (4.12)
«
o qual determina o campo de temperatura e esta relacionado com as caracteristicas do
escoamento do fluido.

O numero de Rayleigh:

AT
Ra = 995TL (4.13)

ra

é outro parametro de interesse, dado pelo produto entre Gr e Pr.
O numero de Nusselt é um parametro adimensional, que representa a razao entre a
transferéncia de energia térmica de um fluido por convecgao e por condugao. Este parametro

¢ dado localmente por:

Nupy = B _ /@) = T)ly 1

ky ky

onde h, é o coeficiente de convecgao local [W/m?K]. Similarmente, obtém-se este parametro

pela seguinte relagao, descrito por Wan, Patnaik e Wei (2001):

or

Nugoeal = £+ ’
Ujocal 0X |l

(4.15)

onde o sinal negativo implica transferéncia de energia térmica da parede para o fluido (na
parede com maior temperatura), enquanto que o sinal positivo corresponde a transferéncia
de energia térmica do fluido para a parede com menor temperatura dentro da cavidade.

A partir do niimero de Nusselt local (Nuypeq ), determina-se o niimero de Nusselt médio,

Nu, utilizando a Eq. 4.16:
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Nu = Nugoeady, (4.16)

onde a integral é avaliada nas paredes verticais e é resolvida como sendo o somatorio dos
valores de Nusselt local (Nuyoeq) dividido pelo comprimento. A Fig. 4.12 ilustra os limites
da cavidade.

O fluido considerado foi o ar, com Pr = 0,71 e T, = 300 [K]. Com estes parametros
obtém-se as propriedades fisicas: «a, v e ky do fluido. Assumiram-se os seguintes valores
para o nimero de Ra: 102, 10%, 10° e 10°. Substituindo estes parametros no nimero de Ra
obtém-se o AT, para assim, impor as temperaturas nas paredes verticais: T, = T, + AT e
T.=1T, — AT.

As componentes de velocidades e temperatura, assim como os eixos nas diregoes = e vy,
foram adimensionalizadas, somente como pds-processamento, a fim de comparar os resultados

com a literatura. Estes parametros adimensionais sao obtidos pelas Eqs. 4.17, 4.18 e 4.19:

X = ———mn (4.17)

- lmin
Y (4.18)

)~<
|

onde x e y sao as coordenadas dimensionais variando de [,,;, até l,,,. no dominio de interesse

aplicado em um problema fisico de comprimento [.

ul vl T —T.
U=-=— V== T—=—"° 4.19
a’ a T, — T. (4.19)

onde T é a temperatura adimensional e T' é a temperatura dimensional.

Condicoes de contorno
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As condigoes de contorno impostas foram:

e para velocidades:

- condigao de contorno de nao deslizamento (u = v = 0), ou seja, condigao de contorno
de Dirichlet em todas as paredes da cavidade I'pp,p;

e para temperatura:

- paredes verticais - condicao de contorno de Dirichlet é imposta, parede esquerda T},
e parede direita 7T;

- paredes horizontais - dois tipos de condi¢ao de contorno foram considerados: adia-
batica e LTP. Para o caso da parede adiabatica implementou-se os trés modelos propostos
de condigao de contorno Neumann (Modelo 1, Modelo 2 e Modelo 3) e para o caso LTP foi

implementada somente a condi¢ao de contorno de Dirichlet.

4.8.1 Cavidade com paredes horizontais adiabdticas

Analise dos resultados obtidos com a implementacao das condi¢oes de contorno de
Dirichlet e Neumann na cavidade com as paredes horizontais adiabaticas, serao apresentadas
nesta secao.

Influéncia do dominio externo na cavidade

A influéncia do dominio complementar em relacao ao dominio de interesse, Qpy,p, € de
fundamental importancia, pois pode induzir a resultados nao desejados.

Desta maneira, uma analise sobre a influéncia do dominio externo em relagao a cavi-
dade foi estudada nesta fase inicial do trabalho. Para isto, manteve-se o ntimero de pontos
no interior da cavidade (N, x N, = 128 x 128) e fixou-se o comprimento desta como sendo
l=1.

Além disso, para a condi¢ao de contorno de Neumann nas paredes horizontais utilizo-se
o Modelo 2 e Ra = 10°. Foram feitas quatro simulacoes variando o tamanho do dominio
complementar. Na Fig. 4.13 sao apresentados os diferentes dominios complementares utili-
zados.

As razdes entre o comprimento do dominio externo e a cavidade foram: L/l = 1,125;
1,265; 2 e 4. Pode-se observar, qualitativamente, pela Fig. 4.13, bons resultados nas linhas

isotérmicas no interior da cavidade para todas as configuragoes.
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Figura 4.13: Linhas isotérmicas para andlise da influéncia do dominio externo fixando N, x
N, = 128 x 128 no interior da cavidade em todos os casos, (a) N, x N, = 144 x 144, (b)
N, x N, =162 x 162, (¢) N, x N, = 256 x 256 e (d)N, x N, =512 x 512.

Para melhor verificar esta influéncia, uma analise do perfil do niimero de Nusselt
local, na parede quente, com o aumento do dominio complementar foi realizada, lembrando
que para a discretizagao da cavidade mantém-se N, x N, = 128 x 128 em todos os casos,
comparando-se os resultados obtidos com os dados de Wan, Patnaik e Wei (2001), veja a

Fig. 4.14.

Para estes casos estudados e pelo perfil de Nusselt mostrado na Fig. 4.14, é evidente
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Wan et al., 2001

Nx x Ny =144 x 144
......... Nx x Ny =162x 162
Nx x Ny =256 x 256
Nx x Ny =512 x 512
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Figura 4.14: Perfil do niimero de Nusselt local com o aumento do dominio externo; as

cavidades sao discretizadas com N, x N, = 128 x 128 em todos os casos.

que o tamanho do dominio externo exerce influéncia sobre os resultados. Além disso, a
melhor configuragao para o tamanho do dominio externo com relagao ao interno seria com
a razao L/l = 2, pois foi o perfil que mais se aproximou do trabalho de Wan, Patnaik e Wei
(2001).

Vale notar que a simulagao com mais pontos de colocagao, N, x N, = 512 x 512,
o perfil do Nusselt local afastou-se da referéncia, veja Fig. 4.14, isto acontece devido a
influéncia do dominio externo ilustrado na Fig. 4.13 (d). Apesar de se utilizar uma malha
de N, x N, = 512 x 512 no dominio completo, o interior da cavidade mantém-se com
N, x N, =128 x 128.

Esta configuracao é importante, pois é necessario que se tenha sempre espaco suficiente
entre o dominio interno e o externo a fim de garantir a periodicidade do método pseudoes-
pectral. Portanto, a razao L/l = 2 foi considerada para todas as simulagoes.

Analise dos modelos propostos para condigao de contorno de Neumann

Para validacao da metodologia proposta, foi realizada uma analise dos modelos apre-
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sentados para a condi¢ao de contorno de Neumann nas paredes horizontais (Modelo 1, Modelo
2 e Modelo 3), considerando condig¢ao de contorno de Dirichlet nas paredes verticais.

O nimero de Ra = 10 foi imposto e N, x N, = 256 x 256 nés de colocagdo foram
utilizados em todo o dominio, ou seja, dominio periédico Qp.p. As Figs. 4.15 (a), (b)
e (c) mostram as linhas isotérmicas com condi¢do de contorno de Dirichlet nas paredes
verticais e todos os modelos propostos para a condi¢ao de contorno de Neumann nas paredes
horizontais: Modelo 1, Modelo 2 e Modelo 3, respectivamente. Os resultados qualitativos
mostraram-se similares aos obtidos no trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001), considerando
somente o interior do dominio de interesse (cavidade adiabatica). Observa-se, visualmente,
que as isotérmicas sao ortogonais as paredes horizontais, o que é esperado, para condicao de
contorno adiabatica.

Abre-se um parénteses nesta fase do trabalho, para mencionar algumas particularida-
des sobre o Modelo 1 proposto. Cabe ressaltar que, devido a proposta original para a mo-
delagem da condigao de contorno de Neumann utilizando o Modelo 1, algumas dificuldades
foram encontradas para a implementacao dessa metodologia. Para garantir bons resultados
muitos esforcos foram necessarios e um deles serd apresentado abaixo.

Em principio, para a condi¢ao de contorno de Neumann utilizando o Modelo 1, o fluxo
de energia térmica foi imposto apenas na fronteira da cavidade. Porém, devido a resultados
nao esperados, optou-se por adicionar um ponto acima desta fronteira, ou seja, a forcagem
calculada pela Eq. 3.44, foi imposta na fronteira da cavidade e em uma faixa de pontos
externos a esta fronteira horizontal, denominada de zona de for¢agem (zf), como ilustra a
Fig.4.16 (a). Observa-se, pela Fig.4.16 (b), que préximo aos cantos da cavidade as linhas
isotérmicas apresentam uma leve inclinacao na direcao y. A fim de aperfeicoar os resultados
com o Modelo 1, a zona de forcagem foi imposta em até trés faixas de pontos externos as
fronteiras horizontais, Fig.4.16 (c).

As Figs. 4.16 (b) e (d) mostram as linhas isotérmicas utilizando o Modelo 1 com uma e
trés zonas de forcagens nas paredes horizontais para Ra = 103. Qualitativamente, observa-se
que forcando em mais de um ponto, quando se utiliza o Modelo 1, os resultados parecem
mais consistentes.

A fim de averiguar quantitativamente os resultados apresentados na Fig. 4.16, o perfil
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Figura 4.15: Comparacao das linhas isotérmicas para Ra = 10% considerando condicao de
contorno de Neumann com (a) Modelo 1, (b) Modelo 2, (c) Modelo 3 e (d) adaptado de Wan,
Patnaik e Wei (2001).

do niimero de Nussel local na parede quente foi comparado com o trabalho de Wan, Patnaik
e Wei (2001), como mostra a Fig. 4.17 (a). Pode-se constatar a melhora nos resultados
quando trés pontos na zona de forcagem sao impostos nas paredes horizontais. Além disso,
este resultado é evidenciado por meio da norma Ly do fluxo imposto na direcao y para as
paredes superior e inferior, Fig. 4.17 (b).

Isto acontece pois o fluxo na direcao normal é conhecido e é imposto, enquanto que o
fluxo na direcao tangente é explicitado. Assim, para calcular a forca, utilizando o Modelo

1, se a tangente nao estiver sendo bem avaliada acarreta em resultados nao desejados. Por
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Figura 4.16: Analise do Modelo 1 para a condicao de contorno de Neumann nas paredes
horizontais com Ra = 103, (a) esquema com uma zf, (b) isotermas com uma zf, (c) esquema

com trés zf e (d) isotermas com trés zf.

outro lado, caso o fluxo na direcao tangente seja conhecido, os resultados compatibilizam
com a literatura, porém a maioria dos experimentos nos fornece apenas o fluxo na direcao
normal. Desta maneira, trabalha-se na presente tese, mais especificamente para o caso da
cavidade adiabatica, com trés zonas de forgagens para a condicao de contorno de Neumann
com o Modelo 1, além da temperatura explicitada para o fluxo na direcao tangente.

Dando-se sequéncia, uma investigacao mais detalhada para os trés modelos propostos
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Figura 4.17: Anélise das zonas de forcagens para Ra = 10° utilizando o Modelo 1 para a
condigao de contorno de Neumann: (a) perfil do nimero de Nusselt local na parede quente

e (b) norma Loq” nas paredes inferior (wg) e superior (wr).

(Modelo 1, Modelo 2 e Modelo 3) para a condi¢ao de contorno de Neumann nas paredes
horizontais foi realizada. O perfil do nimero de Nusselt local na parede quente foi avaliado
para os trés modelos com Ra = 103, como mostra a Fig. 4.18. Observa-se que todos os

modelos aproximam da literatura.

i Wan et al., 2001
r Modelo 1
0.8 R Modelo 2
i Modelo 3
0.6
> L
0.4
0.2
L. T T
0.0 0.5 2.0

Figura 4.18: Perfil do ntimero de Nusselt local para Ra = 10° utilizando os trés modelos

para a condicao de contorno de Neumann.
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Uma comparagao do nimero de Nusselt médio (Nu) para os trés modelos propos-
tos é apresentada na Tab. 4.3. Os modelos sao avaliados variando os nds de colocacao e
comparados com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001), a qual utiliza o modelo DSC e
Ra = 103. Nota-se que, com o refinamento da malha os Modelos 1 e 2 tendem a aproximar-se

da literatura, enquanto que para o Modelo 3 aproxima em escala menor.

Tabela 4.3: Comparagao do nimero de Nusselt médio (Nu) com o trabalho de Wan, Patnaik

e Wei (2001) para Ra = 103. O valor de referéncia obtido pelos autores é Nu = 1,073.

N, x N, | Modelo 1 | Diferenca (%) Modelo 1 | Modelo 2 | Diferenga (%) Modelo 2 | Modelo 3 | Diferenga (%) Modelo 3
32x32 | 1,164 8.8 1137 5.06 1,102 270

64x64 | 1,136 5,87 1,115 3,91 1,077 0,37

128 x 128 | 1,117 410 1,101 2,60 1,068 0,46

256 x 256 | 1,100 2,51 1,096 2,14 1,058 1,39

512 x 512 | 1,0908 1,65 1,094 1,95 1,055 1,67

Uma analise do numero de Nusselt local nas paredes quente e fria, utilizando o Modelo
2 é mostrado na Fig. 4.19. Pode-se notar que as distribuicoes do nimero de Nusselt local

sao antissimétricas, como esperado.

0'0\ T \0'\5\ T \1'\0\ T \1'\5\ T \2\'0\ T \2'\5\ T
0.8}
0.6
. F Parede quente
i Parede fria
0.4+
02}
(S NI A ETRRI] § R RS R
0.0 1.5 2.0 2.5

u local

Figura 4.19: Anélise do niimero de Nusselt local ao longo das paredes quente e fria utilizando

o Modelo 2 para Ra = 103.

Aumentando-se o ntimero de Rayleigh para 10%, é possivel observar um aumento das
instabilidades nas linhas isotérmicas externas a cavidade, como mostra a Fig. 4.20, utilizando

os trés modelos propostos para a condicao de contorno de Neumann nas paredes horizontais.
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Figura 4.20: Comparacio das isotérmicas para Ra = 10* e 128x 128 nés de colocacao, (a)

Modelo 1, (b) Modelo 2, (c) Modelo 3 e (d) adaptado de Wan, Patnaik e Wei (2001).

Vale notar o escoamento externo a cavidade. Este escoamento complementa o es-
coamento interno de tal modo que satisfaca as forcas advindas das condicoes de contorno
(velocidade e temperatura) nas paredes da cavidade, representada pelo dominio I'p;p, mos-
trada na Fig. 3.1. Os escoamentos externo e interno estao acoplados, porém as forgas das
condigoes de contorno asseguram o escoamento interno e faz com que este escoamento se
comporte bem quando se compara com resultados da literatura.

Os isocontornos das componentes de velocidades U e V' sao apresentados na Fig. 4.21,
para a condi¢ao de contorno de Neumann utilizando o Modelo 2, aplicados aos nimeros de
Ra = 10%, Ra = 10* e Ra = 10°. Utilizou-se Nz x Ny = 128 x 128 nés de colocacao em todo

o dominio para Ra = 10® e Ra = 10*. Para Ra = 10° utilizou-se Nz x Ny = 256 x 256 nés de
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colocagao. Comparando com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001), qualitativamente os
resultados obtidos com a metodologia da fronteira imersa no presente trabalho sao similares

aos obtidos pelos autores.

Figura 4.21: Isocontornos de velocidades U (esquerda) e V' (direita) para diversos nimeros

de Rayleigh: (a) Ra = 103, (b) Ra = 10" e (c) Ra = 10°.

A fim de analisar os trés modelos propostos para a condigao de contorno de Neumann,

os perfis de velocidades das componentes U e V' sao apresentados na Fig. 4.22. Os resultados
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para os trés modelos foram confrontados com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001) para
Ra = 102, 10* e 10° no centro da cavidade em X = 0,5 e Y = 0,5. Para as simulacoes com
Ra = 103 e Ra = 10* utilizou-se Nx x Ny = 128 x 128 nés de colocacao em todo o dominio,

enquanto que para Ra = 10° utilizou-se Nz x Ny = 256 x 256.

1.0
: P Ra=10
0.8+
0.6
a0
0.4+
| Modelo 1
L ' . Modelo 2
02 o R o Modelo 3
| & ! A Wan et al., 2001
L [ ] [ ] [

% 20 0 20 40 60
U

Figura 4.22: Comparagao das velocidades para varios Rayleigh com: (a) velocidade horizon-

tal (U) em X = 0,5 e (b) velocidade vertical (V) em Y = 0, 5.

Os resultados comparativos apresentam boa concordancia com a literatura para todos
os modelos a baixos valores de Rayleigh. Quanto maior o niimero de Rayleigh, maiores sao
as velocidades no interior da cavidade. Pode-se observar, na Fig. 4.22 (a), que para Ra =
105 as instabilidades aumentam, causando discrepancias nos pontos maximos e minimos
da velocidade horizontal (U), por isso a necessidade de um maior refinamento da malha.
Resultados quantitativos serao apresentados no final desta secao.

Da mesma maneira, avaliou-se os perfis de velocidades para Ra = 10° com N, x N, =
512x 512 nés de colocacao em todo o dominio. Assim como acontece para Ra = 10°, o mesmo
ocorre nesta faixa de Rayleigh, observam-se algumas discrepancias no perfil de velocidade
horizontal, U, maxima e minima (Fig. 4.23).

Além disso, analisou-se as linhas de corrente e comparou-se qualitativamente com o

trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001). A Fig. 4.24 mostra somente o interior do dominio
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Figura 4.23: Distribuigao das velocidades para Ra = 10°%: (a) velocidade horizontal (U) em
X =0,5 e (b) velocidade vertical (V) em Y =0, 5.

de interesse utilizando os trés modelos propostos para a condi¢cao de contorno Neumann nas
paredes horizontais para Ra = 10° . Observa-se que os trés modelos apresentam o mesmo
comportamento obtido por Wan, Patnaik e Wei (2001), uma recirculagdo na regiao central
da cavidade e outras duas recirculagoes nas laterais. Porém, nota-se maior efeito advectivo
no presente trabalho quando compara-se com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001).

A distribuicao do niimero de Nusselt local na parede quente foi comparada com os
modelos propostos no presente trabalho e com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001), para
Ra = 10° e Ra = 10° como mostra a Fig. 4.25. Os resultados mostram que a parte superior
da cavidade tem boa concordancia com a literatura para todos os modelos propostos, porém
na parte do centro para a parte inferior algumas discrepancias sao observadas para ambos
os numeros de Rayleigh avaliados. No trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001) discrepancias
também foram observadas com outras literaturas para a mesma faixa de Rayleigh.

Outra andlise importante foi realizada com a distribuicao de temperatura na regiao
central da cavidade (Y = 0,5) em relagao a abcissa. A Fig. 4.26 mostra uma comparagao
com o trabalho de Wan, Patnaik e Wei (2001) e todos os modelos propostos para a condi¢ao

de contorno de Neumann nas paredes horizontais. Além disso, compara-se com todos os
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Figura 4.24: Comparacao das linhas de corrente para Ra = 10% (a) Modelo 1, (b) Modelo
2, (¢) Modelo 3 e (d) adaptado de Wan, Patnaik e Wei (2001).

numeros de Rayleigh apresentados até o momento. Observa-se boa concordancia com a
literatura, para todos os modelos propostos.

E importante frisar que para quase todos os nimeros de Rayleigh testados, os resulta-
dos qualitativos mostraram-se préximos dos resultados numéricos obtidos por Wan, Patnaik
e Wei (2001). Além disso, avaliou-se os erros da interface lagrangiana da temperatura, pela
norma Lo, e os resultados foram de aproximadamente 10~!4 para as paredes verticais e 1073
para as paredes horizontais, utilizando os Modelo 2 e Modelo 3, enquanto que para o Modelo
1, o erro das paredes horizontais ficou em torno de 1072. A seguir, apresenta-se uma andlise
quantitativa e compara-se o numero de Nusselt médio com outras referéncias.

As Tabs. 4.4 e 4.5 mostram as respectivas componentes de velocidade horizontal e
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Figura 4.25: Comparagao do nimero de Nusselt local ao longo da parede quente para (a)

Ra =10° e (b) Ra = 10°.

Figura 4.26: Comparagao da distribui¢ao de temperatura no centro da cavidade (Y = 0,5)
com A Wan, Patnaik e Wei (2001) e presente trabalho: — Modelo 1, @ Modelo 2 e — - -
Modelo 3.

vertical maximas, na regiao central da cavidade X = 0,5 e Y = 0,5. Os resultados do
presente trabalho, utilizando os trés modelos propostos para a condicao de contorno de
Neumann, foram confrontados com os trabalhos de Wan, Patnaik e Wei (2001) e Vahl Davis

(1983) apud Wan, Patnaik e Wei (2001).
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Tabela 4.4: Comparacao da velocidade horizontal méxima (U) na regiao central da cavidade

(X =0,5) e correspondente posigao.

Ra | Presente trabalho | Presente trabalho | Presente trabalho | Wan et al. | Wan et al. | Vahl Davis (1983)
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 8 (FEM) (DSC) apud Wan et al.

10° 3,593 3,591 3,602 3,489 3,643 3,634

(0,809) (0,812) (0,809) (0,813) (0,816) (0,813)

10* 15,767 16,254 16,208 16,122 15,967 16,200

(0,828) (0,828) (0,824) (0,815) (0,816) (0,823)

10° 35,086 37,260 35,886 33,390 33,510 34,810

(0,851) (0,863) (0,852) (0,835) (0,850) (0,855)

109 69,384 65,948 71,511 65,400 65,550 65,330

(0,852) (0,851) (0,852) (0,860) (0,860) (0,851)

Tabela 4.5: Comparacao da velocidade vertical maxima (V') na regiao central da cavidade

(Y =0,5) e correspondente posicao.

Ra | Presente trabalho | Presente trabalho | Presente trabalho | Wan et al. | Wan et al. | Vahl Davis (1983)
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 (FEM) (DSC) apud Wan et al.

10° 3,741 3,741 3,702 3.686 3,686 3,679
(0,167) (0,179) (0,175) (0,188) (0,183) (0,179)

10? 19,547 19,835 19,624 19,790 19,980 19,510
(0,117) (0,125) (0,120) (0,120) (0,117) (0,120)

10° 68,937 69,786 69,021 70.630 70,810 68,220
(0,070) (0,066) (0,062) (0,072) (0,070) (0,066)

10° 225,216 221,232 225.223 227,110 227,240 216,750
(0,034) (0,039) (0,034) (0,040) (0,040) (0,038)

Para a Tab. 4.5, assim como apresentado nos resultados qualitativos, as componentes

de velocidade vertical tiveram boa concordancia com a literatura para os trés modelos pro-

postos, com diferenca maxima de 3,90% quando se compara o Modelo 1 e Modelo 8 com o

trabalho de Vahl Davis (1983) para Ra = 10°. Para a componente de velocidade horizontal,

Tab. 4.4, a diferenca méxima obtida foi de aproximadamente 11% para Ra = 10° utilizando

o Modelo 2 e 9% para Ra = 10° utilizando o Modelo 3.

A Tab. 4.6 mostra a comparacao do numero de Nusselt médio da parede quente do

presente trabalho usando os trés modelos propostos para a condicao de contorno de Neu-

mann com resultados da literatura. Observa-se discrepancias entre os resultados, porém com

melhor aproximacao para baixos numeros de Rayleigh. Estas discrepancias estao relaciona-

das a maiores adveccoes apresentadas nas linhas de corrente no presente trabalho quando
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comparado com Wan, Patnaik e Wei (2001) para Ra = 10°. Os resultados de Wan, Patnaik
e Wei (2001), com DSC, foram os que mais aproximaram-se do presente trabalho para todos

os modelos propostos.

Tabela 4.6: Comparagao do nimero de Nusselt médio (Nu) da parede quente para cavidade

com paredes adiabaticas.

Ra | Presente Trabalho | Presente Trabalho | Presente trabalho | Wan et al. | Wan et al. P. Le Quéré
Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 (FEM) (DSC) (Numérico 2D)

108 1,101 1,096 1,068 1,117 1,073 -

104 2,149 2,169 2,065 2,254 2,155 2,240

108 4,398 4,214 4,288 4,598 4,352 4,510

108 8,105 8,142 8,048 8,976 8,632 8,830

Comparando-se os resultados da Tab. 4.6, pode-se observar as maiores discrepancias
para Ra = 10% com diferenca relativa na faixa de 5 a 10% entre todos os modelos. Para os
outros valores do nimero de Rayleigh a diferenca maxima foi entre 1% e 8%. Na média,
o Modelo 2 foi o que deu menor diferenca relativa comparado com a literatura para todos
numeros de Rayleigh com 3,77%, em seguida o Modelo 1 com 4,34% de diferenca e por fim
o Modelo 8 com 6,74%.

Cabe observar que, para elevados valores de Ra, é necessario um maior refinamento
dos nos de colocacao, pois no presente trabalho utiliza-se malhas cartesianas uniformes en-
quanto a literatura trabalha com malhas mais refinadas nas proximidades das paredes. A
regularidade da malha é uma exigéncia da FFT utilizada.

Outra observacao é que nenhum dos resultados apresentados, do presente trabalho e de
outros autores, aproximam-se dos dados experimentais, uma vez que — conforme mencionado
anteriormente — nos trabalhos experimentais os autores nao conseguem um isolamento ideal
na cavidade. Desta maneira, a fim de validar o cédigo com os dados experimentais, também
foi simulado e comparados os resultados, para um problema no qual foi imposto um perfil

linear de temperatura (LTP) na condi¢do de contorno de Dirichlet.
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4.8.2  Cavidade com perfil linear de temperatura nas paredes horizontais (LTP)

A cavidade com paredes horizontais perfeitamente condutantes, foi estudada nesta
fase do trabalho. Para isto um perfil linear de temperatura (LTP) foi imposto nas paredes
horizontais utilizando a condi¢ao de contorno de Dirichlet. O esquema desta cavidade pode

ser visto na Fig. 4.27 e é descrito na Eq. 4.20:

T,-(T,-T.)x/l

T,-(T,-T )x/l

L
L

L

X

Figura 4.27: Esquema da cavidade com perfil linear de temperatura.

(az 4+ b) — T3(X, 1)

FT(Xat) ZpC'p At ’

(4.20)

onde a = (T, — T),/L,) e b = T), — ax, sdo as constantes para a imposi¢ao do perfil linear
de temperatura. Foram testados varios nimeros de Rayleigh e os resultados quantitativos
podem ser vistos na Tabela 4.7.

A anélise dos resultados obtidos para a condicao de contorno de Dirichlet, com LTP nas
paredes horizontais, mostraram melhor concordancia com resultados numéricos de Hassani,
Hollands e Raithby (1993) para quase todos os numeros de Rayleigh testados.

Com o objetivo de validar a metodologia para pontos nao coincidentes, a modelagem

proposta foi utilizada para as condig¢oes de contorno de Dirichlet e Neumann em uma cavidade
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Tabela 4.7: Comparacao do nimero de Nusselt médio com resultados da literatura para a

condicao de contorno de LTP.

Ra Presente Trabalho | Leong, Hollands e Brunger (1998a), | Hassani, Hollands e Raithby (1993),
experimental, 2D numérico,
LTP nas paredes horizontais LTP nas paredes horizontais
1x 10° 1,802 1,521 1,750
3 % 10* 2,480 ; 2,410
4 % 10% 2,740 2,337 -
1% 10° 3,464 3,103 3,40

anular, como apresentado na proxima secao.

4.4 Convecgao natural em uma cavidade anular

Nesta fase da tese, a conveccao natural em uma cavidade anular entre cilindros con-
céntricos também foi simulada, tendo em vista validar a metodologia proposta para resolver
problemas com geometrias nao cartesianas, exigindo a utilizacao das funcoes distribuicao e
interpolagao, dada pela Eq. 3.8. Para este problema, foram utilizadas as modelagens pro-
postas para a condigao de contorno de Dirichlet e os trés modelos propostos para a condicao
de contorno de Neumann. Para isto, as validagoes foram separadas em dois casos:

e Caso 1: Aplicacao da condicao de contorno de Dirichlet - cilindro interno aquecido
com uma temperatura imposta e cilindro externo resfriado impondo menor temperatura;

e Caso 2: Aplicacao da condicao de contorno de Neumann - cilindro interno aquecido
com um fluxo de energia térmica constante fornecido e cilindro externo mantido resfriado
com uma temperatura imposta.

Para ambos os casos, o escoamento formado na cavidade entre os cilindros é gerado
pela diferenca de temperatura entre as superficies cilindricas. A esquematizacao do domi-
nio computacional utilizado pode ser vista na Fig. 4.28. Os dois cilindros concéntricos
horizontais sao colocados na regiao central do dominio periédico retangular.

Devido a diferenca entre os raios dos dois cilindros, o niimero de pontos lagrangianos na
fronteira imersa sao diferentes, porém mantendo o mesmo espacamento dos nés de colocacao.

Os niveis de refinamento para os nds de colocacgao eulerianos e lagrangianos sao apresentados



93

na Tab. 4.8. Observa-se que quando a malha euleriana é refinada, a estrutura da fronteira
imersa (pontos lagrangianos) também deve ser, tanto para o cilindro interno quanto para
o cilindro externo. A Fig. 4.28 ilustra o dominio completo quando se impoe determinada

condicao de contorno no cilindro interno (Dirichlet ou Neumann).
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Figura 4.28: Esquema do dominio completo para o caso da conveccao natural entre dois

cilindros concéntricos.

Tabela 4.8: Pontos lagrangianos nao coincidente com pontos eulerianos: niveis de refina-

mento.

Nos de colocagao | Pontos eulerianos | Pontos lagrangianos | Pontos lagrangianos
cilindro interno cilindro externo
16 x 16 256 13 26
32 x 32 1024 26 51
64 x 64 4096 51 101
128 x 128 16384 101 202
256 x 256 65536 202 403
512 x 512 262144 403 805

A validagdo da metodologia foi separada em duas se¢bes, primeiramente serd apre-
sentada a validacao para o caso 1, em seguida o caso 2 serd validado para os trés modelos

propostos com a condicao de contorno de Neumann.



94

4.4.1 Validacao do Caso 1

A validagao do caso 1 consiste de cilindros concéntricos horizontais com temperatura
imposta em ambos os cilindros, ou seja, para este caso apenas a condicao de contorno de
Dirichlet foi utilizada.

O R; é definido como sendo o raio do cilindro interno e Ry o raio do cilindro externo. As
temperaturas impostas sao: 1, =T, + AT e T, =T, — AT, para o cilindro interno e externo,

respectivamente, onde 7, = 300 [K], sendo que a diferenga de temperatura, AT, foi obtida a

gBATL?

av ’

partir do nimero de Rayleigh, Ra = onde L = Ry — R; [m]. O termo gravitacional,
g, foi colocado somente no interior dos cilindros concéntricos. A origem da coordenada,
6 = 0°, foi considerada conforme ilustra a Fig. 4.28. Os parametros adimensionais para a

temperatura e para o raio sao dados, respectivamente, pelas Eqs. 4.21 e 4.22:

po 11 (4.21)
T, —T.
[§
r— RZ
R=—"" 4.22
R R (4.22)

onde T é a temperatura dimensional.
Sabe-se que, para a utilizacao da condicao de contorno de Dirichlet, as temperaturas
nos cilindros necessitam ser conhecidas, logo o termo fonte para a condicao de contorno de

Dirichlet é dado pela Eq. 4.23:

T(X,t+ At) — T*(X,t + At)

FT(X7t):pCp At ’

(4.23)

onde T(X,t + At) = T,(X,t + At) é dada pela caracterfstica fisica de cada problema. No
presente caso sao 1. e T}, referentes aos cilindros externo e interno, respectivamente.

Os parametros utilizados sao apresentados na Tab. 4.9. Foram estudados dois tipos
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de relagao de raios n = %_1. O fluido utilizado foi o ar, com nimero de Prandtl de Pr =0, 7.

Todos os resultados sao apresentados apds a simulacao alcangar o regime permanente.

Tabela 4.9: Parametros utilizados nos cilindros concéntricos.

n Raio Ra

2

1,0 x 10°
2
Ri—0,0625 | 0x10
Ry = 0.1625 | 1010
2.6 7 1,0 x 10°
4.7 x 100
1,0 x 10°

Uma andlise do CFL foi realizada pois, de acordo com estudos anteriores, o At in-
fluencia nos resultados. A Fig. 4.29 mostra a distribuicao de temperatura em fungao do
raio em 6 = 0° com os resultados experimentais de Kuehn e Goldstein (1976), utilizando

N, x N, =128 x 128 nés de colocagao, para Ra = 4,7 x 10%.

1.0

! Ra = 4.7e04

0.8 - O Kuehn et al., 1976 (exp): 0°
i A CFL = 0,01
L JE—— - CFL=0,1

061 % . CFL =0,3

~ i .

0.4 -

0.2

0.00.0 :

Figura 4.29: Comparacao da distribuicao de temperatura entre os cilindros concéntricos

variando o CFL em 6 = 0°, com N, x N, = 128 x 128 nds de colocacao.

De acordo com a Fig. 4.29, observa-se que a diferenca maxima entre os resultados do
presente trabalho e o experimental esta na posicao R = 0,64, onde a diferenca relativa é da

ordem de 15% para o CFL = 0,5, enquanto que para o CFL=0,1 diminui para apenas 2,77%.
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Menores valores para CFL foram considerados e pode-se observar que a partir de CFL=0,1
passa-se a atingir a independéncia de At neste problema. Sendo assim, para todos os testes
realizados, o CFL adotado foi 0,1.

Além disso, realizou-se o teste de independéncia dos nés de colocacao, como mostra
a Fig. 4.30. Observa-se que o perfil de temperatura quase nao modifica com o refinamento
dos nods de colocagao quando comparado com o resultado experimental. Desta maneira,

utilizou-se malha de NV, x N, = 128 x 128 no dominio completo.

1.0
Ra = 4.7e04
0.8 - ©) Kuehn et al., 1976 (exp): 0°
L O N XN, = 64 X 64
0.6 - _— NXXNy=128X128
r A\ e - N. XN =256 X 256
~ L . X y
0.4
0.2 r
[ L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
0'00.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

R

Figura 4.30: Perfil de temperatura em fungao do raio entre os cilindros concéntricos em

0 = 0°, variando os nés de colocacao.

Os efeitos sobre a transferéncia de energia térmica entre os cilindros concéntricos,
variando-se os ntimeros de Rayleigh, Ra = 10?, Ra = 103, Ra = 10* ¢ Ra = 10°, sdo
apresentados na Fig. 4.31 para n = 2,0 e na Fig. 4.32 para n = 2,6.

Observa-se nas Figs. 4.31 e 4.32 que para Ra = 102, Ra = 10? ¢ Ra = 10* a conveccao
natural é laminar. Nas Figs. 4.31 e 4.32 (a) o processo de transferéncia de energia térmica
acontece por difusao, pois as velocidades, neste caso, sao baixas e a adveccao nao afeta
a distribuicdo de temperatura. Para as Figs. 4.31 e 4.32 (b), vale notar que as linhas
isotérmicas ndo sdo mais concéntricas, como ocorre em (a). Elas tendem a subir e a partir
deste numero de Rayleigh, a adveccao passa a ser importante.

Para Ra = 10%, é possivel observar o inicio da formacdo de uma pluma térmica na
parte superior do cilindro interno, conforme mencionado por Kuehn e Goldstein (1978). O

processo advectivo nesta fase passa a ser predominante.
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Figura 4.31: Linhas isotérmicas para n = 2,0 (a) Ra = 10%, (b) Ra = 10® | (¢) Ra = 10* e
(d) Ra = 10°.

As Figuras 4.33 e 4.34 mostram as isotérmicas (a), campos de velocidades (b) e as linhas
de corrente (c) para Ra = 10° e duas relagoes de raio n = 2,0 e n = 2,6, respectivamente.
Para este valor do nimero de Rayleigh é possivel observar que a pluma térmica formada
na parte superior é mais fina, assim como a espessura da camada limite térmica formada
nas regioes proximas das superficies dos cilindros. Resultados parecidos foram apresentados
no trabalho de Padilla, Campregher e Silveira Neto (2006), o qual citaram que ocorre uma
similaridade com a dinamica do escoamento e o processo de transferéncia de energia térmica
quando se aumenta o espagamento entre as superficies dos cilindros, ou seja, quando a relagao
de raios ¢ aumentada de n = 2,0 para n = 2, 6.

O numero de Nusselt foi avaliado para os cilindros concéntricos interno e externo, o
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Figura 4.32: Linhas isotérmicas para n = 2,6 (a) Ra = 10%, (b) Ra = 10® | (¢) Ra = 10* e
(d) Ra = 10°.

qual ¢ dado pelas seguintes expressoes, Eqs. 4.24 e 4.25:

T
Nuilocal = Rzln [&] @_

—h 4.24

L. (4.24
Ry | OT

N oca = Ryl - | 5 |Ir=Rp- 4.25

Uolocal On[Rz} 8r| R ( )

As Eqgs. 4.24 e 4.25 foram avaliadas através do calculo da derivada %—T no espago

espectral, o qual é transformado para o espaco fisico e os valores da derivada sao interpolados



