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Resumo

O uso de redes neurais artificiais para representar estados quanticos de muitos corpos
tem despertado grande interesse nos ultimos anos, oferecendo uma abordagem promissora
para lidar com problemas complexos que surgem neste contexto. Neste trabalho propomos
uma tomografia dos pesos de uma rede neural aplicada ao problema para obter o estado
fundamental de cadeias de spins 1D com interacao entre vizinhos. Um dos objetivos é
entender como métodos de aprendizado de maquina nao supervisionado possa identificar
regimes em cadeias de spins 1D, tais como ferromagnético, antiferromagnético e frustrado.
Nosso trabalho busca contribuir para o entendimento como as redes neurais incorporam

caracteristicas fisicas de modelos fisicos como o emaranhamento em seus pesos sinapticos.

Palavras-chave: Redes neurais artificiais. Estados quanticos de muitos corpos.






Abstract

The use of artificial neural networks to represent many-body quantum states has spar-
ked great interest in recent years, offering a promising approach to addressing complex
problems arising in this context. In this work, we propose a tomography of the weights of
a neural network applied to the problem to obtain the ground state of 1D spin chains with
neighbor interaction. One of the objectives is to understand how unsupervised machine
learning methods can identify regimes in 1D spin chains, such as ferromagnetic, antifer-
romagnetic, and frustrated regimes. Our work seeks to contribute to the understanding
of how neural networks incorporate physical characteristics of physical models, such as

entanglement, into their synaptic weights.

Keywords: Artificial neural networks.Quantum many-body states .
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Exemplo ilustrativo de uma cadeia de spin com regime antiferromag-
nético com L sitios com d de distancia em cada sitios. Para uma cadeia
de spin é possivel definir a condi¢do de contorno periddica, ou seja, o

ultimo sitio é vizinho do primeiro sitio.
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funcao de ativacao em redes neurais. Essa funcido mapeia valores reais

Fungao sigmoide logistica o(z) = frequentemente utilizada como
em um intervalo entre 0 e 1, sendo util para introduzir nao-linearidades
no modelo e para representar probabilidades associadas a ativacao de
neuronios. Sua forma suave e derivavel facilita o processo de retropro-

pagacao do erro durante o treinamento. .

Estrutura bésica de uma rede neural artificial com 3 camadas sendo 1
camada de entrada com 3 neurdnios, 1 camada interna com 3 neurénios

e uma camada de saida com 1 neuronio. Nesta arquitetura, todos os

33

38

neuronios de entradas se conectam com os neurdnios da camada interna. 39

O Aprendizado Supervisionado corresponde ao tipo de aprendizagem
de maquina onde cada elemento do conjunto X possui uma correspon-
déncia univoca (dnica e exclusiva) com um elemento do conjunto Y.
Nesse caso, estabelece-se uma bijecao entre os conjuntos X e Y. A rede
neural artificial ajusta seus pesos internos para aprender e reproduzir

esse mapeamento. .

40
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o K-Means. Além disso, pode ser empregado para a visualizacao de
dados em duas ou trés dimensoes utilizando técnicas de reducao de
dimensionalidade, como o Principal Component Analysis (PCA). Neste
exemplo, apresentamos uma simulacao contendo trés agrupamentos e
seus respectivos centroides. A clusterizagao é realizada com base em

métricas de distancia geométrica, e os dados sao representados nas duas

componentes principais. . . . . .. ... e

Parametrizacao dos acomplamentos J; — Jo, em para 6 € [0,27). Em

T = 0, conforme [3], o modelo J; — J, apresenta 3 fases: antiferromag-

nética, frustrada e ferromagnética. . . . . . . ... ...

Estrutura geral para uma Rede Neural do tipo Maquina de Boltzmann Restrita
(RBM), onde temos a representagao da funcao de onda de um sistema de N spins.

Cada configuracao visivel o = (0f,03,...,0Z%) é conectada a neurdnios na camada

oculta h = (hy,ha,...,hy) [9]. « « « o oL

Simulagdo com 100 jobs para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500
interagoes e acoplamento 6 = 7 /4, utilizando uma rede neural do tipo FENN (L = 8§,

0 = w/4, IT = 500). Nesta situagdo, temos por exemplo, alguns jobs apresentam

um valor da energia muito distante do valor da energia exata. . . . . . . . . . .

Na visualizagao gréfica do tipo bozplot para a simulagao com 100 jobs (NJ = 100)
para uma cadeia de spin de tamanho igual a 8, com 500 interacoes, e valor de
acoplamento igual a 7/4 e tipo de rede neural FFNN (L = 8, § = «/4, IT = 500).

Observa-se a presenca de alguns valores fora do intervalo de valores do bozplot,

caracterizando a ocorréncia de outliers no conjunto dos resultados. . . . . . . .

Simulagao com 100 jobs (NJ = 100) para uma cadeia de spins de tamanho L = 8§,
com 500 interagoes e acoplamento § = /4, utilizando uma rede neural do tipo
FFNN (L =38, 6§ = 7/4, IT = 500). Nesta simulagdo, os outliers foram removidos,

resultando em valores de energia bastante préximos ao valor da energia exata.

Na visualizacdo gréfica do tipo box plot referente a simulacao de 100 jobs (NJ =
100) para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagdes e acoplamento
0 = w/4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L = 8, 0 = «n/4, IT = 500)

com os outliers removidos, observa-se que a distribuicao dos valores concentra-se

predominantemente entre o primeiro e o segundo quartil. . . . . . . . . . L.
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25

CAPITULO

Introducao

A mecanica quantica completa cerca de um século desde sua formulagdo moderna,
consolidada a partir dos trabalhos seminais de Werner Heisenberg, Erwin Schrodinger,
Paul Dirac, Max Born, Paul Jordan, entre outros. Ao longo desse periodo, essa teoria
estabeleceu-se como um dos pilares da fisica contemporanea, fornecendo a base conceitual
para inimeros avangos cientificos e tecnoldgicos[46, 13, 38].

Grande parte das transformacoes que moldaram a sociedade moderna como o desen-
volvimento dos semicondutores, a inven¢ao do transistor e, consequentemente, a revolucao
da computagao tem origem direta nos principios quanticos, evidenciando o profundo im-
pacto dessa teoria para além do ambito académico [1].

Atualmente, a sociedade vivencia a era da inteligéncia artificial, um campo cuja histo-
ria remonta ao século passado, em meados dos anos 1950, iniciando-se com os trabalhos
fundadores de Alan Turing, John von Neumann e outros pioneiros [54, 33, 41]. Embora
frequentemente associada apenas a avancos computacionais recentes, a inteligéncia arti-
ficial é fruto de um longo processo de evolugao tedrica e tecnolégica, fortemente apoiado
no progresso da fisica, da matematica e da ciéncia da computagao.

Nesse contexto, a interagao entre mecanica quantica e inteligéncia artificial surge como
uma fronteira cientifica promissora, abrindo novas possibilidades para o entendimento e
o desenvolvimento de tecnologias emergentes.

Recentemente, em 2024, o Prémio Nobel de Fisica foi concedido a John Hopfield e
Geoffrey Hinton, em reconhecimento a contribui¢oes fundamentais para o desenvolvimento
das redes neurais artificiais. Esses trabalhos possuem raizes conceituais profundas em
modelos fisicos associados a fendmenos coletivos, em particular aqueles relacionados ao
comportamento de spins em sistemas estatisticos, como exemplificado pelo modelo de
Hopfield e suas conextes com o modelo de Ising [50].

Tal reconhecimento evidencia a forte relacao entre a fisica estatistica e os fundamen-
tos tedricos das redes neurais, ressaltando como conceitos originalmente desenvolvidos
no contexto da fisica podem ser reinterpretados e aplicados de forma decisiva em areas

interdisciplinares.
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Atualmente, as redes neurais artificiais configuram-se como ferramentas de grande
potencial para o tratamento de problemas de elevada complexidade computacional. No
contexto da mecanica quantica de sistemas de muitos corpos, essas metodologias tém se
mostrado particularmente promissoras para o calculo de grandezas relevantes, como a
energia do estado fundamental. Nesse sentido, em face ao crescimento exponencial do
espaco de Hilbert com o ntimero de graus de liberdade, métodos numéricos tradicionais
tornam-se frequentemente limitados, o que torna abordagens baseadas em aprendizado
de maquina uma alternativa inovadora e eficiente. Além do calculo de energias, as redes
neurais tém sido empregadas na investigacao de propriedades quanticas como fenémenos
de emaranhamento. A capacidade dessas arquiteturas de representar fungoes altamente
complexas e nao lineares permite avancos significativos na descricao de estados quan-
ticos fortemente correlacionados. Portanto a integracao entre redes neurais artificiais e
mecanica quantica estabelece um paradigma interdisciplinar emergente, com implicacoes
relevantes tanto para a compreensao dos fundamentos da fisica quanto para o desenvol-

vimento de novas estratégias computacionais.

1.1 A complexidade do Espaco de Hilbert

A mecéanica quantica nao-relativistica descreve os sistemas fisicos em escalas micros-
copicas por meio da chamada Fquacio de Schrodinger [13, 42]. Essa equagao determina
a evolucao temporal do vetor de estado [¢(7, 1)), que contém toda a informagao sobre o

sistema. A forma geral é representada por

BI(7,0) = i [6(7,) )

onde H é hamiltoniano dos sistema. H é um operador hermitiano que contém, em princi-
pio, todas as informacoes do sistema. No caso particular de sistemas que nao dependem
explicitamente do tempo (sistemas estaciondrios), a Fquagio de Schrédinger assume a

forma autovalor, conhecida como Equacao de Schridinger Independente do Tempo

Aqui E,, denota os niveis de energia permitidos (autovalores) e |1, (7)) corresponde os
estados quanticos estaciondrios (autovetores associados). Tal formulacdo é central na
analise espectral de sistemas quanticos. Ressalte-se que os estados quanticos pertencem a
um espaco vetorial complexo de dimensao infinita, completo em relagdo a norma induzida
pelo produto interno, denominado espaco de Hilbert.

Com o intuito de ilustrar a complexidade envolvida na resolugao de problemas associados
a determinacao dos niveis de energia permitidos em sistemas com muitas particulas, consi-
deraremos, a titulo de exemplo, sistemas compostos por particulas com spin semi-inteiros

1

(férmions), S = 3.
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Consideremos, primeiramente o caso de uma tunica particula. Um estado quantico

genérico de spin pertence ao espago de Hilbert 7 e pode ser descrito como

) ={alf) + B8 };a,6€C (3)

onde a base B() é composta pelos kets 1) e |]) .
Nesta situagao, a dimensao do Espago de Hilbert é 2. De uma forma geral, um estado

arbitrario |¢) poderd ser escrito de forma compacta,
) =>_Culd), (4)
a/

onde C, sdo os coeficientes complexos que representam as amplitudes de probabilidades
associadas a cada estado da base (Cy € C) e |a’) € {|T),|]) } sdo os vetores ortonormais

que formam uma base no espaco de Hilbert como foi definido na equagdo (3) para um
1

5.

A ortononormalidade dos vetores de base é expressa por

sistema de 1 particula com spin

(a"|a") = darar, (5)
onde ¢ representa o delta de Kronecker. Os coeficiente C,s sao obtidos explicitamente por

Cor = (d|t)). (6)

E possivel representar de forma matricial um operador genérico V' em uma base ortonor-

mal {|a)} como

V=2 la)d[V]a"){a"], (7)

a/’a//
onde (a'|V]a”) sao os elementos de matriz de V' na base escolhida. O somatério em a’
e a” percorre todos os estados da base e os elementos de matriz podem ser organizados

explicitamente como

V matéicial ((allv|al> <al|v|a//>) ’ (8)

{a"|V]a') (a"|V]a")
que ¢ a representacao matricial do operador V.
Similarmente, para o caso de muitos spins 1/2, temos o seguinte estado quantico
genérico como sendo:
) € AN (9)
O espaco de Hilbert é representado pelo produto tensorial de N copias do espago local

por

%®N = {aTT"'T |TT s T> + Qg |TT T i,) o tagy Hif T $>} ) (1())

com base de vetores ortonormais representandos por

B(A) = {1t 1)1 D [ D) (11)
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Nesse cenario, note a dimensao do espago de Hilbert cresce exponencialmente com o
nimero de particulas, ou seja, dim(B (%ﬂ ®N)) = 2V, Um estado quantico genérico [¢)
pode ser escrito como :

[y =1l = > o) (@ld) = > dler,.oan)|on--an) = 3 (@) (7)), (12)

xEB(H) T1TN

onde ¥ representa um vetor que indexa os elementos do espaco de Hilbert. A funcao de

onda 1(Z) pode ser representada, por exemplo, como um vetor coluna

Gt 1)
e USRS "
()

Para representarmos, por exemplo, o operador Hamiltoniano H em forma matricial,

teriamos :
H=> > (d"|H|d), (14)

ou seja, explicitamente como :

(d'|Hla") {d'|H]|a")
H ma‘gelal <a//|H|a/> <a//|H|a/l> o] (15)

Desta forma, ao aumentar o nimero de particulas, a dimensao do espago cresce ex-
ponencialmente como informado anteriormente. Para efeito ilustrativo, se tivéssemos um
sistema com uma cadeia de spins com 50 particulas (L = 50) seria necessario ter um
supercomputador com 18 PB de meméria (1 petabyte (PB) = 10'° bytes), ou seja, para
L = 50, temos 2°° = 1,125,899,906,842,624 ~ 1,126 x 10%°

Cada configuragdo é representada por uma amplitude complexa da fungao de onda.
Considerando a precisao dupla complexa (16 bytes por niimero complexo, sendo 8 bytes
para a parte real e 8 bytes para a imagindria), a memdria necessiria para armazenar o
vetor de estado completo equivale a 2°° x 16 bytes = 16 x 2°° bytes = 2°¢ bytes. Como
1 PiB = 2% bytes, obtemos 2% bytes = 16 x 2°° bytes = 16 PiB. Convertendo para
unidades decimais do ST (1 PiB & 1,1259 PB), 16 PiB ~ 16 x 1,1259 PB ~ 18 PB.

Desta forma, este crescimento exponencial é um dos principais desafios computacionais
da mecanica quantica de muitos corpos. Desta forma, precisamos comprimir o espaco de
Hilbert ou encontrar estratégias para descrever os estados do sistema sem explorar todo
0 espaco.

Dada a complexidade intrinseca dos sistemas quanticos de muitos corpos, diversas
abordagens tém sido propostas com o intuito de contornar os desafios computacionais
associados a sua descricao. Tais dificuldades estao relacionadas, principalmente, as de-

mandas exponenciais de armazenamento e ao elevado nimero de operagoes requeridas
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para a obtencdo de quantidades fisicas relevantes. Um exemplo notavel é o célculo do
valor esperado de observaveis, como a energia do estado fundamental, cujo custo com-
putacional cresce exponencialmente com o ntmero de particulas do sistema, tornando
invidvel a aplicagdo de métodos exatos para sistemas com muitos graus de liberdade.

Na literatura, diversas abordagens foram desenvolvidas com o objetivo de mitigar a
complexidade computacional associada a descri¢ao de sistemas quanticos de muitos corpos
[4, 14, 35, 49, 53, 55, 57]. No cerne destas abordagens, buscamos representar a funcao de
onda total do sistema 1 como sendo uma 1y de tal forma que a mesma consiga representar
os estados quanticos com um nimero de coeficientes menor do que o maximo possivel, ou
seja, busca-se representar o estado em um subespago reduzido.

Dentre essas abordagens, destacamos as seguintes:

1. Aproximagao de Campo Médio (Mean-Field) - Estado Produto

Nesta abordagem, considera-se que o estado quantico total do sistema pode ser
aproximado por um produto direto de estados locais, desconsiderando as correlagoes
quénticas entre os diferentes sitios [14]. A funcdo de onda assume, portanto, a forma

fatorada

Vo(T1, ..., mn) = Yo(x1) Yo(22) - Vo(2n)
= 1:[@09(3%)- (16)

Essa aproximacao reduz consideravelmente o custo computacional, porém nao é
capaz de capturar correlagoes quanticas nao-locais, o que limita sua aplicabilidade

em sistemas fortemente correlacionados.

2. Estados Produto de Matrizes (Matrix Product States - MPS)

Esta representagao, amplamente utilizada no contexto de redes de tensores uni-
dimensionais, descreve o estado quéantico |1)y) como uma contragdo sequencial de
tensores locais parametrizados, associados a cada sitio da rede, como representado
a seguir

Yo(x1, 0y .. x,) = Tr (AE}A% Agﬂ) , (17)

onde: Agﬂ ¢ uma matriz (ou tensor) associada ao sitio i no estado local x;; 6 denota
o conjunto de pardmetros dos tensores, Tr(-) representa o trago sobre os graus de

liberdade internos da rede.

Esta estrutura captura eficientemente o emaranhamento local em sistemas de mui-
tos corpos sendo a base para métodos numéricos como o Density Matrix Renor-
malization Group Algorithm (DMRG). A técnica Matrix Product States (MPS)

é especialmente eficaz para sistemas unidimensionais com interacoes locais e baixa
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entropia de emaranhamento, sendo capazes de representar eficientemente tais esta-
dos [58]. Uma principais limitagoes da MPS estd relacionada a estados altamente

emaranhados e sistemas de alta dimensao (acima de 1D)[44].

. Método Variacional com Monte Carlo (Variational Monte Carlo)

O método Variational Monte Carlo (VMC) baseia-se na defini¢cao de uma fungao de
onda variacional parametrizada, ¥ (¥), cuja energia esperada é minimizada por meio
de técnicas estocasticas. A amostragem sobre o espaco de configuragoes é realizada

com algoritmos como o de Metropolis-Hastings [55].

A flexibilidade do VMC permite empregar diversas formas funcionais para a funcao
de onda, incluindo aquelas baseadas em arquiteturas de redes neurais ou represen-

tacoes em termos de produto de Jastrow, apresentado por

w(z'la"'?xn) = exXp Zf(xi?mj)a ) (18)
i<j
onde f0(x;, z;) é um potencial de correlacao de pares parametrizados que descrevem

as interagoes entre as particulas.

Em sistemas de muitos corpos com emaranhamento de longo alcance, VMC im-
plementados em termos de produtos de Jastrow falham em capturar correlagoes,

subestimando drasticamente a energia do estado fundamental[12].

. Estados Quéanticos Variacionais com Redes Neurais (Net Neural Quan-

tum States - NNQS)

Nesta abordagem utiliza-se redes neurais artificiais para representar a funcao de
onda variacional do sistema [4, 5, 6]. Arquiteturas como RBM, Redes convolucionais
(CNNs) ou Transformadores ( Transformers) sao treinadas para aproximar iy (). As
Neural Network Quantum States (NNQS) tém demonstrado capacidade de descrever
estados fortemente emaranhados e sistemas de maior dimensionalidade. A funcao

de onda é escrita em termos de uma rede neural artificial, de uma forma genérica

(xy, ..., xy) = exp[NN(zy---x,)] = exp Z a;jo; + Z bih; + Z Wijhios |
J i ij
(19)
onde NN representa uma rede neural artificial;a, b, h sdo parametros da rede neural;
W, ; representa os pesos de conexao e o ¢ o operador de spin-z do sitio j, escrito

em termos da matriz de Pauli correspondente.

Neste trabalho, iremos nos aprofundar em NNQS. Esta abordagem combina técnicas

de aprendizagem de méquina com métodos variacionais quanticos, permitindo: (i) a re-

presentacao eficiente de estados quanticos em sistemas de muitos corpos, (ii) a otimizagao
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de pardmetros usando Aprendizagem de Maquina por Reforco (AMP), e (iii) o estudo
de propriedades fisicas em regimes computacionalmente desafiadores como por exemplo,

regimes com alta frustracao.

1.2 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma: No Capitulo 1, apresentamos uma
introducao ao tema desta pesquisa, contextualizando a motivacao e os desafios associados
ao estudo de sistemas quéanticos de muitos corpos. Sao discutidos brevemente os princi-
pais problemas relacionados a complexidade computacional desses sistemas, introduzindo
o papel das redes neurais como ferramenta alternativa para representar estados quanticos.
No Capitulo 2, apresentamos a fundamentagao tedrica fundamental para o nosso traba-
lho. Apresentamos uma visao geral sobre cadeias de spins, enfatizando sua relevancia
como modelos para sistemas quanticos unidimensionais. Em seguida, introduzimos os
conceitos centrais de redes neurais aplicadas a representacao de estados quanticos. No
Capitulo 3, descrevemos a metodologia adotada, incluindo a formulagdo do problema fi-
sico considerado. Apresentamos MPS para a representagao de Estados Quénticos e para a
determinacao de emaranhamento utilizando a medida da Entropia de Von Neumann. Por
fim, detalhamos também como é a abordagem NNQS, como foi implementada e aplicada
a diferentes regimes do sistema em estudo. No Capitulo 4, apresentamos os resultados
obtidos e respectivas comparagoes quantitativas entre os valores calculados pelas redes
neurais e os obtidos via diagonalizacao exata. Além disso, analisamos a estrutura interna
dos pesos das redes neurais de forma tomografica relacionando a evolugao dos pesos das
redes neurais em relacao ao regime fisico do sistema. Por fim, no Capitulo 5, apresenta-
mos as conclusoes deste trabalho, destacando os principais contribui¢oes da abordagem
proposta e possiveis extensoes futuras que podem aprofundar ou expandir a pesquisa aqui

desenvolvida.
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CAPITULO

Fundamentos Teoricos

Nesse capitulo iremos apresentar os conceitos fundamentais de nosso trabalho, a teoria

das cadeias de spin e as redes neurais artificiais.

2.1 Teoria de Cadeias de Spin

Cadeias de spin sao sistemas relativamente simples, porém altamente representativos,
que capturam aspectos fundamentais do comportamento coletivo da matéria em escala
quantica. Elas permitem descrever fases ordenadas, como os estados ferromagnéticos
e antiferromagnéticos, além de fornecerem um cendrio tedrico ideal para o estudo de
transicoes de fase quanticas. Esses modelos também desempenham um papel central
na investigacao do emaranhamento quantico e na anélise da entropia de entrelagamento,
sendo, ao mesmo tempo, acessiveis a realizacoes experimentais por meio de sistemas como
fons aprisionados, gases ultrafrios e materiais magnéticos de baixa dimensionalidade [2].

Um exemplo de um tipo de cadeia de spins pode ser representada como uma rede

unidimensional composta por L sitios, igualmente espacados por uma distancia unitaria

d=1.

bAoA

Figura 1 — Exemplo ilustrativo de uma cadeia de spin com regime antiferromagnético com
L sitios com d de distancia em cada sitios. Para uma cadeia de spin é possivel
definir a condi¢ao de contorno periddica, ou seja, o tultimo sitio é vizinho do
primeiro sitio.

Numa primeira aproximacgao, iremos considerar apenas a interacdo com o vizinho
imediato (primeiro vizinho) e também vamos considerar condigdo de contorno periddica

na cadeia, ou seja, o ultimo sitio ¢ vizinho do primeiro sitio.
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A dinamica e as interacOes entre os spins ao longo da cadeia sdo descritas, nestas

condigoes, pelo hamiltoniano de Heisenberg [18], cuja forma geral é dada por

H=—-Y J.;:5-S;, (20)
<iyj>
onde S; e S; sdo operadores de spin, o simbolo (7, j) representa o somatério sobre vizinhos
préximos, J; j é a constante de acoplamento entre spins vizinhos (também conhecida como
termo de troca), e o produto escalar S, - 5; descreve a interacao entre spins adjacentes.
No caso unidimensional, considerando apenas a interacao entre o préximo vizinho, o

hamiltoniano da equagdo (20) pode ser escrito da seguinte forma
H - — Z Ji,i—i—lgi : §i+1~ (21)

2.1.1 Dois sitios

Para fins de analise inicial, consideramos a resolugao exata do hamiltoniano de Hei-
senberg em uma cadeia contendo dois sitios. Nosso objetivo é determinar o estado fun-
damental e investigar suas propriedades. Para isso, analisamos o sistema composto por
dois spins identificados como 1 e 2. Definimos os subespacos de Hilbert correspondentes,

juntamente com suas respectivas bases

B(A) = 1)1, 1)1 B(AG) = 1)y, 1)y (22)

O espaco de Hilbert total é representado pelo produto tensorial entre o subespago 1 e

o subespago 2., a seguir :

H = A ® A, (23)
ou seja,
B) ={I11), l} @ {12), {2}, (24)
= {IT112), [T1d2), J1T2), [L1d2) } (25)
= {1t 10, D} (26)

Para resolver exatamente o Hamiltoniano de Heisenberg apresentado na equagao (21),
¢ necessario: (i) reescrevé-lo na base de estados vetoriais B(5¢), utilizando os kets corres-
pondentes as configuragoes de spin; (ii) expressar o hamiltoniano na forma matricial, com
base nessa representagao; e, por fim, (iii) diagonalizar essa matriz para obter seus auto-
valores e autofuncgoes, que correspondem, respectivamente, as energias e aos autoestados

do sistema.
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Ao resolver analiticamente tal sistema, temos os seguintes autoestados com seus cor-

respondentes autovalores. Os autovetores correspondentes a esses autovalores sao :

1. Para F3 = +3(—Jh?):
1

) = s (I14) + [41))

2. Para By = —3(—Jh?):
1
V2

Com isso, os quatro autovalores do hamiltoniano completo sao

Y1) = —= (1T = [41).-

B - (—th)(i), (estado tripleto) (27)
By = (—th)(i), (estado tripleto) (28)
By — (—Jh2)(i), (estado tripleto) (29)
Ey= (+Jﬁ2)(i) (estado singleto). (30)

Os autoestados normalizados associados sao

S=1,M = +1) = [11). (31)
1

S = 1.0 = 0) = 5 (1t + 1), (32)

S=1,M=—1) = 11} (33)

1§=0,M = 0) = —— ([t} — [11)).. (34)

V2

O hamiltoniano tem dimensao 4 no entanto, como vimos, os autovalores de energia
dependem apenas de S, que por sua vez é determinado pela simetria de troca dos spins
(singleto ou tripleto). Portanto, apenas dois pardmetros sao suficientes para definir o
estado fundamental.

Analisando o termo de acoplamento J, podemos destacar as seguintes propriedades:
1. O sinal de J:

a) Se J < 0 (antiferromagnético), o estado de menor energia ¢ o singleto (S = 0)
com valor correspondente a %J h?.

b) Se J > 0 (ferromagnético), o estado de menor energia é o tripleto (S = 1) com
valor correspondente a —iJ h2.

2. A magnitude de J:

a) Determina a separagdo de energia entre os estados, mas nao afeta qual estado

é o fundamental.
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Desta forma, a simetria do hamiltoniano (invaridncia por rotacao e troca de particulas)
restringe fortemente as possibilidades. O sistema s6 pode estar no setor S =0 ou S =1,
e o sinal de J decide qual setor tem menor energia. Os outros detalhes do Hamiltoniano
(como anisotropias ou campos externos) nao estao presentes neste caso, entao nao ha mais
graus de liberdade relevantes. A estrutura espectral do hamiltoniano de Heisenberg para

dois spins —% ¢é completamente determinada pelo valor de J.

2.1.2 N-Sitios

Para um sistema de N particulas de spin %, o espaco de Hilbert cresce exponencial-
mente como 2V, tornando a diagonalizacdo completa do Hamiltoniano intratével para N
grande. No entanto, em muitos casos, ndo é necessario acessar todos os 2%V estados para
determinar o estado fundamental. Isso ocorre devido a simetrias e propriedades fisicas do
sistema. Assim como no caso de dois spins, onde apenas o setor de spin total S define o

estado fundamental, para N spins, podemos explorar:
1. Simetrias do Hamiltoniano

a) Invaridncia por rotacao ([H, gtotal] = 0) permite a decomposicao em setores de

Stotal'
b) O estado fundamental geralmente reside no setor de Sy minimo (para J > 0)
ou maximo (para J < 0).

2. Métodos Numéricos Eficientes

a) Algoritmos como DMRG (Density Matrix Renormalization Group) exploram a
estrutura do emaranhamento do estado fundamental, evitando a diagonalizagao

completa.

b) Métodos de Monte Carlo quéntico restringem a amostragem a setores relevan-

tes.

Por exemplo, como apresentando em [14], para uma cadeia de spins antiferromagnética
(J >0) com N par:

1. A energia minima pode ser encontrada sem diagonalizar toda a matriz 2V x 2V,
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A determinacgao do estado fundamental em sistemas de muitos corpos nao requer o

acesso a todos os 2V estados, devido a

1. Restricoes impostas por simetrias.
2. Propriedades fisicas dos emaranhamentos.

Isso justifica a eficacia de métodos modernos no estudo de sistemas quanticos macros-
cHpicos, mesmo com a explosao combinatoria do espago de Hilbert, como por exemplo o

uso de Redes Neurais Artificiais.

2.2 Redes Neurais Artificiais em Estados Quanticos

As RNAs tém desempenhado um papel central no desenvolvimento de tecnologias
modernas, com impacto significativo em diversas areas da ciéncia e engenharia [9, 15, 24,
31].

Devido a sua notavel capacidade de extrair e representar estruturas complexas a partir
de grandes volumes de dados, essas redes se tornaram ferramentas versateis e eficazes para
a resolucao de uma ampla variedade de problemas, tanto teéricos quanto aplicados como
por exemplo: i) reconhecimento de imagens e visdo computacional (diagndsticos médicos
por imagem e sistemas de vigilancia); ii) processamento de linguagem natural (tradugao
automadtica, assistentes virtuais e sistemas de recomendagdo); iii) reconhecimento de voz
e sintese de fala; iv) sistemas auténomos (veiculos autdénomos e robdtica inteligente); v)
previsao de séries temporais e dados financeiros; vi) modelagem e simulagao de sistemas
fisicos (aplicagbes recentes em mecénica estatistica, mecanica quantica e astronomia).

Esses avangos foram impulsionados principalmente por Redes Neurais Artificiais Pro-
fundas (RNAP) que permitem representar func¢oes altamente nao-lineares e também de-
monstram uma grande capacidade de resolver diversos problemas de alta dimensionalidade
com extraordindria performance [15, 17, 24, 31].

As RNAs sdo inspiradas em sistemas naturais, em particular no sistema nervoso cen-
tral, com base nos trabalhos seminais de McCulloch [29], Pitts [30], Rosenblatt[39], entre
outros.

Em [20], Giuseppe Carleo destaca que as RNA possuem antecedentes estruturais vin-
culados a formulagdo do matematico David Hilbert para o problema 13 de sua célebre
lista apresentada no inicio do século XX [19], bem como & solugdo proposta na forma do
teorema de Kolmogorov-Arnold [22], o qual estabelece que toda fungao continua de varias
variaveis reais pode ser representada como uma composicao de fungoes continuas de uma

variavel e da operagao de adicao.
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Carleo descreve as RNAs como fungoes em espagos de alta dimensao construidas por
meio de uma composicao hierarquica de fungoes elementares, em analogia a representacao
proposta por Kolmogorov-Arnold, nas quais cada funcao depende exclusivamente de pa-
rdmetros internos (neurdnios) e de suas interconexoes (sinapses). Essa estrutura funcional

pode ser expressa de forma geral como
F(z;w; b) = A(B(C(x))) (35)

onde A, B e C' representam diferentes camadas da rede, com suas respectivas transforma-
¢oes; w denota as matrizes de pesos sindpticos; e b, os vetores de ajustes (bias) associados
a cada camada.

De forma ilustrativa, vamos considerar A, a camada de entrada da rede neural; B,
uma camada interna, e C' a camada de saida. Inicialmente vamos considerar a definicao

da funcao ¢ como uma funcao sigmoide logistica

1
(z) 1+ exp(—z)’ (36)
representada abaixo
1.0 —&— o(x) ® ®
0.8
0.6
X
[§)
0.4
0.2
0.0 A
—1I0.0 —7I.5 —5I.0 —2I.5 OjO 2?5 5j0 7j5 10‘.0
X
Figura 2 — Fungao sigmoide logistica o(z) = 1%, frequentemente utilizada como fun-
+e

¢ao de ativagdo em redes neurais. Essa funcdo mapeia valores reais em um
intervalo entre 0 e 1, sendo 1til para introduzir nao-linearidades no modelo e
para representar probabilidades associadas a ativagao de neurénios. Sua forma
suave e derivavel facilita o processo de retropropagacao do erro durante o trei-
namento.
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Uma FFNN pode ser implementada, por exemplo, como uma combinacao linear de

funcoes a seguir

Ay = ¢ (X wyzi+b;), (37)
B:z=¢ (Y why +b), (38)
C: 0:¢(Zw;zk+b") : (39)

" . . ’ . ~ .
onde wl-j,w;k,,wk representam matrizes de pesos sinapticos,b;,b,,b” sdo vetores de ajuste
(bias),  é um vetor correspondente aos neurénios de entrada da primeira camada, repre-

sentada abaixo:

° a® > —> ha(x)

layeri layer2 layer3

input output

Figura 3 — Estrutura basica de uma rede neural artificial com 3 camadas sendo 1 camada
de entrada com 3 neuronios, 1 camada interna com 3 neurénios e uma camada
de saida com 1 neur6nio. Nesta arquitetura, todos os neurdnios de entradas
se conectam com os neuronios da camada interna.

A " ~ e e e . .
Os pardmetros da rede neural (w;j,wij,,wy,,b;,by,b") sdo inicializados aleatoriamente
sendo comum uma distribuigdo uniforme U para as matrizes de pesos (a ~ 0.1) e uma

distribuigdo normal N para os vetores correspondentes aos ajustes(bias) (o ~ 0.01).

2.2.1 Meétodo Supervisionado

Quando temos dados previamente rotulados, ou seja, para cada conjunto de atributos
existe uma classificagdo conhecida, estamos diante de um problema adequado para o
aprendizado supervisionado[15, 31]. Por exemplo, considere um sistema fisico em que,
para diferentes conjuntos de caracteristicas (como pressao, temperatura, volume, etc.),
sabe-se a qual fase da matéria o sistema pertence: solida, liquida ou gasosa. Nesse caso,
trata-se de um problema de classificagdo supervisionada, pois a saida desejada é uma
categoria discreta.

De forma semelhante, se tivermos um conjunto de parametros de entrada associados
ao valor de uma fungdo (como em problemas fisicos, econémicos ou de engenharia), o
objetivo pode ser estimar esse valor com base nos dados. Isso caracteriza um problema de

regressao supervisionada, uma vez que a saida desejada é continua. Em ambos os casos,
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como conhecemos previamente os pares de entrada e saida desejada, o método apropriado

para treinar o modelo é o aprendizado supervisionado.

Figura 4 — O Aprendizado Supervisionado corresponde ao tipo de aprendizagem de méa-
quina onde cada elemento do conjunto X possui uma correspondéncia univoca
(inica e exclusiva) com um elemento do conjunto Y. Nesse caso, estabelece-se
uma bijecao entre os conjuntos X e Y. A rede neural artificial ajusta seus pesos
internos para aprender e reproduzir esse mapeamento.

Neste contexto podemos definir, com a arquitetura da maquina especificada por um
conjunto de parametros p = (py,pa, ..., pn,) por exemplo, os pesos e os ajustes(denotado
como bias). A tarefa é encontrar uma estratégia eficaz para determinar numericamente
0s pesos e a estrutura da rede.

Nesse contexto, assume-se a existéncia de um grande conjunto de dados previamente
disponiveis z1,xs,...,2y,, para os quais se conhece, de antemao, a saida desejada da

maquina. Ou seja, também conhecemos os rétulos associados

yi = Fo(wi), (40)

F, denotada como fungao-alvo(fungao-6tima ou fungao-objetivo). O objetivo do aprendi-

zado supervisionado é encontrar os melhores pesos da rede neural de forma que
F(z,p) = F,(x), (41)

onde a funcao-alvo é conhecida apenas nos pontos do conjunto de dados.
Para determinar a qualidade do método de aprendizagem de maquina na realizagao
de sua tarefa, podemos definir uma fungdo de perda (loss function)

1Y
L(p) = & 2 |F (@i, p) — il (42)
s i=1
a qual atinge o valor minimo de zero em caso de reconstrucao perfeita.
Dessa forma, o problema de aprendizado supervisionado pode ser interpretado, con-
ceitualmente, como um problema simples de inferéncia ou como um problema de ajuste

nao-linear.
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2.2.2 Método Nao-Supervisionado

Em muitas das aplica¢oes mais interessantes, é comum que os rétulos nao estejam dis-
poniveis durante o treinamento [15, 31, 34]. Por exemplo, considere o caso da classificagdo
das fases da matéria: pode acontecer que ndo saibamos, de antemao, quais fases espe-
rar. Nesta situacao aplica-se um método conhecido como aprendizado nao supervisionado
(unsupervised learning).

Nesse contexto, é possivel alcancar diversos objetivos mesmo na auséncia de dados ro-
tulados. Nesta situacao, consideramos os dados x1, xa, 23, -+ , 2, sejam disponibilizados
a partir de uma distribuigdo de probabilidade desconhecida p(x), que desejamos estimar.
Existem diversas abordagens de agrupamento de dados (clusterizag¢do) que sdo ampla-
mente utilizadas na literatura, como os algoritmos K-Means [26], Density-Based Spatial
Clustering of Applications with Noise (DBSCAN), Gaussian Mixture Models (GMM)
entre outros [21].

Essas técnicas visam identificar estruturas ou padroes em conjuntos de dados, agru-
pando amostras com caracteristicas semelhantes de forma nao-supervisionada, como re-

presentado na figura abaixo.
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Figura 5 — O aprendizado nao-supervisionado possui diversas aplicagdes, como a iden-
tificagdo de agrupamentos (clusters) por meio de métodos como o K-Means.
Além disso, pode ser empregado para a visualizacao de dados em duas ou trés
dimensoes utilizando técnicas de reducdo de dimensionalidade, como o PCA.
Neste exemplo, apresentamos uma simulagao contendo trés agrupamentos e
seus respectivos centroides. A clusterizacao é realizada com base em métricas
de distancia geométrica, e os dados sdo representados nas duas componentes
principais.



42 Capitulo 2. Fundamentos Tedricos

2.2.3 Conexao entre o Aprendizado de Maquina e a Mecanica
Quantica

No método de aprendizado de maquina precisamos de dois aspectos fundamentais:

1. A maquina: normalmente uma rede neural artificial, que é uma funcao altamente
dimensional e ndo linear F(x;pi,...,pn,), parametrizada por um conjunto de pa-

rametros pi, ..., PN,

2. O aprendizado: os parametros p sao ajustados com base em um processo de otimi-
zagao estocdstica, o qual visa minimizar alguma fungdo de perda média (L)(p) sobre
um conjunto de dados x1, s, ...,xn,. Por exemplo, em um cendrio de aprendizado

supervisionado com rétulos esperados y;, uma possivel funcao de perda seria
L(z;) = |F(zi;p) — wil.

Por outro lado, o objetivo central da mecanica quéantica é encontrar solugoes para a

equagao de Schrodinger

H|U,) = B|U,), :i=0,1,...;Ey < Ej < (43)

A pergunta que surge naturalmente é: como podemos reinterpretar a mecinica quantica
como um problema de aprendizado de maquina?

Se considerarmos que a execucao do nosso modelo de aprendizado de maquina possa
identificar nao apenas o estado fundamental (de menor energia), mas também os esta-
dos excitados do sistema, seria possivel estabelecer uma correspondéncia formal entre o
Aprendizagem de Maquina (AM) e a Mecanica Quantica (MQ). No préximo capitulo

iremos nos aprofundar nos detalhes do método NNQS que implementa esta tarefa.
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CAPITULO

Aplicacao do NNQS ao modelo J; — J

3.1 O Problema

Iremos aplicar o método NNQS para encontrar o estado fundamental no hamiltoni-
ano de Majundar-Ghosh [28] (também conhecido por Modelo J;.J; [7]), que descreve um
sistema fisico composto por uma cadeia unidimensional L spins interagindo entre si na

auséncia de campo externo. Explicitamente o modelo pode ser escrito como

L-1 L-2

H=J1Y S-S+ Si-Siso, (44)

=1 1=1
onde J; e Jy correspondem, respectivamente, o acoplamento para os primeiros e os segun-

dos vizinhos.

Ad

1.0

frustrado

0.0

ferromagnético  antiferromagnético

=0.5

-1.0 —05 0.0 0.5 1.0

Figura 6 — Parametrizacao dos acomplamentos J; — Jo, em para 6 € [0,27). Em T = 0,
conforme [3], o modelo J; — J; apresenta 3 fases: antiferromagnética, frustrada
e ferromagnética.
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A parametrizagdo dos acoplamentos J; e Jy é definida pelo vetor J = (Jp, J;), com

J1 = Jocosl e Jp, = Jysinf para 6 € [0,27), conforme utilizado em [3, 56]. O trabalho

[3] propde um diagrama de fases em T = 0. Em [3], verifica-se que é possivel identificar

trés regimes distintos: (i) regime ferromagnético, (ii) regime frustrado e (iii) regime an-

tiferromagnético, como ilustrado na Figura 6, que mostra a transi¢cao entre esses regimes
1

em 2 situacoes: no angulo wy,, = 0.2366 radianos e no angulo w¢s = tan_l(%).

3.2 Matrix Product States

Matrix Product States (MPS) emergiu na década de 1990 a partir do trabalho seminal
de Steven R. White [58] e posteriormente formalizada por Ulrich Schollwock [43, 44]. Atu-
almente é uma ferramenta eficiente para representacao de estados quanticos em sistemas
de muitos corpos unidimensionais com baixo emaranhamento [37].

A esséncia do Matrix Product States (MPS) reside na identificagao eficiente de estados
quanticos através de uma estrutura de produto matricial que decompde o vetor de estado
de um sistema de muitos corpos em um produto contraido de tensores locais, permitindo
a representacao compacta de estados com emaranhamento limitado de acordo com o
critério de area de Hastings [16], onde a dimensao de ligacao (x) controla a precisao da
aproximacao e estd intrinsecamente relacionada ao emaranhamento do sistema. Considere

um sistema de dois spins -1, como ilustracio do uso de MPS, um estado quantico geral

29
pode ser representado como

|77Z)> = Z 00102|O-10-2>> (45)

01,02

onde o; € {1,]}. Na forma MPS, os coeficientes C,,, decompoem-se como

la™al>

Cory = S AT B (46)

com: i) A% matriz 1 X x (tensor do sitio 1); ii) B?2: matriz x X 1 (tensor do sitio
2); ili) x: dimensao de ligagdo (y = 1 para estado produto (estado puro ou estado
nao-emaranhado).
Explicitamente para os estados temos i) estado singleto (anti-simétrico, S = 0)
_ 1
97y = (110~ ) (a7)

com as matrizes da seguinte forma :

AT=(1 o), Ar=(0 1) (48)

) ) e

ii) estado tripleto simétrico (S =1, S, = 0 (emaranhado) )

) = (1) + | 1)), (50)

Sl

2
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ii) estado tripleto simétrico (S =1, S, = +1 (produto) )
) = [ 11), (53)
AT = (1), Ab = (0) (54)
B'= (1), B* = (0) (55)

ii) estado tripleto simétrico (S =1, S, = —1 (produto) )

) =), (56)
AT = (0), At = (1) (57)
B' = (0), B =(1). (58)

A partir desta construcao referente a MPS, destacam-se as seguintes propriedades
1. dimensao de ligacao :

a) x = 2 para estados emaranhados (singleto e tripleto S, = 0)

b) x = 1 para estados produto (tripleto S, = +1)

2. normalizagao

S (IBLP +[BLP) = 1. (59)

«

3. emaranhamento :
In2 para y =2
S = —Tr(plogp) = (60)
0 para xy = 1.

O formalismo MPS sintetiza a relagdo entre emaranhamento e estrutura local via de-
composicao tensorial, onde a dimensao de ligacao x atua como parametro de controle
para aproximagcoes variacionais do estado fundamental. Sistemas 1D com gap sdo descri-
tos exatamente com y finito, enquanto sistemas criticos requerem y ~ N¢, refletindo a
violagao logaritmica da lei de area . Neste trabalho utilizamos MPS com a técnica DMRG
para identificar estados com alto emaranhamento principalmente no regime frustrado para

analisar a performance das RNAs.
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3.3 Neural Network Quantum States

Neural Network Quantum States (NNQS) foi inicialmente proposta em 2017 por Car-
leo e Troyer [4] como uma nova abordagem para resolver problemas de fisica de muitos
corpos, oferecendo uma alternativa promissora a métodos tradicionais como DMRG [58],
Projected Entangled Pair State (PEPS) [57], Tree Tensor Networks (TTN) [49], entre
outros. KEssa proposta insere-se no contexto do uso de RNAs para lidar com problemas
gerais da MQ, marcando o inicio de uma linha de pesquisa que vem sendo desenvolvida a
partir de trabalhos seminais como os de [5, 6, 7, 52]. As primeiras aplicagoes em NNQS
utilizaram RBMs como arquitetura de RNA [4]. RBMs sao modelos rasos (shallow mo-
dels) de RNA, consistindo em apenas duas camadas totalmente conectadas: uma camada
visivel, com N neurdnios, e uma camada oculta, com M neur6nios. A funcao de onda

associada a uma RBM ¢é dada por

we(s) _ Zebzs+b}lh+hTWs7 (61)
h

onde s e h representam os estados dos neurdnios nas camadas visivel e oculta, respectiva-
mente. Os pardmetros do modelo sdo dados por 8 = {b,, by, W}, com b, sendo o vetor de
viés da camada visivel, by, o vetor de viés da camada oculta, e W a matriz de pesos que
conecta as duas camadas. No contexto das RNAs, uma RBM pode ser interpretada como
uma rede neural de propagacao direta nao linear de camada tnica, em que as unidades
visiveis atuam como entradas e a funcao exponencial serve como funcao de ativacao. Na
RBM, por construgao, o vetor viés (b,) é adicionado nas camadas de entrada. Podemos
reescrever a y(s), assumindo que as unidades escondidas sao bindrias, h; € {—1,1}, de
tal forma
M
vy(s) = eths 11 2cosh(bn; + W; - s), (62)
i=1
onde by ; e W, representam, respectivamente, o i-ésimo viés oculto e a i-ésima linha da
matriz de pesos. Cada neuronio visivel v; da RBM codifica o estado de um spin s; em
uma cadeia unidimensional, formando um espago de configuragoes V = {—1, +1}®*" como

representado na figura 7.

SR /

Figura 7 — Estrutura geral para uma Rede Neural do tipo Maquina de Boltzmann Restrita (RBM), onde
temos a representagdo da funcdo de onda de um sistema de N spins. Cada configuracao

visivel o = (0%,035,...,0%) é conectada a neurdnios na camada oculta h = (hy, ha, ..., hy)
[9].
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Determinando o estado fundamental

Nesta subse¢do, iremos apresentar como NNQS [5, 9, 20] pode ser utilizada para
encontrar o estado fundamental de sistemas quanticos. De forma andloga a muitas tarefas
em aprendizado de maquina, define-se uma funcao de perda L que depende dos parametros
treindveis da rede neural. Nesta situacao, essa func¢ao de perda corresponde a energia
esperada do sistema, ou seja, o valor esperado do Hamiltoniano H em relacao ao estado

quéntico parametrizado |Wy)

L(0) = E(6) = (V| H|Vy). (63)

A funcao de perda surge de forma natural neste contexto, sendo fundamentada no
principio variacional da mecanica quantica. Esse principio estabelece que, para um dado
Hamiltoniano H, a energia esperada E (0) associada a uma funcdo de onda variacional
|Wy) fornece um limite superior para a energia do estado fundamental exato Fy. Assim, ao
minimizar £(f), buscamos aproximar o estado de menor energia do sistema. A expressao

da energia variacional é dada por

_ (Wg| H| W)
B0 =", w,)

A energia variacional é uma funcao de perda adequada para esta situagao para deter-

> B, (64)

minacao do estado fundamental pois, de acordo com o principio variacional [8, 12], quanto
menor for o valor esperado da energia, melhor serd a aproximacao do estado fundamen-
tal. Na pratica, essa energia é estimada estocasticamente a partir de amostras geradas
segundo a distribuicao associada a fungdo de onda |Wy), o que pode levar a flutuagdes
estatisticas. Em alguns casos, a média estimada pode ficar abaixo da energia do estado
fundamental exato, mas isso nao viola o principio variacional, pois decorre da natureza
estatistica da amostragem.

O objetivo, portanto, é aumentar o nimero de amostras M de modo a reduzir sis-
tematicamente essas flutuacgoes. Seguindo a formulacao geral de valores esperados de
operadores [9, 20|, a energia variacional pode ser aproximada por uma média sobre o

estimador local Ej,., conforme

E#) ~ 1\14 3" Bioe(s?), (65)

i=1
onde o estimador local é definido como

Bul) = Y S8 (66)

8/
Desta forma temos como meta minimizar essa func¢ao de perda por meio de algoritmos
de otimizacao baseados em gradientes. Os gradientes da energia também podem ser

escritos em termos de valores esperados
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OE(0)
a0,
onde assumimos que os parametros sao reais e que ¢, ¢ o p-ésimo parametro da Rede
Neural Quantica (NNQS).

O operador diagonal Op ¢ definido como

= 2Re [(Eioe(5)05(5)) = (Bioe($)){O5(5))] , (67)

0

Op(s) = 9.
p

log(s|Wg) = (5]0,s).
Notavelmente, quando a funcao de onda esta proxima do estado fundamental exato, as
flutuagoes estatisticas na energia local sao suprimidas, implicando que as flutuacoes esta-
tisticas dos gradientes também sao pequenas.

O algoritmo de aprendizado [9, 20] tem os seguintes passos : i ) inicializamos os pesos
0(©). Em seguida, ii) implementamos uma sequéncia de M configuracées de acordo com a

distribuicao de Born utilizando uma cadeia de Markov

P(s5:0¥)) ~ sW . 50D,

O préximo passo é iii) calcular a média da energia local F(f), que nos fornece a
estimativa do valor esperado do Hamiltoniano. Para a tltima etapa, iv) utilizar-se um
otimizador baseado em gradiente para atualizar os parametros para a proxima etapa, ou

seja,

9é5+1) _ 91()5) _ naE(Q)’
00,

no caso do gradiente descendente simples, onde 7 é a taxa de aprendizado.

O procedimento é repetido até que realize a convergéncia para um minimo de valores
de energia. Neste método utilizado nao existe um conjunto de dados de treinamento.. A
tarefa apresentada tem como objetivo determinar a fungdo de onda 6tima (desconhecida)
por meio da amostragem da distribuicao de Born associada e utilizando uma rede neural
para modelar o préprio estado. Esses passos estao apresentados de forma simplificada no
Algoritmo [9, 20] abaixo:

Algorithm 1 Busca do estado fundamental

1: Inicialize 6 aleatoriamente
2: for i = 1 até ngeps do
3: Gere M amostras tipo cadeia de Markov)
4: Calcule o gradiente da energia 8%0(5)
5: Atualize os parametros
OE(6)
0; 0, —
J J n 86]
6: end for

return Pardmetros otimizados 6

=
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3.4 Aspectos Caixa-Preta da Rede Neural

Apesar do sucesso das Rede Neural Artificials (RNAs) em diversas aplicagoes, uma das
principais criticas a esses modelos esté relacionada a sua natureza de caixa-preta (black
box) [48], o que significa que seu funcionamento interno é, em grande parte, opaco e di-
ficil de interpretar. Diferentemente de modelos mais simples, como regressoes lineares ou
arvores de decisao, as redes neurais possuem um grande niimero de parametros, tornando
desafiadora a tarefa de compreender como uma determinada entrada leva a uma saida
especifica. Neste sentido tem-se intensificado a pesquisa em métodos de interpretabili-
dade e explicabilidade em aprendizado de maquina, embora esse campo ainda esteja em
desenvolvimento [25, 40].

Neste trabalho, investigamos, para diferentes problemas envolvendo cadeias de spin,
em que medida a RNA é capaz de incorporar as interagdes entre os spins e capturar
aspectos fundamentais da funcdo de onda quantica. Especificamente, buscamos enten-
der se e como a rede armazena informagoes sobre as propriedades de emaranhamento e
outras caracteristicas relevantes do estado quantico. Nosso objetivo é analisar se essas
propriedades emergem naturalmente durante o processo de otimizagao e aprendizado, ou
se exigem arquiteturas ou estratégias especificas de modelagem para serem corretamente
representadas.

Em nossa analise inicial, investigamos a evolucao dos pesos associados a cada neurdnio
da camada interna da RNA ao longo do processo de minimizacao da energia. Buscamos
compreender como os valores dos pesos se ajustam durante o treinamento, qual o padrao
de variacdo observado e de que forma essas mudancas contribuem para a representacao
eficiente do estado quantico alvo. Essa andlise nos permite inferir o papel funcional de
diferentes neuronios na modelagem da func¢ao de onda, e seus impactos serao discutidos

em maior detalhe na secao de resultados.
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CAPITULO

Resultados

4.1 Preparacao do método para Modelo J, — J,

Iniciamos a anélise da aplicacdo do método NNQS ao modelo J; — J; considerando
um sistema com L = 8. Investigamos diferentes regimes de acoplamento definidos pelo
vetor J = (Jy, J,), onde os pardmetros sdo dados por J; = Jycosf e Jo = Jysin6, com
6 € [0,27). Os valores de 6 considerados foram 6 =[0, 7/6,7/4,7/3, 2r/3, b7 /6, Tm/6,
57 /4, 497 /36, 5m/3, 117 /6] em graus radianos’.

A escolha do @ esté relacionado com a investigagdo dos 3 tipos de regimes: (i) regime
frustrado; (ii) regime ferromagnético e (iii) regime anti-ferromagnético.

Para estes valores de acoplamentos .J; — Jo, utilizamos o valor de 500 interagoes (1T =
500) em relac¢do ao processamento da rede neural, ou seja, cada modelo roda 500 ciclos
para determinar o valor da energia para o estado fundamental. Nesta simulagao o tipo
de rede neural escolhido foi o tipo FFNN devido a sua melhor performance comparada
ao tipo de rede neural RBM?.

Cada simulagao o valor da energia é comparado em relacao ao calculo realizado por
2 métodos: (i) diagonalizacdo exata via algoritmo de Lanczos [23] e (ii) abordagem va-
riacional de Jastrow [11] com objetivo de realizar a validagao cruzada. No processo de
simulagao, foi encontrado flutuacdes em relacdo ao valor calculado da energia em seu
estado fundamental.

Estas flutuagoes exigiram um tratamento estatistico nos dados para a escolha da si-
mulagao adequada. Segue a ilustracdo a seguir, com os seguintes parametros 6 = w/4;
IT = 500; L = 8. Realizamos um total de 100 jobs (NJ = 100) afim de encontrar o job
6timo, ou seja, o job que tem a melhor acuricia em relagao ao calculo da energia para
o estado fundamental e que sera utilizado para a andlise dos pesos sinapticos das redes

neurais para a caracterizacao da tomografia da rede neural proposta.

L9 =[0°,30°,45°, 60°,120°,150°,210°,225°,245°,300°,330°] em graus.
2 No apeéndice, no final deste trabalho, apresentamos este comparativo no contexto do Modelo de Hei-
senberg.



52 Capitulo 4. Resultados

® - Egs
B Fope = -11.67693
4 Minima =-11.87250
—A - Mediana = -11.47438
-4.00000 1 [-®- Média =-11.32235
—4- Moda =-11.47438
L=8|6=m/4 | FFNN
-6.00000 [ B
>
=
o
&
-8.00000 i
-10.00000 B
B
3
F
-12.00000 F B
1 1 1 1 1 1 1

Figura 8 — Simulagao com 100 jobs para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagoes
e acoplamento § = 7/4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L = 8, § = «/4,
IT = 500). Nesta situagio, temos por exemplo, alguns jobs apresentam um valor da energia
muito distante do valor da energia exata.
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Figura 9 — Na visualizacio grafica do tipo bozplot para a simulacio com 100 jobs (NJ = 100) para
uma cadeia de spin de tamanho igual a 8, com 500 interagoes, e valor de acoplamento igual
a 7/4 e tipo de rede neural FENN (L = 8, § = n/4, IT = 500). Observa-se a presenca de
alguns valores fora do intervalo de valores do boxplot, caracterizando a ocorréncia de outliers
no conjunto dos resultados.
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Implementamos um método de ajuste de dados para selecionar quais jobs sao relevantes

para o calculo da energia. Utilizamos 2 técnicas para a remogao

dos quartis [10] e (ii) o método da distdncia de Mahalanobis [27]. A partir da aplicacao

destes 2 métodos, verificamos que encontramos um envelope de dados com simulacoes

otimizadas.
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Figura 10 — Simulagio com 100 jobs (NJ = 100) para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com
500 interagoes e acoplamento 6§ = /4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L = 8,
0 = 7/4, IT = 500). Nesta simulacdo, os outliers foram removidos, resultando em valores

de energia bastante proximos ao valor da energia exata.
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Figura 11 — Na visualizagio grafica do tipo boz plot referente a simulacio de 100 jobs (NJ = 100)
para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagdes e acoplamento 6 = 7 /4,
utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L = 8, § = 7/4,
removidos, observa-se que a distribui¢ao dos valores concentra-se predominantemente entre

o primeiro e o segundo quartil.

IT = 500) com os outliers
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Uma vez determinado o envelope de dados dos jobs, escolhe-se o job que melhor repre-
senta a simulacao para a realizacao da tomografia da rede. Para essa selecao, consideram-
se trés possibilidades: (i) o job cuja energia corresponde ao valor da moda; (ii) aquele cuja
energia é igual & mediana; ou (iii) aquele que apresenta o valor minimo. A escolha pelo
valor minimo baseia-se na comparagao com a energia calculada de forma exata, ou seja, na
op¢ao que mais se aproxima desse valor. Para uma abordagem mais genérica para o tra-
tamento deste problema, podemos determinar esta op¢ao como sendo um hiperparametro
de configuracao da aplicacgao.

Para nossa abordagem em particular, temos o seguinte algoritmo da sele¢do do job

4timo:

Algorithm 2 selecao do job 6timo

1: Inicializa Lista de Jobs JList = [|

2: for i = 1 até njeps do

3 Calcule a Energia F;,

4: Adicao (Configuragoes C;, Energia FE;) para Lista de Jobs JList
5

6

7

: end for
: Remove Jobs com Energia F; outlier
: return Job Energia Minima : (Configuracoes C; min(E;))

Com base no algoritmo apresentado, avaliamos a seguinte configuracao: parametros
L = 8, 500 iteragoes e acoplamento § = 7 /4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN.
Apébs a execucao de 100 jobs, selecionou-se aquele com o critério definido no algoritmo
2. Como selecao temos que o job executado na terceira chamada atendeu plenamente aos
critérios definidos pelo algoritmo.

Para esse job especifico, observou-se que a evoluc¢ao do calculo da energia apresenta
convergéncia para o valor da energia E em torno do ciclo IT = 180, conforme ilustrado
na Figura 12. Nesta simulacao, verificou-se também que o método baseado na abordagem
variacional de Jastrow nao apresentou boa acuracia, resultando em um valor de energia
diferente ao obtido pela diagonalizacao exata via algoritmo de Lanczos (na ordem de 10
percentuais) .

Para validar o método de ajuste de dados proposto anteriormente, apresentamos um
job que fora descartada por representar um outlier representando na Figura 13. E facil
notar que o valor da energia encontra-se completamente fora do intervalo tipico dos dados
e que através da implementacao da determinacao do envelope de dados fora eliminado.
A simulagao quando se aproxima do ciclo 240 (IT~/238) sofre um desvio brusco no que se

refere ao valor da Energia E (Ej—933 ~ —11.0, E;—950 ~ —3.0).
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Figura 12 — Simulacio para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interacdes e acoplamento
0 = 7 /4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L =8, § = «/4, IT = 500). Observa-
se que a partir do ciclo de interacao préximo ao valor 180, o método converge para o valor
da energia minima. Em nossa simulacdo geral, esse job correspondeu & terceira execugao
dentre um total de 100 execugoes.
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Figura 13 — Simulagio para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interacdes e acoplamento
0 = /4, utilizando uma rede neural do tipo FFNN (L = 8, § = /4, IT = 500) com um
job que na analise de dados foi caracterizado com um outlier sendo a simulagao descartada.
Em nossa simulacao geral, esse job correspondeu a décima primeira execug¢ao dentre um
total de 100 execugoes.
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4.2 Avaliacao para o Calculo da Energia

Para avaliar o algoritmo de selecao do job 6timo e validar o cdlculo da energia do

estado fundamental implementado pelo modelo de RNA| foram considerados trés valores

de acoplamento definidos pelo pardmetro 6 = [r/4, 77 /6, 57 /3], correspondentes, respec-

tivamente, aos regimes frustrado, ferromagnético e antiferromagnético. Para cada caso

considerado, aplicou-se o algoritmo o algoritmo de sele¢ao do job 6timo. Como exemplo,

os jobs selecionados corresponderam as seguintes execugoes: NJ = [3,70,72]. Assim, o

job da 3% execugao esta associado a m/4, o da 70 execugdo a 7m/6 e o da 72% execugao a

57 /3 representada na Figura 14.

Energia

Energia

Energia

(a)L=8 | 6=rn/4 —— FFNN (-11.677)

—®- JASTROW (-10.915) 7
= = Exact (-11.677)

T T
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B
g _
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(c)L=8 | 6=>5mn/3 —&— FFNN (-8.322)
—&- JASTROW (-8.286) |

= = Exact (-8.365)

1 1 1 1
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Interagdes

Figura 14 — Simulacio para uma cadeia de spins de tamanho L = 8 com 500 interacdes para os

seguintes acoplamentos 0§ = [r/4, 77 /6,57 /3], utilizando uma rede neural do tipo FFNN
(L =8, IT =500). A execugoes selecionados foram as seguintes : (i) para § = 7/4, o 3°
job; (ii) para 8 = 7w /6, o 70° job e (iii) para 8 = 57/3, o 72° job de 100 execugdes para
cada simulagao.
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Nas simulagoes realizadas neste trabalho, observou-se, de modo geral, que a RNA
converge mais rapidamente para o regime antiferromagnético em comparacao ao regime
ferromagnético, e nesta comparacao o regime frustrado é aquele que converge mais lento
dos trés regimes. Esse comportamento identificado entre os regimes antiferromagnético e
ferromagnético para a aplicagao utilizando RNA também foi obtido a partir do modelo de
Heisenberg, discutido no Apéndice, ao final deste trabalho, como material complementar.

Em relagdo ao regime frustrado, foram identificadas duas sub-regides: a primeira
situada no primeiro quadrante e a segunda no segundo. De forma geral, as simulacoes
correspondentes ao primeiro quadrante - isto é, para § = [7/6,7/4,7/3] - demandaram
um namero maior de iteragdes para o cdlculo da energia do que aquelas associadas a 6 =
[27/3, 57 /6] ilustrado na Figura 15. Tais comportamentos serao analisados posteriormente

no contexto do que propomos como tomografia da RNA.
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Figura 15 — Simulacio para uma cadeia de spins de tamanho L = 8 com 500 interagdes para os
seguintes acoplamentos 6 = /6,7 /4,7/3, 27 /3,57 /3], utilizando uma rede neural do tipo
FFNN (L =8, IT = 500).



o8 Capitulo 4. Resultados

4.3 Tomografia da Rede Neural Artificial

No contexto da determinacgao da energia do estado fundamental através da RNA uti-
lizando o método NNQS, nesta abordagem, analisamos para cada simulagdo a evolugao
dos pesos sinapticos da RNA com objetivo de relacionar os valores destes pesos com o
caracter fisico do problema da cadeia de spin.

Iremos a seguir apresentar para a configuracdo das simulagoes apresentada anteri-
ormente para os parametro 6 = [r/4,77/6,57/3], uma amostragem, representando um

sample® de neurdnios do kernel para cada simulacao.
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Figura 16 — Representagdo dos Pesos da Rede Neural para Simulacio para uma cadeia de spins de
tamanho L = 8, com 500 interagoes para 6 = m/4, utilizando uma rede neural do tipo
FEFNN (L = 8, IT = 500). Temos algumas flutuagdes préximo a interagao 50 (I7 = 50) e
a interagdo 160 (IT = 160) nos valores dos pesos dos neurdnios que podem ser associadas
a flutuagdes no valor da energia calculada.

Também foram calculadas diversas métricas estatisticas dos pesos de todos os neurd-
nios, incluindo o logaritmo decimal da dispersao, a mediana, o desvio-padrao, a média e o
logaritmo decimal da amplitude, identificadas na figura, respectivamente, como log(disp),
median, std, avg e log(amp). Para a simulagdo representada na Figura 16, observam-se
flutuagoes nos valores dos pesos dos neurdnios em torno das iteragoes 50 (I7° = 50) e 160

(IT = 160), as quais podem estar associadas a variagoes no valor da energia calculada.

3 Nesta simulacio, temos um total de 128 neurdnios e para efeito de avaliacio sorteamos 9 neurdnios.



4.8. Tomografia da Rede Neural Artificial 59
—2 1 (a) L=8 | 6= 7”/6 —&— FFNN(-10.928)
= = Exact (-10.928)
B
2
@
=
w
.- —— wl
0.05 - /¥ "-—o— 00— =000 000 -9-—0—-0-C—0-0-—0—-0--0 - w2
R e R R R R e R R R RN N - w3
1%] 000_ 2 By
: \~: 1:3—‘-&‘:&'—3‘—1‘—1’:&-&*%&—11—1—1—1‘*‘-&‘—1 - v
[=¥
S \\ .__..._..--o—-o--o—-o—o—.-—o-—o——o—-o—-a—-o—o—a-—o——o——o—-o—-o - W6
\ z w7
—0.10 1 V/ - w8
= O
g 24 S - -B-E- 8- 88 -5 -F-B-E- 8- 8- -F-E-E-8 —& - log(disp) (w)
@ ./ — - median (w)
a 14 A std (w)
s v avg (w)
R B e e ST S S o e SeU St S S S P AL log(amp) (w)
i
@ -1+
=

100 200 300 400 500

Figura 17 — Representacio dos Pesos da Rede Neural para Simulagio para uma cadeia de spins de
tamanho L = 8, com 500 interagdes para 6 = 7w/6, utilizando uma rede neural do tipo

FFNN (L = 8, IT = 500).
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Figura 18 — Representacio dos Pesos da Rede Neural para Simulagio para uma cadeia de spins de
tamanho L = 8, com 500 interagoes para 6§ = 57/3, utilizando uma rede neural do tipo

FFNN (L = 8, IT = 500).
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Para a simulagdo representada na Figura 17, observa-se que, apds a iteragao 100
(IT = 100), os pesos dos neurdnios selecionados na amostra de andlise, bem como as
respectivas métricas estatisticas, convergem para um valor constante, caracterizando um
plato conforme o calculo da energia. Na simulagao representada na Figura 18, a energia é
calculada até a iteragao 100 (/7" = 100) alcangado um valor platd; entretanto, no conjunto
amostral dos pesos dos neuronios observam-se algumas flutuagoes que, contudo, nao sao
refletidas nas métricas estatisticas, as quais permanecem praticamente constantes.

As andlises tanto do conjunto amostral dos pesos dos neurénios quanto das métricas
estatisticas nas simulagdes anteriores, nas quais a variagao da energia é pequena, nao
fornecem evidéncias conclusivas sobre a relacdo entre os pesos dos neurdnios e o valor
da energia. No entanto, na Figura 19, observa-se que uma mudanca brusca no valor da
energia reflete-se igualmente em alteracgoes significativas nos pesos da rede neural e nas
métricas estatisticas correspondentes, como o logaritmo da dispersao, a mediana, a média,
o desvio-padrao e o logaritmo da amplitude.

Com o objetivo de ampliar a analise dos pesos neuronais, serdao incluidas duas abor-

dagens adicionais: uma baseada na PCA e outra na correlagdo de Pearson.
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Figura 19 — Representagido dos Pesos da Rede Neural para Simulagdo para uma cadeia de spins de
tamanho L = 8, com 500 interagoes para § = m/4, utilizando uma rede neural do tipo
FFNN no job para a execugdo 11, situagdo que foi detectada como outlier (L = 8, IT = 500,
NJ = 11). Verifica-se que a mudanga brusca no valor da energia reflete também ba
mudanga dos valores dos pesos da rede neural e nas também nas métricas estatisticas
como log da dispersao, mediana, média, desvio-padrao e log da amplitude.
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Analise baseada no PCA

Aplicou-se o método PCA, descrito em detalhe no apéndice ao final deste trabalho,
para analisar a trajetéria dos pontos iniciais e finais nas diversas realizagoes. Como ilus-
tragao, temos na Figura 20 a representacao da trajetoria do PCA aplicado a representagao
dos Pesos da Rede Neural para a simulagao para uma cadeia de spins de tamanho L = §,
com 500 interagoes para @ = 117/6 para o 11° job. Verifica-se uma convergéncia préximo
a interagao 100 (IT = 100), o que ocorre também no calculo da energia.

Na Figura 21, referente a simulagao de uma cadeia de spins de tamanho L = 8 com 500
interagoes, observam-se os seguintes casos: (i) para 0 = 7/4, 3° job; (ii) para § = 77 /6,
70° job; e (iii) para § = 5m/3, 72° job. O comportamento identificado ¢ o seguinte: (a) a
trajetoria correspondente a = 77 /6 percorre a maior distancia; (b) a trajetéria associada
a 6 = 5m/3 é a que mais se aproxima de uma linha reta; e (¢) & medida que a trajetoria
se aproxima do ponto final, a densidade de pontos aumenta, indicando um processo de
convergéncia.

Na Figura 22, apresenta-se uma simulagao em que o pardmetro § = 7/4 é mantido fixo,
enquanto o job é variado. Foram selecionados o 3° e 0 4° jobs, considerados similares, e o
11° job, que foi descartado da simulagao por corresponder a um valor outlier. Observa-se
que as trajetorias dos jobs 3 e 4 sao bastante semelhantes, ao passo que a trajetoria do

job 11 difere significativamente, apresentando uma quase descontinuidade apds a iteracao

200 (IT = 200).

(a)L=8|6=11n/6 | JOB=16

Pontos Intermediarios
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Ponto Inicial

Ponto Final

> e

Figura 20 — Trajetéria do PCA aplicado a representacio dos Pesos da Rede Neural para Simulacio
para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interacdes para § = 7 /4, o 11° job.
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Figura 21 — Trajetéria do PCA aplicado a representacio dos Pesos da Rede Neural para Simulacio
para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagoes para § = 7/4, o 3° job;

(ii) para 6 = Tn/6, o 70° job e (iii) para 6 = 57/3, o0 72° job.



4.8. Tomografia da Rede Neural Artificial 63
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Figura 22 — Trajetéria do PCA aplicado a representagao dos Pesos da Rede Neural para Simulacio para
uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagdes para § = w/4 com a seguinte
sequéncias de job N.J = [3,4,11]. Observa-se que as trajetérias dos jobs 3 e 4 sdo bastante
semelhantes, ao passo que a trajetéria do job 11 difere significativamente, apresentando

uma quase descontinuidade apds a iteragao 200 (IT = 200).
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Analise baseada em Correlacao de Pearson

Em nossa tomografia de redes neurais, o objetivo é investigar se os pesos internos
da rede sao capazes de adquirir as caracteristicas dos sistemas fisicos aos quais sao apli-
cadas, bem como compreender de que forma esses pesos aprendem e representam tais
propriedades.

Um dos aspectos fundamentais em sistemas de cadeias de spin é o emaranhamento. A
quantificacdo do emaranhamento constitui uma drea em franca expansao dentro da area
da informacao quantica. Embora este trabalho ndo tenha como foco propor ou desenvolver
novos quantificadores, buscamos verificar se as redes neurais sao capazes, de algum modo,
de representar essa caracteristica intrinseca dos sistemas quanticos.

Utilizaremos o conceito de entropia de Von Neumann para representar o emaranha-
mento em nossas cadeias de spin. Para o calculo efetivo dessa quantidade, empregaremos
a ferramenta DMRG e relacionaremos seus resultados com o método de calculo da corre-
lacao de Pearson.

Inicialmente iremos investigar a correlacdo de Pearson® para a configuracao para L = 8,

com 500 interagdes para 6 = 57 /3 para o 72° job de um total de 100 execugoes.
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Figura 23 — Correlagdo de Pearson para a representacio dos Pesos da Rede Neural para Simulacio para
uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagdes para 6 = 57/3, o 72° job de
um total de 100 execugoes.

4 Nos apéndices, ao final deste trabalho, apresentamos uma descricio detalhada a Medida de Correlacio

de Pearson.
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Em uma primeira andlise, observa-se que a Figura 23 apresenta alta complexidade
visual e dificuldade de interpretagao, assemelhando-se mais as telas de Jackson Pollock [32]
do que propriamente a uma anélise tomografica de uma RNA.

Em geral, andlises para Correlacao de Pearson envolvem uma quantidade pequena de
atributos (< 30) que nesta situa¢ao, temos um conjunto de 128 neurdnios, gerando uma
matriz quadrada de correlacao com dimensao de 128 x 128.

A partir da dificuldade de interpretacao das correlagoes em conjuntos de alta di-
mensionalidade, propomos dois diagramas para auxiliar a analise e a compreensao dos
resultados. O primeiro diagrama, apresentado na Figura 24, mostra o histograma dos
valores de correlagdo, os quais estao situados no intervalo [—1,1], juntamente com suas
respectivas frequéncias.

Observa-se nesse diagrama que a distribuicao dos valores de correlacao se aproxima de
uma curva gaussiana, concentrando um numero consideravel de correlagoes proximas de

zero. Esse comportamento indica que o sistema apresenta um grande conjunto de vetores

linearmente independentes.
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Figura 24 — Histograma da Correlacio de Pearson para a representacio dos Pesos da Rede Neural para
Simulagao para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagoes para § = 5m/3,
0 72° job de um total de 100 execugdes.
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Para ratificar as observacoes obtidas a partir do primeiro diagrama, apresentamos
agora um segundo diagrama, exibido na Figura 25, que mostra o boxplot dos valores de
correlacao, situados no intervalo [—1, 1], juntamente com suas respectivas frequéncias.

Observa-se que a maioria dos valores de correlagdo se concentra na faixa aproximada
entre —0.4 e 0.4, o que indica que a correlagao de Pearson global para esta configuracao

é relativamente baixa.
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0.25
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-1.00
6 =5n/3
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Figura 25 — Boxplot da Correlagio de Pearson para a representagiao dos Pesos da Rede Neural para
Simulagdo para uma cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interagdes para 6 = 57/3,
0 72° job de um total de 100 execugoes.

Para efeitos comparativos iremos, analisar a medida de correlacio de Pearson com

dois regimes: ferromagnético (f = 77/3) e antiferromagnético (6 = 57/3).

Angulo (°)  Sin
/6 1.27
5r/3 174

Tabela 1 — Entropia de von Neumann para diferentes regimes do modelo J; — Js.
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Ao analisar apenas a matriz de correlagdo apresentada na Figura 26, observa-se que,
no regime ferromagnético, os neuronios apresentam correlagdes mais intensas em compa-
racao ao regime antiferromagnético. Essa observacao esta em consondncia com o com-
portamento da entropia de von Neumann, mostrado na Tabela 1, em que se verifica que

o regime antiferromagnético possui maior entropia. Essas evidéncias também podem ser

visualizadas nos diagramas a seguir, correspondentes ao histograma e ao boxplot.
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Figura 26 — Correlagio de Pearson para cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500 interacdes para

6 =7mw/6,070° e =5m/3 072° job .
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Figura 27 — Histograma da Correlagio de Pearson para cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500

interagdes para § = 77/6, 0 70° e 6 = 57/3, 0 72° job .
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L=8|FFNN

1.00 jﬁ
0.75
0.50

0.25
0.00

-0.25

Correlagéo de Pearson

—-0.50

-0.75
-1.00

6="7n/6 6=5n/3

Angulo (radianos)

Figura 28 — Boxplot da Correlagio de Pearson para cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500
interagdes para 6 = 7n/6, 0 70° e = 57/3, 0 72° job .

Por fim, apresentamos uma analise referente ao regime frustrado, considerando seus
respectivos valores de entropia de Von Neuman (Tabela 2), seus valores de correlagao,

representado no diagrama do tipo boxplot. Foram investigados os angulos de acoplamento

0 =m/6, m/4, ™/3, 2w /3 e b7 /6.

Angulo (°) SN
/6 1.963997
/4 1.7917599
/3 1.85275345
27/3 2.25791149
57 /6 1.76432207

Tabela 2 — Entropia de von Neumann para diferentes acoplamentos referente ao regime
frustrado do modelo J; — Js.
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Figura 29 — Boxplot da Correlagdo de Pearson para cadeia de spins de tamanho L = 8, com 500
interagdes para a fase frustrada para os seguintes acoplamentos § = /6, w/4, 7/3, 27/3 e
57 /6.
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Discussao

Analisando os aspectos gerais da tomografia, podemos destacar que: (a) os pesos sinap-
ticos das redes neurais incorporam as caracteristicas intrinsecas do modelo fisico estudado;
(b) como o modelo de rede neural é fundamentado em calculos numérico-computacionais,
torna-se evidente a importancia de realizar uma etapa de limpeza de dados, removendo
outliers apds a obtengao dos resultados iniciais; (c) é possivel implementar uma métrica
baseada na distdncia percorrida pela trajetoria no método PCA, de modo a avaliar o
desempenho e a convergéncia do processo de aprendizado; (d) para os regimes ferromag-
nético e antiferromagnético, o método da correlagao de Pearson, em primeira analise,
consegue diferenciar cada regime, para o regime ferromagnético, os vetores de base que
compoe a rede neural tem uma maior correlagao entre si, ou seja, temos menos vetores
linearmente independente, j& no regime antiferromagnéticos, os vetores sao mais linear-
mente independente, ou seja, o regime antiferromagnético apresenta mais configuragoes,
requisitando mais vetores para representa-los, resultados consistentes com a propriedade
da entropia de Von Neumann, onde o regime antiferromagnético apresenta uma maior
entropia do que a entropia no regime ferromagnético; (e) por fim, observa-se a necessi-
dade de realizar testes adicionais no regime frustrado, especialmente quanto ao calculo da

entropia de von Neumann via método DMRG e sua relagdo com a correlacdo de Pearson.
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CAPITULO

Conclusao

Em resumo, este trabalho investigou a determinacao da energia do estado fundamental
em cadeias unidimensionais de spins utilizando redes neurais artificiais. Foram conside-
rado o modelo Ji-J5, que incorpora interagdes entre primeiros e segundos vizinhos. Os
resultados obtidos demonstram o potencial dessas arquiteturas neurais como ferramentas
alternativas para o estudo de sistemas quanticos fortemente correlacionados.

Também avaliamos a evolucao dos pesos sindpticos nas camadas internas das redes
neurais ao longo do processo de otimizac¢ao, observando como tais parametros passam a
refletir, de forma emergente, caracteristicas fisicas intrinsecas ao sistema quéantico mode-
lado. Essa andlise revela que a rede, ao minimizar a energia variacional, ndo apenas se
ajusta numericamente, mas também tende a codificar propriedades fundamentais da Ha-
miltoniana, como simetrias e padroes de correlagao entre spins. Esses resultados reforcam
o potencial interpretativo das redes neurais como representagoes eficazes de estados quan-
ticos, nao apenas do ponto de vista computacional, mas também conceitual, aproximando
inteligéncia artificial e mecanica quantica de sistemas de muitos corpos.

Para trabalhos futuros, seria interessante estender a aplicacao desses métodos a siste-
mas de maior dimensionalidade, como redes bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D),
onde os desafios computacionais e a complexidade fisica se intensificam significativamente.

Além disso, explorar outros modelos de interesse em fisica da matéria condensada,
como o modelo de Hubbard e suas extensoes, pode oferecer novas perspectivas sobre a
capacidade das redes neurais em representar estados fortemente correlacionados. Tais
investigagOes contribuiriam nao apenas para a validagao da abordagem em cenarios mais
realistas, mas também para o desenvolvimento de arquiteturas de aprendizado de maquina

cada vez mais adaptadas a descricao de sistemas quanticos complexos.
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APENDICE A

Modelo de Heisenberg
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Figura 30 — Determinacao da energia do estado fundamental em uma cadeia de spins
1/2 para diferentes valores de L e ntmeros de interagoes I. O sistema é
configurado para L = 12 e L = 20, com 80 interagdes (I = 80) com Rede
Neural Tipo RBM.

Neste apéndice iremos apresentar resultados referente ao Modelo de Heisenberg. Esta
implementagao reproduz os resultados para uma cadeia de spin 1/2 cujos fundamentos
fisicos estao detalhados em [4]. A energia do estado fundamental foi calculada utilizando
uma RNA tipo RBM para os regimes ferromagnético e antiferromagnético, com validacao
cruzada realizada por meio de dois métodos independentes: (i) abordagem variacional de
Jastrow e (ii) diagonalizagao exata via algoritmo de Lanczos. Os resultados comparativos

para sistemas com L = 12 e L = 20 sitios, considerando I = 80 interagoes é apresentado
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na Figura 30.

A andlise comparativa revelou comportamentos similares entre os regimes magnéticos:
tanto para o sistema menor (L = 12), considerando a RNA tipo de RBM, quanto para o
sistema maior (L = 20), o regime antiferromagnético convergiu de forma mais acelerada
para o valor da energia fundamental. No caso como foi realizado um ntimero limitado de
simulagoes, ainda nao pode ser discutido se o comportamento entre as escalas posso surgir
uma transicao na dindmica do sistema relacionada ao tamanho da cadeia onde efeitos de
tamanho tornam-se significativos na determinacao das propriedades de convergéncia em
relagdo a esse tipo de RNA.

Também foi realizado uma nova simulagao utilizando uma RNA do tipo FENN onde

obtivemos um desempenho melhor e convergéncia para o regime antiferromagnético.
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Figura 31 — Determinacdo da energia do estado fundamental em uma cadeia de spins
1/2 para diferentes valores de L e ntmeros de interagoes I. O sistema ¢é
configurado para L = 12 e L = 20, com 80 interagdes (I = 80) com Rede
Neural Tipo NFFNN
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Tipos de redes neurais aplicadas ao modelo de Heisen-

berg

Nesta simulagao a seguir, iremos consideramos uma cadeia unidimensional com L = 24
sitios para analisar sistematicamente a influéncia da arquitetura de RNA na determinacao
do estado fundamental do sistema. Especificamente, compararemos o desempenho de
diferentes topologias de redes neurais na estimativa da energia do estado fundamental,

avaliando tanto a precisdo quanto a eficiéncia computacional de cada abordagem.
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Figura 32 — Determinagao da energia do estado fundamental em uma cadeia de spins 1/2
para L fixo e para o regime antiferromagnético. Temos variagdes no tipo da
rede neural aplicada. O sistema é configurado para L = 24 com 300 interagoes
(I = 100) para 4 tipos de Rede Neurais: RBM, SRBM, FFNN, NFFNN.

A Figura 32 apresenta os resultados para uma cadeia com L = 24, onde comparamos
quatro arquiteturas de redes neurais: (i) RBM, (ii) Symmetric Restricted Boltzmann Ma-
chine (SRBM), (iii) FFNN de camada tinica e (iv) NFFNN multicamada (/N = 2). Destas,
a SRBM demonstrou convergéncia mais rapida, enquanto as variacoes FFNN e NFFNN
apresentaram desempenho similares em termos de convergéncia, com uma melhor perfor-

mance referentea a convergéncia para a NFFNN.
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Ressalta-se que a NFFNN exibe um comportamento anémalo na fase final da simu-
lacao, caracterizado por flutuagdes atipicas nos valores de convergéncia, o que sugere

possiveis instabilidades numéricas ou dificuldades de otimizagao no regime assintotico.
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APENDICE

Analise Exploratoria de Dados

No capitulo de Resultados, apresentamos a metodologia utilizada para investigar a
evolucao dos pesos sindpticos em RNA, recorrendo a técnicas consolidadas de anélise
exploratéria de dados, em particular a PCA e o coeficiente de correlagao de Pearson,

cujos fundamentos sao detalhados a seguir.

B.1 Principal Component Analysis - PCA

O método PCA, ou seja, a analise de componentes principais, é uma técnica estatistica
multivariada amplamente utilizada para reducdo de dimensionalidade e visualizagao de
dados, em termos matematico, PCA é uma transformacao linear ortogonal que transforma
os dados para um novo sistema de coordenadas com uma dimensao menor do que o sistema
de coordenadas do sistema inicial [47],[51].

Seu objetivo principal é transformar um conjunto de varidveis arbitrarias em um novo
conjunto de variaveis ortogonais. Tal conjunto de varidveis ortogonais sao definidos como
componentes principais e sao escolhidos numa ordem decrescente de variancia em relagao
aos dados originais.

Ao projetar os dados em um espago de dimensao reduzida, formado pelos componen-
tes mais significativos, o PCA permite identificar padrdes, tendéncias e agrupamentos,
melhorando a interpretacao de estruturas complexas inerentes a conjuntos de dados de
alta dimensionalidade. Iremos ilustrar a partir de dados numéricos, por exemplo, como é

o algoritmo do método PCA. Dado uma matriz com os seguintes valores

W o 00

3 2
29
1 2
3 3

—_ 00 = =

neste exemplo, cada linha representar um objeto qualquer representado em 4 dimensoes.
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Iremos construir a matriz de covariancia. Inicialmente realizaremos a transformagao
de mudanca de escala para que os dados fiquem entre o valor de —1 a 1, fazendo com que
a média dos valores fique proxima de 0. Um método apropriado para esta finalidade é o

método min-mazx scaling [45] dado por

x — min(x)

=2 -1, (68)

max(z) — min(x)
onde min(z) e max(x) representam, respectivamente, o valor minimo e o valor maximo

do conjunto total dos dados. Apos a transformacao de escala obtemos a seguinte matriz

~025 —05 —0.75 -1
g |0 071
025 -1 —0.75 0.75
~05 —05 -05 -1

O préximo passo é encontrar a matriz de covariancia 3, cujos elementos sao definidos

por

3i; = cov(i, j)

)@k — T5) (69)

onde n € o nimero de observagoes; xj; € x) ; sao os valores das varidveis 7 e j na k-ésima
observagao; z; e z; sao as médias calculada para as colunas ¢ e j, respectivamente.

Esta matriz é simétrica e captura as relacoes lineares entre todos os pares de variaveis
do conjunto de dados. Abaixo segue a matriz de covariancia ¥ calculada a partir da
matriz A:

0.3073 —0.0365 0.4375 —0.1094
—0.0365 0.0573 —0.0885 0.0365
0.4375 —0.0885 0.6875 —0.1875
—0.1094 0.0365 —0.1875 0.5729

Para efeito ilustrativo, os valores foram arredondados para 4 casas decimais. Esta
matriz é simétrica, como esperado para uma matriz de covariancia.

Em seguida, a partir da matriz de covariancia 3, calculam-se seus autovetores e
autovalores. Ordenam-se os autovetores em ordem decrescente de magnitude de seus
autovalores correspondentes, formando assim uma base ortogonal onde os primeiros ve-
tores capturam a méaxima variancia dos dados. Esses autovetores ordenados constituem
os componentes principais da matriz original, permitindo a representacao dos dados em
um novo espago de caracteristicas, otimizado para reduzir dimensionalidade e destacar
padroes estatisticamente significativos.

Para a matriz ¥ em questdo, temos os seguintes autovalores (ordenados de forma

decrescente) e seus respectivos autovetores
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[ 0.4567 |
—0.1023
/\1 = 11272, Vi = y
0.7845

—0.4121

[ 0.5121 |

0.6234

Ay = 0.4201, Vo = :
—0.2310

| 0.5417 |

[_0.7012)]

0.3115

A3 = 0.0732, vy = :
0.4023

0.4987

[ 0.1987 |
0.7054
0.4012
| —0.5523]

A\s = 0.0235, v, =

Para determinar a variancia total, calcularemos a soma de todos os autovalores
Atotal = A1+ Ao+ A3+ Ay = 1.1272 4 0.4201 4 0.0732 + 0.0235 = 1.6440.

Uma definicdo utilizada pelo PCA é a varidncia explicada, sendo calculada como o
somatoério dos autovalores respectivos, ou seja, para dois primeiros componentes temos a

seguinte variancia explicada como
A1+ Ag = 1.1272 4 0.4201 = 1.5473

A porcentagem de variancia explicada por A\; e Ay vale

A+ Ay 1.5473
= x 1007% ~ 94.12
Atotal 1.6440 % %

Portanto, os dois primeiros componentes principais capturam 94.12% da varidncia
total dos dados. A projegao de cada vetor (linha) da matriz original A no novo espago
bidimensional ¢é realizada mediante o produto escalar com os autovetores correspondentes

a A1 e \y. Formalmente, a matriz reduzida A” € R**? é calculada por
A" = AV,

onde Vy = [v; vy| é a matriz cujas colunas sdo os autovetores dos dois principais autova-
lores. Abaixo, apresenta-se a matriz A” resultante, que representa os dados originais no

espaco dos componentes principais
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[A//]ll [A//]12

g |[Aer (A2 |
[A//]31 [A//]32
[AH]41 [AH]42

ou seja, a matriz original A projetada no espaco dos dois primeiros componentes principais

vale

2.6768  3.9983
10.0974 3.8063
—0.0033 6.5434
3.0046  3.2552

1

Y

onde a matriz A” contém =~ 94.12% da variancia dos dados originais.

Representacao dos dados na rede neural NNQS

Em nosso problema, temos a seguinte representacao de dados, através da matriz

V1,1 V1,2 -0 Uik
V21 U292 -+ U2k
M= |vs1 V32 - Uk,
_Um,l Um,2 Um,k_

onde cada linha 7 representa a i-nésima interagao referente ao aprendizado da RNA; as co-
lunas representam os neurdnios com seus respectivos valores onde elemento v; ; representa
o valor do neur6nio j na interacao .

Para a representacao da matriz M em termos de componentes principais, ou seja,

utilizando o método PCA, realizamos os seguintes passos:

1. Calculo da matriz M’ a partir da transformacao de escala [—1, 1] com o algoritmo

min-max scalling;
2. Célculo da matriz de covariancia;
3. Calculo dos autovetores e autovalores da matriz de covariancia;
4. Representagao dos autovetores em ordem decrescente referente aos autovalores;

5. Escolha dos 2 autovetores mais representativos na ondem decrescente dos respectivos

autovalores;
6. Projecao (produto escalar) de cada linha sobre os 2 autovetores definidos;

7. Geragao da nova matriz de dados M";
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Desta forma, a matriz de dados M aplicada ao método acima transforma-se na matriz

M" com as seguinte formulacao

P11 D12
P21 D22
n

M" = |p31 pP32|,

Pm,1 Pm,2

onde a cada linha representa as interacoes ; os elementos p; ; e p; » representam as compo-
nentes principais para cada interacao 7. Com os elementos p;; e p;2 e o valor da i-ésima
interacao realizamos a representacao grafica do PCA em 3 dimensoes. Em seguida, é
possivel realizar as andlises referente aos comportamentos de acordo com cada regime

em questao, ilustrado graficamente nas figuras a seguir. Nas figuras 33, 34, temos 2 si-

(a) Regime Ferromagnético (b) Regime Antiferromagnético

s Pontos Intermediarios «  Pontos Intermediérios
Trajetéria Trajetéria

@ Ponto Inicial

Il Ponto Final

Ponto Inicial
Ponto Final

Figura 33 — Trajetéria dos pesos sinapticos no espago de PCA ao longo de I = 60 iteragoes
para L = 12, utilizando uma RNA tipo RBM. A figura mostra a evolucao
dos vetores de pesos desde o inicio até a convergéncia para os regimes ferro-
magnético e antiferromagnético.

mulacoes para o modelo de Heisenberg para cadeias de spins para L = 12 e L = 20
com 60 interagdes ([T = 60) para os regimes ferromagnético e antiferromagnético, res-
pectivamente. Verificamos 2 comportamentos diferentes: para o regime ferromagnético
encontramos uma maior descontinuidade nos passos em relacdo ao regime antiferromag-
nético, em outras palavras, cada interacdo ¢ e ¢ + 1 no modelo ferromagnético tem uma
maior distancia euclidiana comparada ao regime antiferromagnético. Por exemplo, para
a figura 34, para o regime ferromagnético entre a interagao IT =5 e IT = 10 temos um

salto, o que nao ocorre em toda a trajetoria do regime antiferromagnético.
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(a) Regime Ferromagnético
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Figura 34 — Trajetéria dos pesos sinapticos no espago de PCA ao longo de I = 40 iteragoes
para L = 20, utilizando uma RNA tipo RBM. A figura mostra a evolucao

dos vetores de pesos desde o inicio até a convergéncia.
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B.2 Correlacao de Pearson

A correlagdo de Pearson é uma técnica estatistica para testar se ha relagdo linear
entre 2 varidveis quantitativas [36]. A correlagdo de Pearson é uma andlise bivariada, ou
seja, uma analise bidirecional, por exemplo se temos 3 variaveis A, B e (', as possiveis
analises sao entre a variavel A e B; B e C; A e C. De forma qualitativa, temos 3
tipos de correlacao: correlagao positiva, correlagao negativa e correlagao neutra, ilustrado

graficamente na figura 35 abaixo.

20 ® (a) Correlagéo positiva .. “. I: ..‘.’~ 7
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Figura 35 — 3 tipos de correlagao de Pearson.(a) Correlacao positiva; (b) Correlacao ne-
gativa e (c) Correlagdo neutra.

O coeficiente de correlagao de Pearson, denotado por r, mede a intensidade e a direcao
da relagao linear entre duas variaveis quantitativas. Matematicamente, ele é definido como

. (i — 3y — 9)
Vi (i — ) X0 (g — )2

, (70)
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em que x; e y; representam os valores observados das variaveis X e Y, enquanto x e y
correspondem as respectivas médias amostrais. Essa féormula evidencia que o coeficiente
de correlacao ¢ obtido pela razao entre a covariancia de X e Y e o produto dos seus
desvios padrao, tornando a medida adimensional.

O coeficiente de correlacao de Pearson ¢é altamente sensivel a outliers, pois seu célculo,
fundamentado nas médias (z, y) e nos desvios padrao das varidveis. Estas duas medidas
podem ser drasticamente influenciadas por um tnico valor atipico. Esses valores extremos
inflam indevidamente as medidas de tendéncia central e dispersao, podendo alterar a
magnitude e até mesmo o sinal da correlagdao, o que compromete a interpretacao da real

relacao linear entre os dados.

Matriz de correlacao de Pearson

A partir do coeficiente de correlagdo de Pearson é possivel construir a matriz de cor-
relacdo, que representa os valores do coeficiente calculados para todas as combinacoes
possiveis entre as colunas (ou variaveis) de um conjunto de dados. Vamos ilustrar a partir

da tabela abaixo.

Tabela 3 — Matriz de dados exemplo 1

Linha | C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 (C9 C10
1 r 2 1 5 3 7 10 -9 4 8
2 2 4 2 6 5 6 9 -8 7 5
3 3 6 2 7 6 5 12 -7 2 9
4 4 8 3 8 & 7 11 -6 5 6
) 5 100 4 9 7 6 13 -5 8 7
6 6 12 5 10 6 &8 12 -4 3 4
7 T 14 5 11 9 7 14 -3 6 )
8 g 16 6 12 10 9 15 -2 5 6
9 9 18 6 13 8 10 13 -1 7 b}
10 0 20 7 14 11 9 16 0 4 3

A partir da tabela de dados, calcula-se a matriz M de correlacdo, representada na
Figura 36. Observa-se que a diagonal principal da matriz M apresenta correlagao positiva
perfeita (r = +1), pois cada varidvel é comparada consigo mesma, e que a matriz é
simétrica, isto ¢, o elemento M;; € igual ao elemento M;;. Nesta construcao, as colunas
C1, C2, C3 e C'4 apresentam correlacao positiva entre si, enquanto as colunas C'9 e C'10
exibem uma correlagdo negativa entre si. Neste conjunto de dados gerados, observamos
que as correlacdo entre (C1-C9), (C2-C9), (C3-C9),(C4-C9),(C5-C9),(C6-C9), (CT-
C9) e (C8-(C9) sao correlagbes quase nulas pois os valores estao préximo de 0, ou seja,

tais colunas nao tem correlagao entre si para estes dados apresentados na tabela anterior.
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(a) Matriz de correlagéao completa
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0.88 0.79 0. ) 0.12
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(b) Submatriz: correlagdes positivas
1.00
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0.90
0.85
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-0.65
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(c) Submatriz: correlagdes negativas o
0.8
0.6
0.4
- 0.2
-0.0
--0.2
-—-0.4

C9 C10

Figura 36 — Matriz de correlacdo de Pearson para a tabela de matriz de dados exemplo
1. Por construcao, as colunas C'1-C'6 apresentam correlagao positiva entre si,
enquanto C'9 e C'10 apresentam correlagao negativa. A imagem (a) apresenta
a matriz completa, a (b) mostra o subconjunto das correlagoes positivas (C'1-
C6), e a (c) exibe o subconjunto das correlagdes negativas (C9-C10) e (C'8-

C'10). A correlagao entre (C8-C9) é quase nula (valor préximo de 0).
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