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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento e valida¢ao de um software para o dimensionamento
a flexao de vigas de concreto protendido, com se¢do retangular e pos-tensdo nao aderente. A
ferramenta realiza a andlise das perdas de protensdo, contemplando as perdas imediatas e as
perdas progressivas, bem como as verificacdes dos estados limites de servigo e do estado limite
ultimo. O programa foi desenvolvido na linguagem C++, com base nos procedimentos
estabelecidos pela ABNT NBR 6118:2023 ¢ no memorial de calculo elaborado pelo engenheiro
civil Pedro Henrique Cabral, utilizado como referéncia para a validacdo dos resultados.
Inicialmente, ¢ apresentada uma revisdo dos fundamentos tedricos do concreto protendido e dos
principais mecanismos responsaveis pelas perdas de protensdo. Em seguida, sdo descritos os
modelos analiticos e os procedimentos de calculo empregados na determinacdo das perdas
imediatas e progressivas. Posteriormente, sdo realizadas as verificagdes relativas aos estados
limites de servigo e ao estado limite ultimo. Como resultado, o trabalho sistematiza o
procedimento de célculo para o dimensionamento a flexao de vigas com protensdo nao aderente
e disponibiliza uma ferramenta computacional capaz de automatizar as etapas de calculo,
facilitar a anélise dos resultados e auxiliar na comparacao de diferentes situagdes de projeto. O
software destina-se ao uso por engenheiros, projetistas e estudantes da area de estruturas de
concreto.

Palavras-chave: Concreto protendido; protensdo ndo aderente; perdas de protensao;

dimensionamento a flexao; software.
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ABSTRACT

This study presents the development of software for the flexural design of rectangular
prestressed concrete beams post-tensioned with unbonded tendons. The computational tool
evaluates prestress losses, including both immediate and time-dependent losses, as well as their
effects on serviceability and ultimate limit state verifications. The software was implemented
in C++ based on the procedures established by ABNT NBR 6118:2023 and on the calculation
report prepared by civil engineer Pedro Henrique Cabral, which was adopted as a reference for
validating the results. Initially, the theoretical principles of prestressed concrete and the main
mechanisms responsible for prestress losses are reviewed. Subsequently, the analytical models
and calculation procedures used to determine immediate and time-dependent losses are
presented. The serviceability and ultimate limit state verifications are then performed. As a
result, this study systematizes a calculation procedure for the flexural design of beams with
unbonded prestressing and provides a computational tool capable of automating the calculation
stages, facilitating the analysis of results, and supporting the comparison of different design
conditions. The software is intended for use by engineers, structural designers, and students in
the field of concrete structures.

Keywords: Prestressed concrete; unbonded prestressing; prestress losses; flexural design;

software.
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1. INTRODUCAO

Segundo Hanai (2005), a protensdo consiste na introdugao prévia de um estado de
tensdes em um material ou elemento estrutural. Esse principio pode ser exemplificado pelo
transporte de uma fileira horizontal de livros, conforme representado na Figura 1. Para que os
livros permanecam unidos, aplica-se inicialmente uma for¢a horizontal de compressao,
responsavel pela mobilizagcdo do atrito entre eles. Somente apos essa compressao € possivel

levantar o conjunto por meio das forcas verticais aplicadas em suas extremidades.

Figura 1 — Fila horizontal de livros

Fonte: Hanai (2005)

Nas estruturas de concreto, a protensdo consiste na aplica¢do intencional de forcas que
produzem tensdes de compressao antes ou durante a atuagdo das cargas de servico. Essas
tensdes se opdem, total ou parcialmente, as tensdes de tracao provocadas pelos carregamentos,
contribuindo para o controle da fissuragdo e das deformacdes e para o melhor aproveitamento
dos materiais.

A forga inicialmente aplicada a armadura ativa, entretanto, ndo permanece constante.
Parte dessa for¢a ¢ reduzida por fendmenos que ocorrem durante a execu¢do € ao longo do
tempo. Entre as perdas imediatas destacam-se o atrito, a acomoda¢do das ancoragens € o
encurtamento eldstico do concreto. As perdas progressivas estdo associadas a retracdo e a
fluéncia do concreto e a relaxagao da armadura ativa.

A determinacdo dessas perdas e a realizagdo das verificagdes estruturais exigem
calculos sucessivos em diferentes secdes da viga. Esse procedimento pode se tornar extenso
quando executado manualmente, principalmente quando se pretende avaliar a varia¢do da forca
de protensao, das tensdes e da armadura necessaria ao longo do elemento. Nesse contexto, este
trabalho apresenta o desenvolvimento do ODPro, software destinado a andlise e ao
dimensionamento a flexdo de vigas biapoiadas de secdo retangular, pos-tensionadas com

armadura ativa ndo aderente.



1.1. OBJETIVOS
1.1.1. Objetivo geral

Este trabalho tem por objetivo desenvolver e implementar o ODPro, software para a
analise e o dimensionamento a flexao de vigas biapoiadas de se¢do retangular, pds-tensionadas
com armadura ativa ndo aderente, contemplando o calculo das perdas imediatas e progressivas
de protensao, a verificagao da seguranca no ato da protensdo, as verificagdes do Estado-Limite
de Descompressao ¢ do Estado-Limite de Formacao de Fissuras e o dimensionamento da
armadura passiva no Estado-Limite Ultimo, de acordo com as prescri¢gdes da ABNT NBR
6118:2023. Além disso, pretende-se desenvolver, a partir das condi¢des de equilibrio da se¢do
transversal, uma equagdo para determinar a posi¢ao da linha neutra e a area necessaria de
armadura passiva. As rotinas referentes as perdas de protensdao sdo avaliadas mediante
comparagdo com os resultados apresentados por Cabral (2024). A equagdo desenvolvida para
o dimensionamento a flexdo ¢ avaliada por comparag¢ao com os resultados obtidos no software

SECC, utilizando esfor¢os equivalentes para representar a protensao nao aderente.
1.1.2. Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral, foram estabelecidos os seguintes objetivos especificos:

a) Identificar e implementar os procedimentos de calculo das perdas imediatas de
protensdo decorrentes do atrito, da acomodag¢do das ancoragens e do encurtamento eldstico do
concreto;

b) Implementar o calculo das perdas progressivas decorrentes da retragdo e da fluéncia
do concreto e da relaxagao da armadura ativa, considerando a interagao entre esses fenomenos;

c¢) Verificar as tensdes normais nas bordas da secdo transversal no ato da protensao,
considerando os limites de compressao e de tracao estabelecidos pela norma;

d) Realizar as verificagdes necessdrias ao atendimento do nivel 2 de protensdo,
correspondente a protensdo limitada, compreendendo o Estado-Limite de Descompressao para
a combinag¢do quase permanente e o Estado-Limite de Formacao de Fissuras para a combinagao
frequente;

e) Desenvolver, a partir das condi¢des de equilibrio da secao transversal, uma equagao
para a determinagdo da posi¢do da linha neutra e da area necessaria de armadura passiva no

Estado-Limite Ultimo, aplicével as segdes pertencentes aos dominios 2 e 3;
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f) Implementar os procedimentos desenvolvidos em uma interface computacional capaz
de receber os dados de entrada, processar os calculos e apresentar os resultados em tabelas e
graficos;

g) Validar as rotinas referentes as perdas de protensdo por meio da comparagdao com os
resultados apresentados por Cabral (2024);

h) Avaliar a equagdo desenvolvida para o dimensionamento a flexdao no Estado-Limite
Ultimo mediante a comparagio, nas se¢des analisadas, entre os momentos resistentes obtidos
no SECC e os momentos solicitantes equivalentes, utilizando no programa areas comerciais de

armadura passiva proximas as areas continuas calculadas.
1.2. JUSTIFICATIVA DO TEMA ABORDADO

A escolha do tema justifica-se pela importancia da avaliacdo das perdas de protensdo
no comportamento das estruturas de concreto protendido. A forga efetivamente atuante apos
essas perdas influencia diretamente as tensdes nas segdes, as verificagdes em servico € a
resisténcia do elemento no Estado-Limite Ultimo. Dessa forma, inconsisténcias em sua
determinagao podem comprometer a interpretacao do comportamento estrutural e os resultados
do dimensionamento.

O procedimento de calculo envolve diferentes etapas, parametros dependentes do tempo
e avaliagOes realizadas em diversas se¢des da viga. Quando executadas manualmente, essas
operacdes tornam-se extensas e sujeitas a erros de transcri¢do, atualizacdo ou processamento.
A utilizacdo de uma ferramenta computacional permite sistematizar as expressoes normativas,
aplicar o mesmo procedimento em todas as se¢des e apresentar os resultados de maneira grafica
e tabular.

Nesse contexto, a contribui¢do do trabalho consiste na integracdo, em um unico
programa, do célculo das perdas imediatas e progressivas, da verificacdo no ato da protensao,
das verificagdes do Estado-Limite de Descompressao, ELS-D, e do Estado-Limite de Formagao
de Fissuras, ELS-F, e do dimensionamento da armadura passiva no Estado-Limite Ultimo.
Além disso, ¢ desenvolvida uma equagdo para determinar a posi¢do da linha neutra e a area
necessaria de armadura passiva, posteriormente avaliada por comparagdo com o software

SECC.
1.3. RESUMO DOS ITENS

Oitem 1 apresenta a introdug@o do tema, os objetivos gerais e especificos, a justificativa

e a organizacao do trabalho.
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O item 2 retine a fundamentacao tedrica e normativa necessaria ao desenvolvimento do
estudo. Sao apresentados os conceitos relacionados ao concreto protendido, aos sistemas e
niveis de protensdo, as perdas imediatas e progressivas, as combinacdes de agdes, as
verificacdes dos estados-limite ¢ ao dimensionamento a flexdo no Estado-Limite Ultimo.

O item 3 descreve a metodologia empregada no desenvolvimento do software, incluindo
as ferramentas computacionais utilizadas, a organizacao geral do procedimento de célculo e os
métodos adotados para a avaliagdo das perdas de protensdo e da equagdo proposta para o
Estado-Limite Ultimo.

O item 4 apresenta a aplicacdo do software a viga adotada como estudo de caso, os
calculos das perdas imediatas e progressivas, as verificagdes de seguranca, o desenvolvimento
da equagdo para a armadura passiva e a comparacao dos resultados com o estudo de Cabral
(2024) e com o software SECC.

Por fim, o item 5 reine as conclusdes obtidas, as limitacdes do programa e as

recomendacdes para trabalhos futuros.
2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este item apresenta a fundamentacgdo tedrica e normativa utilizada no desenvolvimento
do software. Inicialmente, sao abordados o historico e os conceitos fundamentais do concreto
protendido. Em seguida, sdo apresentados os tipos e niveis de protensdo, as agdes e
combinagdes de carregamento, as perdas imediatas e progressivas e os critérios de verificacao
aplicaveis aos estados-limite de servigo e ultimo. Também sao descritas as propriedades dos
materiais e as formulagdes necessarias ao dimensionamento a flexdao de vigas com armadura
ativa ndo aderente. Ao final ¢ apresentado o estudo de Cabral (2024), adotado como referéncia

para a validacdo das rotinas de calculo das perdas de protensao.
2.1. HISTORICO

Carvalho (2012) destaca que a concep¢ao da protensdo surgiu historicamente quase
simultaneamente a do concreto armado. Patentes datadas de 1886 e 1888 foram solicitadas por
Jackson (Califérnia, EUA) e Dohering (Alemanha), enquanto também se menciona a
experiéncia de Koenem (Berlim, Alemanha), que em 1906 empregou a protensao para mitigar
fissuras em elementos de piso de argamassa. No entanto, as primeiras tentativas foram
frustradas pela dificuldade em garantir tensdes de compressao permanentes no concreto. Os
efeitos da retragdo e da deformacdo lenta do concreto acabavam por anular o efeito do pré-

estiramento da armadura. Apenas apos os estudos e ensaios realizados por Eugene Freyssinet,
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a partir de 1928, tornou-se possivel compreender que seria necessario utilizar acos capazes de
suportar grandes deformagdes de estiramento, de modo que mesmo que parte do estiramento
fosse perdida ao longo do tempo, ainda assim transfeririam esfor¢os de compressao ao concreto.
As grandes deformagdes do aco podem ser obtidas sem comprometer a aderéncia com o
concreto, mediante o uso de dispositivos, como bainhas, que evitam o contato direto entre o ago
de protensao e o concreto durante a distensao inicial.

De acordo com Bastos (2021), nos estagios iniciais do desenvolvimento do concreto
protendido, devido a fraca resisténcia dos acos de protensdo disponiveis naquela época, o
sucesso ndo foi alcangado. A aplicagdo inicial de baixa for¢a de protensdo resultava em uma
reducdo significativa, devido as chamadas perdas de protensdo, ao atrito nos cabos, ao
encunhamento, ao encurtamento eclastico, a retracdo do concreto ¢ a relaxacdo do ago.
Consequentemente, as vantagens estruturais conseguidas pela protensdo eram perdidas apos as

perdas ocorrerem.
2.2. DEFINICAO DOS ESTADOS LIMITES
2.2.1. Estado Limite I'Jltimo, ELU

Segundo a ABNT NBR 6118:2023, o ELU ¢ descrito como o ponto em que uma
estrutura atinge seu colapso, ou qualquer outra condicdo que resulte em sua ruina, exigindo
assim a interdi¢do dela. De acordo com a norma, esse Estado-Limite no momento da protensao
avalia a capacidade da estrutura de suportar os picos de tensdo durante o processo de protensao

levando em consideragdo a resisténcia caracteristica do concreto, representada por fexj, que

corresponde a resisténcia do concreto na idade ficticia j (em dias) em que a protensdo ¢
realizada.

No ELU normal, em uma se¢do de concreto protendido, conforme estabelecido pela
norma NBR 6118:2023, para garantir a seguranca, € necessario que o momento resistente de
calculo da secdo de concreto seja maior que o momento solicitante de céalculo para as
combinagdes ultimas normais. Isso assegura que a estrutura seja capaz de suportar as cargas

maximas esperadas.
2.2.2. Estados-Limite de Servico, ELS

Os Estados-Limites de Servigo referem-se diretamente ao conforto do usuario e a
durabilidade, aparéncia e boa utilizagao das estruturas. No dimensionamento estrutural, a norma

requer a avaliacao da estrutura em relacao a diversos Estados-Limites de Servico. Em casos de
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estruturas de concreto protendido, dependendo do nivel de protensdo, ¢ necessario verificar
alguns desses Estados-Limites de Servigo, tais como Estado-Limite de Formagao de Fissuras e
Estado-Limite de Descompressao, conforme estipulado pela ABNT NBR 6118:2023.

De acordo com a mesma norma, o ELS-F, trata-se do ponto em que se inicia o0 processo
de formacao de fissuras, sendo alcangado quando a tensdo de tragdo maxima na se¢do ¢ igual a
fet,r- J4 0 ELS-D € o estado de servigo no qual, em um ou mais pontos da se¢do, a tensdo normal
é igual a zero, ndo havendo tra¢o no restante da se¢io. E necessario realizar a verifica¢io deste

estado para elementos de concreto protendido.
2.3. ACOES

As agdes sdao causas capazes de produzir esforcos, tensdes, deformagdes ou
deslocamentos nas estruturas. Conforme a ABNT NBR 8681:2025, elas podem ser classificadas
como permanentes, variaveis ou excepcionais.

De acordo com a ABNT NBR 6118:2023 (item 11.2.1): “Na anélise estrutural deve ser
considerada a influéncia de todas as agdes que possam produzir efeitos significativos para a
seguranc¢a da estrutura em exame, levando-se em conta os possiveis estados-limites ultimos e

os de servigo.”
2.3.1. Acodes Permanentes

As cargas permanentes sdo aquelas que exercem uma influéncia constante sobre as
estruturas ao longo do tempo, identificadas pelo simbolo g. Estas cargas permanentes podem
ser subdivididas em dois tipos, definidos pela NBR 6118:2023, como: diretas e indiretas.

As agdes permanentes diretas englobam o peso proprio da estrutura, dos elementos
construtivos fixos, das instalagdes permanentes e dos empuxos permanentes. J4 as agdes
permanentes indiretas referem-se as deformacdes resultantes da retracdo e fluéncia do concreto,

aos deslocamentos de apoio, as imperfeigdes geométricas e a protensao.
2.3.2. Acoes variaveis

As cargas variaveis sdo aquelas que demonstram flutuagdes significativas ao longo da
vida util da construgdo, conforme estabelecido pela NBR 8681:2025, sendo designadas pelo
simbolo q. Exemplos dessas cargas incluem aquelas aplicadas sobre as lajes e as forcas do

vento. Cargas variaveis sdo categorizadas em dois tipos: diretas e indiretas.
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As cargas variaveis diretas representam as cargas acidentais previstas no uso da
estrutura, resultantes da acdo do vento e da agua. Segundo a NBR 8681:2025, as forgas
acidentais sao definidas como aquelas que agem sobre as estruturas devido ao seu uso.

Cholfe e Bonilha (2016) descrevem as cargas variaveis indiretas como flutuagdes de
temperatura, podendo ser uniformes ou ndo, e as for¢as dindmicas exercidas na estrutura quando

sujeita a choques e vibragoes.
2.3.3. Protensao

As agoOes decorrentes da protensdo devem ser consideradas na andalise dos elementos
diretamente protendidos e dos demais elementos estruturais afetados por seus efeitos. A forga
de protensdo varia ao longo do elemento e ao longo do tempo em razdo das perdas imediatas e
progressivas, devendo ser considerada na idade correspondente a verificagdo realizada.

Em estruturas hiperestaticas, também devem ser considerados os esforgos secundarios
produzidos pela protensdo. Os critérios empregados para a determinacgao da tensdo na armadura
ativa ndo aderente no Estado-Limite Ultimo sio apresentados no item “Acréscimo de tensdo na

armadura ativa ndo aderente”.
2.4. COEFICIENTE DE PONDERACAO DAS ACOES

Segundo o que esta definido no item 11.7 da ABNT NBR 6118:2023, o aumento das

agdes deve seguir as diretrizes de yy, expressado pela equagdo (1).

Yr = VYr1 Vf2"Vr3 (1)

Sendo:

Yy coeficiente de ponderagdo das agdes;

Yr1: parte do coeficiente de ponderagdo das agdes ¥y, que considera a variabilidade das agdes;
Yr2: parte do coeficiente de ponderagdo das agdes ¥y, que considera a simultaneidade de atuagdo
das agoes;

Yr3: parte do coeficiente de ponderagdo das agdes yr, que considera os desvios gerados nas

construgdes e as aproximacoes feitas em projeto do ponto de vista das solicitagcdes
2.4.1. Coeficientes de ponderacio das acdes no estado-limite ultimo (ELU)

De acordo com a ABNT NBR 6118:2023, ao considerar os Estados-Limites Ultimos,

os coeficientes y; de ponderagdo das agdes podem ser tratados como o produto de dois outros,
Yr1 € ¥r3, conforme a equagdo (2).

Yr = Vr1 V53 (2)
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Como o dimensionamento ¢ realizado para garantir a resisténcia frente a combinagao
Gltima de cargas normais, yy varia conforme as condigdes (favoraveis, desfavoraveis, cargas
variaveis e temperatura) e as agdes (permanentes, variaveis e protensao), entao:
a) Permanentes (g)
Y = 1,4 para agdes desfavoraveis;
Y = 1,0 para agdes favoraveis.
b) Variaveis (q)
Y = 1,4 para agdes de cargas variaveis;
¥r = 1,2 para agdes advindas da temperatura.
c) Protensao (p)
Y = 1,2 para agOes desfavoraveis;

Y = 0,9 para agdes favoraveis.
2.4.2. Coeficientes de ponderacio das acoes no Estado-Limite de Servico (ELS)

O fator de majoragdo das acdes no Estado-Limite de Servigo ¢ determinado pela
formula: y = yy,, conforme especificado no item 11.7.1 da ABNT NBR 6118:2023. O valor
do coeficiente yr, varia de acordo com as verificagdes (combinagdes quase permanentes,
frequentes e raras) e acdes requeridas (cargas de utilizagdo, vento e temperatura). Neste
dimensionamento ¢ considerado nivel de protensdo limitada e somente cargas de utilizagdo
como cargas variaveis, em locais onde ndo ha predominancia de pesos de equipamentos que
permanecem fixos por longos periodos, nem de elevadas concentracdes de pessoas, entdo:

Ys = Y, para combinagdes frequentes;

Ys = Y, para combinagdes quase permanentes.
2.4.3. Coeficientes aplicaveis a verificacido no Ato da Protensao

Para analisar o Estado-Limite Ultimo durante a protensdo, as cargas aplicadas &
estrutura devem ser ponderadas pelos seguintes fatores de ponderacdo, de acordo com a ABNT
NBR 6118:2023.

Ye = 1.2

ys = 1,15;

¥p = 1,0 na pré-tragéo;
¥p = 1,1 na pds-tragéo.

onde:
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¥.: coeficiente de ponderacdo da resisténcia do concreto;
y,: coeficiente de ponderacao da resisténcia do aco (armadura passiva);

Yp: coeficiente de ponderagdo das cargas oriundas da protensao.

2.5. COMBINACOES DE CARREGAMENTO
2.5.1. Combinacdes em ELU

A ABNT NBR 6118:2023 categoriza a combinagdo ultima em combina¢do normal,
especial ou de construcao, e excepcional. Conforme Bastos (2021), a combinagao ultima a ser
considerada é a combinagdo ultima normal. A estrutura esta sujeita a diversos tipos de
carregamentos, como o proprio peso, sobrecargas e os efeitos da protensdo. Assim, o
dimensionamento ¢ realizado para garantir a resisténcia frente & combinacao ultima de cargas
normais, satisfazendo a equagdo (3), apresentada no item 11.8.2.4, Tabela 11.3 da NBR
6118:2023.

Fy = Yg - Fg,k t Veg * Fz—:g,k t+ Vg (Fql,k + leoj : qu,k) t Veq - Yoe - Fz—:q,k (3)
onde:
F,: é o valor de calculo das agdes para a combinacao ultima;
Fj . : representa as agdes permanentes diretas;
F: representa as agdes indiretas permanentes como a retragdo Fgqy € variaveis como a
temperatura Fgqp;
Fy x: representa a as agdes variaveis diretas das quais Fyq ; € escolhida principal,
Yg: coeficiente de ponderagdo para as agdes permanentes diretas;
Yeg: coeficiente de ponderagdo para as agdes permanentes indiretas;
Yq: coeficiente de ponderagdo para as agdes varidveis diretas;
Yeq: coeficiente de ponderagéo para as agdes variaveis indiretas;

Y, ;: fator de redugio de combinagdo para as agdes variaveis diretas;

Yoe: fator de reducdo de combinacdo para as acdes variaveis indiretas.
2.5.2. Combinacdes no ELS

As combinagdes para a analise no Estado-Limite de Servigo sdo categorizadas em
combinacdo de servigo quase permanentes, frequentes e raras. Para a protensdo limitada, a
norma exige que as combinagdes quase permanentes e frequentes sejam verificadas, conforme

as equacoes (4) e (5), contidas no item 11.8.3.2, Tabela 11.4 da NBR 6118. Os valores
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requeridos de 1, e P, para essa verificagdo das combinagdes no estado-limite de servigo sao
detalhados no item 11.7.1, Tabela 11.2.
Facop = Fgix + X¥2j - Fojk “4)

Facr = Fyix + Y1 - Fgup + X025 - Fgjk 5)
onde:
Fy cop: € o valor de calculo das agdes referentes a combinagdo quase permanente;
Fy4 cr: € o valor de calculo das agdes referentes a combinagdo frequentes;
F,

yik: € 0 valor caracteristico das agdes permanentes;

Fgjk: € o valor caracteristico das agOes variaveis, das quais Fgq € escolhida principal,

P4 € o fator de redugdo de combinagdo frequente para ELS;

Y, € o fator de redug¢do de combinagdo quase permanente para ELS.
2.6. TIPOS DE PROTENSAO

O ato de protender ¢ basicamente o tracionamento da armadura de protensao. Este pode
ser realizada de forma anterior ou posterior a concretagem da peca. Quando o tracionamento ¢é
feito antes da concretagem, temos a protensao em pré-tragdo, e quando a pega € tracionada apos

a sua concretagem temos a protensao em pds-tracao.
2.6.1. Pré-tracao

Refere-se ao concreto protendido onde a pré-tensdo da armadura ¢é realizada usando
suportes independentes da estrutura antes da concretagem. Apos o endurecimento do concreto,
a conexao entre a armadura de protensdo e esses suportes € desfeita; a ancoragem no concreto

¢ feita apenas por aderéncia.
2.6.2. Pos-tracao

Método de protensdo em que a tensdo na armadura ativa ¢ aplicada apds a concretagem
e endurecimento da peca, utilizando partes da propria estrutura como suportes. O concreto
protendido em pos-tracdo pode ser executado com aderéncia ou sem aderéncia ao material.

Conforme observado por Cholfe e Bonilha (2016):

A pbs-tragdo com aderéncia, posteriormente desenvolvida com a injegao de calda de
cimento preenchendo os espacos vazios no interior das bainhas, tem aplicagdo
generalizada em estruturas protendidas de médio e grande portes, destacando-se obras
viarias de infraestrutura como pontes e viadutos. Sdo as tradicionais estruturas

moldadas e protendidas no local da constru¢cdo. (CHOLFE ¢ BONILHA, 2016).
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De acordo com a ABNT NBR 6118:2023, a protensdo pos-tracdo nao aderente refere-
se a0 método de concreto protendido em que a tensao prévia na armadura ativa € aplicada apods
a solidificagdo do concreto, utilizando partes da propria estrutura como apoio, sem criar
aderéncia com o concreto; em vez disso, a armadura € conectada ao concreto apenas em pontos

especificos. De acordo com Bastos (2021):

A pos-tensdo sem aderéncia com o uso de cordoalha engraxada vem sendo muito
aplicada no Brasil e no mundo nas tltimas duas décadas, especialmente em lajes
macigas e nervuradas, pisos industriais, vigas e em reforco estrutural. A cordoalha de
sete fios ¢ envolta com graxa para diminuir o atrito com a capa de polietileno durante
a movimentagdo na operagao de estiramento. A capa funciona como uma bainha,

impedindo o contato do concreto com a cordoalha. (BASTOS, 2021).

2.7. NIVEIS DE PROTENSAO

A ABNT NBR 6118:2023 apresenta os niveis de protensao para projetos de elementos
protendidos no Brasil, levando em consideragao tanto o tipo de protensdo (pré-tragao ou pos-
tracdo) quanto a classe de agressividade ambiental, como mostrado na Figura 2.

Figura 2 - Exigéncias de durabilidade relacionadas a fissuracio e a protecio da

armadura, em funcio das classes de agressividade ambiental (NBR 6118, Tabela 13.4).

Tipo de . Classe de I . Combinagao de
Tipo de L Exigéncias relativas - .
concreto rotensdo agressividade 3 fissuraco agbes em servigo
estrutural p ambiental (CAA) < a utilizar
Concreto a
. - CAAla CAAIV Nao ha -
simples
- CAAI ELS-W wg < 0,4 mm
o 1 A | o Combinaca
onerero - CAAlle CAAII | ELS-W wy< 03 mm omoInagao
armado el | | frequente
- CAAIV ELS-W wy < 0,2 mm
Concreto Pré-tracdo CAAI ‘
et iswwcozam | Corone
prote Postragio | CAAle CAAIl q
parcial)
Verificar as duas condi¢des abaixo
Concreto Pré-tragao CAAle CAA Combinaggo
protendido nivel ELS-F
= frequente
2 (protensao R B S
limitada ., ~ -
imitada) Postracio | CAAlaCAAIV ELS-D2 Combinagao quase
permanente
Verificar as duas condigdes abaixo
Concreto Pré-tragéo CAAla CAAIV _
protendido nivel ELS-F Combinacéo rara
3 (protensao Combinacio
completa) Pés-tragéo CAAla CAAIV ELS-D @ nag
frequente
Para as classes de agressividade ambiental CAA-IIl e IV, exige-se que as cordoalhas ndo aderentes tenham
protegao especial na regido de suas ancoragens.
No caso de pré-tracdo em estruturas de concreto pré-fabricado, devem ser atendidos os requisitos da
ABNT NBR 9062.
NOTA 1 As definigdes de ELS-W, ELS-F e ELS-D encontram-se em 3.2.
NOTA2 No projeto de lajes lisas e cogumelo protendidas, basta ser atendido o ELS-F para a combinagéo
frequente das agdes, em todas as classes de agressividade ambiental.
@ Acritério do projetista, o ELS-D pode ser substituido pelo ELS-DP com &, = 50 mm (ver Figura 3.1).

Fonte: ABNT NBR 6118:2023
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Para elementos fletidos, os niveis de protensao estao associados as verificagdes exigidas
para as combinagdes de servigo:

a) protensao completa, nivel 3: ndo sdao admitidas tensdes de tragao nas combinagdes
especificadas para o ELS-D e deve ser verificado o ELS-F para a combinagao rara;

b) protensdo limitada, nivel 2: admitem-se tensdes de tragdo limitadas, sem formagao
de fissuras nas combinagdes consideradas, sendo verificados o ELS-D para a combinagao quase
permanente € o ELS-F para a combinagao frequente;

¢) protensao parcial, nivel 1: admite-se a fissuragao do concreto, devendo ser verificado

o Estado-Limite de Abertura das Fissuras.
2.7.1. Verificacoes e limites gerais de tensao

As verificagdes aplicaveis aos elementos de concreto protendido dependem do nivel de
protensdo, do tipo de protensdo e da classe de agressividade ambiental. Para a protensao
limitada, correspondente ao nivel 2, devem ser verificados o Estado-Limite de Descompressao,
para a combinagdo quase permanente, ¢ o Estado-Limite de Formacao de Fissuras, para a
combinagdo frequente.

Segundo o item 17.2.4.4.1 da ABNT NBR 6118:2023, as tensdes de compressao em
servico devem respeitar os limites associados a combinagdo de a¢des utilizada. Adotando-se a

convengdo de sinais segundo a qual a compressao € negativa e a tragdo € positiva, tém-se:

oc,cop = —0,45f (6)
O¢ freq = _0160fck (7)
O¢ rara = _0160fck (8)

sendo o Ultimo limite aplicavel & combinagdo rara utilizada na protensdo completa.
No Estado-Limite de Descompressdo, ndo sdo admitidas tensdes de tragdo na regido da

secdo abrangida pela verificagao:

O¢eLs-p < 0 ©)
No Estado-Limite de Formagao de Fissuras, a tensdo méxima de tragdo deve respeitar:
oteLs-F < 0,70afeem (10)

Para a protensdo completa, nivel 3, o ELS-D ¢ verificado com a combinag¢ao frequente
e o ELS-F com a combinagdo rara. Na protensdo parcial, nivel 1, admite-se a fissuracao,

devendo ser realizado o controle de sua abertura no ELS-W.
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2.8. PERDAS DE PROTENSAO

Segundo Bastos (2021), a forga inicialmente aplicada na protensdo diminui ao longo do
tempo, com uma redugdo rapida no inicio, seguida por uma diminui¢do mais gradual ao longo
da vida 1til da estrutura. Esse declinio na for¢a de protensdo ocorre devido a diminui¢do do
alongamento da armadura, resultado de varias causas, o que consequentemente reduz a forca
de protensdao. A soma de todas as perdas de tensao resulta na perda total de protensao, que ¢
calculada para estimar a forga final de protensdo efetiva. A Figura 3 explica como representa
cada tipo de perda.

Figura 3 - Contribuicio de cada perda de protensao na perda total

Instantianea Depend Enlte do tempo

Encurtamento

Elastico mnicial

Devidas ao concreto

Perda des
protensio
total mo

I
I
|
|
|
|
I
|
I
I
I
I
I
I
1
]
]

Devidas a0 ago
I

—#—  Relacdio de causa

[ Relagho de efeito

Fonte: Bastos (2021)
2.8.1. Perdas imediatas

As perdas de protensdo que ocorrem no momento t = t, sdo chamadas perdas
imediatas, sdo as perdas "instantaneas" conforme mostrado na Figura 3 e, de acordo com Bastos
(2021), podem ser caracterizadas da seguinte forma:

a) Encurtamento elastico inicial:

E a perda devido ao encurtamento do concreto e da armadura de protensdo devido a
for¢a de protensao que ¢ aplicada na peca. Pela perda de parte do alongamento inicial da
armadura protendida consequentemente parte da for¢a de protensdo ¢ perdida.

Conforme descrito na NBR 6118:2023, item 9.6.3.3.2.1, "a protensdo sucessiva de cada

um dos n grupos de cabos protendidos simultaneamente provoca uma deformag¢do imediata do
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concreto e, consequentemente, afrouxamento dos cabos anteriormente protendidos". Entdo, a

perda média de protensao por cabo pode ser calculada pela seguinte expressao:

Ao - (acp + acg) -(n—1) (1
penc — 2.1
sendo:
Py Py-e,® My, e,
(e +0cg) == - ————— (12)
onde:

a, = E,/E.: razdo entre o0 médulo de elasticidade da armadura de protensdo e do concreto;
Ocp: tensdo inicial no concreto ao nivel do baricentro da armadura de protensdo, devida a
protensdo simultanea de n cabos;
Ocg: tensdo no concreto ao nivel do baricentro da armadura de protensdo, devida a carga
permanente mobilizada pela protensdo ou simultaneamente aplicada com a protensao;
Py: valor inicial da for¢a de protensdo transferida ao concreto, diminuida das perdas de
protensdo devidas ao atrito e encunhamento;
M,,,: ¢ o momento fletor devido ao peso proprio da viga
ep: excentricidade do cabo resultante em relagdo ao baricentro da se¢do do concreto.

b) Atrito:

A perda de tensdo por atrito ¢ aplicada ao longo do comprimento da pega, devido ao
atrito entre a bainha e o ago de protensdo quando a peca ¢ movimentada no estiramento.

Uma das vantagens da pos-tracdo ¢ a sua capacidade de introduzir curvas no cabo ao
longo do perfil longitudinal da longarina. Essa flexibilidade permite aos engenheiros um melhor
controle sobre as tensdes nas segoes transversais. No entanto, a introdugao de curvas nos cabos
de protensao pode resultar em atrito entre as cordoalhas e a bainha metalica, diminuindo a for¢a
de protensdo ao longo do comprimento. Além do atrito induzido pelas curvas planejadas, ha
também o atrito causado por pequenas ondula¢des parasitarias que podem surgir mesmo em
cabos retos.

Durante o processo de estiramento dos cabos, a forca de protensdo inicial P; ¢
gradualmente transferida para o concreto ao longo da longarina, devido ao atrito, resultando em
uma diminui¢do da tensdo no cabo. Essa diminui¢cdo ocorre a medida que o cabo se afasta da
ancoragem ativa, onde a forga de protensao ¢ aplicada pelo cilindro hidraulico.

A intensidade da perda de protensdo devido ao atrito depende do trajeto do cabo, da

rugosidade entre a bainha e as cordoalhas, e da posicdo onde a forca estd sendo avaliada.
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Conforme definido pela norma NBR 6118:2023, a perda por atrito AP,;, pode ser determinada

pela equagdo (13):
APy = P; - [1 - e—(#'2a+k~x)] (13)
sendo:
AP,
Adger = A‘; - (14)
onde:

x: abscissa do ponto onde se calcula AP, medida a partir da ancoragem, expressa em metros;
Y. a: soma dos angulos de desvio entre a ancoragem e o ponto de abscissa x, expressa em
radianos;
w: coeficiente de atrito aparente entre o cabo ¢ a bainha,;
AP, perda da forga de protensdo por atrito;
Aoge,: perda de tensdo por atrito.

A avaliagio do angulo a é obtida analisando o tragado do cabo. E assumido que o cabo
¢ constituido de seguimento de retas, conforme mostrado na Figura 4, sendo:
B;: Angulo que o tragado do cabo faz com a horizontal, onde, i é a i-ésima posigio;
a;: Angulo entre trechos;
k: coeficiente de perda por metro de cabo provocada por curvaturas nao intencionais do cabo.
No qual:

k=001-pu (15)
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Figura 4 - Determinacio do desvio angular do cabo de protensao

Fonte: Cabral (2024).

Para a aplicacdo da expressao referente a perda por atrito, o tragado continuo da
armadura ativa foi representado numericamente por uma sucessao de segmentos de reta. Para
cada trecho i, determina-se sua inclinagdo f;em relacao ao eixo longitudinal da viga. O desvio
angular a; € calculado pela diferenca, em modulo, entre as inclinagcdes de dois trechos
consecutivos, conforme a equagao (16).

a; = |Bi = Bi-1l (16)

sendo:

B; =tan~! (M> (17)

Xi
onde:
h;: altura do cabo de protensdo no ponto da abscissa x;.
¢) Escorregamento na ancoragem (Encunhamento):

E a perda devido ao escorregamento da armadura quando o cilindro hidraulico solta a
armadura apo6s o estiramento. A armadura escorrega por poucos milimetros, arrastando a cunha
para dentro do furo da porta cunha, até sua completa cravagao.

Durante o processo de aplicacdo da forca de protensdo nos cabos, o cilindro hidraulico
experimenta uma reacao na face externa da viga onde esta posicionado. Uma vez que a tensdo

desejada ¢ alcangada, o cilindro hidraulico ¢ retratado de modo que a transmissao da forga de
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protensdo nao seja mais feita pela face do cilindro, mas sim pela cunha para o bloco de
ancoragem. Neste ponto, as cunhas, que foram anteriormente deslocadas durante o estiramento
dos cabos, sao movidas em dire¢ao aos furos conicos do bloco de ancoragem pelos proprios
cabos. Esse movimento das cunhas resulta em uma redugdo do estiramento dos cabos, o que
diminui a tensdo inicial aplicada pelo cilindro hidraulico nos cabos. Essa redugdo de tensdo ¢
conhecida como perda por encunhamento Agy, g ().

A Figura 5 ilustra como a tensdo na armadura de protensdo o, varia em relagdo a posigao
ao longo da viga x, com a origem na ancoragem ativa. Considerando que o processo de
estiramento ¢ realizado apenas em uma extremidade da peca, o perfil que conecta a e ¢
representa a tensdo na armadura, considerando o atrito, antes do inicio da retragdo do cilindro
hidraulico.

Figura 5 - (a) Tensoes na armadura ativa apds encunhamento e forcas de atrito. (b)

Forca de atrito ao longo da viga.
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Fonte: Adaptado de Bastos (2021)
Conforme explicado por Bastos (2021), quando a cunha avanga uma distancia &g,
ocorre uma diminui¢do na tensdo da armadura na posigdo da ancoragem ativa de gy,; para gy, ;.

Em seguida, as forcas de atrito entre a armadura e a bainha agem em direcdo oposta ao
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escorregamento, diminuindo gradualmente até uma se¢do distante X da ancoragem ativa. As
tensdes passam entdo a ser representadas pelo perfil que conecta os pontos a’, b e c.

As forgas de atrito que atuam tanto no estiramento quanto no escorregamento possuem
a mesma intensidade, mas direcdes opostas. Portanto, os perfis de tensdo que conectam os
pontos ab e a’b t€m inclinagdes de mddulo igual, porém opostas. Com esse entendimento, para
determinar o perfil de tensdes apds a acomodagdo da ancoragem, € necessario apenas definir a

variagdo de tensdo por acomodac¢do na ancoragem ativa Adp;anc = Op; — Opiz. Uma vez

conhecida a inclina¢dao do perfil de tensdo apos a acomodacdo da ancoragem, a variagao de

tensdo Ady; qne € determinada de modo que a integral da variagdo de tensdo por ancoragem

resulte em uma deformagdo no cabo igual a acomodac¢do da ancoragem J,,,., ou seja, de forma

que a equagao (18) seja satisfeita.

1 X
Sanc = E : f Aap,anc(x) ~dx (18)
0
2.8.2. Perdas progressivas

As perdas de protensdo que se manifestam ao longo da vida 1til da peca, desde o
momento t, até t (geralmente t — o0). Na Figura 3, essas sdo representadas como perdas
progressivas "dependentes do tempo", e Bastos (2021) as define da seguinte maneira:

a) Retracio: E a perda devido a diminuicio do volume do concreto e
consequentemente o encurtamento da pega que ocorre devido a evaporagdo
d’agua no decorrer da vida util da peca. Com o encurtamento da peca, a
armadura de protensao também encurta e perde tensao;

b) Fluéncia: E a perda de protensio devido as deformagdes de encurtamento na
peca ao longo do tempo, ocasionado pelo carregamento externo e forca de
protensao que aplicam tensdes no concreto. Com o encurtamento da estrutura a
tensdao da armadura de protensao diminui;

¢) Relaxagdo do ago: E a perda devido a propriedade natural do ago de protensio,
que sofre relaxamento devido ao alongamento e tensdo que estdo continuamente
atuando no mesmo.

As perdas progressivas Aogy -, devem ser calculadas levando em conta a interagdo
desses efeitos. A NBR 6118:2023 permite o uso de um método simplificado, desde que satisfaca

as seguintes condigdes:
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a) concretagem do elemento estrutural, bem como a protensdo, sdo executadas, cada
uma delas, em fases suficientemente proximas para que se desprezem os efeitos

reciprocos de uma fase sobre a outra;

b) os cabos possuem entre si afastamentos suficientemente pequenos em relacdo a
altura da se¢do do elemento estrutural, de modo que seus efeitos possam ser supostos
equivalentes ao de um unico cabo, com se¢ao transversal de area igual a soma das
areas das secOes dos cabos componentes, situado na posicao da resultante dos
esforgos neles atuantes (cabo resultante).

Nestes casos as perdas determinadas progressivas de protensdo sdo determinadas

através da equacao (19), do tempo t, até t.

gcs(t' tO) ' Ep + ®p * Oc¢,pog * (p(t’ to) — Opo * X(t’ to)

Ao, (t, ty) = 19
p( 0) Xp‘l')(c'ap'n'pp ( )
onde:
x(t, to) = —In[1 —(t, tp)] (20)
Xc=1+40,5-¢(tt) (21)
Xp =1+ x(¢t,to) (22)
n=1+e2 — (23)
Iy

Pp = Ap/AC (24)
ap = Ep/EciZS (25)

sendo:

Oc,pog: tensdo no concreto adjacente ao cabo resultante, provocada pela protensdo e pela carga
permanente mobilizada no instante t,, sendo positiva se for de tragao;
@ (t, ty): coeficiente de fluéncia do concreto no instante t para protensdo e carga permanente,
aplicadas no instante t,, conforme anexo A item 2.2.3 da NBR 6118:2023;
x(t, ty): coeficiente de fluéncia do ago no instante t;;
£.s(t, ty): retragdo no instante t, descontada a retragcdo ocorrida até o instante t,, conforme
anexo A item 2.3.2 da NBR 6118:2023;
Y(t, ty): coeficiente de relaxa¢do do aco no instante t para protensdo e carga permanente
mobilizada no instante t,, conforme item 8.4.8 da NBR 6118:2023;
Pp: taxa geométrica da armadura de protensdo.

A perda da for¢a de protensdao ¢ maior em idades mais avangadas, sendo entdo o
dimensionamento feito com t = oo. Conforme a equagdo (26):

Aoy pro = Ady (0, tp) (26)



27

No item 8.4.8 da NBR 6118:2023, fornece relaxag@o de fios e cordoalhas, apds 1000 h
a 20°C (y000) € para tensdes variando de 0,5 fp¢x a 0,8 f,1, obtida nos ensaios descritos na
ABNT NBR7484. O coeficiente de relaxacdo do ago no instante t depende do Y;¢09, COMO
ilustra a equacgdo (27):

Y() = 2,5 (P1000) (27)

O valor de retracdo do concreto pode ser calculado através da equagdo (28), descrita no

anexo A, item 2.3.2 da NBR 6118:2023:
Ecs (o, tO) = 86500[1 = Bs (to)] (28)

Para isso, a Tabela 1 do anexo A, ilustrada no item 2.3.2 da norma, traz os métodos de

calculos para se obter o valor final da retracao, onde depende da umidade e da espessura ficticia

da pega, conforme a equagao (29):

e =107 (009 (2) - (22 - (2) + () ) 22 9

No mesmo item, a norma traz o modelo de céalculo e ponderagdes para determinar o

coeficiente relativo a retragdo [S,(t), mostrado na equagao (30):

(m) 4 (100) + B (100)

Bs(t) = > (30)
t t t
(m) +C(7gp) +2 (q00) + £
sendo:
A=140 (31)
B = 116h3 — 282h% + 220h — 4,8 (32)
C = 2,5h® — 8,8h + 40,7 (33)
D = —75h3 + 585h? + 496h — 6,8 (34)
E = —169h* + 88h% + 584h? — 39h + 0,8 (35)
De acordo com a NBR 6118:2023, na Tabela 8.1 no item 8.2.11, a espessura ficticia €
dada por:
h 24 (36)
fic Uy,
onde:

Ug,: perimetro de contato na segdo transversal com o ar;
y: coeficiente dependente da umidade relativa do ambiente.
Dessa forma, o coeficiente de ponderagao € expresso ainda no item 2.3.2 do anexo A da
norma, na equagao a seguir:
Yy =14 eC78%010) para U < 90% (37)

J& a idade ficticia do concreto descrita no item 2.4.1 do anexo A ¢ dada por:
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T, + 10
30

t = CZZ Atef,i (38)

sendo:

a: coeficiente dependente da velocidade de endurecimento do cimento, e podem ser
empregados os valores da Tabela 1;

T;: temperatura média diaria do ambiente, em graus Celsius;

At ;- periodo, em dias, durante o qual a temperatura média do ambiente T;, pode ser admitida

constante.
Tabela 1 - Valores de a para o calculo da idade ficticia
a
Cimento Portland (CP)
Fluéncia | Retragao

De endurecimento lento (CP III e CP IV, todas as classes de 1

resisténcia)

De endurecimento normal (CP I e CP II, todas as classes de 2 1
resisténcia)

De endurecimento rapido (CP V-ARI) 3

Fonte: ABNT NBR 6118:2023
Para calcular o coeficiente de fluéncia do concreto no instante t para protensdo e carga
permanente, de acordo com item 2.2.3 do anexo A da NBR 6118, ¢ preciso somar os

coeficientes descritos nas equacdes (40) e (41) ou (42) e (43) com ¢4, conforme a equacao (39):

Q= Pat@rt@q (39)
onde:
Para concretos de classes C20 a C45:
t
0, =08 [1 — % (40)
0,42 + hyic
Pfo = (445 — 0’035(])0'20—""11% 41)
Para concretos de classes C50 a C90:
t
0o = 1,4 [1 - g((t:o)) (42)
0,42 + hyic
Pro = 0,45 (4,45 — O’OBSU)O'ZO—"'hfic (43)
E:

(pf(oo' tO) = gofoo[1 - ,Bf(to)] (44)
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sendo:
@, coeficiente de deformagao rapida;
@5 (0, ty): coeficiente de deformagdo lenta irreversivel,
Pa = 0,4, € o coeficiente de deformacao lenta reversivel.

Ainda no mesmo item ¢ expresso o valor final do coeficiente de deformacdo lenta
irreversivel, pelas equagdes (41) e (43) , e o valor do coeficiente relativo a deformagao lenta
irreversivel, em funcdo da idade do concreto, dado pela equagdo (45):

2 .
By(t) = r+A-t+B8 (45)

t2+C-t+D
No qual:
t: idade ficticia do concreto;
hyic: espessura ficticia da segdo transversal.

Onde, através das equacgdes a seguir, expressa os fatores de ponderacdo para determinar

Br (£):
A = 42h3 — 350h2 + 588h + 113 (46)
B = 768h3 — 3060h% + 3234h — 23 (47)
C = —200h3 + 13h% + 1090h + 183 (48)
D = 7579h% — 31916h2 + 35343h + 1931 (49)

A relacdo entre a resisténcia na idade ¢, e f.(t ) pode ser calculada através da expressao
prevista no item 12.3.3, descrita na NBR 6118:2023, pela equagao (50):
@ _ es(l_ 28/t) (50)
f ck

onde:

s = 0,38 para concreto de cimento CP 11l e CP IV;
s = 0,25 para concreto de cimento CP 1 e CP II;

s = 0,38 para concreto de cimento CP V-ARI;

t: idade efetiva do concreto em dias.

A tensdo no concreto adjacente ao cabo resultante, ¢ obtida pela equacao (51):

Mg P
Ocpog :Tep —A—CTI (51)

Portanto, com todos os parametros calculados, ¢ possivel através da equacdo (19)

determinar as perdas progressivas.
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2.9. ACOS PARA CONCRETO PROTENDIDO — ARMADURA ATIVA

Os tipos de acos empregados no concreto protendido sdao os seguintes:
a) Fios trefilados de ago carbono, didmetro de 3 a 8 mm, fornecidos em rolos ou
bobinas;
b) Cordoalhas, que sdo fios enrolados em espiral (com 3 ou 7 fios);
c) Barras de ago-liga de alta resisténcia, produzidas por laminagdo a quente
(HANAL 2005).
Bastos (2021) fornece um grafico de tensao versus deformagdo para esses trés tipos de
aco, conforme mostrado na Figura 6.

Figura 6 - Diagrama tensao x deformacio tipico dos acos de protensao
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Fonte: Bastos (2021)

Os agos podem ser categorizados com base em sua forga tipica de tragdo e sua propensao
arelaxacao (RN - Relaxagao Normal e RB - Relaxagao Baixa).

Os agos de relaxag¢do normal, RN, sdo submetidos a tratamento térmico destinado a
reduzir as tensdes internas originadas no processo de trefilagdo. Os acgos de relaxacdo baixa,
RB, recebem tratamento termomecanico que melhora suas caracteristicas elasticas e reduz as
perdas de tensdo decorrentes da relaxagao.

Segundo a norma NBR 7483:2021, que aborda as cordoalhas de ago para concreto
protendido, os agcos mais utilizados sdao os seguintes:

e Categoria CP 190: f,,x= 1.710 MPa e fp,¢ = 1.900 MPa
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e Categoria CP 210: f,,x = 1.890 MPa ¢ f,,; = 2.100 MPa
Essas caracteristicas dos acos para protensdo sdo descritas nas seguintes normas
brasileiras:

a) NBR 7482:2020: Fios de aco para estruturas de concreto protendido —
Especificagao;

b) NBR 7483:2021: Cordoalhas de aco para estruturas de concreto protendido —
Especificagao;

c¢) NBR 7484:2020: Barras, cordoalhas e fios de ago destinados a armaduras de
protensao — Método de ensaio de relaxagdo isotérmica;

d) NBR 6349:2022: Barras, cordoalhas e fios de ago para armaduras de protensao

— Ensaio de tragao.
2.9.1. Cordoalhas

A ABNT NBR 7483:2021 estabelece os requisitos para fabricacdo, encomenda,
fornecimento e recebimento de cordoalhas de aco de alta resisténcia de trés e sete fios, nuas,
entalhadas ou revestidas, como ilustrado na Figura 7, destinadas as armaduras de pré-tensao e
pos-tensdo. As cordoalhas normalizadas sdo produzidas na condi¢do de relaxacdo baixa (RB).
Para o ago-carbono comum, a norma estabelece o valor nominal de 200 GPa para o médulo de

elasticidade das cordoalhas (Ep).

Figura 7 — Cordoalha de sete fios

—

(a) cordoalha nua; (b) cordoalha revestida, engraxada e plastificada.
Fonte: Catalogo ArcelorMittal

2.9.2. Caracteristicas

As propriedades das cordoalhas engraxadas fabricadas pela empresa ArcelorMittal sdo

ilustradas na Figura 8.



Figura 8 — Especificaciio de cordoalhas engraxadas
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Massa Massa aprox. Carga
Didmetro Area 2oro da cordoalha Carga minima minima Alongamento
Produto nominal aprox. dpr * plastificada de ruptura a 1% de apos
2 e aco _
(mm) (mm?) (ke./1.000m) e engraxada (kN) deformacao ruptura (%)
e/l (kg/1.000m) (kN)
Cordoalha 7 fios CP 190
Cord. CP 190
RB12.70 12,7 101 792 890 184 165 35
Cord. CP 190
RB 15,20 15,2 143 1126 1240 261 235 35
Cord. CP 150
RB 15,70 15,7 150 180 1310 274 247 3,5
Cordoalha 7 fios CP 210

Cord. CP 210
RB12.70 12,7 101 792 890 203 183 3,5
Cord. CP 210
RB 15,20 15,2 143 126 1240 288 259 3,5
Cord. CP 210
RB 15,70 15,7 150 180 1310 303 273 B

2.9.3. Diagrama Tensio-Deformacio

Fonte: Catalogo ArcelorMittal

Para realizar calculos no ELS e ELU, a ABNT NBR 6118:2023 recomenda o uso do

diagrama tensdo-deformacgao simplificado ilustrado na Figura 9.

Figura 9 - Diagrama tensiao-deformacio para acos de armaduras ativas

foyk
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arctg{Ep]
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Fonte: ABNT NBR 6118:2023

e Ep

Os valores caracteristicos da resisténcia ao escoamento convencional fpyx, da

resisténcia a tragdo f, € do alongamento apds a ruptura €, das cordoalhas devem satisfazer

os requisitos minimos estabelecidos pela ABNT NBR 7483:2021. Da mesma forma, os valores
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de fpyks fptk € Euk dos fios devem estar em conformidade com as especificagdes da ABNT
NBR 7482.

Assim, as equacdes (52), (53) e (54) demonstram a forma de calcular as deformacgdes

das armaduras ativas.

foyk
coyie = 5 (52)
fpyd
Epyd = E_p (53)
€pu ~ 30 a 40%o (54)

onde:
foyk: € aresisténcia caracteristica ao escoamento do a¢o de armadura ativa;
fpya: € aresisténcia de célculo ao escoamento do ago de armadura ativa;
fptk: € aresisténcia caracteristica a tragdo do ago de armadura ativa;

1€ Odu ici u iva;
Ey: ¢ 0 modulo de elasticidade do ago de armadura ativa
Epyk: € a deformagdo caracteristica especifica do ago de armadura ativa;
Epya- € a deformagdo de célculo especifica do ago de armadura ativa;

€py: € a deformagio especifica do ago de protensdo na ruptura.
2.10. FORCA DE PROTENSAO INICIAL

A forga de protensdo inicial P; ¢ limitada pela NBR 6118:2023, que estabelece que
durante a aplicacdo da for¢a de protensao nos cabos, em poOs-tracdo e ndo aderentes, a tensao
nestes ndo deve ser superior a:

Gpi = 0,80 - foni (55)
0pi: tensdo da armadura de protensédo na saida do aparelho de tragao;

fptk: resisténcia usual de ruptura da armadura de protensio.

2.11. CARACTERISTICAS DO CONCRETO

Na analise dos esforcos resistentes no Estado-Limite Ultimo, a distribui¢io das tensdes
de compressdo no concreto pode ser representada pelo diagrama pardbola-retangulo ou pelo
bloco retangular equivalente. Para se¢des cuja largura ndo diminui em direcdo a borda
comprimida, o bloco equivalente possui altura Ax e tensdo uniforme a.7n.f.4. Os parametros A,

a.e n.dependem da resisténcia caracteristica do concreto, da seguinte forma:

Para concretos com f., < 50MPa:



34

1=108 (56)
a, = 0,85 (57)

Para concretos com f,;, > S0MPa:

o (fa—50)
A=08— —— (58)
a, = 0,85 [1,0 — %] (59)

Para concretos com f,, < 40MPa:
ne =10 (60)

Para concretos com f,, > 40MPa:
40 4
ne= ()3 (61)
f ck
Na auséncia de resultados experimentais, a resisténcia média a tracdo direta pode ser

estimada em funcao da resisténcia caracteristica a compressao.

Para concretos com f., < 50 MPa, adota-se:

fetm = 030£3/° (62)
Para concretos com f,;, > 50 MPa, adota-se:
fetm = 2,12In[140,10(f,,+8)] (63)

sendo f € ferm €xpressos em MPa. Para estruturas com armadura ativa, a classe minima

de resisténcia do concreto é C25.
2.12. HIPOTESES DE CALCULO A FLEXAO NO ELU

A ABNT NBR 6118:2023 estabelece hipdteses basicas para a andlise dos esforgos
resistentes de secdes submetidas a solicitacdes normais no Estado-Limite Ultimo. Entre essas
hipoteses estdo a manutencdo das se¢des planas apds a deformacdo, a compatibilidade de
deformacdes entre o concreto e a armadura passiva aderente e a desconsideragao da resisténcia
a tragao do concreto. A regido comprimida pode ser representada pelo diagrama parabola-
retangulo ou pelo bloco retangular equivalente.

Segundo as hipoteses bésicas estabelecidas pela ABNT NBR 6118:2023 no item 17.2.2
para a analise no Estado-Limite Ultimo, a resisténcia a tragdo do concreto é desconsiderada na
determinagdo dos esforgos resistentes. Quando empregado o bloco retangular equivalente, a
regido comprimida apresenta altura Ax e tensdo uniforme a.1.f.4, sendo x a profundidade da

linha neutra.



35

2.12.1. Dominios de deformacio

Os dominios de deformagdo representam as diferentes configuracdes de deformacgdes
especificas que podem ocorrer em uma se¢do transversal no Estado-Limite Ultimo. Sua
definicao permite identificar o comportamento do concreto comprimido e da armadura passiva
tracionada, assim como verificar se as hipoteses utilizadas nas equagdes de equilibrio sdao
compativeis com o estado de deformagdes da secgao.

Os dominios nao devem ser confundidos com os estddios de comportamento da sec¢ao.
Os estadios I, II e III estdo relacionados principalmente a fissuragdo e ao comportamento da
secdo sob diferentes niveis de solicitagdo. Os dominios de deformagdo, por sua vez, sdo
utilizados na analise da se¢do no Estado-Limite Ultimo.

No dominio 2, a armadura passiva tracionada apresenta deformacao especifica igual a
10 %o, enquanto a deformagdo de compressdo do concreto varia entre zero ¢ a deformacgao
ultima &.,,. Nesse dominio, a armadura passiva encontra-se escoada.

No dominio 3, o concreto comprimido atinge a deformagdo ultima &.,, enquanto a
deformacao da armadura passiva tracionada permanece entre a deformagao de escoamento de
calculo €,4€ 10 %o. Portanto, a armadura passiva também se encontra escoada.

Dessa forma, nos dominios 2 e 3 pode-se admitir:

05 = fya (64)

No dominio 4, embora o concreto comprimido atinja sua deformacao tltima, a armadura
passiva tracionada ndo alcanc¢a a deformagao de escoamento de calculo. Nessa situagao:

gs < f yd (65)

Portanto, a expressdo Ry = Agf,q deixa de representar corretamente a forga na
armadura passiva, impossibilitando a aplicag@o direta da equagao desenvolvida.

A posi¢do da linha neutra pode ser relacionada aos dominios de deformacdo por meio

da razdo:

=Z 66
em que x ¢ a profundidade da linha neutra e d ¢ a altura util da armadura passiva.

Considerando a distribui¢ao linear das deformacdes na secdo, o limite entre os dominios

2 e 3 ¢ dado por:

{-’ —_ gc—u 67
23 Ecu + 10 %o (67)

O limite entre os dominios 3 e 4 ¢ dado por:
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_ €cu
$34 = ot e (68)
sendo:
fya
&d =5 (69)

Assim, a classificacao pode ser realizada pelas seguintes condigoes:

X
0< pl < &,3 dominio 2
X

d

523 < < 634 dominio 3

x
- > &3, dominio 4

d

Ap6s a determinagdo da profundidade da linha neutra, deve-se calcular a relagdo x/d e
verificar se a secdo se encontra nos dominios 2 ou 3. Caso essa condi¢do ndo seja atendida, a
hipétese a5 = f,4 ndo pode ser utilizada, sendo necesséria outra equagdo para representar a

tensdo efetivamente desenvolvida na armadura passiva.
2.12.2. Acréscimo de tensao na armadura ativa nao aderente

Nas armaduras ativas aderentes, a variagao de deformagao do ago pode ser relacionada
diretamente a deformacdo da secdo transversal, em razdo da aderéncia existente entre a
armadura e o concreto. Nas armaduras ativas ndo aderentes, essa relacdo local ndo pode ser
estabelecida, pois a variacdo de deformagdo da armadura depende do comportamento do
elemento ao longo de seu comprimento.

Na auséncia de valores experimentais, o item 17.2.2 da ABNT NBR 6118:2023
estabelece expressdes para estimar o acréscimo de tensdo Ao, gpy da armadura ativa ndo
aderente em estruturas de edificios. A expressdo aplicavel depende da relagdo entre o vdo e a
altura do elemento, conforme mostrado a seguir:

- Para elementos com relagdo vao/altura igual ou menor que 35:

f ck
Ao, =70
Op + 100, (70)
nao podendo ultrapassar 420 MPa
- Para elementos com relagdo vao/altura maior que 35:
f ck
Ao, =70 +
i 300p, 71

ndo podendo ultrapassar 210 MPa

Onde a taxa de armadura € expressa pela equacao (72):
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(72)

sendo:

pp: taxa geométrica da armadura ativa;
dy,: altura til referida & armadura ativa;
Ao, acréscimo de tensdo para armaduras ativas ndo aderentes;
14 9
A, area da secdo transversal da armadura ativa;
p

b: base da viga.
2.13. ESTUDO DE REFERENCIA PARA AVALIACAO DO SOFTWARE

Cabral (2024) apresentou o dimensionamento de uma viga de concreto protendido com
armadura ativa nao aderente, contemplando a defini¢ao das propriedades dos materiais, das
caracteristicas geométricas da secdo, das agdes atuantes e dos pardmetros empregados nos
calculos. O estudo descreve as etapas de avaliagdo das perdas de protensdo e das verificagdes
associadas ao dimensionamento do elemento estrutural, apresentando os resultados obtidos ao
longo do procedimento.

Em razao do detalhamento dos dados de entrada, das hipoteses adotadas e dos resultados
intermediarios e finais, o exemplo constitui uma referéncia adequada para a avaliagdo de
ferramentas computacionais destinadas a analise e ao dimensionamento de vigas protendidas.
Dessa forma, o caso apresentado por Cabral (2024) foi adotado neste trabalho para verificar a

implementagdo dos procedimentos de célculo e comparar os resultados fornecidos pelo ODPro.
2.14. SOFTWARE SECC

O SECC ¢ um aplicativo destinado a analise de se¢des transversais de concreto armado
e protendido submetidas a flexdo composta normal ou obliqua. O programa foi desenvolvido
por Sander David Cardoso Junior e ¢ disponibilizado gratuitamente pela TQS Informatica.
Entre suas funcionalidades estfio a verificacdo do Estado-Limite Ultimo de ruptura, a analise de
tensdes nos Estados-Limite de Servico e Ultimo, o calculo da rigidez secante, a geragdo de
diagramas de interagdo entre esfor¢o normal e momento fletor e a representacao grafica das
deformacdes e tensdes na secdo transversal. A versao 1.1.0, utilizada neste trabalho, apresenta
como referéncia normativa a ABNT NBR 6118:2014.

Neste trabalho, o SECC ¢ utilizado como ferramenta computacional independente para
a avaliacao da equagdo desenvolvida para o dimensionamento a flexao. Sua utilizagdo ndo tem

por finalidade substituir as prescricdes da ABNT NBR 6118:2023 nem caracterizar uma
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validag@o normativa geral da formulacao proposta. A comparagdo € restrita a resposta resistente
das secdes analisadas, para as quais sdo fornecidos ao programa a geometria, as propriedades
dos materiais, a armadura passiva e os esfor¢os equivalentes correspondentes a contribuicao da
protensdo ndo aderente. Dessa forma, o momento resistente obtido pelo SECC constitui uma

referéncia independente para a avaliagdo da coeréncia dos resultados calculados pelo ODPro.
3. METODOLOGIA

3.1. DESENVOLVIMENTO COMPUTACIONAL DO ODPro

O software desenvolvido neste trabalho, denominado ODPro, foi implementado em
linguagem C++, utilizada na programacao das rotinas de célculo, no armazenamento dos dados
e na organizacdo do codigo-fonte. Para a interface grafica foram empregadas as bibliotecas
raylib e Dear ImGui. A biblioteca ImPlot foi utilizada na geragao e na apresentagao dos graficos
dos resultados. O codigo-fonte do ODPro estd disponivel publicamente no repositorio:

https://github.com/smyle-sorriso/ODPro.

3.2. PROCEDIMENTO GERAL DE CALCULO

O processamento no ODPro inicia-se pela entrada dos dados geométricos da viga, das
propriedades dos materiais, das acdes atuantes, das condigdes ambientais e do tragado da
armadura ativa. O comprimento do elemento ¢ entdo discretizado em trechos iguais,
estabelecendo-se as se¢Oes nas quais sdo realizados os calculos. Para cada se¢do, sdo
determinadas a posicdo e a excentricidade da armadura ativa e os esfor¢os solicitantes
correspondentes. A sequéncia das principais etapas de calculo implementadas no ODPro ¢

apresentada de forma esquematica na Figura 10.


https://github.com/smyle-sorriso/ODPro
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Figura 10 - Fluxograma das etapas de calculo implementadas no ODPro

Entrada de dados
¥
Discretizagdo da viga
¥
Determinagiio das grandezas em cada secio

¥

Tensio inicial na armadura ativa
]

Cilculo das perdas imediatas
]
Verifica¢iio no ato da protensio

¥

Cilculo das perdas progressivas
¥

Determinaciio da for¢a efetiva de protensio

¥

Verificacdes dos estados limites de servigo

¥

Verifica¢do do estado limite iltimo

¥

Equilibrio da se¢do e determinacéo da linha neutra

!

Verificagio dos dominios da se¢do

v

Determinagiio da armadura passiva

v

Apresentacio dos resultados

Fonte: elaborado pelo autor (2026)

Inicialmente, determina-se a tensdo aplicada na saida do equipamento de protensdo. Em
seguida, sdo calculadas as perdas imediatas, na sequéncia composta pelas perdas por atrito, pela
acomodacao da ancoragem, obtida por procedimento iterativo de modo a atender a condicao de
compatibilidade expressa pela Equacao (18), e pelo encurtamento elastico do concreto. A forga
de protensdo remanescente apds essas perdas ¢ empregada na verificagdo das tensdes no ato da
protensdo.

Posteriormente, sdo determinadas as perdas progressivas decorrentes da retragdo e da
fluéncia do concreto e da relaxagdao da armadura ativa, considerando-se a interagao entre esses

fendmenos. A partir dessas perdas, obtém-se a forca efetiva de protensdo, utilizada nas
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verificagdes do Estado-Limite de Descompressao, para a combinagdo quase permanente, ¢ do
Estado-Limite de Formacao de Fissuras, para a combinagao frequente.

Para a andlise no Estado-Limite Ultimo, determina-se o acréscimo de tensdo na
armadura ativa ndo aderente ¢ a combinagdo ultima normal das agdes. Em cada secdo, sdo
estabelecidas as condi¢des de equilibrio entre a resultante de compressdo do concreto, a forga
na armadura ativa, a for¢ca na armadura passiva e os esforgos solicitantes. A partir dessas
condig¢des, determina-se a posi¢ao da linha neutra, verifica-se a compatibilidade da se¢cdo com
os dominios 2 e 3 e calcula-se a area de armadura passiva correspondente. Ao final do

processamento, o ODPro apresenta os principais resultados em tabelas e graficos.
3.3. AVALIACAO DAS PERDAS DE PROTENSAO

As rotinas referentes as perdas de protensao sao avaliadas mediante comparagdo com
os resultados apresentados por Cabral (2024). Para as perdas imediatas, sdo comparados os
valores obtidos nas etapas de atrito, acomodacdo da ancoragem e encurtamento elastico.

Para as perdas progressivas, considera-se que Cabral (2024) realizou o calculo na se¢do
central e adotou o resultado para toda a viga. O software desenvolvido executa o célculo
individualmente em cada se¢do, permitindo avaliar a variagao longitudinal das perdas e da for¢a

efetiva de protensao.
3.4. AVALIACAO DA EQUACAO PROPOSTA COM O SECC

A equacio desenvolvida para o Estado-Limite Ultimo ¢ avaliada com o auxilio do
software SECC. Nesse programa, a analise direta de elementos protendidos considera a
armadura ativa aderente, cuja deformacdo acompanha a deformacdo da secdo. Como este
trabalho trata de armadura ativa ndo aderente, sua contribui¢do ¢ representada no SECC por
esforcos externos equivalentes aplicados no centroide da se¢do.

Para cada secdo analisada, a area continua de armadura passiva obtida pela equagao
desenvolvida ¢ convertida em uma disposicdo de barras comerciais com area proxima. A
geometria da secdo, as propriedades dos materiais, a disposicdo das barras e os esforgos
equivalentes sdo inseridos no SECC. O momento resistente fornecido pelo programa ¢ entao
comparado ao momento solicitante equivalente.

Espera-se proximidade, mas ndo igualdade exata entre os resultados, pois a equagdo
desenvolvida utiliza o bloco retangular simplificado para representar o concreto comprimido,
enquanto o SECC utiliza o diagrama parabola-retangulo. Além disso, a equagdo fornece areas

continuas de ago, enquanto no SECC sao inseridas barras comerciais com areas discretas.
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4. DESENVOLVIMENTO
4.1. ESTUDO DE CASO E DADOS DE ENTRADA

Para a aplicagdo e a avaliagdo das rotinas implementadas no ODPro, foi adotada como
estudo de caso a viga biapoiada dimensionada por Cabral (2024). Os dados geométricos,
mecanicos, ambientais e de carregamento foram reproduzidos no software desenvolvido,

permitindo a comparagao direta entre os resultados. Os principais parametros de entrada sdo

apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 — Dados iniciais dos calculos

Pardametro Valor
Vao livre (L) 17,00 m
Largura da se¢do (b) 0,30 m
Altura da secdo (h) 0,50 m
Perimetro exposto ao ar (ug;) 1,60 m
Resisténcia caracteristica do concreto (f ) 30 MPa
Peso especifico do concreto () 25 kN/m?
Sobrecarga de utilizagdo (qy) 3 kN/m
Idade de aplicagdo da protensao 10 dias
Umidade relativa (U) 75%
Temperatura média (T) 20 °C
Tipo de cimento CPI
Armadura passiva CA-50
Resisténcia caracteristica a0 escoamento da 500 MPa
armadura passiva (fy)
Numero de cordoalhas 8
Categoria da cordoalha CP 190 RB
Diametro nominal (¢) 12,7 mm
Area total da armadura ativa (Ap) 8,08 cm?
Resisténcia caracter'lstlca a tracao da 1900 MPa
armadura ativa (fp¢x)
Coeficiente de atrito () 0,05
Acomodac¢do da ancoragem (&) 6 mm

Fonte: Cabral (2024)

O coeficiente de atrito = 0,05 foi mantido conforme adotado por Cabral (2024), uma
vez que o objetivo desta etapa consiste em reproduzir as condigdes do estudo de referéncia para
a avaliacdo das rotinas implementadas no ODPro. Ressalta-se que a ABNT NBR 6118:2023
estabelece valores de referéncia para o coeficiente de atrito em determinados sistemas de

protensdo, na auséncia de dados experimentais, os quais devem ser considerados em aplica¢des

distintas do estudo de caso aqui analisado.
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A Figura 11 apresenta a interface utilizada para a insercao dos dados do estudo de caso,
reunindo as propriedades dos materiais, enquanto a Figura 12 apresenta os dados geométricos,
as condi¢des ambientais, as informagdes referentes a protensao e as agdes.

Figura 11 — Materiais

¥ Concreto

3000 fk (MPa)
CPI ¥ Tipo de cimento
Granito ¥ Tipo de agregado

¥ Armadura passiva

50000 fyk (MPa)

20000 E aco passivo (GPa)

CAs Il ¥ can

1250 Diametro longitudinal (mm)
5.00 Diametro estribo (mm)

W Armadura ativa

CP 130 RE 12,7 mm ¥ Produto da cordoalha

CP 190 RE ¥ Classificacdo do ago ativo

Pos-tracionada nao aderente ¥ Tipo de protensao

Cordoalha e bainha polipropileno lubrificada ¥ Relagdo cabo/protensdo
Mivel 2 - protensao limitada ¥ Nivel de protensio

fptk do produto (MPa)

127 Diametra nominal (mm)

1.01 Area cordoalha (em2)

0.900 Fator fpyk
20000 E ago ativo (GPa)
8 =+ MNumero de cordoalhas

Catalogo: ruptura minima 184 kM | carga a 1% 165 kN | alongamento 3.5%

Fonte: ODPro (2026)

Figura 12 — Geometria, condi¢coes ambientais, cabo e a¢des

¥ secio
50.00 Altura secdo (cm)
3000 Largura secao (cm)

W Condigdes ambientais

2000 Temperatura (C)
75.00 Umidade (%)
¥ Cabo

+" Usartracado de Cabral (2024)
2500 Altura no apoio (cm)

1500 Excentricidade maxima do Cabo (cm)

Mumero de pontos fixado em 21 para o tragado de Cabral (2024).
Coeficiente de atrito adotado = 0.05

600 Escorregamento ancoragem (mm)

W Solicitaches

17.00 Vao [m)

0.00 NSk (kM)

300 gk (kN/m)

Residéncias/hospedagens/acesso restrito ¥ Tipo de acdo variavel

ELS-F: combinagio frequente | psi = 0.40
ELS-D: combinacdo guase permanente | psi = 0.30

10 -+ Dias até ato protensio

Dimensione a viga para visualizar o esquema estrutural, a segio transversal e o tragado do cabo.

Fonte: ODPro (2026)
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4.2. DETERMINACAO DA FORCA INICIAL DE PROTENSAO

Conforme estipulado pela norma, para armaduras pos-tensionadas nao aderentes, a
tensdo na saida do equipamento de protensdo € limitada a 0,80f,. Para a cordoalha CP 190
adotada no estudo de caso, resulta:
0pi = 1520 MPa (73)
4.3. PERDAS IMEDIATAS DE PROTENSAO

As perdas imediatas sdo as perdas que ocorrem durante o processo de aplicacao da forga
de protensdo. Dentre estas estdo as perdas por atrito Adgys,, por encunhamento Ao,,. € por
encurtamento eldstico do concreto Ad,,., sendo a perda imediata total Ag;,,, igual & soma

destas trés parcelas, ilustrado pela equacao (74).

AOime = A0g4r + Ao + A0enc (74)

Para avaliar a variacdo das perdas e das tensdes ao longo da viga, seu comprimento foi
dividido em 20 trechos iguais de 0,85 m, numerados de 1 a 20. A Figura 13 apresenta a
discretizagdo adotada e o tracado da armadura ativa.

Figura 13 — Discretizacdo da viga e tracado da armadura ativa

gk = 3.00 kN/m
v Jo l »l »l \l l l l J« J« l v
i 2 3 4 % 6 7 ¢ » W U0 O ‘ 13 ‘14 ¥ o 0¥ 18 19 28
‘ :
L=17.00m

Fonte: ODPro (2026)
4.3.1. Perdas por atrito

Dessa forma, pelas equagdes (13) e (14), calcula-se a perda de for¢a e de tensdo causada
pelo efeito do atrito, para determinar a tensdo inicial no cabo ap6s essas perdas, evidenciadas

na Tabela 3 para cada trecho da viga.
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Tabela 3 — Resultado da perda de tensio por atrito ao longo da viga e comparacio

APgy
Trecho | h;_4 h; Ah; B Ya APy, (kN) o op,atr
(i) (cm) (cm)  (cm) (rad) (rad) (kN) Cabral (%) (MPa)
(2024)

0 25,00 25,00 0,00 0,0000 0,0000 0,00 0,00 - 1520,00
1 25,00 2425 -0,75 -0,0088 0,0000 0,52 0,52 0,36 1519,35
2 2425 22,00 -2,25 -0,0265 0,0176 2,13 2,13 0,22 1517,37
3 22,00 19,19 -2,81 -0,0330 0,0242 3,05 3,05 0,01 1516,23
4 19,19 16,75 -2,44 -0,0287 0,0286 3,84 3,84 0,09 1515,25
5 16,75 14,69 -2,06 -0,0242 0,0330 4,63 4,63 0,00 1514,27
6 14,69 13,00 -1,69 -0,0199 0,0374 542 5,42 0,08 1513,30
7 13,00 11,69 -1,31 -0,0154 10,0419 6,21 6,21 0,02 151232
8 11,69 10,75 -0,94 -0,0111 0,0462 6,99 6,99 0,05 1511,34
9 10,75 10,19 -0,56 -0,0066 0,0507 7,79 7,79 0,06 1510,36
10 10,19 10,00 -0,19 -0,0022 0,0550 8,57 8,57 0,01 1509,39
11 10,00 10,19 0,19 0,0022 0,0595 9,36 9,36 0,00 1508,42
12 10,19 10,75 0,56 0,0066 0,0639 10,14 10,14 0,03 1507,45
13 10,75 11,69 0,94 0,0111 0,0683 10,93 10,93 0,02 1506,47
14 11,69 13,00 1,31 0,0154 0,0727 11,71 11,71 0,04 1505,50
15 13,00 14,69 1,69 0,0199 0,0772 12,50 12,50 0,02 1504,53
16 14,69 16,75 2,06 0,0242 0,0815 13,28 13,28 0,03 1503,56
17 16,75 19,19 2,44 0,0287 0,0860 14,07 14,07 0,01 1502,58
18 19,19 22,00 2,81 0,0330 0,0903 14,85 14,85 0,01 1501,62
19 22,00 2425 225 0,0265 0,0969 15,77 15,77 0,03 1500,49
20 24,25 25,00 0,75 0,0088 0,1145 1735 17,35 0,00 1498,53

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)

Os resultados obtidos pelo software apresentaram proximidade com os valores

fornecidos por Cabral (2024). A tensdo na armadura ativa reduziu-se de 1520,00 MPa, na

ancoragem ativa, para 1498,53 MPa, na extremidade oposta. Dessa forma, a perda maxima por

atrito foi de 21,47 MPa, correspondente a aproximadamente 1,41% da tensdo inicial.

A Figura 14 apresenta a variacdo da tensdo apos a consideragdo da perda por atrito.

Observa-se uma reducao progressiva a medida que a secao analisada se afasta da ancoragem

ativa, decorrente do aumento do comprimento acumulado e da soma dos desvios angulares do

tragado.
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Figura 14 — Tensao apos as perdas por atrito ao longo da viga
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Fonte: ODPro (2026)
4.3.2. Perdas por encunhamento

A acomodag¢do da ancoragem &,y depende do sistema de protensdo, sendo comum
valores da ordem de 4 mm a 6 mm segundo El Debs (2021).

Conforme a condicao de compatibilidade apresentada na Equacdo (18), a acomodagao
da ancoragem deve produzir, ao longo do cabo, uma reducdo de deformagdao igual ao
deslocamento §,,.. Como a deformagdo especifica da armadura ativa é dada pela razdo entre a
variacdo de tensdo e o modulo de elasticidade, a integral da diferenca entre os diagramas de

tensdo deve satisfazer:

Xanc
J A Up,anc(x) dx = Ep(sanc
0

O termo do lado direito representa a area-alvo entre os diagramas de tensao no grafico tensao

versus posi¢do. Para o deslocamento de 6 mme o modulo de elasticidade E, = 200 GPa,
obtém-se:

Aatvo = EpSane = 200000(0,006) = 1200 MPa - m (75)

A perda de tensdo na ancoragem ativa foi determinada numericamente pelo método da
bisse¢do. Para cada valor testado, o software construiu um perfil provisorio de tensdes apos o
encunhamento e calculou a area compreendida entre esse perfil e o diagrama de tensdes apds o

atrito.
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A integragdo foi realizada pelo método dos trapézios. Caso os diagramas se
interceptassem no interior de um trecho, a posicdo do cruzamento seria determinada por
interpolagdo linear, sendo considerada somente a parcela da area situada antes desse ponto.

O processo foi considerado convergido quando a diferenca relativa entre a area
calculada e a area-alvo se tornou menor ou igual a 0,1%. Também foi estabelecido o limite
maximo de 100 iteragdes. Para o caso analisado, a convergéncia ocorreu apds dez iteracgoes,
resultando em uma perda de tensdo na ancoragem ativa de 91,72 Mpa, como mostrado na

Tabela 4.

Tabela 4 — Comparacao das perdas e das tensdes apds a acomodacgio da ancoragem

APync
x  AP,.  (MPa) 5, Opanc
(m) (MPa) Cabral (%) (MPa)
(2024)

0 0,00 91,72 91,72 0,00  1428,28
0-1 0,85 90,43 90,42 0,01 142893
1-2 1,70 86,46 86,46 0,00 143091
2-3 2,55 84,17 84,17 0,01  1432,06
3-4 3,40 82,22 82,22 0,00 1433,03
4-5 4,25 80,26 80,26 0,00 1434,01
5-6 5,10 78,31 78,32 0,01 143498
6-7 595 76,35 76,35 0,01 143597
7-8 6,80 74,41 74,40 0,01  1436,94
8-9 7,65 72,45 72,44 0,01 143792

9-10 8,50 70,51 70,50 0,01  1438,89
10-11 | 9,35 68,55 68,55 0,01  1439,87
11-12 | 10,20 66,61 66,62 0,01  1440,83
12-13 | 11,05 64,66 64,66 0,00 1441,81
13-14 | 11,90 62,72 62,72 0,00 1442,78
14-15 | 12,75 60,77 60,77 0,01  1443,76
15-16 | 13,60 58,84 58,84 0,00 1444,72
16-17 | 14,45 56,89 56,88 0,01 1445,7
17-18 | 15,30 54,96 54,96 0,00  1446,66
18-19 | 16,15 52,69 52,70 0,02  1447,79
19-20 | 17,00 48,77 48,78 0,02  1449,75

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)

Trecho

A maior diferenga absoluta entre as perdas calculadas pelo software e por Cabral (2024)
foi de 0,01 MPa, correspondente a uma diferenca relativa méxima de 0,02%. Como os dois

procedimentos se baseiam na mesma condi¢do de compatibilidade, a proximidade dos
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resultados confirma a implementa¢do da rotina de acomodagdo da ancoragem no software
desenvolvido.

A Figura 15 apresenta os diagramas de tensao antes e apos a acomodag¢ao da ancoragem.
Observa-se que a perda provocada pelo encunhamento ¢ mais elevada nas proximidades da
ancoragem ativa e diminui progressivamente ao longo do vao. No caso analisado, os dois
diagramas nao se interceptam dentro do comprimento da viga, indicando que a influéncia da
acomodacao da ancoragem se estende por todo o cabo considerado.

Figura 15 — Tensdo no cabo antes e ap0s o encunhamento

Mrensao apos atrito Bl Tensao apos encunhamento

Atrito @ encunhamento
1527

1520 F—u

1513 | T —

1506 | o TTe—

1409 | ]
1492 |

1
J

Tensdo no cabo (MPa)

1485 |
1478 |
1471 |
1464 |
1457 |
1450 |

1436 |
1429 |
1422 !

o 1 2 3 4 5 & 7 & 9% 10 11 12 13 14 15 16 17
® (M)
Fonte: ODPro (2026)

4.3.3. Perdas por encurtamento elastico

Na técnica de pos-tensdo, o processo de estiramento ocorre cabo por cabo. Quando um
cabo de protensao ¢ estirado, a viga sofre um encurtamento, resultando em uma diminuic¢ao da
tensao nos cabos que ja foram estirados anteriormente.

Assim, a Tabela 5, traz os resultados obtidos a partir da perda de tensdo por trecho,

calculadas a partir da equacao (11), e a tensdo apos o processo de encurtamento elastico.
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Tabela 5 - Perda de tensao por encurtamento elastico

AO—p,eTlC
Trecho €p Po Ocp + 0cg  AOpenc  (MPa) or Op,enc
(m) (kN) (MPa) (MPa)  Cabral (%) (MPa)

(2024)

0 0,0000 1154,08 -7,69 21,95 21,95 0,01 1406,37
0-1 -0,0075 1154,60 -7,66 21,84 21,84 0,00 1407,12

1-2 -0,0300 1156,21 -7,57 21,60 21,60 0,01 1409,35
2-3 -0,0581 1157,13 -7,68 21,91 21,91 0,01 1410,18
3-4 -0,0825 1157,92 -7,95 22,69 22,69 0,02 1410,38
4-5 -0,1031 1158,71 -8,31 23,72 23,72 0,01 1410,33

5-6 -0,1200 1159,50 -8,70 24,83 24,83 0,01 1410,19
6-7 -0,1331 1160,29 -9,06 25,85 25,85 0,00 1410,15
7-8 -0,1425 1161,07 -9,35 26,69 26,69 0,01 1410,29
8-9 -0,1481 1161,87 -9,54 27,23 27,23 0,01 1410,73
9-10 | -0,1500 1162,65 -9,62 27,44 27,44 0,00 1411,48
10-11 |-0,1481 116344 -9,57 27,29 27,29 0,00 1412,61
11-12 | -0,1425 1164,22 -9,40 26,80 26,81 0,02 1414,07

12-13 | -0,1331 1165,01 -9,12 26,02 26,02 0,01 1415,83
13-14 | -0,1200 1165,80 -8,77 25,03 25,03 0,00 1417,79
14-15 | -0,1031 1166,58 -8,39 23,94 23,94 0,01 1419,85

15-16 | -0,0825 1167,37 -8,04 22,92 22,92 0,02 1421,83
16-17 | -0,0581 1168,15 -1,77 22,15 22,15 0,00 1423,58

17-18 |-0,0300 1168,93 -7,66 21,86 21,86 0,02 1424,84
18-19 | -0,0075 1169,85 -7,76 22,13 22,13 0,01 1425,70
19-20 | 0,0000 1171,43 -7,81 22,28 22,28 0,01 1427,51

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)

A maior diferenca absoluta entre as perdas por encurtamento elastico calculadas pelo
software e por Cabral (2024) foi de 0,01 MPa, correspondente a uma diferenca relativa maxima
de 0,02%. Na se¢do central, ambos os procedimentos resultaram em uma perda de 27,44 MPa,
conduzindo a tensdo final de 1411,48 MPa no software. Esses resultados confirmam a
implementagdo da rotina referente ao encurtamento elastico.

A Figura 16 apresenta a tensdo na armadura ativa apds a consideracdo dessa perda. A
variagdo ao longo do elemento decorre das diferencas entre a forca de protensdo, a
excentricidade da armadura ativa e o momento devido ao peso proprio em cada se¢ao.

Na secdo central, em x =850m, a tensdo apds as perdas imediatas foi de
1411,48 MPa. Em relacdo a tensdo inicialmente aplicada, igual a 1520,00 MPa, obteve-se uma
perda imediata total de:

Aoy im = 1520,00 — 1411,48 = 108,52 MPa
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Esse valor corresponde a aproximadamente 7,14% da tensdo inicialmente aplicada.

Figura 16 — Tensdo apos o encurtamento elastico
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Fonte: ODPro (2026)
Na secdo situada no meio do vao, em x = 8,50 m, a tensdo na armadura ativa apds as
perdas imediatas foi de 1411,48 MPa. Em relagdo a tensdo inicialmente aplicada, igual a
1520,00 MPa, obteve-se uma perda imediata total de 108,52 MPa, correspondente a

aproximadamente 7,14%.
4.4. PERDAS PROGRESSIVAS

As perdas progressivas decorrem da retragdo e da fluéncia do concreto e da relaxagdo
da armadura ativa, devendo ser determinadas com a consideracdo da interacao entre esses
fendmenos, como mostra a equagao (19).

Cabral (2024) calculou as perdas progressivas na se¢do central e, por simplificagdo,
adotou o mesmo resultado para as demais se¢des da viga, pressupondo que a variagdo
longitudinal seria pequena. No software desenvolvido, o calculo ¢ realizado individualmente

em cada secdo. Como a tensao no concreto adjacente a armadura ativa varia em fun¢ao da forca
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de protensdo, da excentricidade do cabo e do momento produzido pelas agdes permanentes, as
perdas progressivas calculadas pelo programa também apresentam variagao ao longo do vao.
Dessa forma, as diferengas obtidas decorrem da comparagao entre o valor constante adotado
por Cabral (2024) e o procedimento se¢do por se¢do implementado no software.

Os coeficientes associados a relaxacao do ago, a retragdo e a fluéncia sdo comuns as
se¢oes analisadas quando as demais condi¢des permanecem constantes. Para demonstrar a
aplicacdo das expressoes, apresenta-se nos itens seguintes o calculo numérico referente a secao
central. O mesmo procedimento ¢ executado automaticamente pelo software nas demais segoes,

alterando-se as grandezas dependentes da posicao.
4.4.1. Relaxacao do aco

Para exemplificar o procedimento, utiliza-se a tensdo na armadura ativa apos as perdas
imediatas na sec¢do central, igual a 1411,48 MPa. Inicialmente, determina-se a relagdo entre
essa tensdo e a resisténcia caracteristica a tragdo da cordoalha, f,, conforme e equacio (76),

para posterior obtencao do coeficiente de relaxagao.

2Py /o4
——F=0,74 (76)
fotk
Entéo, € preciso interpolar os valores presentes entre 0,7 fy € 0,8 fpex, que se obtém:
Y1000 = 2,90% (77)
Assim, aplicando a equacao (27):
Yoo = 7,25% (78)

Dessa forma, aplicando a equagdo (20), € possivel encontrar o coeficiente de fluéncia
do aco.
Xoo = 7,526% (79)

4.4.2. Retracio do concreto

Para o célculo da deformacdo pela retragdo do concreto, precisamos determinar o

coeficiente de ponderagdo da espessura ficticia, que ¢ feito com a equacao (37):

y =174 (80)
Entdo, ao utilizar a equacao (36), € possivel calcular a espessura ficticia:
hsic = 0,33 m (81)

Logo, a idade ficticia do concreto para os céalculos da retragdo, expressada pela equagao
(38), ¢ igual a:
to = 10 dias (82)
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Com isso, pode-se calcular a deformagao por retracdo do concreto, usando as equacdes

de (31) 4 (35):

A =40 (83)
B = 41,00 (84)
¢ =3791 (85)
D = 214,81 (86)
E =51,43 (87)

Dados os coeficientes de ponderacdo, a seguir € possivel, através da equagdo (30),
determinar o valor do coeficiente relativo a retracdo 10 dias apos a concretagem.

Bs(10) = 0,06141 (88)

Com a espessura ficticia e umidade determinadas, € possivel determinar o valor final da retracao

utilizando a equacao (29):

Ecsoo = —7,027 - 1074 (89)
Por fim, calcula-se a deformacao pela retragao do concreto, aplicando equagao (28):
£s(0,t0) = —6,596 - 1074 (90)

4.4.3. Fluéncia do concreto

Para o calculo da deformacao total devido a fluéncia do concreto € preciso determinar
os coeficientes de deformagdo ¢, € @f, expressados nas equagdes (40) e (44) respectivamente.
Assim, idade ficticia do concreto, expressa pela equacao (38), para os calculos da
fluéncia ¢ igual a:
to = 20 dias (91)
Para calcular a relagdo entre a resisténcia na idade t; e f.(t.), basta considerar j no
momento da protensao e ] — oo e dividir os valores, presente na equagao (50), ou seja:

fck(j=1o)

s=0,25- = 0,66 (92)

foryom
Assim, com a equagdo (40), calcula-se o coeficiente de deformacao rapida:

@q = 0,27 (93)
Da mesma forma, com a equacdo, (41) calcula-se o valor final do coeficiente de

deformacao lenta irreversivel:

Proo = 2,59 94)
Determina-se entdo, os fatores de ponderacgdo, prescritos nas equacdes de (46) a (49):
A = 289,10 (95)
B = 733,29 (96)
C = 533,21 97)

D = 10330,33 (98)
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Assim, ¢ possivel calcular B;(20), pela equagdo (45):
Br(20) = 0,323 (99)
Por fim, com a equacdo (44), determina-se o coeficiente de deformagdo lenta
irreversivel:
@5(0,20) = 1,75 (100)
Com todas as deformagdes devidamente calculadas, ¢ possivel obter a deformacao total

devido a fluéncia do concreto, usando a equagao (39):

® =242 (101)
Com isso, calcula-se 17, p, € @;,, com as equagdes (23), (24) e (25), respectivamente:
n=2,08 (102)
pp = 0,00539 (103)
Ep
=% —= 6,52 (104)
ci28

Assim, com a equacdo (51), calcula-se a tensdo no concreto adjacente ao cabo

resultante:
Ocpog = —9,62 MPa (105)
Por fim, através da equacdo (19) ¢ determinada o total de perdas progressivas:
Ao, = 318,24 MPa (106)
Assim, o percentual da perda total na protensdo, neste caso, ¢ dada pela seguinte
equagao:
A6, torar = (1 - %) x 100 (107)
assim:
A0y totar = 27,06% (108)

4.4.4. Comparaciao com Cabral (2024)

Dessa forma, podemos comparar como a diferenga de métodos no calculo de perdas
progressivas afeta o resultado e qual sera a o erro relativo, como mostra na Tabela 6:
Tabela 6 — Variacao das perdas progressivas calculadas pelo software e valor de

referéncia de Cabral (2024)

Aap

X Ao,  (MPa) &, Py Tp oo

Trecho | 0y (MPa) Cabral (%) (KN)  (MPa)
(2024)

0 0,00 313,63 316,19 0,81 8829 1092,70
0-1 0,85 313,21 316,19 0,94 883,86 1093,89




Aay,
X Ao, MPa ) P, Op,e0
Trecho | ) (MPpa) (Cabra)l ©%)  (kN) (lepa)
(2024)
12 | 1,70 311,63 316,19 144 88693 1097,69
23 | 2555 31077 316,19 1,71 88829 1099,37
3-4 | 340 311,13 316,19 1,60 888,16 1099,21
45 | 425 31225 316,19 125 88722 1098,04
56 | 510 31374 316,19 077 8859 109641
6-7 | 595 31526 316,19 029 884,64 1094,85
7.8 | 680 316,62 31619 0,14 883,65 1093,63
8-9 | 7,65 31761 316,19 045 88321 109308
910 | 850 31817 316,19 063 883,36 109327
10-11 | 935 31824 316,19 0,65 88422 1094,33
11-12 | 1020 31787 316,19 053 885,69 1096,15
12-13 | 11,05 317,11 316,19 029 88773 1098,68
13-14 | 11,90 316,15 316,19 001 890,09 1101,60
14-15 | 12,75 315,18 316,19 032 892,55 1104,64
15-16 | 13,60 314,54 316,19 052 894,66 1107,25
16-17 | 1445 31463 316,19 049 896  1108,91
17-18 | 1530 31598 316,19 007 89593 1108,82
18-19 | 16,15 31838 316,19 0,69 894.69 1107,29
19-20 | 17,00 319,52 316,19 1,05 89523 1107,96

E importante notar que Cabral (2024) calculou a perda progressiva na se¢io central e

adotou o mesmo resultado para as demais segdes.

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)
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Na se¢do central, em x = 8,50 m, o software resultou em uma perda progressiva de

318,17 MPa, enquanto Cabral (2024) obteve 316,19 MPa. Adotando-se o resultado de Cabral

como referéncia, a diferenca relativa foi de 0,63%, indicando proximidade entre os

procedimentos na secao utilizada para a comparagao.
A Figura 17 apresenta a forga efetiva de protensdo ao longo gy, ., ao longo da viga
apos a consideracao das perdas imediatas e progressivas. A variagdo observada decorre do

calculo individual das perdas em cada se¢do, principalmente da variagao da tensao no

concreto adjacente a armadura ativa.
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Figura 17 - Tensao efetiva de protensiao apos todas as perdas ao longo da viga
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Fonte: ODPro (2026)
Como o software realiza o célculo individualmente em cada secdo, foi possivel verificar
a variacdo longitudinal das perdas progressivas. A maior diferenca em relacdo ao valor
constante adotado por Cabral foi de 1,71%, observada em x = 2,55 m. Essa diferenca nao
representa erro de implementagao, pois resulta da comparagao entre procedimentos distintos. A
pequena amplitude observada indica que a adog¢ao do valor da secao central pode fornecer uma
aproximacdo adequada para uma avaliacdo preliminar. Entretanto, o calculo secdo por se¢do

permite representar com maior precisao a distribui¢ao da forca efetiva de protensao.
4.5. VERIFICACAO NO ATO DA PROTENSAO

A verificacdo no ato da protensao ¢ realizada considerando-se o concreto ndo fissurado
e o comportamento eldstico linear dos materiais. As tensdes de compressdo e de tracao nas
bordas da secdo devem permanecer dentro dos limites correspondentes a resisténcia do concreto
na idade de aplicacdo da protensdo. Para a idade de aplicag@o da protensao, os limites de tensao
sdo:
Oclimato = —0,70f¢x; = —17,75 MPa
Otlimato = 1,20fcem,j = 3,11 MPa
Assim, calculam-se as tensdes no ato da protensao, presentes no topo € na base da viga,
expressas através da equagao (109), de forma que nao ultrapassem os limites calculados acima.
ﬁ_Pi'ep'y_Mpp'y
Ac Iy I

o, = — (109)
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onde:
P; = g, - Ap , € a forga de protensdo apos as perdas imediatas;
y: coordenadas das extremidades da viga, sendo igual a +0,25 m para o topo da viga e - 0,25 m
para a base da viga.

Assim, a Tabela 7, traz os valores de tensdes na base e no topo da viga para a verificagao
da seguranca no ato de protensao.

Tabela 7 - Verificacdo no ato de protensao

Pi- vy €p My, 0; (topo)  o; (base)

Trecho | 4oy (m) (N-m) (MPa)  (MPa)
0 | 124995 0 0,00 8,33 8,33
0-1 | 1250,62 00075 2574 9,65 7,03
12 | 125259 003 4877  -925 7,46
23| 125334 0,0581 69,09  -8,06 8,65
34 | 125351 0,0825 86,70  -7,02 29,69
45 | 125347 0,1031 101,60  -615  -10,57
56 | 125335 012 113,79  -543  -1128
67 | 125331 0,331 12328  -487  -11,84
7.8 | 125343 0,1425 130,05  -447  -1224
8-9 | 1253,82 0,1481 134,11  -423  -12,49
9.10 | 125449 0,15 13547 415  -12,58
10-11 | 12555 01481 13411  -422  -12,52
11-12 | 1256,79 0,1425 130,05  -446  -12,30
12-13 | 125836 01331 12328  -485  -11,93
13-14 | 12601 012 113,79  -541  -11,39
14-15 | 126193  0,1031 101,60  -6,13  -10,69
15-16 | 126369 00825 86,70  -7,02 9,83
16-17 | 126525 00581 69,09  -8,08 8,79
17-18 | 126637 003 4877  -931 7,58
18-19 | 1267,13 00075 2574  -9,75 7,15
1920 | 126874 0 0,00 8,46 8,46

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)
Dessa forma, ¢ possivel expressar graficamente as tensdes obtidas na Tabela 7 para a

verifica¢@o dos limites no ato da protensdo, através da Figura 18:
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Figura 18 - Representacio grafica da verificacio dos limites de tensdes no ato da
protensao
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Fonte: ODPro (2026)

Assim, ao analisar a Figura 18, constata-se que a maior tensdao de compressao em
modulo foi de 12,58 MPa, inferior ao limite de 17,75 MPa. Todas as tensdes permaneceram
negativas, ndo sendo atingido o limite de tragdo de 3,11 MPa. Portanto, a viga atende aos limites
estabelecidos para o ato da protensdo em todas as segdes analisadas para a verifica¢do do estado-

limite altimo no ato da protensao.
4.6. VERIFICACAO DOS ESTADOS LIMITES DE SERVICO

Para o estudo de caso, foi adotado o nivel 2 de protensdo, correspondente a protensao
limitada. Dessa forma, foram realizadas a verificagdo do ELS-D para a combinacdo quase

permanente e a verificagdo do ELS-F para a combinagao frequente.
4.6.1. Verificacdo do Estado-Limite de Descompressao

Para o concreto C30 empregado no estudo de caso, o limite de compressdao
correspondente a combinacao quase permanente €:

O-C,ELS—D = —0,4'5ka = —13,50 MPa
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Como nao s3o admitidas tensdes de tracdo na regido verificada:
otELs-p = 0
Portanto:
—13,50 < o¢qp < 0 MPa
Entdo, € preciso determinar as tensdes devido a for¢a de protensdo na combinagao quase
permanente o¢op pela seguinte expressao:

Py Poo'ep'y_MCQP'y

cer =Ty A I

(110)

onde:
Py = 0y - Ap , € a forga de protensdo apos as perdas imediata e progressivas;
Mcop = My, + P, Mg, € 0 momento fletor para a combinagdo quase permanente, de acordo
com a equacao (4);
Y, = 0,3, ¢ o fator de reducdo de combinagdo quase permanente para ELS, conforme a Tabela
11.2 da NBR 6118:2023, no item 11.7.1.

Sendo assim, a Tabela 8 expressa os resultados das tensdes nas extremidades da se¢ao

transversal, advindas das combinagdes dos esfor¢os no Estado-Limite de Servico de

descompressao.
Tabela 8 - Verificacdo do ELS-D
o o,
x P, ey My, M, Mcop cop cop
Trecho | () GN)  (em)  (kNem) (KN-m) (kNem) (opo)  (base)

(MPa) (MPa)
0 0,00 882.9 0,00 0,00 0,00 0,00 -5,89 -5,89
0-1 0,85 883,86 0,75 25,74 20,59 31,92 -7,92 -3,87
1-2 1,70 886,93 3,00 48,77 39,02 60,47 -8,62 -3,20
2-3 2,55 888,29 5,81 69,09 55,27 85,67 -8,65 -3,20
3-4 3,40 888,16 8,25 86,70 69,36 107,51  -8,66 -3,18
4-5 4,25 887,22 10,31 101,60 81,28 125,99  -8,68 -3,15
5-6 5,10 8859 12,00 113,79 91,03 141,10  -8,69 -3,12
6-7 595 884,64 1331 123,28 98,62 152,86  -8,71 -3,09
7-8 6,80 883,65 14,25 130,05 104,04 161,26  -8,72 -3,06
8-9 7,65 883,21 14,81 134,11 107,29 166,30  -8,73 -3,05
9-10 8,50 883,36 15,00 135,47 108,38 167,98  -8,73 -3,05
10-11 9,35 884,22 14,81 134,11 107,29 166,30  -8,72 -3,07
11-12 | 10,20 885,69 14,25 130,05 104,04 161,26  -8,71 -3,10
12-13 | 11,05 887,73 13,31 123,28 98,62 152,86  -8,70 -3,14
13-14 | 11,90 890,09 12,00 113,79 91,03 141,10 -8,68 -3,19
14-15 | 12,75 892,55 10,31 101,60 81,28 125,99  -8,67 -3,23
15-16 | 13,60 894,66 8,25 86,70 69,36 107,51  -8,66 -3,27
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x  Pe e My M, Mg, Ccer  Ocer
Trecho |y  GN)  (m) (Nem) (Nem)  (KNem) ((11?111))3 &’Z‘EZ))
1617 | 1445 896 581 69,09 5527 8567 866  -3.8
17-18 | 1530 89593 300 4877 3901 6047  -8.66 329
18-19 | 16,15 89469 075 2574 2059 3192 798  -3.95
19-20 [ 17,00 89523 000 000 000 000 597  -597

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)

A Figura 19 apresenta graficamente as tensdes nas bordas da secdo e os limites

aplicaveis ao ELS-D.
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Figura 19 - Representacio grafica da Verificacio do ELS-D
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Fonte: ODPro (2026)

Fibra superior IFibra inferior

A Figura 19 apresenta as tensdes nas fibras superior e inferior para a combinagao quase

permanente, juntamente com os limites aplicdveis ao ELS-D. As tensOes calculadas

permaneceram negativas em todas as se¢oes, demonstrando que ndo ocorreram tensdes de

tracdo. A maior tensdo de compressdo em moédulo foi de aproximadamente 8,73 MPa, inferior

ao limite de 13,50 MPa. Portanto, a viga atende ao Estado-Limite de Descompressdo em todas

as secoes analisadas.

4.6.2. Verificacao do Estado-Limite de Formacao de Fissuras

Para o concreto C30 empregado no estudo de caso, o limite de compressdao

correspondente a combinagdo frequente é:
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0cELs—r = —0,60f, = —18,00 MPa
A resisténcia média do concreto a tragao direta é:

foem = 0,30£2/* = 2,90 MPa

Para a se¢do retangular analisada, adota-se @ = 1,50. Dessa forma, o limite de tracdo ¢:

o gLs—r = 0,70(1,50) f¢m = 3,04 MPa
Portanto:
—18,00 < 0Ofreq < 3,04 MPa

Assim, ¢ necessario calcular as tensdes no concreto na combinagao frequente o.r, de acordo
com a equacgdo (111), garantindo que ndo excedam os limites calculados.
P, Poo-ep-y_MCF-y

%F =T A, A A

(111)

sendo:
Mcp = My, + Y1 Mg, € o momento fletor para a combinagdo frequente, de acordo com a
equagao (5);
Y, = 0,4, é o fator de reducao de combinagao frequente para ELS, conforme a Tabela 11.2 da
NBR 6118:2023, no item 11.7.1.

Dessa forma, a Tabela 9 apresenta os resultados das tensdes nas bordas da segdo
transversal, provenientes das combinagdes de esfor¢os no Estado-Limite de Servico relacionado

a formacao de fissuras.
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Tabela 9 — Verificacdo do ELS-F

Trecho X P, ep M,, M, Mcr ocr (topo)  ocr (base)
(m) (kN) (m) (kN'm) (kN-m) (kN-m) (MPa) (MPa)
0 0,00 882,90 0 0,00 0,00 0,00 -5,89 -5,89
0-1 0,85 883,86 0,0075 25,74 20,59 33,98 -8,08 -3,71
1-2 1,70 886,93 0,03 48,77 39,02 64,37 -8,93 -2,89
2-3 2,55 888,29 0,0581 69,09 55,27 91,20 -9,09 -2,76
3-4 3,40 888,16 0,0825 86,70 69,36 114,44 -9,22 -2,63
4-5 4,25 887,22 10,1031 101,60 81,28 134,11 -9,33 -2,50
5-6 5,10 885,90 0,12 113,79 91,03 150,21 -9,42 -2,39
6-7 5,95 884,64 0,1331 123,28 98,62 162,73 -9,50 -2,30
7-8 6,80 883,65 0,1425 130,05 104,04 171,67 -9,55 -2,23
8-9 7,65 88321 10,1481 134,11 107,29 177,03 -9,59 -2,19
9-10 8,50 883,36 0,15 135,47 108,38 178,82 -9,59 -2,18
10-11 | 9,35 884,22 0,1481 134,11 107,29 177,03 -9,58 -2,21
11-12 | 10,20 885,69 0,1425 130,05 104,04 171,67 -9,54 -2,27
12-13 | 11,05 887,73 0,1331 123,28 98,62 162,73 -9.48 -2,35
13-14 | 11,90 890,09 0,12 113,79 91,03 150,21 -9,41 -2,46
14-15 | 12,75 892,55 0,1031 101,60 81,28 134,11 -9,32 -2,58
15-16 | 13,60 894,66 0,0825 86,70 69,36 114,44 -9,22 -2,71
16-17 | 14,45 896,00 0,0581 69,09 55,27 91,20 9,11 -2,84
17-18 | 15,30 895,93 0,03 48,77 39,01 64,37 -8,97 -2,97
18-19 | 16,15 894,69 0,0075 25,74 20,59 33,98 -8,15 -3,78
19-20 | 17,00 895,23 0 0,00 0,00 0,00 -5,97 -5,97

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)
Assim, € possivel expressar graficamente as tensdes nas bordas da secao transversal da

viga e os limites impostos pelo ELS-F, através da Figura 20:
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Figura 20 - Representac¢io grafica da Verificacio do ELS-F

Mraixa permitida Wraixa topo-base M Limite de tragio Limite de compressao MFibra superior MFibra inferior

Estado Limite de Formacao de Fissuras
B —

6|

Tensao (MPa)

0 1 2 3 4 5 5 '." S 5‘ 1:Cl 1.1 1l2 1l3 1l4 1l5 ‘IlE 17
% (m)
Fonte: ODPro (2026)
A Figura 20 apresenta as tensOes obtidas para a combinacdo frequente e os limites
correspondentes ao ELS-F. A maior tensdo de compressdo em moddulo foi de aproximadamente
9,59 MPa, inferior ao limite de 18,00 MPa. Além disso, todas as tensdes permaneceram

negativas, de modo que o limite de tragdo de 3,04 MPa nao foi atingido. Assim, ndo ocorre

formagao de fissuras nas condi¢des analisadas.
4.7. DIMENSIONAMENTO DE ARMADURA PASSIVA NO ELU

O dimensionamento a flexdo no Estado-Limite Ultimo deve atender a condicdo:
Msq < Mgq (112)
em que Mp;¢ o momento resistente de calculo da se¢dao e Ms;¢ 0 momento solicitante
correspondente a combinagao ultima normal.
De acordo com a combinac¢ao ultima definida no item Combinag¢des em ELU, na revisao
bibliografica, equagdo (3), escreve-se Mg, como a seguinte equacao:
Msg = Mpy, Vg + Mg - 4 (113)
Para as secdes em que a contribuicao da armadura ativa e do concreto comprimido nao

¢ suficiente para satisfazer essa condi¢do, determina-se a area necessaria de armadura passiva.
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A equagdo proposta baseia-se no equilibrio das forgas normais ¢ dos momentos atuantes na
secdo transversal.

A tensdo caracteristica na armadura ativa no Estado-Limite Ultimo é obtida pela soma
da tensdo efetiva apos todas as perdas e do acréscimo de tensdo correspondente a armadura nao
aderente, como mostra a equagdo (70). A for¢a P, resultante da armadura ativa ¢ determinada
pela multiplicacdo da tensdo no cabo em ELU pela area de ago ativa, como mostrado a seguir
na Equacdo (114).

B (0p,0 +40y) - Ap
B Vs

Admite-se que as se¢des planas permanecam planas apds a deformagdo, que exista

p (114)

aderéncia perfeita entre o concreto e a armadura passiva e que a resisténcia a tragcao do concreto
seja desconsiderada no ELU. Para representar a regido comprimida, utiliza-se o bloco retangular
equivalente.

Como a equagdo desenvolvida ¢ restrita as secdes pertencentes aos dominios 2 e 3,

admite-se que a armadura passiva tracionada atinja a tensdo de calculo f,,;. Consequentemente,

sua resultante ¢ dada por:
Rst = Asfya (115)
Para a determinagdo da resultante de compressao no concreto, foi adotado o diagrama
retangular simplificado permitido pela ABNT NBR 6118. Nesse modelo, a distribui¢do nao
linear das tensdes de compressdo € substituida por um bloco retangular equivalente de altura
y = Ax, submetido a tensdo constante a.n.f.q. Essa simplificagdo preserva, de forma
aproximada, a intensidade e a posicao da resultante de compressao do concreto, conforme
representado na Figura 21:
Figura 21 - Representacio grafica da simplificacdo do diagrama idealizado curvo e

retangular
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Fonte: elaborado pelo autor (2026)
A,c: Area comprimida do concreto;
x: Profundidade da linha neutra;
Occ = ANcfeq: Tensao no bloco equivalente.

A Figura 22 apresenta as forcas internas e os esforcos solicitantes considerados no
equilibrio da secdo transversal. A resultante de compressao do concreto atua no centro
geométrico do bloco retangular equivalente, enquanto as for¢as na armadura passiva e na
armadura ativa atuam em seus respectivos centros de gravidade. Os esforcos solicitantes Ng,; €
Ms4 sdo aplicados no centroide da se¢do transversal.

Figura 22 - Representacio grafica dos esforcos internos em equilibrio da secio da viga

GCC

As
Fonte: elaborado pelo autor (2026)

d: Altura util da armadura passiva, medida da borda comprimida ao centro de gravidade das
barras;

Ag: Area de ago passiva;

Ng,4: Forga normal solicitante de calculo;

R..: Resultante de compressao no concreto;

Rg;: Resultante de tragdo da armadura passiva;

O: Ponto de aplicagao da forca R..;

z : Brago de alavanca de R, em relacao ao ponto O;

i : Brago de alavanca de P; em relagdo ao ponto O;

w : Brago de alavanca de Ng; em relagdo ao ponto O;
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Sendo os bragos de alavanca:

_q_7
z =d > (116)
i = dp—% (117)
h vy
_nhy 118
W= =3 (118)

Escrevendo as equagdes de equilibrio de forgas horizontais, adotando como positivo o
sentido da esquerda para a direita, levando em conta reagdes e esfor¢os internos, o equilibrio
das forgas normais na se¢ao ¢ obtido por:

—Ree —Ngg + Rt +P; =0 (119)

Rgt = R + Nog — Py (120)
A resultante de compressao do concreto ¢ determinada pelo produto entre a tensdo do

bloco retangular equivalente e sua area. Para uma se¢ao retangular de largura b,,, tem-se:

R = acr]cfcdybw (121)
Rec = aclcfeabwAx (122)

Substituindo as expressdes das resultantes de compressdo e de tracdo, equagdes
(122) e (115) respectivamente, na equacao de equilibrio e isolando A, obtém-se a primeira
expressao para a area de armadura passiva
Rcc + Nsd — P, d
As = .
f yd

A expressdo (123) foi obtida admitindo-se R = A f;,4, 0 que pressupde a mobilizagdo

(123)

da tensdo de célculo da armadura passiva. Portanto, sua aplicacdo deve ser precedida pela
verificacdo da compatibilidade entre a posi¢do da linha neutra, os dominios de deformacao e a

tensao efetivamente desenvolvida no aco.

Para obter uma segunda expressdo para a area de armadura passiva, realiza-se o
equilibrio de momentos em torno do ponto de aplicagdo da resultante de compressao R... Dessa
forma, as parcelas associadas as demais forgas sdo multiplicadas por seus respectivos bragos de
alavanca, considerando positivo o sentido anti-horario, obtém-se a seguinte equacao:

—Mgq — NggWw + Rz + P3i = 0 (124)

NSdW+MSd —Pdl = RStZ' (125)

Substituindo a expressao da resultante de tracdo, equacdo (115), temos

Asfde = Nde + Msd - Pdl (126)



65

Isolando A, teremos a segunda expressao para a area de armadura passiva

_ Nde + Msd — Pdl

= 127
° fyaz (127)
e substituindo as equacdes de braco de alavanca (116), (117) e (118), temos
h Ax Ax
N (5 —5) + Myq — Py (d, — 5=

fra(d-%)

Para reduzir a extensao da expressao e facilitar seu desenvolvimento algébrico, adota-

se temporariamente a variavel auxiliar §, com a seguinte relacdo entre x:

_Ax

1) > (129)
Temos entdo
Ngqh
. $= — Nea§ + Mgq — Padyy + Py (130)
y fydd - fyd6
Simplificando a equacao (123), temos
a b Ngg — P
As — cnc]]:cd wy+ sc;r d. (131)
yd yd
Chamando os seguintes termos de K e L:
Aa b
K = c?icd w (132)
y
Ngq — P,
L= % (133)
y
Reescrevendo a equacao (131)
A; =Kx + L. (134)

As duas expressoes (130) e (134) obtidas para A; devem representar a mesma condi¢ao
de equilibrio. Portanto, elas podem ser igualadas, permitindo eliminar a area de armadura

passiva e determinar diretamente a profundidade da linha neutra

Nggh
2

Sd6+MSd_Pddp+Pd6
fydd - fyd6

Rearranjando a equagdo, temos:

= Kx + L. (135)

Ngqh
2

26
- Sd6+MSd_Pddp+Pd6:fyd(d_6) (KT"‘L) (136)



2Kd

sah
fyd[dL+6(T—L)——62] 5(— Nd+Pd)+ + Mg —

2

Agrupando os termos com o coeficiente &

Nyyh
2

df yd

K
fyadL — Msq + Pyd,, — -4Vﬁ@——+6< Ny + Py —
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Pyd,. (137)

+ fydL> (138)

E possivel notar que a equagio resultante é do tipo de segundo grau em fungdo de &

e que pode ser escrita na forma geral

—C = A% + B6.

(139)

Para uma resolugcdo mais simples, sera feita a separacdo de seus coeficientes,

determinando claramente os termos e voltando as variaveis originais,

abaixo.

O coeficiente A:

2K
A=l
Trocando suas variaveis para as originais
A acb
A= fyd < ncf cd%c )
f yd

E simplificando:

A= zncfcdacbw
O coeficiente B:
Kd fyd
A

Trocando suas variaveis para as originais

2dfyq (Ancfeaach Ngg — P
B=—MKHQ—AJ< ﬁicw+@d¢%;i

B:— Sd+Pd_

+ fyal.

Simplificando

B = _Zdncfcdacbw
Coeficiente C:

Ngqh
2

—C = fyddl‘ - Msd + Pddp -
Voltando as variaveis originais

Ngqh

_Pd
—C = @ﬂ — Mgq + Pyd, —
fyd

da forma descrita

(140)

(141)

(142)

(143)

(144)

(145)

(146)

(147)
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h
C =My, — Ny (d — E) +Py(d —dy) (148)
Seguindo a férmula para resolver equagdes de segundo grau:
— VB2 —
5= B +VB+ —4AC (149)
2A
E simplificando a expressao, temos
4AC
o pEp (1) (150)

24

5—B 14+ (1 4AC (151)
T 24 - BB

Para solucdo, as seguintes foram separadas:

B -2d a.b
g 77cfcd cPw = —d (152)
A Zr]cfcdacbw

A -2d a.b 1
g ncfcd cYw - __ (153)
B zncfcdacbw d

Com isso, podemos substituir os valores de (142), (145), (148), (152) e (153) para chegar

na seguinte equacao:

h
d 1\ [ Msqg — Ngg (d —5) + Py(d —d
5=—2l-1+ 1—4(——) s~ Naa (=) + Pu(d = ) (154)
2 d _Zdncfcdacbw
Voltando a nossa variavel original x, temos
h
Ax d R 4Msd—Nsd(d—§)+Pd(d_dp) (155)
2 B 2 N 2 ncfcdacbwdz
h
x=—-|1%
A ncfcdacbw d?
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Apos a determinagdo de x, calcula-se a equagdo (66), no qual o valor obtido deve ser
comparado aos limites §,3 e £3,apresentados no item 2.12.1. Quando:
0 <$ <¢y3
a secdo pertence ao dominio 2.
Quando:
$23 <§ <34
a se¢do pertence ao dominio 3.

Nessas duas situagdes, admite-se g5 = fy4, € a drea de armadura passiva pode ser

determinada pela equagdo desenvolvida. Caso & > &34, a se¢do encontra-se no dominio 4 ¢ a
armadura passiva ndo atinge f,q, tornando a equacdo incompativel com o estado de
deformacdes obtido.

As equagoes (123) e (156) foram desenvolvidas considerando a existéncia de concreto
comprimido e o escoamento da armadura passiva tracionada. Portanto, sua aplicagdo deve ser
restrita as se¢des que apresentem comportamento nos dominios 2 ou 3.

A resolucdo da equagdo de segundo grau fornece duas raizes matematicas, devendo ser
adotada a raiz que resulte em uma profundidade positiva da linha neutra e compativel com a
geometria da se¢do, isto ¢, 0 < x < d. Para o caso analisado, a raiz correspondente ao sinal
negativo antes do radical fornece o valor fisicamente admissivel.

Caso a solucdo resulte em x < 0, ndo se obtém uma profundidade fisicamente
admissivel para o bloco de compressdo segundo as hipoteses adotadas. Nessa situacdo, a
equagao desenvolvida nao deve ser aplicada diretamente, sendo necessaria a reavaliagdo do
estado de tensdes e das hipoteses de comportamento da secdo.

Como a area de armadura passiva ndo pode assumir valores negativos, caso a aplicacdo
da equacao resulte em A; < 0, considera-se:

A; =0 (157)

Nessa situagdo, para a se¢do € a combinagdo de esfor¢os analisadas, a contribuicdo da
armadura ativa e da regido comprimida de concreto ¢ suficiente para satisfazer as condi¢des de
equilibrio consideradas no dimensionamento a flexao, ndo sendo necessaria armadura passiva
adicional segundo o modelo desenvolvido.

Esse resultado indica apenas que ndo ¢ necessaria armadura passiva adicional segundo
o modelo de equilibrio a flexdo adotado. Permanecem obrigatdrias as verificagdes da armadura
minima, das disposi¢des construtivas, dos requisitos de ductilidade e das demais prescrigdes

normativas aplicaveis ao elemento.
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Os valores do acréscimo de tensdo nos cabos de protensao em ELU, além do momento

solicitante e da area de ago passiva necessaria em todos os trechos da viga estdo apresentados

na Tabela 10.

Tabela 10 — Calculo de area de aco passiva para ELU

X e P, Ao. M A
Trecho |y G pay) PN Nm) om
3-4 3.4 00825 888,16 82,35 9547 21848 0,42
4-5 4,25 0,1031 887,22 83,11 954,37 256,04 2,04
5-6 5,1 0,12 885,9 83,74 953,56 286,76 3,42
6-7 595 0,1331 884,64 84,22 952,69 310,66 4,54
7-8 6,8 01425 883,65 84,57 951,99 327,73 536
8-9 7,65 10,1481 883,21 84,78 951,71 337,97 5,87
9-10 8,5 0,15 883,36 84,85 951,92 341,38 6,03
10-11 9,35 10,1481 884,22 84,78 952,73 337,97 5,85
11-12 | 102 0,1425 885,69 84,57 954,03 327,73 5,33
12-13 11,05 10,1331 887,73 84,22 955,79 310,66 4,50
13-14 11,9 0,12 890,09 83,74 957,75 286,76 3,36
14-15 12,75 10,1031 892,55 83,11 959,70 256,04 1,97
15-16 13,6 10,0825 &894,66 82,35 961,20 218,48 0,35

Fonte: resultados obtidos pelo ODPro (2026)

As se¢des em que o célculo resultou em Ag < 0 ndo foram apresentadas na tabela, pois

nao demandaram armadura passiva adicional segundo o modelo de equilibrio a flexao adotado.

Os resultados apresentados na Tabela 10 mostram que a necessidade de armadura

passiva acompanha o crescimento do momento solicitante ao longo do vao. O momento Mg,

apresenta distribui¢do parabdlica, alcangando o valor maximo de 341,38 kN - m na sec¢do

central, localizada em x = 8,50 m, conforme apresentado na Figura 23.

A Figura 24 apresenta a distribuicao da area necessaria de armadura passiva. Nas secoes

em que o equilibrio resultou em A; > 0, compreendidas entre x = 3,40 m e x = 13,60 m, a

4rea calculada aumenta em dire¢io a regidio central da viga. O valor méaximo foi de 6,03 cm?,

obtido no meio do vao, onde também ocorre o maior momento solicitante.
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Figura 23 — Momento solicitante de calculo ao longo da viga

Momento solicitante (kM.m)

MArea do diagrama de momento MMsd em ELU

ELU - Momento solicitante

x(m)

Fonte: ODPro (2026)

Figura 24 — Area necessaria de armadura passiva ao longo da viga

- e o a a a
S = o W ko

As [tm2)

L T T Y - I - T

M irea de armadura necessaria MAsnec I As,min = 0,15% Ac

ELU - Armadura passiva necessaria

x{m)

Fonte: ODPro (2026)

A Figura 24 representa a 4rea necessaria de armadura passiva ao longo do vao. Pode-se

perceber que esse grafico

crescimento.

I3

€

correlato ao da figura anterior pelo seu comportamento de
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Observa-se que 0 momento solicitante apresenta distribui¢do parabdlica, atingindo o
valor maximo de 341,38 kN - m na se¢do situada no meio do vao. A area necessaria de
armadura passiva também aumenta em direcdo a regido central, sendo requerida entre as
posi¢des aproximadas de 3,40 me 13,60 m. O valor maximo calculado foi de 6,03 cm?,
correspondente a se¢do localizada em x = 8,50 m.

A equacdo desenvolvida determina uma area continua de armadura passiva associada a
condi¢do de equilibrio da se¢do, para a qual o momento resistente se iguala a0 momento
solicitante. O SECC, por sua vez, recebe a geometria da se¢do, as propriedades dos materiais,
a disposicao das armaduras e o esfor¢o normal solicitantes, fornecendo o momento resistente
correspondente.

O SECC permite a consideracao direta de armadura ativa aderente, cuja deformacao é
obtida pela compatibilidade de deformacdes da secdo. Como este trabalho trata de armadura
ativa nao aderente, sua contribuicdo foi representada por esforcos externos equivalentes
aplicados no centroide da sec¢do.

Para cada se¢do, a for¢a de protensdo de calculo foi introduzida como for¢a normal de
compressao:

Nsa,secc = —Pa (158)

O momento produzido pela protensdo foi considerado pela excentricidade da armadura
ativa:

Msq,secc = Msq — Paep (159)

Para cada posicdo da viga, a area continua calculada pela equag¢do proposta foi
convertida em uma disposicdo de barras comerciais com area proxima. Essa disposicao foi
inserida no SECC juntamente com os esfor¢os equivalentes. O momento resistente fornecido
pelo programa foi entdo comparado ao momento solicitante equivalente.

Para avaliar a equagdo desenvolvida, foram reproduzidas no SECC a geometria da secao
transversal, as propriedades dos materiais e as areas de armadura passiva adotadas em cada
posicao da viga. A Figura 25 apresenta a se¢@o retangular com largura de 0,30 m e altura de

0,50 m.
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Figura 25 — Definicdo da geometria e sec¢io transversal no SECC

Entrada de dados: Seqdo Transversal *
+ Parte 1 Secao Transversal
B
b= |30 cm
hy =[50 m
hx o= |0 cm
yo= |0 cm

hy

-
(0,y0)

N

Fonte: Captura de tela do SECC
Em seguida, foram inseridas as propriedades dos materiais, mantendo-se a resisténcia
caracteristica a compressao do concreto igual a 30 MPa, conforme apresentado na Figura 26.

Figura 26 — Definicio das propriedades do concreto no SECC

Entrada de dados: Materiais X

Conoreto  Armadura Passiva  Armadura Ativa

Tipo de diagrama:
() Parébolaretingulo
(®) Parabola-retdngulo (NBRG18:2014)
B=(0.85
(O Linear (ELS): Ec= 25000 MPa
fetk= (2,00 MPa
e
Definir fok:
. = - ® por secio
Diagrama tens3o-deformacdo
() por partes
-15,0
= -10,0 Parte Pa,
o
z 5
g 50
2.5
0,0
Ok || concelar |

Fonte: Captura de tela do SECC
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Como o SECC ndo realiza diretamente a analise da armadura ativa ndo aderente pelo
mesmo procedimento empregado na equagdo desenvolvida, sua contribui¢ao foi representada
por esforcos externos equivalentes aplicados no centroide da secdo. A forca de protensao de
calculo foi introduzida como esfor¢o normal de compressdo, com sinal negativo segundo a
convengdo do programa, e o momento solicitante equivalente foi obtido pela subtracdo do
momento produzido pela excentricidade da armadura ativa em relagdo ao momento da
combinagao ultima normal. Os esforgos introduzidos nas se¢des analisadas sdo apresentados na
Figura 27 e foram determinados pelas Equacdes (158) e (159).

Figura 27 — Esforcos equivalentes introduzidos no SECC

Entrada de dados: Esforcos X

L+ - ,
Combinagdo Nsd (k) Msd, x (kN.m) Msd,y (kN.m)

1 -823.4 0 0 |

2 -824.5 58.7 0 1

t 3 -827.7 98,1 0 I

4 -829.7 125.9 0 r

W | | i
e 5 -830.2 150 0
6 -829.9 170.5 0
y Msdiy 7 -829.2 187.3 0
| ‘L . A 8 -828.4 200.4 0
Q -827.8 209.8 0
(N < 0 para compresséo) 10 -827.6 215.4 0

Ok Cancelar

Fonte: Captura de tela do SECC
Para cada segdo, a area continua obtida pela equagdo (118) foi convertida em uma
disposi¢cdo de barras comerciais com area proxima. A Figura 28 apresenta a andlise da secao
central, na qual foi adotado o arranjo 3¢ 16, correspondente a 6,03 cm?. As demais secdes

foram analisadas separadamente, considerando-se as respectivas areas comerciais apresentadas

na Tabela 11.



Figura 28 — Resultado do momento resistente pelo SECC
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Mxd (kN.m)

250
225
200
175
150
125
100

75

50
25

-25

-50

-75

-100
-125
-150
-175

-200

Diagrama de Interacdo N, Mx, My (FCO) Esforgos: Unidades: [kN, li.m]
Comb., Nsd Msd,x  Msd,y Mr/Ms

7 8292 1873 |0 1.16
8 9284 [2004 |0 1.09
9 8278 [2098 |0 1.04
10 8276 [2154 |0 L0l
11 8278 272 0 1.0

12 8285 [2153 |0 -
13 8296 2095 [0 1.04
14 8311 200 |0 1.09
15 8328 (1868 |0 1.17

Propriedades:

Ac = 1500 cm*

Ir,cg = 312500 cm®
Iy,cg = 112500 cm'|
xeg =0cm

yeg =25 cm
Elsec,x=18224.9 kim?

Concreto: fck = 30 MPa

Aco: As = 6.03 cm” (0.40%)

OMENLOS Iresistentes:
Mrd,x(max) = 218.5 kN.m
Lx(min) = -168. .m
Mrd,y{max) = 110.1 kN.m
Mrd,y{min) = -110.1 kN.m

-200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
Myd (kN.m)

Fonte: Captura de tela do SECC
A Tabela 11 retne os resultados utilizados na comparagdo com o SECC:

Tabela 11 — Avaliacao da equacio proposta com o SECC

X Msq  Nsasecc Msasece As  Assecc Mrasecc Om
m) |(Nm) (KN)  (kN-m) (m) (ecmd) (KN-m) (%)

34 | 218,48 -830,2 150,0 042 0,39 147,8 1,49
4,25 | 256,04 -829,9 170,5 2,04 2,01 169.,3 0,71
5,1 | 286,76 -829,2 1873 3,42 3,46 187,7 0,21
5,95 | 310,66 -828,4 2004 4,54 4,52 200,7 0,15
6,8 | 327,73 -827,8 209,8 536 5,25 209,3 0,24
7,65 | 337,97 -827,6 2154 587 6,03 218,5 1,42
85 | 341,38 -827,8 2172 6,03 6,03 218,5 0,59
9,35 | 337,97 -8285 2153 585 6,03 218,5 1,46
10,2 | 327,73 -829,6  209,5 533 5,25 209,3 0,10
11,05 | 310,66 -831,1  200,0 4,5 4,52 200,7 0,35
11,9 | 286,76 -832,8 186,8 3,36 3,46 187,7 0,48
12,75 | 256,04 -834,5 170,0 1,97 2,01 169,3 0,41
13,6 | 218,48 -8358 149,5 0,35 0,39 147,8 1,15

Fonte: elaborado pelo autor, com base em resultados do ODPro e do SECC
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A Tabela 11 apresenta a comparagao entre 0 momento solicitante equivalente utilizado
no SECC e o momento resistente fornecido pelo programa para as areas comerciais de armadura
passiva adotadas. Como a equagdo desenvolvida determina A a partir da condigdo de equilibrio
correspondente a0 momento solicitante, a avaliagao consiste em verificar se, ao inserir no SECC
uma area de ago igual ou proxima a calculada, o momento resistente obtido permanece proximo
do momento solicitante equivalente.

Na secdo central, localizada em x = 8,50 m, a equagio resultou em A; = 6,03 cm?,
valor exatamente correspondente ao arranjo 3¢16 inserido no SECC. Para essa se¢do, o
momento solicitante equivalente foi de 217,20 kN - m, enquanto o momento resistente
fornecido pelo programa foi de 218,50 kN - m, resultando em uma diferenga relativa de 0,59%.

Como as areas de armadura passiva foram iguais nessa se¢do, essa diferenca niao decorre
da conversdo da area continua em barras comerciais. Sua origem estd principalmente nas
diferentes representacdes adotadas para o concreto comprimido. Na equacdo desenvolvida, a
distribuicdo das tensdes de compressao € substituida pelo bloco retangular equivalente, no qual
atua uma tensao uniforme sobre a altura Ax, com a resultante localizada no centro geométrico
desse bloco. No SECC, o concreto comprimido ¢ representado pelo diagrama pardbola-
retangulo. Nesse modelo, a tensdo varia de forma ndo linear com a deformacdo em parte da
regido comprimida e permanece constante apoOs atingir o patamar previsto pelo diagrama. Em
consequéncia, a intensidade e a posi¢ao da resultante de compressado, a profundidade da linha
neutra e o brago de alavanca interno podem apresentar pequenas diferencas em relacdo aos
valores obtidos com o bloco retangular equivalente. Como o momento resistente depende do
produto entre as forcas internas e seus respectivos bragos de alavanca, essas diferencas
produzem pequenas variagoes mesmo quando sdo utilizadas a mesma se¢do e a mesma area de
armadura passiva.

A maior diferenca relativa apresentada na Tabela 11 foi de 1,49%, observada na se¢do
localizada em x = 3,40 m. Nessa posi¢do, a equagdo resultou em Ag = 0,42 cm?, enquanto a
area inserida no SECC foi de 0,39 cm?. O momento solicitante equivalente foi de 150,00 kN -
m, € o momento resistente fornecido pelo programa foi de 147,80 kN - m. Nesse caso, a
diferenca resulta da atuacao conjunta de dois fatores: a drea comercial adotada foi ligeiramente
inferior a 4rea continua calculada e os procedimentos utilizam modelos distintos para o concreto
comprimido. A redugdo da area de ago diminui a resultante de tragdo na armadura passiva e,
consequentemente, o momento resistente da secdo. Por esse motivo, a relacdo entre resisténcia

e solicitacao foi de 0,99.
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Em outras se¢des, a area comercial adotada foi ligeiramente superior a area calculada,
produzindo momentos resistentes também superiores aos momentos solicitantes equivalentes.

As diferengas relativas do entre o0 momento resistente fornecido pelo SECC, Mg sgcc,
e o momento solicitante equivalente introduzido no programa, Mg, sgcc, permaneceram entre
0,10% e 1,49% nas se¢des analisadas. Considerando a discretizacao das areas de aco, as
diferentes representacdes do concreto comprimido e os arredondamentos numéricos
empregados, os resultados indicam proximidade entre a equagdo desenvolvida e a andlise

realizada no SECC para o estudo de caso considerado.
5. CONCLUSAO

Neste trabalho, foi desenvolvido o ODPro, software para a analise e o dimensionamento
a flexdo de vigas biapoiadas de se¢do retangular, pos-tensionadas com armadura ativa nao
aderente. A ferramenta contempla o célculo das perdas imediatas e progressivas de protensao,
a verificagdo das tensdes no ato da protensdo, as verificagdes do Estado-Limite de
Descompressao e do Estado-Limite de Formagdo de Fissuras e a determinacao da area
necessaria de armadura passiva no Estado-Limite Ultimo.

As rotinas referentes as perdas imediatas foram avaliadas por comparagdo com os
resultados apresentados por Cabral (2024). Nas etapas de acomodacdo da ancoragem e
encurtamento elastico, as diferencas relativas maximas foram de 0,02%, indicando
concordancia entre os procedimentos dentro da precisdo numérica adotada.

Para as perdas progressivas, o software resultou em 318,17 MPa na se¢do central,
enquanto Cabral (2024) obteve 316,19 MPa, correspondendo a uma diferenca relativa de
0,63%. O autor de referéncia calculou essa perda no meio do vao e adotou o mesmo valor para
as demais sec¢oes. O software desenvolvido, por sua vez, executou o calculo individualmente
em cada posicao, considerando a varia¢ao da for¢a de protensdo, da excentricidade da armadura
ativa e das tensodes no concreto. A maior diferenga em relagao ao valor constante de Cabral foi
de 1,71%, observada em x = 2,55 m.

As verificagdes realizadas no ato da protensdo, no ELS-D e no ELS-F demonstraram
que as tensdes permaneceram dentro dos limites considerados em todas as segdes para o
exemplo analisado. Nas combinacdes de servico analisadas, nao foram obtidas tensdes de tragao
nas bordas da secdo, sendo atendidas as condi¢des correspondentes ao nivel 2 de protensao.

Para o Estado-Limite Ultimo, foi desenvolvida uma equagdo baseada no equilibrio das

forgas normais e dos momentos atuantes na se¢ao transversal. A equacao permite determinar a
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posicao da linha neutra e a area necessaria de armadura passiva nas se¢des compativeis com as
hipéteses dos dominios 2 e 3. No estudo de caso, a maior area calculada foi de 6,03 cm?, obtida
na secdo central, onde o momento solicitante atingiu 341,38 kN - m.

A equacdo foi avaliada com o auxilio do SECC, representando-se a armadura ativa ndo
aderente por esforcos externos equivalentes. Na sec¢do central, foi utilizada no programa a
mesma area calculada pela equagdo, correspondente ao arranjo 3¢p16. O momento solicitante
equivalente foi de 217,20 kN - m, enquanto o momento resistente fornecido pelo SECC foi de
218,50 kN - m, resultando em uma diferenca relativa de 0,59%.

A maior diferenga relativa entre os momentos foi de 1,49%, observada em x = 3,40 m,
onde a 4rea comercial inserida no SECC, igual a 0,39 cm?, foi inferior & 4rea continua
calculada, igual a 0,42 cm?. Nessa secdo, o momento resistente obtido no SECC foi de
147,80 kN - m, diante de um momento solicitante equivalente de 150,00 kN - m.

As diferencas observadas decorrem principalmente da conversdo das areas continuas
calculadas em areas discretas de barras comerciais e das distintas representacdes do concreto
comprimido. A equacdo desenvolvida emprega o bloco retangular equivalente, com tensdo
uniforme e posicdo simplificada da resultante de compressdo. O SECC utiliza o diagrama
parabola-retangulo, no qual a tensdo varia com a deformagdo na regido comprimida. Essas
diferencas alteram ligeiramente a posic¢ao da linha neutra, a resultante de compressao e o brago
de alavanca interno, produzindo pequenas variagdes no momento resistente.

Considerando essas particularidades, os resultados fornecem evidéncias de adequagao
da equagdo desenvolvida para o estudo de caso analisado. Entretanto, a comparacao realizada
ndo caracteriza uma validagdo geral para outras geometrias, propriedades dos materiais,
tracados da armadura ativa ou condic¢des de carregamento.

O software possui finalidade académica e estd limitado as hipdteses adotadas neste
trabalho, entre elas vigas biapoiadas, secdes retangulares e armadura ativa nao aderente. Para
trabalhos futuros, recomenda-se ampliar a ferramenta para vigas continuas, outras geometrias
de secdo, diferentes condi¢des de carregamento, verificagdo de deformagdes, dimensionamento

ao esforco cortante e andlise das regides de ancoragem.
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    𝜎  c p +   𝜎  c g


    ∆ 𝜎  p , e n c


    ∆ 𝜎  p , e n c


    𝛿  r


    𝜎  p , e n c


  0 , 01  MPa


  27 , 44  MPa


  1411 , 48  MPa


  x = 8 , 50  m


  1411 , 48  MPa


  1520 , 00  MPa


  Δ   𝜎  p , im = 1520 , 00 − 1411 , 48 = 108 , 52  MPa


  x = 8 , 50  m


  1411 , 48  MPa


  1520 , 00  MPa


  108 , 52  MPa


  1411 , 48  MPa


    f  p t k


       ∑    P 0    n A  P    f  p t k = 0 , 74


  0 , 7     f  p t k


  0 , 8     f  p t k


      𝜓 1000 = 2 , 90 %


    𝜓 ∞ = 7 , 25 %


    𝜒 ∞ = 7 , 526 %


  𝛾 = 1 , 74


   h  f i c = 0 , 33   m


   t 0 = 10   dias


  A = 40


  B = 41 , 00


  C = 37 , 91


  D = 214 , 81


  E = 51 , 43


    𝛽  s ( 10 ) = 0 , 06141


    𝜀  c s ∞ = − 7 , 027 ⋅  10  − 4


    𝜀  c s  ( ∞ , t 0 ) = − 6 , 596 ⋅  10  − 4


    𝜑  a


    𝜑  f


    t 0 = 20   dias


    t 0


      f  c (   t ∞ )


  s = 0 , 25 →       f  c k   ( j = 10 )    f  c   k  j → ∞ = 0 , 66


    𝜑  a = 0 , 27


    𝜑  f ∞ = 2 , 59


  A = 289 , 10


  B = 733 , 29


  C = 533 , 21


  D = 10330 , 33


    𝛽  f  ( 20 )


    𝛽  f ( 20 ) = 0 , 323


    𝜑  f  ( ∞ , 20 ) = 1 , 75


  𝜑 = 2 , 42


  𝜂


    𝜌  p


    𝛼  p


  𝜂 = 2 , 08


    𝜌  p = 0 , 00539


    𝛼  p =     E  p    E  c i 28 = 6 , 52


    𝜎  c , p 0 g = − 9 , 62   MPa


    𝛥 𝜎  p = 318 , 24   MPa


    𝛥 𝜎  p ,   t o t a l =    ( 1 −     𝛥 𝜎  p 0 −   𝛥 𝜎  p    𝛥 𝜎  p I ) × 100


    𝛥 𝜎  p ,   t o t a l = 27 , 06 %


    𝛥 𝜎  p


    𝛥 𝜎  p


    𝛿  r


    P  ∞  


    𝜎  p ,   ∞


    𝛥 𝜎  p


    𝛥 𝜎  p


    𝛿  r


    P  ∞  


    𝜎  p ,   ∞


  x = 8 , 50  m


  318 , 17  MPa


  316 , 19  MPa


    𝜎  p ,   ∞


  x = 2 , 55  m


    𝜎  c , lim ⁡ , ato = − 0 , 70   f  c k , j = − 17 , 75  MPa


    𝜎  i = −     P  i    A  c −     P  i ⋅   e  p ⋅ y    I h −     M  p p ⋅ y    I h


    P  i =   𝜎  p i ⋅   A  p  


  y :


    P  i ⋅   𝛾  p


    e  p


    M  p p


  ⋅


    𝜎  i


    𝜎  i


  12 , 58  MPa


  17 , 75  MPa


  3 , 11  MPa


    𝜎  c , ELS − D = − 0 , 45   f  c k = − 13 , 50  MPa


    𝜎  t , ELS − D = 0


  − 13 , 50 ≤   𝜎 CQP ≤ 0  MPa


    𝜎  C Q P


    𝜎  C Q P = −     P ∞    A  c −     P ∞ ⋅   e  p ⋅ y    I h −     M  C Q P ⋅ y    I h


    P ∞ =   𝜎  p ∞ ⋅   A  p  


    M  C Q P =   M  p p +   𝜓 2   M  q


    𝜓 2 = 0 , 3


    P  ∞  


    e  p


    M  p p


  ⋅


    M  q


  ⋅


    M  C Q P


  ⋅


    𝜎  C Q P


    𝜎  C Q P


    P  ∞  


    e  p


    M  p p


  ⋅


    M  q


  ⋅


    M  C Q P


  ⋅


    𝜎  C Q P


    𝜎  C Q P


  8 , 73  MPa


  13 , 50  MPa


    𝜎  c , ELS − F = − 0 , 60   f  c k = − 18 , 00  MPa


    f  c t m = 0 , 30   f  c k  2 / 3 = 2 , 90  MPa


  𝛼 = 1 , 50


    𝜎  t , ELS − F = 0 , 70 ( 1 , 50 )   f  c t m = 3 , 04  MPa


  − 18 , 00 ≤   𝜎 freq ≤ 3 , 04  MPa


    𝜎  C F


    𝜎  C F = −     P ∞    A  c −     P ∞ ⋅   e  p ⋅ y    I h −     M  C F ⋅ y    I h


    M  C F =   M  p p +   𝜓 1   M  q


    𝜓 1 = 0 , 4


    P  ∞  


    e  p


    M  p p


  ⋅


    M  q


  ⋅


    M  C F


  ⋅


    𝜎  C F


    𝜎  C F


  9 , 59  MPa


  18 , 00  MPa


  3 , 04  MPa


    M  S d ≤   M  R d


    M  R d


    M  S d


    M  S d


    M  S d =   M  p p ⋅   𝛾  g +   M  q ⋅   𝛾  q


    P  d


    P  d =   (   𝜎  p , ∞ +   𝛥 𝜎  p ) ⋅   A  p    𝛾  s


    f  y d


    R  s t =   A  s   f  y d


  y = 𝜆 x


    𝛼  c   𝜂  c   f  c d


    A  c c


  x


    𝜎  c c =   𝛼  c   𝜂  c   f  c d


    N  S d


    M  S d


  d


    A  s


    N  S d


    R  c c


    R  s t


  O


    R  c c


  z   :  


    R  s t


  i  


    P  d


  w  


    N  S d


  z   = d −   y 2


  i     =   d  p −   y 2


  w   =  h 2 −   y 2


  −   R  c c −   N  s d +   R  s t +   P  d = 0


  ∴                        


    R  s t =   R  c c +   N  s d −   P  d


    𝒃  𝒘


    R  c c =   𝛼  c   𝜂  c   f  c d y   b  w


    R  c c =   𝛼  c   𝜂  c   f  c d   b  w 𝜆 x


    A  s ,


    A  s =     R  c c +   N  s d −   P  d    f  y d .


    R  s t =   A  s   f  y d


    R  c c


  −   M  s d −   N  s d w +   R  s t z +   P  d i = 0


  ∴


    N  s d w +   M  s d −   P  d i =   R  s t z .


    N  s d w +   M  s d −   P  d i =   R  s t z .


    A  s   f  y d z =   N  s d w +   M  s d −   P  d i .


    A  s ,


    A  s =     N  s d w +   M  s d −   P  d i    f  y d z


    A  s =     N  s d  (  h 2 −   𝜆 x 2 ) +   M  s d −   P  d  (   d  p −   𝜆 x 2 )    f  y d  ( d −   𝜆 x 2 ) .


  𝛿


  x


  𝛿 =   𝜆 x 2


    A  s =       N  s d h 2 −   N  s d 𝛿 +   M  s d −   P  d   d  p +   P  d 𝛿    f  y d d −   f  y d 𝛿 .  


    A  s =     𝛼  c   𝜂  c   f  c d   b  w y    f  y d +     N  s d −   P  d    f  y d .


  K =   𝜆   𝛼  c   𝜂  c   f  c d   b  w    f  y d


  L =     N  s d −   P  d    f  y d


    A  s = K x + L .  


    A  s


        N  s d h 2 −   N  s d 𝛿 +   M  s d −   P  d   d  p +   P  d 𝛿    f  y d d −   f  y d 𝛿 = K x + L .


      N  s d h 2 −   N  s d 𝛿 +   M  s d −   P  d   d  p +   P  d 𝛿 =   f  y d  ( d − 𝛿 )  ( K   2 𝛿  𝜆 + L )


  ∴


    f  y d  [ d L + 𝛿  (   2 K d  𝜆 − L ) −   2 K  𝜆   𝛿 2 ] = 𝛿  ( −   N  s d +   P  d ) +     N  s d h 2 +   M  s d −   P  d   d  p .


  𝛿


    f  y d d L −   M  s d +   P  d   d  p −     N  s d h 2 =   𝛿 2   f  y d   2 K  𝜆 + 𝛿  ( −   N  s d +   P  d −   2 K d   f  y d  𝜆 +   f  y d L )


  𝛿


  − C = A   𝛿 2 + B 𝛿 .


  A =   f  y d   2 K  𝜆


  A =   f  y d  2  𝜆  (   𝜆   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w    f  y d ) .


  A = 2   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w


  B = −   N  s d +   P  d −   2 K d   f  y d  𝜆 +   f  y d L .


  B = −   N  s d +   P  d −   2 d   f  y d  𝜆  (   𝜆   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w    f  y d ) +   f  y d  (     N  s d −   P  d    f  y d )


  B = − 2 d   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w .


  − C =   f  y d d L −   M  s d +   P  d   d  p −     N  s d h 2


  − C =   f  y d d  (     N  s d −   P  d    f  y d ) −   M  s d +   P  d   d  p −     N  s d h 2


  ∴


  C =   M  s d −   N  s d  ( d −  h 2 ) +   P  d  ( d −   d  p )


  𝛿 =   − B ±    B 2 − 4 A C  2 A


  𝛿 =   − B ±    B 2  ( 1 −   4 A C    B 2 )  2 A


  ∴


  𝛿 =   B  2 A  ( − 1 ±  1 − 4   A  B   C  B )


    B  A =   − 2 d   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w  2   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w = − d


    A  B =   − 2 d   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w  2   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w = −  1  d


  𝛿 = −   d 2  [ − 1 ±  1 − 4  ( −  1  d )  (     M  s d −   N  s d  ( d −  h 2 ) +   P  d  ( d −   d  p )  − 2 d   𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w ) ]


  x


    𝜆 x 2 = −   d 2  [ − 1 ±  1 −  4 2     M  s d −   N  s d  ( d −  h 2 ) +   P  d  ( d −   d  p )    𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w   d 2 ]


  ∴


  x =   d  𝜆  [ 1 ±  1 − 2  (     M  s d −   N  s d  ( d −  h 2 ) +   P  d  ( d −   d  p )    𝜂  c   f  c d   𝛼  c   b  w     d 2 ) ]


  x


    𝜉 23


    𝜉 34


  0 < 𝜉 ≤   𝜉 23


    𝜉 23 < 𝜉 ≤   𝜉 34


    𝜎  s =   f  y d


  𝜉 >   𝜉 34


    f  y d


  0 < x < d


  x ≤ 0


    A  s ≤ 0


    A  s = 0


    e  p


    P  ∞  


    𝛥 𝜎  p


    P  d


    M  S d


  ⋅


    A  s


    A  s ≤ 0


    M  S d


  341 , 38  kN ⋅ m


  x = 8 , 50  m


    A  s > 0


  x = 3 , 40  m


  x = 13 , 60  m


  6 , 03     cm 2


  341 , 38  kN ⋅ m


  3 , 40  m


  13 , 60  m


  6 , 03     cm 2


  x = 8 , 50  m


    N  S d , SECC = −   P  d


    M  S d , SECC =   M  S d −   P  d   e  p


  0 , 30  m


  0 , 50  m


  30  MPa


  3 𝜙 16


  6 , 03     cm 2


    M  S d


  ⋅


    N  S d ,   S E C C


    M  S d ,   S E C C


  ⋅


    A  s


    A  s ,   S E C C


    M  R d ,   S E C C


  ⋅


    𝛿  M


    A  s


  x = 8 , 50  m


    A  s = 6 , 03     cm 2


  3 𝜙 16


  217 , 20  kN ⋅ m


  218 , 50  kN ⋅ m


  𝜆 x


  x = 3 , 40  m


    A  s = 0 , 42     cm 2


  0 , 39     cm 2


  150 , 00  kN ⋅ m


  147 , 80  kN ⋅ m


    M  R d , SECC


    M  S d , SECC


  318 , 17  MPa


  316 , 19  MPa


  x = 2 , 55  m


  6 , 03     cm 2


  341 , 38  kN ⋅ m


  3 𝜙 16


  217 , 20  kN ⋅ m


  218 , 50  kN ⋅ m


  x = 3 , 40  m


  0 , 39     cm 2


  0 , 42     cm 2


  147 , 80  kN ⋅ m


  150 , 00  kN ⋅ m

