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LUCIANO, K. A. M. O grafo funcional de uma familia de polinémios sobre uma extensao
quadrdtica de um corpo finito. 2025. 66 p. Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Seja X um conjunto finito e f : X — X uma funcao arbitraria. A iteracao de f sobre X nos
da um sistema dinamico que pode ser representado como um grafo. De fato, o grafo funcional
de f é o grafo dirigido 4(f) = (V,€), onde V = X e & = {{(z, f(x)) | © € X}. O sistema
dindmico obtido tem aplicacoes em muitas areas tais como a criptografia, as comunicagoes e
fisica.

Seja [F, um corpo finito com ¢ elementos de caracteristica impar. Neste trabalho, descreve-
remos completamente a dinamica da fungao f(X) = ¢ (X7 + aX?) sobre o corpo finito F,
para a € {1} e ¢ € F;. Também, daremos alguns resultados parciais para a € F, \ {0,1, —1}.

Palavras-chave: Grafo funcional, Funcgoes iterativas, Dinamica de fungoes, Corpos Finitos,
Extensoes quadraticas, Pontos periodicos.
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LUCIANO, K. A. M. The functional graph of a family of polynomials over a quadratic extension
of a finite field 2025. 66 p. M. Sc. Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-
MG.

Abstract

Let X be a finite set and f : X — X an arbitrary function. The iteration of f over X yields
a dynamical system that can be represented as a graph. In fact, the functional graph of f is
the directed graph ¢(f) = (V,€), where V = X and € = {(z, f(x)) | v € X}. The obtained
dynamical system has applications in many areas such as cryptography, communications and
physics.

Let F, be a finite field with ¢ elements of odd characteristic. In this work, we will fully
describe the dynamics of the function f(X) = ¢(X7™ 4+ aX?) over the finite field F, for
a € {£1} and c € F;. We will also provide partial results for a € F;\{+1}.

Keywords: Functional graph, Iterated functions, Function dynamics, Finite fields, Quadratic
extensions, Periodic points.
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Introducao

A dindmica de fung¢oes, também conhecida como dindmica iterativa, é uma area da mate-
mética que estuda o comportamento de funcgoes sob iteragoes repetidas. Em outras palavras,
trata-se de um processo continuo, no qual cada repeticao se baseia nos resultados da ante-
rior, buscando aprimorar ou ajustar o processo ou produto a cada ciclo. Esse mecanismo gera
sequéncias (ou oOrbitas) a partir de um ponto inicial, permitindo analisar como o sistema evo-
lui ao longo das iteragoes — seja estabilizando-se, entrando em ciclos peridédicos ou exibindo
comportamentos transitorios.

Particularmente a dindmica de iteracoes de polindémios e fungoes racionais tem despertado
grande interesse recentemente, em parte devido as suas aplicagoes como por exemplo em crip-
tografia, e algumas outras aplicagoes como por exemplo métodos de fatoragao de inteiros como
algoritmo Pollard rho para algumas aplicagdes em criptografia de curva eliptica (Wiener &
Zuccherato, 1999).

De maneira geral, se consideramos 7}, o conjunto de fungoes que mapeiam o conjunto
{1,2,3,...,m} em si mesmo. Para cada f € T,,, estd associado um grafo funcional com m
vértices, onde existe uma aresta direcionada do vértice u para o vértice v se, e somente se,
f(u) = v. Os grafos funcionais das fungdes sdo compostos por conjuntos de componentes
conexas, onde cada componente conexa consiste em ciclos direcionados de vértices, e cada um
desses vértices ¢ a raiz de uma arvore.

Neste trabalho forneceremos o grafo funcional de uma familia de polinémios sobre uma
extensao quadratica de um corpo finito de caracteristica impar. Essa familia de polindmios a
considerar seré

F(X) = (X7 +aX?),

com a,c € Fy.

Imediatamente nos Capitulos 2 e 3 serao apresentadas, para a = —1 e a = 1, respectiva-
mente, a determinacao dos pontos fixos, a analise das pré-imagens, o numero de ciclos e seus
comprimentos, a descrigdo dos pré-ciclos e, por ultimo, os teoremas principais (ver Teoremas
2.5.1 e 3.5.1), cujas formulagoes serao construidas com base nas anélises desenvolvidas ao longo
dos capitulos mencionados.

Finalmente, no Capitulo 4 um resultado parcial, com alguns exemplos referenciais que se
experimenta em esse tipo de casos. A maior parte deste trabalho tem referéncia ao artigo
(Brochero Martinez & Teixeira, 2023).

Katherine Angie Molina Luciano
Uberlandia-MG, 30 de Junho de 2025.



Capitulo 1

Fundamentacao Teoérica

1.1 Corpos Finitos

Com base nos conceitos apresentados nos livros de (Gongalves, 2020) e (Rudolf Lidl, 2003),
selecionamos e adaptamos algumas ideias gerais de algebra e algumas que consideramos es-
senciais para a compreensao dos corpos finitos. Esses conceitos serviram como alicerce para
a formulacao das defini¢oes que serao expostas a seguir, com o objetivo de fornecer uma base
teodrica solida e acessivel ao leitor.

Definigao 1.1.1 (Anel). Seja F' um conjunto diferente do vazio no qual estao definidas duas
operacoes binarias, + adi¢ao e - multiplicacao:

+: FxF — F 0 FxF — F
(aab) ~a+b ‘ (&76) ~ a-b.

Se para todos a,b,c € F :
1) Tem-se (a+b) +c=a+ (b+c) (Associatividade da soma);
2) Existe 0 € F tal que a +0 =0+ a (Erxisténcia de elemento neutro para a soma);

3) Para x € F existe um tnico y € F, denotado por y = —x, tal que x +y = y+ x (Ezisténcia
de inverso aditivo);

4) Tem-se a +b=0b+a (Comutatividade da soma);
5) Tem-se (a-b)-c—a-(b-c) (Associatividade do produto);

6) Tem-se a-(b+c)=a-b+a-c; (a+b)-c=a-c+b-c (Distributividade a esquerda e a
direita),

dizemos que F = (F,+,-) é um Anel.

Se um anel F' = (F,+,-) satisfaz:

7) Eziste 1 € F,0# 1, tal que x -1 =1-x = x para todo x € F,
dizemos que (F,+,-) € um anel com unidade 1.

Se um anel F' = (F,+,-) satisfaz:

8) Para todos x,y € F, x-y=vy -z,



dizemos que (F,+,-) é um anel comutativo.

Se um anel F' = (F,+,-) satisfaz:
9) Para todos x,y € F, sex-y =0 entdoxz =0 ouy =0,
dizemos que (F,+,-) € um anel sem divisores de zero.

Definicao 1.1.2 (Dominio de Integridade). Se F' = (F,+,-) € um anel comutativo, com uni-
dade e sem divisores de zero, dizemos que (F,+,-) é um dominio de Integridade.

Definigao 1.1.3 (Corpo). Um anel comutativo com unidade F' = (F,+,-) é um corpo se todo
elemento a € F'\ {0} possui inverso multiplicativo. Isto se, para todo a € F'\ {0}, existe b € F
tal que a-b = 1. O inverso multiplicativo de um elemento a é denotado a™*.

Em outras palavras, F' é um corpo se for um anel comutativo com unidade tal que todo
elemento nao nulo possui inverso multiplicativo. O fato de nao ter divisores de zero, é uma
consequéncia da existéncia de inverso multiplicativo. Isso nos leva ao seguinte resultado.

Proposicao 1.1.4. Todo corpo é um dominio de integridade.

Demostragao. Seja F' um corpo e sejam z,y € F tais que -y = 0. Se = # 0, entao existe
x7l € F. Dai, y = 27! -0 = 0. Consequentemente, I’ ¢ um dominio de integridade. ([l

Defini¢ao 1.1.5 (Corpo Finito). Um corpo com um nimero finito de elementos é chamado de
corpo finito.

Definigao 1.1.6 (Caracteristica de um dominio de integridade). Seja F' um dominio de inte-
gridade com elemento unidade 1. O menor inteiro positivo v tal que r -1 = 0 é chamado de
caracteristica de F'. Se tal inteiro positivo nao existe, dizemos que a caracteristica de F' € zero.

Teorema 1.1.7. Se a caracteristica de um dominio de integridade F € um niumero positivo p,
entao p € um nuUmero primo.

Demostracao. Como F contém elementos nao nulos, F tem caracteristica p > 2. Se p nao
fosse primo, poderiamos escrever p = km com k,m € Z,1 < k,m < p. Entao

O=p-1=(k-m)-1=(k-1)-(m-1),

o que implica que k-1 =0 oum-1 =0, ja que F nao tem divisores de zero. Mas, isso contradiz
a definicao da caracteristica p. 0

Corolario 1.1.8. A caracteristica de um corpo finito € um nimero primo.

Demostragao. Pelo Teorema 1.1.7, basta mostrar que um corpo finito F' tem caracteristica
positiva.

Considere os multiplos 1,2 -1,3-1,... da unidade do corpo. Como F' possui apenas um
numero finito de elementos distintos, existem inteiros k e m com 1 < k < m taisque k-1 =m-1,
ou seja, (m —k) -1 = 0. Assim, a caracteristica de F' é positiva. Pelo Teorema 1.1.7, conclui-se
que a caracteristica ¢ um nimero primo.

O

Teorema 1.1.9. Seja F' um corpo de caracteristica p > 0. Para todo inteiro positivo n e todos
a,B € F, tem-se
(a :|: /B)p’fl _ ap’fl :t /Bp’ﬂ.
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Demostragao. Para n =1, temos

p—1
(a+ B =a’+) (}Z) PG4 P

=1

()=

Como p s6 aparece uma vez na fatoragao de p!, ndo aparece na fatoragao de (p —i)! e il e (ZZ)
é um inteiro, entao (’Z) é multiplo de p. Como a caracteristica de F' é p, entao

(Jer-s
7

Assim, (o 4+ 5)P = of + fP. Observe que, mesmo se p = 2, temos (—f)’ = —pP. Logo,
(£ B)P =aP £ (P
Suponha agora que (o £ B)p%l =a?"" £+ """, Entao,

Veja que para 1 <7 < p— 1, temos

(ai/@)pn _ ((ai/@)pn_l)p _ (apn—l iﬁpn_l)p _ apn :]:Bpn
Conclui-se por inducao. ([l

Definigao 1.1.10 (Subcorpo). Seja F' um corpo e K C F tal que K € nao vazio. Dizemos que
K € um subcorpo de F' se ele € fechado sob a adi¢cao e multiplicacao de F', e se K tem estrutura
de corpo. Nesse contexto, dizemos que F € uma extensao de K, ou ainda que F | K é uma
extensao de corpos. Adicionalmente, se K # F', dizemos que K é um subcorpo proprio de F'.

Seja p um ntmero primo. O anel de inteiros médulo p € um corpo com p elementos e serd
denotado por ).

Se K é um subcorpo do corpo finito IF,,, com p primo, entao K deve conter os elementos 0 e
1, e portanto todos os outros elementos de I, pelo fechamento de K sob adicao. Segue-se que
[F, nao contém subcorpos proprios. Somos assim levados ao seguinte conceito.

Definigao 1.1.11 (Subcorpo primo). Seja F' um corpo. Um corpo que nao contém subcorpos
proprios € chamado de corpo primo, em outras palavras, um subcorpo primo do corpo F € o
menor subcorpo que ele pode conter.

Pelo argumento acima, qualquer corpo finito de ordem p, com p primo, é um corpo primo.
Outro exemplo de corpo primo ¢é o corpo QQ dos niimeros racionais.

A intersecao de qualquer colecao nao vazia de subcorpos de um dado corpo F' é novamente
um subcorpo de F. Se formarmos a interse¢ao de todos os subcorpos de F', obtemos o subcorpo
primo de F'.

Apresentamos a seguir um lema importante, que sera utilizado na demonstracao do proximo
teorema.

Lema 1.1.12. Sejam F um corpo e 1p a unidade de F'. Considere o homomorfismo de anéis
0:Z—F, ¢n)=n-lpg.

Se ¢ € injetivo, entao a caracteristica de F' é zero. Nesse caso, a imagem de Z em F € isomorfa
a 7., e o subcorpo primo de F' € isomorfo a Q.



Demostragao. Suponha que o homomorfismo ¢ : Z — F, dado por ¢(n) = n - 1p, seja
injetivo. Isso significa que ker(¢) = {0}, ou seja, nao existe inteiro positivo n tal que n-1p =0
em F'.

Pela definicao de caracteristica, concluimos que a caracteristica de F' é zero.

Como Z ¢ um dominio de integridade e ¢ é um homomorfismo injetivo, sua imagem (%)
¢é isomorfa a 7Z e constitui um subanel de F'. Além disso, como F é um corpo, ele contém os
inversos multiplicativos dos elementos nao nulos de Z - 1.

Logo, podemos considerar fragoes do tipo

CL'lF
b-1p’

com a,beZ, b#0,

as quais pertencem a todo subcorpo de F' e formam um subcorpo isomorfo ao corpo de fragoes
de Z, ou seja, Q.

Portanto, o subcorpo primo de F' é isomorfo a Q. ([l

Teorema 1.1.13. O subcorpo primo de um corpo F' € isomorfo a F, ou a Q conforme a
caracteristica de F' seja um primo p ou 0 (zero), respectivamente.

Demostracao. Como no lema anterior, consideramos o homomorfismo de anéis
QD:Z%FL @(n):ana

onde 1z ¢ a unidade do corpo F'. O ntcleo de ¢ é do tipo pZ para algum inteiro p > 0.

Se a caracteristica de F' é zero, entdao ¢ ¢é injetora (ker(¢) = 0) e, pelo Lema 1.1.12, o
subcorpo primo de F' é isomorfo a Q.

Por outro lado, se a caracteristica de F' € um ntimero positivo p, entao ker(¢) = pZ. Observe
que, pelo Corolario 1.1.8, p é um ntimero primo.

Pelo Teorema de Isomorfismo de anéis (ver (Judson, 2009, Theorem 14.11)), temos

Z7/pZ = p(Z) C F.

Como Z/pZ = F, é um corpo, sua imagem também é um subcorpo de F. Assim, o subcorpo
primo de F' é isomorfo a I, O
A partir deste momento, p denotard um numero primo e ¢ a poténcia desse nimero primo.

Definigao 1.1.14. Seja F' | K uma extensao de corpos. Se F, considerado como um espago
vetorial sobre K, for de dimensao finita, entao dizemos que F' € uma extensao finita de K. A
dimensao do espago vetorial F' sobre K é chamada de grau da extensao F' sobre K, e € denotada
por [F: K] .

Lema 1.1.15. Seja F' um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entdo F
tem g™ elementos, onde m = [F : K].

Demostragao. Como F' é um espacgo vetorial sobre K e F ¢ finito, entao ele é de dimensao
finita como espago vetorial sobre K. Se [F': K| = m, entao F' tem uma base sobre K consistindo
de m elementos, digamos by, bs, ..., b,,. Assim, cada elemento de F' pode ser representado de
forma tinica como

aiby + agby + -+ + Ay by,

onde aq,as,...,a,, € K. Como cada a; pode ter q valores, F' tem exatamente ¢ elementos. [J

Teorema 1.1.16. Seja F' um corpo finito. Entao F' tem p" elementos, onde p € a caracteristica
prima de F' en € o grau de F' sobre seu subcorpo primo.



Demostracao. Como F' é finito, sua caracteristica é um nimero primo p, de acordo com o
Corolario 1.1.8. Portanto, o subcorpo primo K de F' é isomorfo a [, pelo Teorema 1.1.13 e,
assim, contém p elementos. O restante segue do Lema 1.1.15. 0

Definigao 1.1.17 (Ordem de um grupo). Seja (H,*) um grupo. Chamamos de ordem de um
grupo ao nimero de elementos que ele possui, e denotaremos por |H|.

Definicao 1.1.18 (Ordem de um elemento). Seja (H,*) um grupo e a € H. Chamamos de
ordem de um elemento de um grupo ao menor exponente do elemento cuja poténcia nos da o
elemento neutro do grupo. Isto €, a ordem de a € o menor inteiro positivo r satisfazendo a” = e.

Definicao 1.1.19. Sejam n um inteiro e m um inteiro positivo. Se n e m sao primos entre si,
entio a ordem de n mddulo m, denotado Ord,,(n), é o menor inteiro positivo d satisfazendo
n?=1 (mod m).

Proposicao 1.1.20. Seja F' um corpo finito com q elementos. Os elementos nao nulos de F'
formam um grupo de ordem q — 1 sob a multiplicagao.

Demostragao. Consideremos o conjunto F* = F'\ {0}. Como a multiplica¢do em um corpo
¢é associativa e possui um elemento neutro multiplicativo 1, temos que para todo a € F*, vale
a-1=1-a=a Além disso, dado qualquer a € F*, pela Definicad 1.1.3 existe ¢~ € F tal
que a-a~ ' =1, e como a~ ! # 0, segue que a~! # 0 € F*. Como o produto de dois elementos
nao nulos em um corpo continua sendo um elemento nao nulo, concluimos que F* é fechado
para a multiplicagdo. Assim, (F™*,-) satisfaz os axiomas de grupo e sua ordem é |F*| = ¢q — 1,
pois excluimos o elemento zero de F'. Portanto, os elementos nao nulos de F' formam um grupo
multiplicativo de ordem ¢ — 1.

O

Teorema 1.1.21. Seja F' um corpo finito com q elementos. O grupo multiplicativo F* dos
elementos nao nulos de F' é ciclico.

Demostragao. Podemos assumir que ¢ > 3. Seja h = pi'py?---p™ a decomposi¢do em
fatores primos da ordem h = ¢ — 1 do grupo F™.

Para cada i, com 1 < i < m, o polinémio P — 1 possui no maximo h/p; raizes em
F. Como h/p; < h, segue que existem elementos nao nulos em F' que nao sao raizes desse
polindémio.

Para cada 1, seja a; € I} tal que a?/pi # 1, e definimos:

h/p;’

bi:az

h/pli\Pi' , . o
Temos bfl = (ai /P = a? = 1, pois F’* tem ordem h. Logo, a ordem de b; divide p;’ e é,
portanto, da forma p;*, com 0 < s; < 7;.

Por outro lado, como
1

— a?/pi ?é ]_7

T —

b

2

entdo a ordem de b; é exatamente p;'.
Agora definimos o elemento:

b:blbgbm

Afirmamos que a ordem de b é h. Suponha, por absurdo, que a ordem de b seja um divisor
proprio de h, e portanto divide algum dos h/p;. Suponha que divida h/p;. Entao:

1= ot/ = P /e /e
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b?/ P = 1. Logo, a equacao acima

Veja que para cada i > 2, temos p;" divide h/p;. Isso implica
reduz-se a b}f/ P =1, o que implicaria que a ordem de b; divide h/p;, contradizendo o fato de
que a ordem de by é pi* (veja que pi* 1 h/p1).

Portanto, a ordem de b é realmente h, e F* é um grupo ciclico gerado por b. O

-

Defini¢ao 1.1.22. Seja F' um grupo finito. Um gerador b € F* do grupo ciclico F* = (b) é
chamado de elemento primitivo de F.

Definigao 1.1.23. Sejam F um corpo finito e a € F*. A ordem de a no grupo multiplicativo
F* ¢ denotada Ord(«).

Lema 1.1.24. Sejam F um corpo finito, « € F* e i um inteiro. Se Ord(a) = n, entao

Ord(a') =

mdc(n, i)

Demostragao. Seja d = mdc(n,i). Entao, existem a,b € 7Z tais que n = da, i = db e
mdc(a,b) = 1. Veja que
(ai)a — Ozdba — (Ozn)b —_ 1b - 1.

Por outro lado, seja m um inteiro satisfazendo (a’)™ = 1. Como (a?)™ = '™ e a ordem de «
én, entao n | tm. Dai, da | dbm, ou seja, a | bm. Como mdc(a,b) = 1, entdao a | m. Isso prova
que a ordem o' é

n

n
“Ta- mdc(n, i)

O

Lema 1.1.25. Seja F' um corpo finito com q elementos. Para cada divisor positivo d de ¢ — 1
existem exatamente p(d) elementos de F* de ordem d.

Demostracao. Considere a um elemento primitivo de F'. Os elementos de F* sao exatamente
os elementos da forma o' para 0 < i < ¢ — 1. Pelo lema anterior, o elemento o é de ordem d
se, e somente se,
qg—1
mdc(q — 1,7)

Ou seja, ¢ deve ser um multiplo de (¢ — 1)/d. Escrevendo i = a(q — 1)/d, temos 0 < a < d e

mde(d, a) = mde (d, m) —1.

Por defini¢ao da funcéo totiente de Euler o qual denotaremos por ¢, existem exatamente ¢(d)
inteiros a primos com d satisfazendo 0 < a < d. U

A partir do lema anterior, vemos que o numero de elementos primitivos de um corpo finito
com ¢ elementos é p(q — 1).

Lema 1.1.26. Seja F' um corpo finito com q elementos. Para todo o € F' tem-se a? = «.

Demostracao. A identidade a? = « é trivial para o = 0. Por outro lado, pela Proposicao
1.1.20 os elementos nao nulos de F' formam um grupo de ordem ¢ — 1 sob multiplicacao. Assim,
a?~! =1 para todo o € F*. Multiplicando a igualdade por o obtemos o resultado desejado. [J



Definigao 1.1.27. Seja F' um corpo, F[z| o anel de polindmios com coeficientes em F e
f(z) € Flz] um polinémio nao constante. Um corpo de decomposicao de f(x) sobre F' é um
corpo K que contém F, no qual f se fatora como

f($) = QH(.CE - ui)a

coma € F* e K= Fluy,..., upy.

Lema 1.1.28. Se F' ¢ um corpo finito com q elementos e K é um subcorpo de F, entao o
polinomio x? — x € K|x] se fatora em F|x] como

mq—x:H(:c—a)

acF

e F' € o corpo de decomposicao de x? — x sobre K.

Demostracao. Pelo Lema 1.1.26, todos os elementos de F' sao raizes do polinomio x? — x.
Como esse polindmio é de grau ¢, entao todas as suas raizes sao exatamente os elementos de F'.

Dessa forma, o corpo de decomposicao de ¢ —x é F' e, como os polinémios z? —x e H (x — )

acF
sao monicos, entao eles sao iguais. U

Teorema 1.1.29 (Caracterizacdo). O nimero de elementos de um corpo finito é uma poténcia
de um niumero primo. Reciprocamente, para cada poténcia prima existe um corpo finito cujo
numero de elementos € exatamente tal poténcia prima.

Demostracao.
—) Seja F' um corpo finito. Pelo Corolario 1.1.8, a caracteristica de F', denotada por p, ¢ um
nimero primo. Assim, pelo Teorema 1.1.13, F' contém um subcorpo isomorfo a [F,, o corpo
com p elementos.

Como F' ¢ um espago vetorial sobre IF, ¢ F' ¢ um corpo finito, entao a dimensao de I sobre
[, ¢ finita. Seja n = dimg,(F'). Cada elemento de F' pode ser escrito como uma combinacao
linear dos n vetores de uma base do espaco vetorial F' com coeficientes em [F,,. Logo, o nimero
total de elementos de F' é dado por |F| = p". Em outras palavras, o numero de elementos de
qualquer corpo finito é uma poténcia de um ntmero primo.

<) Agora, seja ¢ = p", onde p é um nimero primo e n > 1. Precisamos mostrar que existe
um corpo finito com ¢ elementos.

Considere F,, o corpo com p elementos. Seja F' o corpo de decomposigio de f(z) = 27—z €
Fplz]. Como f'(z) = qz?¥™' —1 = —1, entdo f(z) e f'(x) ndo tém raizes em comum. Logo,
f(z) = 29 — x tem exatamente ¢ raizes distintas. Considere

L={a€F|a?=a}.
Veja que L é subcorpo de F', pois
1. 0,1 € L;
2. se a, f € L, entao, pelo Teorema 1.1.9,
(a =) =a’ = f1=a -5
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3. se o, € L, com 8 # 0, entao
(™) = a?(B7) " = af .

Pelo Lema 1.1.28, L é o corpo de decomposicao de z? — x sobre F,,. Logo, L = F' e F' ¢ um
corpo com ¢ elementos. O

Teorema 1.1.30. Sejam p um nimero primo e n um inteiro positivo. Todos os corpos com
q = p" sao isomorfos ao corpo de decomposi¢ao de x? — x sobre F,. Tal corpo serd denotado
por IF,.

Demostragao. Seja F' um corpo com ¢ elementos. Pelo Teorema 1.1.16, F' é um corpo de
caracteristica p e, portanto, contem F, como subcorpo. Pelo Lema 1.1.28, F' é um corpo de
decomposicao de x9 — x sobre F,. Pelo (Rudolf Lidl, 2003, Theorem 1.91), o corpo F ¢ tnico
a menos de isomorfismo. 0
A seguir, apresentamos alguns conceitos extraidos do livro de (Bondy & Murty, 1982), os
quais foram fundamentais para o desenvolvimento das defini¢oes que se encontram abaixo.

1.2 Grafos

Definicao 1.2.1 (Grafo). Um grafo G é uma tripla ordenada (V(G), E(G),1¢) consistindo
de um congunto nao vazio de vértices V(G), um conjunto E(G), disjunto de V(G), de arestas,
e uma func¢ao de incidéncia g que associado a cada aresta de G um par nao ordenado de
(nao necessariamente distintos) vértices de G. Se e é uma aresta e u e v sao vértices tais que
a(e) = [uv], diz-se que e une u e v; os vértices u e v sao chamados de extremidades de e.

Definigao 1.2.2 (Lago e elo). Uma aresta cujos extremos sao idénticos € chamada de lago, e
uma aresta com extremos distintos € chamada de elo (ou ligag¢io ou aresta).

Definigao 1.2.3 (Grafo Simples). Um grafo € dito simples quando ndao possui lagos e nem
arestas multiplas, ou seja, nenhuma de suas arestas conecta o mesmo par de vértices mais de
uma vez. Em outro caso, o grafo € dito nao simples.

Definigao 1.2.4 (Grafo Dirigido). Um grafo dirigido D é uma tripla ordenada (V (D), E(D), ¥p)
consistindo de um conjunto nao vazio de vértices V(D), um conjunto E(D), disjunto de V (D),
de arcos, e uma funcgao de incidéncia Vp que associado a cada aresta de D um par ordenado
de (ndao necessariamente distintos) vértices de D.

Figura 1.1: Exemplo de grafo dirigido.

Definigao 1.2.5 (Passeio). Um passeio em um grafo G € uma sequéncia finita nao nula W =
Vge1V1€2V3 . . . €Uk, CUjos termos sao alternadamente vértices e arestas, de modo que, para 1 <
1 < k, as extremidades de e; sao vi_y e v;.



Exemplo 1.2.6. Seja
H=(V(H),E(H),¢n)
sendo
V(H) = {u7 U? w7 x’ y}?
E(H) ={a,b,c,d,e, f,g,h}
e Yy definido por
Yu(a) = wv, Yu(b) =uu, Yu(c)=vw, Yu(d) =wz,
Yule) =ve, Yu(f) =wr, Yulg) =ur, Yu(h)=zy.

A representacdao grifica do grafo H é apresentada a sequir (ver Figura 1.2).

h
&

f

Figura 1.2: Passeio: W = uwavexrhyhx fwdx do grafo H.

Defini¢ao 1.2.7 (Caminho). Um caminho R em um grafo G, é um passeio cujas arestas sao
distintas (uma trilha) e além disso, seus vértices sao distintos.

Exemplo 1.2.8. Seguindo o grafo do Exemplo 1.2.6, podemos visualizar que o passeio de

vértices e arestas dado por uavexhy representa um caminho. A esse passeio chamaremos de R.
(ver Figura 1.3).

h
)

f

Figura 1.3: Um caminho no grafo H: R=u <+ v <z & y.

Definicao 1.2.9 (Caminho fechado). Um caminho é considerado fechado se possui compri-
mento positivo e sua origem coincide com o seu término.
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Exemplo 1.2.10. Seguindo o grafo do Exemplo 1.2.6, observamos que ele possui pelo menos um
caminho fechado, cuja sequéncia de vértices e arestas € dada por S = vex fwcv. A representagao
desse caminho fechado € apresentada a sequir (ver Figura 1.4).

f

Figura 1.4: Caminho fechado: S =v <> x <> w <> v.

Definigao 1.2.11 (Grafo conexo). Dois vértices u e v de um grafo G dizem-se conexos se
existe um caminho dew até v em G. A conexidade € uma relagao de equivaléncia no conjunto de
vértices V. Assim, hd uma particao de V' em subconjuntos nao vazios Vy, Vo, ..., V,, tal que dois
vértices u e v estao conectados se, e somente se, ambos pertencem ao mesmo conjunto V;. Os
subgrafos G|V1|, G[Va, ..., G[V,] sdo chamados de componentes de G. Se G possui exatamente
uma componente, dizemos que G € conexo; caso contrdrio, G € desconexo. Denotamos o nimero
de componentes de G por w(G).

Exemplo 1.2.12. A sequir, apresentamos um exemplo de grafo conexo (ver Figura 1.5).

®
(<)
(A)—®

Figura 1.5: Grafo conexo N.

Exemplo 1.2.13. Vejamos um exemplo de grafo desconexo (ver Figura 1.6).

®

(<)
0‘9
®)

Figura 1.6: Grafo desconexo N.

11



Definigao 1.2.14 (Ciclo). Um ciclo € um caminho fechado de comprimento positivo, na qual
todos os vértices (exceto o inicial/final) sao distintos.

Exemplo 1.2.15. A seguir, vejamos um exemplo de grafo com ciclo. Denotemo-lo por L (ver
Figura 1.7).

Grafo L

Figura 1.7: Ciclo C = aejbescesdesa no grafo L.

Definigao 1.2.16 (Grafo aciclico). Um grafo aciclico é aquele que nao contém ciclos.

Exemplo 1.2.17. A sequir, apresentaremos o grafo aciclico M (ver Figura 1.8).

Figura 1.8: Grafo aciclico M.

Definicao 1.2.18 (Arvores). Uma drvore é um grafo aciclico conexo.

Exemplo 1.2.19. Considere-se a drvore sequinte, denotado por J (ver Figura 1.9).

Figura 1.9: Arvore J.

Definicao 1.2.20 (Arvore dirigida). Uma drvore dirigida ¢ um grafo aciclico conexo dirigido,
¢ dizer, um tipo de grafo dirigido sem ciclos e conexo.

Exemplo 1.2.21. A sequir, apresenta-se uma drvore dirigida; denotemos essa drvore por F
(ver Figura 1.10).

12



O ®
fofs

Figura 1.10: Arvore dirigida F.

Definigao 1.2.22. Dois grafos G e H sao idénticos (G = H) se V(G) = V(H), E(G) = E(H),
e Yo = tu.

Definigao 1.2.23 (Isomorfismo de Grafos). Dois grafos G e H sao ditos isomorfos e escrevemos
(G 2 H) se houver bijegoes 0 : V(G) — V(H) e ¢ : E(G) — E(H) tais que g(e) = [uv] se, e
somente se, Yu(op(e)) = [0(u)f(v)]; tal par (0,$) de mapeamentos é chamado um isomorfismo
entre G e H.
Exemplo 1.2.24. A seguir, temos dois grafos que sao isomorfos. No grafo G (a4 esquerda), os
vértices sao rotulados como u,w,x,y, z e no grafo H (a direita), nao hd rdtulos explicitos, mas
podemos definir a bijecdo:

0:{u—Ciw— B,z — Ay~ D,z— E}
e a bijecao correspondente entre as arestas:

p:{la—db=b,ec—dd=de—e fflg—d}

de forma que as conexdes (incidéncias) sio preservadas.

Figura 1.11: Grafos isomorfos G e H.

As estruturas sao preservadas: as conexoes entre vértices, o numero de vértices e arestas, e
o grau de cada vértice. Portanto, G = H.

Definicao 1.2.25. Para m e n, nimeros inteiros positivos, sejam:

a) Cyc(n) o grafo ciclico direcionado de comprimento n;
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b) T (1) a drvore composta por dois pontos, Py e P, onde Py é direcionado a P. Param > 1,

T(m+ 1) € a drvore obtida apds anexar 2 pontos direcionados a cada ponto no ultimo
nivel de T (m);

c) (Cyc(n), T(m)) o grafo obtido apds substituir cada ponto de Cyc(n) por uma drvore iso-

morfa a T (m);

d) Z(q) o grafo obtido ao anezar L* drvores disjuntas isomorfas a T(1) e &1 drvores

disjuntas isomdrficas a T(2) a Cyc(1).

Exemplo 1.2.26. Para m = 1 obtemos o grafo T (1) (ver Figura 1.12):

Figura 1.12: Grafo 7 (1).

Para m = 2 obtemos o grafo T (2)(ver Figura 1.13):

@@@

l
@

Figura 1.13: Grafo 7 (2).

Exemplo 1.2.27. Paran =2 e m = 1(ver Figura 1.1}):

Ci%
e
Figura 1.14: Grafo Cyc(2), T (1).

Exemplo 1.2.28. Para q = 7 apresentamos o grafo Z\7) (ver Figura 1.15):
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Figura 1.15: Grafo Z(7).

Definigao 1.2.29. Definimos Z*(q) como o grafo direcionado Cyc(1) com q — 1 drvores iso-
morfas a T (1) conectadas a ele.

Exemplo 1.2.30. Para q =7, apresentamos a grafo Z*(7) (ver Figura 1.16):
Figura 1.16: Grafo Z*(7).

Nos grafos que iremos estudar a funcao de incidéncia ¥g é uma fungao injetora. Isto é,
para cada par de vértices a,b € V existe no maximo uma aresta dirigida de a em b. Essa
aresta dirigida, se existir, sera denotada por {a,b). Dessa forma, o conjunto de arestas £ ¢ um
subconjunto de V' x V.

1.3 Grafo Funcional

Definicao 1.3.1. Seja V um conjunto e f : V — V uma funcao. O grafo funcional de f € o
grafo dirigido G(f) = (V,E), onde € = {(z, f(x)) | x € V}.

Alguns exemplos de grafos funcionais

1 \ Descrigao Grafo
h h
Grafo funcional da funcgao identidade h : X — X. é:?) é
Figura 1.17: Grafo da
funcao identidade.

Tabela 1.1: Exemplo 1 — Fungao identidade.

15



Alguns exemplos de grafos funcionais

2

Descrigao

Grafo

Grafo com ciclo representando uma fungao periddica (forma triangular).

@—.

Figura 1.18: Grafo
de uma funcao perio-
dica.

Tabela 1.2: Exemplo 2 — Fungao periodica.

Alguns exemplos de grafos funcionais

3 \ Descrigao

Grafo

Grafo funcional  de
fo(x) = 2% + ¢, com
c € F,, em que ¢q ¢
um primo fmpar. Ver
(Peinado, 2001).

Figura 1.19: Grafo funcional fi(z) =
sobre [Fy; com ¢ =1 € Fj;.

(10-@—E—E@_©—

22 4+ 1 definido

Tabela 1.3: Exemplo de grafo funcional de uma fungao do tipo z? + ¢ sobre F,,.
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O grafo denotado por G, para

Alguns exemplos de grafos funcionais
primos p > 3 relativo a fun-
cao f : Fy — [} definida

4 | Descricao Grafo
por f(z) = z%. Ver (Rogers, @i
1996). @ / @J \

Figura 1.20: Grafo funcional Gg.

Tabela 1.4: Exemplo de grafo funcional da fungao f(x) = z* sobre FJ,.

Definigao 1.3.2. (Pontos fizos) Um ponto o € V é um ponto fizo de f se f(a) =

Definicao 1.3.3. Dado a € V, definimos as iteradas de o por recorréncia:

fO) = fla) e f™)=f"(f(a)), paran > 2.

Definigao 1.3.4 (Pontos periodicos). Um ponto o € V € chamado de ponto periddico do grafo
funcional 9(f) se existe um inteiro positivo i > 0 tal que f(a) = a. Em outras palavras, o é
periddico se pertence a um ciclo do grafo G(f).

Definicao 1.3.5. Se V ¢ um corpo finito, define-se Cyc(9(f)) = (V1,&1) o subgrafo de G(f)
cujos vértices sao os vértices periddicos de G (f) que nao pertencem a componente conexa de

zero e & = {(z, f(z)) | x € V1 }.

1.4 Conceitos Complementares

Definigao 1.4.1. (Cardter) Seja G um grupo abeliano finito. Um cardter é um homomorfismo
de G em U, sendo U o grupo multiplicativo dos nimeros complexos de valor absoluto 1, isto €,
um cardter

x:G—U

¢ uma funcao tal que para todos g, h € G tem-se

x(gh) = x(g)x(h).

Definigao 1.4.2. Um cardter multiplicativo sobre Fy € um cardter do grupo multiplicativo T
em U. Se x : F; — U € o cardter definido por x(a) = 1, para todo a € F},, entio definimos
x(0) = 1. Caso contrdrio, definimos x(0) = 0.

Defini¢ao 1.4.3. Seja o € ;. Dizemos que o € um quadrado em F, se existe B € F, tal que

B? = a.
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Definicao 1.4.4. Seja q a poténcia de um primo impar p. Para todo o € F,, seja x2 o cardter
quadrdtico sobre I, definido como

1 se a for um quadrado em Fy,
x2(a) = =1 se « ndo for um quadrado em F,,

0 se a=0.
De agora em diante, ¢ serd sempre a poténcia de um primo impar p.
Proposicao 1.4.5. A func¢ao x2 € um cardter multiplicativo sobre F,,.
Demostragao . Sejam a,b € F,. Casoa = 0oub = 0, entdo ya(ab) = 0 e xa2(ab) = x2(a)x2(b).
Considere o um elemento primitivo em F, e suponha a # 0 e b # 0. Nesse caso, existem
0<i,j<qg—1taisquea=a'eb=a’. Veja que a ¢ um quadrado se existe ¢ € [, tal que
c? = a. Como ¢ também é da forma ¢ = o, entdo

2k =14 (mod g —1).

Como ¢ é impar, entao a é um quadrado se, e somente se, ¢ é par. O mesmo raciocinio vale
para b e ab. Isto é,

vol@) = (<), xa()) = (1) e xalab) = (~1)'".

Isso implica
x2(ab) = (=1)" = (=1)"(=1) = xa(a)xa(b)-

Proposicao 1.4.6. As sequintes propriedades sao vdlidas:
a) Cardter quadrdtico do inverso:

xo(a™h) = xa(a), Va € .

b) Cardter quadrdtico de —1:

1 seq=1 (mod 4),
X2(—1) = _ ( )
—1 seq=3 (mod 4).

¢) Distribuicio dos valores de x no grupo multiplicativo I} :

#{a €F:: y(a) = 1} = % #{a €T x(a) = —1} = %1

d) Propriedade de simetria:



Demostracao.
a) Seja a € F;. Como x, é um carater multiplicativo, entdao
1 =x2(1) = x2(aa™") = x2(a)x2(a™").
1

Logo, x2(a™") = x2(a)~".

b) Considere a € [F; um elemento primitivo. Como F} ¢ um grupo ciclico de ordem ¢ — 1, entao
a?” ! =1ea'#1 paratodo 1 <i < g— 2. Observe que
qg—1 qg—1

O=a’'—1=(a2 —1)(a=z +1).

g1 ~
Como a2 # 1, entao

Observe que a paridade de ‘I;; depende do valor de ¢ médulo 4:

. Se ¢ =1 (mod 4), entdo ¢ — 1 é multiplo de 4, e ‘I;Ql é par, logo:

. Se ¢ =3 (mod 4), entdo ¢ — 1 é da forma 4s + 2, e % é impar, logo:

Portanto, concluimos que:

g1 I, seq=1 (mod4),
-1, seq=3 (mod4).
¢) Se o é um elemento primitivo de F,, entao
F, ={1,q, o?, ...t
Como vimos na Proposicao 1.4.5, os elementos a = o' sdo quadrados se, e somente se, i &
par. Logo, a metade dos ¢ — 1 elementos a € F; satisfazem Xx2(a) = 1 e a outra metade

satisfazem ys(a) = —1.

d) Segue da Definigao 1.4.1 x2(—a) = x2((—1) - a) = x2(a) - x2(—1), para todo a € F}.

Lema 1.4.7. Seja b € F,. Temos
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Demostragao. Se x(b) = 1, entdo existe a € I} tal que b = a*. Dai

bqgil = (GQ)% = aq_l —_= ]_

. a=1 . C .
Reciprocamente, suponha b2 = 1. Considere a € F; um elemento primitivo. Nesse caso,

existe 0 <1 < ¢ — 2 tal que b = o*. Como b'F = 1, entao

a2z =1
Isso implica que ¢ — 1 divide @. Em outras palavras, existe um inteiro j tal que
i(fg—1) .
—_— = —1).
5 jlg—1)
Assim, i = 2j e x2(b) = 1. O

Definigao 1.4.8 (Raiz primitiva). Seja K um corpo e m um inteiro positivo. Um elemento
¢ € K € uma raiz m-ésima primitiva da unidade se (™ =1 e (¥ # 1 para todo 1 < k < m.

Lema 1.4.9. Seja m um inteiro positivo. Uma raiz m-ésima primitiva da unidade pertence a
F, se, e somente se, ¢ =1 (mod m).

Demostragdo. Seja o um elemento primitivo em F,. O elemento o/, para algum 0 < j <
q — 2, ¢ uma raiz m-ésima primitiva da unidade se, e somente se, Ord(a/) = m. Pelo Lema
1.1.24,

. q— 1
Ord(e/) = ———.
rd(e’) mdc(qg — 1, 5)
Logo, se m|q — 1, escolhemos j = %1. Reciprocamente, se Ord(a’) = m, entao m|q — 1. OJ

Proposicao 1.4.10. Sejam K um corpo, m um inteiro positivo par e ¢ € K uma raiz m-ésima

primitiva da unidade. Entdo, (* é uma raiz & -€sima primitiva da unidade.

Demostragao. Veja que
(€2 =¢"=1
Por outro lado, para 1 < j < %, temos 2 < 2j < m. Logo,
(Y =¢¥#1.
Em outras palavras, (? é uma raiz % -¢sima primitiva da unidade. 0

Definigao 1.4.11. Dado um inteiro positivo d e um inteiro n primo com d, o nimero Ordg(n)
¢ o menor inteiro positivo j satisfazendo n’ =1 (mod d).
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Capitulo 2

O grafo funcional de f(X) =c¢ (X G+l _ x 2)

Como mencionado na introdugao, este capitulo é dedicado a analise do grafo funcional da
fungdo f(X) = (X9 + aX?) sobre Fp, com a,c € F}, a partir dos resultados obtidos em
(Brochero Martinez & Teixeira, 2023). Focaremos especificamente no caso a = —1.

2.1 Determinacgao dos pontos fixos da fungao f(X)

Antes de comegar encontrando os pontos fixos de f(X) = ¢ (X! — X?), vamos reescrevé-la
em funcao das coordenadas de uma base de F2 sobre F,.

Proposic¢ao 2.1.1. Seja {1, 8} uma base de Fpo sobre F, tal que 3* = b € . Entdo, para
todos x,y € F,, temos

[z +yB) = =2bcy® — 2cxyp.
Demonstragao. Como {1, 5} é uma base de F 2, entao 8 ¢ F, e 3, 5% s@o raizes de z?—b e F[z].
Logo,
Br=—p e pri=—b=—p

Dessa forma, para o = x 4+ yf8 € F2, com z,y € [F,, temos
fla) = c(a™ —a*) =cala’ — a) = c(z +yB)(z + yB" — x — yp)
= c(z+yB)(—2yB) = —2bcy® — 2cxyp.
[

Fixando um elemento ¢ em F}, vamos determinar os pontos fixos de f(X) = ¢(X"" — X?).

Lema 2.1.2. O dnico ponto fizo de f(X) = c (X — X?) em Fpz é a = 0.

Demostragao. Seja o € Fj2. Observe que
fla)=ca(a? —a)=a se, esomentese, a=0ouc(a?—a)=1 (2.1)

Logo, @ = 0 é um ponto fixo de f(X).
Seja a € F7, tal que ¢ (a? — a) = 1. Nesse caso,

ol =a+ch

. 2
Considerando que a? = «, temos

1

a=a’ =) =(a+c ) =a+c " =a+2".

Como Fp2 ¢ um corpo de caracteristica impar, entao 2¢71 # 0, o que contradiz ¢ (a? — a) = 1.
Dessa forma, o = 0 é o tinico ponto fixo de f(X). O

O lema anterior nos diz que o grafo funcional de f possui apenas um ciclo de comprimento
1 (um tnico lago).
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2.2 Anailise das pré-imagens de f(X)

Definicdo 2.2.1. Para cada elemento o € Fp, definimos f~ (o) = {y€Fp | f(7) = a}.
Chamamos esse conjunto de pré-imagem de .

Suponha que a € F}; e seja {1, 8} uma base de F .2 sobre F, tal que % =b € 7. De acordo
com a Proposicao 2.1.1, X =z +yB € f~!(a), com z,y € F,, se, e somente se,

a = —2cxyf — 2bcy? (2.2)

Antes de prosseguir, b nao ¢ um quadrado em F,, pois se fosse terfamos 32 = b = ¢* com
g € I, e isso implicaria em = +g, ou seja, S € F,.

A partir de agora, fixamos 3 € F2 e b= 52 € F,, de forma que {1, 8} seja uma base de F
sobre F,. Assim, pelo lema anterior, x2(b) = —1 e da Proposigao 2.1.1,

f(z +yB) = —2bcy* — 2cayp.

Identificando os elementos x + yf € F2 com os pares (x,y) € ]Fg, podemos reescrever a funcao
f(X) como

f(x,y) = <—2b0y2, —2C.I‘y>
Teorema 2.2.2. Seja o € F,. Entao,

1.
se x2(—2ac) = —1,

2
#f 1 a)=L0 se X2(—2ac) =1, (2.3)
q

se o = 0.

2. Sea#0eye f~Ya), entio temos f~1(y) =0 ey = kB para algum k € ;. Reciproca-
mente, se tivermos v = kB para algum k € F,, entao f(v) € F,.

Demostracao.

1. Seja v € Fp2. Temos v € f71(0) se, e somente se, 0 = ¢(y9h — 4*) = ¢y(y? — 7). Dos
Lemas 1.1.26 e 1.1.28, v € f~1(0) se, e somente se, v € F,. Portanto, #f~!(0) = q.
Da Equagao (2.2),se a € Fy ey =2 +yB € fHa), entao —2cxy = 0 e —2bcy* = .
O que implica que z = 0 e y> = —5. Como x2(b) = —1, temos que se xo(—2ac) = 1,
entdao f~!(a) é vazio, isto ¢, #f!(a) = 0. Por outro lado, se x2(—2ac) = —1, entao
[ Ha) = {£kB}, onde k? = — 2.

2. =) Pelo item anterior, se v € f~!(«), entdao v = kf3, para algum k € F,. Da Proposigao
2.1.1,se z +yB € f(v), entao

—2cxyf — 2bey® = kp.

Consequentemente, obtemos que —2bcy? = 0 e —2czy = k. Como —2bc # 0, entdao y = 0
e, portanto, —2cxy = 0 # k. Assim, f~'(y) = 0.
<=) Seja v = k[ para algum k € F,. Pela Proposigao 2.1.1

f(kB) = —2bck* € F,.
Isso conclui a demonstracao.
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Agora que conhecemos o numero de pré-imagens do elemento o = 0, bem como o ntmero

de pré-imagens de um elemento de F; ou o nimero de pré-imagens de uma pré-imagem de um

elemento em F, (que é vazia), podemos descrever a componente conexa de zero no seguinte
teorema.

Teorema 2.2.3. A componente conexa que contém zero € composta por ele e pelos ¢ — 1

elementos de Fy, todos eles direcionados para zero, e dois elementos de F2\F, associados a
-1 . p
cada um dos 45~ elementos o € F; que satisfazem xa2(—2ac) = —1. Essa componente contém

todos os elementos de F, UTF 3.

Demostragao. Pelo Teorema 2.2.2, temos f~1(0) =F,. Isto é, 0 € F, possui ¢ pre-imagens.

Se a € F,, temos que o nao possui pré-imagem, caso xa(—2ac) = 1. Caso xa2(—2ac) = —1,
entdao « possui 2 pré-imagens da forma +kf. Por sua vez, esses elementos nao possuem pré-
imagem. Além disso, a imagem de k3, para todo k € F,, se encontra em IF,. O

Exemplo 2.2.4. Tomando ¢ = 7 e ¢ = 3, seja {1,} uma base para Fr2 sobre F7, tal que

(% =5. Entao, a componente coneza que contém o vértice (0,0) € F; @ SF7 € a sequinte:
B Hi7—1 = 6 elementos de F; dirigidos

a zero e dois elementos de Fp2\IF; conec-
tados a cada um dos 51 = 3 elementos

de %, estes tltimos elefnentos satisfazem

X2(—2ac) = —1.
Utilizando a Equagao (2.2), conseguimos

que f(0,y) = —2bcy* e substituindo

os wvalores de b e c consequimos que . @
f(0,y) = (=30y2,0) = (5¢°,0). Assim, @ @

obtemos os sequintes wvalores de % e »

Foo\F; :

£(0,1) = (5,0)

£(0,2) = (20,0) = (6,0)

£(0,3) = (45,0) = (3,0)

f(0,4) = (80,0) = (3,0) Figura 2.1: Componente conexa do zero
f(0,5) = (125,0) = (6, 0) para g = 7.

f(0,6) = (180,0) = (5,0)

Lema 2.2.5. Seja o € F2\F,. Escrevendo a = u+ v, onde u,v € Fy e v # 0, temos

2 se xa(—2bcu) =1
0 caso contrdrio

Além disso, se v € f~Ha), entao —y € f~1(a).

Demostragao. Queremos saber se existe uma solugao para ¢ (X7 — X?) = o em Fo. Es-
crevendo X = z + yf3, pela Equagao (2.2) basta resolver

—2bcy® — 2cayB = u + vp.

Se existe y € F, satisfazendo a equagao acima, entao —2bcy? = wu. Isto implica que,
y? = —5p €T = —ﬁ7 obtendo assim uma solu¢ao. Se u = 0, entao y = 0. No Teorema 2.2.2

mostramos que, nesse caso, #f 1(a) = 0.
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Se u # 0, entao « possui pré-imagem se, e somente se, existe y € [, tal que y? = L,

2bc
Observe que

X2 (—;Lbc) = x2(u)x2 (—;bc) = Xa(u)x2(=2bc) = x2(—2bcu).

Se x2(—2bcu) = 1, entdo existe y € F, tal que y* = —55- Note que —y também ¢ uma
solucao. Como y? = — 552 tem no maximo duas solugoes, estas sao as tnicas.
Se xo(—2cbu) = —1, nao ha solugao e #f!(a) = 0. =

Corolario 2.2.6. Seja a € Fp\F, tal que #f '(a) = 2. Seq=3 (mod4) ey € (),
entao #f () =2 e #f (=) =0 ou#f T (=y) =2 e #f'(7) = 0.

Demostragao. Se ¢ = 3 (mod 4), entao pela Proposicao 1.4.6(b), tem-se x2(—1) = —1.
Tomando v = u +vf com u,v € Fy, e pelo Lema 2.2.5 basta analisar X2(—2bcu) para saber se
v possui pré-imagens. De fato, pela Equagao (2.2), f(x + yf) = v é equivalente a

—2cxyB — 2bey® = u + vp.

Segue que,
—2bcy? = u N { y? = —ﬁ
—2cxy =y =5
Dai, se x2(—2bcu) = 1, entdao yao(—2bc(—u)) = —1 e, consequentemente, #f1(y) = 2 e
#/7(=y) =0
Se x2(—2bcu) = —1, entdao xo(—2bc(—u)) = 1 e, consequentemente, #f'(y) = 0 e
#fH(=7) =2 0

Em outras palavras, se ¢ =3 (mod 4) e a € F2\F,, este corolario nos mostra que, quando
nao vazia, a pré-imagem de « possui dois elementos. Um deles com duas pré-imagens e o outro
sem nenhuma pré-imagem.

Consequentemente, se a # 0 é um elemento de um ciclo, ou seja, pertence a um ciclo da
fungao f(X), entdo ele ele possui pelo menos um elemento em sua pré-imagem. Pelo Teorema
2.2.2 e pelo Lema 2.2.5, ele deve possuir exatamente duas pré-imagens. Seja v o elemento
periédico e p o elemento nao periddico na pré-imagem de a. Note que, como 7 é periddico, ele
debe possuir uma pré-imagem nao vazia (pois estd em um ciclo). Logo, pelo Corolério 2.2.6, a
pré-imagem de p é vazia, confirmando que p nao estd em um ciclo — ou seja, ¢ um ponto fora
da 6rbita periddica da fungao.

54

Figura 2.2: Tlustracao da prova do Corolério 2.2.6.

Em conclusao, se ¢ = 3 (mod 4), para cada componente conexa diferente da compo-
nente conexa de zero (isomorfa a Z(q)), existe n € N tal que essa componente ¢ isomorfa

a (Cyc(n), T(1)).
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Exemplo 2.2.7. Tomando q =7 ,b=5 e c =4, as duas componentes conexas nao isomorfas,
além de Z(q), que aparecem no grafo funcional, sao isomorfas as componentes coneras da
Figura 2.35.

0G.3)
0.4
03,6 03.2) .5
o4
oL
0.3
o(.3)
2.6
oD 4o °G.9)
o\4
0.6
0654

oG. D

Figura 2.3: Componentes conexas isomorfas a (Cyc(2), T (1)) e (Cyc(6), T (1)).

Corolario 2.2.8. Seja o € F2\F, tal que #f ' (a) =2. Seq=1 (mod4) ey € fHa),
entdo #f~H(y) = #f7H (=) =2 ou #f7H(y) =#f7 (=) = 0.

Demostragao. Se ¢ = 1 (mod 4), entao, pela Proposi¢ao 1.4.6(b), xo(—1) = 1. SeJa v =
u+vf3, comu,v € F;. Pelo Lema 2.2.5, para saber o niimero de elementos de f71(v) e f7H(—),
basta analisar yo(— chu) X2(—2bc(—u)). Observe que como o € F2\F, e v € f~ ( ), entao

u#0ev#0.
Assim, se xo(—2bcu) = 1, entdao #f 71 () =2 e #f (=) = 2, e se x2(—2bcu) = —1, entéao
#f7H7) =0e #f (=) =0.
O
O corolario acima implica que, quando a pré-imagem de « é nao vazia e ¢ =1 (mod 4), ou

ambos os elementos da pré-imagem de o tém pré-imagem nao vazia, ou ambos tém pré-imagem
vazia, como mostrado no exemplo a seguir.

Exemplo 2.2.9. Tomando ¢ =13, b =11 e ¢ = 3, as componentes conexas diferentes de Z(q)
sao isomorfas aos grafos das Figuras 2.4 e 2.5.
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Figura 2.4: Grafo (Cyc(2),7T(2))
o(l1,11)
02.2)
.3
0.2
06.10)
.(4,4)
0.9 o¢.%
o(10.8) 9(10.10)
5.9
o 11)
ol.D
a,7
e 3.9 PYER:)
(12,7
0(.6)
o(,6)
06.5
0(12,12)
0®8.8)
11,1
o(lL.D 2. 12)

Figura 2.5: Grafo (Cyc(6),T(2))

Observe que, na componente da Figura 2.4, o elemento (4,8) possui dois elementos em
sua pré-imagem, isto € (1,3) e (12,10). Ambos esses elementos também tém pré-imagens nao
vazias. Por outro lado, o elemento (12,10) tem dois elementos em sua pré-imagem, mas ambos
DOSSUEM, PTE-IMAGENns vazias.

2.3 Numero de ciclos e comprimentos de ciclos

Agora, vamos encontrar os comprimentos dos ciclos do grafo funcional de f(X) e a quanti-
dade de ciclos existentes de cada comprimento. Antes disso, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.3.1. O comprimento de um ciclo de comprimento maior que 1 € par.
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Demostracao. Do Teorema 2.2.3, temos que se v =z 4y € F,, com z = 0 ou y = 0, entao
~ pertence & componente conexa de zero, e zero é o Ginico elemento que pertence a um ciclo de
comprimento 1.

Dessa forma, podemos supor que x,y # 0. Pela Proposi¢ao 2.1.1, temos

[z +yB) = =2bcy® — 2cxyp.

Considerando F,2 como um espago vetorial sobre F, com base {1, 3}, temos:

) L ()’

(z, y)F—>{—2bcy?, —2cry). (2.4)

Para simplificar a notagao, denotaremos f({z,y)) como f(x,y). Aplicando f novamente, obte-
mos:

FO(z,y) = (=2be(—2cay)?, —2¢(—2bcy®)(—2czy))
= (=8bc*z’y*, —8bc’xy?)
= =8bczy*(x,y). (2.5)

Definindo g(x,y) = —8bc®xy?, para todo v € F}, obtemos:

Oz, 09) = F(f (v, v3))
= f(=2cb(vy)*, —2c(vx)(vy))
= (—2bc(—2cv®xy)?, —2¢(—2cbv*y?) (—2cv zy))
= (=8bc*v*™?y?, —8c bvtay®)
= —8bzy*v(z,y)
=v'g(z,y)(z,y).

Além disso, tomando v = g(z,y), temos:

fwy) = 2 (fP(2,y))

Il
S
o =
—~
)
ol S
SN—
—
8

Afirmacao 2.3.2. f@V(z,y) = g(x, y) T g ),

Demostracao. Observe que a afirmacao ja foi provada acima paran =1en = 2:
O, y) = gz y)z,y) e fDzy) = gla,y) " (z,y).
Suponha a afirmacao verdadeira para n = k, isto é,
FO = g(a,y) T g )
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Paran =k + 1, temos:

FeOE i, y>=f<2k+2< v) = 1O (5,

y)
(g )1+4+42+ 4k 1< >)

= g(z,y [( (z, )1+4+42+ 4k 1] (z,y)

(
)
)(gla,y) sty
)
)

)

x,

x? va/))

=g(x,y
= g, y)(g(e, ) G, y))
gz, y [1+4+42+- +4’€}<

FEEI (2 y) = g(x, ,y).

Portanto, por inducao, concluimos que:
FEV (@, y) = gla,y) T 2 y), Vne N (2.6)

A expressao 1 +4 +42 4 --- 4+ 47! ¢ a soma de uma progressao geométrica de primeiro termo
a =1 erazao r = 4. A soma é dada por

n -1 4" -1
Sp=14+44+4+ - +4"" = = : 2.7
+4+47 -+ 11 3 (2.7)
A partir das Equagoes (2.6) e (2.7), podemos concluir que:
FE(2,y) = g(a,y)5 {a,y). (2.8)
UJ

Aplicando f mais uma vez em (2.8), segue que:

FOED (5 ) = f <g(m y) o (x, y>>
= f 0%z, v5y)
= (—2bc (v ”y) ,—QCUS"IUS"y>

= (=2bcv®ry?, —2cv*m 1y)

V2" (—2bey?, —2cxy>

204" —1)
= —2cyg(a,y) 7 (by, z)

=k ,yn<b3/v ),

2(4"-1)

onde v = g(x,y) e k = —2cyg(z,y)~ 3 . Note que k,,, € F,.

z7y7n

Se houver um ciclo de comprimento impar, entao devemos ter k,,,(by, x) = (z,y), para
algum (x,y) € (F;)Q. Isso implica que (kg ynby, kyynt) = (x,y). Dai,

kyynby =
s = g = — gqu.
kw,ym,x =Y i by x
. 2 2 ~ .
Em particular, segue que b = ;—2 = (g) . Como b nao ¢ um quadrado em F,, isso leva a uma
contradi¢ao. Isso prova o resultado. O

Teorema 2.3.3. Seja g — 1 = 2%, com r impar. Entao, para cada divisor d de r, existem
d)(qg—1) : . o : . .
%ﬁjd(ﬁ) ciclos de comprimento 2O0rdsq(4), e esses sao os unicos ciclos de comprimento maior

que 1 no grafo funcional de f(X).
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Demostragao. Suponha que X = (z,y) seja um elemento de um ciclo de comprimento m > 1.
Entao, pelo Lema 2.3.1, m = 2n para algum n € N e

FEN(X) = X = g(z,y) T X =X
a1

— (—8b03my2) 5o=1.

Seja § = —8bclry? € F;. Entao n € N ¢ o menor inteiro positivo tal que % =0
(mod Ord(#)). Isso equivale a 4" =1 (mod 3 Ord(0)).
Afirmagao 2.3.4. Existe n tal que 5+ =0 (mod Ord(0)) se, e somente se, Ord(6) € impar.

Demostragao. Scjan € N tal que 252 =0 (mod Ord(6)). Isso significa que Ord(6) divide

1 Como ¥ ¢ fmpar, entao Ord(f) é fmpar.
Reciprocamente, suponha que Ord(f) é impar. Nesse caso, 30rd(6) é primo com 4. Isso
significa que existe um inteiro positivo n tal que 4" = 1 (mod 30rd(#)). Isso equivale a

1 =0 (mod Ord()).
OJ

Uma vez que 6 € F;, temos Ord(f)|q — 1. Isto &, Ord(f)|2°r. Como Ord(f) é impar, entao
Ord(0)|r.

Assim, para cada ciclo de comprimento 2n, existe um divisor impar d de ¢ — 1 (isto é, um
divisor de r) tal que n = Ordsq(4).

Agora, contaremos o ntimero de ciclos desse comprimento.

Suponha que « seja um gerador de [} e o/ um elemento de ordem d. Do Lema 1.1.24 temos

-1

Ord (o/) =d

Assim, como 2°| mdc(q — 1, j), podemos escrever j = 2°t, sendo ¢ um inteiro positivo que
satisfaz a restri¢ao:
j<q—1 = 2°t <2%.

Dividindo ambos os lados por 2%, obtemos:
t<r.

q—1

555 1880 nos da:

Como r =

qg—1
25 7
. Em resumo, j = 2°t com 1 <t <

1<t<

q—1
28

com t variando entre 1 e q;sl.
. . 41
Por outro lado, para qualquer (z,y) € . tal que —8bc*zy* = o’ ((oﬂ) T = 1>, o elemento

x+ By € Fpe ¢ um n6 de um ciclo de comprimento 2 ordsg(4), com n = Ordsq(4).

Note que t satisfaz mdc ((12—_51’ t) = % se, e somente se, t = ‘12;} ', com mdc (t',d) = 1. Como

q—1 q—1, qg—1
- = 2 - 25d  — 257

entao 1 < ¢ < d.

Assim, existem ¢(d) escolhas para t e, consequentemente, ¢(d) escolhas para j tal que
Ord (a’) = d. Além disso, para cada j existem ¢ — 1 pares ordenados (z,y) tais que —8bc3xy? =
o’ Isso acontece porque para cada y € F; existe um tnico x € F} satisfazendo —8bc’zy® = o,

Consequentemente, o nimero de elementos em ciclos de comprimento 2 Ords;(4) é ¢(d)(g —1).

»(d)(g—1)

5 Ordsy () ciclos. O

Como hé 2 Ordzy(4) elementos em cada ciclo, existem

q—1

5 ciclos de comprimento dois.

Corolario 2.3.5. Existem
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Demostracao. Como 1 é sempre um divisor impar de ¢ — 1, tomando d = 1, temos
2 Ord3d<4) =2 Ord3(4) = 2.

Note que, se d > 3 for um divisor de r, entdo 3d > 9 e 20rds4(4) # 2, pois Ordsg(4) > 1.
Portanto, o nimero de ciclos de comprimento 2 ¢é

pM)lg—-1) -1

2 2

O

Agora que encontramos todos os comprimentos de ciclos deste grafo funcional, s6 precisamos
descrever os pré-ciclos.

2.4 Descricao dos pré-ciclos

Definigao 2.4.1. Seja Cyc(9) = (V,E) o subgrafo de 9\ Z(q) tal que V € o conjunto de pontos
periodicos e

E={(z,f(z)) |z eV}

Teorema 2.4.2. Se ¢ — 1 = 2°r, com r impar, entdo, para cada né de Cyc(¥), hd uma drvore
isomorfa a T (s) conectada a ele.

Demostragao. Seja d um divisor de 7. Mais uma vez, seja Fp gerado por {1, 3} sobre F,,
em que 3% = b € F,. Consideremos F,2 como um espago vetorial sobre F,.
Seja (xg, yo) um elemento periodico e, para todo i > 1, seja (x;, y;) um ponto periodico tal que

f (@i yi) = (i1, ¥i1) -
Como visto no Lema 2.2.5, (—z;, —y;) também satisfaz
f (=i, —yi) = (vim1, Yi1)

mas nao é um elemento periédico. Suponha que (z,y) € f~' (—x1, —y1).

<—[L’, _y>
° .<96 y)

<_$2; —yz>

—1, _y1>

(w1,91)

(o, y0>

(T2, y2)
®

Figura 2.6: Esquema ilustrativo de (z,y) € f~'(—xz1, —y1).
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Usando a Equagao (2.4), temos

f(w,y) = <_CC1’ _y1>
= (—2bcy?, —2cry).

Logo, —2bcy? = —x1 e —2cay = —y;. No entanto, —2bcys e —2cxoy, também sao iguais a z; e
Y1, respectivamente. Logo, —2bcy? = 2bcys e —2cxy = 2cxoys. Isso implica y* = —y3.
Se x2(y?) = x2(—¥3) = 1, entdo yo(—1) = 1. Dessa forma, (—z, —;) tem pré-imagem nao
vazia se, e somente se, -1 for um quadrado em F,, ou, equivalentemente, se ¢ = 1(mod 4).
Sabemos que no corpo finito F,, quando ¢ = 1 (mod 4), existem raizes quartas da unidade.
Seja (4, uma raiz quarta primitiva da unidade. Entao o conjunto de rafzes de X* =1 ¢

{C47 Cﬁ%’ Cja lel = 1} = {17647 _17 _C4}' (29)
pois (7 = —1. Assim, se ¢ =1 (mod 4), entao os valores de y e x podem ser expressos como:
Yy==CQYy2, =0Tz ou y=—QY, T=—C(is. (2.10)

Esses elementos sao os tnicos vértices na altura 2 da arvore de pontos nao periédicos acima do
ponto (o, Yo)-

(=2, —y) = (—(rr2, —(2292)@® @z, y) = ((2x2, (o2y2)

—x1, —41) = (G171, C1y1)

<951,yl>

(0, Yo)

Figura 2.7: Esquema ilustrativo dos vértices nas altura 2 da arvore de pontos nao peridédicos
acima do ponto (zo, ¥o).

Suponha agora que para cada 0 < k < s e para cada raiz 2*~'-primitiva da unidade (i1,
o par ((er-12_1, (or—1Yk_1) seja um elemento nao periodico satisfazendo

f(k_l) (CQk_lfL‘k_17 Czk—lyk_l) - <x07 y0> :

Em outras palavras, (Cor-1Zx_1, (or—1Yk—1) € um vértice na altura k — 1 da arvore de elementos
nao periodicos. Se (z,y) € [~ (Cop12p_1, Cor1Yp_1), entao —2bcy® = (or123_1. Por definicao
f(xr, ) = (=2beyz, —2cxryr) = (Tr—1, yr-1). Logo,

—2bcy® = Cor-12p_1 = —Cor-12bcy;.

Dai, segue que
y2 = CQkflyla
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e, consequentemente, f1 (Cor-125_1, Cor1yx_1) # 0 se, e somente se, (ox—1 for um quadrado em
F,, isto é, IF, possui raiz 2¥-ésima primitiva da unidade. Pelo Lema 1.4.9, isso é equivalente a
¢ =1 (mod 2*). Como para todo par {x,y) temos f(z,y) = f(—x, —y), entdo

f (i<<2kxkaC2kyk>) = <C2’€—15L’k*17€2’€—1yk71>-

Como esses elementos estao na pré-imagem dos vértices na altura k — 1, eles devem ser os
elementos na altura k£ da arvore de elementos nao periédicos.

Isso mostra que, se ¢ — 1 = 2%, onde r é impar, entao para cada {xg,yo) em Cyc(¥), existe
uma arvore 7T (s) conectada a ele. Como isso vale para cada elemento de cada ciclo, concluimos
a demonstracao. O

Finalmente, podemos descrever todo o grafo funcional de f(X) = ¢ (X7 — X?) sobre
F,2. Primeiro, h4 uma componente conexa isomorfa a Z(g¢), sendo zero o tnico ponto fixo.
Escrevendo ¢ — 1 = 2°r, para cada divisor d de r, existem

p(d)(g—1)
2 Ordgd(4)

componentes conexas isomorfas a (Cyc(2Ordsg(4)), 7T (s)). Em conclusdo, temos o seguinte
teorema.

2.5 Teorema principal

Teorema 2.5.1. Seja g uma poténcia de um primo impar com q— 1 = 2°r e r impar. O grafo
funcional da fungio f(X) = c¢(X?" — X?) sobre Fp2, com c € F}, ¢ isomorfo a

) @ @ : Or dgd x (Cyc (20rdsg(4)), T(s)). (2.11)

2.5.1 Exemplos

Exemplo 2.5.2. Sejam q =7, b =5 e c = 2. Note que ¢ — 1 = 2 -3, entao temos drvores
isomorfas a T (1) anexadas a cada ponto periddico. Observe que os divisores impares de q—1 sao
1 e 3. Assim, os comprimentos dos ciclos devem ser 20rds.1(4) = 2 e 20rds.3(4) = 6. Logo, o
grafo funcional estard composto por uma componente conexa isomorfa a Z(7) (ver Figura 2.8).

00.2)
00.5

04,0
0G.0)
06.0)
00,4 00.0)
02.0)

o0
0.3 0G.0) 00.6)
°0. 1)
Figura 2.8: Componente conexa Z(7) para a = —1.
Existem 5 = 3 componentes conezas isomorfas a (Cyc(20rds(4)), T(1)) (ver Figura

2.9).
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06.2) 0.6

oD (.5
Figura 2.9: (Cyc(20rds(4)), T(1)).

E existem % = 28 = 2 componentes conezas isomorfas a (Cyc(2O0rdg(4)), T(1))
(ver Figura 2.10).

06.6)

6.1

o(l.3)

ol 1)
06.4)
02.2)

02.6)
PRER)
045
04
6.5

0G.2)

Figura 2.10: Componente conexa (Cyc (2Ordg(4)), T(1)).

Em outras palavras, o grafo funcional de f(X) =2 (X® — X?) sobre Fp2 ¢
G =Z(7) @4 x (Cyc(2), T(1)) ®3 x (Cyc(6),T(1)). (2.12)

Exemplo 2.5.3. Sejam q=15,b=2ec=3. Comoq—1 = 2%.1, entao temos drvores isomorfas
a T(2) anexadas a cada ponto periddico. Observe que, nesse caso, o unico divisor impar de
q—1¢é1. Assim, o comprimento de seus ciclos (que ndao se encontram na componente coneza
de zero) deve ser 20rds.(4) = 2. Logo, o grafo funcional estard composto pela componente
coneza de zero Z(q) e duas componentes conexas isomorfas a (Cyc(2),T(2)) (ver Figura 2.11).

02,1
0G.3) 2.2
o(1.3)
L SR olLD 4.2
00.9
044
04.3) 03,0
00, 1)
04.0)
(2,3)
(1,2) i 2,4
° 2.4 00.0)
o(1,0)
w (.2 0.0
o\
.(3, 1) .(0, 2)
00.3
o(l.d)

Figura 2.11: Grafo funcional sobre Fjs2.
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Exemplo 2.5.4. Sejam ¢ = 13, b =11 ec = 3. Como q — 1 = 2% .3, entdo temos drvores
isomorfas a T (2) anexadas a cada ponto periddico. Observe que os divisores impares de q — 1
sio 1 e 3, portanto os comprimentos dos ciclos devem ser 20rds(4) = 2 e 20rdy(4) = 6.

Finalmente, concluimos que o grafo funcional é composto por uma componente isomorfa a 23
(ver Figura 2.12),

o5 ©,5)
. i
00, 12)
00, 1)
(1,0)
°.0)®
12
(12,0) o0 0.7
°®.0) 0G:0) 006
00,0
00,9 9(10,0) 065.0)
07,0
00.4 0(6.0) 04.0)
00,0)
00.3)
00, 10)
©,11)
5 00,2

Figura 2.12: Componente conexa Z3.

1 = 6 componentes conezas isomorfas a (Cyc (20rds(4)),T(2)) (ver Figura 2.13)
07.12) o610
(12,3)
¢ 0.5 o1, 10) o2:®
o6 6.2
Figura 2.13: Componente conexa (Cyc(20rds(4)),T(2)).

e % = 222 = 4 componentes conexas isomorfas a (Cyc(20rdy(4)),T(2)) (ver Figura
2.14).
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2,12
LT

)

0(12,12)
06,6)
6.5
° 05,5
(12,7
a.n
¢ o4 .9
033
0(10.8)
6, 10
0610 04 ol 11)
0.9
7,3
o3 (10, 10)
0.9
00.2)
RER")
(11,11)
o RER)

Figura 2.14: Componente conexa (Cyc(2O0rdy(4)),T(2)).

Em outras palavras, o grafo funcional de f(X) = 3 (X' — X?) sobre Fi5: ¢

G = Z(13) @ 4 x (Cyc(6), T(2)) @ 6 x (Cyc(2), T(2)). (2.13)
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Capitulo 3

O grafo funcional de f(X) = ¢(X9 + X?)

Nesse capitulo analisaremos o grafo funcional de f(X) = ¢(X9" + X?). Ou seja, vamos
considerar @ = 1. Seguiremos o mesmo caminho do capitulo anterior, no qual analisamos o
grafo funcional de f(X) com a = —1.

3.1 Determinagao dos pontos fixos da fungao f(X)

Como no capitulo anterior, vamos reescrever f(X) = ¢(X?™! + X?) em fungao das coorde-
nadas de uma base de F . sobre F,.

Proposicao 3.1.1. Seja {1, 5} wma base de Fp2 sobre F, tal que 5% = b € F,. Entao, para
todos x,y € F,, temos

f(z +yB) = 2ca® + 2cryp.

Demonstragio. Como {1, 8} ¢ uma base de F 2, com % = b € F,, concluimos, como no capitulo
anterior,

Bq:_ﬁ e ﬁq+1:—b:—52.

Dessa forma, para o = x 4+ yf8 € F2, com z,y € [y, temos

fla) = ca(a’+a)=clz+yB) (z+yp!+x+yB)
= =c(z+yp) (z —yB+a+yB) =2ca® + 2cxyp.

O

Observe que ao identificar F 2 com F Z, podemos representar um elemento « nesse corpo (ou
espago vetorial) da forma o = x + yf5 ou @ = (z,y). Podemos entao reescrever a fungao f(X)
da seguinte forma:

2 f 2
Fo o — QFQ (3.1)
(x,y) — (2cx?,2czy).

Agora, determinemos os pontos fixos de f(X) = ¢ (X7 + X?).

Lema 3.1.2. A funcio f(X) = ¢ (X9 + X?) possui q + 1 pontos fivos: (0,0) e ((2¢)71,y),
para todo y € F,.
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Demostragao. Seja o € Fp2. Observe que
fla)=ca(a?+a)=a se, esomente se, a=0ouc(a?+a)=1. (3.2)

Logo, a = 0 é um ponto fixo de f(X).
Seja a = (z,y) € Iﬁ'g um ponto fixo de f tal que @ # 0. Como «a? = x — yf3, entao
c(a?+ a) =1 equivale a
c(2z) = 1.

Ou seja, z = (2¢)~! e y é um ponto qualquer de F,. Consequentemente, (x,y) ¢ um ponto fixo
de f(X) se, e somente se, r =y =0 ou z = (2¢)"! e y ¢ um elemento arbitrario de F,. Assim,
existem ¢ + 1 pontos fixos: (0,0) e ((2¢)™!, y), para todo y € F,. O

3.2 Analise das pré-imagens de f

De (4.1), para a = (z,y) € Fz, temos f(a) = 0 se, e somente se, © = 0. Em outras palavras,
i (O 0) ={(0,y) |y € F,}, 1sto é, zero possui ¢ pré-imagens. Segue diretamente de (4.1), que
#1710,y) = (0,0), se y # 0. Em conclusao, temos um teorema anilogo ao Teorema 2.2.2.

Teorema 3.2.1. Se o € SFF,, entao

1, Ja sea=0,
#1 (a)—{O se a # 0.

-

Portanto, a componente conexa de zero do grafo funcional da fungio X — c (X7 + X?) ¢
zero direcionado para si mesmo e os q — 1 elementos de ST, direcionados para zero.

Dessa forma, a componente conexa de zero do grafo funcional de f(X) é isomorfa ao grafo
da proxima definigao.

Definigao 3.2.2. Definimos Z*(q) como o grafo direcionado Cyc(1) com q—1 drvores isomorfas
a T(1) anezadas a ele.

Figura 3.1: Componente conexa Z*(q).

Na proxima se¢do vamos contar os ciclos do grafo funcional de f(X).
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3.3 Numero de ciclos e comprimentos de ciclos

g-¢(d)
Ordy(2)

ciclos de comprimento Ordy(2), e esses sao todos os ciclos de comprimento maior que 1. Para
d=1, hd g+ 1 ciclos de comprimento 1 (lagos do grafo funcional).

Teorema 3.3.1. Seja g — 1 = 2°r, com r impar. Para cada divisor d # 1 de r, existem

Demostragao. Usando (4.1), temos
FP(a,y) = f(2c2®, 2cy) = (82", 8%%y).

Por inducdo, podemos provar que f™(x,y) = {((2¢)*" 2%, (2cx)?"~'y), para todo n € N.
Suponha a assercao verdadeira para n — 1. Entao,

f{")ﬁt,y) = f ((20)2n_1_113”_1’(201ﬁ2”—1—1y))
= (29 <(26)2n1_1x2n1>2 ,2¢(20)% T2 (2c2) T T ly)
= (o e )

Isso prova [ (z,y) = ((2¢)?" 2%, (2cx)?"~'y) = (2cz)?"~{x,y), para todo n € N.

Seja (z,y) # (0,0) um elemento de um ciclo de comprimento n > 1. Nesse caso, f™(z,y) =
(r,y) e n ¢ o menor inteiro positivo tal que (2cx)?" ' = 1. Como no Teorema 2.3.3, escrevemos
0 = 2cr € F}. Portanto, 2" — 1 é um miiltiplo de Ord(¢) e para todo m < n, 2™ — 1 nao ¢é
um miultiplo de Ord(f). Tal n existe se, e somente se, Ord(f) for impar (de forma similar a
Afirmacao 2.3.4). Observe que n é o menor inteiro positivo satisfazendo 2" = 1 (mod Ord(0)).
Como ¢ € F} e F; é um grupo ciclico de ordem ¢ — 1, entao d = Ord(f)) é um divisor fmpar de
g — 1. Além disso, n = Ord,(2).

Seja « um gerador de F;. Para cada divisor impar d de ¢ — 1 (como visto no Teorema
2.3.3) existem ¢(d) escolhas para j de forma que Ord (/) = d e ¢ pares ordenados (z,y) tais
que 2cx = o’ (ou seja, para cada j temos um tnico valor de z e ¢ escolhas para y em F,).
Consequentemente, o niimero de elementos nos ciclos de comprimento Ordg(2) é ¢- ¢(d). Logo,
ha g;g(d) ciclos de comprimento Ordy(2).

a(2)
Note que, se d = 1, entdo Ord;(2) = 1 e temos gﬁjg) = q ciclos de comprimento um, além
do ciclo do elemento zero. Isto é, ha ¢ 4+ 1 ciclos de comprimento um. O

Por fim, para descrever completamente o grafo funcional de f(X), basta entender o compor-
tamento dos pré-ciclos. Com o seguinte lema, concluiremos que os pré-ciclos do grafo funcional
de f(X), com a = 1, sdo exatamente os mesmos do caso a = —1.

3.4 Descricao dos pré-ciclos

Lema 3.4.1. Seja o € Fp\fF,. Escrevendo o = u+ vf3, onde u,v € Fy e v # 0, temos
#f7(a) € {0,2}.

Demostragao. Sea=u+v8 e X =z +yB € f1(a), entdo
2cx? 4 2cxyf = u+vf

Se u =0, temos 2cx® = 0, e assim v = 0—absurdo. Portanto #f~*(a) = 0.
Se x2(u)x2((2¢)71) = x2(2cu) = —1 entdo x? nao é um quadrado. Portanto, #f~'(a) = 0.
Em resumo, se u =0 ou x2(2cu) = —1, entio f~(a) = 0.
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Se x2(2cu) = 1, entao existe v € F,, tal que 2* = 2% ey = 5=. Como £z sdo ambas solugdes,

N ) 2c 2cx
essas sao as unicas, logo #f 1 (a) = 2.
U

Usando Cyc(¥) como na Definigdo 2.4.1, onde ¢ agora é o grafo funcional da funcéo
f(X) = (X9 + X?), 0 seguinte teorema segue com a mesma prova do Teorema 2.4.2, apenas
substituindo —2bcy? por 2cz?.

Concluindo, o grafo funcional da fung¢ao ¢ (X7 + X?) tem uma componente conexa iso-
morfa a Z*(q), na qual zero é o ponto fixo. Além disso, escrevendo ¢ — 1 = 2, com r inteiro

d .
positivo impar, temos que para cada divisor d de r, ha L “)(()) componentes conexas isomorfas

a (Cyc(Ordg(2)), T (s)).

3.5 Teorema principal

Teorema 3.5.1. Se ¢ — 1 = 2°r, com r impar, entio o grafo funcional da func¢ao f(X) =
c (X7 + X?) sobre F2 € isomorfo a

9= 2'(q @Orddz % (Cye (0rdy(2)), T(s)) -

3.5.1 Exemplos

Exemplo 3.5.2. Sejam q = 7, b =3 ec = 2. Como q—1 = 2 -3, entao temos drvores
isomorfas a T (1) anexadas a cada ponto periddico. Observe que os divisores impares de q — 1
sio 1 e 3, assim os comprimentos dos ciclos devem ser Ord;(2) = 1 e Ords(2) = 2. Logo,
o grafo funcional estard composto por uma componente conexa isomorfa a Z*(7) (ver Figura
3.2),

00,4

00,5 00.9)
00,0

00.1) 00,3
00,2

Figura 3.2: Componente conexa Z*(7) para a = 1.

Tl =7 componentes conexas isomorfas a (Cyc(Ordy(2)),T (1)) (ver Figura 3.3)
o(1.0)
0.0
Figura 3.3: (Cyc(Ordy(2)),7(1)).
Te(3) _ 7

= T2 = 7 componentes conezas isomorfas a (Cyc(Ords(2)), T (1)) (ver Figura 3.4).
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0“4.0)

6.0
0G.0)

02.0)

Figura 3.4: Componente conexa (Cyc (Ords(2)),7T(1)).

Em outras palavras, o grafo funcional de f(X) = 2(X® + X?) sobre Fy2 é
G =Z(T1)d7x (Cyc(1), T(1))®7x (Cyc(2), T(1)). (3.3)
Exemplo 3.5.3. Sejam q=>5,b=2e¢c=3. Como q—1 = 22, entio temos drvores isomorfas
a T(2) anezadas a cada ponto periddico diferente de (0,0). Observe que o unico divisor impar

de q—1 é1. Assim, o unico comprimento de ciclo que existe é Ordy(2) = 1. Logo, o grafo
funcional estard composto por uma componente conexa isomorfa a Z*(5) (ver Figura 3.5),

00.2)

00.4)
00.0)
00,1

0©.3)

Figura 3.5: Componente conexa Z*(5) para a = 1.

e 2L =5 componentes conezas isomorfas a (Cyc(1),Tz) (ver Figura 3.6).

o(1.2)

43 eG.D

2.9

Figura 3.6: Componente conexa (Cyc(1),7T3).

Exemplo 3.5.4. Sejam ¢ = 13, b =11 ec = 3. Como q — 1 = 2% .3, entdo temos drvores
isomorfas a T (2) anexadas a cada ponto periddico diferente de (0,0). Observe que os tunicos
divisores impares de ¢ — 1 sao 1 e 3. Assim, os unicos comprimentos de ciclos que existem sao

00rd;(2) = 1 e Ords(2) = 2. Logo, o grafo funcional estard composto por uma componente
conezxa isomorfa a Z2*(13) (ver Figura 3.7),
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©.8)
00.9 ¥ 905

00.3) 00,6
0.7 00.0) 00.12)
90,10 00.4)

0,2 ©,1)
(0.2 PSR 11).

Figura 3.7: Componente conexa Z*(13).

% = 13 componentes conezxas isomorfas a (Cyc(1),Ts) (ver Figura 3.8)

0(10,9)

2.7

3,4
o(11,6) oG4

Figura 3.8: Componente conexa (Cyc(1),Tz).

e 122 = 13 componentes conezas isomorfas a (Cyc(2),Ts) (ver Figura 3.9).
ol 1D

0(12,2)

6. 1)

o7, 12)
5.3
08, 10) s
0.5

00.9)

Figura 3.9: Componente conexa (Cyc(2),7Tz).
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Capitulo 4

Resultados parciais para a ¢ {+1}

Antes de prosseguirmos, apresentamos o Lema 4.0.1, que é importante pois mostra que os
grafos funcionais das fungoes f.(X) = cX(X74aX) e f(X) = X(X?+aX) sao isomorfos sobre
F 2, ou seja, ¥y = 9;,.

Lema 4.0.1. Para todo ¢ € F;, os grafos funcionais de f.(X) = cX(X?+ aX) e f(X) =
X (X974 aX) sao isomorfos sobre F .

Demostragao. Considere a funcao 6 : F,2 — Fg 2 definida por:
0(x) = cx,

com ¢ € F7.

Provemos que a funcao 6 é bijetora. Sejam x1, g, x,y € Fp2. Se 6(x1) = 0(x2), entdo cxy = cxs.
Como ¢ # 0, entao x; = x9. Isto &, 0 ¢ injetora. Como Fp ¢ um conjunto finito, entao 6
também é sobrejetora.

A Dbijecao 0 entre os vértices induz naturalmente uma bijecao entre as arestas F,. do grafo
funcional de f. e as arestas E do grafo funcional de f:

p:E.—E, oz, fo(r))) = (0(),0(fc(x))) = (0(x), f(0(x)))
Essa correspondéncia é valida porque a relagao funcional é preservada:
f(0(x)) =cX ((cX)!+acX) =cX (cX9+acX) =c(cX (X4 aX)) =0(f(x)).

O comportamento da bijecao pode ser visualizado no seguinte diagrama comutativo:

Je

Esse diagrama ilustra que 6(f.(x)) = f(6(x)), ou seja, a aplica¢do 6 respeita a estrutura
funcional do grafo.

Portanto, a fungao 6(x) = cx, com ¢ € F}, define um isomorfismo entre os grafos ¥, e ¢;.
Como 6 é uma bijegao entre os vértices, preserva as conexdes entre vértices (isto é, as arestas
sao levadas em arestas), e satisfaz 6(f.(x)) = f (6(x)), garantindo que a estrutura dos grafos é
a mesma.

42



Assim,

G =, .

A partir de agora, assumimos ¢ =1 e f(X) = X (X9 + aX), com a # +1.

4.1 Determinagao dos pontos fixos da fungao f(X) quando
a ¢ {£1}

Como nos capitulos anteriores, consideramos a base {1,3} de Fpe, com > = b € F,.
Relembramos que valem as seguintes relagoes

Bq:_ﬂ e ﬁq—i_l:—b:—BQ.

Proposigao 4.1.1. Para todos x,y € F,, temos

flz+yp) = (a+ 12+ (a — 1)by* + 2azyp.

Demonstragao. Considerando a = x + yB € Fgp2, com z,y € F,, temos

fla) =a(a? +aa) = (v +yB)(x + yp? + a(z + yB))

= (z +yB)(z —yB+alz+yB)) = (z +yB)((1 + a)r + (a — 1)yB)
= (1 +a)z® + (a+ DzyB + (a — Dayp + (a — 1)y° %)
((

a+ 1)z + (a — 1)by®) + 2azyp.

[]

Usando a base {1, 3}, identificamos F2 com Fg. Um elemento o € F2 é representado da
forma a = x + y5 ou a = (x,y). Podemos entao reescrever a fungao f(X) da seguinte forma:

. 2 2

fi F2 — F? 2 2 @)
(x,y) — ((a+1)x*+ (a — 1)by?, 2azy) .

Lema 4.1.2. A funcio f(X) = X9 +aX?, coma € F,\{0,1,—1}, possui como pontos fizos

(0,0) e < +1,0> sendo (0,0) um ponto fizo sem pré- czclo

Demostragao. Calculemos primeiro f71(0,0). Se a = z + yf € Fp2 satisfaz f(z + yf5) =0,
entao

(a+1)2*+(a—1)by* =0 e 2ary=0.
Como a # 0, entao x = 0 ou y = 0.

Se z = 0, entdao (a —1)by? = 0. Como a # 1, entdao y = 0. De forma similar, se y = 0, entao
(a+1)z* = 0. Como a # —1, entdao x = 0. Isso implica f~1(0,0) = {(0,0)}. Logo, zero ¢ um
ponto fixo sem pré-ciclo.

Note que se (z,y) for outro ponto fixo, entao ele deve satisfazer as seguintes equagoes:

(a+1)z*+ (a—Dby?* =z
2ary =y
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Se y # 0, a segunda equacao implica x = i Substituindo esse valor de x na primeira equagao,
temos
a+1
4a?

+ (a — 1)by? =

g

1 a+1 1
2a  4a® ) (a—1)b

(
v= (za _4(aa2+ U) (a—ll)b
(

a—1 1
4a? ) (a—1)b

Como b nao ¢ um quadrado em [y, essa equagao nao tem solugao. Isso implica y = 0. Nesse
caso, temos

(a+1)2x*+(a—1)b-0=2x

s T
Ca+ 1

Como (z,y) # (0,0), entdo = # 0. Logo, z = ﬁ e <$, 0> é o unico ponto fixo de f diferente

de (0,0). O

4.2 Analise das pré-imagens
Agora analisaremos as pré-imagens de dois tipos distintos de pontos: & e 23, sendo 2 € F,,.

Teorema 4.2.1. Para & € F, temos:

0 sexaléla—1) =1 e xali(a+ 1)) = —1,
1 #f @) =194 sexz(i(a—1))=—1¢exz(2(a+1)) =1,
2 caso contrdario.

2. Seq=3 (mod 4), entdo

0 sexa(—a*+1)=1,
2 sexs(—a*+1)=-1.

3. Seq=1 (mod 4), entdo

4 sexy(—a®+1)=—1 e x2(2y.2a) = —1,

0 caso contrdrio.

#fH(2B) = {

2 (a—1)b
em que vy, = T el

Demostragido. Se & € F, , entao (z,y) € f~(Z) implica
((a+1)z* + (a — )by, 2azy) = (2,0).
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Logo,
(a+1)z*+ (a— Dby* = 17,
2azy = 0.
Se z = 0, temos 3? = ﬁ, que possui duas solugoes se ya(#(a — 1)) = —1 e nenhuma
solugao caso contrario.
Se y = 0, temos * = —&5, que possui duas solugdes se x2(#(a 4 1)) = 1 e nenhuma solugao
caso contrario. Isso prova o primeiro resultado.
Seja (x,y) € f71(0,2). Nesse caso,

{ (a+1)2?+ (a—1by*> = 0,

2axy = 1.

De forma equivalentemente, temos

Ty = %"
A primeira equagao tem solugao se, e somente se, xo (—a? + 1) = —1, ja que xa(b) = —1.
Supondo que X (—a® + 1) = —1, existe v, € F, tal que 72 = —%. Entao,

$2:£-xy::l:fya-£:i%x.
Y 2a 2a

Se ¢ =3 (mod 4), entao

Yol

2a

possui duas solucoes, pois —1 nao é um quadrado e podemos escolher o sinal de modo que
a equagao possua solu¢ao. Denotando x1, x5 as duas solugoes da equagao acima e escrevendo
Y = ﬁ, para i € {1,2}, obtemos

F7H@EB) = {{z1, 1), (22, y2) }-

Suponha agora ¢ =1 (mod 4). Nesse caso, —1 é um quadrado em [, e

2=+

z? = j:%x

2a
possui 4 solugoes se X3 (27,£a) = 1 ou nenhuma solugao caso xs3 (27y,2a) = —1, concluindo
assim a prova. O

O seguinte corolario é uma consequéncia direta da prova do teorema anterior.
Corolario 4.2.2. Se & € F} e xo(2(a — 1)) = 1, entdo f~'(z) C F,.
Demostragdo. Como xs(#(a—1)) = 1, de acordo com o teorema anterior, temos f~*(z) nao
vazio se x2(#(a + 1)) = 1. Nesse caso, (z,y) € f~1(2) se y = 0. O
Proposicao 4.2.3. A restricao de f a F, estd dada por

f|]Fq: F, — K,
r — (a+1)z%

Se q — 1= 2°, com r impar, entao o grafo funcional de f sobre F, é isomorfo a

Coet) B oty * (Coe(Ords(2)), 7).
d|r
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Demostracao. Claramente, restringindo f a F,, temos

f|]Fq: F, — F,
r — (a+1)z?

Defina ¢ : F, — F, dada por p(z) = Az, em que A € F; ¢ fixo. Observamos que ¢ é um
automorfismo de F, e que (Z, f(Z)) é uma aresta do grafo funcional de f restrito a I, se, e
somente se, (0 1(2),p ! (f(2))) € uma aresta do grafo funcional de ¢! o f o ¢ sobre F,. Isso
pode ser visto, através do seguinte diagrama.

ofop

Veja que, escolhendo A = (a + 1)~!, obtemos

plofop()=rf"of((a+1)"x)
=1 ((a +1) ((a+1 13:)2>

=¢ ' ((a+1)-(a+1)7? x)
=(a+1)(a+1)(a+1)"2 2% =2"

Assim, podemos concluir que o grafo de f ]]Fq ¢ isomorfo ao grafo de z2. De (Rogers, 1996,
Section 4), considerando F; como um grupo multiplicativo ciclico de ordem par ¢ — 1 = 2°r,
com 7 impar, temos que o grafo funcional de z? sobre [, ¢ isomorfo a

@Ordd x (Cye (Ordy(2))  T(s))

Concluimos adicionando o lago isolado em 0 € F,. ([l
Dessa forma, o comportamento de f |]Fq ¢ bem conhecido e aqui serda denotado simplesmente

como ¢ <f|]Fq>

Teorema 4.2.4. Seja r um nimero inteiro positivo impar tal que ¢ — 1 = 2°r e seja f(X) =
(X1 +aX?), em que a € F,\ {0,1,—1}. Se x2 (1 —a?) =1, entdo as componentes conezas

que contém os elementos de F, podem ser obtidos anexando dois nds a cada ponto & € ¢ (f]]Fq>

que satisfaz x2(#(a—1)) = —1. Em particular, 0 é um ponto fixo isolado e a_Jlrl € um ponto fizo

com componente coneza isomorfa a 2*(4) se s =1, ou isomorfa a (Cyc(1),T(s+1)) se s > 2.

Demostragao. Quando x» (1 — a?) = 1, do Corolério 4.2.2 concluimos que para cada ponto

Te¥ <f|]F ) se x2(Z(a — 1)) = 1, ent@o nao ha pontos fora de ¥ <f|Fq> em sua pré-imagem.

Por outro lado, se x2(Z(a — 1)) = —1, entdo ha exatamente dois pontos fora de ¢ (f\Fq) em
sua pré-imagem: {\;, —\;} € OF, tal que \2 = ﬁ Além disso, +\; nao tém pré-imagem.
Em particular, podemos descrever precisamente o pré-ciclo do ponto fixo < il, > Primeiro,
assumindo ¢ = 3 (mod 4), observe que a pré-imagem de <a =g 0> tem 4 elementos. Como visto
na prova do Teorema 4.2.1, eles sao < +1,0> (0, £)\), para \? = (2—1 Como x» (1 — a?) =

1, pela parte 2 do Teorema 4.2.1, temos #f1(0,£X) = (0,0). Como xa(—1) = —1, entao
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1

pela parte 1 do mesmo Teorema, temos # f ! (_a_+1’

O) = (0,0). Em conclusao, a componente

conexa de —— & isomorfa a Z*(4).
a+1
1

Agora, para ¢ =1 (mod 4), a pré-imagem de 5 ¢

1 1 0) — 1 0 1 0
a+1") \N\a+1""/"\ a+1 '
Como —1 é um quadrado, a pré-imagem de <—a—}rl, O> tem 2 elementos:

a (_ail’()) - {<ia$1’o>}

em que (, ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade em F,. Se ¢ =5 (mod 8), entao {4 nao ¢é
um quadrado e

7 (550) = o,

a+1’

para \? = ﬁ Observe que a partir deste caso em diante —1 é um quadrado, portanto —(4

também nao é um quadrado. Além disso, observe que este é o ultimo nivel da arvore, uma vez
que x2 (—a?+1) =1 e a parte 3 do Teorema 4.2.1 implica que #f~ (0, £\) = (0, 0).

Se ¢ =1 (mod 8), entao (4 ¢ um quadrado e

(09~ {fse)

Suponhamos que ¢ = 1 (mod 2") para algum n > 3. Pela hipotese de indugdo, uma vez que
+(on—1 ¢ um quadrado em [F,, segue que

_1 [ Gon-t B Con
() - {=E))

Além disso, se ¢ = 2"t + 1 (mod 2"), entdao (n-1 € F, ndo é um quadrado em F, e

a+1’

o (E0) = o2,

(gﬁn_‘ll)b. Seguindo um processo semelhante ao Teorema 2.4.2, obtemos o resultado. []

com \? =

Exemplo 4.2.5. Para ¢ = 13 e a = 2, temos s = 2 e xao(1 — 2?) = x2(10) = 1. Tomando
b =2, as componentes conexas dos elementos em F, sao isomorfas a Cyc(1l), (Cyc(1),T(3)) e

(Cyc(2),T(3)) (ver Figura 4.1).
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0. 11)

08,0
00.2)
©(10,0) 0049
X 5.0 00.3) 00.9
o\l
06.0)
00,10
0G.0)
00.0 0@:0) 0.0
(12,0
0.12)
® o(11,0) 7.0)
2.0 00.6)
00.5)
00,8 00,7
0.1

Figura 4.1: Componentes conexas dos elementos de [F,.

A componente que contém zero € um ciclo isolado, a componente de a—}rl =9 € isomorfa a
(Cyc(1),T(3)) e todos os pontos & € F, que satisfazem x2(&(a — 1)) = —1 tém dois pontos em
BF, direcionados a eles.

Quando x2(1 — a?) = —1, as condigoes que controlam o crescimento de tais componentes
sdo mais dificeis de obter. Por exemplo, se ¢ = 3 (mod 4), para fazer com que essas arvores
tenham exatamente um nivel a mais, ou seja, que os elementos em [, estejam ligados aos

pontos & € ¢ ( f |Fq) que satisfazem y2(Z(a — 1)) = —1 e tém duas pré-imagens que nao tém

pré-imagem, devemos exigir que ba® + (a + 1)? seja um quadrado em F,.
. . 1
, Nos exemplos seguintes, mostraremos a componente conexa que contém —5 para x2(1 —
a’) = —1.

Exemplo 4.2.6. Sejam ¢ = 13, b = 2 e a = 3. Mais uma vez, xo(1 — 3%) = —1. Entao,
a componente conezxa do ponto fizo ((a + 1)71,0) = (471,0) = (10,0) no grafo funcional de
f(X) = X9 4+ 3X? sobre Fi52 € o grafo da Figura 4.2.

02.0) 00.2)
L0 0. 11)
3,0 o129 g0.12)
[ 1CH
04,12 o1
(1.9
(11, 10) oty
. B
3,11
00. 1 oL o4
06.2) ©(10,0)
(0,3)
0(12.4) (0.10) .
o(l.D)
2.3 0(2.10) 0(10,2) 8.6
0(10,11)
3.5
(5.6
06.5) 06.8) 0(12.12)
0.5 @57
(7,8)
- 0.7 ®
. >
05.5) 08.8)
0(.12)
02,1

Figura 4.2: Componente conexa do ponto fixo (47 0) = (10,0) no grafo funcional f(X) =
X4+ 4 3X2 sobre 3.
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Exemplo 4.2.7. Sejam q =19, b= 2 ea = 5. Note que xo(1—5%) = —1. Entdo, a componente
coneza do ponto fizo (671,0) = (16,0) no grafo funcional de f(X) = X' + 5X? sobre Fig2 ¢
o grafo da Figura 4.5.

oL18)  us.D
@18, 18)
oD
0(15.1) o149
o0 o(14,10)
o1
9,17 0.9
LS 00,13)
3.0
002
04.18) #(5.10) o(15.18)
06.9
©(10,2) 6.7 69
. N
(10,17)
06.10) 0105 s 00.8)
0. 11
(14,12) 801
o 0(13,10)
(13,9
1D i

Figura 4.3: Componente conexa de {(a + 1)71,0) = (16,0).

O comportamento de outros ciclos e pré-ciclos quando a ¢ {£1} também ¢ dificil de prever.
Por exemplo, pode haver ciclos com o mesmo comprimento, mas com pré-ciclos diferentes, como
visto no préximo exemplo.

Exemplo 4.2.8. Seja ¢ =29 e a = 3. Entao, o grafo funcional de f(X) = X9 + 3X? sobre
Faog2 terd quatro tipos diferentes de componentes conexas. Um ciclo de comprimento 1 sem pré-
ciclo, cujo vértice € 0. Outro ciclo de comprimento 1, com vértice em {(a + 1)71,0) = (22,0),
mas com um pré-ciclo, como visto na Figura 4.4.

007 g(7,5)
o224 @ 00,27
027.3)
3.2 027, Zi)(2 ) 0(24,22)
26,27, )
026.27) 6.7 0(2.26)
0(23.22)
0(22.5) o23.7) 0(26.2)
0(7.23)
0120 @76
0247
0(20.21)
6,22 22,23
06.22) s ey 022.23)
07:24) oG
0(0,26)
06,22 (22,6 0:8)
00,3
7,0
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Figura 4.4: Componente conexa de ((a + 1), 0) = (22,0).

Trés ciclos de comprimento 3, com seus respectivos pré-ciclos isomorfos ao grafo da Figura

4.5.
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Figura 4.5: Componente conexa de um ciclo de comprimento 3.

Por dltimo, um ciclo de comprimento 42 com trés tipos diferentes de pré-ciclos, como visto
parcialmente na Figura /.6.
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Figura 4.6: Ciclo de comprimento 42 e seus trés tipos de pré-ciclos.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, foi estudada a dindmica da funcao
f(X) = (X7 + aX?),

com a,c € Fy, definido sobre o corpo finito F,2. Apresentamos uma descrigao detalhada dos
grafos funcionais associados nos casos em que a = 1 e a = —1, com resultados completos para
essas situagdes. O caso a ¢ {£1} ainda nao foi completamente explorado. Apesar de algumas
propriedades estruturais terem sido discutidas, uma caracterizacao abrangente da dinamica
nesse caso permanece em aberto. Além disso, destacamos dois caminhos promissores para
investigagoes futuras:

e Estudar o comportamento do mapa quando a caracteristica do corpo for par, ou seja,
quando a carateristica de F 2 ¢ par. Nessa situagao, propriedades fundamentais utilizadas
ao longo do trabalho, como o fato de —1 # 1, deixam de valer, o que pode modificar
substancialmente a estrutura dos grafos funcionais.

e Investigar possiveis simetrias entre os grafos funcionais associados aos mapas fi(X) =
Xl 4+ X2 e f4(X) = X9 — X?. Embora os casos a = +1 tenham sido tratados
separadamente, observagoes experimentais sugerem que, para alguns valores de ¢, os
grafos apresentam estruturas semelhantes.

Essas direcoes podem enriquecer a compreensao da dinamica desses mapas e revelar novas
conexoOes entre algebra, geometria, teoria de niimeros e teoria dos grafos.
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