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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo introdutério sobre redes neurais artificiais, com énfase
nos fundamentos mateméticos que sustentam sua estrutura e seu processo de aprendizagem.
O objetivo central consistiu em compreender, sob uma perspectiva matematica, como esses
modelos operam, destacando especialmente o papel da combinacao linear e do gradiente na
construcao e no treinamento de redes neurais. Para isso, foram retomados conceitos de algebra
linear, calculo diferencial e geometria analitica, estabelecendo-se uma base teoérica adequada
para a interpretacao do neuronio artificial, das fun¢oes de ativacao, da funcao de custo e do
algoritmo de retropropagacao. Inicialmente, discutiu-se a modelagem do neurénio artificial a
partir da combinacao linear entre entradas, pesos e viés, evidenciando sua relagao com retas,
hiperplanos e fronteiras de decisao. Em seguida, foram apresentadas algumas das principais
funcoes de ativacao utilizadas em redes neurais, ressaltando-se a importancia da nao lineari-
dade para a capacidade de representacao do modelo. Posteriormente, abordaram-se a funcao de
custo, o gradiente e a regra da cadeia, mostrando como esses elementos se articulam no processo
de retropropagacao do erro e na atualizagao dos parametros por meio do método do gradiente
descendente. Como forma de ilustrar concretamente os conceitos estudados, foram desenvol-
vidas duas aplicacbes computacionais em Python. A primeira consistiu em um problema de
ajuste linear entre temperaturas em graus Celsius e Fahrenheit, no qual a rede aprendeu sa-
tisfatoriamente a relagao esperada entre entrada e saida. A segunda envolveu um problema de
classificacao nao linear no plano, em que a rede deveria distinguir pontos localizados no interior
e no exterior de uma circunferéncia. Nesse caso, observou-se a importancia da camada oculta
e das funcoes de ativagao nao lineares para a aprendizagem de uma fronteira de decisao mais
compativel com a geometria do problema. Em ambas as aplica¢des, a formulacao matricial
mostrou-se particularmente 1til para organizar os célculos e favorecer a implementagao com-
putacional. Assim, conclui-se que o estudo de redes neurais pode constituir uma oportunidade
relevante de articulagao entre a Matematica e temas contemporaneos da computacao, contri-
buindo para uma compreensao mais fundamentada desses modelos e abrindo possibilidades
para aprofundamentos futuros em arquiteturas mais gerais e em novas aplicacoes.

Palavras-chave: Redes Neurais Artificiais; Combinagao Linear; Gradiente; Gradiente Des-
cente; Retropropagacao; Matematica Aplicada.



ABSTRACT

This work presents an introductory study on artificial neural networks, with emphasis on
the mathematical foundations that support their structure and learning process. The main
objective was to understand how these models operate from a mathematical perspective, espe-
cially highlighting the role of linear combination and gradient in the construction and training
of neural networks. To this end, concepts from linear algebra, differential calculus, and analytic
geometry were revisited, establishing an appropriate theoretical basis for the interpretation of
the artificial neuron, activation functions, the cost function, and the backpropagation algorithm.
Initially, the modeling of the artificial neuron was discussed based on the linear combination
of inputs, weights, and bias, emphasizing its relationship with lines, hyperplanes, and decision
boundaries. Next, some of the main activation functions used in neural networks were presen-
ted, highlighting the importance of nonlinearity for the representational capacity of the model.
Subsequently, the cost function, gradient, and chain rule were addressed, showing how these
elements are articulated in the backpropagation process and in the updating of parameters
through the gradient descent method. As a way of concretely illustrating the concepts studied,
two computational applications were developed in Python. The first consisted of a linear fitting
problem involving temperatures in degrees Celsius and Fahrenheit, in which the network suc-
cessfully learned the expected relationship between input and output. The second involved a
nonlinear classification problem in the plane, in which the network had to distinguish points lo-
cated inside and outside a circle. In this case, the importance of the hidden layer and nonlinear
activation functions for learning a decision boundary more compatible with the geometry of the
problem was observed. In both applications, the matrix formulation proved particularly useful
for organizing the calculations and supporting the computational implementation. Thus, it is
concluded that the study of neural networks may constitute a relevant opportunity to connect
Mathematics with contemporary topics in computing, contributing to a more grounded un-
derstanding of these models and opening possibilities for future developments in more general
architectures and new applications.

Keywords: Artificial Neural Networks; Linear Combination; Gradient; Gradient Descent;
Backpropagation; Applied Mathematics..
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZAQAO DAS REDES NEURAIS ARTIFICI-

AIS

Uma rede neural artificial pode ser entendida, de modo geral, como um modelo construido
para aprender a classificar um conjunto de dados em duas ou mais categorias, de modo a
produzir uma saida que auxilie na tomada de decisao. A partir de exemplos apresentados
durante o treinamento, a rede busca identificar regularidades nos dados e estabelecer critérios
que lhe permitam associar novas entradas a classes ou respostas especificas. Assim, ainda que
suas aplicacoes sejam variadas, uma de suas ideias centrais consiste em receber informacoes,

processa-las e, com base nesse processamento, decidir entre diferentes possibilidades.

Para tornar essa ideia mais concreta, suponha que se queira decidir se vai chover ou nao a
partir de informagoes como temperatura e umidade do ar. Se utilarmos os registros de varios
dias anteriores, indicando os valores dessas variaveis e se, de fato, choveu ou nao em cada caso,
entao a rede neural pode ser treinada com esses exemplos. A partir desse conjunto de dados,
ela busca identificar padroes que relacionem as entradas observadas ao resultado esperado,
aprendendo a associar novas informacoes a uma possivel decisao. Desse modo, ao receber os
dados de um novo dia, a rede pode produzir uma saida indicando a previsao de chuva ou de

auséncia de chuva com base no que aprendeu durante o treinamento.

Exemplos como esse ajudam a compreender por que, nas tultimas décadas, as redes neurais
artificiais passaram a ocupar um lugar de destaque no desenvolvimento de tecnologias voltadas
a realizagao de tarefas como classificacao, reconhecimento de padroes, previsao, processamento
de linguagem e apoio & tomada de decisao. Esse crescimento esta relacionado, entre outros
fatores, ao aumento da capacidade computacional disponivel, & ampliagao do volume de dados
e ao aperfeicoamento dos métodos de treinamento, elementos que contribuiram para tornar

esses modelos cada vez mais presentes em diferentes setores da sociedade.

De modo geral, as redes neurais artificiais foram concebidas a partir de uma inspiragao
no funcionamento do sistema nervoso biologico, especialmente na maneira como neuronios
se conectam e transmitem sinais. Evidentemente, nao se trata de uma reproducao fiel da
estrutura cerebral, mas de uma abstracao que procura representar, de forma simplificada, a
recepcao de estimulos, a transmissao de informacoes e a producao de respostas. Assim, os

chamados neuronios artificiais sao organizados em camadas e interligados de modo a formar

LICENCIATURA EM MATEMATICA



2 INTRODUGAO

uma estrutura capaz de receber dados de entrada, processa-los e produzir uma saida.

Essa inspiracao biolégica contribuiu para a formulacao de modelos computacionais voltados
a aprendizagem a partir de exemplos, um regime supervisionado. Com isso, redes neurais
passaram a ser empregadas em uma ampla variedade de contextos, e a diversidade dessas
aplicacoes mostra que tais modelos se consolidaram como ferramentas relevantes em areas
como Computacao, Engenharia, Economia, Biologia, Satide e Matematica aplicada.

Diante desse cenério, torna-se importante reconhecer que as redes neurais artificiais nao
sao apenas um tema de interesse tecnologico, mas também um campo de estudo que conversa
com diferentes areas do conhecimento. Seu desenvolvimento historico, inspirado em redes neu-
rais biologicas e ampliado pelo avanco dos recursos computacionais, ajuda a explicar por que
esses modelos se tornaram tao significativos no mundo contemporaneo e por que continuam

despertando interesse em pesquisas e aplicagoes cada vez mais diversificadas.

1.2 JUSTIFICATIVA E OBJETIVOS DO ESTUDO

Embora as redes neurais artificiais sejam frequentemente apresentadas como ferramentas
da Computagdo e da inteligéncia artificial, seu funcionamento esta apoiado em uma estrutura
fortemente mateméatica. Apesar disso, nem sempre a matemética recebe a devida atencao, ja
que muitos contatos iniciais com o tema privilegiam o uso préatico dos modelos, seus resultados
e suas aplicagoes, sem explicitar com clareza os processos matematicos que tornam possivel seu
funcionamento. Como consequéncia, muitas vezes se conhece o que a rede ¢ capaz de fazer,
mas nao se compreende como ela opera internamente.

E justamente nessa lacuna que se insere este trabalho. A proposta nio é enfatizar apenas
a implementacao computacional das redes neurais, mas evidenciar que sua estrutura depende
de ideias matematicas fundamentais, sem as quais nao é possivel compreender de maneira
consistente o processamento das informagoes e o mecanismo de aprendizagem. Nesse sentido,
o estudo volta-se para dois elementos centrais: a combinacao linear e o gradiente.

A combinacao linear aparece na propria organizacao interna dos neurénios artificiais, pois
é por meio dela que as entradas sao ponderadas e reunidas para compor o valor processado
em cada unidade. J& o gradiente desempenha papel decisivo no treinamento, uma vez que
orienta o ajuste dos parametros da rede na busca pela reducao do erro. Esses dois conceitos,
portanto, constituem partes essenciais da logica matematica que sustenta o funcionamento das
redes neurais artificiais.

Desse modo, o enfoque adotado neste TCC consiste na analise desses fundamentos, buscando
tornar mais visivel a matematica presente em um tema que frequentemente é tratado de maneira
predominantemente técnica ou instrumental — com a utilizacao de funcoes que ja entregam
todo o processo da rede neural em seus algoritmos. A intencdo é mostrar que compreender
redes neurais artificiais exige mais do que observar seus usos na Computacdo: exige examinar
a estrutura matematica que lhes da suporte e que permite explicar como tais modelos recebem

dados, os transformam e aprendem com eles.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



INTRODUGAO 3

1.3 ORGANIZAGCAO DO TRABALHO

Este trabalho foi desenvolvido a partir de estudo bibliografico sobre redes neurais artificiais,
tendo como base materiais de naturezas distintas, como slides, artigos e livros. Essa diversidade
de fontes permitiu construir uma compreensao gradual do tema, desde seus aspectos mais intro-
dutorios até seus fundamentos matemaéticos mais diretamente relacionados ao funcionamento
e ao treinamento desses modelos. Além disso, ao longo do desenvolvimento do estudo, foram
elaborados codigos em Python com a finalidade de apoiar a visualizacao de conceitos, testar
exemplos e contribuir para uma compreensao mais concreta de algumas das ideias discutidas

no texto.

A organizacao do trabalho foi pensada de modo a conduzir o leitor desde uma apresenta-
cao geral das redes neurais artificiais até a analise de elementos matemaéticos especificos que
sustentam sua estrutura e seu processo de aprendizagem. Nesse sentido, a introducao tem a
funcao de situar o tema no cenario contemporaneo, apresentando as redes neurais como mo-
delos amplamente utilizados em diferentes areas, bem como destacar sua inspiracao nas redes
neurais biologicas. Ainda nesse capitulo introdutoério, explicita-se a justificativa do estudo,

evidenciando a importancia de compreender a base matemaética desses modelos.

Nos capitulos seguintes, sao desenvolvidos os conceitos fundamentais necessarios para a com-
preensao de uma rede neural artificial. Inicialmente, discute-se a estrutura do neurénio artificial
e os elementos que compoem seu funcionamento, de modo a construir a base conceitual para
as etapas posteriores. Em seguida, dedica-se atengao especial a combinagao linear, entendida
como parte essencial do processamento realizado pelos neurdnios, uma vez que é por meio dela
que as entradas, os pesos e o viés se articulam na producao do valor que sera transformado pela
funcao de ativacao.

Na continuidade, o trabalho volta-se ao estudo do gradiente, destacando seu papel no pro-
cesso de treinamento da rede neural. Nessa etapa, busca-se mostrar como a nogao de gradiente
estd relacionada ao ajuste dos parametros do modelo e a reducao do erro, permitindo compre-
ender de forma mais rigorosa como a rede aprende a partir dos dados apresentados. Assim,
combinagao linear e gradiente constituem o niicleo matemaéatico desta monografia, pois sao tra-

tados como conceitos centrais para a interpretacao da logica interna das redes neurais artificiais.

Além da discussao teodrica, o trabalho também procura aproximar esses fundamentos de
situagoes aplicaveis a matematica aplicada. Para isso, ao longo do texto sao considerados dois
problemas, com o objetivo mobilizar os conceitos aprendidos em exemplos especificos. Essa
articulacao entre fundamentacgao tedrica e aplicacao busca mostrar que a matematica envolvida
nas redes neurais nao se limita a uma formulagao abstrata, mas se manifesta de modo efetivo

em contextos nos quais esses modelos sao empregados.

Por fim, o trabalho se encerra com as consideracoes finais, nas quais sao retomados os prin-
cipais aspectos desenvolvidos ao longo dos capitulos, destacando-se a relevancia de uma leitura
matematicamente orientada das redes neurais artificiais. Desse modo, procura-se sintetizar as

contribuicoes do estudo e reforcar a importancia de compreender esses modelos nao apenas
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como ferramentas computacionais, mas também como construcoes fundamentadas em ideias

matematicas essenciais.
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2. PRELIMINARES MATEMATICOS

Para iniciar o estudo sobre Rede Neurais, ¢ preciso estabelecer previamente alguns conceitos
fundamentais de Matematica e Estatistica. Em particular, a compreensao de modelos neurais,
bem como de seus procedimentos de ajuste e anélise, exige familiaridade com nocoes de es-
tatistica bésica, algebra linear e cédlculo diferencial, pois esses contetidos aparecem de forma
recorrente na formulacao de funcoes, no tratamento de dados e na descricao de algoritmos de
otimizagao.

Assim, este capitulo reine os principais preliminares matemaéticos que serao utilizados ao
longo do texto, com o objetivo de uniformizar a notagao adotada e garantir que os resultados
apresentados nos capitulos seguintes sejam compreendidos de maneira clara e consistente. Ao
final deste capitulo, espera-se que o leitor disponha do arcabouco necesséario para acompanhar,
com seguranca, as definicoes e discussdes que serao aprofundadas na sequéncia do trabalho,

consolidando os conhecimentos.

2.1 ALGEBRA LINEAR

2.1.1 MATRIZES EM R"*"

Definicao 1. Uma matriz de ordem m X n € um arranjo de m -n nimeros, dispostos em m
linhas e n colunas. Toda matriz tem associada um nome que pode ser representado com uma

letra maiiscula, por exemplo: A. Para representar os elementos de A escrevemos a;j, onde

a; €ER,i=1,....mej=1,...,n, ou
a1 a2 - Aip
G21 Qg2 - Q2

A=
Am1 Qm2 " Amn

Eziste o caso particular da matriz com somente uma coluna, que € denominada matriz
coluna, ou vetor coluna, e uma matriz com somente uma linha é denominada matriz linha,
ou vetor linha.

A entrada na linha i e na coluna j de uma matriz A também € geralmente denotada por

[A];;. Assim, podemos simplificar a notagio da matriz acima, como
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[Alij = aij.
Quando uma matriz contém o mesmo numero de linhas e colunas, dizemos que € uma
matriz quadrada.

Definicao 2. Se A for uma matriz m x n qualquer, entao a transposta de A, denotada por
AT ¢ definida como a matriz n x m que resulta da troca das linhas com as colunas de A; ou
seja, a primeira coluna de AT é a primeira linha de A, a sequnda coluna de AT € a sequnda

linha de A, e assim por diante.

Usando notagao matricial, a definicao acima pode ser matematicamente escrita como segue:
T
(A ] = [Aljs.

Exemplo 2.1.1. Sendo

1 4 2 Lo

A—[ ], entio AT =14 5
05 3

-2 3

Definicao 3. Uma matriz quadrada é dita simétrica se A = AT.

Ou seja, uma matriz quadrada A = [a,;] é simétrica se, e s0 se, [A];; = [A];; para quaisquer
valores de i e j.
Definicao 4. A matriz identidade de ordem n, denotada por I,,, € a matriz quadrada cujos

elementos sao dados por

1, sei=y,
0, sei# 7.

Ou seja, trata-se da matriz que possui 1 em todas as posigcoes da diagonal principal e 0 em

(L] =

todas as oulras entradas.
A seguir falaremos de algumas operacoes envolvendo matrizes que sao bastante utilizadas.

Definicao 5. Se A e B sdo matrizes do mesmo tipo m X n, entio a soma A+ B é a matriz
mxn obtida somando as entradas de B as entradas correspondentes de A, e a diferenca A— B

€ a matriz m x n obtida subtraindo as entradas de B das entradas correspondentes de A.

Em notacao matricial, se A e B tém o mesmo tipo, as operagoes indicadas acima sao dadas
por
A+ B =[Alij + [Blij = ai; +bij, A= B=[A]l; — [Bly; = ai; — b

Exemplo 2.1.2. Sendo

— N =
N = O
®
™
I
O = W
=\
o = O
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temos:
243 142 040 5 3 0
A+B=|(1+1 2+0 1+1| =12 2 2|,
1+0 1+1 240 1 2 2
2—-3 1-2 0-0 -1 -1 0
A-B=1|1-1 2-0 1-1| =10 2 0
1-0 1-1 2-0 1 0 2

Observe que as operacoes de soma e subtracao nao estao definidas para matrizes de tipos

distintos.

Defini¢ao 6 (Multiplicacdo de Matriz por um escalar). Se A for uma matriz e ¢ um escalar,
entao o produto cA é a matriz obtida multiplicando cada entrada da matriz A por c. Dizemos

que @ matriz cA € um maltiplo escalar de A. Em notag¢io matricial, [cAl;; = ca;.

Definigao 7 (Multiplicacao de Matrizes). Sejam A uma matriz de ordem m x n e B uma
matriz de ordem n X p. O produto AB ¢ definido apenas quando o niumero de colunas de A
€ igual ao nimero de linhas de B. A matriz resultante C' = AB terd ordem m X p, e cada

elemento c¢;; € calculado como:
n
Cij = E ik by
k=1
Ou seja, o elemento c;; € o produto escalar da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B.

Exemplo 2.1.3. Sejam

1 2 3
e B=
4 5 6]

O produto AB € possivel, pois A € 2 x 3 ¢ B € 3 X 2, resultando em uma matriz 2 X 2.

RE
|10 13|

_ O =

2
1
0

1-1+2-0+3-1 1-24+2-14+3-0
4.-145-0+6-1 4-245-14+6-0

4 4
B = .
[10 13]

A matriz identidade funciona como o elemento neutro da multiplicacdo de matrizes: para

AB =

Portanto,

qualquer matriz A de ordem compativel, vale
I,A=A e Al, = A.

Definicao 8. Seja A e B matrizes m x n. O produto de Hadamard de A e B € definido por
[A® Bl;; = [A]i;[Blij para todo 1 <i<m,1 <j<n.
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Exemplo 2.1.4. Considere as matrizes

R

Pela defini¢ao do produto de Hadamard, multiplicamos os elementos correspondentes de A

1-5 2-(-1)] [5 -2
3.2 4.0 |6 o]

Esse exemplo mostra que, no produto de Hadamard, a multiplicacao é feita entrada por

e B. Assim,

AGB=

entrada, diferentemente do produto usual de matrizes.
Teorema 1. Seja A e B matrizes m x n, entio [A® Bl;; = [B © Al;.

Teorema 2. O produto de Hadamard € linear. Se o € C, e A, B e C' sao matrizes m xm,
entio C © (A+ B) =Co A+ CoB. Além disso, a(Ao B) = (aA) ® B=A® (aB).

Definicdo 9 (Determinante de uma matriz). Seja A wma matriz quadrada de ordem n. O
determinante de A € um nimero real, denotado por det(A) ou simplesmente det A, associado

a matriz e que fornece informagoes importantes sobre suas propriedades algébricas.

A:<a b),
c d

det(A) = ad — be.

No caso de uma matriz 2 X 2,

o determinante é definido por

Exemplo 2.1.5. Considere a matriz

Entao,
det(A) = (1)(4) — (2)(3) =4 —6 = —2.

Para matrizes de ordem maior, o determinante pode ser calculado por diferentes métodos,
como a expansao por cofatores ou a reducao por operacoes elementares de linha. Esses pro-
cedimentos serao explorados mais adiante, quando tratarmos de matrizes, sistemas lineares e
transformacoes lineares de forma mais aprofundada.

A notacao de posto de uma matriz A aparece de diversas maneiras na literatura brasileira,

como posto(A), p(A) ou rank(A), mas nesta obra denotaremos pela tltima nomenclatura.

Defini¢ao 10 (Posto de uma Matriz). O rank(A) indica a quantidade mdzima de linhas ou
colunas linearmente independentes da matriz. FEle estd diretamente relacionado a ideia de

dimensao do espago vetorial gerado pelas linhas ou colunas da matriz.
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O posto pode ser calculado por meio de: Reducao de Gauss ou Calculo do maior menor
com determinante # 0.

A reducao de Gauss consiste em aplicar sucessivas operacgoes elementares nas linhas de
uma matriz para transforma-la em uma forma mais simples, chamada forma escalonada.

Essas operacoes sao:

1. Trocar a posicao de duas linhas;
2. Multiplicar uma linha por um ntimero real nao nulo;

3. Somar a uma linha um maultiplo de outra linha.

Ao final do processo, o nimero de linhas nao nulas da matriz escalonada é igual ao posto

da matriz original.

Exemplo 2.1.6 (Céalculo do posto de uma matriz pelo método de Gauss). Considere a matriz

SN

Il
— N =
s N
—_ O W

Vamos aplicar o método de eliminacao de Gauss para encontrar o seu posto.

1. Subtraimos 2 vezes a primeira linha da sequnda:

1 2 3
LQ < L2 — 2L1 =10 0 0
1 11
2. Subtraimos a primeira linha da terceira:
1 2 3
Lg < L3 — L1 = (0 0 0
0 —1 =2

3. Para facilitar a andlise, podemos multiplicar a terceira linha por —1:

o O =
—_ O DN
N O W

Percebemos que existem duas linhas nao nulas. Logo, o posto da matriz é:

rank(A) = 2.

Interpretagao: o posto 2 indica que hd duas linhas (ou colunas) linearmente independentes,

1sto €, as demais podem ser obtidas como combinacoes lineares dessas duas.
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Definigao 11 (Matriz Inversa). Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Dizemos que A é

invertivel (ou nao singular) se existir uma matriz B da mesma ordem tal que:
A-B=B-A=1,

onde I é a matriz identidade. Essa matriz B € chamada de matriz inversa de A e ¢ denotada
por AL

Uma matriz € invertivel se, e somente se, seu determinante ¢ diferente de zero, isto ¢€,

det(A) # 0.

Exemplo 2.1.7. Considere a matriz

O determinante de A é:
det(A)=1-4—2-3=-2,

Como det(A) # 0, A € invertivel.
Exemplo 2.1.8. Vamos calcular a inversa da matriz
2 1
A=
5 3

utilizando o método de Gauss-Jordan. Segundo este método, o objetivo é transformar a

parte esquerda em I, e no processo a parte direita se tornard A=,

2 1|1 0
5 3|0 1

1. Dividimos a primeira linha por 2:

1 iiio0
L+ i, = 2|2
o [5 300 1]
2. Subtraimos 5 vezes a primeira linha da sequnda:
1 10
L2<—L2—5L1:[ 2 2 ]

0 f|-%1

2 2

3. Multiplicamos a sequnda linha por 2:

[l Vo

1
Lo+ 2Ly = [0

N =
S
—_ 1

—5 2

4. Subtraimos metade da segunda linha da primeira:
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1 0] 3 -1
L+ L —1L,=
PR 0 1 =5 2
Portanto, a matriz inversa é: i
Al 3 -1
-5 2

Definicao 12 (Forma Matricial de um Sistema Linear). Considere um sistema linear composto

por m equacoes e n incognitas. A forma geral deste sistema € dada por

1171 + ajpxe + -+ a1 Ty, = by,

2171 + A2%2 + -+ + Aon Ty = bo,

kamlxl + paZo + -0 F ATy = bm7

onde a;j sao os coeficientes do sistema, x; sao as incognitas e b; os termos independentes.
Podemos representar este mesmo sistema de equacio em forma estendida (ou aumentada)

pela matriz

ai;p a2 - Qin ‘ b1

- Q21 G2 -+ Q2n ‘ by
(als] =7 -

m1 Am2 - Omn ‘ bm

Com isso, podemos representar o sistema de maneira compacta utilizando a notagcao matri-
cial:
AZ =0,

onde:
e A ¢ a matriz dos coeficientes, composta pelos coeficientes das incognitas do sistema;
e 7 ¢ o vetor das incognitas;
e b ¢ 0 vetor dos termos independentes.

Essa forma é especialmente ttil pois permite aplicar métodos matriciais (como eliminagao
de Gauss, calculo de inversa ou decomposigoes) para resolver o sistema de forma mais geral e

organizada.
Exemplo 2.1.9. Considere o sistema linear:

2$1 + X9 = 5,
T +3l’2 = 8.
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Podemos escrever esse sistema na forma matricial:

AZ=b onde A= R S L
1 3 ) 8

Assim,
2 1 T 5
1 3 ) 8

Essa representacao permite utilizar propriedades de matrizes e vetores para resolver o sis-

tema. Por exemplo, se A é uma matriz quadrada e invertivel, podemos obter a solu¢do unica:
= A""b

Definicao 13. Matriz Definida Positiva

Uma matriz quadrada A € R™*" € dita definida positiva se for simétrica e satisfizer:
TL'AZ >0, para todo & € R, ¥ # 0.

De forma andloga, dizemos que A é semidefinida positiva se T* AT > 0 para todo T € R™.

2.1.2 VETORES EM R"

Como vimos anteriormente, vetores sao casos particulares de matrizes e, neste trabalho,
denotaremos vetores com letras mindsculas com uma setinha em cima, como em , ¥, w. Além
disso, adotaremos a convencao de que todos os vetores sao representados como vetores coluna.
Por essa razao, em diversos momentos serd necessario utilizar a transposicdo, escrevendo o7
quando precisarmos trabalhar com vetores linha.

A seguir falaremos de propriedades e operacoes comumente utilizadas com vetores.

Definigao 14 (Combinacao Linear). Sejam vy, 0s, ..., 7, vetores de um espago vetorial V.
Dizemos que um vetor 4 € V' é uma combinag¢ao linear desses vetores se existirem niumeros
reals ai, o, . .., G, 1GiS que:

U= a1U; + agUs + + -+ + apUy.

Os coeficientes ay, asg, . .., a, sao chamados de coeficientes da combinacao linear. Quando
um vetor pode ser escrito como combinacao linear de outros, dizemos que ele depende linear-

mente desses vetores.

Definigao 15 (Vetores linearmente independentes). Em um espago vetorial, dizemos que um
conjunto de vetores é linearmente independente quando o inico modo de escrever o vetor
nulo como uma combinacao linear desses vetores € tomando todos o0s coeficientes iquais a zero.

Ou seja, 0s vetores vy, Vs, ..., U, SGo linearmente independentes se a equacao

051171 +C¥2172 + - +05n77n =0
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implica que oy = ag = -+ =, = 0.

Exemplo 2.1.10. Considere os vetores i = (1,0)" e 0= (0,1)". A equagio ad + 7 = (0,0)
resulta em (o, ) = (0,0), logo esses vetores sio linearmente independentes. Jd os vetores

= (1,2) e ¥ =(2,4) sao linearmente dependentes, pois U = 2.

Exemplo 2.1.11. Considere os vetores i = (1,0,0)T, 7= (0,1,0)T e @ = (0,0,1)T. A 4inica

combinacao linear que resulta no vetor nulo é
a4+ U+ vy = (0,0,0) = (o, 5,7) = (0,0,0) = a==~=0,

portanto sio linearmente independentes. Por outro lado, os vetores @ = (1,1, 1)T, ¢ = (2,3,4)7
e w = (3,4,5)T sdo linearmente dependentes, pois um deles pode ser escrito como combinagdo

linear dos outros.

Defini¢ao 16 (Norma Euclidiana). A norma euclidiana (ou comprimento) de um vetor @ =

(ug,ug, ..., u,) € R" é dada por:

Il = \fut + 3+ +
A norma euclidiana representa a distdncia do vetor U até a origem mo espago R".

Definicao 17 (Vetor Unitario). Um vetor @ € R™ é chamado de unitdrio quando possui norma

wual a 1, isto é:

Dado um vetor nao nulo U, podemos obter o vetor unitdrio i com a mesma direcdo e sentido

de U diwvidindo-o pela sua norma:

. U
U= 757-
kil
Defini¢gdo 18 (Produto Escalar). Sejam @ = (uy,ug,...,u,)T e 0 = (vi,v9,...,0,)" dois

vetores em R™. O produto escalar entre i e v € definido por:

n

T -

U -v:E U;V; = ULV + UV + -+ + Uy Uy
i=1

Pode-se mostrar que o produto escalar admite a sequinte expressao equivalente:

—

-0 = ||| [|7] cos(8),

onde 0 € o dngulo formado entre os vetores i e U. Assim, o produto escalar mede o alinhamento

entre dois vetores.
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Definigao 19 (Transformacao Linear). Sejam V' e W espacos vetoriais sobre o mesmo corpo
R. Uma fun¢ao T : V — W € chamada de transformacao linear se, para todos os vetores

u, v €V e para todo escalar a € R, valem as propriedades:
(i) T(d+ ) =TW) +T(0), (ii)T(aw)=aT(Q).

Essas condicoes garantem que T preserva as operacoes de adicao e multiplicacao por escalar.

Exemplo 2.1.12. Considere a transformacao linear T : R* — R? definida por

2 1
T(Z) = AZ, onde A= :
0 3
Para o vetor
- T
I = ,
T2
temos:
(_,)_ 2 1 T1 . 25(71+[L‘2
|0 3| 22| | 3z

Por exemplo, se

entao

Portanto, T transforma o vetor & = (1,2) em T(Z) = (4,6), preservando as propriedades

lineares de soma e multiplicacao escalar.

Definigao 20 (Transformacao afim). Uma transformagao afim é uma aplicagao da forma
flz) =Wz +b,

onde W € R™*" ¢ b € R™.

Definicao 21 (Espaco Vetorial). Um espaco vetorial sobre R é um conjunto V' nao vazio, cujos

elementos sao chamados de vetores, munido de duas operacoes:

e Adicao vetorial +:V XV — V| que associa a cada par (4,0) um vetor ©+v € V;

o Multiplicagcao por escalar - : R xV — V, que associa a cada c € R e ¥ € V' um vetor

cveV.
Para quaisquer u,v,w € V e a,b € R, essas operagoes devem satisfazer:

1. U+ U =7+ (comutatividade)
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—

2. (U+ V) + W =d+ (V+ W) (associatividade)

3. Ewiste 0 € V tal que ¥+ 0 =1 (elemento neutro da adicio)

4. Para cada ¥ existe —0 € V tal que T+ (=) = 0 (inverso aditivo)
5. a(bv) = (ab)v

6. 1-U =7 (elemento neutro da multiplicacdo)

7. a(td + V) = atl + av

8. (a+b)V = av + bv

Exemplo 2.1.13. O conjunto R* = {(x1,13) : x1,79 € R} € um espaco vetorial. A adicio é

dada por
(1, 22) + (y1,92) = (21 + Y1, T2+ ¥2),

e a multiplicacao por escalar por
c(x1,e) = (cxy, cxa).

Essas operacoes satisfazem todos os axiomas de um espaco vetorial.

Definicao 22. Uma base de um espaco vetorial V' é um conjunto ordenado de vetores
B = {v1,Vs,...,0U,}
tal que:

1. Os vetores de B sao linearmente independentes;

2. Os vetores de B geram todo o espaco V, isto é, qualquer vetor @ € V' pode ser escrito

de maneira unica como uma combinacao linear:
U= CL1171 + GQUQ + -+ anﬁn,
com ay,...,a, € R.
Exemplo 2.1.14. No espaco R?, a base mais comum é
{(1,0),(0,1)},
pois qualquer vetor (1, xs) pode ser escrito como

(1]1,I2> = Il(l,O) + I’Q(O, 1)
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Definigao 23 (Hiperplano). Considere o espago R" e um vetor nao nulo & € R".

Chamamos de hiperplano linear o conjunto

1sto €, uma translacao de um hiperplano linear.

A nocao de hiperplano é fundamental no estudo de Redes Neurais Artificiais, pois ele des-
creve, do ponto de vista geométrico, ela cria divisoes na minha dimensao de estudo. Em R”, um
hiperplano (linear ou afim) possui dimensao n — 1 e pode ser interpretado como uma superficie

que separa o espaco em dois semiespacos.

2.2 FUNDAMENTOS DE CALCULO E ANALISE

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes e propriedades fundamentais de Calculo e
Anaélise que servirao de base para as discussoes desenvolvidas ao longo do trabalho. Em par-
ticular, as nogoes introduzidas a seguir foram elaboradas com base, principalmente, no livro
de Stewart |7], que constitui uma referéncia importante para o estudo de limites, continuidade,

derivadas e suas interpretacoes geométricas e analiticas.

Definicao 24. Uma funcao f : R — R é uma regra que associa a cada nimero real x um

unico nimero real f(x). Em outras palavras, para cada entrada x € R ezxiste uma unica saida

f(x) e R
Exemplo 2.2.1. Considere a funcao f: R — R dada por
f(z) =22
Cada nimero real x é associado ao seu quadrado. Por exemplo: f(2) =4, f(=3) =9.
Defini¢ao 25 (Funcao Afim). Uma funcao afim é uma aplicagio f : R — R da forma
f(z) = ax + 0,

onde a,b € R. O numero a é chamado de coeficiente angular da funcao, pois indica a taxa
de variacao de f, enquanto b € chamado de coeficiente linear, representando o valor de f no

ponto x = 0.

Exemplo 2.2.2. Considere a funcao afim

f(z) =2z — 3.
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O coeficiente angular ¢ a = 2, indicando que a cada aumento de 1 unidade em x, a funcdao

cresce 2 unidades. O coeficiente linear é b = —3, logo o grdfico cruza o eixo vertical no ponto

(0, -3).

f(z)=2x—-3

Figura 2.1: Gréfico de uma fun¢ao afim f(z) = 2z — 3.
Fonte: Autoria propria.

Definigao 26. Uma funcio f : R" — R atribui a cada vetor & = (x1,2,...,2,) € R" um

nidmero real f(Z). Esse tipo de func¢io é chamada de funcdo escalar de vdrias varidveis.

Exemplo 2.2.3. Considere f : R> — R definida por

fla,y) =" +y"

A cada ponto (x,y) do plano, associamos o valor x> + y>.

Defini¢ao 27 (Fungao Vetorial). Uma fungao vetorial é uma regra ou aplica¢ao
f:R—> R,

que associa a cada numero real t € R um vetor em R™. Em outras palavras,

hi(@)
fin= "1,
Fult)

onde cada componente f; : R — R € uma func¢ao real de varidvel real.

Exemplo 2.2.4. Considere a funcao vetorial f: R — R? definida por

10 = <2tt+ 1> '
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Para cada valor de t, a funcao retorna um vetor do plano. Por exemplo,

flt) = (12,2t +1)

—

Figura 2.2: Grafico da fungao vetorial f(t).
Fonte: Autoria propria.

Definicio 28. Sejam g: ACR* - BCR" e f: BCR™ — C C RE. Chamamos de funcio
composta a aplicacdo em que primeiro aplicamos g ao ponto de entrada, e depois aplicamos f
ao resultado.

Assim, a funcao composta € dada por

Exemplo 2.2.5. Considere as fungoes
gl@)=z+1 e  fly) =y~
A funcao composta, aplicando primeiro g e depois f, €
flg(a)) = (z + 1)
Se trocarmos a ordem, obtemos uma funcao diferente:
9(f(2)) = 2® + L.

Portanto, a ordem da composicao importa.

Defini¢ao 29 (Limite de Fungdes). Seja f : R — R uma funcao real. Dizemos que o limite

de f(z) quando x tende a a € R € o nimero real L se, para todo € > 0, existir 6 > 0 tal que

O<|z—a|l<d = |f(z)-L|<e.
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Neste caso, escrevemos
lim f(x) = L.

r—a
Seja f : R™ — R uma fungao. Dizemos que o limite de f(Z) quando & tende a @ € R™ € o

numero real L se, para todo € > 0, existir 0 > 0 tal que
O<||—dl|<d = |f(@)—-L|<e.

Nesse CasS0, ESCTrevemos
lim (%) = L.

r—d

Essa definicao generaliza a nocao de limite para funcées de vdrias varidveis.

Defini¢ao 30 (Continuidade). Uma fun¢do f: R — R € dita continua em a € R se

lim f(z) = f(a).

T—ra

Isto significa que o valor da fungao coincide com o limite quando a varidvel se aprorima de a.

Uma funcao f: R" — R € continua em a € R™ se
lim f(Z) = f(a).
Tr—a

Assim como no caso unidimensional, a continuidade indica que nao hd “saltos” no valor da

funcao ao redor do ponto a.

2.2.1 DERIVADAS, GRADIENTES, REGRA DA CADEIA

Nesta secao discutimos a nocao de derivada de uma funcao real de varidvel real, bem como a
ideia de funcao diferenciavel, fundamental no estudo do calculo diferencial. A seguir, apresenta-
mos a definicao de funcao derivavel para funcoes de R em R. Posteriormente, serd apresentada

uma formulagdo equivalente desse conceito.

Definicao 31. Seja f : R — R. Dizemos que [ é derivdvel em um ponto a € R se existe o

limite

flay -ty PO = F(@)

h—0 h

Esse valor, quando existe, € chamado de derivada de f em a.

A quantidade
fla+h) — f(a)
h

representa a tara média de variacao da funcao em um pequeno intervalo ao redor de a. A

derivada é o limite dessa taxa quando o intervalo se torna infinitamente pequeno.
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INTERPRETAGAO GEOMETRICA

A derivada fornece a inclinacao da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)).

Figura 2.3: Representacao geométrica de uma curva e de sua reta tangente em um ponto.
Fonte: Autoria prépria.

Exemplo 2.2.6. Considere a funcio f(x) = z*. Entdo

bon (a+h)2—a2_, 2ah+h2_. B
fia) = fim —— =i =, = fmRath) =20

Assim, a derivada de f no ponto a é f'(a) = 2a.

A derivada em um ponto fornece informacao local. Para estender essa nocao, introduzimos

o conceito de funcao diferenciavel.

Definigao 32 (Derivadas Parciais). Seja f : U C R" — R uma funcao de vdrias varidveis,
onde um ponto € escrito como ¥ = (x1,xa,...,2,). A derivada parcial de f em relacio

varidvel x; é definida como o limite:

o S by ) = fan, T )

quando esse limite existir.

Intuitivamente, mantemos todas as outras varidveis constantes e derivamos f somente na

direcao da coordenada x;.

Exemplo 2.2.7. Considere a funcao

f(z,y) = 2%y + 3y.

A derivada parcial de f em relagdo a x € obtida tratando y como constante:

af B
3 & Y) = 22y,
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A deriwvada parcial em relacao a y € obtida tratando x como constante:

=t

Exemplo 2.2.8. Para uma funcao de trés varidveis,

f(x’ y? Z) - xeyz7
temos:

of . o 0f_
Ox ’ oy
Observe que, em cada derivada, apenas a varidvel correspondente sofre diferenciacao; as

demais sao tratadas como constantes.

Defini¢ao 33 (Gradiente). Seja f: U C R" — R uma fun¢ao diferencidvel. O gradiente de f

no ponto ¥ € U € o vetor formado pelas derivadas parciais de f em relagao a cada coordenada:

Vf(Z) = (g—a‘i(f), g—ai(f), ce ;}i(f}) .

Exemplo 2.2.9. Considere a fun¢do f(x,y) = x* + 3y*. Suas derivadas parciais sdo:

or o
or ay_y'

2x,

Logo, o gradiente é:
Vf(z,y) = (2z, 6y).

No ponto (1,1), temos:
Vi(L1) = (2,6),

que aponta na direcao de maior crescimento de f nesse ponto.

Definicao 34. Uma fungao f : R — R é dita diferencidvel em a € R se existe um numero

real L tal que
fat )~ fa)~ Lh

h—0 h =0

Nesse caso, dizemos que f € diferencidvel em a e o valor L coincide com f'(a).
A definicao anterior pode ser estendida para fungoes de vdrias varidveis. Considere agora
uma funcgao
fR"—=R.

Dizemos que [ € diferencidvel em um ponto @ € R™ se existe um vetor

L €R"
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tal que

h—0 | Rl
onde L - h denota o produto interno usual em R™.
Nesse caso, dizemos que [ € diferencidvel em d, e o vetor L coincide com o gradiente de

f mo ponto @, isto €,

L=Vf(a).
Essa definicao indica que, muito perto de d, a funcdo pode ser aprorimada linearmente por
f(@) = fla)+Vf(a)- (T —a),

o que generaliza a expressao unidimensional que, muito perto de a, a funcdo se comporta como

a reta

fla)+ fi(a)(z — a),
ou seja, a funcao pode ser aproximada linearmente.

Assim, no contexto do nosso trabalho a nocao de diferenciabilidade em R™ sera essencial
para descrever aproximacoes lineares em varios parametros simultaneamente.

Além disso, a nocao de incremento é fundamental no estudo do Céalculo Diferencial, pois
descreve a variacao efetiva de uma funcao quando sua varidvel de entrada sofre uma pequena
alteracao. Essa ideia serd essencial para compreender derivadas direcionais, diferenciais e apro-
ximagoes lineares.

Seja z € R. Quando a variavel passa do valor x para o valor x + Ax, definimos
Ax
como o tncremento de x. Trata-se simplesmente da diferenca entre o novo valor e o valor inicial:
Az = (z + Azx) — .
Para uma funcao f : R — R, o incremento correspondente a variagao Ax é dado por
Af=flz+Az)— f(z),

o qual representa a variacao real da funcao em resposta a alteracao na varidvel de entrada.

Exemplo 2.2.10. Considere a funcdio f(z) = x?. Dado um incremento Ax, temos
Af = (z+ Az)* —2° =22 Az + (Ax)*
Para valores pequenos de Az, o termo (Ax)? se torna desprezivel, de modo que

Af =~ 2x Az,
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0 que corresponde & aproximacao indicada pela derivada de f, isto €, f'(x) = 2.

Para uma funcao f : R” — R, o incremento da variavel ¢ um vetor
AZ = (Axy, Axy, ..., Azy,).
O incremento da funcao é definido entao por
Af = J(F + AD) - f(2).

Se f é diferenciavel no ponto ¥, entao incrementos suficientemente pequenos produzem a
aproximacao linear

Af ~ Vf(Z) - AZ,

mostrando que a variagao da fungao pode ser aproximada pelo produto interno entre o gradiente

e o incremento na variavel.

Defini¢ao 35 (Derivada Direcional). Seja f : U C R™ — R diferencidvel e seja i um vetor

unitdrio (||| = 1). A derivada direcional de f em & na direcio de @ é dada por:

Duf() =t 1T =0

Y

quando o limite existir.

Se f ¢ diferencidvel em X, entdo:
Dyf(%) = Vf(2)"4,

1sto €, a derivada direcional € o produto interno entre o gradiente e o vetor unitdrio.

Teorema 3. Considere uma funcao f : R" — R, um ponto @ € R™ e um vetor unitdrio u. A

derivada direcional de f na direcao de u €
Dgf(a) = Vf(a)-a.
Usando a definicao de produto interno, temos
V(@) -a= V@] llallcos = [V f(@)]| cos b,
pois ||i]| = 1. Assim, a derivada direcional € dada pelo produto da norma do gradiente com o

cosseno do dngulo entre V f(d) e .

Desse teorema seque que, dado um ponto a, a direcao de crescimento méaximo da funcao é

a direcao do vetor gradiente, isto é, u = V f(a).

Defini¢ao 36 (Ponto critico). Seja f: U C R* — R diferencidvel em U. Dizemos que a € U
¢ um ponto critico de f se
Vf(a) =0,
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ou se alguma das derivadas parciais de f nao existir em a. Em outras palavras, em um ponto

critico a "tara de variacdonas diregoes coordenadas é zero (ou nao estd definida).

Definigao 37 (Maximo local). Um ponto a € U é um mdximo local de f se existe uma
vizinhanca V' de a tal que
fla) > f(z) para todo x € V.

Se a desigualdade for estrita para todo x € V '\ {a}, chamamos de mdzimo local estrito.

Definicao 38 (Minimo local). Um ponto a € U é um minimo local de f se existe uma
vizinhanga V' de a tal que
fla) < f(z) para todo x € V.

Se a desigualdade for estrita para todo v € V' \ {a}, chamamos de minimo local estrito.

Teorema 4 (Regra da Cadeia). Se g for derivdavel em x e f for derivdvel em g(x), entao a
fungao composta F' = f o g definida por F(x) = f(g(z)) € derivdvel em x e F' € dada pelo
produto

Na notagao de Leibniz, se y = f(u) e uw = g(x) forem fungoes derivdveis, entao

dy dydu
dr dudzx’
Defini¢ao 39 (Conjunto de Nivel). Seja f: U C R* — R uma fun¢io escalar. Para um valor

real fizo ¢, o conjunto de nivel (ou conjunto de contorno) de f relativo a c € o subconjunto
de U definido por

Lf) = {FeU: f(@=c}.

Em particular, para n = 2 cada conjunto de nivel é, em geral, uma curva no plano (chamada

também de curva de nivel); para n = 3 os conjuntos de nivel sao superficies.

Exemplo 2.2.11. Considere f : R? — R dada por

fla,y) =" +y"

Os conjuntos de nivel sao

L(f) = {(z,y) € R* 1 2® +y* = c},

ou seja, circunferéncias centradas na origem quando ¢ > 0. Para ¢ = 0 temos o ponto (0,0);

para ¢ < 0 nao hd pontos reais no conjunto de nivel.
Observacgoes:

e Curvas de nivel sao muito tteis para visualizar a topografia de uma funcao de duas

varidveis: regioes com curvas muito proximas indicam variacao rapida.
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e O gradiente Vf é perpendicular as curvas de nivel (em pontos onde Vf # 0), e aponta

na direcao de maior crescimento de f.

2.2.2 GRADIENTE DESCENDENTE

O método do gradiente descendente ¢ um procedimento iterativo utilizado para encontrar
minimos (locais) de fungoes reais. Sua fundamentagao ¢ inteiramente baseada em conceitos de
calculo diferencial e pode ser apresentada de forma puramente matemaética.

Inicialmente, consideremos uma funcao de uma variavel real

f:R—=R.

089

Figura 2.4: Representacao do gradiente descendente
Fonte: Autoria propria.

Para tornar essa ideia mais concreta, a Figura 2.4 ilustra o comportamento do método
em uma funcao quadrética. Nela, observam-se dois pontos do grafico, indicados por a e b,
nos quais foram tracadas as retas tangentes correspondentes. Essas tangentes fornecem uma
aproximacao linear local da funcao e ajudam a visualizar como a derivada orienta o préximo
passo do método.

Na Figura 2.4, o ponto a, a direita do vértice da parabola, apresenta derivada positiva, isto
é, f'(a) > 0. Nesse caso, a reta tangente é crescente e, para diminuir o valor da fungao, o
método desloca o ponto para a esquerda, produzindo uma nova aproximacao r; = a — af'(a).
Ja no ponto b, a esquerda do vértice, a derivada é negativa, ou seja, f'(b) < 0. Assim, o
termo —af’(b) passa a representar um deslocamento para a direita. Em ambos os casos, o
procedimento conduz o ponto em direcao a regiao de minimo da funcao.

Seja xy € R um ponto do dominio de f. A derivada f’(z¢) representa a inclinacdo da reta

tangente ao grafico de f no ponto (xg, f(xo)) e fornece informagao sobre o comportamento
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local da funcao. Se f'(zg) > 0, a fungao é crescente em uma vizinhanga de xg; se f'(xg) < 0, a
funcao é decrescente nessa vizinhanca. Portanto, para diminuir o valor da funcao, devemos nos

deslocar na diregao oposta ao sinal da derivada. Isso motiva a seguinte regra de atualizacao:

Tpp1 = T — oof (1),

onde a € (0,1) é um parametro definido, denominado passo ou taza de aprendizagem. Seu
valor determina a intensidade da atualizacao realizada a cada iteracao: quanto maior o, maior
o deslocamento; quanto menor «, mais gradual é a atualizacao.

A interpretacao geométrica fornecida pela figura é particularmente importante: em cada
etapa, o método utiliza apenas uma informacao local — a inclinacao da reta tangente no ponto
atual — para decidir como atualizar a variavel. Desse modo, mesmo sem conhecer diretamente
o ponto de minimo, o algoritmo constroéi uma sequéncia de aproximacoes que tende a se mover
para regioes em que os valores de f sao menores.

O processo consiste em repetir essa atualizagao a partir de um ponto inicial x,, gerando
uma sequéncia {zy}ren que, sob hipoteses adequadas sobre f e sobre a escolha de a, converge
para um ponto critico da funcao.

No caso de funcoes de duas varidveis,
fiR =R, f(z,y),
a derivada é substituida pelo gradiente, definido como
—_— x’
iy = (57
z,y)
O gradiente indica a direcao de maior crescimento da fun¢do. Assim, para buscar um minimo,

o deslocamento deve ocorrer na direcao oposta ao gradiente.

A regra de atualizagdo passa a ser

Tr41 Tk
= —aV f(xk, yr)-
Yk+1 Yk
De forma mais geral, seja
f:R"—=R

uma func¢ao diferenciavel. O gradiente de f é o vetor

of
Oy
of

Vi(zy,...,zn) = ||,

of

OTn

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



PRELIMINARES M ATEMATICOS 27

e o método do gradiente descendente é dado pela iteragao
Trp1 = T — aV f(T}),

onde T € R™ representa o ponto atual.

Esse método baseia-se na ideia de que, em uma vizinhanca suficientemente pequena, uma
funcao diferenciavel pode ser bem aproximada por uma funcao afim, e que o gradiente fornece
a informacao direcional necessaria para reduzir o valor da funcao de forma sistematica. O
gradiente descendente utiliza, portanto, a direcao oposta ao gradiente para conduzir o processo

iterativo em dire¢ao a um minimo.
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3. REDES NEURAIS ARTIFICIAIS: ES-
TUDO TEORICO

3.1 FUNDAMENTOS BIOLOGICOS DAS REDES NEURAIS

O estudo das redes neurais artificiais tem como ponto de partida a compreensao do funcio-
namento do sistema nervoso biolégico, em especial do neuronio, que é a unidade fundamental
de processamento de informacao no cérebro humano. Baseado em Bear, Connors e Paradiso
[1], o sistema nervoso é composto por bilhoes de neurénios interconectados, formando uma rede
altamente complexa, capaz de processar informacoes, aprender com experiéncias e adaptar seu
comportamento ao longo do tempo.

Um neuroénio biologico é constituido basicamente por trés partes principais: os dendritos, o
corpo celular (ou soma) e 0 axénio. Os dendritos sdo responsaveis por receber sinais provenientes
de outros neurdnios; o corpo celular realiza a integracao desses sinais; e 0 axo6nio, uma estrutura
encontrada apenas em neurdnios, é extremamente especifializada em conduzir impulsos nervosos

até outras células, por meio das sinapses.

Nucleo celular
Corpo

celular \ \// |

Axonio

mielina

Figura 3.1: Representacao de um neurénio

Fonte: Fonte: SANTOS, Vanessa Sardinha dos. Neurénio: o que é, tipos, fun¢do, estrutura. Mundo
Educagao, [s.d.]. Disponivel em: https://mundoeducacao.uol.com.br/biologia/neuronios.htm. Acesso
em: 12 mar. 2026.

As sinapses sao conexoes especializadas entre neuronios e desempenham papel central no

processamento de informagoes no sistema nervoso. Em geral, estabelecem-se entre o terminal
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axonal de um neurdnio e o dendrito, o corpo celular ou, em alguns casos, o axénio de outro
neurénio. Na maioria das sinapses, a informacao ¢ transmitida inicialmente sob a forma de
impulsos elétricos que se propagam ao longo do ax6nio do neurdénio pré-sinaptico. Ao atingir o
terminal axonal, esse sinal elétrico é convertido em um sinal quimico capaz de atravessar a fenda
sindptica. Na membrana do neurdnio pos-sinaptico, o sinal quimico é novamente convertido em
um sinal elétrico, permitindo a continuidade da transmissao da informacao.

O sinal quimico envolvido nesse processo é denominado neurotransmissor, sendo arma-
zenado em vesiculas sindpticas localizadas no terminal axonal e liberado mediante a chegada
do potencial de acao. Diferentes tipos de neurénios utilizam diferentes neurotransmissores, o
que contribui para a diversidade de respostas observadas no sistema nervoso.

Essa transformacao da informagao — de elétrica para quimica e novamente para elétrica
— ¢é fundamental para as capacidades computacionais do cérebro. Alteracdes nos mecanismos
de transmissao siniptica estao diretamente relacionadas a processos como memoria e aprendi-
zagem.

Dependendo do tipo de sinapse, essa influéncia pode ser excitatoria ou inibitéria, con-
tribuindo para o aumento ou a diminuicao do potencial elétrico do neurénio pés-sinaptico. Ou
seja, 0os neurdnios nao apenas passam informagao, eles também controlam se o préoximo neurd-
nio vai ativar ou nao, por meio desse mecanismo de excitacao e inibicao. O funcionamento do
neurénio estd associado ao chamado potencial de acao, que ocorre quando o potencial elétrico
da membrana celular atinge um determinado limiar. Caso esse limiar seja alcancado, o neur6nio
dispara um impulso elétrico que se propaga ao longo do axoénio. Caso contrario, nenhum sinal
é transmitido.

Outro conceito fundamental do sistema nervoso biolégico é a plasticidade sinaptica. Esse
fenomeno refere-se a capacidade das sinapses de se modificarem ao longo do tempo, fortalecendo-
se ou enfraquecendo-se em funcao da atividade neural. A plasticidade é amplamente reconhecida
como a base biolégica do aprendizado e da memoria, permitindo que o cérebro se adapte a novos
estimulos e experiéncias.

Apesar de sua enorme complexidade, o sistema nervoso bioldgico apresenta principios
gerais que podem ser estudados e abstraidos. A partir da observagao do comportamento coletivo
dos neuro6nios torna-se possivel desenvolver modelos simplificados que preservam caracteristicas
essenciais, como integracao de sinais, transmissao de informacao e capacidade de adaptacao.

Esses principios biologicos fornecem, portanto, a motivacao conceitual para o desenvol-
vimento de modelos matematicos e computacionais inspirados no funcionamento do cérebro

humano, os quais serao explorados nas secoes seguintes deste trabalho.

3.2 SURGIMENTO E EVOLUCAO DAS REDES NEURAIS
ARTIFICIAIS

O surgimento das Redes Neurais Artificiais estd diretamente relacionado as tentativas

iniciais de compreender e modelar, de forma matematica, o funcionamento do sistema nervoso.
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Diferentemente de abordagens puramente biologicas, os primeiros modelos buscaram abstrair o
comportamento dos neuronios de modo légico e formal, permitindo sua anélise e aplicacao em
problemas matematicos e computacionais.

Um marco fundamental nesse processo foi o trabalho de Warren McCulloch e Walter
Pitts, publicado em 1943. Nesse estudo, os autores propuseram um modelo matemaético sim-
plificado de neuronio, no qual a atividade neuronal era descrita por meio de operacoes logicas.
Nesse modelo, o neuronio artificial recebe miltiplos sinais de entrada, associados a valores bi-
narios, e produz uma saida também binaria, dependendo do atendimento de um determinado
limiar. No modelo proposto por McCulloch e Pitts, o limiar corresponde a um valor minimo
que a soma das entradas deve atingir para que o neurénio produza uma saida ativa. Assim, o

neuronio dispara ou nao dispara, de forma analoga a uma funcao logica.

3.2.1 NEURONIO DE MCcCULLOCH E PITTS

A principal contribuicao de McCulloch e Pitts foi demonstrar que redes formadas por
esses neurtnios artificiais seriam capazes de representar qualquer fungao logica finita. KEsse
resultado estabeleceu uma conexao direta entre a neurofisiologia e a ld6gica matemética, indi-
cando que processos cognitivos poderiam, ao menos em parte, ser interpretados como sistemas
formais de manipulacao de simbolos. Embora extremamente simplificado, o modelo lancou as
bases conceituais para o desenvolvimento posterior das redes neurais artificiais.

O chamado neurénio bindrio é um dos modelos mais simples de neurdnio artificial.
Nesse modelo, a saida do neurdnio pode assumir apenas dois estados possiveis, usualmente
representados pelos valores 0 ou 1.

Cada neurénio possui um limiar fixo, denotado por €, e recebe sinais provenientes de
suas conexoes de entrada, associadas a pesos considerados idénticos nesse modelo simplificado.
O funcionamento do neurdnio bindrio baseia-se na soma desses valores de entrada: se a soma
for maior ou igual ao limiar 6, o neurénio é ativado e produz saida igual a 1; caso contrario, o
neurénio permanece inativo, produzindo saida igual a 0.

Esse modelo estabelece uma abstracao inicial do comportamento de ativagao neuronal
e serve como base para o desenvolvimento de modelos mais elaborados. No proximo capitulo,
serao apresentados de forma detalhada os conceitos de entradas, saidas, pesos sinapticos e

funcoes associadas ao funcionamento das redes neurais artificiais.

3.2.2 O PERCEPTRON DE ROSENBLATT

Na década seguinte, usando o modelo de neurénio de McCulloch-Pitss, Frank Rosenblatt
deu um passo além ao introduzir o perceptron, considerado o primeiro modelo de rede neural
artificial capaz de aprender a partir de dados. Proposto em 1958, o perceptron baseia-se
na ideia de um neurénio artificial que combina linearmente suas entradas, ponderadas por
pesos ajustaveis, e produz uma saida determinada por uma funcao de ativacao do tipo limiar.

Diferentemente do modelo de McCulloch e Pitts, os pesos do perceptron nao sao fixos, mas
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podem ser modificados por meio de um algoritmo de aprendizagem.

A Figura 3.2 apresenta a organizagao conceitual descrita no Perceptron Operator’s Ma-
nual (Rosenblatt, 1958, apud [4]). No Mark I Perceptron, uma imagem televisiva digitalizada
em uma grade de 20 x 20 pixels era utilizada como entrada. Em seguida, essa entrada era
encaminhada por um conjunto dito “aleatério” de conexoes para um conjunto de unidades de
associacao, que por sua vez alimentavam unidades de resposta. Essa configuragao possui se-
melhancas com abordagens atuais para aprendizado em imagens, pois estabelece uma etapa
intermediaria de combinacao e transformacao de sinais antes da decisao final, lembrando arqui-
teturas que empregam camadas intermediarias e que, em alguns contextos, se aproximam do

que é conhecido na literatura como extreme learning machine.
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Figura 3.2: Organizagao conceitual do Mark I Perceptron (Figura 2 do manual de operagao).

Fonte: HAY, John C.; MURRAY, Albert E. Mark I Perceptron Operators’ Manual. Buffalo, New York:
Cornell Aeronautical Laboratory, 15 fev. 1960. Disponivel em:
https://apps.dtic.mil/sti/tr/pdf/AD0236965.pdf. Acesso em: 12 mar. 2026.

O aspecto inovador do perceptron reside justamente em seu mecanismo de aprendizado
supervisionado. A partir da comparacao entre a saida produzida pelo modelo e a saida desejada,
0s pesos sinapticos sao atualizados de forma iterativa, permitindo que o sistema aprenda a
classificar padroes. Esse processo tornou o perceptron uma ferramenta promissora para tarefas
como reconhecimento de padroes e classificacao de dados, despertando grande interesse cientifico
na época. Uma das primeiras aplicacoes em visao computacional, reconhecendo letras do alfeto
ou figuras geométricas tais como triangulos.

Apesar de suas limitacdes, como a incapacidade de resolver problemas nao linearmente
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separaveis, o perceptron representou um avanco decisivo ao introduzir formalmente o conceito
de aprendizagem em modelos neurais artificiais. Dessa forma, os trabalhos de McCulloch e
Pitts e de Rosenblatt constituem os pilares iniciais da area de Redes Neurais Artificiais, estabe-
lecendo tanto a base tedrica quanto os primeiros mecanismos de aprendizado que influenciariam
profundamente o desenvolvimento posterior do campo.

Mesmo com os estudos de McCulloch, Pitts e Rosenblatt, as redes neurais s6 passaram
a ser estudadas e aplicadas de forma mais consistente a partir da década de 1980, ainda pro-
cessadas em computadores classicos. Um marco importante ocorreu em 2006, com o uso das
unidades de processamento grafico (GPUs) para realizar operagoes complexas em redes neurais
[6]. Esse avango permitiu o desenvolvimento de novos algoritmos e o surgimento do conceito
de redes neurais profundas, mais conhecidas como deep learning, em 2012, possibilitando um

volume de calculos antes impensavel e revolucionando a inteligéncia artificial.

3.3 ESTRUTURA DE UM NEURONIO ARTIFICIAL

Um neurdnio, no contexto de Redes Neurais Artificiais, € uma unidade de processamento
de informacao fundamental para o funcionamento do modelo. A Figura 3.3 apresenta um
esquema desse neuronio artificial, que servird de base para a definicao de camadas e para a
descricao dos principais processos em uma rede neural. Segundo Haykin [3|, o neurénio é

composto por trés partes fundamentais:

X1

X2

Saida

Sinais de
< Yi

entrada

Jungdo
aditiva

Xm

Pesos
sinapticos

Figura 3.3: Representacao de um neurdnio artificial
Fonte: BREVE, Fabricio. Redes neurais artificiais.. [Slides|. 14 abr. 2022. Material de aula.

1. Um conjunto de sinapses, cada uma caracterizada por um peso proprio. O dado de
entrada x; que chega pela sinapse j, conectada ao neuronio k, é multiplicado pelo peso
sinaptico wy;. E importante notar a convencao dos indices: o primeiro indice refere-se ao
neur6nio em questao (neste caso, k) e o segundo a sinapse (neste caso, j). Diferentemente
de uma sinapse bioldgica, o peso sinaptico em modelos artificiais pode assumir valores

reais positivos ou negativos.
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No neurdnio biolégico, as sinapses correspondem aos pontos de conexao entre neuronios,
por meio dos quais sinais quimicos sdo transmitidos. A intensidade dessa conexdao pode
variar, dependendo da eficacia sinaptica. No modelo artificial, essa intensidade é represen-
tada matematicamente pelo peso sinéptico wy;. Assim, cada peso quantifica a influéncia
que uma entrada x; exerce sobre o neuroénio k. Dessa forma, as sinapses biologicas en-

contram sua contrapartida matemaética nos pesos das redes neurais artificiais.

2. Soma ponderada, responsavel por combinar os sinais de entrada ponderados pelos res-
pectivos pesos sindpticos. Esse bloco realiza, em termos mateméaticos, uma combinacao

linear das entradas, também chamado de combinador linear.

No neurdnio biolbgico, os sinais provenientes das sinapses produzem pequenos potenciais
elétricos nos dendritos, que se propagam até o corpo celular, onde sao integrados. Esse
processo de acumulagao é denominado integracao sinéptica. Caso o potencial resultante
ultrapasse um valor critico, ocorre o disparo do potencial de agao. No modelo artificial, a
soma ponderada representa matematicamente essa integracao dos sinais recebidos. Cada
peso wy; modela a intensidade da conexao sindptica, enquanto as entradas x; representam

os estimulos recebidos.

3. Uma fungao de ativagao, denotada por ¢(-), cuja finalidade é restringir (ou controlar)
a amplitude da saida do neuronio. Em muitos modelos, essa funcao ¢ chamada tam-
bém de fung¢ao restritiva, pois limita o intervalo de valores possiveis para a saida. Nos
modelos mais simples, como o neuronio binario McCulloch-Pitss, utiliza-se um intervalo

normalizado, como [0, 1] ou, alternativamente, [—1, 1].

A funcao de ativacao, por sua vez, desempenha papel analogo ao mecanismo biologico
de disparo: ela determina a saida do neurénio a partir do valor acumulado u, podendo
modelar tanto um comportamento binario (como no modelo de McCulloch e Pitts) quanto

respostas graduais, dependendo da funcao escolhida.

Em termos matematicos, o neurdnio k pode ser descrito pelo par de equacgoes

U = Zwkj T, (3.1)
j=1

Yy = p(ur + by), (3.2)

em que Ti,Ts,...,T,, Sao os sinais de entrada; wgi, Wia, ..., Wk, SA0 0S pesos sindpticos do
neur6nio k; uy é a saida do combinador linear; by, é o viés; ¢(-) é a funcdo de ativagdo; e yi, é a
saida do neuronio.

Até este ponto, descrevemos o neurénio artificial a partir de uma combinacao linear dos
sinais de entrada. Essa escrita é particularmente Util para explicitar o papel de cada sinapse
e compreender o significado dos indices envolvidos. Entretanto, para fins de notagao e para

facilitar generalizagoes, é conveniente reescrever a mesma expressao em linguagem vetorial (ou
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matricial). Para isso, organizamos as entradas em um vetor coluna & € R™ e os pesos do
neuronio k em um vetor coluna w; € R™, de modo que a soma ponderada possa ser expressa
por meio de um produto interno:

U = _’kT.CI_f)

Nessa forma, a operacao realizada pelo combinador linear é interpretada como a projecao
de 7 na direcao de Wy, o que fornece uma interpretacao geométrica imediata. Essa padronizacao
é essencial e muito utilizada nas redes neurais usualmente aplicadas, quando a discussao envolve
a organizacao de varios neurdnios em camadas e a representacao global dos pesos de uma rede

por matrizes.

3.3.1 VIES OoU BiIAS

No modelo de neurénio artificial, além da soma ponderada das entradas, introduz-se
um termo adicional denominado viés (ou bias), usualmente representado por b (ou by para
o neurébnio k). Esse termo é somado ao resultado da combinagao linear e atua como um
deslocamento na entrada da funcao de ativacao. O modelo matematico do perceptron pode ser
escrito como

uw=wWE+b,

e a saida como

em que ¢(-) é a funcdo de ativagao.
A finalidade do viés pode ser compreendida geometricamente quando interpretamos a
equacao do perceptron como uma fronteira de decisao. Sem viés, a condicdao que determina a

separacao entre classes (isto é, a fronteira) assume a forma
Wz =0,

o que define um hiperplano que necessariamente passa pela origem. Nesse caso, a capacidade do
modelo de separar conjuntos de dados fica restrita, pois a posicao do hiperplano é “fixada” no
sentido de que ele nao pode ser transladado. A Figura 3.4 destaca essa limitacao: o hiperplano
(reta, no caso bidimensional) precisa atravessar a origem para cumprir a condigdo de separagao.

Ao introduzir o viés, a fronteira de decisao passa a ser dada por
GTE+b=0,

isto é, pelo conjunto de pontos em que o classificador fica “indiferente” entre as classes, pois
é exatamente nessa condicao que a regra de decisao muda de um roétulo para o outro. Como
consequéncia, essa equacao define um hiperplano afim, que pode ser entendido como uma
translacao de um hiperplano linear. Em termos geométricos, o parametro b desloca o hiperplano

no espaco, permitindo que a separagao ocorra mesmo quando a origem nao ¢ um ponto ‘“natural”
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Figura 3.4: Efeito do viés (bias) no deslocamento do hiperplano de decisdo: a esquerda, fronteira
passando pela origem (W77 = 0); a direita, fronteira transladada (7% + b = 0).

Fonte: SOARES, Alexsandro Santos. Treinamento de Redes Neurais Artificiais. Universidade Federal de
Uberlandia, Faculdade de Computagéo, [s.d.]. Slides de aula.

para a divisao entre as classes. Assim, o viés aumenta a flexibilidade do classificador, tornando
possivel ajustar a fronteira de decisao para melhor adequacao aos dados.

Em sintese, o viés desempenha o papel de termo de ajuste na funcao discriminante do
neurénio artificial: ele controla o deslocamento da fronteira de decisao e, consequentemente,
amplia o conjunto de padroes que podem ser representados por modelos lineares, como o per-
ceptron. Em particular, a classe atribuida a um ponto ¥ depende do sinal de W'Z + b, e a

transicao entre decisoes distintas ocorre exatamente sobre a fronteira definida pela igualdade.

3.3.2 FUNCAO DE ATIVACAO

Uma vez definida a combinacao linear das entradas e incorporado o viés, resta caracte-
rizar o elemento responsavel por transformar a entrada do neurdnio em sua saida: a funcao de

ativacao. No neuroénio artificial, apos o calculo
uw=wWE+Db,
a saida é obtida pela aplicacao de uma funcao ¢ : R — R, isto é,

y = ¢(u).

A principal finalidade da fungdo de ativagao é introduzir néao linearidade no modelo [3]. Sem
essa nao linearidade, a composicao de neurdnios permaneceria equivalente a uma transformacao
afim, limitando significativamente a capacidade de representacao da rede. Além disso, a escolha
de ¢(-) controla propriedades importantes como o intervalo possivel da saida, a suavidade
do modelo e o comportamento do treinamento por métodos iterativos. Se for necessario um

resultado nao-linear, pode ser usado uma funcao de ativacao que busca a nao linearidade, mas

LICENCIATURA EM MATEMATICA



36 REDES NEURAIS ARTIFICIAIS: ESTUDO TEORICO

como veremos no restante da secao existem funcoes de ativacao com resultados lineares.
A seguir, destacam-se algumas funcoes de ativacao amplamente empregadas na literatura

e em aplicagoes.

FUNGAO LINEAR Relaciona a entrada diretamente com sua saida.

() = . =

Usamos a funcao linear quando nao queremos que o neurtnio altere a combinacao afim
W' F+b. Além disso, em muitos algoritmos de treinamento, assume-se que a funcao de ativacao
seja diferenciadvel, de modo a permitir o calculo das derivadas necessarias na atualizagao dos

parametros.

FUNGAO DEGRAU (LIMIAR) E a funcdo classica usada no perceptron, apropriada para

decistes binarias. A saida é 1 se a entrada é maior ou igual a um certo limiar 6.

1, se u >0, by p(u)

p(u) =
-1, seu<¥. u

Se a funcao for Binaria, utilizamos {0,1}; se a funcao for bipolar, como o usado no
trabalho de McCulloc-Pitss, utilizamos {—1,1}.
Embora seja simples e interpretavel, ndao é diferencidvel em u = 0, o que dificulta sua

utilizagao em procedimentos de otimizacao baseados em derivadas.

FUNCAO SIGMOIDE Define uma transi¢ao suave entre 0 e 1:

1
P = e

Na literatura, essa funcao é denotada por o,

assim @(u) = o(u).

[
Uma fungao estritamente crescente que oferece balanceamento adequado entre compor-
tamento linear e nao-linear. Por muitos anos foi a funcao de ativacao mais popular.

Derivando o(u), obtém-se a forma conhecida

o'(u) = o(u)(1—o(u)).

Essa expressao evidencia o fendémeno de saturagao: quando u assume valores grandes em
modulo, a saida o(u) se aproxima de um dos extremos do intervalo (0,1). De fato, se u > 0,
entdo o(u) ~ 1 e, consequentemente, o’'(u) ~ 1- (1 — 1) = 0; analogamente, se u < 0, entao

o(u) = 0e o (u)=0-(1—-0)=0. Ou seja, nas regides em que a sigmoide se aproxima de 0
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ou 1, sua derivada torna-se muito pequena, fazendo com que o gradiente que chega as camadas
anteriores ¢ praticamente nulo. Esse comportamento reduz a magnitude das atualizacoes dos
parametros e pode tornar o treinamento lento, especialmente em redes profundas.

Note que a derivada da fungao sigmoide, assim como a das proximas fun¢oes apresenta-
das, pode ser escrita em funcao da propria funcao. Essa observacao é muito importante, pois
torna os célculos computacionais muito mais rapidos quando for necessario obter o gradiente

de alguma funcao.

TANGENTE HIPERBOLICA Semelhante a sigmoide, porém centrada em zero:

u u

v — e~
el 4 e~u’

Na literatura, essa funcao é denotada por

o(u) = tanh(wu

tanh, assim op(u) = tanh(u).

Seus valores pertencem a (—1,1), o que muitas vezes favorece o treinamento em comparagao a
sigmoide, ainda que também possa saturar.

Derivando tanh(u), temos

d
— tanh(u) = 1 — tanh?(u).
7., tanh(u) (u)
Assim, quando |u| é grande, tem-se tanh(u) =~ %1 e, portanto, 1 —tanh*(u) ~ 0, caracterizando

a saturagao e produzindo gradientes muito pequenos nas camadas anteriores.

FuNGAo RADIAL (RBF) Diferentemente das fung¢oes de ativagao que dependem direta-
mente do sinal u, uma fun¢do radial (ou radial basis function — RBF) depende da distancia
entre a entrada e um centro. Em sua forma mais comum, considera-se um centro ¢ € R” e

define-se
r=Z-a, @@ =o(r).

Uma escolha amplamente utilizada é a RBF Gaussiana,

o) = exn(-25).

em que o > 0 controla a largura da regiao de influéncia do centro. Essa funcao atinge valor
méaximo em r = 0 (isto ¢, quando Z = ¢) e decai & medida que a distancia aumenta, produzindo

uma ativagao local no espaco de entrada.
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Para fins de visualizacao, é comum represen- (1)
tar o comportamento em fun¢dao de uma va-
riavel escalar u, interpretando u como uma

distancia (isto ¢, u = r). Fixando o = 1, u

obtemos

U2

¢(u) = exp D)
A funcao radial é usada quando queremos que a ativacao dependa de proximidade no

espaco de entrada, isto é, quando padroes parecidos com um centro devem ativar o neuroénio.

RELU (RECTIFIED LINEAR UNIT) Uma das fun¢oes mais utilizada com a ascensdo das
redes de aprendizado profundo (deep learning).

¢(u) = max{0, u}. ReLU(u)

Na literatura, essa funcao é denotada por
ReLU, assim ¢(u) = ReLU(u). |
A ReLU preserva valores positivos e zera valores negativos, funcionando como uma

u

funcao linear por partes; la é computacionalmente eficiente, converge rapidamente, além de
ser nao-linear - possibilitando a retropropagacao. No entanto, sua desvangem é que neuronios
podem "morrer", ou seja, na faixa menor que o zero o gradiente é zero, portanto o neur6tnio

deixa de contribuir para a rede e nao hé& aprendizado.

Exemplo 3.3.1. Considere um tinico neuronio com ativacao ReL U,
u = ReLU(u) = max{0, u}, u = wzx +b.

Suponha que, em certo momento do treinamento, os pardmetros fiquem

e que os valores de entrada do problema satisfacam x € [0,4]. Entdo, para qualquer entrada
nesse intervalo,
u=r—5<4-5=-1<0,

logo
y = ReLU(u) = 0.

Como a deriwada da ReLU é
1, u>0,

0, u<O0,

ReLU'(u) =

temos ReLU'(u) = 0 para todos os exemplos do conjunto. Portanto, o gradiente associado a

esse neurdnio zera, pois ele sempre aparece multiplicado por ReLU'(u). Assim, w e b ndo se

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



REDES NEURAIS ARTIFICIAIS: ESTUDO TEORICO 39

alteram, o neuronio permanece com u < 0 e continua produzindo saida nula para qualquer
entrada do problema. FEsse é o sentido de dizer que o neurdénio “morre”: ele deixa de contribuir

para a rede e nao recupera a ativacao durante o treinamento.

As funcoes mostradas e ilustradas mostram apenas a forma geral de tais funcgoes, estas
formas podem ser modificadas, por exemplo, multiplicando por uma constante. Assim como
novos funcoes de ativagao vem sendo propostas para tentar contornar os problemas da ReLU.

Em sintese, ndo existe uma tnica funcao de ativacao “correta” para todos os contextos.
A escolha de ¢(+) é, em certa medida, arbitraria no sentido de que pode ser feita entre diferentes
alternativas matematicamente validas; contudo, na pratica, essa escolha deve ser orientada pelo
comportamento desejado para a saida do neurdnio e pelas propriedades do problema em estudo.
Funcgoes com saida limitada (como a sigmoide e a tangente hiperbolica) podem ser tteis quando
se deseja restringir o intervalo de valores e obter transicoes suaves, enquanto funcoes lineares
por partes (como a ReLU) sao frequentemente adotadas quando se busca simplicidade e boa
resposta para valores positivos. Portanto, a definicio da funcao de ativacao deve levar em
conta o tipo de tarefa (classificagdo ou regressao), a escala da saida esperada e a conveniéncia
analitica e computacional do modelo, de modo que a arquitetura produza resultados coerentes

com os objetivos estabelecidos.

3.3.3 DADOS DE ENTRADA

Até agora vimos que nosso objetivo é classificar dados de duas ou mais maneiras fazendo
uso da combincao linear, do viés e da funcao de ativacao. Para isso, é necess ario um conjunto
de dados com valores de entrada e valores de saida esperados para que a méquina, ou rede
neural, seja capaz de classificar, aprendendo a partir de dados exemplos que ja possuimos. Esse
processo ¢ chamado de regime supervisionado, no qual cada vetor #; vem acompanhado de
um rotulo ¢; (saida desejada), formando pares (Z;,¢;). Essa é a configuragao adotada nas se¢oes
seguintes, pois é exatamente nela que se formula a regra de aprendizagem do perceptron e se
descreve como os pesos e o viés sao atualizados ao longo do treinamento.

A notacao

D = {(Z;, 1)}V, z; € R™,

indica um conjunto de dados (dataset) supervisionado composto por N exemplos.
Em detalhes:

e D é o conjunto (ou colegio) de treinamento.

o {(%;,t;)} Y, significa que temos pares ordenados (7;,t;) parai=1,2,..., N.

e 7; é 0 vetor de entrada do i-ésimo exemplo, e por 7; € R™ entende-se que cada entrada
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possui m componentes reais, isto é,

onde m é o nimero de atributos/variaveis medidos em cada exemplo.
e t; ¢ 0 saida desejada associado ao i-ésimo exemplo.

Assim, D organiza os dados como entradas (vetores em R™) acompanhadas de suas
saidas corretas, que sao exatamente as informacgoes usadas para treinar o perceptron.

Este trabalho esta focado em redes supervisionadas mas para fins de contextualizacgao,
vale mencionar que também existem abordagens nao supervisionadas, nas quais nao ha
rotulos e a aprendizagem busca identificar estruturas nos dados; contudo, tais métodos nao

serao desenvolvidos neste trabalho.

3.3.4 ALGORITMO PERCEPTRON

Explicado as estruturas de nosso neurénio, precisamos concluir todo o processo que
ocorre na rede neural. Nesta se¢do formalizamos o algoritmo do perceptron (regra de aprendi-
zagem do perceptron), um procedimento iterativo classico para ajustar os parametros de um
classificador linear. A ideia central é simples: a fronteira de decisdo ¢ um hiperplano (possi-
velmente afim) e, a cada erro de classifica¢do, atualizamos os pesos de modo a deslocar essa
fronteira na direcao que corrige o erro.

Considere um conjunto de treinamento supervisionado
D = {(&, )} z; € R™
- 1y Y1) Ji=1> 2 )

em que t; representa o rotulo desejado. Na formulacao mais comum, como vimos no trabalho de
McCulloch-Pitts, toma-se ¢; € {—1,1}. Para um vetor de pesos &J € R™ e viés b € R, definimos
a funcao discriminante

w(@) = wTE +b.

A partir de u(Z), o perceptron produz uma saida y por meio de uma fungao de ativacao,
e compara essa saida com o rotulo desejado t. A ideia central do treinamento é simples: ajustar
os parametros apenas quando houver discrepancia entre o que o modelo previu e o que era
esperado, isto é, quando o exemplo estiver incorretamente classificado.

Assim, uma forma classica da regra de atualizacdo do perceptron é:
Wyy1 = Wy + ot —y) T, b1 = by + a(t —y),

em que o > 0 é a taxa de aprendizagem. Intuitivamente, quando o modelo erra (t # y), os
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pesos e 0 viés sao modificados na direcao que aumenta a compatibilidade entre a entrada ¥ e a
classe correta, deslocando a fronteira de decisao para reduzir o erro naquele exemplo.

Mais a frente no trabalho falaremos de fungoes de custo que podem ser implementadas
na rede neural para analisar a discrepancia em relagao aos nossos valores de t. Porém, neste
momento, trabalharemos com a noc¢ao béasica de erro: F = (t; — y;), para a introducdo do

algoritmo.

DESCRICAO ALGORITMICA

Uma implementacgao conceitual do treinamento pode ser descrita como segue.

Algoritmo 1 Algoritmo de Aprendizagem do Perceptron (Regime Supervisionado)

Entrada: Pesos iniciais w; viés inicial b; conjunto de treinamento {(;,t;)}",; taxa de apren-
dizagem «; nimero maximo de épocas N.
Saida: Pesos finais o, viés final b, nimero de épocas EP.
1: EP=0
2: enquanto £FP < N faga
3 erro_epoca = ()
4 para i =1 até m faga
5: U; = w - fz + b
6 Compute a saida: y; = f(u;)
7 Compute o erro: E; =1t; —y;
8 se F; # 0 entao
9 Atualize:

10: erro_epoca = erro__epoca + 1

11: end se

12: end para

13: EP=FEP+1

14: se erro__epoca = () entao

15: interrompa (convergéncia: nao houve erros na época)
16: end se

17: end enquanto
18: SAIDA (i, b, EP)
19: PARE

3.3.5 TEOREMA DE CONVERGENCIA DO PERCEPTRON

Teorema 5 (Convergéncia do Perceptron). Considere um conjunto de dados de treinamento
{(Z, t:)}y, com t; € {—1,+1}. Suponha que os dados sejam linearmente separdveis, isto

é, exista (W*,b*) tal que
ti(w* - T —|—b*) >0, paratodoi=1,...,m.

Entao, para qualquer inicializag¢do (Wo,by) e qualquer tara de aprendizagem o > 0, o algo-

ritmo de aprendizagem do perceptron realiza apenas um nimero finito de atualizacoes e, apos
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um ndmero finito de passos, encontra pardmetros (W,b) que classificam corretamente todos os

exemplos do conjunto de treinamento [2, 5].
Nos exemplos a seguir, consideramos vetores de entrada da forma
r = (z1,22)" € {0,1}2
Os quatro pontos que utilizaremos sao
(0,0), (0,1), (1,0), (1,1).

Exemplo 3.3.2 (Problema AND). Considere entradas bindrias T = (r1,22) € {0,1}* € a
tabela verdade do operador logico AND:

T9 r1 x| AND
0 0 0
(0,1) 0 1 0
1 0 0
1 1 1

0,0 (L0)#

Figura 3.5: Representacao geométrica e tabela verdade do operador logico AND: a classe 0
(vermelho) e a classe 1 (verde).

No grifico acima, 0s pontos em vermelho indicam saida 0 e o ponto em wverde indica
saida 1. Queremos encontrar um hiperplano, que neste caso é uma reta por se tratar de R2,
que separe o ponto de coordenadas (1,1) dos demais.

Adotando t = 1 para saida 1 et = —1 para saida 0, podemos obter os parametros de
separacao por meio do processo iterativo do perceptron. Partindo de pesos e viés iniciais (por

exemplo, nulos) e aplicando sucessivamente a regra de atualizagao
W W+ at —y), b b+a(t—y),

sempre que um exemplo for classificado incorretamente, os pardmetros vao sendo ajustados até
que todos 0s pontos sejam corretamente separados. Para o problema AND, esse procedimento

conduz a uma solucao possivel dada por

1 3
U= b: —_—.

A fronteira de decisao correspondente é

3
Tf—i‘ble—f—JIQ—é:O.

w

Verificando os quatro pontos, isto €, calculados o valor de x1+ x5 —% para cada ponto da tabela,
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obtemos:

3 1 1 1
(0,0)r—>—§<0, (0,1)»—>—§<0, (1,0)~—>—§<0, (1,1)»—>§>0.

(0,0) (1,0)%1

Figura 3.6: Pontos do problema AND e a fronteira de decisao xy + xo — % = 0.

Fonte: Autoria propria.
Logo, o AND € linearmente separdvel: existe um hiperplano (neste caso, uma reta) que

separa a classe {(1,1)} das demais entradas.

O perceptron é um modelo linear no espaco de entrada, pois a decisao depende do sinal
de WT# + b. Logo, seu desempenho estd diretamente ligado & hipotese de separabilidade
linear dos dados: se existir algum hiperplano que separe corretamente as classes, entao o

algoritmo é capaz de encontrar um classificador que zera os erros no conjunto de treinamento.

Definicao 40 (Separabilidade linear). Dado um conjunto de exemplos rotulados D =
{(Z, )Y, com T; € R™ e t; € {—1,1}, dizemos que D ¢ linearmente separdvel se existem
weER™ ebeR tais que

t: (W Z +b) >0, i=1,...,N.

Nesse caso, o hiperplano W'% + b = 0 separa corretamente as duas classes.

Nem sempre é possivel encontrar uma fronteira de decisao a partir do processo perceptron

de camada tnica, como veremos o exemplo a seguir:

Exemplo 3.3.3 (Problema XOR). Considere entradas bindrias ¥ = (x1,22) € {0,1}? e a
tabela verdade do operador logico XOR.

No grdfico acima, os pontos em vermelho indicam saida 0 e os pontos em verde indicam
saida 1. Diferentemente do caso AND, agora queremos verificar se existe um hiperplano, que
neste caso € uma reta por se tratar de R?, capaz de separar simultaneamente os pontos (0,1)
e (1,0) dos pontos (0,0) e (1,1). Como essas classes ocupam vértices opostos do quadrado
{0, 1}27 nao € possivel tragar uma unica reta que faga essa separacao, o que mostra que o XOR
nao € linearmente separdvel. Portanto, o XOR nao ¢ linearmente separdvel e um perceptron
de camada tinica nao conseque classifici-lo corretamente em todos os casos. FEssa limitagao
motiva a introducao de camadas ocultas (ou intermedidrias), que permitem composi¢oes nao

lineares capazes de representar fronteiras de decisdo mais complexas.
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2 1 T2 XOR
(0,1) (1,1) 0 0 0
. 0 1] 1
1 0] 1
1 1] 0

(0,0) (1,0)%1

Figura 3.7: Representacao geométrica e tabela verdade do operador logico XOR: a classe 0
(vermelho) e a classe 1 (verde).
Fonte: Autoria propria.

3.4 ARQUITETURA DE REDES NEURAIS ARTIFICIAS

Até aqui, nosso estudo esteve centrado no perceptron de camada unica, isto é, o modelo
recebe recebe um vetor de entrada &, realiza uma combinacao linear w7 Z+b e aplica uma funcio
de ativacao para produzir a decisao, apenas esse processo descrito ocorre iterativamente. Neste
modelo simples, o processo de aprendizagem consiste em ajustar os pesos w e o viés b a partir
de exemplos rotulados, buscando uma regra de decisao capaz de separar corretamente os dados
sempre que essa separacao puder ser descrita por um hiperplano. Assim, quando o conjunto é
linearmente separavel, o perceptron de camada tinica pode estabelecer uma fronteira de decisao
compativel com a tarefa.

Entretanto, como observado no exemplo do operador XOR, existem configuragoes de
pontos para as quais nao ha uma tunica reta que realize a separagao desejada; logo, um per-
ceptron de camada tnica nao consegue classificar corretamente todos os casos. Essa limitacao
mostra que para representar fronteiras de decisao mais complexas, é necessario ir além de uma
unica transformacao afim seguida da funcao de ativacao.

Dessa forma, iniciamos agora a discussao sobre arquiteturas de redes neurais, a maneira
como neurénios podem ser organizados em camadas e como a informacao flui entre elas. Em
particular, veremos como a introducao de camadas ocultas permite composicoes nao lineares
e amplia com ela o poder de representacao do modelo, oferecendo um caminho natural para

superar limitacoes como a do XOR.

3.4.1 CAMADA DE ENTRADA E CAMADA DE SAIDA

Em uma rede neural a camada de entrada (camada 0) é responséavel por receber
os dados do problema. Seus “neuronios” nao realizam processamento no mesmo sentido das
camadas seguintes; eles apenas representam as variaveis de entrada, isto é, os valores xy, ..., %y,
que compoem o vetor Z. Por isso, costuma-se dizer que a camada de entrada funciona como
uma interface entre o conjunto de dados e a rede: ela organiza e disponibiliza as informacoes
iniciais para que sejam transformadas pelas camadas posteriores.

Ja a camada de saida (camada L) produz a resposta final do modelo. Ela recebe
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[L]

i

(L]

as ativagoes da ultima camada e calcula seus proprios potenciais u; ° e ativagoes y; ~, que sao

interpretadas como a predicao da rede.

3.4.2 CAMADAS OCULTAS

Chamamos de camadas ocultas (hidden layers) as camadas de neuronios que ficam
entre a camada de entrada e a camada de saida. Elas recebem como entrada as ativacoes
produzidas pela camada anterior e produzem novas ativacoes, que sao repassadas adiante na
rede. Diferentemente da camada de entrada, cujos valores sao diretamente observaveis nos

dados, e da camada de saida, que fornece a predicao final do modelo, as camadas ocultas nao
sdo observadas externamente: seus valores internos (potenciai ] ivacdes ) sdo val
: potenciais u; - e ativagdes ;') sao valores
computacionais, que nao aparecem durante o resultado obtido.
Um perceptron de camada tnica realiza apenas uma transformagao afim seguida de uma
funcao de ativacao, o que limita a fronteira de decisao a um hiperplano. Ao empilhar camadas
ocultas, a rede passa a compor transformacoes sucessivas, permitindo modelar relacoes nao

lineares e, consequentemente, fronteiras de decisdo mais complexas.

3.4.3 CAMADAS INTERMEDIARIAS

No contexto de arquiteturas com multiplas camadas, é comum utilizar também o termo
camadas intermediarias para se referir as camadas que nao sao nem a entrada nem a saida.
Em muitos textos, camada intermedidria e camada oculta aparecem como sinonimos; neste
trabalho, adotaremos a seguinte distin¢cao conceitual: toda camada oculta é uma camada in-
termediaria, mas o termo intermedidria da ideia de estar “no meio” do caminho, enquanto o
termo oculta nos lembra que nao observamos relacao direta dessas variaveis com os dados e aos
rotulos.

Assim, quando tratarmos da arquitetura, usaremos “intermediaria” para destacar o papel
estrutural dessas camadas nas transformacoes; quando discutirmos o processamento interno e as
quantidades calculadas (ugk} e yl[k]), usaremos “oculta” para ressaltar que essas camadas operam
como niveis internos de representagao. Essa diferenciacao ajuda a organizar a leitura e sera
util quando discutirmos como a profundidade (nimero de camadas) e a largura (nimero de
neuronios por camada) influenciam o tipo de padrao que a rede consegue aprender.

Essa separagao de papéis é importante para a logica do fluxo de informacao: a camada
de entrada fornece os dados, as camadas intermediarias ou ocultas constroem representacoes
progressivamente mais adequadas, e a camada de saida sintetiza essas representagoes em uma

decisao.

3.4.4 NOTAGAO ARQUITETURAL E NOTAGAO DE CAMADAS

Para descrever redes neurais com clareza, adotamos uma notacao que explicita a quan-
tidade de neuronios em cada camada. Por exemplo, a arquitetura 2—3—1 indica uma rede com

2 variaveis na camada de entrada, 3 neuronios em uma camada oculta e 1 neurénio na camada
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de saida. De modo geral, uma rede ng—n;— - -—ny, possui ng entradas e n; neurénios na camada

k, para k =1,..., L, sendo L o indice da tltima camada (saida).

das:

Além dessa notacao arquitetural, utilizaremos a seguinte notagao de varidveis em cama-

< .
Camada . Camada
Camada
de de

oculta ,
entrada saida

ol o
LAl il
f 12] w g ;]2 f 3]
. Y2 yi
(3]
wy -
] - b

Figura 3.8: Exemplo de notacao arquitetural: rede 2-3-1.

e r;: a i-ésima entrada na camada de entrada, com 7 =1,...,ng.

(K]

e u; : o potencial de ativagio (ou entrada liquida) do i-ésimo neurdnio da camada k, isto

é, a soma ponderada das ativacoes da camada anterior com o viés:

Nk—1

uz[-k} = Z wz[kj] yj[k_l] + bE’“].
j=1

Observacao: na camada de entrada (k = 0), ndo ha aplicagao de fungao de ativagio;

assim, a saida dessa camada coincide com o vetor de entrada. Em particular, temos

YO =7 (isto &, yl[o] = x; para todo i = 1,...,ng).
yl[k]: a ativagao (saida) do i-ésimo neurdnio da camada k, obtida pela aplicagao da funcao
de ativacao f:
k k
= f (u[ ]> :
wlkj o peso da conexao entre o j-ésimo neurdnio da camada k — 1 (camada anterior) e o

i-ésimo neuronio da camada k (camada atual).

k ., . . c o, . A® Z
b£ I o vies (bias) associado ao i-ésimo neurdnio da camada k, responséavel por deslocar a

fronteira de decisdo.

Essa convencao permite representar, de forma padronizada, tanto a estrutura da rede

(quantidade de neurénios por camada) quanto as grandezas envolvidas no fluxo de informagao

e no calculo das ativacoes.
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3.5 RETROPOPAGAGAO DO ERRO

Até aqui, descrevemos como um neuronio produz uma saida a partir de uma combinagao
linear, do viés e de uma funcao de ativacao, bem como a regra de aprendizagem do perceptron
no regime supervisionado. No entanto, ao introduzirmos arquiteturas com miltiplas camadas,
o ajuste dos parametros deixa de depender apenas de um erro local na saida e passa a exigir
um mecanismo para distribuir a informacao do erro por toda a rede, de modo que cada peso e
cada viés sejam atualizados de forma coerente com o objetivo do treinamento. Esse mecanismo
é conhecido como retropropagacao (backpropagation).

A retropropagagao se apoia em dois elementos centrais: (i) uma medida quantitativa de
quao distante a predi¢ao da rede esta do valor desejado e (ii) um procedimento para calcular
como essa medida varia em relagdo aos parametros da rede. O primeiro elemento é dado por
uma funcgao de perda (ou fungao de erro), e o segundo é obtido aplicando-se a regra da cadeia
para computar derivadas de forma eficiente ao longo das camadas.

Usando a descida do gradiente, conceito que vimos no capitulo de Fundamentos, pode-
mos iterativamente nos mover para mais proximo de um valor minimo do nosso erro, usando
pequenos passos na direcao informada pelo gradiente. Assim, retropropagacao calcula os gra-

dientes e a descida do gradiente utiliza esses gradientes para utilizar os parametros.

3.5.1 FUNGAO DE PERDA E FUNCAO DE CUSTO

Em um problema supervisionado, cada vetor de entrada #; vem acompanhado de um
rotulo £;. Ao apresentar T; a rede, obtém-se uma saida y;. A fungao de perda quantifica, por
meio de um ntmero real, o quao distante a predicao esta do valor desejado, isto é, ela mede o

erro cometido em um dnico exemplo. Denotaremos essa medida por
Para enfatizar o valor numérico obtido apds aplicar essa funcao, também utilizaremos a notacao
E = L(y;, t),

isto é, F representa o valor da perda (ou custo do exemplo) resultante da aplicagdo de £ a
saida produzida e ao rétulo correspondente.

Assim, quando £(y;, t;) (ou, de forma equivalente, E) assume valores pequenos, entende-
se que y; estd proximo de t;; por outro lado, valores maiores indicam maior discrepancia e
sinalizam que os parametros da rede devem ser ajustados em busca de melhores resultados.

Como o treinamento é realizado sobre um conjunto de dados

D= {(fﬂ ti)}i]ih

é natural agregar as perdas de cada processo para obter uma medida que generalize o desempe-
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nho do modelo. Essa agregagao define a fungao de custo J(0), que depende dos parametros

da rede 6 (pesos e vieses). Uma escolha padrao é a média das perdas:

7O = 5 D0 L0t

Dessa forma, enquanto £ mede o erro local de um processo, J(0) mede o erro global no con-
junto de treinamento. Assim, treinar uma rede neural consiste em minimizar J(6), buscando
parametros que tornem a perda média tao pequena quanto possivel.

A seguir, apresentamos func¢oes de perda usuais e as correspondentes funcoes de custo

obtidas pela sua agregacao no conjunto de dados.

PERDA QUADRATICA (SQUARED ERROR) Uma das escolhas mais simples é penalizar o

erro por meio do quadrado da diferenca entre a saida prevista e o valor desejado:

Loly,t) = (t—y)*.

Por elevar o erro ao quadrado, essa perda atribui penalizacao maior a discrepancias grandes e
menor a discrepancias pequenas. Essa caracteristica faz com que erros mais distantes do alvo

tenham maior influéncia no processo de treinamento.

ERRO QUADRATICO MEDIO (MSE — MEAN SQUARED ERROR) Quando considera-
mos um conjunto de treinamento D = {(7;,¢;)}Y,, a forma mais comum de agregar a perda

quadratica é pela média:
N
1
) N 2w

O MSE ¢é amplamente empregado em problemas de regressao, pois mede a discrepancia média
entre os valores previstos e os valores reais, com forte penalizacao para grandes erros. Além
disso, a perda quadratica ¢é diferenciavel, o que favorece o uso de métodos baseados em gradiente

na retropropagacao.

PERDA ABSOLUTA (ABSOLUTE ERROR) Outra alternativa ¢ penalizar o erro pelo valor

absoluto da diferenca:
LA(yvt) = |t - y|

Nesse caso, o crescimento da penalizacao é linear: um erro duas vezes maior gera uma perda
duas vezes maior. Em comparacao com a perda quadratica, a perda absoluta tende a ser menos

sensivel a valores extremos, pois nao amplifica grandes erros pelo quadrado.
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ERRO ABSOLUTO MEDIO (MAE — MEAN ABSOLUTE ERROR) Assim como no caso do

MSE, podemos considerar a média das perdas absolutas ao longo do conjunto de treinamento:

N
1
(6) v 2l

O MAE é bastante utilizado em regressao quando se deseja uma medida de erro mais robusta a
outliers. Por outro lado, a presenca do valor absoluto faz com que a funcao nao seja diferenciével
em t; —y; = 0, o que exige cuidados na implementacao (por exemplo, uso de subgradientes)
quando o treinamento é feito por métodos baseados em derivadas.

Em sintese, a escolha entre MSE e MAE depende do comportamento que se deseja para
a penalizacao do erro: o MSE enfatiza discrepancias grandes e favorece solucoes que evitam
grandes erros, enquanto o MAE penaliza de forma linear e tende a ser mais robusto quando ha

observacoes extremas no conjunto de dados.

3.5.2 MODELAGEM DA PROPAGACAO DO ERRO

Uma vez definida a funcao de custo, o treinamento de uma rede neural consiste em
ajustar pesos e vieses de modo a reduzir esse custo. Para isso, precisamos compreender como
o erro observado na saida se relaciona com cada parametro distribuido ao longo das
camadas. A retropropagacao formaliza exatamente essa relacao: ela descreve, de maneira
sistematica, como a informacao do erro calculado na camada de saida retorna para as camadas
anteriores, permitindo obter as derivadas necessarias para atualizar os parametros.

Como as redes neurais sdo construidas por composi¢oes sucessivas (combinagao linear
seguida de fungao de ativacdo, repetida ao longo das camadas), o instrumento matematico
central é a regra da cadeia, qual permite decompor a variacdo de uma quantidade final (o
custo) em uma sequéncia de derivadas. B justamente essa decomposi¢io que torna possivel

calcular gradientes camada a camada.

3.5.3 RETROPOPAGAQAO DO ERRO EM UMA REDE 2-2-2

A seguir, calcularemos como o erro total E varia quando alteramos um peso especifico

da camada de saida, isto ¢, obter derivadas do tipo O ponto-chave é que um peso nao

(L]
i,J
afeta F diretamente: ele altera primeiro o potencial do neuronio de saida, o que modifica sua
ativacao; essa ativacao influencia o erro local e, por fim, a perda total. Por isso, o gradiente
surge naturalmente como um produto de derivadas encadeadas.
Para isso, faremos uso do diagrama a seguir, que explicita o fluzo de informacdo no
passo direto e o caminho de dependéncia utilizado no célculo das derivadas. Nele, a camada de

entrada fornece x; e xo (além do termo constante 1 — conhecido como viés), que alimentam

. . . 1 1 . . ~
os somadores da camada oculta, produzindo os potenciais u[l] e u[z} e, apo6s a aplicacao de

. ~ 1 1 . . ~ ~ . -
f1, as ativacoes yg] e yé]. Em seguida, essas ativacoes sao combinadas na camada de saida

[2] (2] (2]

, - ] 2 I
para formar uj e us' e, apOs a ativagao fo, gerar as saidas yg] e y5 . Por fim, cada saida é
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comparada com seu respectivo alvo (t; e t2), produzindo erros locais que sdo agregados pela
funcao de perda £, resultando no erro total do exemplo, denotado por E.

Essa representagao serd ttil porque permite visualizar, de forma direta, por quais etapas
(L]
i7j
da regra da cadeia ao longo do caminho correspondente.

um parametro (por exemplo, um peso w; ;) influencia o valor final de E, justificando a aplicacao

Camada Camada Camada
de entrada oculta de saida

Figura 3.9: Diagrama para modelagem da retropropagacao do erro.
Fonte: Autoria propria.

CALCULO DO GRADIENTE NA CAMADA DE SAIDA Para ilustrar, considere o peso wﬂ,

NI . ) : o
que conecta o neuronio yg ] (camada oculta) ao neuréonio de saida 1. O caminho de dependéncia

7

e

(2] (2] (2]

wyy — Uy —> Y — e — F,

de modo que a regra da cadeia fornece

OE _0E 0Oey oy oul
0ul] 91 o 0¥ oul]

Nesse ponto, é importante notar que os fatores intermediarios dependem das definicoes
escolhidas para o erro e para a funcao de custo. Por exemplo, no caso particular em que
adotamos o erro local como

e =y —t

e a funcao de custo no exemplo como

1 1
E = 56% + 56%,
temos
oFE o 661 1
—-— = €1 = 1.
Oey oy

Além disso, como y?} = f2(u[12]), segue que

ay?] {12
au[lg] 2 1
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Por fim, como

B = )+ uflaf? 8,
obtemos o
8u1 _ y[l]
awﬂ !

Substituindo esses resultados na cadeia, concluimos que

OF
28 _ o () o
owy

)

Vale destacar que, se a definicdo de E (ou de e;) for modificada, entdo os termos g—g e 88%
Y1

mudam de forma correspondente, embora a estrutura do calculo pela regra da cadeia permaneca

a mesia.

- . 2 A ]
E conveniente reconhecer o termo e; fé(u[1 ]) como o delta do neuronio de saida 1:

OF ,
552] = o = f2(u[12]).

Uy

De maneira mais geral, sem fixar uma forma especifica para o erro, o delta na camada de saida

OF Oe;
(L] _ v 1 (L]

Assim, obtemos a forma compacta do gradiente:

pode ser escrito como

oE

_ sk y[l}.

8w£27]1 e
. 2 . . oul 0
O mesmo raciocinio vale para wy,, pois o unico termo que muda é o = Yo levando a
1,2

oL 2] 1

2 (ﬂ ! yg }'

Owyy

De forma analoga, para o neurénio de saida 2 obtém-se

2] =5£}y£], 2] :5£] é]a
8w271 8w272
OFE
onde (5%2} = PWE = ey fé(u[;]) no caso quadrético.
u

2
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O PAPEL DO VIES NO GRADIENTE O viés participa do mesmo encadeamento, com a
(2]

diferenca de que ele entra em u,~ somando diretamente. Em particular,

(2]
A R
o
Assim, pela regra da cadeia,
OE  OE ouf 5

1

o~ au? ol
(] (] (]
Portanto, enquanto o gradiente de cada peso é o produto entre o delta do neurénio de destino

e a ativacao de entrada, o gradiente do viés coincide com o proprio delta, refletindo que o viés

atua como um deslocamento direto do potencial.

CALCULO DO GRADIENTE NA CAMADA INTERMEDIARIA Apés obtermos os deltas na
camada de saida, o célculo dos gradientes na camada intermediaria (camada oculta) passa a
ficar organizado e, sobretudo, reaproveita exatamente as quantidades ja computadas na saida.
A ideia é que um peso da camada intermediaria nao influencia o erro total £ por um tnico ca-
minho: ele altera o potencial de um neurénio oculto, muda a ativacao desse neuronio e, a partir
dai, essa alteracao se propaga para todos os neurdnios da camada de saida que recebem essa
ativacdo. Assim, o gradiente na camada intermediaria aparece como a soma das contribuicoes
associadas a cada neurdnio de said.

A Figura a seguir retoma a arquitetura da rede neural ja apresentada anteriormente,
agora com o acréscimo de cores para destacar caminhos especificos de propagacao. Enquanto a
versao anterior mostrava apenas a estrutura geral da rede, esta nova representagao permite vi-
sualizar com mais clareza como determinadas conexoes, ativacoes intermediérias e contribuicoes
para o erro final podem ser acompanhadas ao longo das camadas. A linha vermelha destaca
o encadeamento principal de propagacao da informacao até o erro final, enquanto a linha azul
mostra uma influéncia adicional que atua como complemento necessirio nesse processo, pois

evidencia que a ativacao intermediaria nao contribui apenas por um tnico caminho.

Camada Camada Camada
de entrada oculta de saida

u ]- :
6) i

1

s

= h y-[;ll

Figura 3.10: Diagrama para modelagem da retropropagacao do erro, destacando o fluxo direto
da propagacao dos sinais até a saida e a etapa de calculo do erro pela funcao de custo.
Fonte: Autoria propria.
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. . . . . 1
Para fixar ideias na arquitetura da Figura 3.10, considere o peso w[l}l, que conecta a

. . o 1
entrada xl a0 primeiro neuronio da camada oculta. Esse peso afeta primeiramente u[l} e, em

seguida, y , a partir dai, yl alimenta os dois neuronios da camada de saida, influenciando

tanto u[l] quanto u[Q ! Portanto, existem dois caminhos do tipo

[1} (1]

1]

syt (2]

— Uy —>y§2]—>el—>E

e

[1 } (1]

(1]

— U 3

—Y; e — b

1 ] 1

Como wy 7 atua diretamente em wu; ], temos o encadeamento inicial

[1} (1]

; [1]

— Y

(1]

A partir de y; )

, a influéncia se bifurca, pois y;  alimenta os dois neurdnios da camada de
. 2 2 .
saida, afetando tanto u[l} quanto ug] e, consequentemente, o custo final E. Assim, escrevemos

separadamente:

OE  OE de; 9yl oulll oy 9ul  OE dey ayl oul oyl oul!
owl'l  Oer gyl oull oyl oul owl  de2 oyl oul oyl oul! wl')

Nessa expressao, aparecem de forma explicita trés tipos de derivadas com papéis distin-

tos: o gradiente de F em relacao ao erro individual e;; o gradiente de e; em relacao a saida yzm;

e o gradiente de F em relagao ao potencial de ativagao u . Como

v = f (),

podemos escrever

OF  OF Oe; ayf
8u?] De; 8y[2 8u

Substituindo essa identificacao na expressao anterior, obtemos

i=1,2.

oE  oF oul oyl oul!  oE oul? oyl oul!
ot} ~ 0ul oyl 9ylT owl’l  oud oyl oul owl

Observe que os dois termos possuem a mesma parte final, pois ambos passam pelo

neuronio oculto y . Colocando esse fator comum em evidéncia, segue que

0E  ( 9E 0ul” OB oul\ oyl oult
8w£17]1 au[f] 8y£1] 8u[22] 8y£1] 8u[1” 8wﬂ'

Essa forma evidencia a ideia central da retropropagacao: o erro produzido na camada de

saida ¢é transmitido para tras, acumulando as contribuicoes de todos os caminhos que passam
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(2]

pelo neuronio oculto considerado. Usando a definicao de 5?](% 05, isto é,
oF ok
L
1 2
obtemos a seguinte expressao para a derivada parcial de £ em relacao a w[ ] 1 bode ser
reescrita como , ) , ,
8E _ 5£218L[1] 4 5£2] 8u[2] 8y£] 8u[1] |
2]\ 0T ol ) 5T gl
Além disso, pela propria definicao dos potenciais na saida,
au[Q]
2 1 2 1 2 2
S L WY R (|
Y,
(21 _ (2] 1] (21, [  p[2] 8“[22] (2]
Uy =Wy Yy + WypYs + 05 = = War
Y
1 1 ?Jm 1 1 1
Como yg] = fl(u[l]), temos 1 fl( ); e, como u[l] = wg ]130 —i—w[ }ZUQ + b[l], segue
ul
ol )
que 5 %] = x1. Substituindo, obtemos a forma compacta
Wi

aE 2 2 2 2 1
= (300l + a8 ul) Al

(1]
8w171
Isso motiva definir o delta da camada intermediaria como

ok ,
5&” = au[ll] - (5? 5[2 wﬂ) fl(u[ll})a

de modo que o gradiente assume o mesmo padrao visto na camada de saida:

— = 5&1] x1 (isto é, 5%1] yﬁ(”).

OF (1] OF

B

(5

e, para o neurdnio oculto 2,
510 = (380l + o ) )

o que implica
OF 1] OF

by’

= oy
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Em sintese, o calculo na camada intermediaria faz uso direto dos deltas da camada de
saida: a cada neur6nio oculto associa-se um delta que combina as contribuicoes provenientes de
cada neurdnio de saida, ponderadas pelos pesos que os conectam, e multiplicadas pela derivada
da ativacdo local. Uma vez obtido 6!, os gradientes voltam a assumir o formato padrio
“delta do neurénio de destino” vezes “entrada que chega ao peso”. Assim, a regra da cadeia nao
apenas produz as formulas, mas também esclarece a interpretagao: cada parametro é atualizado

proporcionalmente ao quanto contribuiu para o erro observado na saida.

3.5.4 TFORMA MATRICIAL DA PROPAGAGCAO E DA RETROPROPAGAGAO

As expressoes obtidas na subsecao anterior foram escritas neurénio a neurénio, o que é
importante para explicitar o papel da regra da cadeia no célculo dos gradientes. No entanto,
quando passamos a implementacao computacional, é mais conveniente reunir essas mesmas
informagoes em vetores e matrizes. Essa reorganizacao nao altera o significado das quantidades
envolvidas; ela apenas torna a escrita mais compacta e os calculos mais adequados ao tratamento
numeérico.

No caso da rede 2-2-2, podemos agrupar as entradas da camada inicial no vetor

De modo analogo, os potenciais de ativacao e as saidas da camada oculta podem ser escritos

1] Ty il Ty
R DTV IS A P
2 Y

enquanto, na camada de saida, escrevemos

como

Os pesos da camada oculta ficam reunidos na matriz

101 ]
n _ |1 Wip 1 _ by
W= [ i m] = [bm] :

Wg1 Wao
e os pesos da camada de saida na matriz
2 2
w2 — Wi w[1]2 pl2l — b[l]
o [2] (2] | > AR
Wy Wy 2
Com essa notagao, a propagacao direta pode ser escrita de forma compacta por

= WOl gl ) = f ()
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W = WE B2 g (2))

Essas equacoes sao exatamente as mesmas obtidas anteriormente, mas agora reunidas

em blocos. Por exemplo, a primeira igualdade corresponde simultaneamente as duas expressoes

u[ll] = wﬂ:cl + w[ﬁ}zxg + b[ll], u[21] = w;}lxl + w%xz + bgl].

Assim, a escrita matricial apenas sintetiza as relacoes ja deduzidas na forma escalar.

O mesmo pode ser feito com a retropropagacao. Reunindo os deltas da camada de saida

52 _ [5?1
— %L1
oy

temos, pela definicao ja obtida na subsecao anterior,

no vetor

5[2} = W fé(up]) ;

em que ® denota o produto de Hadamard, estudado no capitulo de Fundamentos Mateméticos.

Em seguida, os deltas da camada oculta podem ser reunidos em
1]
ot = [5%1]]
) ’

st — (Wm)T(;m © fi(ul).

e escritos matricialmente como

Essa formula resume, em uma tinica expressao, o fato ja observado no calculo componente
a componente: cada delta da camada oculta é obtido pela soma das contribuicoes vindas dos
neuronios da camada seguinte, ponderadas pelos pesos correspondentes, e multiplicada pela
derivada da ativagao local.

Uma vez calculados os vetores de deltas, os gradientes dos pesos e vieses também assu-

mem forma matricial simples:

OE ., T o8,
OE 1, whT OE

Observe que essa escrita preserva o mesmo padrao encontrado anteriormente:

OF _ w1 OF _ sm
owr T gl

.3

A diferenca é que agora todos os gradientes de uma mesma camada sao calculados de uma sé

vez por meio de produtos matriciais.
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Essa forma de organizacao é especialmente 1til na implementagao computacional, pois
linguagens e bibliotecas numéricas trabalham de maneira muito eficiente com vetores e matrizes.
Desse modo, a formulagao matricial nao apenas simplifica a notacdo, mas também evidencia
com mais clareza a estrutura algébrica da propagacao direta e da retropropagacao, preparando

naturalmente a passagem para o codigo.

3.5.5 FORMULA(}AO GERAL DA RETROPOPAGAQAO EM REDES MUL-
TICAMADAS
Apos a modelagem explicita realizada na se¢do anterior (para a arquitetura da Fi-

gura 3.9), podemos agora registrar as expressoes na forma geral para uma rede com L camadas,

preservando a mesma notagao.

Camada 1 Camada k
Entrada Saida

E(9) }

funcao de custo

Figura 3.11: Esquema geral de uma rede neural multicamadas, ilustrando a passagem das
ativagoes entre as camadas e a formulagao geral usada para descrever o potencial de cada
neuronio.

Fonte: Autoria propria.

A Figura 3.11 apresenta, de forma esquemaética, uma rede neural multicamadas em sua
formulagao geral. Nessa representacao, estao sendo evidenciados apenas os valores y, isto é,
as saidas produzidas em cada camada e que passam a servir como entradas para os neurénios
da camada seguinte. Assim, a figura nao tem como objetivo detalhar todos os pesos, vieses
ou combinagoes lineares envolvidas, mas sim destacar o fluxo das ativagoes ao longo da rede.
Essa escolha é conveniente neste ponto da exposicao, pois reforca a interpretacao de que cada
neurdnio recebe como entrada os valores y][-k_l] provenientes da camada anterior, o que sera
fundamental para a escrita das expressoes gerais da propagacao direta e, posteriormente, da
retropropagacao.

Considere uma rede com camadas indexadas por k = 1,..., L, sendo L a camada de
saida. Para cada camada k, com ng neurdnios, definimos o potencial (entrada liquida) do

neuronio ¢ por

Ng_1
N T
j=1
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e a ativagao correspondente por
(k] _ (K]
y, = flu ).

Na camada de entrada, adotamos y[® = Z. Assim, o passo direto (forward) consiste em calcular
sucessivamente (ull, M), (ul? ¢, o (ult ylH).

Para um tnico exemplo supervisionado (Z,t), a rede produz uma saida ytH a0 final do
forward. A perda do exemplo ¢ escrita como L(y!”,t) e, portanto, a erro pode ser entendido

como funcao dos parametros 6:

E(6) = £(47(6).1).

Nosso objetivo ¢ calcular como J varia quando alteramos cada peso e cada viés. Para organizar

esse calculo, introduzimos em cada neurdnio o sinal de erro (ou delta)

o0FE

(k] _

K]

isto é, a variacao do custo em relacao ao potencial u£ do neurdnio ¢ na camada k.

DELTA NA CAMADA DE SAIDA Na camada de saida (k = L), a regra da cadeia fornece

[L] aE ayl[L} 3L (y[L]7 t) ’ [L]
0" = o = o (“ )
0y, oy, y;

7

Essa expressao evidencia que o erro na saida combina a sensibilidade da perda em relacao a

predicao com a sensibilidade do neurénio em relacao ao seu potencial.

DELTA EM CAMADAS INTERMEDIARIAS Para uma camada intermediaria £ < L, o poten-
(K]

cial u; ' influencia o custo apenas por meio dos neurdnios da camada seguinte. Assim, a regra

da cadeia produz a recorréncia

5[;§}_6_E_ niél OF au£k+l] ayl[k]
’ 8u£k] 5’ug€+1] 8y[k] 3u£k]'

=1 )

Hule+1l

Como uLkH] = 2?21 wgffuyj[-k] + bgﬁﬂ}, segue que 82[’“] = wL’fj” e, Como yl[k] = f(ugk]), temos
oyl 1(,,1Kl Z
m = f'(u; ). Portanto,
Nkt1
5Z[k} iy (ugk}> Z wggiﬂ] 5£k+1].
=1

Esta expressao é a versao geral do que foi observado na modelagem: o delta em uma camada
surge como a combinacao dos deltas da camada seguinte, ponderados pelos pesos que conectam

as camadas, multiplicada pela derivada local da ativacgao.

GRADIENTES DOS PESOS E VIESES Uma vez obtidos os deltas, as derivadas do custo em
[K] (K]

i - Para o peso w;; (conexdo entre

relacao aos parametros seguem diretamente da forma de u
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o neurdnio j da camada k — 1 e o neuro6nio ¢ da camada k),

OE  OE oul”

_ ) _ skl [k=1]
ool "o w0 Y
1,7 (] 2,7
Para o viés,
OF B OF 8u£k} . 5%}
ol ol gpM
]
pois ﬁ = 1. Assim, o gradiente de cada peso é o produto entre o delta do neuronio de

i
destino e a ativacao que chega pela camada anterior, enquanto o gradiente do viés coincide com

o proprio delta.
Em sintese, a retropropagacao pode ser vista como um procedimento em trés etapas:
(i) calcular 6¥ na saida a partir da perda e de f’(u); (ii) propagar os deltas para tras pela

. . . . ~ K] [k—1
recorréncia acima; e (iii) obter os gradientes de pesos e vieses pelas expressoes ;Ek = 51[ ] J[ ]

1
J

]
oE  _ s[K]

3.5.6 ALGORITMO: RETROPROPAGAQAO E ATUALIZAQAO POR DES-
CIDA DO GRADIENTE

Com os gradientes obtidos pela retropropagacao, o ajuste dos parametros é realizado
por um método de otimizacao. A escolha mais cléssica é a descida do gradiente, na qual cada
peso e cada viés ¢ atualizado na direcao oposta ao gradiente da funcao de custo. Nesta etapa,
utilizamos a notagao J em vez de E porque ja nao estamos apenas tratando do erro associado
a um exemplo isolado, mas sim de um processo iterativo de treinamento. Como a otimizacao
busca minimizar, ao longo das iteracoes, a funcao custo em relacao aos parametros da rede, as
atualizacoes passam a ser descritas em termos das derivadas de J. Denotando por o > 0 a taxa
de aprendizagem, as atualizagoes gerais para cada camada k podem ser escritas como

o el o 2T g g 9T

? K] <_ 3 °
o) o0

1,J

Como vimos, pela retropropagacao temos

0J _ s, -1l 0J _
owl T gl

.3

ot

(]

de modo que a atualizacao pode ser escrita diretamente em termos dos deltas:

el = s, g

Esse ciclo (passo direto — retropropagacao — atualizagdo) é repetido ao longo das épocas até

que um critério de parada seja satisfeito, como alcancar um nimero maximo de iteracoes ou
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observar um custo minimo desejado.

Algoritmo 2 Treinamento por Retropropagagao e Gradiente Descendente (Regime Supervisi-
onado)

Entrada: Conjunto D = {(Z;,t;)}Y,; taxa de aprendizagem «; ntimero de épocas Np; para-
metros iniciais {wl[k;], bgk] 1.

Saida: Parametros ajustados {wl[k]], bgk}}.
1. paraep =1 até N, faca

2: para cada exemplo (Z,t) em D faga

3: (Forward) Calcule ) = ¥ e, para k= 1,..., L, calcule ul* e yl*.
4: (Custo) Calcule J = L(y!H,1).
5: (Backward) Calcule 6!/ na saida e propague 6! para k =L —1,... 1.
6: (Atualizagao) Para cada camada k =1,..., L:
(%] %] (k] [k—1] (%] (%] (%]
wi7j<—wi7j—oz5i yi b;" b, —ad; .
7 end para

8: end para
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4. APLICACOES ILUSTRATIVAS DE REDES
NEURAIS ARTIFICIAIS

Neste capitulo sao apresentadas trés aplicacoes com o objetivo de ilustrar, em situagoes
concretas, alguns dos conceitos discutidos ao longo deste trabalho. Apos o estudo da estrutura
das redes neurais artificiais e da analise de elementos matematicos centrais, como a combina-
cao linear e o gradiente, busca-se agora observar como essas ideias podem ser empregadas na
construcao e no treinamento de modelos voltados a resolucao de problemas especificos.

Para isso, sao considerados dois problemas distintos, implementados por meio de c6di-
gos em Python. O primeiro problema consiste no ajuste de uma relacao linear entre dados,
permitindo visualizar de forma mais simples o papel dos parametros da rede e seu processo de
atualizagao. O segundo problema envolve uma tarefa de classificagao nao linear, na qual a rede
precisa aprender uma regiao de decisao a partir de exemplos fornecidos. Ja o terceiro problema
apresenta uma aplicacao em que a rede é utilizada para aproximar uma solucao associada a
uma equacao diferencial.

A escolha desses dois casos busca contemplar diferentes possibilidades de uso das redes
neurais artificiais, mostrando que seu emprego nao se restringe a um unico tipo de tarefa.
Ao contrario, tais modelos podem ser aplicados tanto em problemas mais elementares, que
ajudam a explicitar seu funcionamento interno, quanto em situagoes mais elaboradas, nas
quais a rede precisa capturar relagoes nao lineares ou aproximar comportamentos descritos
matematicamente.

Além disso, a utilizacao de coédigos em Python neste capitulo tem a fungao de aproximar a
formulacao tedrica da experimentacao computacional. Por meio dessas implementacoes, torna-
se possivel observar de maneira mais concreta como as entradas sao processadas, como os
parametros sao ajustados ao longo do treinamento e como a rede produz saidas que podem ser
interpretadas de acordo com os problemas propostos. Nesse contexto, ao longo deste capitulo
a implementagao dos modelos sera discutida com o auxilio de trechos de cédigos desenvolvidos
em Python, apresentados apenas na medida necessaria para esclarecer as etapas principais da
construcao e do treinamento das redes neurais consideradas.

A opcao por apresentar apenas partes do c6digo tem como objetivo preservar a fluidez da
exposicao e destacar os elementos mais relevantes para a compreensao dos métodos utilizados.
Uma breve introdugao a linguagem Python, bem como os cédigos completos empregados na

resolucao dos problemas apresentados neste capitulo, encontram-se reunidos no Apéndice A,
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permitindo ao leitor interessado examinar com maior detalhe os aspectos computacionais das
implementacdes realizadas. Assim, nas secoes seguintes sao apresentados, respectivamente, os
dois problemas considerados, bem como as etapas principais de sua implementacao e treina-

mento utilizando redes neurais artificiais.

4.1 AJUSTE LINEAR COM REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

4.1.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

O primeiro problema considerado neste capitulo consiste em utilizar uma rede neural
artificial para aprender a relagao entre valores em graus Celsius e seus correspondentes em graus
Fahrenheit. A escolha dessa aplicacao se justifica por seu carater didatico. Como a relacao entre
Celsius e Fahrenheit ja é conhecida e pode ser descrita por uma funcao afim, torna-se mais facil
interpretar o papel desempenhado pelos parametros da rede ao longo do treinamento. Nesse
caso, a rede busca ajustar um peso w e um viés b de modo que a saida produzida pelo modelo,
dada por § = wC + b, se aproxime dos valores esperados em Fahrenheit. Assim, o problema
oferece um exemplo direto de como a combinagao linear aparece no funcionamento de uma rede
neural.

Além disso, essa aplicacao permite acompanhar, de forma concreta, o processo de apren-
dizagem da rede neural. No codigo, ap6s a inicializacao aleatéria dos parametros w e b, o modelo
calcula a saida prevista para cada entrada, compara essa previsao com os valores reais e, a par-
tir dessa diferenca, determina o erro correspondente. Em seguida, sao obtidas as quantidades
dw e db, que representam as variacoes da funcao de custo em relacao ao peso w e ao viés b,
indicando como esses parametros devem ser corrigidos para reduzir o erro. Com base nessas
quantidades, os parametros sao atualizados segundo uma taxa de aprendizagem previamente
fixada, em um procedimento iterativo repetido ao longo de 2000 épocas. Desse modo, essa
aplicagao nao apenas ilustra o ajuste linear realizado pela rede, mas também evidencia o papel
do gradiente no refinamento progressivo dos parametros durante o treinamento.

Neste exemplo, adotou-se o total de 2000 épocas como um limite de iteracoes do treina-
mento, por se tratar de um valor experimental suficiente para evidenciar a redugao progressiva
do erro e o ajuste dos parametros w e b. Assim, essa escolha nao decorre de uma exigéncia
teorica, mas da necessidade de tornar visivel, de forma clara, o processo de aprendizagem da
rede ao longo das atualizacoes sucessivas.

Ao final da implementacao, o coédigo exibe os valores aproximados encontrados para w
e b, além de construir um gréafico que compara os dados reais com a reta ajustada pela rede

neural.

4.1.2 IMPLEMENTAGAO COMPUTACIONAL

A implementacao computacional foi realizada em Python, com o auxilio das bibliotecas

numpy e matplotlib. O cddigo foi construido de modo a reproduzir, em um caso simples, as
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etapas fundamentais do treinamento de uma rede neural artificial.

Inicialmente, sao definidos os dados de entrada e saida do problema. No c6digo, o vetor C
representa os valores de temperatura em graus Celsius, distribuidos uniformemente no intervalo
de 0 a 100, enquanto o vetor F contém os valores correspondentes em graus Fahrenheit, obtidos
pela relagao

F =18C+ 32.

Desse modo, o conjunto de dados utilizado é formado por pares (z;,t;), em que z; corresponde a
temperatura em Celsius e t; ao valor esperado em Fahrenheit. Essa etapa é importante porque

define o problema de aprendizagem que seré apresentado a rede.

np.linspace(0, 100, 50).reshape(-1, 1)
1.8 x C + 32

Em seguida, sao inicializados aleatoriamente os parametros w e b, que correspondem,
respectivamente, ao peso e ao viés do modelo. Além disso, sao fixados a taxa de aprendizagem
a, o namero de épocas N, e a quantidade de exemplos n. Esses elementos determinam o com-
portamento do treinamento: a taxa de aprendizagem controla o tamanho dos ajustes realizados
em cada atualizacao, enquanto o nimero de épocas indica quantas vezes o conjunto de dados

serd percorrido ao longo do processo.

W
b = np.random.randn(1l, 1)
alpha = le-4

N_ep = 2000

n = len(C)

np.random.randn(l, 1)

Um ponto que merece observacao é a forma como esses parametros sao inicializados.
Em algumas implementacoes de redes neurais, os pesos e os vieses sao inicialmente tomados
como zero; em outras, adota-se a inicializacao aleatéria, como ocorre neste exemplo. A escolha
dessa etapa depende do tipo de modelo e da estratégia de treinamento empregada. No caso
considerado, opta-se por valores aleatorios para w e b, de modo que o processo de aprendizagem
possa comecar a partir de um estado inicial nao trivial, permitindo que os parametros possam
comecar com valores iniciais que ja os diferenciam de uns aos outros, o que pode favorecer o
processo de aprendizado.

O laco de treinamento constitui a parte central da implementagao, pois é nele que a
rede ajusta seus parametros a partir dos exemplos do conjunto de dados. Em cada época,
o algoritmo percorre todos os pares (x;,t;) e, para cada exemplo, executa sucessivamente as
etapas de propagacao direta, calculo do erro, retropropagacao e atualizacao dos parametros.

No codigo, essa dinamica aparece na estrutura de repeticao

for ep in range(N_ep):

soma_erro_quadratico = 0.0
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for i in range(n):
C[i] .reshape(1, 1)
F[i] .reshape(1, 1)

X

t

Inicialmente, para cada exemplo, sao selecionados o valor de entrada x e a saida dese-
jada t. Em seguida, realiza-se a etapa de propagacao direta (forward), na qual se calcula a

combinagao linear entre entrada, peso e viés:
u = zw + b.

Como, neste exemplo, foi adotada uma funcao de ativacao linear, a saida da rede coincide com
o proprio potencial de ativacao, isto é,

Y = U.
No programa, essa etapa aparece explicitamente no trecho

u=x0w+b
y=u

Nesse caso, a saida da rede é obtida diretamente pela combinagao linear entre a entrada,
0 peso e o viés, sem a introducdo de nao linearidades adicionais. Apoés o céalculo da saida,

determina-se o erro cometido pela rede naquele exemplo, comparando o valor previsto y com o

valor esperado t. No cédigo, isso é feito por meio da instrucao
erro =y - t

Essa quantidade representa o desvio associado a um tnico exemplo do conjunto de trei-
namento. Entretanto, para acompanhar o comportamento global do processo de aprendizagem
ao longo das épocas, o codigo acumula os quadrados desses erros individuais. Isso aparece na
instrugdo soma_erro_quadratico += float(erro**2). Como a variavel erro esti armaze-
nada como um arranjo 1 x 1 do NumPy, o comando float é utilizado para converter o resultado
de errox*2 em um valor escalar, permitindo sua soma direta ao acumulador. Ao final de cada
época, essa soma ¢ dividida pelo niimero de exemplos, produzindo o erro quadratico médio

dado por

n

EQM = %Z(Z/z — ;)"

i=1

No programa, esse valor é obtido e armazenado por meio das instrucoes

eqm = soma_erro_quadratico / n

historico_eqm.append(eqm)

O armazenamento desses valores em historico_eqm é relevante porque permite analisar
a evolucao do treinamento ao longo das épocas, verificando se o erro médio diminui de forma
progressiva.

Na etapa de retropropagacao, o codigo calcula a quantidade delta a partir da expressao
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delta = 2 * erro

Essa escolha decorre da derivada da funcao de custo quadratica em relacao a saida da

rede. De fato, considerando

J:<y_t)27
tem-se 47

— =2(y—t

a0 (y—1)

Logo, como erro =y — t, segue que
delta = 2 erro.

Além disso, como a funcao de ativacao adotada é linear, sua derivada é igual a 1. Assim, nao
surge nenhum fator adicional nessa etapa, e o valor de ¢ ja fornece diretamente a direcao de
ajuste necessaria para os parametros.

Na sequéncia, o algoritmo atualiza o peso e o viés segundo a regra do gradiente descen-

dente. No codigo, isso aparece em

w - alpha * (x.T @ delta)
b - alpha * delta

o
Il

Em termos matematicos, essas atualizacoes podem ser escritas como

— b+ 0J
W4— W — — —a—
ow’ ob’
ou, de forma mais explicita neste caso,
w4 w — a(z’)), b+ b— ad.
Lembremos que § = % e que u = zw + b. Assim, pela regra da cadeia,
oJ  0J du
ow  Oudw rEr
enquanto
oJ 0Jou
T 51 =4
b Ou db 0 0

Esse € um dos pontos mais importantes da implementagao, pois corresponde ao momento em
que a rede efetivamente aprende, isto é, ajusta seus parametros com o objetivo de reduzir
gradualmente o erro cometido nas previsoes.

Concluidas todas as épocas, o codigo utiliza os parametros finais para calcular a saida
da rede em todo o conjunto de entradas e, com isso, comparar os valores previstos com os dados
esperados. Além disso, sao exibidos os valores aproximados encontrados para w, b e para o erro

quadratico médio final, bem como dois graficos: um deles compara os dados reais com a reta
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ajustada pela rede, enquanto o outro apresenta a evolucao do erro quadratico médio ao longo

do treinamento.

® Dados reais
200 1 —— Reta ajustada pela rede

175 A

150 +

125 4

Fahrenheit

100 +

75 A

50

25+

T
0 20 40 60 80 100
Celsius

Figura 4.1: Resultado do ajuste linear obtido pela rede neural.
Fonte: Autoria propria.

A Figura 4.1 apresenta o resultado do ajuste produzido pela rede neural ap6s o término
do treinamento. Nela, os pontos em vermelho representam os dados originais do conjunto
de treinamento, enquanto a reta tracada corresponde a funcao aprendida pela rede. Como
se trata de um problema linear, observa-se que a reta ajustada acompanha adequadamente o
comportamento dos dados, indicando que os valores finais de w e b foram capazes de modelar
a relacao entre as temperaturas em Celsius e Fahrenheit. Em uma das execucoes realizadas,
por exemplo, foram obtidos os valores aproximados w &~ 1,8126 e b =~ 30,7315. Esses resultados
mostram que a rede aprendeu coeficientes bastante proximos daqueles esperados teoricamente
para a conversao entre Celsius e Fahrenheit, cuja relacao é dada por F' = 1,8 C' + 32. Assim,
mesmo nao reproduzindo exatamente os valores teoricos, o modelo foi capaz de encontrar uma
aproximacao bastante satisfatoria, o que se reflete tanto nos parametros finais quanto no bom

ajuste visual apresentado no grafico.
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Evolucao do EQM durante o treinamento
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Figura 4.2: Evolugao do erro quadratico médio ao longo do treinamento.
Fonte: Autoria propria.

Por sua vez, a Figura 4.2 mostra a evolucao do erro quadratico médio ao longo das épocas.
Esse grafico permite analisar o comportamento da funcao de custo durante o treinamento,
evidenciando a reducao progressiva do erro a medida que os parametros sao atualizados pelo
gradiente descendente. Em particular, a tendéncia decrescente da curva indica que a rede esta

aprendendo de forma adequada, aproximando suas saidas dos valores esperados a cada iteracao.

4.1.3 INFLUENCIA DO NUMERO DE EPOCAS NO DESEMPENHO DO
TREINAMENTO

Uma vez apresentada a implementacao do problema e analisado o comportamento da
rede ao longo do treinamento, torna-se interessante investigar como a variagao do nimero
de épocas interfere no desempenho do modelo. Essa anélise é relevante porque o nimero de
épocas determina quantas vezes o algoritmo percorre o conjunto de treinamento realizando
atualizacoes nos parametros w e b. Em termos praticos, um ndmero reduzido de épocas pode
nao ser suficiente para que a rede aproxime adequadamente os dados, ao passo que um niimero
maior tende a favorecer o refinamento progressivo do ajuste.

Com o objetivo de observar esse comportamento de forma mais clara, foram realizadas
diferentes execucoes do mesmo problema, mantendo-se fixos os demais parametros do treina-
mento e variando-se apenas a quantidade de épocas. Neste caso, consideraram-se os valores
500, 750, 1000, 1250 e 1500 épocas. Em cada experimento, registrou-se o ajuste final produzido
pela rede e a evolucao do erro quadratico médio ao longo do processo. Desse modo, torna-se

possivel comparar como o aprendizado se desenvolve quando o treinamento é interrompido em
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diferentes estagios.

Quando o numero de épocas é menor, a rede ainda se encontra em uma etapa interme-
diaria de aprendizagem. Nessa situacao, os parametros w e b passaram por menos atualizagoes,
de modo que a reta ajustada pode permanecer um pouco mais distante da relacao teorica entre
Celsius e Fahrenheit. Consequentemente, o erro quadratico médio tende a assumir valores mais
elevados, refletindo o fato de que o modelo ainda nao incorporou de maneira completa o padrao
presente nos dados.

A medida que o nimero de épocas aumenta, observa-se uma melhora progressiva no
ajuste obtido. Isso ocorre porque cada nova época fornece oportunidades adicionais para corrigir
os parametros segundo a direcao indicada pelo gradiente. Assim, o peso e o viés aproximam-se
gradualmente dos valores ideais, e a reta aprendida pela rede passa a representar com maior
fidelidade a relacao afim subjacente ao problema.

As Figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 e 4.7 ilustram o comportamento do ajuste linear obtido
pela rede para diferentes quantidades de épocas. Em cada uma delas, os pontos representam
os dados reais, enquanto a reta indica a funcao aproximada aprendida pelo modelo ao final do
treinamento. A comparacao entre essas figuras permite perceber que, conforme o ntimero de

épocas cresce, a reta ajustada tende a se alinhar cada vez mais aos dados observados.

® Dados reais
200 1 —— Reta ajustada pela rede

175 ~
150 +

125

Fahrenheit

100 +

75 A

50

25

T
0 20 40 60 80 100
Celsius

Figura 4.3: Ajuste linear produzido pela rede apos 500 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.
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® Dados reais
200 1 —— Reta ajustada pela rede

175 +
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Fahrenheit

100
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25

T
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Celsius

Figura 4.4: Ajuste linear produzido pela rede apos 750 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.

® Dados reais
200 4+ —— Reta ajustada pela rede
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Figura 4.5: Ajuste linear produzido pela rede apos 1000 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.
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® Dados reais
200 1+ —— Reta ajustada pela rede

175 1
150 ~

125 1

Fahrenheit

100 +

75 7
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Figura 4.6: Ajuste linear produzido pela rede apo6s 1250 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.
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Figura 4.7: Ajuste linear produzido pela rede apos 1500 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.

Em paralelo, o erro quadratico médio tende a diminuir, evidenciando a convergéncia do
treinamento. A Figura 4.8 apresenta ao erro quadratico médio apos 500 épocas de treinamento.

Podemos comparar esse grafico com a Figura 4.2, visualizando e comparando o comportamento
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da funcao de custo ao longo do treinamento. Em todos os casos, espera-se uma tendéncia
decrescente da curva, embora essa reducao seja mais limitada quando o processo ¢é interrompido

ap6s um nimero menor de épocas.

Evolucao do EQM durante o treinamento

400

300 +

200 -

Erro Quadratico Médio

100 +

T T T T T
100 200 300 400 500
Epocas

=

Figura 4.8: Evolucao do erro quadratico médio ao longo de 500 épocas.
Fonte: Autoria propria.

4.2 CLASSIFICA(}AO NAO LINEAR COM REDES NEURAIS
ARTIFICIAIS

4.2.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

O segundo problema considerado neste capitulo consiste em utilizar uma rede neural
artificial para realizar uma tarefa de classificagao em duas variaveis. Diferentemente do exemplo
anterior, em que o objetivo era ajustar uma relacao linear entre entrada e saida, aqui busca-se
identificar se um ponto do plano pertence ou nao ao interior de uma regiao circular. Mais
precisamente, para cada ponto (1, x2), deseja-se associar a classe 1 os pontos que satisfazem a
condicao

]+ <1,

enquanto os pontos que nao satisfazem essa desigualdade sao associados & classe 0.
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Disposicao inicial dos pontos no plano
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Figura 4.9: Disposicao inicial dos pontos do conjunto de dados no plano, com destaque para a
separacao entre os pontos internos e externos ao circulo unitario.

A Figura 4.9 apresenta a disposi¢ao inicial dos pontos do conjunto de dados no plano,
antes do processo de aprendizagem da rede. Nessa representacao, os pontos ja aparecem iden-
tificados de acordo com sua classe, o que permite visualizar de forma imediata a estrutura do
problema: os elementos de uma classe concentram-se no interior do circulo unitario, enquanto
os da outra ocupam a regiao externa. Essa visualizagao inicial é importante porque antecipa a
natureza geométrica da tarefa que serd proposta a rede neural.

A escolha desse problema possui interesse didatico porque a fronteira de decisao envol-

vida nao é linear. De fato, a equacao
2 2 _
] +xy3=1

descreve uma circunferéncia, de modo que a separacao entre as classes nao pode ser realizada
adequadamente por um modelo baseado apenas em uma tinica combinacao linear. Assim, esse
exemplo evidencia a necessidade de uma arquitetura com camada oculta e fungao de ativacao
nao linear, capaz de aprender regides de classificacao mais complexas.

Além disso, esse problema permite visualizar de maneira concreta o processo de apren-

dizagem da rede em sua formulacao matricial. Ao longo do treinamento, os pesos e vieses sao
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ajustados para que a saida produzida pelo modelo se aproxime do valor desejado para cada
ponto do conjunto de dados. Ao final, serd possivel comparar a disposicao inicial dos pon-
tos com a regiao de classificagao aprendida pela rede, bem como acompanhar a evolucao do
erro quadratico médio ao longo das épocas, o que permite analisar tanto a qualidade visual da

classificacao quanto o comportamento do treinamento.

4.2.2 IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL

A implementacao computacional deste problema também foi realizada em Python, com
o auxilio das bibliotecas numpy e matplotlib. O cddigo foi construido para reproduzir, de
maneira simples, as etapas fundamentais do treinamento supervisionado de uma rede neural
artificial aplicada a um problema de classificacao nao linear no plano.

Inicialmente, sao gerados os dados do problema. O conjunto contém N = 300 pontos
distribuidos aleatoriamente no quadrado [—1,5,1,5] x [—1,5,1,5]. Cada coluna da matriz X
representa um ponto do plano, com duas coordenadas de entrada. Em seguida, define-se o
vetor de saidas desejadas T, atribuindo-se valor 1 aos pontos localizados no interior do circulo

unitario e valor 0 aos pontos situados fora dele. No codigo, essa etapa aparece em
np.random. seed(0)

N = 300

X

np.random.uniform(-1.5, 1.5, (2, N))

—
I

(X[0]**2 + X[1]*x2 < 1) .astype(float).reshape(l, N)

Desse modo, o conjunto de dados utilizado é formado por pares (7;,t;), em que Z; =
(21,4, x2,) corresponde ao ponto de entrada e t; € {0,1} indica a classe & qual ele pertence. A
tarefa da rede é, portanto, aprender a distinguir os pontos internos e externos ao circulo de raio
1.

Para esse problema, escolhemos por uma arquitetura 2-4-1, isto é, uma rede com 2
neur6nios de entrada, 4 neurdonios na camada oculta e 1 neurénio na camada de saida. Essa
escolha foi feita porque a fronteira de decisao do problema nao é linear: ela é dada por uma
curva circular. Uma arquitetura muito pequena, como 2-2-1 ou 2-2-2, pode ser ttil para fins
didéaticos, mas tende a ter menor flexibilidade para aproximar adequadamente essa fronteira.
Ao introduzir 4 neurénios na camada oculta, a rede passa a dispor de maior capacidade de
representacao, mantendo ainda uma estrutura suficientemente simples para ser analisada e
implementada.

Em seguida, sao definidas as fungoes de ativagao utilizadas na rede. Na camada oculta,

emprega-se a tangente hiperboélica,

et —e

tanh(m) = +—,
et e~

cuja derivada é dada por
tanh’(z) = 1 — tanh?(z).
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J& na camada de saida, utiliza-se a funcao sigmoide,

B 1
147’

a(z)

cuja derivada pode ser escrita como

o'(z) = o(z)(1 - o(x)).
No programa, essas fun¢oes sao implementadas por meio de

def tanh(x):

return np.tanh(x)

def tanh_prime(x):

return 1 - np.tanh(x)**2

def sigmoide(x):
return 1 / (1 + np.exp(-x))

def sigmoide_prime(x):
s = sigmoide(x)

return s * (1 - 8)

A tangente hiperbélica é utilizada na camada oculta porque introduz a nao linearidade
necessaria para que a rede possa modelar uma fronteira curva. Ja a sigmoide é apropriada na
saida porque produz valores no intervalo (0, 1), o que combina naturalmente com a interpretacao
do problema como uma classificacao binéria.

Na sequéncia, sao inicializados aleatoriamente os parametros da rede. Como a arqui-
tetura escolhida é 2-4-1, os pesos e vieses sao organizados de acordo com as dimensoes das

camadas. No codigo, essa etapa aparece em

Wl = np.random.randn(4, 2)
bl = np.random.randn(4, 1)

W2 = np.random.randn(1, 4)
b2 = np.random.randn(1l, 1)

alpha = 0.05
N_ep = 5000
n=N

Essa organizagao pode ser entendida de maneira bastante direta. Como a camada de

entrada possui 2 variaveis e a camada oculta possui 4 neurénios, a matriz de pesos da primeira

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



APLICAGOES ILUSTRATIVAS DE REDES NEURAIS ARTIFICIAIS 75

camada deve transformar vetores de R? em vetores de R*. Por isso,

whl e r1>2,
Mais explicitamente,
1 1 1
wiy Wi by’
(1] (1] (1]
Wy1 Wao by
Ll T T R il MY
Wz W35 3
1 1 1
wiy Wi by

Isso significa que cada uma das 4 linhas de W retine os pesos que alimentam um

neur6nio da camada oculta a partir das 2 entradas. O vetor bl!

, por sua vez, contém um viés
para cada neurdnio oculto.

De forma anéloga, como a camada oculta possui 4 neurénios e a camada de saida possui
apenas 1, a matriz de pesos da segunda camada deve transformar vetores de R* em elementos
de R. Assim,

W[Q] c [R1><4, b[Q] c [Rlxl.

Escrevendo explicitamente,
R R

Em outras palavras, o tinico neurénio de saida recebe 4 valores vindos da camada oculta,
cada um ponderado por um peso, além de um viés escalar. Essa leitura por dimensoes é
importante porque mostra como a forma matricial traduz, diretamente, a estrutura da rede.

Assim como no primeiro problema, a inicializacao aleatoéria faz com que os parametros
comecem com valores distintos. Isso evita que todos os neurénios da camada oculta se com-
portem de forma idéntica desde o inicio do treinamento, o que prejudicaria a aprendizagem.

O laco de treinamento constitui a parte central da implementagao, pois é nele que a
rede ajusta seus parametros com base nos exemplos do conjunto de dados. Em cada época, o
algoritmo percorre todos os pares (7, t;) e, para cada exemplo, executa as etapas de propagacao
direta, calculo do erro, retropropagacao e atualizagao dos parametros. No codigo, essa dinamica

aparece na estrutura

for ep in range(N_ep):

soma_erro_quadratico = 0.0

for i in range(n):
yO = X[:, i].reshape(2, 1)
t = T[:, i].reshape(l, 1)
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Para cada exemplo, a entrada é organizada no vetor coluna

y[o] — [xll E [R2><17

)

enquanto o alvo ¢t € um escalar armazenado como arranjo 1 x 1.
Na etapa de propagacao direta, calcula-se inicialmente a combinacao linear da camada
oculta:
ull) = Wity 4 pl,

Como W ¢4 x2 y%¢2x1ebllédxl, oresultado é um vetor coluna ul!l € R**'. Em

seguida, aplica-se a tangente hiperboélica componente a componente, obtendo-se
Yl = tanh(um) e R,
Na sequéncia, calcula-se a entrada da camada de saida:
ul?l = Wwlly 4 pl2l,
Como W ¢ 1x4, yllé4x1eblP é1x1, obtemos u? € R, Aplicando a sigmoide, resulta
Yl = a(um) e R,

No programa, essas etapas aparecem em

ul = W1 @ yO + bl
yl1 = tanh(ul)

u2 = W2 @ y1 + b2
y2 = sigmoide(u2)

Assim, a saida final da rede é obtida por duas transformagoes lineares separadas por uma
ndo linearidade. E essa composicdo que permite & rede aprender uma regido de classificacio
mais complexa do que uma simples reta.

Apos o calculo da saida, determina-se o erro cometido pela rede naquele exemplo por

meio da diferenca entre a saida prevista e o valor esperado:
erro = ym — 1.

No codigo, isso é feito por meio da instrucao

erro = y2 - t

Para medir quantitativamente esse erro, adotou-se a funcao custo quadrética. Para um
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unico exemplo, ela pode ser escrita como
B = [y — )P

Como a saida da rede neste problema é escalar, isso equivale simplesmente a
E =y -1

A escolha desse erro foi feita por duas razoes principais. Em primeiro lugar, ele é simples
e estd em perfeita consonancia com a deducao teorica feita anteriormente para a retropropa-
gacao, pois suas derivadas aparecem de maneira imediata. Em segundo lugar, ele permite
acompanhar de forma clara o decréscimo do erro médio ao longo das épocas.

No codigo, os quadrados dos erros individuais sao acumulados ao longo da época por

meio da instrucao
soma_erro_quadratico += float(np.sum(errox*2))

Como erro é armazenado como um arranjo 1 x 1 do NumPy, usa-se float para converter
o resultado em um escalar numeérico. Ao final de cada época, essa soma é dividida pelo nimero

de exemplos, produzindo o erro quadratico médio:

n

EQM = =3 (5~ 1)

i=1
No programa, isso aparece em

eqm = soma_erro_quadratico / n

historico_eqm.append (eqm)

O armazenamento desses valores em historico_eqm é importante porque permite ob-
servar a evolucao do treinamento e verificar se o ajuste dos parametros esta, de fato, reduzindo
o erro médio.

Na etapa de retropropagacao, calcula-se inicialmente o delta da camada de saida. Como

a saida usa a funcao sigmoide e o custo adotado ¢ quadratico, temos
o =2 — 1) o o (ul¥).

Como a saida é escalar, o produto de Hadamard coincide aqui com o produto usual. No codigo,

essa etapa aparece como
delta2 = 2 * erro * sigmoide_prime(u2)

Em seguida, esse erro é propagado para a camada oculta. Utilizando a regra da cadeia,
obtém-se
oM = (WEHT§H) © tanh’(ul).
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Nesse caso, (WE)T possui dimensdo 4 x 1, 6 tem dimensdo 1 x 1, e, portanto, (W2)T 5

resulta em um vetor 4 x 1, compativel com tanh’(u!!). No programa, isso aparece como
deltal = (W2.T @ delta2) * tanh_prime(ul)

Uma vez determinados os deltas, calculam-se os gradientes dos pesos e dos vieses. Para

a camada de saida, temos

oE

— s, INT = _ 52
aW[g] - 5 (y ) ) 8[)[2] 5 .
Como @ & 1x1e (yMT &1 x4, o gradiente % possui dimensao 1 x 4, exatamente a mesma
de W2,
Para a primeira camada, temos
OF OF
— S, [ONT = _ s
gwm =0 WL m =
oF

Como dM &4 x 1 e (y)T & 1 x 2, segue que tem dimensao 4 x 2, a mesma de W1,

owlil
No codigo, isso aparece em

dWw2 = delta2 @ y1.T
db2 = delta2
dWl = deltal @ yO0.T
dbl = deltal

Essas expressoes mostram de forma bastante clara uma das vantagens da formulacao
matricial: todos os gradientes de uma camada sao obtidos de uma s6 vez, sem necessidade de
escrever separadamente a derivada de cada peso.

Por fim, a atualizagdo dos parametros é feita pelo método do gradiente descendente:

OF OF
Wi ple 2 2yl _ o 2
< “owar e ogm
OF OF

Wil — 22 My O
“gwnr U T oG

No programa, isso aparece em

W2
b2

W2 - alpha * dW2
b2 - alpha * db2

Wl = W1 - alpha * dWl
bl = bl - alpha * dbl

Esse é o momento em que a rede efetivamente aprende, isto é, modifica seus parametros

de modo a reduzir progressivamente o erro cometido nas classificacoes.
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Concluidas todas as épocas, o codigo utiliza os parametros finais para calcular a saida
da rede em uma malha de pontos do plano. Essa malha é construida a partir de dois vetores
igualmente espacados, permitindo avaliar a rede em uma regiao continua do dominio. No

codigo, essa etapa aparece em

XX, yy = np.meshgrid(
np.linspace(-1.5, 1.5, 200),
np.linspace(-1.5, 1.5, 200)

grid = np.vstack([xx.ravel(), yy.ravel()])

ul_grid = W1 @ grid + bl
yl_grid = tanh(ul_grid)
u2_grid = W2 @ yl_grid + b2

y2_grid = sigmoide(u2_grid)

pred = y2_grid.reshape (xx.shape)

Com isso, obtém-se uma aproximacao da regiao de classificacao aprendida pela rede em
todo o plano considerado. Para isso, constroi-se inicialmente uma malha regular de pontos
no plano, isto é, um conjunto denso e organizado de pares (r1,z3), que nao participa do
treinamento, mas serve para avaliar a rede em toda a regiao observada. Esses pontos sao
entao reorganizados em uma matriz cujas colunas representam entradas da rede, permitindo
calcular, de uma s6 vez, as saidas correspondentes a todos os pontos da malha. Como a saida
esta no intervalo (0, 1), pode-se interpretar valores maiores que 0,5 como pertencentes a classe
dos pontos internos ao circulo. Essa comparacao com 0,5, entretanto, nao constitui uma nova
funcao de ativacao e nao interfere no processo de aprendizagem da rede; trata-se apenas de um
critério de decisao utilizado ao final, com a finalidade de transformar a saida continua produzida
pela sigmoide em uma classificacao binaria e, assim, tornar possivel a visualizacao da fronteira
de decisao aprendida.

Por fim, o programa produz dois graficos. O primeiro mostra a regiao classificada pela

rede, juntamente com os pontos do conjunto de treinamento:

plt.contourf (xx, yy, pred > 0.5, alpha=0.3)
plt.scatter(X[0], X[1], c=T.ravel(), edgecolors="k")
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Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1
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Figura 4.10: Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1 para o problema de separacao
entre pontos internos e externos ao circulo unitario.

Fonte: Autoria propria.

Na Figura 4.10, a regiao preenchida representa a classe prevista pela rede, enquanto os
pontos coloridos indicam os dados originais do problema. Ja o segundo grafico mostra a evolucao

do erro quadratico médio ao longo das épocas, permitindo acompanhar o comportamento da
funcao custo durante o treinamento.
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Evolucao do EQM durante o treinamento
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Figura 4.11: Evolucao do erro quadratico médio ao longo do treinamento da rede 2-4-1 em 5000
épocas.
Fonte: Autoria propria.

Em conjunto, essas etapas mostram com clareza como uma rede 2-4-1 pode aprender
uma tarefa de classificacao nao linear, ao mesmo tempo em que evidenciam a utilidade da

formulacao matricial para a implementacao computacional.

4.2.3 INFLUENCIA DO NUMERO DE EPOCAS NO DESEMPENHO DO
TREINAMENTO

Assim como no problema anterior, também é pertinente investigar, neste segundo caso,
como a variacao do nimero de épocas interfere no desempenho da rede neural. Essa analise
torna-se ainda mais interessante aqui, pois se trata de uma tarefa de classificacao nao linear,
cuja fronteira de decisao é mais complexa do que uma simples reta. Desse modo, o aumento
do ntimero de épocas nao apenas contribui para a reducao do erro, mas também permite
observar como a regiao de classificacao aprendida pela rede vai, progressivamente, se ajustando
a geometria circular do problema.

Com o objetivo de tornar essa evolucao mais visivel, podem ser consideradas diferentes
execucoes do mesmo experimento, mantendo-se fixos os demais parametros da rede e variando-se
apenas a quantidade de épocas. Para este problema, uma escolha particularmente interessante
consiste em analisar os casos de 100, 500, 1000, 3000 e 5000 épocas. Essa selecao permite
observar estigios bem distintos do treinamento: inicialmente, momento que a rede ainda apre-
senta grande imprecisao; ao decorrer do treinamento em que a regiao aprendida comeca a se
organizar; e estagios mais avancados, em que a fronteira de decisdo se torna mais proxima da
forma circular desejada.

Quando o nimero de épocas ¢ muito pequeno, como no caso de 100, a rede ainda se
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encontra em um estagio inicial de aprendizagem. Nessa situagao, os pesos e vieses passaram por
poucas atualizacoes, de modo que a regiao classificada pela rede tende a apresentar contornos
ainda pouco adequados ao problema. Em geral, a separagao entre os pontos internos e externos
ao circulo ainda ocorre de maneira bastante imperfeita, o que se reflete também em valores
mais elevados para o erro quadratico médio.

Ao considerar 500 e 1000 épocas, ja é possivel observar um progresso mais consistente.
Nesses casos, a rede dispoe de mais varidades para ajustar os parametros das duas camadas e,
com isso, a regiao de classificacao passa a se aproximar melhor da forma esperada. Embora a
fronteira ainda possa apresentar irregularidades, a separagao entre as classes costuma tornar-se
visualmente mais coerente, indicando que a rede esta conseguindo extrair a estrutura geométrica
subjacente aos dados.

Nos casos de 3000 e 5000 épocas, o treinamento ja se encontra em um estigio mais
avancado. Nessa fase, a rede teve tempo suficiente para refinar de modo mais cuidadoso os
parametros, de forma que a regiao classificada tende a reproduzir com maior fidelidade a sepa-
racao entre interior e exterior do circulo unitario. Além disso, a curva do erro quadratico médio
costuma apresentar uma tendéncia de estabilizacao, sugerindo que a aprendizagem ja alcancou
uma aproximacao satisfatoria para o problema proposto.

As Figuras 4.12, 4.13, 4.14 e 4.15 ilustram a regiao de classificacao produzida pela rede
para diferentes quantidades de épocas. Em cada figura, a regiao sombreada representa a classe
prevista pela rede, enquanto os pontos indicam os dados originais do conjunto de treinamento.
A comparacao entre essas imagens permite perceber como a fronteira de decisao vai sendo

progressivamente refinada ao longo do treinamento.

Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1
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Figura 4.12: Regiao de classificacao aprendida pela rede apds 100 épocas de treinamento.

Fonte: Autoria propria.
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Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1
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Figura 4.13: Regiao de classificacao aprendida pela rede apos 500 épocas de treinamento.

Fonte: Autoria propria.

Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1
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Figura 4.14: Regiao de classificacao aprendida pela rede apds 1000 épocas de treinamento.
Fonte: Autoria propria.
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Regiao de classificacao aprendida pela rede 2-4-1
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Figura 4.15: Regiao de classificacao aprendida pela rede apos 3000 épocas de treinamento.

Fonte: Autoria propria.

Em paralelo, o erro quadratico médio tende a diminuir, evidenciando a convergéncia do
treinamento. No caso de 5000 épocas, a evolucao desse erro ja foi apresentada anteriormente
na Figura 4.11. Como complemento, podemos comparar com a Figura 4.16, que apresenta o
erro pela rede em uma quantidade menor de épocas, permitindo observar um estagio inicial do
processo de aprendizagem. Ao comparar essa imagem com aquela obtida apds 5000 épocas,
percebe-se que, nas primeiras iteragoes, o erro ainda é maior, logo, com o avango do treinamento,

a rede passa a representar de forma mais adequada a separacao entre os pontos internos e
externos ao circulo unitario.
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Erro Quadratico Médio

Evolucao do EQM durante o treinamento
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Figura 4.16: Evolugao do erro quadréatico médio ao longo do treinamento da rede 2-4-1 em 100

epocas.

Fonte: Autoria propria.
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5. CONCLUSOES

Ao longo deste trabalho, buscou-se desenvolver uma leitura matematicamente orientada
das redes neurais artificiais, destacando que seu funcionamento nao se reduz a uma implemen-
tacao computacional ou ao uso de algoritmos prontos, mas se apoia em conceitos matematicos
fundamentais que permitem compreender, de modo mais rigoroso, como esses modelos recebem
dados, os processam e aprendem com eles. Nesse sentido, o estudo concentrou-se especial-
mente em dois elementos centrais: a combinagao linear e o gradiente, entendidos como partes
essenciais da estrutura interna e do mecanismo de treinamento das redes neurais artificiais.

A analise desenvolvida ao longo dos capitulos permitiu evidenciar que a combinacao
linear estd presente ja na propria formulacao do neurdnio artificial, uma vez que é por meio
dela que entradas, pesos e viés sdo organizados para produzir o potencial que sera transfor-
mado pela funcao de ativacao. De modo complementar, o estudo do gradiente e da regra
da cadeia mostrou como o processo de aprendizagem pode ser interpretado matematicamente
como um procedimento sistematico de ajuste de parametros voltado a reducao do erro, o que
se formaliza no algoritmo de retropropagacao e na descida do gradiente. Assim, a investigacao
realizada a partir de exemplos contribui para tornar mais visivel a matemaética que sustenta o
comportamento desses modelos.

Além da fundamentagao teodrica, o trabalho procurou aproximar tais conceitos de situ-
acoes concretas por meio de aplicacoes ilustrativas. No problema de ajuste linear, observou-se
que a rede foi capaz de aprender satisfatoriamente a relacao entre temperaturas em graus Celsius
e Fahrenheit, produzindo parametros proximos aos valores esperados teoricamente e apresen-
tando reducao progressiva do erro quadratico médio ao longo do treinamento. Ja no problema
de classificacao nao linear, a utilizacao de uma arquitetura com camada oculta permitiu re-
presentar uma fronteira de decis@o mais compativel com a geometria circular do conjunto de
dados, evidenciando a importancia da nao linearidade e da organizacao matricial no tratamento
computacional da rede.

Desse modo, considera-se que os objetivos do trabalho foram alcancados, na medida em
que se procurou mostrar que as redes neurais artificiais podem ser compreendidas nao apenas
como ferramentas tecnoldgicas amplamente difundidas, mas também como construcoes ma-
tematicas cuja interpretacao exige dominio de ideias de algebra linear, célculo diferencial e
otimizacao. Sob essa perspectiva, o estudo reforga a relevancia de abordar o tema em um curso
de Licenciatura e Bacharelado em Matematica, pois ele possibilita articular contetiidos mate-

maticos tradicionais com um assunto atual, interdisciplinar e fortemente presente em diferentes
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contextos cientificos e tecnologicos.

Por fim, espera-se que este trabalho possa contribuir para uma compreensao mais clara
e fundamentada das redes neurais artificiais, servindo como apoio para estudos posteriores e
para novas aproximagoes entre a Matematica e temas contemporaneos da computacao e da
inteligéncia artificial. Também se abre, como possibilidade de continuidade, o aprofundamento
em arquiteturas mais gerais, em outros tipos de funcoes de custo e ativagao, bem como em
aplicagoes adicionais em problemas de matematica aplicada, ampliando o didlogo entre teoria

matematica, modelagem e experimentacao computacional.
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A. FUNCOES E RECURSOS COMPUTACIO-
NAIS UTILIZADOS

Este apéndice apresenta, de forma sucinta, as principais fungoes, métodos e recursos da
linguagem Python utilizados nos codigos desenvolvidos ao longo do trabalho. O objetivo nao é
fornecer um manual completo de programacao, mas registrar brevemente o significado de cada

elemento empregado na implementacao computacional.

A.1 BIBLIOTECAS UTILIZADAS

import numpy as np Importa a biblioteca NumPy, especializada em computacao numérica e
manipulacao eficiente de vetores, matrizes e arranjos multidimensionais. No cédigo, ela é

referenciada pela abreviacao np.

import matplotlib.pyplot as plt Importa o moédulo pyplot da biblioteca Matplotlib,
utilizado para a construcao de graficos. No codigo, ele é referenciado pela abreviacao
plt.

A.2 FUNGOES DO NumPy

np.linspace(a,b,n) Gera n valores igualmente espacados no intervalo de a até b. E uma

funcao amplamente utilizada quando se deseja discretizar um intervalo numeérico.

np.random.seed(s) Fixa uma semente para o gerador de niimeros aleatorios. Isso faz com que
a sequéncia gerada seja reprodutivel, isto é, permite obter os mesmos resultados aleatorios

em diferentes execugoes do programa.

np.random.uniform(a,b,size) Gera numeros aleatorios com distribui¢cao uniforme no inter-

valo [a, b], organizados com o formato especificado em size.

np.random.randn(m,n) Gera nimeros aleatérios com distribuicao normal padrao, organizados

em um arranjo de dimensao m X n.
np.tanh(x) Calcula a tangente hiperbolica de x, elemento a elemento, quando x é um arranjo.

np.exp(x) Calcula a fun¢ao exponencial e, também de forma elemento a elemento.
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np.meshgrid(x,y) Constroi duas matrizes a partir de dois vetores unidimensionais, formando
uma malha regular de pontos no plano. Essa funcao é muito ttil para representar regioes

bidimensionais e superficies.

np.vstack([...]) Empilha arranjos verticalmente, isto ¢, organiza vetores ou matrizes uns
sobre os outros. Quando aplicada a dois vetores linha, produz uma matriz com essas

linhas empilhadas.

np.sum(x) Soma todos os elementos do arranjo x, ou, em contextos mais gerais, realiza somas

ao longo de eixos especificos.
np.cos(x) Calcula o cosseno de x, elemento a elemento.

np.sin(x) Calcula o seno de x, elemento a elemento.

A.3 METODOS E ATRIBUTOS DE ARRANJOS

x.reshape(m,n) Reorganiza os elementos do arranjo x em uma nova forma com m linhas e
n colunas, sem alterar os dados armazenados. Esse recurso é importante para adequar

vetores e matrizes as dimensoes esperadas nas operagoes algébricas.

.reshape(-1,1) Reorganiza o arranjo em uma matriz coluna, deixando que o proprio Python

™

determine automaticamente o nimero de linhas necessério.

o]

.astype(float) Converte os elementos do arranjo x para o tipo numérico float, isto é,

nimeros reais em ponto flutuante.

™

.astype(int) Converte os elementos do arranjo x para o tipo inteiro.

.ravel() “Achata” o arranjo x, transformando-o em um vetor unidimensional com todos os

»

seus elementos em sequéncia.

o]

.T Representa a transposta do arranjo x. Se x é uma matriz, entao x.T troca linhas por

colunas.

A.4 FUNCOES DEFINIDAS NO PROPRIO CODIGO

tanh(x) Funcao definida no coédigo para representar explicitamente a tangente hiperboélica,

utilizando internamente np.tanh(x).

tanh_prime(x) Funcao definida para calcular a derivada da tangente hiperbélica, dada por

tanh’(z) = 1 — tanh?(z).

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA



FUNQ()ES E RECURSOS COMPUTACIONAIS UTILIZADOS 91

sigmoide(x) Fungao definida para calcular a fun¢ao sigmoide,

sigmoide_prime(x) Funcao definida para calcular a derivada da sigmoide, dada por

o'(z) = o(z)(1 - o(x)).

A.5 RECURSOS BASICOS DA LINGUAGEM PYTHON

range(n) Gera uma sequéncia de inteiros de 0 até n — 1. E comumente utilizada em lacos de

repeticao.
len(x) Retorna o nimero de elementos de um objeto iteravel, como listas, vetores ou arranjos.
float(x) Converte x para um numero real do tipo float.

print(x) Exibe na tela o contetido de z. E utilizada para apresentar resultados numéricos ao

final do processamento.

lista.append(x) Insere o elemento x ao final de uma lista. Esse método é 1til para armazenar

sucessivamente valores produzidos ao longo da execucao do programa.

for Estrutura de repeticao que executa um bloco de instrucoes para cada elemento de uma

sequéncia.

if Estrutura condicional que executa um bloco de instrucoes apenas quando uma determinada

condigao logica é satisfeita.

else Parte complementar de uma estrutura condicional, executada quando a condigao associ-

ada ao if nao é satisfeita.

A.6 OPERADORES UTILIZADOS

@ Operador de multiplicagao matricial introduzido no Python para representar produtos entre

vetores e matrizes de forma mais clara.
+, -, ¥, / Operadores aritméticos usuais de adic¢ao, subtracao, multiplicacao e divisao.
xx Operador de potenciacdo. Por exemplo, x**2 representa x2.
< Operador de comparacao estrita “menor que”.

> Operador de comparagao estrita “maior que”.
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A.7 FUNGOES DO Matplotlib

plt.

plt
plt

plt

plt
plt
plt
plt

plt

plt

plt

figure(figsize=(a,b)) Cria uma nova figura grafica com dimensoes proporcionais a a
eb.

.scatter(x,y,...) Constréi um grafico de dispersao a partir das coordenadas fornecidas.
.plot(x,y,...) Desenha linhas ou curvas no plano cartesiano.

.contourf(x,y,z,...) Produz um grafico de regides preenchidas a partir de uma malha

e dos valores associados a cada ponto dessa malha.

.xlabel(...) Define o rétulo do eixo horizontal.

.ylabel(...) Define o rétulo do eixo vertical.

.title(...) Define o titulo do grafico.

.grid(True) Ativa a grade do grafico, facilitando a leitura visual das posi¢oes no plano.

.axis("equal") Ajusta a escala dos eixos para que uma unidade no eixo horizontal tenha

0 mesmo comprimento visual que uma unidade no eixo vertical.

.legend() Exibe a legenda associada aos elementos representados no grafico.

.show() Exibe na tela a figura construida.

A.8 OBSERVACAO FINAL

Em conjunto, essas fungoes e recursos permitem realizar operagdes numeéricas, organizar

dados em forma matricial, implementar o processo de treinamento da rede neural e construir

visualizagoes graficas dos resultados obtidos. A combinagao entre NumPy e Matplotlib fornece,

assim, uma base adequada para o desenvolvimento de experimentos computacionais de pequeno

e médio porte em redes neurais artificiais.
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B. CODIGOS-FONTE UTILIZADOS NO TRA-
BALHO

Neste apéndice, apresentam-se os codigos-fonte desenvolvidos para os experimentos com-

putacionais descritos no trabalho.

B.1 CODIGO-FONTE DO PROBLEMA DE AJUSTE LINEAR

COM REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

# -*- coding: utf-8 -*-

"""Rede Neural 1
Automatically generated by Colab.

Original file is located at
https://colab.research.google.com/drive/lekdupliwGyUzuMwb7S1ENHNexrscfA7Z

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

C = np.linspace(0, 100, 50).reshape(-1, 1)
= np.random.randn(1, 1)
= np.random.randn(1l, 1)

alpha = le-4

N_ep = 2000

n = len(C)

historico_eqm = []

for ep in range(N_ep):

LICENCIATURA EM MATEMATICA



94 CODIGOS-FONTE UTILIZADOS NO TRABALHO

soma_erro_quadratico = 0.0

for i in range(n):
C[i] .reshape(1, 1)
F[i] .reshape(1, 1)

xQw+bd

[=1
1l

u

erro =y - t

soma_erro_quadratico += float(errox**2)

delta = 2 * erro

w = w - alpha * (x.T @ delta)
alpha * delta

(on
Il
lon
|

eqm = soma_erro_quadratico / n

historico_eqm.append(eqm)
Y=CQw+bD

print (f"w aproximado: {w[0,0]:.4f}")
print(f"b aproximado: {b[0,0]:.4f}")
print (f"EQM final: {historico_eqm[-1]:.6f}")

plt.scatter(C, F, color="red", label="Dados reais")
plt.plot(C, Y, label="Reta ajustada pela rede")
plt.xlabel("Celsius")

plt.ylabel("Fahrenheit")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.show()

plt.plot(historico_eqm)

plt.xlabel("Epocas")

plt.ylabel ("Erro Quadratico Médio")
plt.title("Evolugdo do EQM durante o treinamento")
plt.grid(True)
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plt.show()

B.2 CODIGO-FONTE DO PROBLEMA DE CLASSIFICACAO

NAO LINEAR COM REDES NEURAIS ARTIFICIAIS

# -*- coding: utf-8 -*-

"""Classificacao_circunferencia
Automatically generated by Colab.

Original file is located at
https://colab.research.google.com/drive/1yRMEWWBKnPvIWd284w2mR4W710oyTTwOD

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
np.random. seed(0)
N = 300

X = np.random.uniform(-1.5, 1.5, (2, N))

T = (X[0]**2 + X[1]*x2 < 1).astype(float).reshape(l, N)

def tanh(x):

return np.tanh(x)

def tanh_prime(x):

return 1 - np.tanh(x)**2

def sigmoide(x):
return 1 / (1 + np.exp(-x))

def sigmoide_prime(x):
s = sigmoide(x)

return s *x (1 - 8)

W1l = np.random.randn(4, 2)
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bl = np.random.randn(4, 1)
W2 = np.random.randn(1, 4)
b2 = np.random.randn(1l, 1)
alpha = 0.05

N_ep = 5000

n=N

historico_eqm = []

for ep in range(N_ep):

soma_erro_quadratico = 0.0

for i in range(n):

yO = X[:, i].reshape(2, 1)
t = T[:, i].reshape(l, 1)

ul = W1 @ y0O + bl
yl = tanh(ul)

u2 = W2 @ y1 + b2
y2 = sigmoide(u2)

erro = y2 - t

soma_erro_quadratico += float(np.sum(errox*2))

delta2 = 2 * erro * sigmoide_prime(u2)
deltal = (W2.T @ delta2) * tanh_prime(ul)
dW2 = delta2 @ yl1.T

db2 = delta2

dWl = deltal @ yO.T

dbl = deltal
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W2 = W2 - alpha * dW2
b2 = b2 - alpha * db2

Wl = W1 - alpha * dWl
bl = bl - alpha * dbl
eqm = soma_erro_quadratico / n
historico_eqm.append(eqm)
XX, yy = np.meshgrid(
np.linspace(-1.5, 1.5, 200),
np.linspace(-1.5, 1.5, 200)

grid = np.vstack([xx.ravel(), yy.ravel()])

ul_grid = W1 @ grid + bl
yl_grid = tanh(ul_grid)

u2_grid = W2 @ yl_grid + b2
y2_grid = sigmoide(u2_grid)

pred = y2_grid.reshape (xx.shape)

print ("Wl aproximada:")
print (W1)

print("\nbl aproximado:")
print (b1)

print ("\nW2 aproximada:")
print (W2)

print ("\nb2 aproximado:")
print (b2)

print (f"\nEQM final: {historico_eqm[-1]:.6f}")
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plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt

plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt

plt
plt
plt
plt
plt
plt

.figure(figsize=(7,7))

.scatter(X[0], X[1], c=T, edgecolors="k")
.xlabel("x1")

.ylabel("x2")

.title("Disposigdo inicial dos pontos no plano")
.grid(True)

.axis("equal")

.show ()

.contourf (xx, yy, pred > 0.5, alpha=0.3)

.scatter(X[0], X[1], c=T.ravel(), edgecolors="k")
.xlabel("x1")

.ylabel("x2")

.title("Regido de classificagdo aprendida pela rede 2-4-1")
.grid(True)

.show()

.plot (historico_eqm)

.xlabel("Epocas")

.ylabel ("Erro Quadratico Médio")
.title("Evolugdo do EQM durante o treinamento")
.grid(True)

.show ()
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