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Resumo

A transicao da contagem direta para o raciocinio combinatério estrutu-
rado representa um marco no desenvolvimento do pensamento matema-
tico. No entanto, a abordagem didatica tradicional na Educacao Basica
frequentemente reduz a Analise Combinatéria a aplicacao mecanica de
formulas, gerando dificuldades de aprendizagem e erros recorrentes nos
estudantes. Diante desse cenario, esta dissertacao tem como objetivo ge-
ral apresentar os fundamentos teéricos da Andlise Combinatoéria e estru-
turar propostas didaticas aplicaveis a Educacao Basica, visando ao apri-
moramento da pratica docente e ao fortalecimento da aprendizagem dos
alunos. A fundamentacao tedrica desenvolve-se em dois capitulos: o pri-
meiro aborda os Métodos Fundamentais de Contagem (Principios Aditivo e
Multiplicativo, agrupamentos simples, permutacdes circulares, com repe-
ticao e combinacdes completas); o segundo explora Abordagens Avanca-
das de Contagem (Principio da Inclusao-Exclusao, Permutacdes Cadticas,
Lemas de Kaplansky, Principio da Reflexao, Triangulo de Pascal, Binbmio
de Newton e Polinbmio de Leibniz). Por fim, o terceiro capitulo apresenta
o Produto Educacional: um caderno de atividades com sequéncias di-
daticas investigativas alinhadas a BNCC, cobrindo de forma progressiva
0S anos iniciais e finais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio, uti-
lizando desde materiais manipulaveis até a contagem de caminhos em
grades retangulares.

Palavras-chave: Analise Combinatdria; Educacao Basica; Sequéncias

Didaticas; Pratica Docente; Produto Educacional.



MELO, M. A.Combinatorics: Theoretical Foundations and Didactic Proposals
for Teaching Counting Techniques in Basic Education. 2026. 98p. M. Sc.

Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

The transition from direct counting to structured combinatorial reaso-
ning represents a milestone in the development of mathematical thinking.
However, the traditional didactic approach in Basic Education often redu-
ces Combinatorics to the mechanical application of formulas, leading to
learning difficulties and recurring student errors. Given this scenario, the
main objective of this dissertation is to present the theoretical foundations
of Combinatorics and to structure didactic proposals applicable to Basic
Education, aiming to improve teaching practices and to strengthen stu-
dent learning. The theoretical framework is developed across two chap-
ters: the first addresses the Fundamental Methods of Counting (Additive
and Multiplicative Principles, simple groupings, circular permutations, per-
mutations with repetition, and combinations with repetition); the second
explores Advanced Counting Approaches (Principle of Inclusion-Exclusion,
Derangements, Kaplansky’'s Lemmas, Reflection Principle, Pascal’s Trian-
gle, Binomial Theorem, and Leibniz’'s Multinomial Theorem). Finally, the
third chapter presents the Educational Product: an educational booklet
featuring inquiry-based learning sequences aligned with the BNCC, pro-
gressively covering the early and final years of Elementary School through
High School, employing resources ranging from concrete manipulatives to
path counting on rectangular grids (lattice paths).

Keywords: Combinatorics; Basic Education; Didactic Sequences; Tea-

ching Practice; Educational Product.
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Introducao

Uma indagacao recorrente no cotidiano das salas de aula da Educacdo Basica
é: “Por que precisamos aprender técnicas de contagem se ja sabemos contar desde
criancas?”. Esse questionamento, aparentemente ingénuo, revela um aspecto central
do desenvolvimento do pensamento matematico: a transicao da contagem direta e

guantitativa para o raciocinio combinatério estruturado.

Historicamente, a ideia de numero e as praticas de contagem surgiram da ne-
cessidade de controlar bens e recursos. Pesquisas arqueoldgicas e antropoldgicas de
Denise Schmandt-Besserat [10, 1996] mostram que, antes dos numerais abstratos
e da escrita cuneiforme na Antiga Mesopotamia, a humanidade usava pequenos ob-
jetos de argila (tokens) para relacionar cada item real a um contador fisico. Com o
crescimento do comércio e a organizacao das cidades, contar item por item tornou-se
inviavel para lidar com grandes quantidades e regras de escolha. Surgiu, assim, a
necessidade de quantificar os grupos nao mais pela listagem de cada elemento, mas

pela aplicacao de principios abstratos de contagem indireta.

E nesse panorama que se consolida a Anélise Combinatéria. Como ramo da Mate-
matica voltado ao estudo de colecdes finitas, a Combinatdria se ocupa em determinar
a quantidade de subconjuntos, arranjos ou configuracdes que satisfazem a determi-
nadas condicdes impostas, sem a necessidade de enumerar ou listar diretamente
cada um de seus elementos. De acordo com Morgado et al. [6, 2016], embora a
Combinatéria costume gerar fascinio e, ao mesmo tempo, apreensao em professo-
res e estudantes, em virtude da aparente singularidade de cada problema, existem
principios gerais (como os Principios Aditivo e Multiplicativo) que permitem submeter
uma grande variedade de situacdes-problema a estratégias organizadas e universais

de resolucao.

No entanto, a abordagem didatica predominantemente adotada no Ensino Médio

® UFU-IME-PROFMAT 1



frequentemente reduz o ensino da Analise Combinatdria a aplicacdo mecanica de
formulas (arranjos, combinacdes e permutacdes). Tal pratica afasta o estudante da
verdadeira esséncia do raciocinio combinatério. Pesquisas desenvolvidas no campo
da Educacdao Matematica, como os trabalhos de Carmen Batanero, Juan D. Godino
e Virginia Navarro-Pelayo [2, 3, 1997], evidenciam que a verdadeira compreensao
combinatéria envolve o desenvolvimento de componentes cognitivos e procedimen-
tos l6gicos que antecedem o uso da formalizacao algébrica. Ao ignorar esses fatores,
0 ensino tradicional frequentemente induz a erros recorrentes, como a escolha ina-
dequada da operacao de contagem, a falta de organizacao nas enumeracoes e a

dificuldade para interpretar diagramas de arvore e esquemas graficos.

Nesse contexto, esta dissertacao tenta promover a articulacao entre o aprofun-
damento do conteldo matematico académico e a criagao de propostas pedagdgicas
aplicaveis as salas de aula da Educacao Basica. Diante do cenario exposto, consolida-
se a relevancia de investigacdes que oferecam aos docentes tanto uma base concei-
tual rigorosa, abrangendo desde os principios fundamentais até ferramentas avan-
cadas como o Principio da Inclusao-Exclusao, Permutacdes Cadticas e os Lemas de
Kaplansky, quanto sequéncias didaticas concretas pautadas em metodologias ativas

e investigativas.

Diante do exposto, o objetivo geral desta dissertacdo é apresentar os fundamen-
tos tedricos da Analise Combinatéria e estruturar propostas didaticas aplicaveis a
Educacao Basica, visando ao aprimoramento continuo da pratica docente e ao forta-

lecimento da aprendizagem dos estudantes no estudo das técnicas de contagem.
Para alcancar este objetivo, a presente pesquisa organiza-se da seguinte forma:

O Capitulo 1 trata dos Métodos Fundamentais de Contagem, abordando os Princi-
pios Aditivo e Multiplicativo de Contagem. Em seguida, dedicam-se secdes ao estudo
dos agrupamentos simples (permutacdes, arranjos e combinacdes), das permutacoes
circular e com repeticao, e das combinagdes completas. Toda a teoria € acompanhada

de exemplos, priorizando a compreensao conceitual e o raciocinio pratico.

O Capitulo 2 aprofunda as Abordagens Avancadas de Contagem, formalizando
teoricamente resultados matematicos classicos. Sao examinados o Principio da
Inclusao-Exclusao, as Permutacdes cadticas, os Lemas de Kaplansky, o Principio da

Reflexdo, as propriedades do Triangulo de Pascal, o Binbmio de Newton e o Poliné-
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mio de Leibniz, construindo a base matematica necessaria para o fortalecimento da

pratica docente no Ensino Médio.

O Capitulo 3 apresenta o Produto Educacional, constituido por um caderno de
atividades voltado ao ensino das técnicas de contagem na Educacao Basica. Nele,
articulam-se os pressupostos da BNCC (Base Nacional Comum Curricular, [4]) ao de-
senvolvimento progressivo do raciocinio combinatério por meio de sequéncias dida-
ticas investigativas. As propostas abrangem desde tarefas IUdicas e manipuldveis
nos anos iniciais do Ensino Fundamental até investigacdes sobre o papel da ordem e
dos principios de contagem nos anos finais do Ensino Fundamental, culminando, no
Ensino Médio, em atividades com agrupamentos, contagem de caminhos em grades
retangulares e interpretacao combinatéria do Triangulo de Pascal e do Binbmio de

Newton.

UFU-IME-PROFMAT 3



CAPITULO 1

Métodos Fundamentais de

Contagem

Neste capitulo, revisamos os principais conceitos da Analise Combinatdria, como
os principios aditivo e multiplicativo, além de permutacdes, arranjos e combinacoes,
com o objetivo de construir uma compreensao sélida de sua estrutura fundamen-
tal. Essa retomada busca oferecer uma base sélida, especialmente ao professor da
educacao béasica que deseja aprofundar seus estudos em Analise Combinatéria, fa-
vorecendo a leitura e a compreensao dos resultados desenvolvidos nos capitulos se-

guintes.

As principais referéncias bibliogréficas para este capitulo sao: [6], [7], [9] e [11].

1.1 Principio Aditivo e Principio Multiplicativo

O Principio Aditivo e o Principio Multiplicativo de contagem constituem a base
da Analise Combinatéria, permitindo determinar, de forma sistematica, o nimero de
possibilidades em situacdes que envolvem escolhas e etapas sucessivas. Nessa secao

vamos enunciar e exemplificar esses dois principios.

Principio Aditivo: Para um procedimento que sera feito, suponha que:

e O procedimento pode ser feito ou de n maneiras diferentes ou de m maneiras

diferentes;

® UFU-IME-PROFMAT 4



Métodos Fundamentais de Contagem Principio Aditivo e Principio Multiplicativo

e Cada uma das n maneiras é diferente de todas as m maneiras.

Entao, o procedimento pode ser feito de n + m maneiras.
Observacao 1.1 O Principio Aditivo pode ser interpretado em termos de conjuntos:
se A e B sao conjuntos disjuntos, com m e n elementos, respectivamente, entao o
conjunto AUB, que reune todas as possibilidades de escolha entre os elementos de A

ou de B, possui m + n elementos. Essa interpretacao evidencia a relacao direta entre

0 Principio Aditivo e a reunido de conjuntos disjuntos.

Exemplo 1.2 Um restaurante oferece como sobremesa, sorvete ou bolo, de acordo

com os tipos abaixo:

e 3 tipos de sorvete

e 4 tipos de bolo

Se uma pessoa vai escolher ou sorvete ou bolo, o total de escolhas possiveis é:

3+4=7.

Logo, ela tera 7 maneiras para escolher uma sobremesa.

Principio Aditivo Generalizado: Para um procedimento que sera feito, suponha

que:

¢ O procedimento pode ser feito ou de n; maneiras diferentes, ou de n, maneiras

diferentes, ..., ou de nx maneiras diferentes;

e Paratodos i,je€ {1,...,k} comi=#j, todas as n; maneiras sao diferentes de todas

as nj maneiras.

Entao, o procedimento pode ser feito de n1 + ny + ... + ng Maneiras.

Observacao 1.3 O Principio Aditivo Generalizado pode ser interpretado por meio
de conjuntos: se Ai1,Aj,...,Ax sao conjuntos dois a dois disjuntos, com #A; = n;
para todo i € {1,...,k} e # indica a quantidade de elementos, entdao o conjunto
AiUAU---UAk, que representa a reuniao de todas as possibilidades associadas a
cada caso, possui n1+n, +---+ ng elementos. Essa interpretacao evidencia a relacao

entre o Principio Aditivo Generalizado e a reuniao de conjuntos disjuntos.
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Métodos Fundamentais de Contagem Principio Aditivo e Principio Multiplicativo

Principio Multiplicativo: Considere um procedimento que pode ser feito em

duas etapas. Suponha que:
e A primeira etapa pode ser feita de n maneiras distintas;

e Para cada uma dessas n maneiras de fazer a primeira etapa, a segunda etapa

pode ser feita de m maneiras distintas.

Entao, o procedimento pode ser feito de nm maneiras distintas.

Exemplo 1.4 Um restaurante oferece 3 op¢bes de carne e 4 tipos de salada, para
que seus clientes montem o seu almoco, escolhendo uma carne e uma salada para

compor o prato:

e 3 tipos de carne (frango, peixe ou porco)

e 4 tipos de salada (alface, tomate, rucula e agriao)

Assim, o total de maneiras da pessoa montar o cardapio sera: 1* escolha (d1): 3

opcoes; 2% escolha (d3): 4 opgcbes. Logo o total de opcdes seréd d1-d>» =3-4=12.

Principio Multiplicativo Generalizado: Considere um procedimento que pode

ser feito em n etapas. Sejam ki, ..., kp, nUmeros naturais. Suponha que:
e A primeira etapa pode ser feita de k; maneiras distintas;

¢ Independentemente de como a primeira etapa foi feita, a segunda etapa pode

ser feita de k2 maneiras diferentes;

¢ Independentemente de como a primeira e a segunda etapas foram feitas, a

terceira etapa pode ser feita de k3 maneiras distintas;

¢ Independentemente de como as n— 1 etapas anteriores foram feitas, a n-ésima

etapa pode ser feita de k, maneiras diferentes.

Entao, o procedimento pode ser feito de k1k> ...k, maneiras distintas.
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1.2 Permutacao

Dado um conjunto finito A com n elementos, uma permutacao de A é um arranjo
ordenado dos n elementos de A, isto é, uma disposicao dos n elementos de A em que
estd dito quem é o primeiro elemento, quem é o segundo elemento, ..., quem é o

n-ésimo elemento.

Dado um conjunto com n objetos distintos, de quantas maneiras é possivel

ordena-los?

Aplicando o Principio Multiplicativo, obtemos:
n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=n!
Denotamos o numero total de permutacdes de n objetos distintos por P,. Assim,
P, =n!
Por convencao, define-se 0! =1, e portanto: Po = 1.

Exemplo 1.5 Uma palavra com letras distintas pode gerar uma quantidade de pala-
vras diferentes, que sao chamadas de anagramas. Vamos encontrar a quantidade de

anagramas da palavra SOMA:

SOMA, SOAM, SMAO, SMOA, SAOM, SAMO, OSMA, OSAM, OMSA, OAMS, OASM, OMAS,
MSAO, MSOA, MASO, MAOS, MOSA, MOAS, ASOM, ASMO, AOSM, AOMS, AMSO, AMOS

Para calcular o numero total de anagramas, utilizamos o conceito de permutacéao,
ja que se trata de 4 letras distintas. Assim, contamos todas as possiveis ordenacées

dessas letras:
P, =4!'=4.3-2-1=24.

Observacao 1.6 Outros casos de permutacao envolvem situacées em que é neces-
sario tomar decisbées em sequéncia, sendo importante refletir sobre qual decisdo deve
ser tomada primeiro. Em seguida, aplica-se o conceito de permutacao para determi-
nar o numero de maneiras possiveis de organizar essas escolhas, como sera ilustrado

no exemplo a sequir.
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Exemplo 1.7 Quantos numeros podem ser formados com trés algarismos distintos?

A partir do Principio Multiplicativo, teremos trés decis6es a tomar. A primeira
delas, diz a respeito ao primeiro algarismo, ou seja, nao pode ser o algarismo 0, o que
nos leva a 9 op¢ées, ja a seqgunda e terceira decisao seguem da seguinte maneira:
serdo 9 opgoes para a escolha do sequndo algarismo (incluimos o 0) e mais 8 opcoes
para a escolha do terceiro algarismo (excluimos os algarismos das duas primeiras

decisées). Pelo Principio Multiplicativo, temos:
Passo 1: Escolher o 1° algarismo (centena). Nao pode ser zero.
Opc¢ébes: 1,2,3,...,9 = 9 possibilidades.
Passo 2: Escolher o 2° algarismo (dezena).
Pode ser zero, mas nao pode repetir o da centena. Restam 9 opcédes.

Passo 3: Escolher o 3° algarismo (unidade). Nao pode repetir os dois anteriores.

Restam 8 opc¢oes.

Logo, temos 9-9 -8 = 648 numeros com 3 algarismos distintos.

Exemplo 1.8 Dez atletas disputam uma final olimpica. De quantas maneiras esses

atletas podem ser dispostos lado a lado para uma fotografia?

Fixando a ordem de disposicao da esquerda para a direita, observa-se que a troca
de posicao entre quaisquer dois atletas produz uma nova disposicao. Para determinar

a quantidade total de maneiras possiveis, podemos aplicar o Principio Multiplicativo:
Passo 1: Escolher o primeiro atleta a ser colocado: 10 maneiras.
Passo 2: Escolher o segundo atleta dentre os nove restantes: 9 maneiras.
Passo 3: Escolher o terceiro atleta dentre os oito restantes: 8 maneiras.

Prosseguindo desse modo, as decisées sao tomadas sucessivamente até a 102
etapa, quando restara apenas 1 atleta. Portanto, o numero total de disposicbées cor-

responde ao numero de permutacées dos 10 atletas, isto é,
P1o=10!'=10-9-8-...:2-1=3628800.

Logo, existem 3628800 maneiras de dispor os atletas para a fotografia.
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1.3 Arranjo

Sejam n, p nimeros naturais com p < n. Um arranjo com p elementos de um
conjunto com n elementos é uma maneira de escolher p elementos dentre os n ele-
mentos do conjunto de forma que a ordem importa, isto &, é dito quem é o primeiro

elemento, quem é o segundo elemento, ..., quem é o p-ésimo elemento.

Denotamos por App a quantidade de arranjos com p elementos de um conjunto

com n elementos.

Exemplo 1.9 Quantos seriam as possibilidades de formar um pédio (1°, 2° e 3°) em

uma competicao com 4 atletas?

Sejam os atletas Jodo, Marcos, Reinaldo e Saulo. Vamos analisar as possibilidades
de acordo com as posicées do pddio: 1° lugar: 4 possibilidades; 2° lugar: 3 possibilida-

des; 3° lugar: 2 possibilidades. Logo, pelo Principio Multiplicativo, temos 4 -3 -2 = 24

pddios distintos. Sdo eles:

Pédio | 1° Lugar | 2° Lugar | 3° Lugar
(1) Jodo Marcos | Reinaldo
(2) Jodao Marcos Saulo
(3) Jodao Reinaldo | Marcos
(4) Jodao Reinaldo Saulo
(5) Jodo Saulo Marcos
(6) Jodao Saulo Reinaldo
(7) Marcos Joao Reinaldo
(8) Marcos Joao Saulo
(9) Marcos | Reinaldo Joao
(10) Marcos | Reinaldo Saulo
(11) Marcos Saulo Joao
(12) Marcos Saulo Reinaldo
(13) | Reinaldo Joao Marcos
(14) | Reinaldo Jodo Saulo
(15) | Reinaldo | Marcos Jodo
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(16) | Reinaldo | Marcos Saulo
(17) | Reinaldo Saulo Jodo
(18) | Reinaldo Saulo Marcos
(19) Saulo Joao Marcos
(20) Saulo Jodo Reinaldo
(21) Saulo Marcos Jodo
(22) Saulo Marcos | Reinaldo
(23) Saulo Reinaldo Jodao
(24) Saulo Reinaldo | Marcos

Tabela 1.1: Possibilidades de pddio entre os atletas

Observando o exemplo anterior, surge uma pergunta natural: quantos arranjos

podem ser formados a partir de um conjunto com n elementos, escolhendo-se p deles,

considerando a ordem e sem repeticao?

Utilizando o Principio Multiplicativo, obtemos:

App=n-(n—1)-(n—=2)-...-(n—p+1)
n-(n—-1)-...-(n—p+1)-(n—p)-(n—p—1)-(n—p—2)-...-2-1

(n—p)-(n—p—-1)-(n—p—2)-...:2-1

n!

(n—p)t

1.4 Combinacao

Dado um conjunto com n elementos e dado 1 < p < n, uma combinagao dos

n elementos p a p € uma maneira de escolher p elementos distintos dentre os n

elementos do conjunto.

Denotamos por Cﬁ a quantidade de combinacdes com p elementos de um con-

junto com n elementos. Mais adiante no texto (Secao 2.1), chamaremos Cg de nu-

mero binomial, ou coeficiente binomial, ou ainda, numero combinatodrio.

Observacao 1.10

1. Na Analise Combinatdria, o conceito de combinacdo pode ser
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naturalmente interpretado por meio do conjunto das partes de um conjunto.
Considere um conjunto A com n elementos. O conjunto das partes de A, deno-
tado por P(A), é formado por todos os subconjuntos possiveis de A. Ao escolher
p elementos de A, sem considerar a ordem, estamos formando uma combinac¢ao
dos n elementos tomados p a p. Cada uma dessas escolhas corresponde exa-
tamente a um subconjunto de A com p elementos. Em outras palavras, ha uma
correspondéncia biunivoca entre as combinacées dos n elementos tomados p a
p e os subconjuntos de A que possuem p elementos. Assim, o numero de com-
binacées Cg € igual a quantidade de subconjuntos de A com p elementos. Essa
relacao mostra que contar combinacoes é, essencialmente, contar subconjuntos

com uma cardinalidade fixa dentro do conjunto das partes.

2. E importante lembrar que, na combinacdo, cada subconjunto formado por p ele-
mentos distintos de um conjunto com n elementos é contado apenas uma vez,
pois a ordem dos elementos nao é relevante. Em contraste, no arranjo, os mes-
mos p elementos podem gerar diferentes resultados dependendo da ordem em
que sado organizados, de modo que cada ordenacdo distinta é considerada um

caso diferente.

Exemplo 1.11 Considere o conjunto X = {A, B, C}, ao escolher os elementos A e B,
o subconjunto {A,B} é o mesmo que {B, A}, ja que a ordem ndo importa. Logo, os
subconjuntos do conjunto X sdo apenas: @, {A}, {B}, {C}, {A,B}, {A C}, {B,C} e
{A,B, C}. Assim, se a pergunta for, quantos conjuntos podemos formar tendo dois
elementos no conjunto, teriamos como resposta, 3 possibilidades, pois poderiamos
escolher os elementos do conjunto utilizando o Principio Multiplicativo, com a ordem
das escolhas seguindo assim: primeira escolha tendo 3 possibilidades e a segunda 2
possibilidades. Logo, 3-2 = 6, porém, como ja vimos, temos que eliminar as repe-
ticbes causadas pela permutacdao dos dois elementos, ou seja, precisamos dividir o

2
resultado por 2 = 2!, entao YR = 3.

Como podemos generalizar o cédlculo do niumero de combinacdes com p elementos

de um conjunto com n elementos (p < n)?

Para isso, considere o procedimento de escolher p elementos entre os n elementos

de forma ordenada. Por um lado, sabemos que o procedimento pode ser feito de
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n!

= oo

maneiras. Por outro lado, o procedimento pode ser feito em duas etapas:

Primeira etapa: Escolher p elementos dentre os n elementos (sem ordena-los):

e

maneiras.

Segunda etapa: Uma vez feita a primeira etapa, ordenar os p elementos escolhi-

dos: p! maneiras.

Pelo Principio Multiplicativo, o procedimento pode ser feito de
Ch-p!

maneiras. Mas, como se trata do mesmo procedimento, obtemos
n!
——— =CP.pl.
(n—p)t "
Portanto, o nimero de combinacdes com p elementos de um conjunto com n

elementos é

n!

CcP=—
" pt-(n—p)!

Observacao 1.12 O calculo para o Exemplo 1.11 ficaria da seguinte forma:

3!

Cl=—

3 21.(3=-2)!
6
=5

Il
W NN

1.5 Permutacao Circular

Em algumas situacdes, queremos organizar os elementos de um conjunto em uma

disposicao circular, de modo que apenas a posicao relativa entre eles seja relevante,
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sem distincao de um ponto inicial para a contagem. Cada uma dessas disposicdes é
chamada de permutacao circular. A seguir, apresentamos um exemplo para tornar

esse conceito mais claro.

Exemplo 1.13 Para fazer a disposicao circular de um conjunto L com 4 objetos

L={A,B,C,D}, podemos dispor de 6 maneiras diferentes, como mostrado na figura

abaixo:
B B C
O OO
D C D
(a) 12 configuracao (b) 22 configuracao (c) 32 configuracao
C D D
o OO
B C B
(d) 42 configuracao (e) 52 configuracao (f) 62 configuracao

Figura 1.1: Configuracdes distintas dos pontos A, B, C e D em uma disposicao circular.

Quando dispomos n elementos em linha, cada arranjo diferente corresponde a
uma permutacao distinta. Assim, j& vimos que o numero total de permutacdes é

dado por n!.

Entretanto, ao formar uma disposicao circular (isto €, quando os elementos sao
colocados ao redor de um circulo), varias dessas permutacdes lineares representam

a mesma disposicdo, pois podem ser obtidas por rotacao do circulo.

Como cada disposicao circular pode ser representada de n maneiras lineares (de-
pendendo de qual elemento escolhemos como ponto inicial da leitura), o nimero total

de permutacoes circulares distintas é:
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n
Pc(n) = —= (n—1).

Em outras palavras, ao eliminar as repeticdes causadas pelas rotacdes, o niumero

de maneiras distintas de dispor n elementos em um circulo é igual a (n—1)!.

1.6 Permutacao com Repeticao

Suponhamos agora que temos um conjunto de n elementos, com p; elementos
iguais a ai, pz elementos iguais a ay, ..., px elementosiguaisa ag, e p1+p2+...+px =
n. Denotamos por PRP1-P2:---Pk a quantidade de permutacgdes distintas desse conjunto.

Nessa situacao, como podemos determinar essa quantidade? A seguir, apresen-

tamos um exemplo para ilustrar essa situacao.

Exemplo 1.14 Quantos sao os anagramas da palavra JOGO?

Se todas as letras da palavra JOGO fossem distintas, sendo 4 letras, teriamos

P4 = 4! =24 anagramas. Sao eles:

JOGO, JOOG, JGOO, JGOO, JOOG, JOGO, OJGO, 0OJOG, OGJO, OGO/, 0O0JG, 000G/,
GJOO, GJOO, GOJO, GOOJ, GOOJ, GOJO, OJGO, OJOG, OGJO, OGO/, OOJG, OOG/.

No entanto, como ha repeticdo de letras, alguns desses anagramas sdo iguais
entre si. Por exemplo, trocar a posicao das duas letras O nao gera um novo anagrama,
é apenas a mesma palavra rearranjada. Neste caso, a quantidade de anagramas da
palavra JOGO é:

24 4!
12=—=—.
2 2!
Observacao 1.15 Observe que, também podemos utilizar a seguinte estratégia
para resolver o exercicio anterior: a palavra JOGO tem 1 letra J, 1 letra G e 2 le-
tras O. Podemos escolher 2 lugares para os O’s de C4,, maneiras distintas. Uma vez
feito isso, teremos 2 lugares vagos. A escolha para o J pode ser feita de C; 1 maneiras
diferentes, restando apenas um lugar para o G. Pelo Principio Multiplicativo, o produto

destas combinacbes nos dara o total de possibilidades, que é igual a

4! 2! 4!
Ci-C%= . = =12.
2121 1111 211171!
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Seguindo a ideia usada na Observacao 1.15, podemos obter uma férmula para o

calculo do nUmero de permutacdes com repeticoes.

Em um conjunto de n elementos, com p; elementos iguais a ai, p, elementos
iguais a ay, ..., px elementos iguais a ax, e p1+p2+...+ Pk =n, primeiro precisamos
escolher p; lugares para os ai’s. Em seguida, dos n— p; lugares restantes, escolhe-
mos p> para colocarmos os az’s e assim por diante. Usando o Principio Multiplicativo,

obtemos

n! . (n—p1)! (n—p1—...—pPk-1)!
p1l(n—p1)! p2!(n—p1—p2)!  pl(n—p1—...—pe)!

PRP1,P2,--,Pk =
n

Logo, o nimero de permutacdes de um conjunto de n elementos com repeticoes
é igual a
n!

p1!p2!---pr!

PRP1.P2;--..Pk =
n

1.7 Combinacao Completa

Nem sempre trabalharemos apenas com combinacdes formadas por elementos
distintos. Em muitos problemas de Andlise Combinatdria, é permitido repetir um ou
mais elementos na formacao dos agrupamentos. Esse tipo de situacao da origem ao

que chamamos de combinacao com repeticao.

Mais especificamente, suponhamos que temos um conjunto com n elementos e
precisamos escolher p elementos distintos ou nao entre os n elementos distintos

dados. Denotamos por CR’Z o nimero de modos de se realizar essa escolha.

Podemos visualizar melhor essa ideia no seguinte exemplo:

Exemplo 1.16 De quantas maneiras é possivel comprar 4 sorvetes em uma loja, em

que sao ofertados 7 sabores diferentes?

Se contarmos as maneiras distintas de escolher 4 sabores em 7 op¢ées, teriamos

7!
413!

4 _
=

maneiras. Mas esta nao é a resposta correta pois, neste caso, estariamos omitindo a

quantidade de maneiras em que ocorrem repeticées de sabores. Entdo, precisamos
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de uma nova ferramenta para resolver esse tipo de problema e esta ferramenta sera

desenvolvida a segquir.

Seja x;€{0,1,2,...,7}, onde x; é a quantidade de sorvetes escolhidos do sabor

(. Assim, a soma das quantidades de sabores devem ser iguais a 4, ou seja,

X1+X2+...+Xx7=4. (1.1)

Para resolver o problema devemos encontrar a quantidade de solucdes inteiras e

nao negativas da equacao 1.1.

Uma maneira mais visual de solucionar este problema seria representar as solu-
¢des da equacao 1.1 usando o esquema bola-traco, onde cada bola, e, representa
uma unidade no valor da incégnita e cada traco, |, € usado para separar duas inc4g-
nitas. A figura a seguir mostra uma solucao da equacao no esquema bola-traco.

X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7
1 0 2 1 0 0O

Figura 1.2: Uma maneira de distribuir os sabores de sorvete.

Observe que, para encontrar uma solucao da equacao 1.1 no esquema bola-traco
devemos arrumar em fila 4 bolas e 6 tracos. Logo, para calcular a quantidade total
de solugdes basta calcularmos o nimero de permutacdes com repeticao de 4 bolas e

6 tracos, que é dado por:

10!

PR‘l"O6 = m = 210 maneiras.

Logo, a resposta do Exemplo 1.16 é dada por
4,6 _
CR‘71 = PR, =210.

No caso geral, para calcular CRg, isto é, para encontrar o nimero de solugdes
inteiras e nao negativas de x1 + x> + ... + X, = p, teriamos p bolas e n— 1 tracos.

Assim,
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p.n—1 (n+p—1)! o

P — — —
CRn_PRp+n—l_ p!(n—l)! - “n+p-1°

_cP
Portanto, CRP =Cp, ;.
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CAPITULO 2

Abordagens Avancadas de

Contagem

Neste capitulo, aprofundamos o estudo das técnicas de contagem, explorando
abordagens voltadas a situacdes mais complexas. O objetivo é ampliar a compre-
ensao tedrica e oferecer subsidios, especialmente ao professor da educacao basica,

para a analise e aplicacao desses conceitos em diferentes contextos.

As principais referéncias para este capitulo sao: [6], [7] e [9].

2.1 Identidades Combinatdrias no Triangulo de

Pascal

Nessa secdo, apods a apresentacao do Triangulo de Pascal, passamos a explorar al-
gumas das identidades combinatdérias que emergem de sua estrutura. Essas relagdes
revelam padrdes consistentes entre os coeficientes binomiais e permitem compreen-

der de forma mais profunda a organizacao do triangulo.

Entre as principais, destacam-se a Relacao de Stifel, que evidencia o carater re-
cursivo dos coeficientes binomiais, o Teorema das Linhas e das Colunas, associado a
propriedades envolvendo somas e disposicdes dos termos, e o Teorema das Diago-
nais, que estabelece conexdes com sequéncias numéricas conhecidas. Essas identi-

dades mostram que o Triangulo de Pascal ndo é apenas uma organizacao de numeros,
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mas uma ferramenta rica para o estudo da Andlise Combinatéria e suas relagcdes com

outras areas da Matematica.

2.1.1 Triangulo de Pascal

Chamamos de Triangulo de Pascal o quadro

o 1

0 1l

c? cl 11

c) c ¢ 121

cd ¢ ¢ c 1331
cocrcicicy 14641

formados pelos nimeros Cﬁ, chamados numeros binomiais, ou coeficientes bi-
nomiais, ou ainda numeros combinatdrios. Se contamos as linhas e colunas do

Triangulo comecando em zero, o elemento da linha n e coluna p é Ch.

2.1.2 Relacao de Stifel

A relacdo de Stifel expressa o carater recursivo dos coeficientes binomiais, mos-
trando que cada termo pode ser obtido como a soma de dois termos adjacentes da
linha anterior no Triangulo de Pascal:

+1 _ ~Pt1
Ch+CPT2 =C) 1
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De fato,

n! n!
pL-(n—p)t " (p+ 1-(n—p—1)!
n! n!

CP+CPHl =
n n

Thl(—p)-(n—p—1)!  (p+1)-pl-(n—p—1)!
(p+1)-n'+(n—p)-n!
~(p+1)-pl-(n—p)-(n—p—1)!
(p+1+n—p)-n!

~ (p+ D! (n—p)!
(n+1)-n!
T+ -(n+1-p—1)
(n+ 1)!
e+ D[+ 1)—(p+1)]!
=Chiy

2.1.3 Relacao das Combinacoes Complementares

A relacao das combinacdes complementares expressa uma simetria fundamental
nos coeficientes binomiais, indicando que escolher p elementos de um conjunto de
n elementos é equivalente a escolher os n— p elementos que ficam de fora. Essa
ideia, simples e intuitiva, revela uma importante propriedade estrutural da Analise
Combinatéria e aparece de forma natural em diversas situacdes de contagem. Ou

seja, € valida a seguinte igualdade: CP = CP=P.

Com efeito,
n!
n—p _
n (n=p)!-[n—(n—p)]!
n!
~ (n—p)!-p!

= CP,
n
Observacao 2.1 Podemos também usar linguagem de conjuntos para justificar a
relacao das combinacées complementares.

Considere um conjunto A com n elementos. Ao escolher um subconjunto de A com

p elementos, estamos, implicitamente, determinando também o seu complementar
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em A, que possui n— p elementos. Assim, a cada subconjunto de A com p elementos
corresponde exatamente um subconjunto complementar com n—p elementos, e vice-

versa. Essa correspondéncia é biunivoca.

Portanto, o numero de subconjuntos de A com p elementos é igual ao numero de

subconjuntos com n— p elementos, isto é,

CP =CrP.
n n

2.1.4 Teoremas das Linhas, das Colunas e das Diagonais

Os teoremas das linhas, das colunas e das diagonais sao propriedades que evi-
denciam padrdes importantes entre os coeficientes binomiais. Esses resultados des-
crevem regularidades nas somas e na organizacao dos termos ao longo do triangulo,
permitindo identificar relacbes Uteis para a contagem e para a compreensao de dife-

rentes estruturas combinatoérias.

Teorema 2.2 (Teorema das Linhas) A soma dos elementos da linha n, do triangulo

de Pascal, é igual a 2", ou seja,
CO+Cl+...+Cn=2"
n n n

Demonstracao. Consideremos Cg € o nUmero de subconjuntos com p elementos do

conjunto A= {1, 2,...,n}. Entao, ao efetuarmos a soma
CO+Cl+...+Cn,
n n n

vamos encontrar o total de subconjuntos de A.

Para o calculo do nUmero de elementos de um subconjunto de A = {1, 2,...,n}
podemos marcar cada elemento de A com o sinal + (indicando que o elemento foi
escolhido para o subconjunto) ou com o sinal — (indicando que o elemento nao foi
escolhido). Pelo Principio Multiplicativo, temos que o nimero de modos de marcar os

elementos é dado por:
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Assim, provamos que o nimero de subconjuntos de um conjunto com n elementos

D~

0 1 _
Cn+Cn+...+Cg_2”.
]

Teorema 2.3 (Teorema das Colunas) A soma dos elementos de uma coluna do tri-
angulo (comecando no primeiro elemento da coluna) é igual ao elemento que esta

avancado uma linha e uma coluna sobre a ultima parcela da soma, ou seja,

p p p+1
C5+C+1+Cp+2+ -+ Cpin=Cpins1:

Demonstracao. Aplicando a Relacao de Stifel aos elementos da coluna p + 1, obte-

MOos:

+1
Cpor1=COF1+CP

p+1 p+
Cp+2_'C +1+'Cp+1

p+1 p+1
Cor3=0Cp 2+Cp+2

cPl=chrl  +Ch

p+n p+n—1
p+1 p+1 D
CP+”+1 Cp+n+'Cp+n

Somando as parcelas de todas as colunas e simplificando os termos que aparecem
em ambos os membros, obtemos

p+1  _ ~p+1l D p P D

Cp+n+1—Cp +Cp+C 1+Cp+2+ .+ C 1+Cp

p+n— +n’

E observando que Cg” = 0, teremos que

P+l

— P
p+n+1—Cg+C +1+Cp+2+ .+ C

p+n’
|

Exemplo 2.4 Vamos calcular a soma dos elementos presentes na 32 coluna até a 6*

linha do Triangulo de Pascal. De acordo com o Teorema das Colunas (Teorema 2.3),
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comp =3 en=6, obtemos:

3 3 3 3 _ 4 _
C3+C4+C5+C6—C7_35.

2.1.5 Teorema das Diagonais

Teorema 2.5 (Teorema das Diagonais) A soma dos elementos de uma diagonal
qualquer do triangulo de Pascal, partindo do elemento da coluna 0 e da linha n até o
elemento da coluna p e da linha (n + p), é igual ao numero binomial imediatamente
abaixo dele, ou seja,
0 1 2 P P
C +Cn+1 +C ro T +Cn+p C,Hp+1

Demonstracao. Aplicando sucessivamente a Relacao das Combinacdes Comple-

mentares e o Teorema das Colunas, obtemos:

0 1 2 P n n n n
C +Cn+1+Cn+2 .+Cn+ =C +Cn+1 C+2+ +Cn+p
n+1
_Cn+p+1
_ P
Cn+p+1

Exemplo 2.6 Observe a figura a sequir, que ilustra uma diagonal do Triangulo de

Pascal e a soma de seus elementos. Conforme indicado no triangulo, temos:

1
1 1
1 21

3 31
1 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Figura 2.1: Representacao do Triangulo de Pascal até a sexta linha, com destaque para uma
de suas diagonais.
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Como esta indicado na Figura 2.1, temos:

0 1 2 _ _ _ 2
C3+C4+C5_1+4+10—15_C6.

Além dos resultados apresentados até o momento, destaca-se ainda mais um
teorema. Esse resultado amplia as relacdes previamente discutidas, reforcando a

riqueza estrutural e as multiplas interpretacdes associadas aos nimeros binomiais.

n—1 n—1

Teorema 2.7 CP < CP*lsep < ,eCP>CPtl, sep>

Demonstracao.

n! n!

(p+1)!-(n—p—1)t p!-(n—p)!
_n!-(n—p)—n!-(p+ 1) B nt-(n—1-—2p)

(p+1)!-(n—p)  (p+1)-(n—p)

o+l _ ~p _
Cn Cn_

e como n!, (p+1)! e (n—p)! sao positivos, o sinal de Cﬁ*l—Cﬁ € o mesmo de n—1—2p.

E o teorema segue. |

Observacao 2.8 O Teorema 2.7 afirma que, na primeira metade de cada linha do
Tridngulo de Pascal, os elementos estdo em ordem crescente (cada termo é menor
que o seguinte, CP < Cg“) e que na segunda metade os elementos estao em ordem

decrescente (cada termo € maior que o anterior, CP > Cg+1),

2.2 Principio da Inclusao-Exclusao

No inicio do Capitulo 1 (Secao 1.1) introduzimos o Principio Aditivo que estabelece
gue o numero de elementos da reuniao de dois conjuntos disjuntos é a soma dos

numeros de elementos de cada conjunto.

O Principio da Inclusao-Exclusao é uma ferramenta fundamental da Analise Combi-
natdria utilizada para contar quantos elementos pertencem a reuniao de varios con-
juntos que podem ter intersecdes entre si. Em sua forma mais basica, o principio
estabelece que o total de elementos na reunidao é obtido somando-se as cardinalida-

des dos conjuntos envolvidos e, em seguida, subtraindo-se as intersecdes que foram
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contadas mais de uma vez. No caso de dois conjuntos A e B, pode ser assim repre-
sentado:
#(AUB)=#A+ #B— #(AnNB). (2.1)

A justificativa da validade da Equacao 2.1 é dada a sequir.

Suponhamos que, conforme ilustrado na Figura 2.2, existam y elementos na in-
tersecao AN B (regiao verde da figura), x elementos pertencentes exclusivamente a
A (regiao amarela da figura) e z elementos pertencentes exclusivamente a B (regiao

azul da figura).

Figura 2.2: Diagramas de Venn de dois conjuntos.

Temos

#(AUB)=x+y+ z;
#A+#B—#(ANB)=Xx+y)+(y+2)—y=x+y+z=#(AUB).

Exemplo 2.9 Vamos encontrar os numeros inteiros entre 1 e 1000 que séo divisiveis

por 3 ou por 7.

Inicialmente, definimos os seguintes conjuntos: A o conjunto dos inteiros entre 1
e 1000 que sdo divisiveis por 3 e B o conjunto dos inteiros entre 1 e 1000 que sao

divisiveis por 7. O resultado que buscamos é #(A U B).

Denotando por | x] o maior numero inteiro menor que ou igual a x, temos:
1000
A= {T = 333,

1000
=19 1

1000
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pois para ser divisivel por 3 e 7 ao mesmo tempo, o numero deve ser divisivel pelo

menor multiplo comum entre 3 e 7, que é 21. Pelo Principio da Inclusdo-Exclusao,

obtemos:
#AUB)=#A+ #B— #(ANnB)=333+142—-47 =428.
Teorema 2.10 Sejam Q um conjunto e A1, Ay, ..., An subconjuntos de Q.
Sejam
So = #Q;

S1= i #A(;
i=1

Sa= D, #AINA);

1<i<j<n

S3 = Z #AiNA;jNAk);

1<i<j<k<n

(note que ha Crl7 parcelas em S;, CI% parcelas em S, etc.)
Ent3o:

(A) o numero de elementos de Q que pertencem a exatamente p (p < n) dos

7

conjuntos A1,A>,...,Ap é
n—p

ap = Z(_l)k : Cg+k *Sp+k;
k=0

(B) o numero de elementos de Q que pertencem a pelo menos p (p < n) dos

7

conjuntos A1,A3,...,Ap é
n—p

k .~k :

bp =D, (~1)C5, 1 Spsk:
k=0

(C) o numero de elementos do conjunto A UA> U...UA, é

S1—Sy+...+ (1) 1s,.

Demonstracao. (A) Note que, como na definicao de ap aparece apenas Sj comj > p,
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entao é claro que se um elemento de Q pertence a menos do que p dos conjuntos
A1,Az,...,Ap, entdo ele ndo é contado na soma ap. O que devemos provar é que,
se um elemento de Q pertence a exatamente p dos conjuntos entao ele é contado
apenas uma vez na soma ap € que se um elemento pertence a mais do que p dos
conjuntos A1, A, ..., Ay entdo ele ndo é contado na soma ap. Assim, a soma ap €
dada por

CoSp—C,

Sp+1+C Sp+2— +(_1)n—pCZ—pSn

p+1 p+2

Um elemento de Q que pertence a exatamente p dos conjuntos A1, A>,..., A, é
contado uma vez em Sp, € nao é contado em Sp41, Sp+2,...,Sn. Logo, ele é contado
Cg -1=1 vez.

Agora, um elemento de Q que pertence a exatamente p+j (j > 0, p+j < n) dos

; +
conjuntos A1, A, ..., A, é contado em Cpﬂ das parcelas de Sp, em Cgﬂ das parcelas
de Sp41, ... Logo, o numero de vezes que ele é contado na soma ap é:

0.P 1 P+l — — k. p+l<
C CP+] Cp+1 C,O+J +( 1)n & Cn P Cgﬂ Z( 1) p+k p+/

Z(— 1)k (p+ K)!(p+))!

P kip!(p + K)'(j— k)!
_ i . 1
p! 2,61 K1(—K)!

k=0
j
p k ~k
=ch,;- 20:(—1) c!

_ P
=Ch,.-0

= 0.

Veremos mais adiante, quando estudarmos o Triangulo de Pascal, que

j
> (=1)k-ck=
k=0 !
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(B) Temos

bp=0p+ap+]_+...+an_]_+an
n—p—1

n—p
= Z(—l)k' p+k Sp+k+ Z ( 1)k p+l+k 5p+1+k+...+

—p—J
D (CLFCE Skt - +Z( 1K-CK | Sn1ekt
k:
0
D(=1)k-CK - Spak

O coeficiente de Sp+j (0 <j < n—p) no 2° membro é:

i—1 ~—1 i—2  ~—2 1. 0,0
(—1Y-C, + (1Y 1O+ -1y 2 O o+ + (-1 .+ (=1°-C0
i[ ~ — j 1 Jj—2
=(—1)1[C e 1+Cp+j 1]+( 1y [ tjm 1+Cp+j 1]+ .+
0 0.
G D [P S oY Y G D LR o
= (= 1)/ C,O+j 1
Logo,

bp— Z( 1)j Cpﬂ 1 Sp+j Z( 1)k p+k 1 5p+l<-

#(A1UAU...UAp) =Db1

n—1 ' .
=D, (=1Y-C}-Sjn

j=0
=51—5,+S3—...+(=1)"1s,.

Exemplo 2.11 Vamos encontrar os anagramas da palavra CAPITULO que tém C

como 12 letra, ou A como 22 letra, ou P como 32 letra ou | como 42 letra.

Sejam os seguintes conjuntos:

A1 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém C como 1 letra;
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A = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém A como 22 letra;
A3z = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém P como 3* letra;

A4 = conjunto dos anagramas de CAPITULO que tém | como 4* letra;

O resultado que queremos calcular é #(A1 UA> UA3 UAy,). Para utilizar o Prin-
cipio da Inclusdo-Exclusdo, precisamos determinar: #A1 = #A, = #A3 = #A, =
nimero de anagramas de CAPITULO que tem uma letra fixa = 7! = 5040. Em se-
guida, calculamos as interse¢ées dos conjuntos dois a dois: #(A1NA2) = #(A1NA3) =
#(A1NAg) = #(A2NA3) = #(A2 NAs) = #(A3 N As) = nimero de anagramas de CAPI-
TULO que tém duas letras fixas = 6! =720. Ainda, #(A1NA>NA3) = #(A1NANAg) =
#(A1NA3NAs) = #(A>NA3NA) = nimero de anagramas de CAPITULO que tém trés
letras fixas = 5! = 120. E por fim, #(A1 N A2 NA3NAs) = numero de anagramas de
CAPITULO que tém quatro letras fixas = 4! = 24.

Pelo Teorema 2.10(C), o total de anagramas da palavra CAPITULO que tém C como

12 |letra, ou A como 22 letra, ou P como 32 letra ou | como 42 |etra é:

#(A1UA2UA3UA4)=4-5040—-6-720+4-120—24 =16296.

2.3 Permutacao Cadtica

Neste tépico, estudamos as chamadas permutacdes cadticas, que correspondem
a rearranjos de elementos em que nenhum deles ocupa sua posicao inicial, configu-

rando um problema cldssico da Analise Combinatéria.

Uma permutacao dos numeros (1, 2,...,n) é dita cadtica quando nenhum ele-

mento permanece em sua posicao original.

Exemplo 2.12 No conjunto (1,2, 3,4), as permutacées (2,3,4,1) e (3,1,4,2) sao
cadticas, pois nenhum numero ocupa sua posicao inicial. Por outro lado, a permu-

tacdo (1, 3,4, 2) ndo é cadtica, uma vez que o elemento 1 permanece na primeira

posicao.

Para calcular o nUmero D, de permutacdes cadticas de (1,2,...,n), seja A; 0
conjunto das permutacdes de (1, 2,...,n) em que o0 numero i ocupa o i-ésimo lugar,
ie{l,2,...,n}.
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Queremos calcular o nimero de elementos do conjunto Q das permutacdes de

(1, 2,...,n) que pertencem a exatamente zero dos conjuntos A1, A, ..., An.

Temos
So=#Q=n!

n n
S1=).(#A) = > (n—1)! =n!

i=1 i=1

5 n!

Sy, = Z BAiNAj) = Z (n—2)! =Cn‘(n_2)! =§

1<i<j<n 1<i<j<n '

S3 = Z #(A[nAjﬂAk)z Z C,?;(n_3)|=_

|
1<i<j<k<n 1<i<j<k<n 3!

Sh=CN-(n—n)!="1

O numero de elementos de Q que pertencem a exatamente zero dos conjuntos
A1, A, ..., Ap é

n—0
ao = ), (—1)*Ck, So+k
k=0

= > (=S,
k=0

=S90—S51+S5>—S3+...+(—1)"S,

n! n! n!
=nl—n'+ —— —+...+(-1)"—
2! 3! n!
[1 1 1 1 (—1)”]
=nl|l———+———+...+
or 1v 2! 3! n!

7

Portanto, o nimero de permutacdes cadticas de (1,2,...,n) é

1 1 1 1 (=1)"
Dh=n'|———+ ———+... 4+ .
or 1 2t 3! n!
Exemplo 2.13 Vamos determinar o numero de permutacdées cadticas de
(1,2,3,4,5,6,7,8) nas quais os numeros 1, 2, 3 ocupam, em alguma ordem, os trés

primeiros lugares.

Observe que, os elementos 1, 2, 3 devem ser arrumados caoticamente nos trés
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primeiros lugares, e os elementos 4,5,6,7,8 devem ser arrumados caoticamente

nos cinco ultimos lugares. Assim, a resposta é

D3 -Ds=2-44 = 88.

2.4 Os Lemas de Kaplansky

Os Lemas de Kaplansky destacam-se na Analise Combinatéria por oferecerem uma
forma simples e elegante de resolver problemas de contagem com restricdes de vizi-

nhanca.

A pergunta geral que relacionaremos aos Lemas de Kaplansky é: de quantas ma-
neiras é possivel formar subconjuntos com p elementos, do conjunto com n elementos

{1,2,...,n}, p <n,de modo que nao haja elementos consecutivos?

Exemplo 2.14 Para o conjunto com 6 elementos, A = {1,2,3,4,5,6} e p = 3, 0s

subconjuntos com 3 elementos em que nao ha elementos consecutivos sao:
{11 3[ 5}/ {1I 3[ 6}’ {11 4[ 6}/ {2l 4’ 6}'

Para formar os 3-subconjuntos, sem elementos consecutivos, sem a necessidade de
lista-los, consideremos cada 3-subconjunto representado pelos simbolos de + e —,

como nos exemplos:

e {1, 3,5} seria representado por + —+ — +—, e 0S + sao elementos que nao

podem ser consecutivos;

e {1,2,5} seria representado por + + — — +—, onde haveria dois sinais + conse-

cutivos.

Para formar 3-subconjuntos sem elementos consecutivos, devemos colocar 3 si-
nais + e 3 sinais — em fila sem que haja dois sinais + consecutivos. Para isto, co-
locamos os sinais — (neste caso teriamos 1 maneira de fazer isso) e 0s sinais + nos
quatro espacos assinalados por arcos da Figura 2.3 (Cz maneiras de fazer isso).

— — W — N —
Figura 2.3: Configuragcao com arcos e tracos.

Logo, teriamos 1- Cz = 4 subconjuntos com 3 elementos sem que haja elementos

consecutivos.
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Lema 2.15 (Primeiro Lema de Kaplansky) O numero de p-subconjuntos de

{1, 2,...,n} nos quais ndo ha numeros consecutivos é
f(n,p)=C,
’ n—p+1-

Demonstracao. Para o caso geral, temos p sinais + e n— p sinais — para arrumar

sem que haja dois sinais + consecutivos.
Temos 1 modo de colocar os sinais — e C’,Z_p+
Logo, a quantidade de maneiras de dispor p elementos desse conjunto sem que haja

P
n—p+1-

1 modos de colocar os sinais +.

elementos consecutivos é dada por C [ |

Suponhamos agora que os elementos {1, 2,...,n} estejam arrumados em um

circulo. Assim, os elementos 1 e n passam a ser consecutivos.

Assumindo que 1 e n sao consecutivos, de quantos modos é possivel formar um

p-subconjunto de {1, 2,...,n} no qual nao haja nimeros consecutivos?

O préoximo resultado, Lema 2.16, responde essa pergunta.

Lema 2.16 (Segundo Lema de Kaplansky) O numero de p-subconjuntos de
{1, 2,...,n} nos quais ndo ha numeros consecutivos, considerando que 1 e n como
consecutivos, é igual a

n
- .CP
g(nlp)_ n_p Cn_p'

Demonstracao. Observe que, para encontrar o total de p-subconjuntos satisfa-
zendo a hipétese, podemos encontrar o nimero de p-subconjuntos nos quais o ele-
mento 1 aparece como um dos elementos e somar com o numero de p-subconjuntos

nos quais o elemento 1 nao aparece como elemento:

a) Se o numero 1 aparece como um dos elementos, devemos escolher p — 1 ele-
mentos no conjunto {3,4,...,n— 1}, pois devemos eliminar os elementos con-
secutivos 2 e n. Assim, utilizando o Primeiro Lema de Kaplansky (Lema 2.15),

teremos
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b) Se o numero 1 ndo aparece como elemento no p-subconjunto, podemos escolher
p elementos em {2, 3,...,n} nao podendo ser escolhido elementos consecuti-

vos. Novamente, pelo Primeiro Lema de Kaplansky (Lema 2.15), teremos

fn—1,p) = C57)—1—p+1 = Cg—p

modos.

Portanto, o total de maneiras serd dado por:

cPl +CP = (n—p-1) + n=py
P =P (p—1)(n—2p)! p!(n—2p)!
_ (n—p—1)!-p+(n—p)!

p'(n—2p)!
[p+(n—p)]
=(n=p=1! pl(n—2p)!
(n—p—1)!
=N —
p!'(n—2p)!
_n (n—p)!
_n—p.p!(n—Zp)!
__" .CP
_n—p i

Exemplo 2.17 Dado um decdgono, quantos sdo os triangulos cujos vértices sdo vér-
tices ndo consecutivos do decagono?

Como os vértices do decagono estardo dispostos de forma circular, aplicaremos
o0 Segundo Lema de Kaplansky (Lema 2.16), tendo 10 vértices disponiveis que serdo
agrupados de 3 a 3. Logo,

9(10,3) = —— C3o 5
=170-C3
10 7!
~ 7 31
10 7-6-5
7 '3.2.1
= 50.
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2.5 O Principio da Reflexao

O Principio da Reflexao é fundamental na Analise Combinatdria porque usa a si-
metria para simplificar a contagem de caminhos, transformando um problema dificil

com barreiras em uma conta simples de caminhos livres.

Suponhamos num plano cartesiano, em que estamos no ponto (X, y) e podemos
nos movimentar somente para os pontos: (x+ 1,y + 1) ou (x+ 1, y—1). Quantos sao

os trajetos possiveis, para sair do ponto (0, 0) e chegar ao ponto (10, 4)?

Vejamos. Os movimentos descritos acima sao os de subida, que definiremos por

S:(x,y)—=(x+1,y+1)oude descida, definidos porD:(x,y) = (x+1,y—1).

y

Figura 2.4: Representacao geométrica do ponto (x, y) e de seus deslocamentos no plano
cartesiano.

Partindo de (0, 0), para chegarmos a (10, 4) devemos ter S+ D = 10, pois em cada
movimento, de descida ou de subida, a abscissa avanca em uma unidade. Além disso,
devemos ter S— D = 4, ja que em cada movimento de subida a ordenada aumenta
uma unidade e em cada movimento de descida a ordenada diminui uma unidade.
Logo, S =7 e D = 3. Para determinarmos o numero de trajetos possiveis, devemos

analisar o movimento da seguinte maneira:

S$,5,5,5,5,5,5,0,D,D

e para encontrar o total de trajetos possiveis, basta permutar os movimentos citados
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acima. E utilizando a permutacao com repeticao, teriamos:

;3 10! 10-9-8-7!
PR1°_7!-3!_ 71.3.2 =120.

Agora, quantos desses trajetos passam pelaretay =—17

Todo trajeto de (0, 0) a (10, 4) que toque na reta y = —1 pode ser transformado,
por uma reflexao em torno da reta y = —1 do trecho do trajeto entre (0, 0) e o primeiro
toque na reta y = —1, em um trajeto do ponto (0,—2) até o ponto (10, 4). Recipro-
camente, todo trajeto do ponto (0,—2) ao ponto (10, 4) (que necessariamente toca
a reta y = —1) pode ser transformado (por uma reflexao em torno da reta y = —1 do
trecho entre (0, 0) e o primeiro toque na reta y =—1) em um trajeto de (0, 0) a (10, 4)

que toca na reta y = —1.

Assim, o numero de trajetos de (0,0) a (10, 4) que tocam na reta y = —1 é igual
ao numero de trajetos de (0,—2) a (10, 4). Esse ultimo é facil de calcular: devemos
terS+D=10eS—D=6,logo S=8 e D=2, nos dando a resposta PRzls'o2 =45,

Essa técnica é conhecida como Principio da Reflexao.

Exemplo 2.18 Numa eleicao com dois candidatos A e B, ha 15 eleitores e o candi-

dato A vence por 11 votos a 4. O numero de marchas da apuracdo possiveis sao:

15
PRI}* = —— =1365.
15 1114

Agora, vamos encontrar o niumero de marchas da apuracdo nas quais o candidato

A permanece em vantagem (nem sequer empata) deste o primeiro voto apurado.

Para isso, fazendo o grafico da marcha de apuracao (eixo y: vantagem de A; eixo
X: quantidade de votos apurados), os graficos sdo caminhos de (0,0) a (15,7). Os
caminhos que queremos contar sao aqueles que comecam com subida para o ponto

(1, 1) e a partir dai formam um caminho de (1, 1) a (15, 7) que néo toca a reta y = 0.

O total de caminhos é PR12'4 =1001(S+D=14eS5—-D=6,logo5S5=10e D =4),
0os que tocam y = 0 sdo, pelo Principio da Reflexdo, em numero igual ao de caminhos
de (1,—1) a (15,7), que é PR1;> =364 (S+D=14eS5—D=8,logo S=11e D = 3).

Assim, a resposta é 1001 — 364 = 637.
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Por ultimo, vamos calcular as marchas da apuracdo nas quais o candidato A per-

manece em vantagem ou empatado com o candidato B.

Fazendo o gréfico da marcha de apuracédo (eixo y: vantagem de A; eixo x: quan-
tidade de votos apurados), os graficos sao caminhos de (0,0) a (15, 7). Os caminhos
qgue queremos contar sao aqueles que comecam em (0,0) que nao tocam a reta

y=-—1.

Estes, refletindo-se na reta y = —1 o trecho de (0,0) até o primeiro toque na
reta y = —1, correspondem biunivocamente aos caminhos de (0,—2) a (15,7). Tais
caminhos sao formados por subidas e descidas de modo que S+ D =15eS—D =09,

ou seja, S =12 e D = 3. Assim, o nimero desses caminhos é PR1%> = 455.

Logo, a resposta é 1365 — 455 =910.

2.6 Binomio de Newton

A relevancia do Bindbmio de Newton ultrapassa a mera simplificacdo algébrica na
expansao de poténcias da forma (x + a)”, destacando-se por sua articulacao direta
com a Analise Combinatéria. Os coeficientes que emergem no desenvolvimento do
binbmio correspondem aos nimeros binomiais, que expressam a contagem de sub-
conjuntos de um conjunto finito. Essa interpretacao confere significado combinatdrio
aos termos da expansao, revelando que cada coeficiente representa o nUmero de

combinacdes possiveis envolvidas na formacao de cada termo.

Ademais, a organizacao desses coeficientes no Triangulo de Pascal (Secao 2.1.1)
estabelece uma estrutura visual e algébrica que simplifica seu calculo e explicita suas
propriedades. As relagdes de recorréncia do triangulo refletem as identidades combi-
natérias subjacentes ao teorema binomial, consolidando-o como um elo fundamental

entre a dlgebra das expansodes e os principios de contagem.

Dados dois numeros naturais n e p, com 0 < p < n, introduzimos mais uma no-
tacdo para numero binomial ou coeficiente binomial de n sobre p, CP, que é a

seguinte:
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Teorema 2.19 Se x e a sdo numeros reais e n é um inteiro positivo, entdo

n 5 n Kk n—k n n
(x+a) =Z a“x = a“x" + a ..
k=0 k 0 1 n

Demonstracao. Temos que
x+a)'=(x+a)(x+a)...(x+a).

Cada termo do produto é obtido escolhendo-se, de cada parénteses, um x ou um
a e multiplicando-se os escolhidos.

Para cada valor de k, 0 < k < n, se escolhermos a em k dos parénteses, x sera

escolhido em n—k dos parénteses e o produto serd igual a akx"— K. Isso pode ser feito

n
de v modos. E o resultado segue. u

Observacao 2.20 Observemos que,

1. O desenvolvimento de (x + a)" possui n+ 1 termos.

2. Os coeficientes do desenvolvimento de (x + a)" sao os elementos da linha n do
Tridngulo de Pascal (Secéo 2.1.1).

3. Escrevendo os termos do desenvolvimento na ordem acima (isto é, ordenados
segundo as poténcias decrescentes de x), o termo de ordem k +1 é
akxn—k,

Tk+1 =

Exemplo 2.21 O polinémio resultante do desenvolvimento de (x + 3) é dado por:

5 5 5

(x+3)° = .30 x% 4+ 3l.x% 4+ .32.x3 + -33.x%+
0 \1 2 3
. -34-x1+[2 3.0

=1-1-x°+5-3-x*+10-9-x3+10-27-x2+5-81-x1+1-243-x°
= x>+ 15x* + 90x3 + 270x2 + 405x + 243.
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Exemplo 2.22 Vamos determinar o coeficiente de x3 no desenvolvimento de (x+2)°.

Sabemos que o termo genérico do desenvolvimento é

T/<+]_ - 2kX6_k.

Para x3 devemos ter 6 — k = 3, o que implica que k = 3. Logo, o termo de x3 é
6
3

Ta .23.x3 =160x3.

Logo, o coeficiente de x3 é 160.

1 7
Exemplo 2.23 Vamos calcular o coeficiente de x3 no desenvolvimento de (x“ — —) .
X

Para isso, temos que o termo genérico do desenvolvimento é

~

Tesy = 5 .(__1)k.(x4)7—k

X

— 7 . (_1)k . X—k . X28—4k

— / . (_1)/( . x28=5k

No termo de x3, temos 28 — 5k = 3, o que implica que k = 5. Assim, o termo de

7

x3 é

7
Te=(—1)° x3==-21x3.
5
Portanto, o coeficiente de x3 é —21.

2.7 Polinomio de Leibniz

Como extensao natural do Bindmio de Newton, o Polinbmio de Leibniz generaliza

a expansao algébrica para expressdes com trés ou mais termos, da forma

X1+ X244+ xm)".
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Nessa generalizacdo, os coeficientes do desenvolvimento deixam de ser nimeros
binomiais e passam a ser coeficientes multinomiais, os quais representam o nimero
de maneiras de particionar um conjunto de n elementos em grupos com cardinalida-

des especificas.

Teorema 2.24 A expansao de um polinébmio qualquer sera da forma:

|
n: ay o2 Gp

(X1+X2+...+xp)" =D

estendendo-se o somatdrio a todos os valores inteiros ndo-negativos de a1+ az+. ..+

Demonstracao. Temos que
(X1+x2+ ... +xp) " =(X1+ X2+ ...+ Xp)... - (X1+ X2+ ...+ Xp).

O termo genérico do produto é obtido escolhendo-se em cada parénteses um Xx; e

multiplicando-se os escolhidos.

Ora, se em a7 dos parénteses escolhermos x1, em a» dos parénteses escolhermos

X2, ..., Op dos parénteses escolhermos xp, obteremos o termo
9p

a1, a2
X1 X5 Xp

gue aparecera

p—1
a1, %j+1 — CO1.C0%2 (O3 ..o
Cn l_[Cn—le_fcxi_C” C”—Ofl Cﬂ—Ofl—sz C”_al_---_ap—l
j=1 =
n! (n—o1)! (n—o1—ay)!
T al(n—a1)! axl(n—a1—az)! as!(n—a1— oz —a3)!
(n—o1—...—ap-1)!
S opl(n—a1—oz—...—ap)!

n!

arlaz!...ap!

vezes, onde a1, a2, ..., Op SA0 inteiros nao-negativos taisque a1+ azx+...+ ap =n.A

Exemplo 2.25 Utilizando o Teorema descrito acima, vamos considerar o desenvolvi-
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Polinomio de Leibniz

mento do polinémio (x2 + 3x + 2)4.

4!
(X2 + 3X + 2)4 =Zm . (Xz)al . (3X)O(2 . 293
1! ! '

24 2\a a a

=Zm.(x )91 . (3x)%2 . 203
1! ! '

=Z 24 . (X)2011+a2 . 30{2 .03
a1'laxlas!

De modo que, a1 + az + a3z = 4.

As possibilidades sao:

ai | az | a3 T

41010 x8

3110 12x7
3,0 1| 8x°

2 | 2| 0 | 54x°
2 | 0| 2| 24x*
2 |1 1] 72x°
1|3 | 0 |108x°
1|0 | 3| 32x2
1|2 |1 |216x*?
1| 1| 2 |144X3
0| 4| 0| 81x%
0| 0] 4 16

0| 3|1 |216x3
0| 1| 3| 96x
0| 2| 2 |216x2

Tabela 2.1: Combinacdes dos expoentes a1, a», a3 e seus respectivos termos T.

Logo, somando e subtraindo todos os termos semelhantes, obtemos o seguinte

polinébmio:

(%2 +3x+2)*=x8+12x" + 62x° + 180x° + 321x* + 360x> + 248x? + 96X + 16.
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CAPITULO 3

Produto Educacional: Propostas de
Atividades Significativas para o

Ensino das Tecnicas de Contagem

3.1 Apresentacao do Caderno de Atividades

O presente material constitui um Produto Educacional concebido como um recurso
pedagdgico flexivel para apoiar a pratica docente no ensino da Analise Combinatéria
ao longo de toda a Educacao Basica. Destinado aos professores de Matematica que
atuam desde os anos iniciais e finais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio, o
caderno oferece roteiros praticos que detalham a contextualizacao inicial, o tempo
estimado de aplicacao, perguntas mediadoras, quadros de sistematizacao e instru-
mentos de avaliagao formativa. Sua proposta é fornecer subsidios metodoldgicos
para transformar a abordagem tradicional desse conteldo, frequentemente marcado
pela memorizagao precoce de férmulas, em um processo pautado em investigacoes,

metodologias ativas e resolucao de problemas.

A fundamentacao tedrica do material apoia-se na Teoria da Aprendizagem Signi-
ficativa formulada por [1, 2003], segundo a qual o conhecimento é verdadeiramente
incorporado quando novos conceitos se conectam a ideias previamente ancoradas na
estrutura cognitiva do estudante. No ensino da Combinatéria, essas ancoras cogni-

tivas ndo sao algoritmos decorados, mas sim a intuicao tatil de contagem, a organi-
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zacao espacial de objetos e a percepcao de padrdes. Por essa razdo, as sequéncias
didaticas propdem uma trajetéria continua e gradual que acompanha o desenvolvi-
mento dos alunos, permitindo-lhes construir a autonomia do raciocinio combinatério
por meio do manuseio de materiais concretos, do teste de hipdteses e do trabalho

colaborativo.

Do ponto de vista conceitual e didatico, a Analise Combinatdria transcende o mero
calculo algébrico. Conforme ressaltam Batanero, Godino e Navarro-Pelayo em [3,
1997], o raciocinio combinatério € uma forma fundamental de pensamento abstrato
voltada a organizacao sistematica e a quantificacao indireta de colecdes finitas sob
restricdes. Para além da contagem elemento a elemento, pensar combinatoriamente
exige compreender a logica das escolhas: identificar quando decisdes sao tomadas
em etapas sucessivas (Principio Multiplicativo — conectivo “E”) ou em alternativas
mutuamente exclusivas (Principio Aditivo — conectivo “OU”), além de avaliar se a

ordem ou a natureza dos elementos altera o agrupamento formado.

Alinhado as diretrizes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC, [4]), este ca-
derno atende a progressao curricular da Educacao Basica partindo da exploracao tatil
nos anos iniciais até alcancar a articulacdo com a Probabilidade e a Algebra Polinomial
no Ensino Médio (por meio do Triangulo de Pascal e do Binbmio de Newton). Dessa
forma, além de servir para a regéncia direta em sala de aula, podendo ser aplicado
integralmente ou adaptado as especificidades de cada turma, o material constitui-se
como instrumento de consulta para o planejamento pedagdgico, a formacao continu-

ada de professores e a investigacao no campo da Didatica da Matematica.

3.2 BNCC e o Desenvolvimento do Raciocinio Com-
binatodrio

A Analise Combinatéria desempenha um papel estruturante na formacao do pen-
samento matematico, pois vai além do calculo direto e exige do estudante capacida-
des como abstracao, organizacao sistematica e generalizacao. Na Educacao Basica
brasileira, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC, [4]) rompe com a tradicao de
restringir o estudo da Combinatdria a um bloco isolado de férmulas no Ensino Médio,

propondo um desenvolvimento progressivo e continuo que se inicia logo nos primeiros
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anos do Ensino Fundamental.

Sob a perspectiva da Didatica da Matematica, essa construcdao encontra respaldo
nos estudos de Batanero, Godino e Navarro-Pelayo em [3, 1997] e de Pessoa e Borba
em [8, 2011], que defendem que o raciocinio combinatério se desenvolve mediante a
transicao do pensamento intuitivo ao formal. Nos anos iniciais do Ensino Fundamen-
tal, o foco recai sobre a construcao de esquemas de enumeracao e a percepcao de
padroes. Nos anos finais, o trabalho evolui para representacdes esquematicas (como
diagramas de arvore e tabelas de dupla entrada), culminando, no Ensino Médio, na

formalizacado algébrica dos principios de contagem e dos agrupamentos.

A Tabela 3.1 sintetiza essa articulacao vertical, associando os cédigos de habili-
dades e expectativas de aprendizagem da BNCC aos respectivos objetos de conheci-

mento da Andlise Combinatdria ao longo da Educacao Bésica.

Tabela 3.1: Articulacao entre as habilidades da BNCC e os objetos de conhecimento da Ana-
lise Combinatéria ao longo da Educacao Basica.

Etapa de En- | Codigo Habilidade Oficial da BNCC | Conteudos de Ana-

sino BNCC lise Combinatoéria

Anos Iniciais do | EFO1IMAO2 Contar de maneira exata ou | Contagem simples
Ensino  Funda- aproximada, utilizando dife- | e nogdes iniciais de
mental rentes estratégias como o pa- | agrupamento.

reamento e outros agrupa-

mentos.

Anos Iniciais do | EFO2MAQ2 Fazer estimativas por meio | Estimativa de quanti-
Ensino  Funda- de estratégias diversas a res- | dades e registro orga-
mental peito da quantidade de obje- | nizado da contagem.
tos de colecdes e registrar o
resultado da contagem des-
ses objetos (até 1000 unida-
des).

Continua na préxima pagina
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Tabela 3.1 - Continuacao da pagina anterior

cativo, como a determinacao
do numero de agrupamen-
tos possiveis ao se combinar
cada elemento de uma cole-
cao com todos os elementos
de outra colecao, por meio de
diagramas de arvore ou por

tabelas.

Etapa de En- | Codigo Habilidade Oficial da BNCC | Conteudos de Ana-
sino BNCC lise Combinatdria
Anos Iniciais do | EFO2MAOQ3 Comparar quantidades de ob- | Correspondéncia biu-
Ensino  Funda- jetos de dois conjuntos, por | nivoca e comparagao
mental estimativa e/ou por corres- | intuitiva de conjun-

pondéncia (um a um, dois a | tos.

dois, entre outros), para in-

dicar “tem mais”, “tem me-

nos” ou “tem a mesma quan-

tidade”, indicando, quando for

0 caso, quantos a mais e

quantos a menos.
Anos Iniciais do | EFO4MAOQS8 Resolver, com o suporte de | Combinacdes ele-
Ensino  Funda- imagem e/ou material mani- | mentares, agrupa-
mental pulavel, problemas simples de | mentos e representa-

contagem, como a determi- | cOes pessoais.

nacdao do numero de agrupa-

mentos possiveis ao se combi-

nar cada elemento de uma co-

lecao com todos os elementos

de outra, utilizando estraté-

gias e formas de registro pes-

soais.
Anos Iniciais do | EFO5MAQ09 Resolver e elaborar proble- | Introducao ao Princi-
Ensino  Funda- mas simples de contagem en- | pio Multiplicativo, di-
mental volvendo o principio multipli- | agramas de arvore e

tabelas.

Continua na préxima pagina
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Tabela 3.1 - Continuacao da pagina anterior

Etapa de En- | Codigo Habilidade Oficial da BNCC | Conteudos de Ana-

sino BNCC lise Combinatdria

Anos Finais do | EFOBMAOQ3 Resolver e elaborar proble- | Sistematizacao do

Ensino  Funda- mas de contagem cuja reso- | Principio  Multiplica-

mental lucao envolva a aplicacao do | tivo da contagem.
principio multiplicativo.

Ensino Médio EM13MAT310| Resolver e elaborar proble- | Principios Aditivo e
mas de contagem envolvendo | Multiplicativo, Per-
agrupamentos ordenaveis ou | mutacdes, Arranjos e
nao de elementos, por meio | Combinacdes.
dos principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a estra-
tégias diversas, como o dia-
grama de arvore.

Ensino Médio EM13MAT311| Identificar e descrever o es- | Contagem do espaco
paco amostral de eventos ale- | amostral aplicada ao
atorios, realizando contagem | calculo de probabili-
das possibilidades, para resol- | dades.
ver e elaborar problemas que
envolvem o calculo da proba-
bilidade.

A anadlise dessa matriz curricular deixa evidente que a formalizacdo proposta para
o Ensino Médio ganha sentido quando alicercada nas experiéncias anteriores. Ao va-
lorizar as representacdes pessoais e 0s esquemas visuais nas etapas iniciais, constroi-
se o suporte cognitivo para que as férmulas e os algoritmos futuros surjam de forma

natural e consciente.

3.3 Caderno de Atividades para a Educacao Basica

Esta secao apresenta um conjunto de atividades didaticas investigativas dese-
nhadas para diferentes etapas da escolarizacao. As propostas foram estruturadas de

modo a respeitar o nivel de maturidade cognitiva dos estudantes.
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A trajetéria pedagdgica inicia-se nos anos iniciais do Ensino Fundamental,
etapa em que sao apresentadas duas atividades pautadas no uso de materiais con-
cretos e recursos lUudicos, explorando a enumeragao sistematica e a nocao de per-
mutacao simples por meio do desafio do cofre com fichas numeradas (Atividade 1 -
Subsecao 3.3.1). O objetivo dessas propostas iniciais é introduzir o raciocinio com-
binatério de forma intuitiva, avancando para o conceito de combinacao simples no
contexto da criacdo de tacas de sorvete, em que a ordem dos elementos é irrele-

vante, sem a utilizacao de férmulas algébricas (Atividade 2 - Subsecao 3.3.1).

Avanca-se, em seguida, para os anos finais do Ensino Fundamental, etapa
em que sao propostas duas atividades investigativas voltadas ao desenvolvimento
de esquemas organizacionais mais estruturados, como tabelas de dupla entrada e
diagramas de arvore (Atividade 3 - Subsecdo 3.3.2). O objetivo dessas propostas
é promover a transicao da contagem intuitiva para a sistematizacao por meio dos
Principios Aditivo e Multiplicativo, explorando o papel da ordem nos agrupamentos e
a diferenciacao entre decisdes em etapas e alternativas exclusivas, sem a introducao

prematura de férmulas algébricas (Atividade 4 - Subsecao 3.3.2).

Por fim, no Ensino Médio, apresentam-se duas propostas de aprofundamento
gue articulam a manipulacao pratica a formalizacao matematica e ao rigor algébrico.
A primeira busca deduzir as expressdes de permutacdes, arranjos e combinacdes a
partir de experimentos em grupo e modelagem de problemas cotidianos (Atividade 5
- Subsecao 3.3.3); a segunda utiliza a contagem de caminhos em grades retangulares
como modelo geométrico-combinatério para atribuir significado aos coeficientes do
Triangulo de Pascal e a expansao do Bindmio de Newton, promovendo demonstracdes

combinatérias visuais (Atividade 6 - Subsecao 3.3.3).

3.3.1 Atividades para o Ensino Fundamental - Anos Iniciais

Vamos apresentar duas propostas de atividades lUdicas e investigativas voltadas
aos estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental, concebidas para introduzir
intuitivamente conceitos fundamentais da Analise Combinatdria por meio da mani-
pulacao concreta de elementos. Enquanto a primeira atividade (Atividade 1 - 3.3.1)
explora a enumeracao sistematica de possibilidades e a nocao de permutacao (situ-

acoes em que a ordem dos elementos altera o resultado), a seqgunda (Atividade 2 -
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3.3.1) aborda o conceito de combinacao simples, destacando o contexto em que a or-
dem de escolha dos componentes é irrelevante para a constituicao do agrupamento

final.

Atividade 1: O Desafio do Segredo do Cofre

Esta atividade é destinada a estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental
(32 ou 4° ano), com uma duracao estimada de 50 minutos (tempo equivalente a 1
hora-aula). Pressupde-se que os estudantes ja reconhecam numeros de trés ordens

(centena, dezena e unidade).

O objetivo geral da proposta é introduzir de forma concreta e intuitiva a nocao
de permutacao simples sem repeticdo e a estratégia de enumeracao sistematica,

evidenciando como a ordem dos algarismos altera o valor e a identidade do numero.

Habilidades da BNCC

A proposta contempla as seguintes habilidades da Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC):

e EFO2MAO02: Fazer estimativas por meio de estratégias diversas a respeito da
guantidade de objetos de colecdes e registrar o resultado da contagem desses
objetos (até 1000 unidades).

e EFO4AMAO08: Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determinacao do nimero de agrupa-
mentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecao com todos os

elementos de outra, utilizando estratégias e formas de registro pessoais.

Desenvolvimento da Atividade Pratica

Organizacao da Sala: Dividir a turma em duplas.

Contextualizacao e Material: O professor apresenta aos estudantes um “cofre

misterioso” (uma caixa decorada com um cadeado ficticio) e entrega a cada dupla
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trés fichas coloridas numeradas com os algarismos 2, 3 e 7, além de uma folha de

registro.

1. Etapa 1: Experimentacao Livre com Material Concreto

e Situacao-Problema: Para abrir o cofre, precisamos descobrir a senha secreta
de 3 digitos formada pelos algarismos 2, 3 e 7. Nenhum algarismo pode ser

repetido na mesma senha. Quantas senhas diferentes conseguimos formar?

e Comando aos alunos: Manuseiem as fichas coloridas sobre a mesa para
montar os numeros de trés digitos e anotem na folha de registro cada senha

encontrada.
2. Etapa 2: Mediacao e Organizacao Sistematica

e Perguntas mediadoras:
- Se colocarmos o algarismo 2 na primeira posicao (centena), quais senhas
diferentes conseguimos formar?

- Se trocarmos apenas os dois Ultimos numeros de lugar, a senha continua

sendo a mesma ou muda?
- Como podemos organizar nossa lista para ter certeza de que nao esque-

cemos nenhuma senha nem repetimos nenhuma?

e Mediacao do professor: Incentive os alunos a fixarem o primeiro algarismo
para listar as possibilidades de forma ordenada:
- Comecando com o 2: 237 e 273;
- Comecando com o 3: 327 e 372,
- Comecandocomo 7: 723 e 732.

Sistematizacao e Quadro de Resultados

Ao término da atividade, o professor organiza as descobertas da turma no quadro,
formalizando a contagem total e destacando como a fixacao de um elemento auxilia

na organizacao:
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Tabela 3.2: Organizacao das senhas do cofre por fixagao do primeiro algarismo.

Algarismo na Centena | Senhas Formadas | Quantidade de Senhas

2 237 e 273 2 senhas
3 327 e 372 2 senhas
7 723 e 732 2 senhas

Total de Senhas Possiveis: | 6 senhas (3 grupos x 2)

Orientacoes Metodoldgicas e de Mediacao

e Uso de Fichas Coloridas: O manuseio fisico das fichas é fundamental nesta faixa
etaria, pois permite ao estudante perceber concretamente que alterar a posicao

das fichas altera a identidade do numero.

e Percepcao do Padrao Multiplicativo: Chame a atencao da turma para o fato
de que cada um dos 3 algarismos gera exatamente 2 senhas na posicao inicial,

antecipando intuitivamente a ideia de multiplicacao (3 x 2 = 6).

e Abstencao de Formalismo Precoce: Evitar a formalizacao imediata do termo
'permutacao’, priorizando inicialmente a construcao intuitiva da ideia de ordenacao
e manter o foco na construcao de estratégias préprias de listagem e na compreen-

sao do valor posicional.

Instrumento de Avaliacao

A avaliacdo do processo de ensino-aprendizagem deve ocorrer de forma continua
durante a observacao do trabalho em duplas. A Tabela 3.3 orienta 0 acompanha-

mento docente.
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Tabela 3.3: Critérios Avaliativos para os anos iniciais — Atividade 1.

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Manipulacao | Manuseia as | Registra as | Lista as se- | Nao consegue
e Represen- | fichas nume- | 6 senhas, | nhas de | montar nem
tacao radas com | cometendo forma de- | registrar  ©0s
autonomia e | pequenas sorganizada, | nUmeros de
registra as | omissoes esquecendo trés ordens.
6 senhas de | facilmente ou duplicando
forma clara e | autorreqgula- opcoes.
organizada. das.
Estratégia Aplica espon- | Adota a estra- | Tenta adi- | Nao apre-
de Organi- | taneamente tégia de fixar | vinhar as | senta estra-
zacao a estraté- | o primeiro al- | senhas de | tégia para
gia de fixar | garismo apds | forma ale- | encontrar os
o] primeiro | as perguntas | atéria, sem | resultados.
algarismo mediadoras padrao de
para listar as | do docente. busca.
senhas.
Percepcao Compreende | Percebe que | Confunde se | Nao percebe
do Papel da | queatrocade |a ordem dos | nimeros com |a influéncia
Ordem posicao dos | algarismos 0S mesmos | da posicao
algarismos importa apés | algarismos dos alga-
gera uma | a intervencao | em posicdes | rismos no
nova senha e | mediadora. trocadas sao | resultado.
altera o valor iguais.
do nimero.
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Anadlise Pedagdgica da Atividade

A Atividade 1 constitui um ponto de partida significativo para o desenvolvimento
do raciocinio combinatério nos anos iniciais do Ensino Fundamental. Ao apresentar o
desafio de abrir um cofre misterioso por meio do manuseio de fichas numeradas, a

proposta aborda intuitivamente a ideia de permutacao simples sem repeticao.

Nesta fase do desenvolvimento infantil, o aprendizado da Matematica apoia-se
na acao fisica sobre materiais concretos. A mediacao orientada do professor, ao en-
corajar a fixacao do primeiro algarismo, conduz a crianca a evoluir da tentativa e
erro aleatdéria para uma postura investigativa e organizada. Essa vivéncia é impor-
tante para que, nos anos escolares subsequentes, o estudante compreenda por que
os problemas de contagem e ordenacao utilizam principios multiplicativos, evitando

a memorizacao mecanica de regras sem significado.

Atividade 2: Sorvetes e as Combinacoes Duplas

Esta atividade é destinada a estudantes dos anos iniciais do Ensino Fundamental
(52 ano), com uma duracao estimada de 50 minutos (tempo equivalente a 1 hora-
aula). Pressupde-se que os estudantes ja saibam agrupar elementos por caracteristi-

Ccas.

O objetivo geral da proposta é introduzir de forma pratica e intuitiva o conceito de
combinacado simples, destacando a irrelevancia da ordem de escolha na composicdo
de um agrupamento e estimulando a eliminacao sistematica de duplas repetidas sem

a utilizacao de formulas algébricas.

Habilidades da BNCC

A proposta contempla as seguintes habilidades da Base Nacional Comum Curricu-
lar (BNCC):

e EFO2MAO02: Fazer estimativas por meio de estratégias diversas a respeito da
quantidade de objetos de colecdes e registrar o resultado da contagem desses
objetos (até 1000 unidades).
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e EFO4AMAO08: Resolver, com o suporte de imagem e/ou material manipulavel,
problemas simples de contagem, como a determinacao do nimero de agrupa-
mentos possiveis ao se combinar cada elemento de uma colecao com todos os

elementos de outra, utilizando estratégias e formas de registro pessoais.

e EFO5MAO09: Resolver e elaborar problemas simples de contagem envolvendo o
principio multiplicativo, como a determinacao do niumero de agrupamentos pos-
siveis ao se combinar cada elemento de uma colecao com todos os elementos

de outra colecao, por meio de diagramas de arvore ou por tabelas.

Desenvolvimento da Atividade Pratica

Organizacao da Sala: Dividir a turma em grupos de 3 a 4 estudantes.

Contextualizacao e Material: Os alunos assumem o papel de “Chefes de Cozinha”
em uma sorveteria de brinquedo. Cada grupo recebe cartdes coloridos representando
bolas de sorvete em 4 sabores: Morango (M), Chocolate (C), Baunilha (B) e Doce de

Leite (D), além de pequenas tacas de papel para montagem e uma folha de registro.

1. Etapa 1: Experimentacao Livre e Discussao sobre a Ordem

e Situacao-Problema: A sorveteria lancard uma promocao de tacas com exa-
tamente 2 sabores diferentes. Quantas combinacdes distintas de tacas de

sorvete podemos oferecer no cardapio usando os 4 sabores disponiveis?

e Comando aos alunos: Utilizem os cartdes coloridos para montar as duplas

de sabores dentro das tacas e registrem na folha todas as opcdes encontradas.

¢ Intervencao e Pergunta Mediadora: Se colocarmos uma bola de Chocolate
e depois uma de Baunilha na taca, esse sorvete é diferente de colocar primeiro

a Baunilha e depois o Chocolate?.

e Conclusao dos alunos: Os estudantes percebem que o produto final é a
mesma taca de sorvete, concluindo que a ordem em que as bolas sao coloca-

das nao altera a combinacao.

2. Etapa 2: Organizacao e Eliminacao de Duplicidades
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e Pergunta mediadora: Como podemos listar os sabores sem repetir ne-

nhuma taca e sem esquecer nenhum par?

e Mediacao do professor: Oriente a turma a fixar o primeiro sabor e listar
apenas 0s novos pares ainda nao formados:
- Combinacdes com Morango (M): {M,C}, {M,B}, {M,D} (3 tacas);
- Combinacdes com Chocolate (C), sem repetir Morango: {C,B}, {C,D} (2
tacas);

- Combinacdes com Baunilha (B), sem repetir os anteriores: {B,D} (1 taca).

Sistematizacao e Quadro de Resultados

Ao final da atividade, o professor organiza as combinacdes encontradas no quadro,
destacando a contagem decrescente que resulta da eliminacao das trocas de ordem

equivalentes:

Tabela 3.4: Organizacao das combinacdes de sorvete por eliminacao de repeticdes.

Sabor Base Fixado | Novas Combinacoes Formadas Quantidade de Tacas
Morango (M) {M,C}, {M,B}, {M,D} 3 tacas
Chocolate (C) {C,B}, {C,D} (descarta {C,M} por ser 2 tacas

igual a {M, C})

Baunilha (B) {B,D} (descarta {B,M} e {B,C} por ja 1 taca
existirem)
Total Geral de Combinacoes Distintas: 6 tacas (3+2+1)

Orientacoes Metodoldgicas e de Mediacao

e Uso Concreto dos Cartoes e Tacas: Colocar fisicamente os cartdes dentro da
taca de papel ajuda a crianca a visualizar que {C,M} e {M, C} ocupam o mesmo

espaco fisico no recipiente, tornando a igualdade evidente.

e Contagem Decrescente Intuitiva: Incentive os alunos a notarem o padrao nu-

mérico decrescente (3+ 2+ 1 = 6). Essa percepcao constrdi a intuicdao necessaria
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para o entendimento futuro da soma de progressodes e da eliminacao de repeticdes

nas combinacdes.

e Abstencao de Formalismo Precoce: O objetivo geral da proposta é construir

intuitivamente a ideia que fundamenta o conceito de combinacao simples, sem

introduzir inicialmente sua nomenclatura ou formula. O foco deve ser a justificativa

oral do porqué certas duplas foram descartadas da contagem.

Instrumento de Avaliacao

A avaliacao do processo de ensino-aprendizagem deve ser continua e formativa,

acompanhando a interacao dos grupos. A Tabela 3.5 orienta a observacao docente.

Tabela 3.5: Critérios Avaliativos para os anos iniciais — Atividade 2.

Critérios

Excelente
(4)

Bom (3)

Regular (2)

Insuficiente

(1)

Manipulacao

e Represen-

Agrupa os car-

toes de sabo-

Registra as 6

combinacdes

Lista as com-

binacdes com

Nao conse-

gue  formar

a mesma taca
de {M, C}.

tacao res e registra | de tacas, com | dificuldade, nem registrar
as 6 combina- | pequenas ra- | duplicando 0s pares de
¢cdes sem du- | suras de auto- | ou omitindo | sabores.
plicar op¢des. | correcao. duplas de
sabores.
Estratégia Descarta Descarta du- | Mantém du- | Nao apre-
de Elimina- | esponta- plas repetidas | plas repetidas | senta estra-
cao neamente apés a per-|na lista final | tégia e lista
duplas re- | gunta media- | por nao per- | sabores de
petidas (ex.: | dora do pro- | ceber que a | forma aleaté-
{C, M}), justi- | fessor. ordem nao | ria.
ficando que é importa.
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Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Compreensaog Explica com | Compreende | Hesita em | Considera
da Irrele- | clareza verbal | que a or- | aceitar que |que a troca
vancia da | que a ordem | dem nao | trocar a po- | da ordem dos
Ordem dos sabores | importa apds | sicao das | sabores cria
nao altera | a simulacao | bolas de sor- | um produto
a taca de|concreta com | vete gera | diferente.
sorvetefinal. |a taca de|o mesmo
papel. produto.

Anadlise Pedagdgica da Atividade

A Atividade 2 complementa a Atividade 1 ao introduzir o segundo pilar do racioci-
nio combinatdrio nos anos iniciais do Ensino Fundamental: o conceito de combinacao

simples, no qual a ordem dos elementos nao altera o agrupamento formado.

Se na Atividade 1 (O Desafio do Segredo do Cofre) os estudantes perceberam que
alterar a ordem dos algarismos cria uma nova senha (permutacao), na Atividade 2
eles vivenciam a situacao oposta. Ao manipularem os cartdes de sabores nas tacas
de papel, a crianca é levada a descartar pares equivalentes (como {C,M} e {M, C}),
compreendendo na pratica a necessidade de ajustar a contagem quando a ordem é
irrelevante. Esse processo de eliminacao (3+ 2+ 1 = 6) constrdi a intuicdo necesséria
para compreender, no Ensino Médio, por que a férmula da combinacao é o total de

arranjos dividido pelo fatorial do nimero de elementos escolhidos.

3.3.2 Atividades para o Ensino Fundamental - Anos Finais

Nesta subsecao, sao apresentadas duas propostas de atividades investigativas
estruturadas para os anos finais do Ensino Fundamental (82 ou 92 anos). O objetivo
central é promover a transicao do pensamento combinatério tatil e empirico, traba-
lhado nos anos iniciais do Ensino Fundamental, para a sistematizacao por meio do

Principio Multiplicativo e da representacao por diagramas e tabelas. As atividades
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(Atividade 3 - 3.3.2 e Atividade 4 - 3.3.2) exploram, respectivamente, o papel da or-
dem nos agrupamentos e a diferenciacao entre os Principios Aditivo e Multiplicativo,
priorizando a construcao do raciocinio l6gico em contextos do cotidiano escolar, sem

a introducao prematura de férmulas ou simbolismos algébricos.

Atividade 3: Cumprimentos e Organizacao de Grémio Estudantil

Esta atividade é destinada a estudantes do 8° ano ou 92 ano do Ensino Funda-
mental, com uma duracao estimada de 1 hora e 40 minutos (tempo equivalente a 2
horas-aula de 50 minutos cada). Pressupde-se que os estudantes ja compreendam
as operacoes fundamentais e a organizacao de dados em tabelas de dupla entrada e

diagramas.

O objetivo geral da proposta é promover o desenvolvimento do raciocinio com-
binatdrio por meio da resolucao de problemas em contextos sociais do cotidiano es-
colar, permitindo ao estudante identificar a diferenca entre agrupamentos em que a
ordem dos elementos altera o resultado e aqueles em que a ordem nao interfere, sem

recorrer a memorizacao de férmulas algébricas.

Habilidade da BNCC

A proposta contempla a seguinte habilidade da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC):

e EFO8MAO03: Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva

a aplicacao do principio multiplicativo.

Desenvolvimento da Atividade Pratica

Organizacao da Sala: Dividir a turma em grupos de 5 estudantes.

Contextualizacao: Uma comissao formada por 5 estudantes (representados pelas
letras A, B, C, D e E) reuniu-se para planejar a fundacao do novo Grémio Estudantil da

escola.
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1. Etapa 1: A Saudacao Inicial (Raciocinio de Combinacao sem Férmula)

¢ Situacao-Problema: Ao chegarem a primeira reunido, todos os 5 estudantes
se cumprimentam entre si com um aperto de mao. Quantos apertos de mao

acontecem ao todo na sala?

e Comando aos alunos: Simulem a situacao no grupo ou utilizem um dia-

grama de pontos e linhas para registrar todas as saudacodes realizadas.

e Perguntas mediadoras: Quando o estudante A aperta a mao do estudante
B, o estudante B precisa apertar a mao de A novamente? Esse cumprimento

€ duplo ou Unico? A ordem das pessoas altera o aperto de mao?

e Mediacao do professor: Incentive os alunos a listarem os apertos de mao
de forma sistematica (ex.: saudacoes envolvendo o aluno A, depois as sauda-
¢des de B que ainda nao foram contadas, e assim por diante), percebendo a

contagem decrescente: 4+ 3+ 2+ 1 =10 apertos de mao.

2. Etapa 2: Eleicao da Lideranca da Chapa (Raciocinio de Arranjo sem For-

mula)

e Situacao-Problema: Dentre os mesmos 5 membros da comissao, é neces-
sario escolher 1 estudante para o cargo de Presidente e 1 para o cargo de
Vice-Presidente. O mesmo estudante nao pode ocupar os dois cargos. De

quantas maneiras distintas essa lideranca pode ser formada?

e Comando aos alunos: Registrem todas as duplas possiveis discriminando
explicitamente os cargos ocupados por cada integrante (ex.: usando uma ta-
bela com colunas para Presidente e Vice).

e Perguntas mediadoras: A chapa composta por “A como Presidente e B
como Vice" é igual a chapa “B como Presidente e A como Vice"? Por que o

nUmero total de possibilidades aqui deu o dobro do resultado da Etapa 1?

e Mediacao do professor: Conduza os estudantes a perceberem que existem
5 opcdes possiveis para a escolha do Presidente e, para cada uma dessas
opcoOes, restam 4 escolhas para o Vice-Presidente, aplicando o Principio Multi-

plicativo: 5-4 =20 formacodes distintas de lideranca.
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Sistematizacao e Quadro de Resultados

Ao término dos trabalhos em grupo, o professor orienta a sistematizacao no qua-

dro, construindo a comparacao entre as duas situacdes para consolidar o papel da

ordem nos agrupamentos:

Tabela 3.6: Comparacao entre os agrupamentos investigados no 82/9° Ano.

Situacao Investi- | A Ordem Importa? | Total de Possibilidades | Estratégia de

gada Contagem Reco-
mendada

1. Apertos de Mao Nao 10 Contagem decres-

(2 a 2 entre 5 pes- cente sem repeti-

soas) cao (4+3+2+1)
ou parte de uma
tabela 5 x 5 deta-
Ihada a sequir.

2. Escolha da Lide- Sim 20 Principio  Multipli-

ranca (Presidente cativo: 5 opcoes x

e Vice) 4 opcoes.

Orientacoes Metodoldgicas e de Mediacao

e Uso da Tabela 5 x 5 de Dupla Entrada como Suporte Visual: Para a Etapa 1,
peca para os estudantes desenharem uma tabela 5x5 com as letras A, B, C, D, E nas
linhas e nas colunas. Oriente-os a riscarem a diagonal principal (ninguém aperta a
prépria mao) e a notarem que a parte superior é espelhada a inferior. Isso revela

intuitivamente que a contagem em que a ordem nao importa é a metade do produto

de opgdes: 23* =10.

e Abstencao de Formalismo Precoce: Evite o uso de férmulas, da notacao de
fatorial (n!) e da identificacao prévia dos agrupamentos como “Combinacao" ou
“Arranjo". O foco pedagdgico nos anos finais do Ensino Fundamental deve ser a
interpretacao do enunciado, o uso de diagramas/tabelas e a compreensao do Prin-

cipio Multiplicativo.
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Instrumento de Avaliacao

A avaliacao do processo de ensino-aprendizagem deve ocorrer de forma continua
e formativa durante a mediacao dos grupos. A Tabela 3.7 orienta 0 acompanhamento

docente.

Tabela 3.7: Critérios Avaliativos para os anos finais do Ensino Fundamental.

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
RepresentacdadConstréi  di- | Representa Desenha o0s | Nao consegue
e Diagrama- | agramas de | as interacdes | esquemas representar o
cao pontos ou | com clareza, | de forma de- | problema por
tabelas de | cometendo sorganizada, | esquemas ou
dupla entrada | pequenas duplicando ou | tabelas.
completos e | omissdes de | esquecendo
organizados facil auto- | opcoes.
sem duplicar | correcao.
saudacoes.
Aplicacao Compreende | Aplica o | Recorre ape- | Nao identifica

do Principio

e aplica a

Principio Mul-

nas a lista-

as relacoes de

Multiplica- multiplica- tiplicativo gemum aum, | contagem no
tivo cao (5 x 4), | corretamente, | sem utilizar | problema.

explicando mas hesita | a estratégia

com clareza | ao explicar | multiplicativa.

por que ela|a diferenca

se aplica a|para o caso

escolha dos | dos cumpri-

cargos. mentos.
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Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Percepcao Diferencia Percebe a | Confunde se | Nao compre-
do Papel da | claramente diferenca en- | a inversao | ende como
Ordem quando a or- | tre as duas | dos nomes | a ordem dos
dem altera o | etapas apds | gera uma | elementos

agrupamento | a mediacao e | nova  possi- | afeta a conta-

(chapa  pre- | perguntas do | bilidade no | gem.

sidencial vs. | professor. cumprimento.
aperto de
mao).

Analise Pedagdgica da Atividade

A atividade conecta o aprendizado pratico e intuitivo dos anos iniciais do Ensino
Fundamental ao estudo formal e algébrico do Ensino Médio. Ela permite que o es-
tudante dos anos finais do Ensino Fundamental entenda a légica das combinacdes e

dos arranjos antes que esses conceitos sejam transformados em férmulas.

Ao utilizar o contexto social do Grémio Estudantil, a atividade contrapde a inte-
racao reciproca (os apertos de mao, em que a ordem nao gera uma nova acao) a
atribuicao de funcdes hierarquicas (Presidente e Vice-Presidente, em que a ordem al-
tera o resultado). Essa abordagem permite ao estudante compreender a légica do
Principio Multiplicativo (5 x 4 = 20) e descobrir de forma autbnoma por que é ne-
cessario “dividir por 2" ou realizar a soma decrescente (4+ 3+ 2+ 1 = 10) quando
a inversao dos pares nao gera uma nova possibilidade. Dessa forma, valoriza-se o
raciocinio dedutivo e a construcao do pensamento combinatdrio recomendado pela

BNCC, preparando o aluno para o formalismo futuro de forma significativa.

Atividade 4: Escolha de Uniformes e Criacao de Senhas

Esta atividade é destinada a estudantes do 82 ano ou 92 ano do Ensino Funda-

mental, com uma duracao estimada de 1 hora e 40 minutos (tempo equivalente a 2
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horas-aula de 50 minutos cada). Pressupde-se que os estudantes j& saibam interpre-
tar pequenos enunciados com restricdes e organizar dados em diagramas de arvore

ou listas sistematicas.

O objetivo geral da proposta é levar o estudante a compreender e diferenciar a
aplicacao do Principio Multiplicativo (decisdes em etapas sucessivas — uso do “E”) e do
Principio Aditivo (decisGes entre alternativas mutuamente exclusivas — uso do “OU"),
explorando a modelagem de problemas de design de uniformes e criacao de senhas

sem a introducao de linguagem algébrica abstrata ou formulas formais.

Habilidade da BNCC

A proposta contempla a seguinte habilidade da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC):

e EFO8MAO03: Resolver e elaborar problemas de contagem cuja resolucao envolva

a aplicacao do principio multiplicativo.

Desenvolvimento da Atividade Pratica

Organizacao da Sala: Dividir a turma em grupos de 4 estudantes.

Contextualizacao: A direcao da escola esta elaborando o novo uniforme de treino

do time de futebol e criando senhas para os armarios dos vestiarios.

1. Etapa 1: A Escolha do Uniforme Esportivo (Principio Multiplicativo)

e Situacao-Problema: Para compor o uniforme principal do time de futebol
da escola, os alunos devem escolher 1 modelo de camiseta entre 3 opcgdes
disponiveis (Azul, Amarela ou Branca) e 1 modelo de short entre 2 opg¢des dis-
poniveis (Preto ou Cinza). De quantas maneiras diferentes é possivel compor

o uniforme do time?

e Comando aos alunos: Construam uma arvore de possibilidades (diagrama
de ramificacao) ou uma tabela conectando cada camiseta aos shorts possiveis

para determinar o total de combinacdes de vestuario.
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e Perguntas mediadoras: Para montar o uniforme completo, o estudante pre-
cisa escolher a camiseta e o short, ou escolhe apenas um dos dois? O niamero

de opcodes de camisetas altera a quantidade de combinacdes para cada short?

e Mediacao do professor: Faca a turma notar que, como as escolhas ocorrem
em etapas sucessivas e independentes (camiseta e short), o total de possibi-

lidades é o produto das opcdes de cada etapa (3 -2 = 6 uniformes).
2. Etapa 2: A Opcao pelo Uniforme (Principio Aditivo)

e Situacao-Problema: Para os dias frios, a escola permite duas modalidades
de vestudrio esportivo: ou o aluno veste o uniforme (as 6 combinacdes cal-
culadas na Etapa 1) ou veste um dos 4 modelos de agasalho (conjunto Unico
sem combinacao de pecas). De quantas maneiras um atleta pode se vestir

para o treino nessa nova situacao?

e Comando aos alunos: Registrem todas as opcdes totais de vestuario de
treino e discutam se é possivel usar o uniforme e o agasalho ao mesmo tempo

como conjunto principal.

e Perguntas mediadoras: Um atleta pode estar vestindo o uniforme e o aga-
salho simultaneamente? O uso de um inviabiliza o outro? Aqui nés multiplica-

MOS Ou Somamos as opcdes?

e Mediacao do professor: Destaque que as duas modalidades sao alternati-
vas mutuamente exclusivas (uniforme ou agasalho). Assim, o total de opc¢des
€ obtido pela soma das possibilidades de cada caso (6 + 4 = 10 opgobes de

vestuario).
3. Etapa 3: Criacao de Senhas para os Armarios (Usando os dois Principios)

e Situacao-Problema: Cada atleta recebera um armario no vestidrio com uma
senha individual de 2 caracteres. Podem ser criadas senhas de dois tipos. Sao

eles:

- Tipo A: A senha é formada por 1 letra da palavra GOL seguida de 1 alga-
rismo entre 1 e 3 (ex.: G1, 03, L2);

- Tipo B: A senha é formada por 2 algarismos iguais entre os nimeros 1, 2 e
3 (ex.: 11, 22, 33).

Quantas senhas de acesso diferentes podem ser geradas para os armarios?
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e Comando aos alunos: Listem as senhas possiveis para o Tipo A e para o Tipo

B e, em seguida, determinem o total geral de senhas disponiveis.

e Perguntas mediadoras: Quantas senhas existem do Tipo A? Quantas exis-
tem do Tipo B? Uma senha pode pertencer ao Tipo A e ao Tipo B ao mesmo

tempo? Qual operacao deve ser realizada entre o total do Tipo A e do Tipo B?

e Mediacao do professor: Oriente a identificacao das duas etapas: no Tipo A,
aplica-se o Principio Multiplicativo (3 letrasx 3 algarismos = 9 senhas). No Tipo
B, ha 3 senhas possiveis. Como as senhas pertencem ao Tipo A ou ao Tipo B,

aplica-se o Principio Aditivo para o total final (9 + 3 = 12 senhas distintas).

Sistematizacao e Quadro de Resultados

Ao término das atividades em grupo, o professor promove a sistematizacao no
guadro, ajudando a turma a formalizar intuitivamente os conectivos légicos “E” e

“OU"” no raciocinio combinatoério:

Tabela 3.8: Sistematizacao dos Principios de Contagem.

Conectivo Relacao das | Operacao Exemplo na Atividade

Lagico Decisoes Aplicada

Conectivo DecisGes simul- | Multiplicacao | Escolher camiseta (3) e short (2): 3 x
“E” taneas ou em 2 =06.

etapas sucessi-

vas.
Conectivo Decisdes al- | Soma Usar uniforme (6) ou agasalho (4): 6 +
“ou” ternativas e 4 =10.

mutuamente

exclusivas.

Integracao Etapas sucessi- | Multiplicacao | Senhas Tipo A (3x 3 =9) ou Tipo B (3):
(E + OU) vas divididas em | e Soma 9+3=12.
casos indepen-

dentes.
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e Foco nas Palavras de Ligacao (“E” e “OU”): Incentive os estudantes a verba-

lizarem os problemas sublinhando as palavras “E” e “OU”. Isso substitui a necessi-

dade de memorizar regras abstratas pela analise do significado da situacao.

e Uso do Diagrama de Arvore: Estimule o desenho da arvore de possibilidades

para a Etapa 1 e Etapa 3. O diagrama de ramificacdao é uma excelente ferramenta

visual para que o aluno do Ensino Fundamental entenda de onde vem a multiplica-

¢cao sem precisar recorrer a algebra.

e Abstencao de Formalismo Precoce: O professor deve evitar o uso de notacdes

de conjuntos (intersecao e reuniao), equacdes simbdlicas e termos técnicos formais

antes que os estudantes compreendam com clareza a légica e o significado dos

conectivos no problema.

Instrumento de Avaliacao

A avaliacao deve ser realizada de forma continua e formativa durante as discus-

sdes em grupo. A Tabela 3.9 orienta o0 acompanhamento docente.

Tabela 3.9: Critérios Avaliativos para os anos finais do Ensino Fundamental.

ou o Aditivo.

em algum dos

problemas.

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Identificacao | Diferencia Identifica os | Confunde Nao com-
dos Conec- | claramente conectivos na | com frequén- | preende a
tivos (E /| quando as de- | maioria das | cia quando | diferenca en-
Oou) cisdes exigem | etapas, com | deve somar | tre etapas
o] Principio | pequenas ou multiplicar | sucessivas e
Multiplicativo | hesitacdes as opcoes. alternativas

exclusivas.

UFU-IME-PROFMAT

64



Produto Educacional: Propostas de Atividades Significativas para o Ensino das Técnicas de

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
RepresentacdadConstréi  ar- | Desenha Elabora di- | Nao consegue
e Diagrama- | vores de | diagramas agramas representar o
cao possibilidades | legiveis, co- | confusos ou | problema por
completas e | metendo incomple- diagramas de
organizadas peguenas tos, omitindo | arvore ou ta-

para modelar | omissdes de | ramificacdes. | belas.
o problema | facil auto-

de senhas e | correcao.

uniformes.
Resolucao e | Resolve pro- | Chega ao | Obtém resul- | Nao consegue
Argumenta- | blemas in- | resultado tados incorre- | aplicar oS
cao tegrados correto, mas | tos por somar | principios de
(multiplica- apresenta quando deve- | contagem a

¢cao + soma) | justificativas ria multiplicar | resolucao dos
justificando incomple- ou vice-versa. | problemas.
cada etapa | tas na etapa
com clareza | combinada.

verbal.

Anadlise Pedagdgica da Atividade

A atividade desenvolve o raciocinio combinatdrio nos anos finais do Ensino Fun-
damental ao abordar conteudos considerados dificeis no ensino de Matematica: os

Principios Aditivo e Multiplicativo de Contagem e suas diferencas.

Diferentemente da atividade de agrupamentos e selecdes (como a escolha de car-
gos ou 0s cumprimentos), esta proposta foca na tomada de decisdes em etapas e em
casos alternativos. O contexto dos uniformes e da criacao de senhas de acesso ofe-
rece uma representacao concreta para a distincdo linguistica e matematica entre o
conectivo “E” (que exige multiplicar as escolhas associadas) e o conectivo “OU” (que

exige somar os caminhos exclusivos). A construcao da arvore de possibilidades atua
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como organizador cognitivo, permitindo que o aluno veja visualmente a multiplicacao
como uma ramificacao e a soma como a juncao de blocos independentes. Essa vi-
véncia prepara o estudante para resolver problemas mais complexos com restricdes e
casos disjuntos no Ensino Médio de forma consciente e sem dependéncia de formulas

decoradas.

3.3.3 Atividades para o Ensino Médio

Nesta subsecao, sao apresentadas duas propostas de atividades investigativas
e de aprofundamento voltadas aos estudantes do Ensino Médio. O objetivo é pro-
mover a transicao do raciocinio combinatério estruturado em tabelas e diagramas,
trabalhado nos anos finais do Ensino Fundamental, para a formalizagao algébrica, o
rigor conceitual e a articulacdo entre a Anélise Combinatéria, a Geometria e a Algebra

Polinomial.

As atividades (Atividade 5 - 3.3.3 e Atividade 6 - 3.3.3) exploram, respectiva-
mente, a caracterizacao dos agrupamentos simples e circulares a partir da experi-
mentacao tatil em grupo e a interpretacao combinatéria do Triangulo de Pascal e
do Binbmio de Newton por meio do modelo geométrico de caminhos em grades re-
tangulares, priorizando a construcdao do significado matematico antes da aplicacao

mecanica de algoritmos.

Atividade 5: Explorando os Conceitos Basicos da Analise Com-
binatdria

Esta atividade é destinada a estudantes do 12 ano ou 2° ano do Ensino Médio, com
uma duracao estimada de 3 horas e 20 minutos (tempo equivalente a 4 horas-aula de
50 minutos cada). Pressupde-se que os estudantes ja possuam conhecimento prévio
sobre o fatorial de um ndmero natural e sobre os Principios Aditivo e Multiplicativo de

Contagem.

O objetivo geral da proposta é desenvolver o raciocinio combinatério por meio
da manipulacao concreta e da experimentacao em grupo, permitindo ao estudante
diferenciar permutacao simples, permutacao circular, arranjo simples e combinacao

simples a partir do significado da ordem e da natureza dos agrupamentos.
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Habilidade da BNCC

A proposta contempla a seguinte habilidade da Base Nacional Comum Curricular
(BNCCQ):

e EM13MAT310: Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agru-
pamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplica-

tivo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

Aula 1 - Investigacao Concreta e Enumeracao de Possibilidades

Objetivo Especifico: Experimentar diferentes formas de agrupamento com os pré-
prios integrantes do grupo, identificando o papel da ordem e da geometria do arranjo

(linear vs. circular).

Organizacao da Sala: Dividir a turma em grupos de 4 estudantes (denominados
A,B,C e D).

Duracao estimada: 1 hora e 40 minutos.

Desenvolvimento das Atividades Praticas

1. Etapa 1: Organizando a Fila (Permutacao Simples)
e Comando aos alunos: Listem de forma sistematica todas as filas indianas
possiveis formadas pelos 4 integrantes do grupo.

e Perguntas mediadoras: Quantas filas diferentes foram obtidas? Se trocar-

mos a posicao de apenas dois colegas, a fila resultante é a mesma ou é nova?

e Mediacao do professor: Incentive os alunos a fixarem o primeiro elemento
da fila (ex.: todos os casos comecando com o aluno A) para garantir a enume-

racao completa sem esquecimentos.
2. Etapa 2: Agrupando em Circulo (Permutacao Circular)

e Comando aos alunos: Sentem-se em torno de uma mesa redonda (ou orga-

nizem 4 cadeiras em circulo). Listem as disposicdes relativas distintas.
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e Perguntas mediadoras: Se todos se levantarem e girarem uma cadeira para
a direita, a vizinhanca de cada pessoa mudou? Essa configuracao deve ser
contada como uma nova possibilidade? O total de disposicdes é maior ou

menor que o da fila?

e Mediacao do professor: Chame a atencao para o fato de que, em arranjos
circulares, apenas a posicao relativa entre os integrantes importa; rotacdes de

um mesmo grupo nao geram novas configuragoes.
3. Etapa 3: Pdédio de Premiacao (Arranjo Simples)

e Comando aos alunos: Dentre os 4 integrantes, determinem todas as forma-

cdes possiveis para um poédio de 12, 2° e 3° lugares.

e Perguntas mediadoras: O pddio formado por (A em 12, B em 2° C em 39) é
igual ao pddio (B em 12, A em 29 C em 3°)? Quantos alunos ficaram de fora

em cada pédio?

e Mediacao do professor: Faca os alunos notarem que a ordem de escolha

altera o resultado e que 1 aluno sempre fica de fora da premiacao.
4. Etapa 4: Selecionando Equipes (Combinacao Simples)

e Comando aos alunos: Formem todas as equipes possiveis compostas por 3

dos 4 integrantes do grupo para representar a sala em uma gincana.

e Perguntas mediadoras: A equipe {A, B, C} é diferente da equipe {C,B,A}?

Quantas equipes distintas foi possivel formar?

e Mediacao do professor: Ajude-os a perceber que, ao escolher 3 pessoas
para uma mesma equipe, a ordem de selecao nao gera uma nova equipe e
gue escolher 3 para formar a equipe € o mesmo que escolher 1 para ficar fora

dela.

Sistematizacao e Quadro de Resultados

Apds o encerramento dos trabalhos em grupo, o professor registra os resultados
encontrados pela turma no quadro, promovendo a comparacao entre as quatro situa-

cdes. A Tabela 3.10 resume a comparacao que deve ser formalizada com a turma.
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Tabela 3.10: Sistematizacao dos resultados obtidos na Aula 1.

Situacao A Ordem Importa? | Total (n = 4) | Raciocinio Combinaté-
rio

1. Fila (4 pessoas) Sim 24 4.3-2-1=4!

2. Mesa Circular (4 pes- Sim 6 24/4 = 3!

soas)

3. Pddio (3 de 4 pessoas) Sim 24 4.3 .2 (escolha de posi-
coes)

4. Equipe (3 de 4 pes- Nao 4 Escolher 3 é o mesmo

soas) que deixar 1 fora

Aula 2 - Formalizacao dos Conceitos e Aplicacoes

Objetivo Especifico: Associar os agrupamentos investigados as definicdes algébri-

cas formais da Analise Combinatdria e aplicar os conceitos em problemas cotidianos.

Duracao estimada: 1 hora e 40 minutos.

Sistematizacao das Formulas Gerais

O professor retoma o quadro de resultados da aula anterior e, utilizando inicial-
mente os dados concretos do experimento (n = 4 e p = 3), formaliza as expressoes
numéricas obtidas para cada situacao. Em seguida, orienta a turma no processo de
abstracdo para generalizar as estruturas algébricas para um conjunto de n elementos
tomados p a p (nos casos em que a escolha envolve um subconjunto com p elemen-

tos, onde p < n):

e Permutacao Simples (P,): Agrupamento de todos os n elementos em ordem
linear.

Pn=n'

e Permutacao Circular (P.(n)): Agrupamento de n elementos em disposicao circu-
lar.
Pc(n)=(n—1)!

e Arranjo Simples (Ap p): Subconjunto ordenado de p elementos escolhidos entre n

disponiveis (p < n).
n!

= oo
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o Combinacao Simples (CP): Subconjunto nao ordenado de p elementos distintos

escolhidos entre n disponiveis (p < n).

. n!
Cn= | — |
p!(n—p)!

Modelagem de Situacoes do Cotidiano

O professor propde pequenas situacdes de aplicagcao pratica, solicitando que a
turma identifique qual modelo combinatério se ajusta a cada contexto antes de efe-

tuar os calculos:

1. Seguranca Digital e Senhas: Criacao de senhas bancarias com 4 digitos distin-

tos (Arranjo simples A10.4).

2. Cronograma de Atividades de um Estudante: Um estudante precisa realizar 5
tarefas distintas durante a tarde (estudar Matematica, ler um capitulo de Histéria,
fazer um trabalho de Biologia, praticar Inglés e organizar o quarto). De quantas

maneiras ele pode executar as 5 tarefas? (Permutacao simples Ps).

3. Confeccao de Pulseiras: Uma artesa deseja criar pulseiras em formato circular
contendo 4 pingentes distintos. Considerando que o giro da pulseira no pulso
ndo cria um novo modelo, quantas pulseiras diferentes é possivel confeccionar?

(Permutacao circular P.(4)).

4. Campeonatos de Futebol: Torneio de futebol no sistema “todos contra todos"

com 8 times. Quantos jogos serao realizados? (Combinacao simples Cg).

5. Campeonatos de Futebol (Turno e Returno): Torneio de futebol no sistema
"todos contra todos"com 8 times, em que cada time joga em casa e fora de casa

contra cada adversario. Quantos jogos serao realizados? (Arranjo simples Ag 2).

6. Escalas de Plantao: Selecao de 3 médicos entre 10 disponiveis para cobrir um

turno no hospital (Combinagao simples C3)).

7. Sistemas de Identificacao (Placas de Veiculos): Andlise da quantidade de pla-
cas possiveis no padrao Mercosul considerando que ndo ha repeticao de caracteres

(Arranjo simples e Principio Multiplicativo).
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Durante a conducao das aulas, o professor deve atentar para as seguintes diretri-

zes pedagdgicas:

o Evitar a apresentacao precoce de formulas: Permita que o estudante sinta a
necessidade da férmula a medida que o tamanho dos conjuntos inviabiliza a lista-

gem manual.

e Valorizar o registro sistematico: Incentive o uso da arvore de possibilidades ou

diagramas antes da representacao simbdlica.

e Trabalhar o erro como hipotese: Quando o aluno confundir Arranjo com Combi-
nacao, peca para ele nomear os elementos do grupo e testar se a inversao de dois

elementos altera o resultado pratico.

Instrumento de Avaliacao

A avaliacdo do processo de ensino-aprendizagem deve ocorrer de forma conti-
nua, formativa e processual ao longo das aulas. O instrumento proposto na Tabela
3.11 destina-se a orientar o acompanhamento do desenvolvimento dos estudantes
durante as atividades em grupo, fornecendo subsidios para que o professor identifi-
que necessidades de aprendizagem e intervenha pontualmente junto aos grupos que

apresentarem desempenho nos niveis “Regular" ou “Insuficiente".

Ademais, recomenda-se a disponibilizacao de uma versao simplificada dessa ma-
triz aos estudantes ao final da atividade, promovendo a autoavaliacao e a reflexao

sobre o proprio percurso de aprendizagem.
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Tabela 3.11: Critérios Avaliativos.

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Engajamento| Participa ati- | Colabora de | Participa de | Nao interage
e Colabora- | vamente da |forma con- | maneira pas- | com 0 grupo e
cao manipula- sistente na | siva ou ape- | nao realiza as
cao, propde | maioria das | nas quando | tarefas.
estratégias etapas da | solicitado.
e coopera | atividade.
na busca de
solucodes.
Enumeracao | Diagrama e | Registra a | Lista os ca- | Nao consegue
e Organiza- | registra todas | maioria dos | sos de forma | organizar o
cao as possibili- | casos, apre- | desordenada, | registro das
dades com | sentando duplicando ou | possibilida-
método siste- | pequenas omitindo pos- | des.
matico (ex.: | omissGes ou | sibilidades.
arvore ou | desorganiza-
tabela). coes.
Diferenciacao Identifica com | Diferencia os | Confunde Nao compre-

Conceitual

precisao o pa-
pel da ordem
e distingue
permutacao,

arranjo e
combinacao

com justifica-

tiva.

conceitos na

maioria  dos
Casos, com
pequenas

hesitacodes.

com frequén-
cia guando
a ordem dos
elementos

altera o agru-

pamento.

ende a dife-
renca entre os
modelos com-

binatdrios.
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Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
ArgumentacapExplica os ra- | Apresenta Justifica de | Nao apre-
e Justifica- | ciocinios com | justificati- forma su- | senta justifi-
tiva clareza, utili- | vas corretas, | perficial, cativas para
zando termos | mas com | limitando-se 0s resultados
matematicos | terminologia | a apresentar | obtidos.
e linguagem |informal ou|os  calculos
prépria ade- | incompleta. finais.
quados.
Aplicacao Modela e re- | Aplica os | Resolve ape- | Nao conse-
em Novos | solve proble- | conceitos nas proble- | gue aplicar
Contextos mas inéditos | corretamente | mas simples |as férmulas
do cotidiano | em proble- | com suporte | ou racio-
escolhendo mas diretos e | e mediacao | cinios aos
a ferramenta | estruturados. | do docente. problemas
correta. propostos.

Analise Pedagdgica da Atividade

A sequéncia didatica apresentada alinha-se aos pressupostos da aprendizagem
significativa e as orientacdes da BNCC para o ensino de Matematica no Ensino Médio,
constituindo uma alternativa metodoldgica ao ensino tradicional de Analise Combina-
téria, historicamente marcado pela memorizacao precoce de férmulas e pela aplica-

¢ao mecanica de algoritmos.

A opcao por iniciar a abordagem mediante a manipulacao tatil e a simulagao pra-
tica com os préprios estudantes em um universo reduzido (n = 4) visa promover o
conflito cognitivo e a construcao do significado dos agrupamentos. Ao vivenciarem
concretamente as quatro situacdes (fila, mesa redonda, pddio e formacao de equipe),
os estudantes percebem que a natureza do problema nao reside nos objetos em si,
mas nas regras de formacao e restricdoes impostas ao agrupamento (a relevancia da

ordem e a distincao entre a ocupacao de cargos e a mera selecao de subconjuntos).
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A transicao para a etapa de formalizacao cumpre um papel estruturante no de-
senvolvimento do raciocinio abstrato. A mediacao do professor, ao retomar os dados
numeéricos do experimento pratico e conduzir a generalizacdao para um total n de
elementos tomados p a p, permite que a linguagem algébrica surja como uma neces-
sidade de simplificacdao da contagem, e nao como uma regra arbitraria. A inclusao
de contextos préximos da realidade dos estudantes do Ensino Médio (como o plane-
jamento de cronogramas de estudo, a criacao de senhas e a confeccao de pulseiras
em estruturas circulares) reforca a utilidade da Combinatéria como ferramenta de

modelagem e resolucao de problemas cotidianos.

Atividade 6: Caminhos na Grade e o Binomio de Newton

Esta atividade € destinada a estudantes do 2° ano do Ensino Médio, com uma
duracao estimada de 4 horas e 10 minutos (tempo equivalente a 5 horas-aula de
50 minutos cada). Pressupde-se que os estudantes ja possuam conhecimento prévio
sobre o Principio Fundamental da Contagem, fatoriais de niumeros naturais e combi-

nacoes simples.

O objetivo geral da proposta é proporcionar aos estudantes um significado com-
binatério e geométrico concreto para os coeficientes do Triangulo de Pascal e para
o Teorema do Binbmio de Newton, utilizando a contagem de caminhos minimos em
malhas retangulares como modelo para a transicao entre a Geometria, a Analise Com-

binatdria e a Algebra Polinomial.

Habilidade da BNCC

A proposta contempla a seguinte habilidade da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC):

e EM13MAT310: Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agru-
pamentos ordenaveis ou nao de elementos, por meio dos principios multiplica-

tivo e aditivo, recorrendo a estratégias diversas, como o diagrama de arvore.
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Aula 1 - O Problema dos Caminhos na Grade (Significado Com-

binatdrio)

Objetivo Especifico: Investigar a contagem de caminhos de comprimento minimo
em uma malha retangular 3 x 2 e associar a contagem ao conceito de combinagao

simples de movimentos.
Organizacao da Sala: Dividir a turma em duplas.

Duracao estimada: 50 minutos.

Desenvolvimento da Atividade Pratica

O professor apresenta no quadro ou em folha impressa uma malha quadriculada

de dimensao 3 x 2 e propde a seguinte situacao investigativa:

"Saindo do ponto A = (0,0), quantos caminhos de comprimento minimo
existem até o ponto B = (3, 2), movendo-se apenas uma unidade para a

direita (D) ou uma unidade para cima (C)?"

7B(3,2)

A(0,0)

Figura 3.1: Exemplo do caminho D— C— D — D — C partindo de A(0, 0) até B(3, 2).

1. Exploracao de Padroes de Movimento:

e Comando aos alunos: Tracem diferentes caminhos validos do ponto A até o
ponto B na malha e representem cada caminho como uma sequéncia de letras

utilizando D e C.

e Perguntas mediadoras: Quantos passos no total sao necessarios para ir de
A a B realizando apenas movimentos permitidos (movimentos para a direita D

ou para cima C)? O numero total de passos muda em algum caminho minimo?

e Mediacao do professor: Conduza os estudantes a perceberem que qualquer
caminho de comprimento minimo possui extensao total fixa de 5 passos (3

para a direita e 2 para cima).
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2. Associacao com a Combinatdria:

e Comando aos alunos: Determinem quantas sequéncias distintas de 5 letras

compostas por 3 D’s e 2 C's podem ser formadas.

e Perguntas mediadoras: Formar um caminho equivale a escolher quais dos
5 passos serao na direcao D? Quantas formas existem de escolher 3 posicoes

entre as 5 disponiveis?

e Mediacao do professor: Destaque que a contagem é equivalente ao célculo
da combinacéo simples C3 = (3) = 10 caminhos.

Sistematizacao e Quadro de Resultados

Ao término da discussao, o professor sistematiza a contagem dos caminhos para
diferentes pontos finais B(Xx, y) na grade partindo da origem (0, 0), conforme regis-
trado na Tabela 3.12.

Tabela 3.12: Sistematizacdao dos caminhos na grade até pontos B(X, y).

Ponto Final B(x, y) | Passos Totais (n) | Passos a Direita (D) | Calculo Combinato-
rio dos Caminhos
B(3,1) 4 3 C3 = (5) = 4 caminhos
B(2,2) 4 2 2 = (5) = 6 caminhos
B(3,2) 5 3 2 =(3) = 10 caminhos
B(k, n—k) n k CX = () caminhos

Aula 2 - Transicdo para a Algebra Binomial e Generalizacao

Objetivo Especifico: Conectar a contagem de caminhos na grade a expansao do

binbmio (x + y)" e deduzir formalmente a férmula do Binbmio de Newton.

Duracao estimada: 1 hora e 40 minutos.

Sistematizacao da Conexao entre os Caminhos e o BinOmio

O professor estabelece a analogia entre as escolhas de caminhos na grade e a
aplicacao da propriedade distributiva na expansao de bindmios:
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1. A Analogia entre Fatores e Movimentos: Ao expandir (x + y)° = (x + y)(x +
y)(x+y)(x+y)(x+y), cada um dos 5 fatores do produto exige a escolha do termo x
(equivalente ao movimento a direita D) ou do termo y (equivalente ao movimento

para cima C).

2. Formacao dos Termos e Coeficientes: Para obter o termo x3y2, deve-se esco-
Iher o termo x em 3 dos 5 fatores disponiveis e y nos 2 fatores restantes. Como a
quantidade de maneiras de escolher esses 2 fatores é dada por (;) o coeficiente
algébrico do termo x3y? coincide exatamente com o nimero de caminhos na grade
de (0, 0) a (3, 2). Usando essa ideia para obter todos os coeficientes, concluimos

que

5 5 5 5 5 5
(x+y) = (0) x°y0 + (1) x*yt + (2) x3y? + (3) x%y3 + (4) xly4 + (5) x0y°.

3. Generalizacao Formal do Binomio de Newton: Ampliando a analise para um

expoente natural n qualquer, a expansaode (x+y)" =X+ y)(X+y):---(x+ y) re-

n faRres
sulta em termos da forma x"~kyk. Como a selecdo do fator y em k dos n parénteses

ocorre de (Z) maneiras distintas, formaliza-se o Teorema do Bindmio de Newton:

(x+y)' = Z (Z)x”_kyk.

k=0

Aplicacoes e Exercicios de Modelagem

O professor orienta os estudantes na aplicacao do Teorema do Bindmio de Newton

para resolver problemas praticos e algébricos:

1. Determinacao de Coeficientes Especificos: Encontrar o coeficiente de x* na

expansdo de (x + 2)° identificando o termo geral Tx41 = (i)xﬁ‘kzk.

2. Contagem em Redes de Distribuicao: Calcular o total de rotas possiveis em
redes de trafego urbano em formato de malha onde determinados cruzamentos

estao bloqueados para reforma.

Situacao-Problema: Um veiculo de entregas precisa deslocar-se no centro de

uma cidade cuja malha viaria possui o formato de uma grade 5 x 4. O veiculo
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parte da central de distribuicdo no ponto A(0O, 0) com destino ao ponto de entrega
B(5, 4), movendo-se apenas para a Direita (D) ou para Cima (C). Contudo, devido
a obras de infraestrutura, o cruzamento localizado no ponto P(3,2) encontra-se
completamente interditado. De quantas maneiras distintas o veiculo pode realizar

o trajeto de comprimento minimo evitando o cruzamento P?

B(5, 4)
°

P(3, 2) (Blogueado)
q &

A(0,0)°

Figura 3.2: Malha viaria 5 x 4 com bloqueio em P(3, 2).

Aula 3 - Demonstracao Combinatdria de Propriedades do Trian-

gulo de Pascal

Objetivo Especifico: Demonstrar visual e combinatoriamente a Relacao de Stifel e

o Teorema das Linhas utilizando o modelo de caminhos em grades.

Duracao estimada: 1 hora e 40 minutos.

Investigacao e Demonstracoes Visuais

Nesta etapa, os estudantes utilizam o modelo geométrico da malha para justificar

propriedades algébricas sem a necessidade de manipulacao direta de férmulas com

fatoriais:
1. Demonstracao Combinatdria da Relacao de Stifel:
)+ () =()
+ =
k k+1 k+1
e Raciocinio Geométrico: Para atingir um ponto na grade que exige n+ 1

passos totais e kK + 1 movimentos para a direita, o Ultimo passo do caminho
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obrigatoriamente veio da esquerda (apds dar n passos e k movimentos D) ou
de baixo (apds dar n passos e k+1 movimentos D). Como esses dois conjuntos
de caminhos sao disjuntos, a soma de suas possibilidades justifica a Relacao

de Stifel sem necessidade de manipulacao algébrica dos fatoriais.

2. Demonstracao Combinatdria do Teorema das Linhas:

£(0)-)+()ee()-

e Dupla Contagem de Caminhos:

(a) Contagem Geral (Principio Multiplicativo): Cada um dos n passos de um
caminho de comprimento n permite 2 escolhas independentes (D ou C).
Logo, usando o Principio Multiplicativo, o numero total de caminhos de
comprimento n partindo da origem é 2 x 2 x ---x 2 =21,

(b) Contagem por Destino Final: Por outro lado, como qualquer caminho de
comprimento n parte do ponto (0,0) e termina em um ponto da forma
(k,n—k), com 0 < k <n, e um caminho nao pode terminar em dois pon-
tos distintos ao mesmo tempo, o0 conjunto de todos os 2" caminhos fica
dividido em n + 1 subconjuntos disjuntos (conjunto dos caminhos em que
se escolhe dar 0 passos na direcao D, conjunto dos caminhos em que se
escolhe dar 1 passo na direcao D, ..., conjunto dos caminhos em que se
escolhe dar n passos na diregao D). Como existem exatamente (Z) cami-
nhos que terminam no ponto (k, n — k), correspondentes a escolha de k
passos D dentre os n passos totais, a soma de todas essas possibilidades
disjuntas deve ser igual ao total de caminhos:

Zeeo =0+ @D +---+ () =2",
0 que prova a identidade da soma da n-ésima linha do Triangulo de Pascal.

Orientacoes Metodoldgicas e de Mediacao

Durante a conducao das aulas, o professor deve atentar para as sequintes diretri-

zes pedagdgicas:

e Valorizar a Prova Combinatoria: Incentivar a argumentacao verbal e visual em

substituicao as manipulacdes algébricas puramente mecanicas de fatoriais.
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e Promover o Dialogo entre Areas: Destacar como um problema geométrico

(grade) resolve uma questao combinatéria (caminhos) e ajuda a entender um re-

sultado algébrico (Binbmio de Newton).

Instrumento de Avaliacao

A avaliacdo do processo de ensino-aprendizagem deve ocorrer de forma conti-

nua, formativa e processual ao longo das aulas. O instrumento proposto na Tabela

3.13 destina-se a orientar o acompanhamento do desenvolvimento dos estudantes

durante as atividades em grupo, fornecendo subsidios para que o professor identifi-

gue necessidades de aprendizagem e intervenha pontualmente junto aos grupos que

apresentarem desempenho nos niveis “Regular" ou “Insuficiente".

Ademais, recomenda-se a disponibilizacao de uma versao simplificada dessa ma-

triz aos estudantes ao final da atividade, promovendo a autoavaliacao e a reflexao

sobre o préprio percurso de aprendizagem.

Tabela 3.13: Critérios Avaliativos para a Atividade.

Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)

Modelacao Traduz com | Modela os ca- | Apresenta Nao consegue

Geométrico- | precisao o | minhos com | dificuldades relacionar o0s

Combinatdrial problema de | pequenas em associar | caminhos na
caminhos na | ddvidas na | os movimen- | grade com
grade para a | identificacdao |tos D e C as | os conceitos
linguagem de | do total de | combinacdes. | combinatoé-
combinacdes | passos n e k. rios.
simples.
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Critérios Excelente Bom (3) Regular (2) Insuficiente
(4) (1)
Generalizacao Associa per- | Compreende | Apresenta Nao com-
e Abstracao | feitamente a | a analogia | compreensao | preende a
Algébrica contagem de | nos casos | superficial da | relacao entre
caminhos aos | particulares, ponte entre a | o0s caminhos
coeficientes mas hesita na | geometria e 0 | na grade e o
de (x + y)" e | generalizacdo | bindmio. Binbmio  de
compreende | paranek. Newton.
a formula
geral.
ArgumentacapExplica as | Explica as | Recorre ape- | Nao consegue
e Prova | propriedades | propriedades | nas a verifica- | justificar as
Combinato- | do Triangulo | parcialmente, | ¢do numérica | propriedades
ria de Pascal | necessitando | sem construir | do Triangulo
(Stifel e Li- | de mediacao | o argumento | de Pascal.
nhas) com | docente em | combinatorio.
clareza e rigor | detalhes do
combinatério. | raciocinio.
Trabalho Co- | Participa ati- | Colabora na | Participa Nao se engaja
laborativo vamente, realizacao de forma | na atividade
e Engaja- | formula con- | das tarefas e | passiva, reali- | colaborativa.
mento jecturas e | interage bem | zando apenas

auxilia os co-
legas durante

as investiga-

coes.

com o grupo.

tarefas dire-

tas.

Analise Pedagdgica da Atividade

A proposta pedagdgica investigativa aqui estruturada oferece uma alternativa me-

todoldgica ao tratamento tradicional do Binbmio de Newton no Ensino Médio, que fre-
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guentemente se reduz a memorizacao da féormula do termo geral e do Triangulo de

Pascal como um mero arranjo numérico desprovido de contexto.

Ao usar a contagem de caminhos em grades, a atividade dd um sentido visual e
pratico aos numeros binomiais. Esse desafio serve como uma ponte: ele conecta o
raciocinio geométrico simples (dar passos para a direita e para cima) a algebra da
expansao de (x + y)". Essa integracdo mostra a matematica como uma ideia unica,

reunindo Geometria, Combinatéria e Algebra em uma sé investigacao.

Além disso, a introducdao das demonstracdes combinatérias (como a Relacao de
Stifel e o Teorema das Linhas via dupla contagem na grade) promove o desenvolvi-
mento da capacidade de argumentacao e generalizacao dos estudantes, alinhando-se
plenamente as habilidades da BNCC. A abordagem substitui a verificacdo de identi-
dades por manipulacoes algébricas de fatoriais por uma justificativa conceitual e ele-
gante, fortalecendo a construcao da autonomia e do pensamento matematico avan-

c¢ado no Ensino Médio.
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CAPITULO 4

Consideracoes finais

Esta dissertacdao busca contribuir para o ensino da Andlise Combinatdria, um dos
temas mais desafiadores da Matematica na Educacdo Basica. Por muito tempo, esse
conteldo foi abordado de forma mecanica, reduzido ao treino exaustivo de férmulas
decoradas. Contudo, como apontam Kusuba e Plofker em [5, 2013], as origens do
raciocinio combinatério remontam & Antiguidade e ao estudo da poética na india
Antiga, onde a contagem de padrdes nascia da investigacao de ritmos e estruturas, e
nao da aplicacao cega de regras. Resgatar essa esséncia investigativa foi o objetivo
central deste trabalho, aliando o aprofundamento tedérico a construcao de propostas

praticas e significativas para a sala de aula.

Nos Capitulos 1 e 2, organizou-se a base matematica da pesquisa. A apresentacao
dos Métodos Fundamentais de Contagem destacou os Principios Aditivo e Multiplica-
tivo como as verdadeiras ferramentas do raciocinio combinatério, estendendo-se aos
agrupamentos de permutacdes, arranjos e combinacdes. Em seguida, o estudo de
conteldos avancados, como o Principio da Inclusao-Exclusao, as Permutacdes Cadti-
cas, os Lemas de Kaplansky, o Principio da Reflexao, o Triangulo de Pascal, o Bin6mio
de Newton e o Polinbmio de Leibniz, ofereceu ao professor um suporte tedrico seguro

para conduzir resolucdes de problemas mais complexos no Ensino Médio.

No Capitulo 3, essa teoria ganhou aplicacao pratica com a construcao do Caderno
de Atividades. Apoiado nas orientacdes da BNCC [4], o material propde uma trajetd-
ria gradativa para a Educacao Basica: comeca com atividades praticas e ludicas nos

anos iniciais do Ensino Fundamental e avanca até a formalizacao algébrica no Ensino
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Médio. Ao utilizar recursos que vao de materiais concretos a contagem de caminhos
em grades retangulares, o caderno mostra que as formulas devem surgir como uma
consequéncia natural da organizacao do pensamento, e ndo como um ponto de par-
tida.

Como contribuicdo para a pratica pedagdgica, este trabalho disponibiliza um ma-
terial de apoio flexivel para os professores de Matematica, que acreditamos ser util
para a regéncia de aulas. O caderno traz roteiros orientadores, perguntas de me-
diacao e critérios de avaliacao formativa que podem ajudar a conduzir aulas mais

dinamicas e participativas.

Como limitacdo do trabalho, destaca-se que as sequéncias didaticas nao foram
aplicadas em sala de aula pelo autor. As atividades foram concebidas para aplicacao
imediata em sala de aula, ao mesmo tempo em que se constituem como modelos
didaticos abertos que podem ser adaptados pelos educadores conforme a realidade
de suas turmas. Além disso, recomenda-se a aplicacao pratica das mesmas em tur-
mas da Educacao Bdésica, avaliando o impacto das sequéncias no aprendizado e no

interesse dos alunos pela Combinatéria.
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