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Resumo

Nesta dissertagao estudamos corpos de fungoes algébricas e sua aplicagao na construcgao de
codigos algébrico geométricos, com énfase nos codigos de dois pontos sobre a curva norma-trago.
Apresentamos os fundamentos teoricos necessérios, incluindo lugares, valorizagoes, divisores e
o Teorema de Riemann-Roch, e discutimos exemplos relevantes como os coédigos Hermitianos.
Por fim, investigamos os parametros dos codigos de dois pontos sobre a curva norma-traco,

destacando suas vantagens em relacao aos codigos classicos de um ponto.

Palavras-chave: Corpos de fungoes algébricas, Codigos algébrico geométricos, Semigrupo de

Weierstrass.
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Moreno, V. M. M. Corpos de Fungoes Algébricas e Codigos AG em dois pontos. 2026. (121 p)
Dissertacao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this dissertation, we study algebraic function fields and their application to the construction
of algebraic—geometric codes, with emphasis on two-point codes on the norm—trace curve. We
present the necessary theoretical foundations, including places, valuations, divisors, and the
Riemann-Roch Theorem, and discuss relevant examples such as Hermitian codes. Finally,
we investigate the parameters of two-point codes on the norm—trace curve, highlighting their

advantages over classical one-point codes.

Keywords: Algebraic function fields, Algebraic—geometric codes, Weierstrass semigroup.
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Notacoes

Nesta se¢ao reunimos as principais notagoes utilizadas ao longo desta dissertacao.

No
Z
K

Div(F)
(f)
(f)o

(f)so
Supp D

£(D)
(D)

w,n

Conjunto dos nimeros naturais.

Nu {0}

Conjunto dos nimeros inteiros.

Corpo de constantes.

Corpo de funcgoes algébricas em uma variavel sobre K.
Grau da extensao de corpos.

Corpo de constantes do corpo de fungoes.

Corpo de fungoes racionais.

Lugares do corpo de fungoes.

Conjunto dos lugares do corpo de fungoes.

Anel de valorizacao do corpo de fungoes.
Valorizacao discreta do corpo de fungoes.
Divisores do corpo de funcgoes.

Conjunto de divisores do corpo de fungoes.
Divisor associado ao elemento f € F.

Divisor de zeros associado ao elemento f € F'.
Divisor de polos associado ao elemento f € F.
Suporte do divisor D.

Espaco de Riemann-Roch associado ao divisor D.
Dimensao do espago £ (D) sobre o corpo K.
Género do corpo de fungoes (ou da curva correspondente).
Diferenciais de Weil.

Codigo AG associado aos divisores D e G.
Codigo AG associado as diferenciais de Weil.

Distancia minima do codigo C'¢ (D, G)
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Introducao

A teoria de codigos é utilizada em diversas areas do conhecimento, como matematica, com-
putacao, engenharia elétrica e estatistica. Na matematica, esta ligada com a algebra, onde
estruturas algébricas sao utilizadas para descrever e analisar c6digos. Os codigos sao sistemas
de simbolos usados para representar informagoes de maneira estruturada. O objetivo desta te-
oria é desenvolver métodos que permitam transmitir dados de forma segura e eficiente, mesmo
havendo ruido ou interferéncia, como erros na transmissao, bits trocados ou sinais perdidos
de uma mensagem enviada por meio de radio, internet ou satélite. Os codigos detectam e
corrigem erros, recuperam a informacao original e permitem reduzir o tamanho da informacao,
como em internet, Wi-Fi, CDs, QR codes, codigos de barras, cartoes de crédito, criptografia,

entre outros.

A teoria dos codigos corretores de erros, fundamental para a transmissao e o armazenamento
confidvel de informagoes, foi estudada em 1948 por Shannon [19], quem estabeleceu limites
tedricos para a comunicacao em canais ruidosos. Nas décadas seguintes, foram desenvolvidos
métodos construtivos para codigos com bons pardmetros (comprimento, dimensdo e distancia
minima), com destaque para os codigos de Hamming, e posteriormente os codigos de Reed-

Solomon.

No inicio da década de 1980, surgiu como uma generalizacao dos cdédigos lineares, a teoria dos
codigos algébrico geométricos (codigos AG). Esses codigos foram introduzidos pelo matematico
Valerii Goppa, cujos trabalhos permitiram construir codigos com parametros superiores aos
limites classicos, a partir das informacoes geométricas das curvas envolvidas e da teoria dos
corpos de funcoes. Posteriormente, diversas pesquisas consolidaram a importancia dos corpos
de fungoes algébricas e das curvas com muitos pontos racionais. Nesse contexto, a curva norma-
traco é uma familia de curvas definidas sobre o corpo finito, que apresenta muitos pontos
racionais e uma estrutura algébrica rica, sendo uma boa candidata para a construgao de cédigos
eficientes. Desde entao, os codigos AG tém sido objeto de intensa pesquisa, tanto do ponto de

vista teérico quanto aplicado, com desdobramentos em areas como criptografia, computacao



quantica, autenticagao e armazenamento distribuido.

Esta dissertacao esta baseada no livro de Stichtenoth [18|. Esse texto aborda os fundamentos
da teoria de corpos de fungoes, divisores, espacos de Riemann-Roch e tépicos avangados. O
teorema de Riemann-Roch, em particular, fornece a base para o calculo da dimensao dos espacos
de fungoes associados a divisores, sendo essencial para determinar os parametros dos codigos
AG. Além disso, a estrutura dos semigrupos de Weierstrass em um ou mais pontos de uma
curva desempenha papel fundamental na analise dos parametros dos codigos, especialmente na
determinacao da distancia minima e da dimensao dos c6digos em dois pontos.

Nosso objetivo principal ¢ investigar as propriedades e determinar os parametros dos codigos
de dois pontos sobre a curva norma-trago, analisando sua relagao com os codigos AG classicos.

A dissertacao esta dividida em quatro capitulos principais. No primeiro capitulo, estudamos
as nogoes preliminares de algebra abstrata necessarias para a leitura do texto, bem como a nota-
¢ao que sera utilizada. No segundo capitulo, apresentamos defini¢oes e resultados importantes
da teoria de corpos de fungoes algébricas. Estudaremos os conceitos de lugares, valorizagoes
discretas, anéis de valorizacao e divisores. Isso permite definir o espaco de Riemann-Roch.
O principal resultado deste capitulo é o teorema de Riemann—Roch, que permite determinar
a dimensao do espaco. Além disso, estudamos o corpo de funcoes racionais, como exemplo
central. No terceiro capitulo, apresentamos defini¢coes e propriedades fundamentais sobre os
codigos AG. Para isso, introduzimos a definicao de coédigos sobre o corpo finito F,, onde ¢ é um
namero primo. Em seguida, discutimos os principais resultados relacionados aos coédigos AG,
especialmente sua dimensao e distancia minima. Além disso, apresentamos como exemplo os
c6digos Hermitianos, onde fazemos uma anéalise detalhada das suas propriedades estruturais.
No quarto capitulo, abordamos os codigos de dois pontos sobre a curva norma-traco, onde ex-
ploraremos a flexibilidade adicional obtida ao considerar divisores com suporte em dois pontos
racionais distintos, o que permite melhorar os parametros em relacao aos codigos de um ponto,
e como exemplo exploramos os codigos Hermitianos.

A dissertacao procura oferecer uma base soélida para futuras pesquisas em algebra, especi-

almente em teoria de codigos.
Marlennhi

Uberlandia-MG, 24 de fevereiro de 2026.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos as nogoes bésicas que serao usadas ao longo deste trabalho. Essas
defini¢Oes e resultados sao ferramentas importantes pois permitem estabelecer uma linguagem
clara e precisa, que sustenta toda a argumentacao matematica desenvolvida nos capitulos se-
guintes. Podem ser encontradas em livros de Algebra ou Algebra abstrata, tais como [10], [7],
[8], [16], [17] e [18].

Em &lgebra, frequentemente estudamos aplicagoes (homomorfismos) entre estruturas (gru-
pos, anéis, espagos vetoriais) para comparar seus comportamentos, ou seja, para analisar seme-
lhancas e diferengas estruturais.

Neste contexto, é relevante descrever o conjunto dos elementos da estrutura de partida
que correspondem ao elemento neutro da estrutura de chegada, assim como caracterizar os
elementos desta tultima que sao atingidos. Tais descrigoes dao origem as nogoes de ntcleo e

imagem.

Definicao 1.0.1. Sejam A, B espagos vetoriais e ¢ : A — B uma aplicacao. Entao:
e O nucleo (ou kernel) da aplicacao ¢ definido por ker(y¢) := {a € A | ¢(a) = 0}.
e A imagem da aplicagao é definida por Im (¢) := {p(a) € B | a € A}.

Os conceitos de nicleo e imagem estao relacionados, e é formalizada pelo Primeiro Teorema

de Isomorfismo.

Teorema 1.0.2. Seja ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao ker(¢) é um subgrupo

normal de G e = Im ().

G
er()

Demonstragao. Veja [16, Teorema 2.18]. O



Agora, introduzimos a definicao de R-mo6dulo pois o conjunto das diferenciais de Weil,
fundamentais para a definicao do codigos AG, assume naturalmente a estrutura de um modulo

sobre o corpo de funcoes.

Defini¢ao 1.0.3. Seja R um anel. Um moédulo sobre R (ou R-modulo) é um grupo aditivo
M, junto com uma aplicagado R x M — M tal que para cada par (z,m) comx € Rem € M

associamos um elemento xm € M, satisfazendo quatro condicoes:
i) Se e é o elemento unitario de R, entao em = m, para todo m € M.
ii) Se z € R e my,my € M, entdo x(my + mg) = xmy + xms.
iii) Se z,y € Rem € M, entdo (x 4+ y)m = xm + ym.
iv) Se z,y € R e m € M, entao (zy)m = x(ym).

As sequéncias exatas ocupam um papel central na teoria de médulos, pois permitem descre-
ver a relagao entre submodulos, quocientes e homomorfismos. Elas se revelam uma ferramenta

fundamental para demostrar o Teorema 2.5.7.

Definigéo 1.0.4. Uma sequéncia exata curta ¢ uma sequéncia da forma 0 — A 5 B 50 =0

tal que Im (@) = ker(¢)).
A seguir, apresentamos as defini¢oes e propriedades importantes sobre o extensao de corpo.

Definigao 1.0.5. Seja K um corpo. Um corpo F' é chamado de extens@o de corpos de K (ou

simplesmente uma extensao) se K for um subcorpo de F, e é denotado por F/K.

Se F' ¢ um corpo e X C F. Entao, o subcorpo (respectivamente subanel) gerado por X
é a intersecao de todos os subcorpos (respectivamente subanéis) de F' que contém X. Se F' é
uma extensdo de K e X C F, entdo o subcorpo (respectivamente subanel) gerado por K U X é

chamado de subcorpo gerado por X sobre K, e é denotado por K (X) (respectivamente K[X]).
e Se X = {u}, entdo K(u) é chamado de extensao simples de K.

e Se X = {uy,ug,...,u,}, entdo o subcorpo K(X) (respectivamente subanel K[X] ) é

denotado por K (uy,us,...,u,) ( respectivamente K [uy, us, ..., uy]).
Note que, K[uy,us, ..., u,| ¢ um anel de polinémios em n variaveis sobre K.

Teorema 1.0.6. Se F' é uma extensao do corpo K, u,uq,...,u, € F. Entao

4



(i) O subanel Klu| consiste de todos os elementos da forma f(u), onde f é um polindémio

com coeficientes em K. O subanel Kuy, ..., u,,] consiste de todos os elementos da forma
f(uq, ..., uy), onde f & um polindmio em m variaveis com coeficientes em K.
f(u)

= f(u)g(u)~", onde f,g

(ii) O subcorpo K (u) consiste de todos os elementos da forma ™
g(u
sao polindmios e g(u) # 0.

Definigao 1.0.7. Seja F//K uma extensao de corpos. Um elemento u € F' é algébrico sobre K
se u ¢ raiz de um polindémio nao nulo f € K[z|. Caso contrario, dizemos que u é transcendente

sobre K. Se todo elemento de F' é algébrico sobre K, dizemos que a extensao F'/K é algébrica.

Teorema 1.0.8. Sejam F/K uma extensdo de corpos e u € F. Seja ¢ : K[z] — F o

homomorfismo avaliagdo em u, dado por f(x) — f(u). Entao
a) Im(p) = Klu] e K C K[u] C F.
b) wu é transcendente sobre K, se e somente se, ker(yp) = {0}.

c) Se u ¢ algébrico sobre K, entdo ker(yp) ¢ gerado por um polinémio irredutivel e monico

(e portanto é um ideal maximal).

d) A aplicagao ¢ : K[z]/ker(¢) — K|[u] definida por ¢(f(x)) = f(u) é um isomorfismo.
Dessa forma, se u é transcendente sobre K, entao K|[u] = K[x] e se u é algébrico, entao

K[u] é subcorpo de F.
Demonstracao. Veja |4, Teorema V.2, Corolario V.2]. O

Defini¢ao 1.0.9. Sejam F'/K uma extensao de corpos, u € F elemento algébrico sobre K e
seja ¢ : K[x] — F o homeomorfismo do teorema anterior. O gerador moénico de ker(y) é

chamado de polinomio minimal de u sobre K e é denotado por m,,.

Se F' é uma extensao de K, entao 1p = 1x. Além disso, F' é um espaco vetorial sobre K.
A dimensao desse espago vetorial é denotado por [F': K|. Dizemos que F' é uma extensao de

dimensao finita de K, se [F': K| é finita.
Teorema 1.0.10. Sejam F'/K uma extensao de corpos. Entao
a) Se F'/K é finita, entdao F'/K é algébrico.

b) Se u € F ¢é algébrico sobre K e grau(m,) = n, entao {1,u,u? ..., u" '} ¢ uma base do

espago vetorial K[u| sobre K e [Ku] : K] = n.

5



c) Se u € F é transcendente, entdo K[u|/K é uma extensao infinita.
Demonstracao. Veja |8, Teorema 11.9.] e [4, Proposi¢ao V.5]. O
Teorema 1.0.11. Seja F' uma extensao de E e E uma extensao de K. Entao
[F: K] =[F: E|[E : K]
Além disso, [F' : K] ¢ finita se e somente se [F': E] e [E : K] sao finitas.
Demonstragao. Veja [7, Teorema V.1.2.]. O

Corolario 1.0.12. Seja F//K uma extensao finita. Para todo u € F, tem-se que grau (m,)

divide [F : K].

Corolario 1.0.13. Sejam F'/K uma extensao finita e u € F'. Entao, F' = KJu| se, e somente

se, grau (m,) = [F: K].
Demonstragao. Veja [4, Teorema V.4]. O

Corolario 1.0.14. Sejam K C F C L extensoes de corpos e sendo que F'/K é uma extensao

algébrica. Se u € L é algébrico sobre F', entao u é algébrico sobre K.



Capitulo 2

Corpos de funcoes algébricas

Neste capitulo apresentamos os conceitos fundamentais da teoria de corpos de fungoes algébri-
cas, os quais desempenham um papel central em diversas dreas da Matematica, como a teoria
dos numeros, a geometria algébrica e a teoria de codigos.

Introduzimos as defini¢coes bésicas e resultados importantes sobre anel de valorizagao, valo-
rizacao discreta, lugares, divisores, Teorema de Riemann-Roch e algumas consequéncias. Além
disso, estudamos como exemplo central, o corpo de fungdes algébricas racional. Sendo [18] o
texto guia desta investigac@o, e complementado com as dissertagoes [14] e [20].

O objetivo principal é estabelecer a base tedrica para os posteriores desenvolvimentos nos
proximos capitulos. Dessa forma, buscamos garantir uma compreensao rigorosa e coerente da
estrutura dos corpos de fungoes.

Os corpos de funcgoes algébricas estao relacionados ao estudo de curvas algébricas e seus
pontos. Cada lugar de um corpo de fungdes pode ser interpretado geometricamente como um

ponto em uma curva associada. Essa perspectiva sera retomada nos seguintes capitulos.

2.1 Lugares

Definigao 2.1.1. Um corpo de fungoes algébricas F'//K em uma variavel sobre K é uma ex-
tensao de corpos tal que F' é uma extensdo algébrica finita de K (x) para algum z € F que é

transcendente sobre K.

O conjunto K := {z € F | z é algébrico sobre K} é um subcorpo de F, pois as somas,
produtos e inversos de elementos algébricos também sdo algébricos e assim K é fechado para
a subtracdo e multiplicacio de F' e todo elemento nao nulo em K possui um inverso em K. O

corpo K é chamado de corpo de constantes de F /K. Como todo elemento de K é algébrico
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sobre K, entao K C K CF.
Seja F'/K um corpo de fungoes. Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K sao

caracterizados da seguinte maneira:
Proposicao 2.1.2. z € F' ¢é transcendente sobre K se, e somente se, [F': K(z)] é finito.

Demonstracao. Seja F//K o corpo de fungoes algébricas. Entao, F' é uma extensao algébrica
finita de K(z) para algum z € F que é transcendente sobre K. Entdo dado z € F, vale a
inclusdo K C K(z) C F.

/ N
\ a

(=) Seja z € F transcendente sobre K. Como F/K(x) é uma extensao finita entdo, é uma
extensao algébrica. Por outro lado, como z € F' temos z é algébrico sobre K (z). Assim, existem

ao(z),ar(x), - ,an(x) € Kz], onde a,,(x) # 0 tal que
ap(z) +ar1(z)z+ - +ap(r)z™ =0, m>1

Como z ¢ transcendente sobre K, existe algum i € {1,--- ,m} tal que a;(x) ndo é constante.
Logo ao(z) + ai(x)z + -+ + an(x)2™ € K(2)[z], o que implica que x é algébrico sobre K(z).
Desse modo, temos [K(z,2) : K(z)] < oo e como [F : K(x,z)] < oo, pelo Teorema 1.0.11,
obtemos [F': K(z)] < oo.

(<) Suponhamos que z € F' ¢é algébrico sobre K, entao [K(z) : K| < oo. Pela hipdtese, temos
[F': K(2)] < oo e assim, pelo Teorema 1.0.11 temos [F' : K| < oco. Novamente, pelo Teorema
1.0.11 obtemos [K(z) : K] < 0o, 0 que é uma contradigao pois « ¢ um elemento transcendente

sobre K. ]

Exemplo 2.1.3. Um exemplo simples de um corpo de fungoes algébricas é o corpo de fungoes
racional. O corpo de fungoes F'/K ¢ chamado de racional se F' = K(z), para algum x € F

transcendente sobre K. Temos

(o) = {48 € Fly0).000) € KElgto) 20}
)

ni

e z tem uma tnica representacao da forma z = a H pi(x)™,

| e
Seja z € K(x)\{0}, entao z = g(z)

com 0 # a € K, onde os polinémios p;(z) € K|z] sdo monicos, distintos dois a dois e 1rredut1vels

com o0s n; € 7.



Definigao 2.1.4. Um anel de valorizacao do corpo de fungoes algébricas F//K é um anel O do

corpo F' com as seguintes propriedades:
(i) KCOCF.
(i) Para todo z € F, temos que z € O ou 27! € O.

Exemplo 2.1.5. Seja o corpo de fungoes racional K(z)/K e seja p(x) € K|x] um polinémio

irredutivel. O conjunto

= @ T T T x|, p(x) nao divide g(x
O = { 12 € ()| (a1 9(0) € K. pte) nio divide g(0)}

¢ um anel de valorizagao do corpo de fungoes K(z)/K.

Demonstragao. Temos Op,y C K(z). Primeiro, vamos mostrar que O, é um anel.

De fato, sejam 21, 20 € Op(), 0Ou seja,

2] = 2 Ei; € K(x): fi(z),1(z) € K[z], g1(x) # 0, p(z) ndo divide g;(z),
29 = gzg; € K(x) : fo(x), go(x) € K[x], go(x) # 0, p(z) nao divide go(x).
Logo
~(H@) (folx)\  fil@)ga(z) — fo(@)g:(2) .
e (gl<x>) (g2<:c>) - g1()ga(x) <R

onde gi(x)g2(x) # 0 e p(x) nao divide gi(x)ga(x). Assim 2125 € Opa), logo Op(z) ¢ um anel.

Agora, vamos verificar que é um anel de valorizacao.

(i) Seja a € K. Podemos escrever a = — e temos p(z) { 1, uma vez que se p(x) divide 1,

=l

entdo existe um polindémio ¢(x) € K

z] tal que p(z)q(xz) = 1. Assim grau(p(z)) = 0.
Mas, isso nao é possivel pois p(z) é irredutivel. Dessa forma, a € O,,y. Logo, K C Opyy).
Como o polinoémio p(z) € Oppy € p(x) ¢ K, entao Op,) # K. Assim K C Opay.

Por outro lado, temos O,y C K(x). Observe que Zﬁ € K(x) mas nao pertence a Oy (),
pois p(z) divide a p(x). Logo Op) # K(x). Assim, Opn) C K(2).

Portanto K C O, C K(x).

11 e'az:—f(x) T) =
()SJ g(x)EK() F.
e Se plx x enéoz:M
S p( )Jfg() t g(x) GOP(I)'

e Se p(z) | g(x) entdo existe um polinomio ¢(x) € Kz] tal que p(z)q(z) = g(z).
Assumimos, sem perda de generalidade, que mde(f(x),g(x)) = 1. Assim, p(x) nao

divide f(z). Portanto, se p(x) divide g(z) entdao p(x) nao divide f(z), o que implica
9(z) f(x)
f(x) 9(x)

que

€ Op), ou seja, o inverso de estd no anel Oy ).



Proposigao 2.1.6. Seja O um anel de valoriza¢do do corpo de fung¢oes F'/K. Entao:

a)

O & um anel local, isto é, o anel O tem um tnico ideal maximal P = O \ O, onde
O :={z€ O] existe w € O tal que zw = 1}

é o grupo de unidades de O.

Para 0 # x € F, x € P se, e somente se, 7! ¢ O.

Para o corpo K = {z € F' | z é algébrico sobre K} de constantes de F/K, temos K C O
e KNP ={0}

Demonstracao. a) Afirmamos que P = O\ O* é um ideal de O.

De fato, seja P # (), pois O # 0.

Sejam x € P e z € O. Suponhamos que zz € OF, entao existe w € O tal que (zz)w = 1.
Logo x(zw) = 1, ou seja, x € O*. Isso é uma contradigdo, pois = € P. Portanto zz € P.
Sejam x,y € P. Como g € F, temos que g € O ou % € O, pois O é um anel de
valorizacao. Sem perda de generalidade, assumimos que L € O, e como 1 € O segue que
1—1—E € 0. Assimaz+y € Ppoisz+y = y<1+£), com y € P. Portanto, P é um
idealyde 0. !

Agora, mostramos que P é o tnico ideal maximal de O.

De fato, seja I um ideal de O tal que P C I C O e P # I. Assim, existe z € [ tal
que z € O*. Como I & o ideal de O, temos 227! =1 € I. Logo J = O. Portanto, P é
maximal.

Suponhamos que J é outro ideal maximal de O. Se J C P C O, entao P = J pois P é
maximal. Se P C J C O entao J = O ou J = P, pois P é maximal. Portanto, P ¢é o

unico ideal maximal.

Seja x € F'\ {0}. Pela hipotese, temos x € P. Entao x € O\ O*, ou seja, x ¢ O*. Isso
implica que, 27! ¢ O.
Reciprocamente, como O é um ideal de valoriza¢ao temos que se x ¢ O, entao x € O.

Logoz € O\ O* = P.

Seja 0 # z € K C F. Suponhamos que z ¢ O. Como O é um anel de valorizagao,

temos que 27! € O. Como o inverso de um elemento algébrico é algébrico, ou seja,
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271 & algébrico. Logo 27! € K. Isto &, existe um polinomio f(z) € K[z] \ {0} tal que

f(z7!) = 0. Sem perda de generalidade, temos f(z) = a,2" + -+ + a;z + 1. Logo

0=feY=az"4+ +az'+1
—l=az"4 -Faz"

z=— (a,,z_wrl +---+a1)

e como z~! € O, segue que z € O, o qual é uma contradicdo. Assim, K C O.
Se z # 0 estd em K, entdo o inverso de z também esta. Logo, como K C O, temos que
z, 271 € O, ou seja, z € O, Assim, z ¢ P. Portanto K N P = {0}.

O

Lema 2.1.7. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F/K, P seu ideal
maximal e o elemento nao nulo x € P. Sejam zy,...,z, € P tais que 1 =z e z; € x;1 P,

parai=1,..,n. Entao n < [F: K(z)] < oc.

Demonstragio. Seja 0# x € P e KNP = {0}. Entdo x ¢ K, ou seja, = nio é algébrico sobre
K. Logo, x é transcendente sobre K. Assim [F : K(z)] ¢ finito ([F : K(z)] < c0).

Agora, vamos mostrar que n < [F': K(z)]. Para isso, ¢ suficiente provar que zy,...,z, sao
linearmente independentes sobre K (z), assim se z1, ..., x, gerarem F teremos n = [F' : K(x)],
e se nao gerarem F teremos n < [F : K(z)].

Suponhamos que z1, ..., x, € P sao linearmente dependentes sobre K (x), ou seja, existe uma

combinacao linear nao trivial, isto é, existem ¢y, ..., ¢, € K(x) (ndo todos zeros) tais que

Zﬁbi% =121+ - + Pz, = 0.
i=1

Podemos supor que os ¢; sao expressoes polinomiais em x e que x nao divide todos os ¢;. Se

x dividisse ¢;, entdo existiria g; € K[x] tal que ¢; = xg;, para todo i = 1,...,n. Logo
Z ¢ir; = ngixi = $Zgi$z‘ =0
i=1 i=1 i=1

como x # 0, temos que Zgixi = 0.
i=1
Definimos a; := ¢;(0) o termo constante de ¢;. Assim a; = ¢1(0),as = ¢2(0),...,a, = ¢,(0).

Fixamos j € {1,...,n} tal que a; # 0 e a; = 0 para todo i > j. Logo Z¢i$i = —¢;x;, com
i#]
¢; € O, paratodoi=1,....n.

Para j > 1, pela hipotese, temos z; € z;,1 P, para todo i =1,...,n e x; = . Lembremos que
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xim P ={z;112:2€ P} e x; = x;412,2 € P. Assim, temos

O#z=x1 €1P = 21 =192,2 € P — 29 #0;
0# a9 €Ex3P > x0=232,26 P— x3#0,11 € 23P;

0#x3€x4P > x3=242,2€ P— x4# 0,11 € 24P;

O#z,1€x, P2y, 1=2,2,26 P —x,#0.

Além disso, x; = x; P, para todo ¢ < j.
n

Logo, existe um elemento z; # 0 invertivel em O. Entao, de Z ¢ix; = — @, temos
1#]
"o o o - T "
—Oj =D Gt =) b kY Gt =) wg Y it
i#£] J i>7 J 1<j J i>7] J 1<j J

Z; o Z; - Ly
Como z,— € P e ¢; € O entao ngi— cPe Z¢i_ € P. Portanto, ¢; € P.
xj T xj

i>j J i<j
Por outro lado, temos que ¢; = a; + xg;, com g; € K[z| e z € P. Dai, a; € P, e como
a; € K tem-se a; € PN K. Mas, pela Proposigao 2.1.6, temos K C KeKNnP= {0}, entao,

em particular, temos K N P = {0}. Isso implica uma contradi¢do pois a; # 0. Portanto,

x1,...,T, € P sao linearmente independentes sobre K (x) e deste modo n < [F': K(z)]. O

Teorema 2.1.8. Seja O um anel de valorizagao do corpo de fungoes F'//K e P = O\ O* o seu

tnico ideal maximal. Entao:
a) P é um ideal principal.

b) Se P = tO entao qualquer 0 # z € F tem uma tunica representagdo da forma z = t"u,

para algum n € Z, com u € O*.

¢) O éum dominio de ideal principal. Mais precisamente, se P =tO e {0} # 1 C O é um

ideal entao I = t"O para algum n € N.

Demonstragao. a) Seja 0 # z; € P. Suponha que P nao é ideal principal de O. Entao,
P # 2,0. Logo, existe 0 # x5 € P tal que x5 ¢ 2,0. Isso implica que z7 'zy ¢ O, pois se
pertencesse teriamos xo = xlxl_la:Q € 710, o qual é uma contradigao pois xs € P\ 7;0.
Portanto, pela Proposicio 2.1.6(b), temos que (z7'x3)~! € P, ou seja, xyz," € P. Dai,
11, =p,p € P. Logo x; = x9p, o qual implica que z; € x5 P.

Mediante a indugao, geramos uma sequencia infinita {x1, xs, ... } de elementos em P, com
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x; € ri1 P, para todo ¢« € N. Isto, contradiz o Lema 2.1.7 uma vez que teriamos o grau
da extensao F'/K(x) nao sendo finito.

Portanto, P é ideal principal.

b) Pela hipotese, temos P = tO. Seja z € F'\ {0}. Como O é um anel de valorizagao, entao

2 € Oouz ! €. Assumimos, sem perda de generalidade, que z € O.

e Se z € O*, ou seja, se z & um elemento invertivel de O, temos z = t%z.

e Se z ¢ O* ou seja, z € P. Existe um m € N maximo tal que m > 1 com z ="z e
considere a sequencia z = x;,zy = t™ Y, 3 =t™2, ..., x,, =t com os elementos de
Pecomux; €z P,parai=1,...,m— 1.

Logo z = 21 € 5P, entao z € t™ 1O = t™O. Assim z = t™u, com u € O. Entao,
pelo Lema 2.1.7 o grau da extensao é finita, ou seja, [F' : K(z)] = m. Logo u é
unidade de O, pois caso contrario, u € P = tO, o qual implica que u = tw, com

w € O. Dai z = t"tw = t™w, com w € O, ou seja, z € t"HO. O qual é uma

contradicao, pois m é maximo. Portanto, z = t™u, com u € O*.

Agora, mostramos a unicidade. Suponhamos que z = t"u e z = t"w, com u,w € O*.
Considerando que m > n, terfamos t™u = t"w. Dai, t" "uw™" = 1. Isso implica que

m=neu—=uw.

c) Seja {0} # I C O um ideal. Vamos mostrar que I = t"O.
Definimos o conjunto A := {r e N:¢" € I}.
Note que A # ), poisse 0 £ x € I C O C F, e pelo item b), temos x = t"u, com u € O*.
Dai t" = zu~! € I, ou seja, r € A.
Como A C N, entdo existe o elemento minimo de A, chamamos n := min(A). Assim
t" e I esejape O, logo t"p € I (pois I éideal). Desta forma t"O C I.
Por outro lado, seja 0 # y € I. Por b) temos que y = t*w, com w € O* e s > 0. Entao
t*=yw 't eles>n=min(A). Logo y = t"t"w € t"O. desta forma I C t"O.
Portanto I = t"O.

Definigao 2.1.9. Seja F//K um corpo de fungoes algébricas.

a) Um lugar P do corpo de fungoes F'// K é o ideal maximal de algum anel de valorizagao O de
F/K. Todo elemento t € P tal que P =tO = {tp : p € O} é chamado um elemento primo

de P, também denominado parametro local, uniformizante local ou variavel uniformizante.
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b) Pp={P:P éumlugar de F/K}.

Se O é um anel de valorizagdo de F/K e P é seu ideal maximal, entdo O é determinado
unicamente por P, isto ¢, O = {z € F: 271 ¢ P}, pela Proposicao 2.1.6(b). Assim Op := O ¢é

chamado o anel de valorizacao do lugar P ou anel de valorizacao associado ao lugar P.

Definigao 2.1.10. Uma valorizagao discreta de F//K & uma fungao v : F' — Z U {oo} tal que

possui as seguintes propriedades:
a) v(r) =00 <z =0.
b) v(zy) = v(x) + v(y) para todos z,y € F.
¢) v(x +y) > min{v(x),v(y)} para todos z,y € F.
d) Existe um elemento z € F' com v(z) = 1.
e) v(a) =0 para todo 0 # a € K.

Neste contexto, o simbolo oo representa algum elemento que nao é um valor inteiro, tal que

00+ 00=00+n=n+00=00¢€ 00 >m para todos m,n nimeros inteiros.
Proposicao 2.1.11. A valorizacao discreta é uma fungao sobrejetora.

Demonstragao. De fato, pela propriedade a) temos v(0) = oo, pela propriedade d) existe um
elemento z € F' tal que v(z) = 1 e pela propriedade e) temos que para qualquer elemento a nao

nulo em K C F tem-se v(a) = 0. Em particular, para a = 1 temos
0=ov(l)=v(zz™) =v(2) +v(z).
Entdao —v(z) = v(z~!). Assim, um namero inteiro p > 1 pode ser expressado como

p=1+1+-F+1=v(z)+v(z)+ - +v(z) =v(zz-2) =0v(zP).

—p=—v(2") = —v(z) —v(z) = —w(z) =v(e) Fu(zT) 4 o) = ().
Assim, Z C v(F'). Portanto, a valorizagao discreta é sobrejetiva. O

Lema 2.1.12 (Desigualdade triangular). Seja v uma valorizagao discreta de F//K e x,y € F

com v(x) # v(y). Entdo, v(z + y) = min{v(x),v(y)}.
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Demonstracao. Seja a € K \ {0}. Para todo y € F, pelas propriedades b) e e), temos

v(ay) = v(a) +v(y) =0+ v(y) = v(y).

Em particular, isto cumpre para a = —1, ou seja, temos v(—y) = v(y).

Pela hipotese, temos v(z) # v(y), isto é, v(z) < v(y) ou v(z) > v(y). Assumimos, sem perda
de generalidade, que v(z) < v(y).

Suponhamos que v(z + y) # min{v(z),v(y)} = v(z). Entdo, pela propriedade c), temos
v(x 4+ y) > min{v(z),v(y)} = v(x). Logo v(z +y) > v(x). Assim

v() = vz +y+ (=y)) = min{v(z +y),v(=y)} = min{v(z +y),v(y) } > v(z).
Dai v(z) > v(x), o qual é absurdo. O

Definigao 2.1.13. Para qualquer lugar P do corpo de fungdes algébricas F'/ K, associamos a
fungao vp : F' — Z U {o0} (que se provara ser uma valorizagao discreta de F'/K, no Teorema
2.1.15) que é definida da seguinte forma: Escolha um elemento primo ¢ para P. Entdo, pelo
Teorema 2.1.8, todo 0 # 2z € F' tem uma representagao tnica z = t"u, com v € Op e n € Z.

Definimos vp(2) :=n e vp(0) := oo.
Observacao 2.1.14. A Defini¢ao 2.1.13 depende somente de P, nao da escolha de t.
Teorema 2.1.15. Seja F'/K um corpo de fungoes.

a) Para cada lugar P € Pp, a fun¢ao vp definida em 2.1.13 é uma valorizacao discreta de
F/K. Além disso, temos
Op={z€ F:vp(z) >0},

Op ={z€ F:up(z) =0},
P={z¢€ F:vp(z) > 0}.
b) Um elemento x € F' ¢ um elemento primo de P se, ¢ somente se vp(x) = 1.

¢) Por outro lado, suponha que v é uma valorizacao discreta de F//K. Entao, o conjunto
P={z¢e€F:v(z) >0} ¢éumlugar de /K e Op = {z € F : v(z) > 0} ¢ o anel de

valorizagao correspondente.
d) Cada anel de valorizacao O de F'/K é um subanel proprio maximal de F'.

Demonstragao. a) Afirmamos que vp é uma valorizagao discreta.

De fato, vamos a verificar as propriedades dadas na Defini¢ao 2.1.10.
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a) wvp(x):=o00 < z =0, pela defini¢io de vp.

b) Sejam z,y € F, entdo x = t"uy, y = t™ug, com uy,uy € Op e n,m € Z. Logo
vp(z) = n e vp(y) = m. Por outro lado, temos zy = t"u t™uy = t" M ujuy, com
uyuz € Op. Logo, vp(xy) =n+m = vp(x) + vp(y).

c) Sejam z,y € F, entdo z = t"uy, y = t™uy, com uj,uy € Op e n,m € Z. Logo
vp(z) = n e vp(y) = m. Assumimos, sem perda de generalidade, que n < m < oc.

Entao z +y = t"uy + tMug = t"(ug + t™ "uy) = t"z, com z € Op.

e Se z =0, entao x + y = 0. Consequentemente
vp(z +y) = 0o >n=min{vp(z),vp(y)}.
e Sez=tFucomk >0eu€ Op Entio z +y = t"(tFu) = t" *u. Assim,
vp(x +y) =n+k>n=min{vp(x),vp(y)}.

d) Tomando z = tu com u € O}, temos vp(z) = 1.

e) Seja 0 #a € K. Como K C Op C F, entao a € Op. Logo a = t%, ou seja,
vp(a) = 0.

Agora, vamos mostrar Op = {z € I : vp(z) > 0}.

De fato, seja 0 # z € Op C F. Como Op é um anel de valorizacao, temos z € Op ou
271 € Op. Além disso, como P = tOp, pelo Teorema 2.1.8 (b), temos que z € F tem
uma tnica representacao da forma z = t"u, para algum u € Op e n € Z. Logo vp(z) = n.
Suponha que z € Op. Vamos mostrar que n > 0.

Note que t € P. Entao, pela Proposicao 2.1.6(b), temos que t~! ¢ O,. Isso implica que
t72 ¢ O,, pois caso contrario t 2t = t~' € P pois P é ideal, e assim tt™! =1 € P, ou
seja, P = Op, o0 qual é absurdo.

Por inducao, obtemos ¢t~ ¢ O, para todo n € N.

L' =" € Op. Isto contradiz o feito acima.

Se z = t"w, com w € Op e n < 0, entao zw™
Portanto n > 0 e dai vp(z) = n > 0.

Por outro lado, seja z € F tal que vp(z) =n > 0. Entao z = t"w, com w € Op. como
t € P C Op, temos que t" € Op. Logo z € Op.

Agora, mostramos que Oy = {z € F : vp(z) = 0}.

De fato, seja 0 # 2z € O%. Logo 2z = t°2 e assim vp(z) = 0.

Logo, como P = Op \ O3, temos
P={z€F :vp(z) >0} —{z€ F:up(z) =0} ={z € F:vp(z) > 0}.
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b) (=) Seja z € F um elemento primo para P, entdo P = xOp. Assim P = 2O0p = tOp,

com ¢ primo para P. Entao x = tw, com w € O} e dai vp(x) = 1.

(<) Pela hipotese, temos vp(x) = 1, ou seja, x = tu, onde u € OF e t é elemento primo

para P. Logo P =tOp = tuOp = xOp, ou seja, x é elemento primo para P.

¢) Seja v uma valorizagao discreta de F/K.

Primeiro, mostramos que Op = {z € F : v(z) > 0} ¢ o anel.
e Sejam z,y € Op. Entao x,y € F com v(x) >0, v(y) > 0. Logo

v(zy) = v(z) +v(y) >0,

v(x +y) > min{v(z),v(y)} > 0.

Assim zy € Op e x +y € Op. Portanto, Op é fechado em F'.

e Seja 1p o elemento neutro para a multiplicacdo de F. Entao, v(1p) =

corpo. Assim, 1p € Op.

e Seja Op o elemento neutro para a adigdo de F. Entdo, v(0p) = oo >

Or € Op.

e Seja —x o oposto aditivo do x € Op. Entao,
v(—z) =v(—-1px) =v(-1p) + v(z) = v(x) > 0.
Logo —x € Op.
Agora, vamos mostrar que Op é um anel de valorizagao.

(i) KCOpCF

0 pois F' ¢

0, ou seja,

Seja 0 # a € K, entao v(a) = 0. Logo a € Op. Assim K C Op. Pela propriedade

d), existe z € F tal que v(z) =1 > 0. Entao z € Op e z ¢ K, ou seja, z € Op \ K.

Assim K C Op.
E claro que Op C F.

Seja x € Op, com v(x) > 0. Entdo z € F e 0 = v(1x) = v(zz™!) = v(z) + v(z™t).

Dai v(z™!') = —v(z) < 0. Ousejax~' ¢ Op. Logo Op C F.

(ii) Para todo z € F, temos que z € Op ou 2! € Op.

Seja z € F. Suponha que 227! ¢ Op. Entdo 0 > v(zz7!) = v(lp) = 0, o qual é

absurdo. Assim z € Op ou 27! € Op.
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Agora, mostramos que P = {z € F': v(z) > 0} é um lugar de F//K, ou seja, mostraremos

que P é um ideal maximal de Op.

e Mostraremos que P é ideal.

De fato, sejam x,z € P e y € Op, entao v(z) > 0, v(z) > 0 e v(y) > 0. Logo

v(zy) = v(z) +v(y) >0,

v(z + 2) > min{v(z),v(2)} > 0.

Assim xy € P e x + z € P. Portanto, P é ideal de Op.

e Agora, mostramos que P é ideal maximal.
Seja I outro ideal de Op tal que P C I C Op. Como P # I, entao existe t € [
tal que t ¢ P, com v(t) = 0. Logo, pela proposicao 2.1.6(b), temos t~! € Op. Dali,
tt7' =1¢€ 1, ouseja, I = Op.

d) Seja O o anel de valorizacao de F'//K. Considere P o ideal maximal de O, vp valorizagao
discreta associada a P e z € F'\ {0}. Vamos mostrar que F' = O|z].
Sejay € F.
Como z ¢ O temos vp(z) < 0 e como O é um anel de valorizagao, temos 271 € O.
Logo vp(z~!) > 0. Por outro lado vp(27') = —wvp(z). Portanto vp(z7') > 0. Assim
2 leP=tOedaiz ! =tp, compc O et elemento primo para P.

Logo, para k > 0 suficientemente grande

vp(yz™") = vp(y(tp)*) = vp(y) + kvp(tp) = vp(y) + k(1 +vp(p))

> vp(y) + k(1 +0) =vp(y) + k.

Chamando w = yz~* temos w € O e daf y = wz*. Assim y € O[z]. Portanto F' C Olz].
E como O[z] C F temos O|z] = F.
0

De acordo ao Teorema 2.1.15, os lugares, anéis de valorizagao e valorizagoes discretas de um

corpo de fungdes algébricas F'/ K sao essencialmente a mesma coisa.

Sejam P um lugar de F/K e Op o anel de valorizagdao. O anel de classes de residuos é
Op/P e como P ¢ ideal maximal, entdo Op/P é corpo.

Para = € Op, definimos z(P) € Op/P como a classes de residuos de  modulo P.

Para x € '\ Op, tomamos x(P) = oco. Note que o simbolo oo ¢ definido aqui de maneira

diferente como usado na Definicao 2.1.10.
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Pela Proposicao 2.1.6(c), temos que K € Op e K NP = {0}. Logo K NP = {0} pois
K ¢ K. Também, a aplicacao de classes de residuos Op — Op /P induz uma inje¢ao de K
em Op/P. Consideremos sempre que K ¢é subcorpo de Op/P via esta injegao. Observe que

este argumento também se aplica para K em vez de K e assim podemos considerar K como

subcorpo de Op/P.
Definigao 2.1.16. Seja P € Py (P é um lugar de F/K).

a) Fp:= Op/P é o corpo de classes de residuos de P. A aplicacdo = — x(P) de F para
Fp U {0} é chamada de aplicagdao de classes de residuos com respeito a P. As vezes

também se usa a notagao x(P) := z + P, com x € Op.
b) grau(P) := [Fp : K] é chamado de grau de P.
A seguir, veremos um resultado que garante que o grau do lugar P é sempre finito.
Proposicao 2.1.17. Se P é um lugar de F'/K e 0 # x € P entao, grau (P) < [F: K(x)] < 0.

Demonstra¢io. Como 0 # x € Pe KNP = {0}, entdo z ¢ K, ou seja,  é transcendente sobre
K. Assim [Fp : K] ¢ finito.

Agora, vamos mostrar que [Fp : K| < [F': K(x)].

Para isso, é suficiente mostrar que para quaisquer elementos z1, 2o, ..., 2, € Op, cujas classes
de residuos z1(P), z2(P), ..., z,(P) € Op/P sao linearmente independentes sobre K, sao line-
armente independentes sobre K (x).

Suponhamos que z1, 22, ..., 2, € Op nao sao linearmente independentes, ou seja, existe uma

combinag¢ao nao trivial tal que

qum:o, com ¢; € K(x), paratodoi=1,...,n.
=1

Assumimos, sem perda de generalidade, que os ¢; sao expressoes polinomiais em x e nem todas
sao divisiveis por z, isto é, ¢; = a; + xg; onde a; € K e g; € K(x), com a; # 0 para alguns
1e€l,...,n.

Note que se a; = 0 para todo ¢ € 1,...,n, terifamos ¢; = xg; e dai

zn:@zi = znjfgizi = ivzn:gizi =0 = Zn:gizi =0.
=1 =1 =1 i=1

Como x € Peg; € K(x) C Op. Logo zg; € P, pois P é um ideal. Isso implica que ¢; —a; € P.
Assim ¢;(P) = a;(P) = a;, coma; ¢ Pea; € K.
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n

Em E ¢;z; = 0, aplicamos a funcao de classes de residuos, obtendo assim
i=1

n

0=0(P) = Z@-(P)z,»(P) = a;%(P).

i=1
Como existe a; # 0 para algum j € 1,...,n, segue que 21(P), 22(P), ..., 2,(P) sdo linearmente
dependentes, o qual é uma contradicao.

Portanto 21, . .., 2, sdo linearmente independentes sobre K (z), elogo [Fp : K| < [F: K(x)]. O
Corolario 2.1.18. O corpo K de constantes F /K & uma extensao de corpos finita de K.

Demonstrag¢ao. Usaremos o fato que Pr nao é vazio (o qual serd provado no Corolario 2.1.22).
Seja P um lugar de F'/K. Mediante a aplicacao de classes de residuos Op — Op/P, considera-
mos K subcorpo de Op/P. Pela Proposicao 2.1.17 temos que [Op/P : K] < [F : K(z)] < oo,
para 0 # z € P. Desta forma [Op/P : K] < grau(P) < oo. Segue disto que K /K ¢ uma

extensao de corpos finita. ]

Observagao 2.1.19. Consideremos P um lugar racional de F'/ K, ou seja, grau (P) = 1. Entao
K = Op/P = Fp e a aplicagao de classes de residuos leva F' em K U {oo}. Em particular, se
K & um corpo algebricamente fechado entao todos os lugares sao racionais e assim todo lugar

possui grau um. Neste caso, podemos representar um elemento z € F' como uma fungao

z:Pp — K U{oo}
P +— z+P

Por essa razao, F//K é chamado de corpo de fungdes. Os elementos de K interpretados como
as funcoes no sentido definido acima, sao fungoes constantes e por isto é chamado de corpo das

constante de F'.

Definigao 2.1.20. Seja z € F e P um lugar de F/K. Dizemos que P é um zero de z se
vp(z) > 0; P é um polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0, P é um zero de z de ordem m;

se vp(z) =m < 0, P é um polo de z de ordem m.

No seguinte teorema, o Lema de Zorn é a ferramenta fundamental para a demonstragao,
especificamente para garantir a existéncia de um anel maximal em conjuntos que satisfazem a

condigao de cadeia.

Teorema 2.1.21. Seja F'//K um corpo de fungoes algébricas e seja R um subanel de F' com
K C R C F. Suponha que {0} # I C R é um ideal proprio de R. Entao, existe um lugar P de
F/K talque I C Pe RC Op.
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Demonstracao. Consideremos o conjunto
F:={S|S ésubanel de F ' com RC S e IS # S},

onde IS = {> a,s, | a, € I,s, € S} é um ideal de S.
Como R € F, temos que F # () e F é indutivamente ordenado por inclusao. De fato, se H C F

¢ um subconjunto totalmente ordenado de F, entao
T:=U{S|SeH}

é um subanel de F com R C T. Vamos verificar que IT # T

Suponha que IT =T. Temos que 1 € T, pois T é subanel. Entao,
1= Z%SU, coma, € I,s, €T.

Como H é totalmente ordenado, existe Sy € H (Sp subanel de F) tal que s1,...,s, € Sy. Assim

1= zn:avsv e 15
v=1

o qual é uma contradicao. Portanto, T' € F e T é majorante de H.

Pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal, isto é, existe um anel O C F' tal que
RCOCFelO # 0O e O é&maximal com respeito dessas propriedades. Vamos mostrar O é
um anel de valorizagao de F/K.

Como I # {0} e IO # O temos que O C F'e I CO\ O".

Seja z € F. Suponha que z ¢ O e 271 ¢ O. Entao I0[z] = O[z] e IO[z71] = O[z7!]. Assim,

existem aq, ..., an, by, ..., b, € IO tais que
n m
Zaiz’ =1le z:biz_Z =1
i=0 i=0

Note que n,m > 1, pois caso contrario ag = 1 e by = 1, ou seja, 1 € IO o que implicaria
10 = O. Suponhamos que m e n sao os menores inteiros positivos e que n > m. Logo,

multiplicando por (1 — by) & primeira equagao e por a,z" a segunda equagao, obtemos:

n

1— bo = Z(l — bo)aizi

=0

= (]_ — bo)(lo + (]_ — bo)(llz + -+ (]_ - bo)anz”
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:Z(a 2Mbiz

i=0
12" = (0020 + (002" 01z + (@,2")boz 2 4 -+ (a2 )bz
2" = Apbo2™ + apb1 2"+ apboz™ 2 4 - apbyp 2™

0= —a,2" + anboz"™ + apb1 2" 1 + apbez™ 2+ - + apby 2"

0=an(bp — 1)2" + apb12" " + apboz" 2 + -+ + ayby, 2" ™.
Agora, somando ambas equacoes

1-— bo = (1 — bo)ao + (1 — bo)CLlZ +--+ (1 — bo)anz" — CLn(l — bo)Zn + Zanbiz"ﬂ.
i=0

1—b0:(1—b0)a0+(1—b0)a12+—l—(l—bo QAp— 12 —l—Zanbz" ¢

1="0by+ (1 —0bo)ag+ (1 —bg)arz+ -+ (1 —bg)an_12"" +Zanbz" i

1= b() + (1 — bo)CLO—F (1 — bo)CLlZ + -+ Clnfl(l — bo) Znil,

-~ -~

co Cc1 Cn—1
onde ¢; € IO, mas isso é uma contradicao pois n é minimo. Assim, para todo z € F', temos

z€ Oouz!eO. Portanto, O é anel de valorizacgio. O

O seguinte corolario garante que todo z € F tal que z ¢ K possui pelo menos um zero e

um polo.

Corolario 2.1.22. Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F transcendente sobre K. Entao z

tem pelo menos um zero e pelo menos um polo. Em particular, Pr nao é vazio.

Demonstragao. Considere o anel R = K[z| e I = zK|z] é o ideal de R.

De fato, I # () pois z=z2.1€ I, com 1 € K C K(z) e dados x,y € I, h € R temos que x = z f
ey=zg,com f,g € K[z]. Entdao x +y = 2(f + g) e xh = zfh, com f + g, fh € K[z]. Assim
x4y €l exhéel. Portanto I é um ideal de R.

Assim temos o anel R = K|[z] de F, com k C K[z] = R C F e I = zK]|z| ideal proprio nao
nulo de R = K|[z]. Entao, pelo Teorema 2.1.21, existe um lugar P de F//K tal que I C P e
R C Op. Como z € I, entao z € P. Logo, pelo Teorema 2.1.15, temos v,(z) > 0. Portanto, P
¢ um zero de z.

Por outro lado, temos que z ¢ transcendente sobre K, logo z~! é transcendente sobre K. Entao

K[z é anel de F e zK|[z'] é ideal de K[27!]. Logo, pelo Teorema 2.1.21, existe um lugar Q
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de F/K tal que z7* € Q. Logo, pela Proposigao 2.1.6(b), temos z ¢ Og, ou seja, vp(z) < 0.
Portanto () é um polo de z. O

2.2 Corpo de funcoes algébricas racional

Na secao anterior, estudamos corpos de fungoes para um corpo arbitrario. Agora, vamos
estudar valorizagoes e lugares no caso do corpo de fungoes algébricas racional, ou seja, quando
F = K(z), onde z transcendente sobre K.

Seja p(x) € K[z] um polindbmio moénico e irredutivel. Considere o anel de valorizacao

= @ T T T x|, p(x) nao divide g(x
O = { 12 € K| (a).9(0) € K. pte) nio divide g(0)} 21)

de K(z)/K, com ideal maximal dado por

Py = {% € K(x)‘f(x),g(x) € K[z],p(z) divide f(z), p(x) nao divide g(x)} . (2.2)

No Exemplo 2.1.5, verificamos que Op(,) ¢ um anel de valorizagao de K(z)/K.
No caso particular, quando o polindémio p(z) é linear, ou seja, p(x) = x — a, com a € K,
podemos abreviar e escrever P, := P,_ € Pg(y).

Existe outro anel de valorizagao de K(x)/K dado por

0. = {1801, 9(0) € Kl g (/0)) < gran 900 (23)
com ideal maximal dado por
P = {10 (o). gt € Klal gron () < gron gt} (24)

Agora vamos a verificar que O, é um anel de valorizagdo de K(x)/K.

(i) KGO G K(2)
Seja a € K. Logo a = % € O, pois grau (a) = 0 = grau(1); e K # O, pois é € O
mas nao pertence a K, pois caso contrario, terifamos x € K, ou seja, x seria algébrico
sobre K, o que significaria uma contradigao pois z é transcendente. Também, O, # K (x)

pois z € K(z) e x ¢ Oy, caso contrario grau (1) > grau (z).

(ii) Seja z € K(z). Entao z = %
Suponha que z ¢ O, assim grau (f(z)) > grau (g(z)). Logo 27! = 9(x) € Ox.

/()
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P, & chamado de lugar infinito de K(x). Observe que estos rotulos dependem da escolha

1
especifica do elemento = que origina K (z)/K. Por exemplo K(z) = K (—) e o lugar infinito
T

: 1 :
com respeito a — é o lugar F, com respeito a x.
T

8 (8 o) enilom (1)) <o (:(2)

( 1\"
(E) (apz™ + aa™ 4+ -+ + ay,)

= m | bm 7é O0,m>n
- {(m)(mn) @;mfg(x),m > n} = h.
9(@)

Proposicao 2.2.1. Seja F' = K(z) o corpo de fungoes racional.

a) Seja P = Py € Pg(,) um lugar definido por (2.2), onde p(x) é um polinémio irredutivel.

Entao p(z) é um elemento primo para P e a valorizagao discreta correspondente vp pode
e
g(x)

n €z, f(x),9(x) € K(z), p(x) 1 f(z) e p(z) 1 g(z), entdo vp(z) = n. O corpo de classes

ser descrita da seguinte forma: Se z € K(z) \ {0} é escrito na forma z = p(z)" , com

de residuos K(x)p = Op/P ¢é isomorfo a K(x)/(p(x)), e o isomorfismo esté dado por

¢: K(z)/{p(x)) — K(z)p
f(x) mod p(z) +— f(x)(P)

Consequentemente grau (P) = grau (p(x)).

b) No caso especial p(x) = x — «, com « € K, o grau do lugar P = P, é igual a um, e a

aplicacao de classes de residuos esta dada por z(P) = z(«), para z € K(z) onde z(«) é

definido da seguinte forma: escreva z = Z}téi; com polindmios f(z),g(xz) € K|[z| primos
entre si. Entao,
1 e gla) # 01
2(a) =4 9(a)

oo, se g(a) =0.
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¢) Seja P = P, o lugar infinito de K(z)/K definido por (2.4). Entao grau de P, é igual

: 1 S
a um, e um elemento primo para P, ét = —. A valorizacao discreta correspondente v
x

esta dada por

o (%) — grau (g(x)) — grau (f(z))

onde f(z),g(x) € Klz]. A aplicacdo de classes de residuos correspondente para P, ¢

definida da seguinte forma: se

o= It +---+a0’ com a,, b, #0
by ™ + -+ - + by

Entao
(an
—, sen =m;
bm
z(00) = 0, sen < m;

00, sen > m.
\

d) K é todo o corpo de constantes de K (z)/K.

Demonstragdo.  a) Seja P = Py, € Pk(y), com p(z) € K[z] irredutivel. O ideal P, esta
contida no anel de valorizacao Op(,. Como p(z) = (p(z))' -1, entao vp(p(z)) = 1. Assim,
p(z) é primo para P, pelo Teorema 2.1.15(2).
Consideremos o homomorfismo
¢: Klz] — K(x)p
f@) — flo)+P

Determinamos o ntcleo

ker(¢) = {f(z) € K[z];0(f(z)) = 0} = {f(z) € K[z]; f(z) + P = 0}
={f(z) € K[z]; f(z) € P} = (p(2)).
Agora, verificamos que ¢ é sobrejetora.

Dado z € Op;). Escrevemos z = %, onde u(z),v(z) € Klz] e p(z) t v(z). Logo
mde(p(x),v(z)) =1 e existem a(x),b(z) € K[x] tal que

a(z)p(x) + b(x)v(zr) = 1.

Assim,

z=2-1= %(a(ﬂf)p(x) +o(x)u(r)) = m(a(:v)p(x)) + u()b(x).
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Aplicando a funcao de classes de residuos, temos

2(P) =z+ P = (u(x)b(z)) + P € Im(9).

Logo, pelo teorema do isomorfismo, temos

Consequentemente, grau (P) := [K(z)p : K| = grau (p(z)).

b) Temos P = P, e pelo item (a), grau(F,) = grau(p(z)) = 1. Se f(z) € K|z]. Entao
p(z) | (f(x) — f(a)), ou seja, z — « | (f(x) — f(a)). Aplicando a fungao de classes de
resduos, temos f(2)(P) = (f(x) = [(@))(P) +/(a)(P) = f(a)(P).

Seja z € Op(y), entao z = f($), onde f(x),g(x) € K[zl e p(x) =2 —atg(zx).

g(x)
Logo g(z)(P) = g(a) # 0 e assim

Se g(a) =0, temos z(a) = 0.

¢) Como F = K(z), temos que grau (P) = [Fp,_ : K] = 1.

Vamos a mostrar que v, ¢ uma valorizacao discreta.

1) Veo (%) = 00 < grau(g(z)) — grau (f(z)) = oo < grau(f(r)) = —oo. Logo
f(z) =0, o que implica que ;Eg =0.
ii) Consideramos h@) e M, entao

g1(x)  g2(x)

y (fl(flf) _ f2(33)) . (fl(x)fz(ﬂﬁ))

T\a(@) () T\ 91(2)g2()

= grau (g1(7)g2(7)) — grau (f1(z) fo(z))
) — grau (fi(x)) — grau (fo(z))
)

()
= grau (g:(z)) + grau (ga(x
() + grau (ga(2)) — grau (f2(z))

(
= grau (g1 (z)) — grau (fi(z
— (5m) = ()
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(@ fz(x)
a(@) " galx)’

_ <f1(36) _I_f(x)> _ (fl +f2( )91 (33))

iii) Consideramos entao

g1(z)  ga(x) - 92()
(gl(x)gz( ))—grau (f1(@)ga(z) + folz)g1(2))

au (g1(z)g2(x)) — max{grau (fi(z)g2()), grau (fo(z)g1(x))}
au (g1(

u(91(x)) + grau (ga(2)) — max{grau (f1(z)) + grau (ga(2)),

= gra

| V

grau (f2(x)) + grau (g1 (x))}

= min{grau (91 )) grau (f1(x)), grau (g2(x)) — grau (f2(x))

= min :
gi(z 92()
1
iv) Basta tomar — — € K(z), pois v < ) = grau (x) — grau (1) = 1.
v) Seja a € K, entdao a = I Logo vy (a) = grau (1) — grau (a) = 0.

Portanto v,, é uma valorizacao discreta.

1
Agora, vamos a mostrar que t = — é elemento primo para P...

Note que t = 1 € Py. Considere z = % € Py, ou seja, grau (f(z)) < grau (g(x)).
Assim z = glyxgjz( )> Note que grau (f(z)) < grau(g(x)). Isso implica que xgﬁfc? € O.

1
Assim, z € —O,. Portanto, — é um gerador do lugar infinito, isto é, ¢ é primo para P..
x x

d) Seja P um lugar de K(z)/K, de grau igual a um (podemos considerar P = P,, com
o € K. Entdo K(z)p = K. Temos K C K(z). Considerando o homomorfismo do item
(a), temos K C K C K(z)p = K. Portanto K = K.

[

Teorema 2.2.2. Nao existem outros lugares do corpo de fungoes racional K (x)/K diferente

dos lugares Py, e Px.

Demonstragao. Seja P um lugar de K (x)/K. Temos duas possibilidades:
Caso 1: Suponha que x € Op. Entao K[z] C Op.

Definimos I := K[z] N P. Assim, I é um ideal de K[z], e mais, é primo. Assim, a aplicagdo de

classe de residuos induz uma injegao il — K(z)p, o que garante que I # {0}.

Logo, existe um polinémio ménico e irredutivel p(x) € K|z| tal que

I =Kz]NP = f(z)K|x].
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Agora, dado g(x) € Klz|, com p(z) 1 g(x) temos g(z) ¢ I, e como g(z) € K[x] devemos ter que
g(z) ¢ P. Logo, pela Proposi¢ao 2.1.6(b), temos g(x)~' € Op. Logo

_[f@)
0= 505

Fe).g(e) € Klelple) 1 9(0) } € O

Dado que os anéis de valorizacao sao subanéis proprios e maximais de K (z), portanto, Op,) =
Op. Assim, o lugar P coincide com o lugar By,

Caso 2: Suponha que r ¢ Op. Entao 27! € Op. Logo Klz7!] C Op. Além disso, pela
Proposi¢ao 2.1.6(b), x™ ' € P. Daiz™' e PN K[z7 '] e PN K[z '] = 27 ' K[z 7.

Logo, temos que

Pela maximalidade do anel de valorizagoes, Op = O4. Logo, segue que P = P,,. Portanto,

P = Pp(x) ou P = Poo. O

Corolario 2.2.3. Os lugares de K (x)/K de grau um estao em correspondéncia biunivoca com
K U{oo}.
2.3 Independéncia de valorizagoes

O principal resultado desta segao é o teorema da aproximacao fraca, chamada também como

teorema da independéncia.

Teorema 2.3.1 (Teorema da Aproximacao Fraca). Sejam F'/ K um corpo de fungoese P, ..., P,
lugares dois a dois distintos de F'/K; sejam x1,...,x, € Fery,...,r, € Z. Entdo, existe algum
elemento = € F tal que vp,(z — x;) =1, parai = 1,... n.

Demonstragao. Para simplificar, vamos considerar v; = vp,- A demonstracao deste teorema é

construtiva e é feita em vérios passos:

e Passo 1: Existe algum u € F' com vy(u) > 0 e v;(u) <0, parai=2,...,n.
De fato, por indugao.

Para n = 2: Como P, # P, temos Op, € Op, € Op, € Op,, pois os anéis de valorizagao
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sdo anéis maximais de F'. Assim, podemos encontrar y; € Op, \ Op, € y2 € Op, \ Op,.

Logo v1(y1) > 0, v1(y2) < 0, va(y1) < 0 e va(ya) > 0.

Definimos u := %, entao
Y2

vi(uw) = vi(y1) —vi(y2) > 0 e va(u) = va(y1) — va(y2) < 0.

Para n > 2: Usamos a hipotese de indugdo: existe um elemento y € F' tal que v;(y) > 0

eva(y) <0,...,0,-1(y) <O0.

o Se v,(y) < 0 a demonstracao esta concluida.

o No caso em que v,(y) > 0, escolhemos z € F tal que v1(z) > 0 e v,(2) < 0.
Definimos u := y + 2", com r > 1 é escolhido da forma que rv;(z) # v;(y), para todo
i=1,...,n—1. Dai, segue que vy (u) = v1(y +2") > min{v;(y),rv1(2)} > 0, e como

rv;(z) # vi(y), pelo Lema 2.1.12 temos,
vi(u) = v1(y + 2") = min{v;(y), rvi(2)} <0
para todo i =2,...,n.

Passo 2: Existe algum w € F tal que vy(w — 1) > r; e v;(w) > ry, parai = 2,--- , n.

Considere u como no passo 1 e defina w = (1+u*)~!. Para s € N suficientemente grande

v(w—=1)=v (1+u")" =1) =o; (—u’(1+w*)"")

= vy (—u®) — v (1 +u®).

Como u € Py € Op, e Op, ¢ um anel local, entao 1 +u* € Op. Logo vi(1 + u®) = 0.

Assim vy (w — 1) = vy (u®) = svy(u) > 0. Portanto, para s suficientemente grande temos
v (w — 1) = svy(u) > ry.

Agora, analisamos v;(w), para i = 2,...,n.

Como w = (1 +u®)™" entdo v;(w) = —v;(1 4+ u®). Assim,
v; (1 + u®) = min{w;(1), sv;(u) } = sv;(u) <0
o que implica que v;(w) = —sv;(u) > 0. Logo, para s suficientemente grande v;(w) > r;.

Passo 3: Dados v, ...,y, € F, existe z € F tal que v;(z—y;) > r;, paratodoi = 2,...,n.

Considere s € Z tal que v;(y;) > s, para todo 7,5 € {1,...,n}. Pelo passo 2, existem
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wy,...,w, € F comv;(w; —1) >r; —s e v;(w;) >1r; —s, para j # i.
n
Definimos z := Z yjw;, logo

=1

vilz —y) = v (Z Y;w; — yi) = ((yiwi —yi) + Z ijj>
j=1 JF#i
= (yi(wi —1)+ Z yj%’)
J#i

> min {Uz‘(yi) + vi(w; — 1), v; (Z ij_j) }

JFi

> min {v,(yz) + v;(w; — 1),%1;?{2;@(%) + v (w])}} > 7.

Finalmente, fazemos a demonstragao do teorema.

Dados x1,...,2z, € F. Pelo Passo 3, existe um elemento z € F' tal que v;(z — z;) > r;, para
todoi =1,...,n. Escolhemos z; € F' tal que v;(z;) = r; (basta um elemento de valor r; em F').
Para zy,...,z, € F, pelo Passo 3, existe 2z’ € F tal que v;(2' —x;) > r;, paratodoi =1,...,n.
Entao

vi(2) = v (2" — 2) + 2z1) = min{v; (2" — ), v:(2)} = 74
Definindo z := z + 2’ temos v;(x — ;) = v;((x — ;) + 2’) = min{v;(z — x;), v;(2") } = r;. O
Corolario 2.3.2. Todo corpo de fungoes possui infinitos lugares.

Demonstracao. Seja F'/K o corpo de fungdes algébricas. Suponhamos que F'/K possui finitos
lugares, ou seja, P, ..., P, sdo todos os lugares do corpo de fungoes. Pelo Teorema 2.3.1, existe
algum elemento 0 # x € F' com vp,(z) > 0, para i = 1,...,n. Entdo, z é transcendente sobre

K, uma vez que possui zeros, mas x nao tem polos, o que contradiz ao Corolario 2.1.22. ]

Proposigao 2.3.3. Seja F'/K corpo de fungoes algébricas e Py, ..., P, zeros do elemento x € F.

Entao

vai(x) -grau (F) < [F: K(z)]

Demonstragio. Denotamos v; = vp,, fi = grau (FP;) e e; = v;(x).
No Teorema 2.3.1, considere x; = 0, para todo k = 1,...,n, r; = 1, r, = 0 para todo k # 1.

Entao, para cada i, existe t; € F' tal que

Para cada ¢ fixo, escolhamos s;1,. .., s, € Op, tais que s;i1(5), ..., s;,(F;) formam uma base

de F'p, sobre K.

30



Fixamos 7, j. Consideremos z; = s;; e x, = 0, para todo k # ¢. Aplicando o Teorema 2.3.1,

existem z;; € F tal que v(2z; —xp) =1 k=1,..., fi, isto é, se k = i temos
Uz'(zij — IEZ) = Ui(zij — 8@‘) =T, = 1

e se k # 1 temos

v(2ij — k) = k(25 — 0) = vg(2i5) = ex.
Como v;(z;; — si5) =1 > 0, entdo z;; — s;; € Pi.
Como s;1(F)), ..., Si,(FP;) é uma base de Fp,, entdo s;;(F;) # 0(F;), para todo j. Dessa forma
sij ¢ P;, para todo 7, tal que z;; — s;; € ;. Logo z;(P;) = s;;(F;). Portanto z;1(5;), ..., zif, ()
¢ uma base de Fp,, para todo j.
Afirmamos que os elementos tfz;, 1 < ¢ < r, 1 < j < fi,» 0 < a < e; sao linearmente

independentes sobre K (x). Temos um total de Z eifi = Z grau (P, (x) elementos.

Suponhamos que os elementos t{ z;; sao hnearmente dependentes Assim existe uma combinacao

linear nao trivial

r  fi e—1

Z Z Z Soijat;'lzij = 0, onde Pija € K(Z‘) (31)

i=1 j=1 a=0
Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢;;, € K|[x] e nem todo ¢;;, é divisivel por .

Assim, existem k € {1,...,r} ec€{0,...,ex — 1} tais que
T | ija, para todo a < cepara j € {l,..., fi}, (3.2)
T 1 rje, para algum j € {1,..., fi}. (3.3)

Multiplicando a equagao (3.1) por ¢, ¢ obtemos

fi ei—1

0= Z DY vtz (3.4)

i=1 j=1 a=0

fi ei—1 fi ei—1
= Z Z Orjaly “2rj + Z Z Z Pijati gty (3.5)
=1 a=0 i#k =1 a=0

Agora, aplicando a valorizagao discreta v, = v,, na equagao (3.4).

Note que g;j, € K[z]; K € Op,, © € P,. Assim K[z] C Op,. Logo vy(pija) > 0. Logo
e Para i # k temos
Uk($ijali 2i5ty, ) = vi(Pija) + vr(t7) + vr(2i5 + ve(t,)

> 0+ avg(t;) + vi(zij) — cog(ty)

=a-0+4+e,—c-1=¢e,.—c>0.
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e Para i = k temos

Ok (Prjati2rity ) = vi(Prjaly “2j) = Vk(Prja) + 0t ) + vi(2k5)
>0+ (a—c)vg(ty) +exr=(a—c)-1+e

>e, —c>0.

Logo, da equacao 3.5, obtemos:

Tk fr ei—1 fi ei—1
Z ngchkj = — (Z Z cpkjatz_czkj + Z Z Z @ijatgzijtlzc) = —S. (36)

j=1 j=1 a#c i#£k j=1 a=0

fr Tk
Assim v (S) > 0. Isso implica que ngkjczkj € P.. Logo Zgokjc(Pk)zkj(Pk) =0(FP) =0

j=1 j=1
sobre K. Mas, existe j € {1,..., fi} tal que gjc = ap + oz + - - + ™, com g # 0. Entao

rjc(Pr) = ao(Py) = ap € K.

Assim, obtivemos uma combinagao linear nao trivial de elementos da base de Op,/P;, 0 que

implica uma contradicao. O

2.4 Divisores

A partir daqui, F'/K denotara um corpo de fungoes algébricas em uma variavel, tal que K é o

corpo de constantes de F//K, ou seja, K = K.

Definigao 2.4.1. O grupo divisor de F'/K é definido como o grupo abeliano livre gerado pelos
lugares de F'/K e é denotado por Div(F'). Os elementos de Div(F') sdao chamados de divisores

de F'/K. Em outras palavras, um divisor ¢ uma soma formal

D= Z npP, com np € 7Z e quase todos np = 0.
PePr

O suporte de D esta definido como Supp D := {P € Pr | np # 0}.

Algumas vezes, seré conveniente escrever D = E npP, onde S C Pr é um conjunto finito

Pes
com SuppD C S.

Definicao 2.4.2. Se D é um divisor tal que D = P, para P € P, entao D é chamado de

divisor primo.
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Dados dois divisores D = Z npP e D' = Z n’p P, definimos a adigao

PePp PePr
D+ D = Z (np +np)P
PePp

e o elemento neutro é o divisor 0 := g npP, onde np = 0, para todo P.
PePp

Para Q € Pre D = Z npP € Div(F), definimos vg (D) := ng; logo
PePp

SuppD ={P €Pp |v,(D) #0} e D= > vp(D)P.

PeSupp D

Definicao 2.4.3. Uma ordem parcial em Div(F') é definida por
Dy < Dy <= vp(D;) <wvp(Dy), para todo P € Pp.

Se D; < Dy e Dy # Dy simplesmente podemos escrever Dy < Ds, e se D > 0 dizemos que

D é um divisor positivo ou efetivo.

Definigao 2.4.4. Seja D € Div(F'), o grau do divisor D ¢é definido como

grau D := Z vp(D) - grau (P).
PePr

Definigao 2.4.5. Seja 0 # x € F e denotamos por Z o conjunto de zeros e N o conjunto de

polos de z em Pr. Entao definimos

(x)o: = Z vp(z)P, o divisor de zeros de z,

Pez
T)oo : = —vp(x))P, o divisor de polos de =,
(z) > (—vp(x))
pPeN
(x) : = (x)o — (¥)no, O divisor principal de x.

Note que, dado P € Z um zero de z, temos vp(x) > 0 e assim (z)y > 0. E dado P € N um
polo de x, temos vp(x) < 0, logo —vp(x) > 0 e portanto (7). >0 e

()= > wvp(x)P. (2.5)

PePp

Os elementos 0 # = € F' os quais s@o constantes, sao caracterizados por
re K < (z)=0.

De fato, se z € K = K, entdo z ¢ P, pois KNP = {0}. Assim, z € O}. Logo, pelo
Teorema 2.1.15, tem-se v,(z) = 0, para todo P € Pp. Isso implica, (z) = 0. Reciprocamente,
se (z) = 0, temos vp(x) = 0 para todo lugar P de F//K e assim z nao ¢ transcendente sobre

K, pois se fosse teria pelo menos um zero e um polo, logo x € K = K.
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Definigao 2.4.6. O conjunto de divisores Princ (F') := {(z) | 0 # x € F'} é chamado de grupo
dos divisores principais de F/K.
Este ¢ um subgrupo de Div(F), pois dado 0 # z,y € F, temos

(@)+ () = > ve(@)P+ Y vpy)P = (vp(x) + vp(y))P

PEPF PE]P)F PE]PF
= wp(ay)P = (zy).
PePp

O grupo quociente

CU(F) := Div(F)/Princ (F)

é chamado grupo das classes dos divisores. Para um divisor D € Div(F'), o elemento corres-

pondente no grupo quociente C1(F') ¢ denotado por [D].

Definigao 2.4.7. Dois divisores D, D’ € Div(F') sao equivalentes e se escreve D ~ D’ se
[D] = [D'], isto é, D = D' + (z), para algum = € F'\ {0}. (D ~ D’ < [D] = [D'] é uma relagao

de equivaléncia).

Definigao 2.4.8. Dado A € Div(F), o espago de Riemann-Roch associado ao divisor A é
definido por
ZL(A)={zxeF|(x)>—-A}U{0}.

Observagao 2.4.9. Seja A € Div(F). Entao,

a) x € L(A) < vp(x) > —vp(A), para todo P € Pp.

b) Z(A) # {0} < existe A’ € Div(F) tal que A’ ~ Ae A" > 0.
Demonstracao. a) Dado P € Pp,

reZL(A) <= (1) 2 -A < ) vp(@)P>— > wvp(A)P

PePr
= > wp(@)P>= ) (—vp(A)P < vp(x)P > —vp(A),VP € Pp.
PePr
b) Seja A € Div(F),

Z(A) #{0} < existe z € L(A) com z # 0

— (2)>-A <= (r)+ A>0.

Assim, basta tomar A" = () + A para ter A’ ~Ae A > 0.
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Lema 2.4.10. Seja A € Div(F). Entao:
a) Z(A) é um espago vetorial sobre K.
b) Se A~ A’ entdao L (A) ~ L (A’), como espagos vetoriais.
Demonstragao.  a) Sejam x,y € Z(A) e a € K. Para todo P € Pp temos
vp(z +y) = min{vp(z), vp(y)} = —vp(A),
vp(ax) = vp(a) + vp(x) > —vp(A),
e pela Observagao 2.4.9(a), temos x +y € Z(A) e ax € L(A).

b) Pela hipotese, A = A’ + (z), para algum 0 # 2z € F.

Considere a aplicagao
¢: L(A) — F

r +— Tz

e ¢ ¢ linear.

Sejam x,y € Z(A) e A € K temos
dlx+Ay) = (z+ \y)z = 2 + M\yz = ¢(z) + \o(y).
e A imagem de ¢ esta contida no £ (A’).

reZ(A) = (2)+A>0 <= () +(2)+ A" >0
= (22) > —A <= 12 L(4) <= ¢(z) e Z(A)
< Im(¢) C Z(4).

Agora, definimos a seguinte aplicacao

¢ LA — F

x — xz7!

¢’ € linear e a imagem de ¢’ esté contida no Z(A). Além disso,

(po¢)(x) = plaz") =222 =2, Vo € L(4),
(¢ 0 ¢)(x) = ¢/ (v2) = 2227 = 2, Vo € L(A).

Portanto ¢ é um isomorfismo entre Z(A) e Z(A4’).
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Lema 2.4.11. Seja A € Div(F).
a) Z(0) =K.
b) Se A < 0 entao .Z(A) = {0}.

Demonstracao. a) Para 0 # z € K temos (z) = 0, logo 2 € Z(0) e isso implica que
K c Z(0). Por outro lado, se 0 # = € Z(0) entdo (x) > 0 e assim vp(x) > 0 para
todo lugar P. Logo, x nao possui polos e entao, pelo Corolario 2.1.22, x nao pode ser

transcendente sobre K. Assim z € K = K. Portanto .Z(0) C K.

b) Suponha que existe um elemento x # 0 em Z(A), para A < 0. Assim (z) > —A >0¢
com isso z € K = K sendo entfio transcendente sobre K. Além disso, (z) > 0 implica

que x nao possui polos, o qual é absurdo.

Lema 2.4.12. Sejam A, B € Div(F) e A < B. Entao Z(A) C Z(B) e
dim(Z(B)/Z(A)) < grau B — grau A.
Demonstracao. Seja © € £ (A). Entao (z) > —A e como pela hipotese A < B, logo temos
(x) > —B. Logo = € Z(B). Portanto £ (A) C Z(B).
Como B > A, temos B = A+ P, para algum lugar P € Pr. O caso geral segue por inducao.

Escolhemos t € F tal que vp(t) = vp(B) = vp(A) + 1.
Seja a aplicacao
Vv: Z(B) — Fp
r — xt+ P
1 esta bem definida, pois para cada x € L(B), temos vp(z) > —vp(B), pela Observagao 2.4.9,
ou seja, vp(z) > —vp(t). Entdo vp(z) + vp(t) > 0. Assim vp(xt) > 0. Logo zt € Op.
Além disso, 1 é linear sobre K, pois trata-se de operagoes envolvendo lugares e valorizacoes.

Determinamos o ntucleo da aplicacao

ker(y) = {z € Z(B) | ¥(x) = 0} = {x € L(B) | ot + P = 0}
—{ze€.Z(B)|xteP}={ze.ZB)|vp(xt) > 0}
={z € Z(B) | vp(z) +vp(t) > 0} = {z € Z(B) | vp(z) > vp(t)}
={z € Z(B) |vp(z) Zvp(A)} ={z € L(B) |z € L(A)} = L(A).

Assim, v induz um isomorfismo £ (B)/Z(A) — Im(y) e como Im(v¢)) C Fp entao
dim(Z(B)/Z(A)) < dim(Fp) = grau (P) = grau (B — A) < grau (B) — grau (A).
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Proposigao 2.4.13. Para cada A € Div(F'), o espago vetorial .Z(A) tem dimensao finita

sobre K. Mais precisamente, se A = A, — A_, onde A, e A_ sdo divisores positivos, entao
dim(Z(A)) < grau (A;) + 1.

Demonstracao. Seja A € Div(F). Pelo Lema 2.4.10(a), temos que .Z(A) é um espago vetorial
sobre o corpo K. Mostraremos que .Z(A) tem dimensao finita.
Pela hipotese A = A, — A_, com A, e A_ divisores positivos, entao A < A,. Pela hipotese

A, >0, logo, pelo Lema 2.4.12, segue
dim(Z(A4)/Z(0)) < grau A, —deg0 = grau A,.
Agora, pelo Lema 2.4.11, temos que .2(0) = K, ou seja, dim(.Z(0)) = dim K = 1. Dai, temos
dim(2(A)) < dim(Z(A,)) = dim(Z(A,)) - dim(£(0)) + 1
= dim(Z(A4)/Z(0)) + 1 < grau(A;) + 1.
Portanto dim(Z(A)) < grau (Ay) + 1. O

Definigao 2.4.14. Seja A € Div(F'). A dimensdo do espaco de Riemann-Roch associado ao
divisor A é definida por
((A) = dim(Z(A)).

Teorema 2.4.15. Todos os divisores principais possuem grau zero. Mais precisamente, para
todo x € F/K, (z)o o divisor de zeros de x e (x)y 0 divisor de polos de x. Entao

grau (z)o = grau (z). = [F: K(x)].
Demonstracao. Sejam [F : K(z)] =ne B := () = Z(—vpi(a:))Pi = Z(Upi(afl))Pi, onde

i=1 i=1
Pi,--- P, sdo todos os polos de x. Assim, P; é um zero de 27!. Logo, pela Proposicao 2.3.3

tem-se
grau B = Z(vpi (z7h) - grau (B) < [F : K(z)] = n.
i=1
Assim grau B < n. Mostramos agora que grau B > n.
Como [F : K(x)] = n, escolhemos uma base {ui,...,u,} de F/K(z) e um divisor C' > 0 tal
que (u;) > —C, para todo j =1,...,n.
Seja m > 0. Note que, para0 <t <mej=1,...,n temos
vp(z'u;) = tvp(z) + vp(uj) > —tvp(B) — vp(C)

> —mup(B) - vp(C) > vp(mB + O).
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Assim z'u; € L(mB + C).

Como ug,...,u, sao linearmente independentes sobre K (x), entdo uy,...,u, sdo linearmente
sobre K. Isto implica, que os z'u; s@o linearmente independentes sobre K, para 0 < ¢t < m e
7=1...,n.

Portanto, {(mB + C) = dim(Z(mB + C)) > n(m + 1), para m > 0.

Consideremos c¢ := grau C'. Pela Proposicao 2.4.13, para todo m > 0, temos

{(mB+ C) <mgrau B+c+1
n(m+1) <{(mB+C)<mgrau B+c+1
nm+n—c—1<mgrau B

n—c—1<m(grau B —n).

Para m suficientemente grande, temos grau B > n. Portanto grau B = n.

Por outro lado, como (x)y = (27')s, concluimos que
grau (z)o = grau (27 ') = [F': K(z71)] = [F': K(2)]
e como (z) = (x)y — (7)o entao grau (z) = 0. O
Corolario 2.4.16. Sejam A, A’ € Div(F)
a) Se A~ A’. Entao ((A) = ((A’) e grau A = grau A'.
b) Se grau A < 0, entao ¢(A) = 0.
c) Se grau A = 0, entao sao equivalentes:

(i) A é principal;

Demonstragao. a) Como A ~ A’| pelo Lema 2.4.10(b), Z(A) e Z(A’) sao isomorfos como
espagos vetoriais sobre K e portanto tem a mesma dimensao, ou seja, £(A) = ((A").
Por outro lado, como A ~ A’, pela defini¢do, temos A = A’ + (x) para algum = € F'\ {0}.

Pelo Teorema 2.4.15, temos grau (z) = 0, o que implica que grau A = grau A’

b) Suponha que ¢(A) > 0, ou seja, £ (A) # {0}. Entdo, pela Observagao 2.4.9(b), existe
A" € Div(F) tal que A~ A" e A’ >0, logo A > 0. Assim grau A > 0, o que contradiz a
hipotese. Portanto ¢(A) = 0.
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c) Seja A € Div(F).

(i) = (ii): Pela hipotese, A é um divisor principal, entdo A = (z) para = € F'\ {0} e
como
(@) =D vr@™ )P = 3 vp(@ )P == ve@P+ > vp(e)P = ~(2)
pPez PeN pPez PeEN

entao, 7' € Z(A). Logo dim(Z(A)) > 1. Portanto ¢(A) > 1.

(i) = (iii): Pela hipotese, temos ¢(A) > 1. Assim .Z(A) # {0}, logo pela Observagao
2.4.9(b), existe A" € Div(F) tal que A ~ A" ¢ A’ > 0 e pelo item (a) deste corolario,

temos grau A’ = grau A =0, e como A’ > 0, entao A’ = 0. Assim

(ili) = (i): Temos ¢(A) = 1 e grau A = 0. Entao Z(A) # {0}. Logo existe
z € Z(A)\ {0} e assim (z) + A > 0. Dai, pelo Teorema 2.4.15, temos grau (z) = 0 e isso
implica que grau ((z) + A) = 0. Logo (2) + A = 0, ou seja, A = —(z) = (27!). Portanto

A ¢é divisor principal.

Proposigao 2.4.17. Existe v € Z tal que, para todo A € Div(F'), vale
grau A — ((A) < #.

Demonstracao. Sejam Ay, Ay € Div(F'). Suponhamos que A; < Ay, pelo Lema 2.4.12, temos
g(Al) Q 0%(14.2) (§]

Fixamos x € F'\ K e consideremos B = () 0 divisor especifico,

T

B = (1) = 3 (~up()P

PeN

onde N ¢ o conjunto dos polos de z em Pr. Pelo que fizemos na demonstracao do Teorema

2.4.15, existe ¢ > 0 tal que {(mB + C') > (m+ 1) grau B, para todo m > 0, e pelo Lema 2.4.12
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temos {(mB + C) < {(mB) + grau C. Logo

(m+ 1) grau B < ¢(mB) + grau C
mgrau B + grau B — grau C' < {(mB)

grau (mB) + [F : K(z)] — grau C' < {(mB).
Considerando v = grau C' — [F' : K(z)] € Z, obtemos
grau (mB) —{(mB) < 7.

Agora, mostraremos que a desigualdade é valida quando substituirmos mB por A € Div(F)
qualquer.
Afirmagao: Dado A € Div(F), existem Ay, D € Div(F) e existem m > 0 tal que A < Ay,
Ai~DeD<mB.
De fato, seja A; € Div(F'), com A; > 0e A; > A. Pelo Lema 2.4.12, para m suficientemente
grande, temos
{(mB — Ay) > {(mB) — grau A
> grau (mB) — v — grau A; > 0.
Logo, existe 0 # z € Z(mB — A;). Assim, definimos D := A; — (2), e entdao A; ~ D. Como
z € L(mB — A;) temos
Al — D= (Z) 2 —(mB —A1>
Al - D 2 —mB + Al

D <mB.
Agora, pela Afirmacao, temos

grau A — ((A) < grau A; — ((A;) = grau D — {(D) < grau (mB) — {(mB) < 7.

Definigao 2.4.18. O género g do corpo de fungoes F//K é definido por
g :=max {grau A —V(A)+ 1| A€ Div(F)}.

Pela Proposi¢ao 2.4.17, o conjunto {grau A —¢(A) +1| A € Div(F)} ¢é limitado superior-

mente pelo ntmero inteiro v + 1. Assim o género g ¢ um ntamero finito.
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Observagao 2.4.19. O género g de F'//K é um inteiro ndo negativo.

Demonstragao. Consideremos A = 0, entdo grau A — ((A) +1 =0—¢(K)+ 1 = 0 e assim
g > 0. O

Teorema 2.4.20 (Teorema de Riemann). Seja F'//K um corpo de fungoes de género g. Entao:
(a) Para todo divisor A € Div(F), ¢(A) > grau A+ 1 —g.

(b) Existe um inteiro ¢, dependendo de F/K, tal que ¢(A) = grau A + 1 — g, sempre que

grau A > c.

Demonstragao. a) Seja A € Div(F). Pela defini¢ao de género temos

g>grau A—Vl(A)+1 = ((A) >grau A+1—g.

b) Seja Ay € Div(F') com g > grau Ay — £(Ap) + 1. Definimos ¢ := grau Ay + g.

Se grau A > ¢, entdo pelo item (a), temos

0(A—Ap) >grau(A—Ag) +1—g=grau A—grau Ag+1—g

=grau A+1—g>c+1—c=1.

Logo L (A — Ay) # {0}. Assim, existe 0 # z € L(A — Ap), isto é, (2) + A— Ay > 0.
Considere o divisor A’ = A + (2), pois A’ ~ A. Entao A’ > Ay. Como A’ ~ A, obtemos

grau A — ((A) = grau A" — ((A")
grau A — ((A) > grau Ag — (Ag) =g — 1

((A) < grau A+1—g.

e portanto, pelo item (a), temos ¢(A) = grau A+ 1 — g.

Exemplo 2.4.21. O género do corpo de fungdes racional K (z)/K é zero.

Demonstracao. Consideremos o lugar Py, (definido na equagao (2.4)). Pela Proposigao 2.2.1(c),
tem-se grau (Py,) = 1.
Considere, para r > 0, o espago vetorial £ (rPy).

Note que, para 0 < ¢ < r tem-se

(2') + 1Py = i(x) + 7Py = iPy — iPo + 7Ps = i(2) + 7Ps = iPo + (r — i) Py, > 0,
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logo {1,z,...,2"} C Z(rPx); e como 1,z,...,2" sdo linearmente independente em £ (rPs),
segue que

T+1SK(TPOO):grau(rPoo)+1_g:7~_|_1_g

para r suficientemente grande. Logo g < 0. Por outro lado, pela Observacao 2.4.19, temos

g > 0. Portanto g = 0. 0

2.5 O Teorema de Riemann-Roch

Nesta se¢ao, F//K é um corpo de fungoes algébricas de género g.
El teorema de Riemann—Roch permite determinar a dimensao do espago de Riemann-Roch

a partir do género do corpo de fungoes e o grao de um divisor.

Definigao 2.5.1. Para A € Div(F), o inteiro i(A) := ¢(A) — grau A+ g — 1 é chamado de

indice de especialidade do divisor A.

Pelo Teorema de Riemann, temos ¢(A) > grau A + g — 1 e assim i(A) ¢ um inteiro nao

negativo e i(A) = 0 se grau A ¢ suficientemente grande.

Definigao 2.5.2. Um adele de F'//K é uma aplicagdo o : Pr — F' dado por a(P) = ap tal
que ap € Op, para quase todos os lugares P de F/K.

Podemos considerar um adele como um elemento do produto direto H F' e usaremos a
PePp
notagdo o = (ap)pep, ou simplesmente a = (ap).

Definicao 2.5.3. O conjunto Ap := {a | a ¢ um adele de F'//K} ¢ chamado de espago adele
de F/K.

Observacao 2.5.4. O espaco Ar & um espaco vetorial sobre K.

De fato, dados c € K e o, f € Ap, entao (a + ¢f3) : Pr — F é uma aplicagao tal que
(a4 cB)(P) =a(P)+ (cf)(P) = ap + cfBp € Op.
Assim (a + ¢f) é um adele de F/K.

O adele principal de um elemento x € F' é o adele cujas componentes sao todas iguais a x.

CY:PF — F

P — =z
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Note que ap = x € Op para quase todos os lugares P de F/K, uma vez que 0 # x € F tem
uma quantidade finita de polos e zeros.
A aplicagao que leva x € F no seu adele principal () é uma injegdo de F' em Ap e se é

uma aplicacao bijectora, temos F' — Ap.

F‘—).AF

r — (v)=(z,z,...,2,2,...)

Dada essa injegao, a valorizagao discreta vp associada ao lugar P de F'/K se estende para Ap,

colocando vp(a) := vp(ap), onde ap é a componente do adele . Assim vp(a) > 0.
Definicao 2.5.5. Seja A € Div(F'). Definimos

Ap(A) :={a € Ar | vp(a) > —vp(A),VP € Pr}.
Observagao 2.5.6. O conjunto Ap(A) é um K- espago vectorial de Ap.

De fato, dados o, € Ap(A) e 0 # ¢ € K, entao o, € Ap com vp(a) > —vp(A) e
vp(B) > —vp(A), para todo P € Pr. Logo

vp(a+cf) = vp(ap + cfp) > min{vp(ap), vp(cBp)}
= min{vp(ap), vp(c) +vp(Bp)} = minfvp(a), vp(B)}
Z —UP(A).

Portanto (o + ¢f3) € Ap(A).
Teorema 2.5.7. Seja A € Div(F). Entao i(A) = dim(Ap/(Ap(A) + F)).
Demonstracao. Vamos dividir a demonstracao em diferentes passos.
e Passo 1: Sejam Ay, Ay € Div(F) e A; < Ay. Entao Ap(A1) C Ap(As) e
dim(Ap(As)/Ap(A1)) = grau (As — Ay)

De fato, pela hipotese temos A; < Ag, entdao —Ay; < —A;. Logo —vp(A41) > —vp(As),
para todo P € Pp; e seja a € Ap(A;), entao a € Ap tal que vp(a) > —vp(4y),
para todo P € Pp. Dai, vp(a) > —vp(A;) > —vp(As), ou seja, « € Ap(Ay). Assim
Arp(Ar) C Ap(Ay).

Como A; < Ay, suponhamos que Ay, = Ay + P para algum P € Pr. O caso geral, segue

por inducao, analogo ao Lema 2.4.12.
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Como vp é sobrejetora, escolhemos t € F' tal que vp(t) = vp(As) = vp(As) + 1. Conside-
remos a aplicagao linear
v: Ap(Ay) — Fp
a — tap+ P

A aplicaciio ¢ ¢ bem definida. Agora, determinemos o ntcleo:
ker(¢) = {o € Ap(As) : p(a) = 0} = {& € Ap(As) : tap + P = 0}

= {a € Ap(Ay) : tap € P} = {a € Ap(As) : vp(tap) > 0}
= {a € Ap(As) s vp(ap) > —vp(t)} = {a € Ap(As) : vp(ap) > —vp(A1)}
= Ap(4y).

Pelo teorema de isomorfismo, temos

dim(Ap(Az)/Ar(Ar)) = dim(Im(p)) = dim(Fp) = grau (P) = grau (As) — grau (A;).
Passo 2: Se A1, Ay € Div(F) tais que A; < A,, entdo
dim((Ap(A2) + F)/(Ar(A1)) + F) = dim[Ap(A2)/Arp(A1)] — dim(ZL(A2) /L (A2)).
Consideremos a sequéncia exata de aplicacoes lineares:
0 — L£(A2)/L(A}) ~Z Ap(As)/Ap(Ar) 25 (Ap(As) + F)/(Ap(A) + F) — 0

onde 07 e 09 sao aplicagoes canodnicas. A tnica afirmagao nao trivial é que o nicleo de oy
estd na imagem de 0.
Seja « € ker(oy) = Ap(A;), assim o9(a+Ap(A1)) = 0, o que implica a+Ap(A;)+F = 0.
Logo o € Ar(A;) + F, ou seja, existe x € F tal que x — o € Ap(A4;) C Ap(Ay). Dai
r € Ap(A)) NF = ZL(Ay).
Por outro lado o + Ap(A1) = 2 4+ Ar(A1) = o1(x + Z(4y)).
Pelo passo 1, obtemos
dim[(Ap(A2) + F)/(Ap(A1) + F)] = dim[Ap(As2)/ Ap(A1)] — dim[.Z(A2) /£ (A1)]
= grau Ay — grau A; — (¢(As) — ((Ay)).
Passo 3: Se B ¢ um divisor com ¢(B) = grau B+ 1 — g. Entao Ap = Ap(B) + F.
De fato, considere um divisor B; > B. Pelo Lema 2.4.12, obtemos
((By) — {(B) < grau By — grau B
¢(B;) < grau By — grau B + {(B)
= grau By — grau B + (grau B+ 1 — g)

=grau By +1—g.

44



Por outro lado, pelo Teorema de Riemann 2.4.20, temos ¢(B;) > grau B; + 1 — g. Logo,
para todo By > B temos {(B;) = grau B; + 1 — g.

Agora, seja a € Af e escolha By > B tal que o € Ap(By). Pelo passo 2, temos
dim[(Ap(By) + F)/(Ar(B) + F)] = (grau By — ¢(By)) — (grau B — {(B))
=(@g-1)—-(¢g-1)=0.

Logo Ap(By) + F = Ap(B) + F e como « € Ap(By), entdao a € Ap(B) + F.
Portanto Ap = Ap(B) + F'.

Finalmente, seja A um divisor qualquer. Pelo Teorema de Riemann 2.4.20(b) e pelo passo 3,
existe A; > A tal que ¢(A;) = grau(A;) + 1 — g. E pelo passo 3, temos Ar = Ap(4;) + F.

Logo, pelo passo 2, obtemos

dim(Ap/(Ap(A) + F)) = dim(Ap(A1) + F/(Ap(A) + F))
— (grau A; — ((A;)) — (grau A — ((A))
—g—1—grau A+ ((A) = i(A).
Portanto i(A) = dim(Ap/(Ar(A4) + F)). O
Corolario 2.5.8. g = dim( Az /(Ap(0) + F)).

Demonstracao. Pelo Teorema 2.5.7 temos

dim(Ar/(Ap(0)+ F)) =i(0)=g—1—grau 0+ £¢(0)=g—1—-0+1=g.

O Teorema 2.5.7 pode ser reescrito da seguinte forma: Para todo A € Div(F') temos
((A) =grau A+1— g+ dim(Ar/(Ar(0) + F)).

Esta é uma versao preliminar do Teorema de Riemann-Roch, o que sera provado mais adiante.
Agora, introduziremos o conceito de diferencial de Weil, o qual permitira dar outra interpretacao

do indice de especialidade.

Definicao 2.5.9. Uma diferencial de Weil é uma aplicagao linear w : Ar — K que se anula

sobre Ap(A) + F, para algum divisor A € Div(F'). Chamamos
Qp ;= {w | w é uma diferencial de Weil de F//K}
de moédulo das diferenciais de Weil de F/K. Dado A € Div(F'), definimos
Qp(A) ={w € Qp | w se anula sobre Ap(A) + F}.
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O conjunto Q25 é um espago vetorial sobre K com as operacoes usuais, € como consequéncia

Qp(A) é um subespaco vetorial de Qp.
Lema 2.5.10. Para A € Div(F) temos dim Qp(A) = i(A).

Demonstragao. Vamos mostrar que o espago {2r(A) é equivalente ao espago de formas lineares
HOmK(.AF/AF<A) + F; K)
De fato, seja w € Qp(A). Assim, w é uma diferencial de Weil que se anula em Ap(A) + F.

Entao existe w tal que

w: Ap/Ap(A)+ F — K
a=a+ (Ap(A)+F) — @(a)=w(a)

Considere ¢ € Homg (Ar/Ar(A) + F; K), entao

0: Ap/Ap(A)+ F — K
a=a+ (Ap(A)+F) — p@)

Definimos ¢ : Ar — K dado por ¢(a) = ¢(@). Entao ¢ ¢ linear (pois ¢ é linear) e ¢ se anula
em Ap(A) + F pois se « € Ap(A) + F, temos & = a + (Ar(A) + F) = 0. Assim

d(@) = p(a) = ¢(0) = 0.
Logo ¢ € Qp(A). Agora, definimos o isomorfismo

@DQF(A) — HOmK(.AF/.AF(A)—l-F,K)

w — w
Logo
dim Qp(A) = dim Homy (Ap [ Ap(A) + F; ) = dim(Ap/Ap(4) + F) = i(A)
Portanto dim Qg (A) = i(A). O
Definigao 2.5.11. Paraz € F e w € Qp. Definimos 2w : Ar — K dada por zw(a) := w(za).

A aplicagao zw é uma diferencial de Weil em F/K, pois zw é linear e se w se anula sobre

Ap(A) + F, entdo zw se anula sobre Ap(A + (x)) + F.
Proposigao 2.5.12. ()r é um espago vetorial unidimensional sobre F'.

Demonstracao. Pelo Lema 2.5.10, temos Qp # 0. Entao existe w; € Qp. Vamos mostrar que,

para todo wse € Qp, existe z € F tal que wy = zws.

46



Se wy = 0, basta z = 0.
Se wy # 0. Sejam Ay, Ay € Div(F) tal que wy € Qp(A;) e wy € Qp(As). Para um divisor B, a

ser determinado, consideremos a aplicacao linear e injetora, sobre K, para ¢ =1, 2.

T — Tw;

Afirmamos que, para uma escolha apropriada do divisor B, vale
P1(L (A1 + B)) N 2L (A2 + B)) # {0}
De fato, seja B > 0 um divisor de grau suficientemente grande tal que
((A; + B) = dim(A; + B) = grau (4, + B) + 1 — g,

para ¢ = 1,2, o que é possivel pelo teorema de Riemann.
Definimos U; := (£ (A;+ B)) C Qp(—B). Como grau (—B) < 0 entao {(—B) = 0. Logo, pelo

Lema 2.5.10, temos
dim(Qp(—B)) =i(—B) ={(—B) —grau(—B) — 1+ g =grau B—1+g.

Como ¢;,i = 1,2 ¢é injetora, entdo ker(¢;) = {0}. Assim dim(ker(y;)) = 0. Pelo teorema do

ntcleo - imagem, obtemos
((A; + B) = dim(Z(A; + B)) = dim(ker(y;)) + dim(¢;(L(A; + B))) = l(pi(ZL(A; + B))).
Logo
dim Uy + dim Uy — dim(Qp(—B)) = dim(Z(A; + B)) + dim(Z (A2 + B)) — dim(Qp(—B))
= grau (A4, + B) + grau (A2 + B) + 3(1 — g) — grau B
= grau B + [grau A; + grau A, + 3(1 — g)].
Como o termo grau A; 4+ grau As 4+ 3(1 — g) ndo depende de B, temos
dim U; + dim Uy — dim(Q2p(—B)) > 0

para B suficientemente grande. Logo dim(U;NUs) > 0, ou seja, UyNU, # {0}. Assim existe um
elemento em Uy NUs, isto é, dados x; € L (A1 + B) e x93 € L (A + B) tem-se xjw; = xawy # 0.

Isso implica que wy = (5 'y )wi, com x5 'z; € F. O

Queremos vincular um divisor para qualquer diferencial de Weil w = 0. Para isso, fixamos

w, entao o conjunto de divisores
M(w) :={A € Div(F) | w se anula sobre Ap(A) + F'}
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Lema 2.5.13. Seja 0 # w € Qp. Entdo, existe um divisor unicamente determinado W € M (w)

tal que A < W para todo A € M(w).

Demonstragao. Pelo teorema de Riemann, item (b), existe ¢ dependendo do corpo de fungoes
F/K tal que ¢(A) = grau A + 1 — g sempre que grau (A) > ¢, para todo A € Div(F). Por

outro lado, pelo Teorema 2.5.7 temos
dim(Ap/Ap(A) + F) =i(A) = ((A) —grau A+ 1—g.

Dessa forma dim(Ap/Ap(A) + F') = 0, para todo A € Div(F), isto é, Ap = Ap(A) + F.

Se A € M(w) entdo w se anula em Ag(A)+ F, mas @ # 0 sobre Ap(A)+ F. Entao grau A < ¢,
para todo A € M (w).

Desse modo, podemos escolher W € M(w) de grau maximo, ja que temos limitagdo superior
para o grau dos divisores de M (w).

Suponha que W nao possui as propriedades do lema. Assim, existe algum divisor Ag € M (w)
com Ag £ W, isto é, vg(Ag) > vo(W) para algum Q € Pp.

Afirmamos que W + @ € M(w).

De fato, seja a = (ap) € Ap(W + @) um adele e escrevemos o = o + o”, onde

, ap, P#Q? " Oa P#Qa

07 P:Q agQ, P:Q

Logo

vp(ap) > —vp(W + Q) = —vp(w), P # Q

volag) = —ve(W + Q) = —vg(A).
Entao o € Ap(W) e o € Ap(Ap). Portanto,
w(a) =w(@ 4+ ") =w(@) +w(@) =0.

Assim « se anula sobre Ap(W 4+ Q) + F. Logo W+ Q € M(w) e grau (W + Q) = grau W + 1
o que contradiz a maximalidade de W. Assim Aqg < W.

Agora suponha que existe W' de grau maximo. Logo W < W' e W' < W, pois W é maximal.
Portanto W = W', O

Definigao 2.5.14. a) O divisor (w) de uma diferencial de Weil w # 0 é o divisor unicamente

determinado de F/K satisfazendo:
i) w se anula sobre Ap((w)) + F, e
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ii) w se anula sobre Ap(A) + F entdao A < (w).
b) Para 0# w € Qp e P € Pp, definimos vp(w) := v,((w)).

¢) Um lugar P é chamado de zero (polo respectivamente) de w, se vp(w) > 0 ((vp(w) < 0
respectivamente). El diferencial de Weil w é chamado de regular em P se vp(w) >0 e w

¢ denominado de regular (ou holomérfica) se w é regular para todos os lugares P € Pp.
d) Um divisor W é denominado divisor canénico de F'/K se W = (w), para algum w € Qp.
Proposicao 2.5.15. Segue da defini¢ao
a) Qp(A)={w e Qr|w=0o0u (w) > A}.
b) Qp(0) ={w € Qp | w é regular}.
¢) dimQp(0)=g.

Demonstra¢ao.  a) Seja o € Qp(A), entdo w se anula em Agr(A) + F. Logo, pela Definigao
2.5.14(a), temos A < (w). Assim Qp(A) C{w € Qp |w=0ou (w) > A}.
Por outro lado, dado w = 0 temos w se anula em Ap(A) + F, para todo A € Div(F).
Agora, dado w # 0 e (w) > A. Pela defini¢ao 2.5.14(a), w se anula em Ap((w)) + F e
como A < (w), temos Ap(A)+F C Ap((w))+ F. Logo w se anula em Ap(A)+ F. Assim
w € Qp(A). Consequentemente {w € Qp |w=0ou (w) > A} C Qp(A).

b) Pelo item a), temos Qp(0) = {w € Qp | w =0 ou (w) > 0}. Logo vp((w)) > 0, ou seja, w

é regular. E se, w é regular temos que w € Qg(0).
c) £(2r(0)) = dim(Q2r(0)) = i(0) e pelo Lema 2.5.10 temos
((Qp(0)) =£(0) —grau(0)+g—1=14+g—-1=g.

Portanto ¢(Q2x(0)) = g.

Proposigao 2.5.16. a) Para0#x € F e 0# w € Qp temos (aw) = () + (w).
b) Qualquer par de divisores canonicos de F'//K sao equivalentes.

Demonstracao. a) Como w € Qp, temos w é uma diferencial de Weil, e assim w se anula
sobre Ap(A)+F. Logo zw se anula sobre Ap(A+(x))+ F. Por outro lado, pela Definicao
2.5.14(a), temos w se anula sobre Ap((w))+ F', logo zw se anula sobre Ap((w)+(x))+ F.
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Consequentemente (w) + (z) < (zw).

Da mesma forma, temos (zw) + (z71) < (z7'zw) = (w). Assim

Portanto (zw) = (x) + (w).

b) Sejam 0 # wy,w, diferenciais de Weil de F'/K e Wy, W, divisores canonicos de F/K, tal
que Wy = (wy) e Wy = (wy). Como Qp é um espago vetorial de dimensdo um sobre F,

existe um elemento 0 # z € F' tal que wy = zw;. Logo
Wi —Ws = (w1) — (w2) = (w1) = (2w1) = (w1) = (2) = (w1) = (z7).

Assim W; = (271) + Ws, onde 2! € F'\ {0}. Portanto W; e W, sao equivalentes.
[

Teorema 2.5.17 (Teorema da dualidade). Seja A € Div(F') um divisor arbitrario e W = (w)

um divisor canénico de F'/K. Entdo, a aplicac¢do

pu: LW —-—A) — Qp(A)

r — IWw

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais sobre K. Em particular i(A) = (W — A).

Demonstrag¢ao. Primeiro, verificamos que p é bem definida. Para x € Z(W — A), temos
(x) + W — A > 0. Logo (z) + (w) > A. Assim (2w) = () + (w) > A. Dai aw € Qp(A).
Claramente, p é linear. Agora, vamos mostrar que é bijetora.

Dados z,y € L(W — A), se pu(z) = p(y), temos xw = yw. Logo (z — y)w = 0, e como w # 0
temos x = y. Assim g é injetora.

Por outro lado, dado w; uma diferencial de Weil, ou seja, w € Qr(A). Pela Proposigao 2.5.12,
existe € F tal que wy = zw. Logo (z) + W = (z) + (w) = (zw) = (w1) > A. Dessa
forma (z) > A—W = —(W — A). Logo z € Z(W — A) e pu(zr) = 2w = w;y. Portanto, u ¢é

sobrejetiva. O

Teorema 2.5.18 (Teorema de Riemann-Roch). Seja W um divisor candnico de F'/K. Entao,

para cada divisor A € Div(F'), temos
U(A)=grau A+1—g+ LW —A).

Demonstragao. Do Teorema 2.5.17 temos dim Qr(A) = dim(W — A) e pelo Lema 2.5.10 temos
dim Qp(A) =i(A). Entao ((A) =grau A+ 1—g+ (W — A). O
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Corolario 2.5.19. Para um divisor canénico W, temos grau W =2g — 2 e (W) = g.
Demonstracao. No teorema de Riemann-Roch, para A = 0, temos
1=/(0)=grau(0)+1—g+ (W —0)

l=1—g+ (W)

entao (W) = g; e para A = W obtemos
g=tW)=grau W+1—-g+ LW -W)

g=grau W+1—g+((0).
Portanto,grau W = 2g — 2. [
Teorema 2.5.20. Se A é um divisor de F//K de grau A > 2g— 1, entdo ¢(A) = grau A+1—g.

Demonstragao. Pelo teorema de Riemann-Roch, temos ¢(A) = grau A+1—g+ (W — A), onde

W é um divisor canénico. Como grau A > 2g — 1 e grau W = 2g — 2 entao
grau(W —A)<29—2-29g+1=-1<0.

Pelo Corolério 2.4.16(b), segue que /(W — A) = 0. Assim ¢(A) = grau A+ 1 —g. O

2.6 Algumas consequéncias do Teorema de Riemann-Roch

Nesta secao, F'//K denota o corpo de fungoes algébricas de género g.
Proposicao 2.6.1. Suponha que gy € Z e Wy € Div(F) satisfazem

((A) =grau A+1—go+{(Wy — A)
para todo A € Div(F). Entao gy = g e Wy ¢ um divisor candnico.
Demonstragcao. Na hipotese, para A = 0 temos

1 =/¢(0) = grau(0) +1 — go + £(W, — 0)
1=1-—go+ (W)

E(Wo) = g0

e para A = W, obtemos
g =t(Wy) = grau Wy + 1 — go + £(Wy — W)

go =grau W +1 — go + £(0)

grau Wy = 2g9 — 2.
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Seja W um divisor candnico de F//K. Escolhemos um divisor A com
grau A > max{2gy — 2,29 — 2}.

Note que grau A > 2g — 1, entdo pelo Teorema 2.5.20 temos ¢(A) = grau A + 1 — g e pela
hipotese temos ((A) = grau A+ 1 — go. Assim g = go.

Finalmente, substituimos A = W na hipdtese

(W) =grau W +1—go+{(Wy—W)
g=29—24+1—g+{(Wy—W)

1L=4¢(Wy —W).
Como grau (Wy — W) = 0, entao Wy — W é principal. Assim Wy ~ W. ]
Proposicao 2.6.2. Um divisor B é canonico se, e somente se, grau B =2g —2 e {(B) > g.

Demonstragao. Se grau B =29 —2e {(B) > g.

Escolhemos W um divisor canonico. Entao,

g <{DB)=grau B+1—g+ (W — B)
—29—2+1—g+ (W —B)

=g—1+{W —B).

Assim ¢(W — B) > 1. Como grau (W — B) = 0, pelo Corolario 2.4.16, temos W — B é principal.
Isso implica que W ~ B. Portanto B é canonico.

O reciproco, ja foi mostrado no Corolario 2.5.19. O]
Proposigao 2.6.3. Para um corpo de fungoes F'/ K, as seguintes condi¢oes sao equivalentes:
a) F/K éracional, isto e, F' = K(z) para algum z transcendente sobre o corpo K.
b) F/K tem o género 0, e existe algum divisor A € Div(F) com grau A = 1.

Demonstragao. a) = b): Ver o Exemplo 2.4.21

b) = a): Sejam g =0e A € Div(F) tal que grau A = 1. Entao,
l=grau A>2g—1=-1.

Pelo Teorema de Riemann dim(.Z(A)) = ¢(A) = grau A+ 1 — g = 2. Assim .Z(A) # {0}.
Pela Observacao 2.4.9(b), existe A" € Div(F') tal que A’ ~ Ae A’ > 0. Dessa forma ((A") = 2,
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pelo Corolario 2.4.16(a). Logo Z(A’) # {0} e assim, existe x € Z(A’) \ K tal que () # 0 e
() + A>0. Como A" >0 e grau A’ = 1, entao

() + A" = (2)g— () + A" > 0.
Isto € possivel, se A" = (2), 0 divisor de polos de x. Assim, pelo Teorema 2.4.15 temos
[F: K(z)] = grau (z)s = grau A" = 1.
Portanto F' = K (z). O

Teorema 2.6.4 (Teorema da Aproximacao Forte). Seja S C Pr um subconjunto proprio de
Pr e P,...,P. € S. Suponha que dados z,...,x, € F e ny,...,n, € Z. Entao, existe um

elemento x € F tal que

vp,(x —x;) =mn;, paratodoi=1,...,7;

vp(z) >0, para todo P € S\ {P,...,P}.
Demonstracao. Consideremos o adele o = (ap)pep, com

x;,, P=PFP,i=1,...,r

ap =
0, outro caso

Escolhemos um lugar @ € Pr \ S e para m € N consideremos o divisor
D=mQ—> ((n;+1)P).
i=1
Para m > 0 suficientemente grande, temos

grau D = grau (mQ — Z((nz + 1)R)> = mgrau @ — Z((nz + 1) grau(P;)) > c.

i=1 i=1
Logo, pelo Teorema de Riemann, temos ¢(D) = grau D+ 1 —g. Assim ¢(D) = 0, o que implica
A = Ap(D) + F. Dessa forma, existe z € F' tal que z — a € Ap(D), isto &,

vp(z — a) =vp(z — ap) > —vp(D)
para todo P € Pr. Entao

vp(z —ap)=vp(z—x;) > —(—(ni+ 1)) =n;+ 1, para P=P,,i=1,...,1;

vp(z —ap) =vp (2 —0) >0, para P € S\ {Fy,...,P.}.
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Agora, escolhemos vy, ...,y, € F, com vp,(y;) = n;. Consideremos o adele o = (ap) pep, com

vi, P=PF,i=1,...,r;

0, outro caso.

Escolhemos um lugar @' € Pr \ S e para m’ € N consideremos o divisor
D'=m'Q =Y ((ni+1)P).
i=1
Para m > 0 suficientemente grande, temos

grau D' = grau (m'@’ — i((nl + 1)R)> =m/ grau Q' — XT:((nZ + 1) grau (P)) > ¢.

i=1 i=1
Logo, pelo Teorema de Riemann, temos ¢(D’') = grau D' + 1 — g. Assim i(D’) = 0, o que
implica A = Ap(D’) + F. Dessa forma, existe y € F' tal que y — a € Ap(D), isto &,

vp(y —a) = vp(y — ap) > —vp(D')
para todo P € Pp. Entao

UPz‘(y_a/Pi) = UPz(y_yZ) > _<_(n1)) = n;, para P = P27Z - 1,...,7‘;
vp(y —ap) =vp(y —0) >0, para P € S\ {P,..., P}

Entao, parat=1,...,r, temos
vp,(y) = vp,((y — i) + yi) = min{vp, (y — vi), vp, (4i) } = ns.
Definimos z := y + z, entao

vp,(x — xi) = vp,(y + (2 — ;) = min{vp, (y), vp,(z — 2;)} = n

vp(z) =vp(y + 2) > min{vp(y),vp(2)} > 0,P € S\{P,..., P}

Portanto, existe x € F' tal que vp,(x — ;) =n; e vp(x) > 0, para P ¢ S. O

Proposicao 2.6.5. Seja P € Pr. Entao, para cada n > 2g, existe um elemento z € F' com

divisor de polos (7)o = nP.
Demonstracao. Consideremos o divisor (n — 1)P, com n € N e n > 2g. Logo
grau((n — 1)P) = (n — 1) grau (P) > 2g — 1.
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Pelo Teorema de Riemann-Roch, temos
l((n—1)P)=grau((n—1)P)+1—-g=(n—1)grau(P)+1—g>n—g.
Similarmente grau (nP) > n > 2g > 2g — 1. Entao,
{(nP)=grau(nP)+1—g=ngrau(P)+1—g>n+1—g.
Assim f((n — 1)P) < £(nP). Isso implica que Z((n — 1)P) € Z(nP) propriamente, ou
seja, existe x € L (nP)\ Z((n — 1)P). Entao, (z) + nP > 0e (z)+ (n — 1)P < 0. Dai
()0 — ()oo +nP >0¢€ () — (T)oo + (n — 1)P < 0. Como Supp () N Supp (7)s = 0, temos

0> —(2)oo +nP > 0. Portanto (z)o, = nP. O

Definicao 2.6.6. Seja P € Pr. Um inteiro n > 0 é chamado de ordem de polo de P se existe
um elemento = € F, com (7)., = nP. Caso contrario, se ndo existe tal x, o inteiro n é chamado

de lacuna de P.
Temos a seguinte caracterizacao de uma lacuna:
Proposigao 2.6.7. Seja i € Ny. Entao ¢ ¢ uma lacuna se, e somente, se Z((i—1)P) = Z(iP).

Demonstracao. Seja i uma lacuna de P. Entao ¢ nao é uma ordem de polo de P. Sabemos que
Z((n—1)P) C Z(nP). Se existe algum elemento = € Z(iP)\ Z((i — 1)P), terfamos que
(2)s = 1P, 0 que seria uma contradi¢do. Portanto Z((i — 1)P) = Z(iP).

Reciprocamente, suponhamos que ¢ nao é uma lacuna de P, ou seja, existe um elemento x € F
com () = iP. Logo

() +1P = (x)g — (¥)oo + 1P = (x)9g > 0,
(x)+iP—P=(2)g — (¥)oo +iP — P = (x)g — P.

Assim x € Z(iP), e como P € Supp(z)s € P ¢ Supp (x)o temos z ¢ Z((: — 1)P). Logo
Z((i—1)P) # Z(iP), o que contradiz a hipotese. Portanto, i ¢ uma lacuna de P. O

Teorema 2.6.8 (Teorema das lacunas de Weierstrass). Suponha que F//K tem género g > 0
e P um lugar de F//K de grau um. Entd@o existem exatamente g lacunas iy < --- < i, de P.

Além disso, i3 =1 e iy, < 29— 1.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 2.6.5, qualquer n é uma lacuna de P se n < 2g — 1 e 0 é uma
ordem de polo de P pois tomando 0 € F' observamos que (0),, =0 = 0P.

Consideremos a sequéncia de espagos vetoriais
K =2(0)C.2(P)C Z(2P) C --- C Z((2g - 1)P)
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onde £(0) = dim K =1 e como grau (P) = 1 temos grau ((2g — 1)P) =2g — 1 > 2g — 1. Logo,

pelo Teorema 2.5.20, temos
((2g—1)P)=grau((2¢—1)P)+1—g=29g—14+1—-g=yg
e pelo Lema 2.4.12, para todo ¢, temos
(iP)— (1 —1)P) < grau(iP) —grau((i —1)P)=i—i+1=1.

Tomando a dimensao de cada espaco vetorial da sequéncia, obtemos exatamente g — 1 niimeros
1 <i<2g—1com Z((i—1)P) C Z(P). Os g numeros 0 < i < 2g — 1 restantes tal que
Z((i —1)P) = Z(iP) sao lacunas de P, pela Proposi¢ao 2.6.7.

Finalmente, mostramos que 1 é uma lacuna de P. Suponha que 1 é uma ordem de polo de P
e como as ordens de polo de P formam um semigrupo aditivo, entao qualquer n € N é uma
ordem de polo de P, ou seja, ndo ha lacunas, o que é absurdo, pois ¢ > 0 (g tem lacunas).

Portanto, 1 é uma lacuna de P. O

Seja A um divisor de F/K. Se grau A < 0 temos ¢(A) = 0, pelo Lema 2.4.11, e logo
Z(A) = {0}. Se grau A > 2g — 2 temos ((A) = grau A + 1 — g, pelo Teorema 2.5.18. Dessa
forma, a dimensao do espaco de Riemann-Roch associado ao divisor A depende do grau A e o

género de F/K, caso grau A > 2g — 1.

Definigao 2.6.9. Um divisor A € Div(F) é chamado nao especial se o indice de especialidade

de A for i(A) = 0; caso contrario, A é chamado especial.

Proposicao 2.6.10. De acordo com a Defini¢ao 2.6.9, temos:
a) A é nao especial se, e somente se, ((A) = grau A+ 1 —g.
b) Se grau A > 2g — 2 entao, A é nao especial.

¢) A propriedade de que um divisor A seja especial ou nao especial, depende somente da

classe [A] de A no grupo de classes de divisores.
d) Divisores canonicos sao especiais.
e) Cada divisor A com ¢(A) > 0 e grau A < g sdo especiais.

f) Se A é ndo especial e B > A entao B é nao especial.

Demonstra¢ao. a) Seja A um divisor ndo especial. Assim
i(A) =0 0=((A) —grauA—1+g<l(A)=grau A+1—yg
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b) Pela hipotese, temos grau A > 2g — 2, ou seja, grau A > 2g — 1. Logo, pelo Teorema
2.5.20, temos ¢(A) = grau A + 1 — g. Isso implica que i(A) = 0, e dessa forma A é nao

especial.

c) Seja A ~ A’. Entao, pelo Corolario 2.4.16(a), temos ¢((A) = ¢(A’) e grau A = grau A’
Assim i(A) = i(A).

d) Seja W um divisor canénico. Entao i(W) = (W — W) = £(0) =1 # 0. Logo W &

especial.

e) Para A € Div(F) com ((A) > 0, temos 1 < ¢(A) = grau A+ 1— g+ i(A). Assim

g —grau A < i(A). E como grau A < g entao i(A) > 0. Dessa forma, A é especial.

f) Como A é nao especial, entdo i(A) = 0. Assim 0 = i(A) = dim(Ap/Ar(A) + F). Logo
Ap = Ap(A)+ F. Como A < B entao Ap(A) C Ar(B). Logo Ar C Ap(B)+ F, e como
Ap(B) + F C Ap, temos i(B) = dim(Ap/Ap(B) + F) = 0. Portanto B é nao especial.

[

Proposigcao 2.6.11. Suponha que 7" C Pr é um conjunto de lugares de grau um tal que

|T| > g. Entéo, existe um divisor B > 0 nao especial com grau B =g e Supp B C T.

Demonstragao. Primeiro mostraremos a seguinte afirmagao

Afirmacao: Dados g lugares distintos Py,..., P, € T e um divisor A > 0 com ((A) =1 e
grau A < g — 1, existe algum j € {1,..., g} tal que ((A+ P;) = 1.

De fato, suponhamos que a afirmacéo é falsa, ou seja, ¢(A + P;) > 1 para todo j, e como
((A) =1, existem elementos z; € L(A+ P;) \ L (A) para j =1,...,g. Logo z; € L(A+ F;)
ez; ¢ Z(A). Entao

vp,(2) = —vp,(A) — 1,

vp,(z;) = —vp,(A), para todo i # j.

Como vp,(2;) # vp,(2), entdo pela desigualdade triangular estrita temos que 1, zy, ..., z, sao
linearmente independentes sobre K.
Escolhemos um divisor D > A+ P, +---+ P, com grau D = 2¢g — 1. Entao zi,...,z, € Z(D),

e isso implica que ¢(D) > g + 1, mas pelo Teorema de Riemann-Roch, temos

((D)y=grauD+1—-—g=29g—1+1—-g=g
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e assim, obtemos g > ¢g + 1, o que ¢é absurdo. Portanto {(A + P;) = 1.

Agora, mostramos a proposicao. Pela afirmacao, encontramos divisores
O<P, <P, +P,<---<P,+---+P, =B

com i, € {1,...,g} (ndo necessariamente distintos) tal que ¢(F;, + ---+ F;;) = 1, para todo
j=1,...,9. Assim {(B) = 1 ecomo grau B+1—g =g+1—g = 1, entdo ¢(B) = grau B+1—g.

Portanto B é nao especial. O

Lema 2.6.12. Suponha que A, B € Div(F) tal que £(A) > 0 e ¢(B) > 0. Entao
((A) +4(B) <1+ LA+ B).

Demonstragao. Pela hipotese temos ((A) > 0 e ¢(B) > 0, entao Z(A) # {0} e Z(B) # {0}.
Logo, pela Observacao 2.4.9(b), existem A’, B’ € Div(F) tais que A’ ~ A, B~ B, A’ > 0e

B’ > 0. Definimos o conjunto
X:={DeDiw(F)|D<AeXZ(D)=X(A)}.

Assim X # (), pois A’ € X. Como grau D > 0, para todo D € X, entao existe algum divisor
Dy € X de grau minimo. Logo ¢(Dy — P) < £(Dy), para todo P € Pp.

Assumimos que K é um corpo infinito. Consideremos Supp B' = {P,..., P.}. Desse modo
ZL(Dy— P,) € ZL(Dy), parai=1,...,r.

Lembremos que todo espago vetorial sobre um corpo infinito nao é uma uniao finita de subes-

pagos proprios. Entao podemos considerar

s 2()\|JZ(Do— P

i=1

Consideremos a aplicagao

p: L(B") — ZL(Do+ B')/ZL(A)

r — zz mod Z(A)

@ € linear. Determinamos o niicleo da aplicacao

ker(p) ={x € L(B) | ¢(z) =0} ={x € L(B') | vz mod Z(A4") =0}
={rx e Z(B)|xze LDy}
Como z ¢ £ (Dy — P;), para todo ¢ = 1,...,r, entdo z tem polos em P, € Supp B’ e para

que xz € Z(Dy), nao debe ter zeros nem polos nos F;, isto é, x deve ser constante. Portanto
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ker(p) = K.

Logo, pelo Teorema de isomorfismo, temos

L(B))/ker() = Im () € ZL(Dy + B) | L(A).

Entao
((B") —dim K <{(Dg+ B") — U(A") = (Do + B') — £(Dy)
U(B'")+¢(Dy) <l(Dy+ B') + 1.
Logo
U(A)+U(B) =t(A")+¢B") =0(Dy) +¢(B) <{Dy+ B')+1
=UA +B)+1=((A+B)+1.
Portanto ¢(A) + {(B) <1+ ((A+ B). O

Teorema 2.6.13 (Teorema de Clifford). Para todo A € Div(F'), com 0 < grau A < 2g — 2
1
temos ((A) <1+ 5 grau A.

1
Demonstragao. Para ¢(A) =0 temos 0 < 1+ 5 grau A, pois 0 < grau A.

Seja W um divisor canénico. Entao, pelo Teorema de Riemann-Roch, temos
((A) =grau A+1—g+ (W —A).
Se ((W — A) = 0, entdo

1 1 1
E(A):grauA—l—l—g:§grauA+1+§grauA—§29

1 1
= 5 grau A+1+§(grauA—Zg).

1
Como grau A < 2g — 2, temos grau A —2g < —2. Logo ¢(A) < 1+ 5 grau A.
Em caso que ¢(A) > 0e (W — A) > 0, pelo Lema 2.6.12, temos

C(A) + (W —A) < THUA+W -A)=1+L(W)=14g
e pelo Teorema de Riemann-Roch, temos ¢(A) — ¢(W — A) = grau A+ 1 — g. Logo

20A)=14g+grau A+1—g=2+grau A

((A) <1+ % grau A.
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2.7 Componentes locais das diferenciais de Weil

Na secgao 2.5, consideramos a injecao F' — Ap como sendo a aplicacao que leva x € F ao
seu adele correspondente. Agora, vamos introduzir, para qualquer lugar P do corpo de fungoes

F/K, outra inje¢ao de F' em Ap.
Definigao 2.7.1. Seja P um lugar do corpo de fungdes F'/K.

a) Parax € F, dado ip € Ar o adele cuja P-componente é z e todas as demais componentes

sao iguais a zero.

b) Para uma diferencial de Weil w € Qp, sua componente local ¢ definida como sendo a

funcao

OJPZF — K

r — wp(r) = w(ip(z))

A aplicagao wp é linear sobre K.

Proposicao 2.7.2. Seja w uma diferencial de Weil e a = ap um adele do corpo de fungoes

F/K. Entao wp(ap) # 0, para uma quantidade finita de lugares P e w(a) = Z wp(ap). Em

PE]PF
particular, Z wp(l) = 0.
PcPp
Demonstragao. Veja [18, Proposi¢ao 1.7.2.]. ]

Proposicao 2.7.3. Seja P um lugar do corpo de fungoes F/K.
a) Seja w # 0 uma diferencial de Weil. Entao
vp(w) = max{r | r € Z e wp(x) =0, para todo z € F' com vp(x) > —r}.
Em particular, wp # 0.

b) Se w e w’ sdo diferenciais de Weil do corpo de fungoes e wp = w)p, para algum lugar P,

entao w = w'.

Demonstracao. Veja |18, Proposicao 1.7.3.]. ]
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Capitulo 3

Codigos Algébrico (Geométricos

Neste capitulo, descrevemos a teoria de c6digos usando corpos de fungoes algébricas. Comega-
mos com uma introducao dos conceitos desta teoria. Em seguida, definimos os codigos AG e

desenvolvemos suas principais propriedades.

3.1 Cobdigos lineares
Seja F, um corpo finito com ¢ elementos. Consideremos o espago vetorial n - dimensional Fy,
cujos elementos sao n- uplas da forma (as,...,a,), com a; € F, para todoi=1,...,n.

Definigao 3.1.1 (Distancia de Hamming). Sejam a = (ay,...,a,), b = (b1,...,b,) em Fy. A

distancia de Hamming é definida por
d(a,b) = |{i : a; # b;}|.
A distancia de Hamming é uma métrica.
Definicao 3.1.2. O peso de um elemento a € F, é definido por
wt(a) :=d(a,0) = [{i :a; # 0}

Definicao 3.1.3. Um co6digo linear C' de comprimento n sobre o alfabeto F, é um subespaco
linear de Fy. Os elementos de C' sao chamados de palavras do codigo. O ntumero n € N
¢ chamado de comprimento do cédigo C' e £ = dimC ¢é a dimensao do C' como Fg -espaco

vetorial.
Um codigo [n, k] é um codigo de comprimento n e dimensao k.
Definigao 3.1.4. A distancia minima de um codigo C # () ¢ definida como
d(C) := min{d(a,b) | a,b € C,a # b} = min{wt(c) | 0 # c € C}.
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Um codigo [n, k] com distancia minima d = d(C) sera referido como um codigo [n, k, d].

Observacao 3.1.5. De forma mais geral, podemos definir um c6digo como um subconjunto
arbitrario nao vazio C' C A", onde A # () & um conjunto finito. Consideramos apenas codigos

lineares.

Definicao 3.1.6. Seja C' um codigo [n, k] sobre F,. Uma matriz geradora de C' é uma matriz

k x n, cujas linhas formam uma base para C.
Definigao 3.1.7. Sejam a = (a1, ...,a,), b= (b1,...,b,) em Fy. O produto interno canénico
é definido por (a,b) = i a;b;.
i=1
Definigao 3.1.8. Seja C' C Iy um codigo linear. Entao, o cddigo dual de C' ¢ definido por
Ct={ueF}|(uc)=0VceC}.
O codigo C' é chamado de auto-dual se C' = C*, e é chamado de auto-ortogonal se C' C C*+.

Definicao 3.1.9. Uma matriz geradora H de C* é chamada a matriz de teste de paridade do

codigo C.

Note que, a matriz de teste de paridade de um coédigo [n, k] € uma matriz de ordem (n—k) xn,
com (n— k) linhas e n colunas; e temos C' := {u € F} | H-u' = 0}, onde u' denota a transposta
de u.

Desta forma, uma matriz de teste de paridade verifica se um vetor u € Fy ¢ uma palavra-codigo

ou nao.
Proposicao 3.1.10 (Cota de Singleton). Para um codigo [n, k, d], temos k +d < n + 1.
Demonstragao. Considere o espago vetorial £ C Fy dado por
E:={(a1,...,a,) € F} | a; =0, para todo i > d}.
Seja a € E. Entao a; = 0 para todo ¢ > d. Pela Definicao 3.1.2, o peso de a ¢é
wt(a) = [{i: a; # 0}].

Logo wt(a) < d — 1.
Como d = d(C) = min{wt(c) | 0 # ¢ € C}, temos ENC = {0}, pois se existe 0 # a € (ENC),
teriamos wt(a) < d e entdo, d = min{wt(c) | 0 # ¢ € C} < d. Logo dim(E N C) = 0.

Da Algebra Linear, temos
dim(C+ F) =dimC +dim E —dim(FNC) =dimC + dim E
Como C + E C Fy, entao dim(C' + E) < n. Logon > k+ (d—1). Portanton+1 > k+d. O
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Em geral, obter cotas para a distancia minima de um cédigo dado nao ¢ um problema muito
facil. Uma das razoes para o interesse em codigos algébricos geométricos, é que esta classe de

codigos se consegue avaliar uma boa cota para a distancia minima.

3.2 (Cobdigos Algébrico Geométricos

Vamos fixar as notagoes para toda a secao.
e F/F, é o corpo de fungoes algébricas de género g.
e P, ..., P, sdo lugares distintos dois a dois de F//IF,, de grau um.
e D=PFP +---+ P,
e G ¢ um divisor de F/F, tal que Supp G N Supp D = 0.

Definigao 3.2.1. O codigo algébrico geométrico C'¢ (D, G) associado com os divisores D e G,
é definido por
Co(D,G) = {(f(P),.... [(P) | | € Z(G)} CF".

Note que esta definicao faz sentido: para f € Z(G) temos vp,(f) + vp,(G) > 0, para todo
i=1,...,n e como SuppG N Supp D = (), entdao vp,(G) = 0. Logo vp,(f) >0, e dai f € Op,
parai=1,...,n. A classe de residuos f(FP;) de f médulo P; é um elemento do corpo de classes
de residuos de P;, e como grau (P;) = 1, o corpo de classes de residuos ¢ F,. Logo f(F;) € F,,.

A aplicacdo de avaliagao evp : Z(G) — F} é dada por
evp(f) == (f(P1),.... f(P,)) € Fy. (3.1)
A aplicagao evp é F- linear e C» (D, G) ¢é a imagem de .Z(G) mediante esta aplicagao.
Teorema 3.2.2. Cy(D,G) ¢ um codigo [n, k,d] com parametros satisfazendo
k=UG)—{G—-D) e d>n—grau(G).

Demonstragao. Consideremos a aplicacao de avaliagao definida em (3.1).
Como Im(evp(f)) = Cy(D,G), entdo evp ¢ uma aplicagao linear e sobrejetora (de .Z(G) para
Cy(D,G)). Observemos que o niucleo é
ker(evp) = {f € Z(G) [ evp(f) =0} ={f € Z(G) [ /() =0,Vi=1,...,n}
={feZG)| feP,Vi=1,....n}={f € Z(G) |vp(f)>0,Vi=1,...,n}.
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Por outro lado, dado f € Z(G — D), temos vp,(f) + vp,(G — D) > 0, para todo i = 1,...,n.
Logo

vp,(f) =2 —vp(G = D) = —vp,(G) + vp, (D) = 0+ vp, (D) = vp (D).
Como D = P, +---+ P,, entao vp,(f) > vp, (D) > 0, para todo i = 1,...,n. Além disso, como
G — D <G, temos Z(G — D) C Z(G). Logo f € Z(G) e vp(f) >0, para todo i =1,...,n,
ou seja, f € ker(evp). Portanto, Z(G — D) C ker(evp).
Agora, seja f € ker(evp), isto &, f € L(G) e vp,(f) > 0, para todo i = 1,...,n. Note que

{f € F | vp(f) +vp(G) —vp(D) > 0,V P}
2{feZ@G) |vp(f)—vp(D)>0,Vi=1,...,n}
o2{feZ(G)|vp(f)>0,Vi=1,...,n}.

Assim f € Z(G — D) e ker(evp) C Z(G — D). Dessa forma ker(evp) = Z(G — D).

Pelo teorema de Ntcleo - Imagem, temos

dim(Z(G)) = dim(ker(evp)) + dim(Im(evp))
((G) = dim(Z(G — D)) + dim(C¢(D, G))
((G)=0G—D)+k.
Assim k = ((G) — (G — D).
A assergao referente a distancia minima d faz sentido somente se C'¢(D, G) # {0}. Assumimos

que este codigo é nao trivial.

Escolha 0 # f € Z(G) com wt (evp(f)) = d. Dessa forma, temos n — d entradas nulas em
evp(f) = (f(P1),..., f(Pa)). Suponhamos que f(F,) = f(P,) = -+ = f(F,_,) = 0. Entdo
f € By, paratodo j =1,...,n—d. Logo Upij(f> > 0, para todo j = 1,...,n—d. Dessa forma,
os n — d lugares de F/IF, sdo zeros de z.

Assim 0 £ f € £ (G = (P, + Pyt + By, ) ). Entio
((G= (Pt Put+ P, )) #0
e, pelo Corolario 2.4.16(b), temos
0 < grau (G— <R~1 —|—P¢2—|—~~—|—Pi(n_d))> =grau G — (n—d) =grau G —n+d.
Dessa forma d > n — grau G. O]

Corolario 3.2.3. Suponha que o grau de G é estritamente menor do que n. Entao, a aplicacao

da avaliagao evp : Z(G) — Cy (D, G) é injetora e temos
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a) Cy(D,G) é um codigo [n,k,d] com d > n—grau G e k = {(G) > grau G+ 1 — g.

Consequentemente, k +d >n+1 —g.
b) Se tivermos ainda, a hipotese adicional 2g — 2 < grau G < n, entao k = grau G + 1 — g.

c) Se {fi,..., fx} é base de Z(G), entao

filP) fi(Pe) - fi(P)
fo(P) fo(Po) - fa(P)

fe(Pr) fu(P2) - fi(P)

¢ uma matriz geradora para C'¢ (D, G).

Demonstra¢ao. Temos grau G < n, entdo grau (G — D) < n —n = 0. Logo, pelo Corolario
2.4.16, temos (G — D) = 0. Assim .Z(G— D) = {0} e como ker(evp) = £ (G — D), concluimos
que evp € injetora.

Agora, pelo Teorema 3.2.2, temos C'¢ (D, G) é um codigo [n, k, d], satisfazendo

k=0G)—4G—-D)=¢G) e d>n—grauG.

Logo, pelo Teorema de Riemann, temos k = ¢(G) > grau G + 1 — ¢g. Somando, obtemos
k+d>n+1-g, oque mostra o item a).

Pela hipotese, temos grau G > 2g — 2 > 2g — 1. Entao, pelo Teorema 2.5.20, {(G) = grau G +
1 —g. Assim k = grau G + 1 — g, o que mostra o item b).

Finalmente, temos { f1, ..., fx} ¢ base de Z(G). Como a aplicacao de avaliacao evp leva de base
em base, assim o conjunto {evp(f1),evp(fa),...,evp(fr)} € uma base de C'¢(D,G), ou seja,
as k linhas de M sao linearmente independentes em C'¢ (D, G) que geram o codigo. Portanto,

a matriz M ¢é geradora de C'¢(D, G). O

Definicao 3.2.4. O inteiro d* := n — grau GG é denominado a distancia minima designada do

codigo C¢(D, G).

O Teorema 3.2.2, afirma que a distancia minima de um co6digo AG nao pode ser menor que

a distancia designada, ou seja, d > d*.

Observagao 3.2.5. Suponha que ¢(G) > 0 e d* = n—grau G > 0. Entao d* = d se, e somente

se, existe um divisor D satisfazendo 0 < D' < D, grau D' = grau G e {(G — D') > 0.
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Demonstracao. (=) Temos d* = d.
Seja a aplicacdo da avaliagao evp : Z(G) — Cg(D,G). Entao existe 0 # f € Z(G) tal que
a palavra - codigo evp(f) = (f(P1),..., f(P,)) € Cy(D,G) possuin —d =n — d* = grau G

componentes nulas, isto ¢, existem iy, ..., g ¢ tal que f(F;) =0, para j =1,...,grau G.
grau G
Consideremos D’ := Z P;;. Entao
j=1
grau G grau G
grau D' = grau ( Z Bj> = Z grau P;; = grau G
j=1 j=1

e como P, sao pontos de DeD =P +---+ P, temos 0 < D' < D. Além disso, como
0# fe Z(G—D')entao (G- D) >0.
(<) Seja um divisor D satisfazendo 0 < D' < D, grau D' = grau G e {(G — D’) > 0.
Como ¢(G — D') > 0 entao £ (G — D') # {0}. Assim existe 0 # f € £ (G — D'). Entao, para
P e Supp D,

0 <vp(f) +vp(G = D') = vp(f) +vp(G) —vp(D')
como 0 < D" < D, temos vp(f) + vp(G) > 0, para P € SuppD’. Assim f € Z(G) e

Outro coédigo pode ser associado aos divisores GG e D, usando as componentes locais da
diferencial de Weil. Para A € Div(F'), Qr(A) é o espago das diferenciais de Weil w, com
(w) > A. Isto é um espaco vetorial de dimensao finita sobre F,, de dimensao i(A) (indice de
especialidade). Para uma diferencial de Weil w num lugar P € Pp, a aplicagao wp : ' — F,

denota componente local de w em P.

Defini¢ao 3.2.6. Sejam G e D = P, + --- + P, divisores de F/K. Entao definimos o codigo
Ca(D,G) C Fy por

Ca(D,G) :={(wp,(1),...,wp, (1)) |w e Qr(G — D)}.
Teorema 3.2.7. Cq(D,G) é um codigo [n, k', d’| com parametros satisfazendo
K =i(G—D)—i(G) ed > grau G — (2g — 2).

Tendo a hipotese adicional grau G > 2g — 2, temos k' = i(G — D) > n+g—1—grau G. Além

disso, se n > grau G > 2g — 2, entao k' =n+ g — 1 — grau G.

Demonstracao. Sejam P € Pp um lugar de grau um e w um diferencial de Weil com vp(w) > —1.
Afirmamos que

wp(l) =0 <= vp(w) >0 (3.2)
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De fato, pela Proposicao 2.7.3, temos para r € Z vale

vp(w) > 1 <= wp(f)=0,Vf € F com vp(f) > —r. (3.3)
(<) Suponhamos que vp(w) > 0 €9 wp(f) = 0,Yf € F com vp(f) > 0. Em particular,

CUP(l) = 0.

(=) Suponhamos que wp(1) = 0. Seja f € F com vp(f) > 0.
Como grau P = 1, podemos escrever f =a+y, com a € F, e vp(y) > 1. Entao
wp(f) =wpla+y) =wp(a) +w(y) = awp(l) + wp(y) = wp(y).

39)

Como vp(y) > 1 e vp(w) > —1 wp(y) = 0. Logo vp(w) > 0.

Agora, consideremos a aplicagao linear sobre F,.

w — (wp(1),...,wp, (1))

Como Im (¢p) = Co(D, G), temos ¢p é sobrejetora. Vamos a determinar o niicleo da aplicagao
ker(ép) = {w € Qp(G — D) | p(w) = 0},

Seja 0 # w € ker(¢p), entdo w € Qp(G — D) tal que wp, (1) = 0, para todo i = 1,...,n. Logo,
pela Proposigao 2.5.15, temos (w) > G — D. Como Supp G N Supp D = (), obtemos

vp,(w) > vp, (G — D) =vp(G) —vp(D)=0—1=—1.

Logo, pela afirmagao (3.2), vp,(w) > 0, para todoi =1,...,n

Pelo Teorema de Ntucleo - Imagem, temos

dim(Qp(G — D)) = dim(ker(¢p)) + dim(Im (¢p))
dim(Qp (G — D)) = dim(Q2x(G)) + dim(Co(D, G))
i(g — D) —i(G) = dim(Cq(D, G)) = K.

Seja ¢p(w) = (wp,(1),...,wp, (1)) € Cq(D,G) com peso m > 0. Entdo wp,(1) = 0 para os

indices 71,42, ..., 0_m. LOgO

w € Qp (G— (D—n_mP,-])) = (w) > G- <D—7§Bj>.



Assim

grau (w) > grau (G - (D - i R-J.))

29 — 2 > grau G — (grau D — (n — m) grau P;;) = grau G — (n — n+m)
2g—2>grau G —m

m > grau G — 2g + 2.

Em particular, se d’ é a distancia minima entao d’ > grau G — 2¢g + 2.

Se grau G > 2¢g — 2, pelo Teorema 2.5.17, temos i(G) = 0 e pelo Teorema de Riemann-Roch

K =i(G—-D)=¢G—-D)—grau(G—D)—1+g
=/G—-D)—grauG—n—1+4g
>n+g—1—grau G.

Se n > grau G > 2g — 2, temos grau (G — D) <n —n = 0. Logo ¢{(G — D) = 0. Assim

K =i(G - D) =G — D) —grau(G — D) — 1 + ¢
={G—-D)—grauG—n—1+g

=n-+g—1—grau G.
O

Teorema 3.2.8. Os codigos Cy(D,G) e Cq(D,G) sao duais entre si, isto é, Cq(D,G) =
Cg(D,G)*.

Demonstragao. Sejam P € Pr de grau um, w um diferencial de Weil com vp(w) > —1 e um
elemento f € F' com vp(f) > 0.

Consideremos f = a+y, com a = f(P) € F, e vp(y) > 0, entao

wp(f) =wp(a) + wp(y) = awp(l) + 0 = f(P) - wp(1).
Consideremos I'm (evp) = C¢(D,G) e Im (¢) = Cq(D, G), onde
evp: Z(G) — Fy
fo— (), f(P))
6: Qp(G— D) — T
w — (wp(1),...,wp, (1))
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Vamos a mostrar que Cq(D,G) C Cy(D,G)*.
Sejam w € Qp(G — D) e f € Z(G). Entao w se anula em Ap(G — D) + F, assim w(f) = 0.
Logo

Agora, considere Q ¢ {Py,..., P,}. Note que

ve(f) = —ve(G) e
vQ(G = D) = vg(G) = v(D) = vo(G).

Como w € Qp(G — D), temos vg(w) > vo(G) > —vg(f) e pela Proposicao 2.7.3(a) temos
vo(w) = max{r € Z | wp(f) =0,Yf € F com vg(f) > —r},
logo wq(f) = 0. Dai
0=w(f) = Y un(h)
i=1
Como vy, (f) > 0 e grau P, =1, para todo i = 1,...,n, entdo wp,(f) = f(F) - wp,(1). Logo

0= pri(f) = Zf(Pi) ~wp (1) = ((f(P1), ..., f(Pn)), (wp, (1), .- -, wp, (1))

Portanto Cq(D,G) C C¢(D,G)*.
Pelo Teorema 3.2.7, temos
dim Cq(D,G) =i(G — D) —i(G)

{(G—D)—grau(G—D)—1+g—4(G)+grauG+1—g

(G — D) —UG) + grau D

—[(G) =G —-D)]+n
=n—dimCg(D,G)
= dim Cy (D, G)* .

Portanto, os codigos C'¢ (D, G) e Cq(D, G) sao duais entre si. O

Lema 3.2.9. Existe uma diferencial de Weil n tal que vp,(n) = —1 e np,(1) = 1, para todo

1=1,...,n.
Demonstracao. Escolha uma diferencial de Weil arbitrario wg # 0. Dados os lugares Py, ..., P,
de F/F, distintos dois a dois, r; = —vp,(wg) — 1, para ¢ = 1,...,n, entdo pelo Teorema de
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aproximagao fraca (Teorema 2.3.1), existe f € F' tal que vp,(f) =r;, parai=1,...,n.

Considerando w = fwy, temos

vp,(w) = vp,(fwo) = vp,(f) + vp,(wo) = —vp,(wo) — 1 + vp,(wo) = —1.

Assim vp, (w) < 0, e pela afirmagao (3.2), temos wp, (1) # 0, parai =1,...,n.
Definimos a; = wp, (1) € K C F, i =1,...,n. Pelo passo 3 do Teorema da Aplicacao Fraca,
existe g € F tal que vp,(y — a;) > 0. Segue que vp,(y) = 0 e g(FP;) = a;, parai = 1,...,n.

Consideremos 1 := y~'w, entao

vp,(n) = vp,(y~'w) = vp (Y ") + vp (W) = —vp(Y) +vp (W) = =0+ (1) = -1

ne(1) =y wp(l) =wp(y 1) =y (P) wp(l)=a;" -a; =1

]

Proposicao 3.2.10. Seja n uma diferencial de Weil tal que vp,(n) = —1 e np,(1) = 1, para
i=1,...,n. Entdo Cg(D,G)*t = Cq(D,G) = Cy(D,H), com H=D — G + (n).

Demonstragao. Como vp,(n) = —1 para todo i entdo (n) = —D + N, P; ¢ Supp N. Logo
Supp H = Supp (D — G + (1)) = Supp (D — G — D + N) = Supp (N — G).

Assim Supp H N Supp D = (). Entao, o codigo C'¢(D, G) pode ser definido.
Como 7 é candnico, pelo Teorema da dualidade 2.5.17, existe um isomorfismo entre espagos

vetoriais sobre K.

p: L(H) — Qp(G—D)
fo—=ulf):=fn
Para f € Z(H) = Z((n) — G+ D) temos

Logo

Co(D,G) ={((fn)p.(1),---,(fn)p,(1)) |z € Z(H)}
={(f(P), . f(P) | fe ZL(H)}
— Cy(D, H).
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Como consequéncia imediata da Proposicao 3.2.10 podemos fornecer condicoes suficientes

para que um codigo C'¢ (D, G) seja auto-dual.

Corolario 3.2.11. Suponha que existe um diferencial de Weil n tal que (n) = 2G — D e
ne (1) =1, parai=1,...,n. Entao o codigo C»(D, G) é auto-dual.
Se (n) >2G — D enp(l)=1parai=1,...,n Entao o codigo C¢(D,G) é auto-ortogonal.

Demonstracao. Como (n) = 2G — D, entdao G = D — G + (n) =: H. Logo, pela Proposigao
3.2.10, obtemos Cq(D,G) = C¢ (D, G).

Se H= D — G + (n) entdo, Co(D,G)* = Cy(D,H). Mas, se (n) > 2G — D = G <
D — G+ (n)=H, temos Cy(D,G) C Cy(D,H) = Cg(D,G)*. O

Definigao 3.2.12. Dois codigos Cy,Cy C F sao chamadas equivalentes se existe um vetor

a=(ai,...,a,) € (F;)" tal que Cy = aCy, isto &,
Cy ={(arc1, ... ancy) | (c1,...,¢,) € C1}.

Claramente, os codigos equivalentes tem a mesma dimensao e a mesma distancia minima.
Proposicao 3.2.13. Sejam G, e G5 sao divisores.

a) Suponha que Gy ~ Go e Supp G;NSupp D = (), parai = 1,2. Entdo, os codigos Co(D, G1)

e Cq(D, Gs) sao equivalentes. O mesmo vale para Cy(D,G1) e Co (D, G3).

b) Reciprocamente, se um coédigo C' C Fy é equivalente a Cy(D,G) (respectivamente a
Ca(D, @)) entao existe um divisor G' ~ G tal que Supp G'NSupp D =0 e C = Cy(D,G")
(respectivamente C' = Cq(D, G')).

Demonstracao. a) Como G; ~ G, entdo existe 0 # z € F tal que Gy = G — (2) e como
SuppG; N Supp D = 0, para i = 1,2, entdo vp,(z) = 0, para todo i = 1,...,n. Logo
a:=(z(P),...,2(P)) € (F;)".

Seja a aplicacao
p: Z(G1) — Z(Go)
f— [z

@ € bijectora. Logo

Co(D,Ga) ={(f2(P),.... f2(F) [z € Z(H)}

={(f(P), .-, f(Pn) - (z(Pn), .., 2(Pn)) | v € Z(H)}
= aOg(D, Gl)
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Ca(D,G1) = {((zw)p (1), -+, (20)p, (1)) | 2w € Qp(Gr — D)}

= {(‘T(Pl)’ T 7x(Pn)) ) (WP1(1)7 T ’an(l)>}
== CLOQ(D,GQ).

b) Seja C' = aCy(D,G), com a = (ay,...,a,) € F;. Escolhemos z € F' com z(F;) = a;, para
i=1,...,n. Pelo Teorema da aproximagao, temos vp, (2 —a;) =1 > 0.
Se G' =G — (z), temos C' = Cy(D,G").
Se C' = aCq(D, ), considerando G’ = G + (z) temos C' = Cq(D,G").

3.3 C(Cbdigos Hermitianos

Os codigos Hermitianos sao uma classe de codigos AG construidos a partir da curva Hermitiana,
a qual desempenha um papel central na teoria por ser uma curva maximal sobre corpos finitos.

Essa curva ¢ definida sobre F,2 e pode ser descrita pela equagao afim
yq + Yy = xq+1.

A principal caracteristica é que possui um grande nimero de lugares ou pontos racionais,
0 que permite obter excelentes parametros, muitas vezes superiores aos de codigos lineares
classicos.

Esses codigos sao amplamente utilizados como referéncia para a comparac¢ao com outras fa-
milias de codigos construidos a partir de curvas algébricas. Sua relevancia torna-os ferramentas
fundamentais no estudo da codificacao baseada em geometria algébrica.

Seja H o corpo de fungoes associado a curva hermitiana sobre IF 2, isto ¢é,
H =TFg(x,y), com y! +y = 24t
O género de H ¢ g =q(q —1)/2 e H tem 1 + ¢ lugares de grau um,
e P, o Gnico polo comum de x e y.

e Para cada par (a, 3) € F2 x F 2 com ¢+ = ™!, existe um tnico lugar P, 5 € Py de

grau um tal que x(P,5) = a e y(P,g) = .

Para cada o € Fp2 existem ¢ elementos distintos 8 € F,2 com 37+ 3 = a*!, e portanto, o

numero de lugares P, 5 é ¢°.
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Definigao 3.3.1 (Codigos Hermitianos). Para r € Z definimos o cédigo C, := Cg(D,rPy),

onde D = Z P, s ¢ a soma de todos os lugares de grau um (excepto Ps,) do corpo de

pa+p=artl
fungoes Hermitianas.

Os codigos Hermitianos sao codigos de comprimento n = ¢°. Para r < s, temos C, C C..

Primeiro, estudamos os casos triviais.
e Parar < 0, temos grau (rPs) = r < 0, e isso implica que .Z(rP,) = 0. Portanto C, = 0.
e Parar > ¢@® +¢*> —q—2=¢*+ 29 — 2, temos

dim C, “2? ¢(rP) — ¢(rPs. — D)

(2.

ot

18)

grau (1rPy) + {(P —1Qu) — grau (rPsx — D) — (W — 1Py + D)

=7r4+0—7r+grau D —0=grau D = ¢°.
Portanto, C; = Fp.
Agora, vamos estudar os codigos Hermitianos para 0 < r < ¢® + ¢*> — q — 2.

Proposigao 3.3.2. O codigo dual de C, é C = Cjs, 24 o, Portanto, C, é auto - ortogonal
se2r <@ +¢*—q—2eéauto-dual parar = (¢ +¢* —q—2)/2.

~ . 2
Demonstrac¢ao. Consideremos t := H (x —a) =27 — .

a€lF o
q
Afirmamos que t é elemento primo para todos os lugares P, s < D e seu divisor principal é

(t) = D — ¢*Px.

De fato, como
vp,, 5(t) = vp, , H (z—a) ] =vp, , ((m — ) H (x — a)> =1
aquz

entdo, t é elemento primo. Por outro lado, temos (t) = (t)g — (¢)so-

Sabemos que ¢ tem um tnico polo em P,, de ordem ¢3, entdao (t)o = ¢*Quo; € 0s zeros de t
cumprem 2 —zx=0sexé€ F,2. Logo t = 0 em todos os ¢* lugares que constituem D, o que
implica (t)o = D. Portanto (t) = D — ¢*Ps.

Determinamos o diferencial (veja [18, Capitulo 4]) de ¢
dt = d(z? — z) = (2" " — 1)dz = da.

Logo (dt) = (dx) = (29 — 2)Psx = (¢* — q — 2) Py e grau(dt) = grau(dz) = 2g — 2, pois é
candnico. Logo C, = Cy(D,rP,) e pelo Teorema 3.2.8, temos C- = Cq(D,rP,,). Por outro
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lado, temos

R .
Portanto C;- = Cpsrg2_g—o_.

Se2r<@+¢—q—2,entaor <@+ —q—2—r. Assim C, CCpypp g o, = CF

roe

Ser=(3+q¢—-q—2)/2,entdor =¢+¢*—q—2—r. Assim C, = C+. O

Nosso préoximo objetivo é determinar os parametros do codigo C,.. Da Definicao 2.6.6,

consideremos o conjunto I de ordem de polos de P, isto é,
I:={m >0 |existe z € H com (2)o = mPx}.

As funcoes com polo apenas em Ps sdo combinacoes de elementos da forma xiy’/. Assim, tem-se
que

L(rPo) = (a'y |ig+jlg+1) <r, 0<i, 0<j<qg—1).

Para s > 0 temos

I(s):=={mel]|m<s}. (3.4)
Entao, pelo teorema de Riemann-Roch, para s > 29 — 2 = ¢*> — ¢ — 1 temos
I(s)|={m el |m < s} =dimZ(sPx) = {(sPx)
=grau(sPyx) +1—g+{(W —sPyx)=s+1—g+0

=s+1—¢q(qg—1)/2.
A partir da Defini¢ao 2.6.6, definimos:

Definigao 3.3.3 (Semigrupo de Weierstrass). Seja P um lugar de F//K. O seu semigrupo de

Weierstrass associado a P é dado por
H(P) :={m € Ny | m é uma ordem de polo de P} .
Proposigao 3.3.4. O semigrupo de Weierstrass de P,,, no corpo de fungoes hermitianas é
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Demonstracao. Veja |2, Proposic¢ao 1.§] ]
Da defini¢ao acima, obtemos a seguinte descrigao de 1(s).
I(s)={m <s|m=ig+j(qg+1),1<0,0<j<q—1}

Entao

11(s)| = 1{(i,7) € N | j < g —1,ig +j(g+1) < s}].
Proposicao 3.3.5. Suponha que 0 <r < ¢*+ ¢*> — ¢ — 2. Entao
a) A dimensao de C, é dada por

[1(r)], 0<r<dg’,
dimC, =

¢ =), C<r<d+e®—q-2
onde s :=¢>+¢* —q—2—r e I(r) definida em (3.4).
b) Para¢® —q—2<r < ¢ temos dimC, =r+1—q(q—1)/2.

c) A distancia minima d de C, satisfaz d > ¢ —r.

Se 0 < r < ¢ e ambos nimeros r e ¢° — r sao ordens de polo de P, entdo, d = ¢> — 7.
Demonstragao. a) Para 0 <r < ¢, pelo Corolério 3.2.3(a) temos
dim C, = dim .Z(rPx) = |I(r)|

Parag? <r <¢@+¢*—q—2,comos=¢ +¢*—q—2—rtemos 0 <s<¢*—q—2 < ¢

Pela Proposicao 3.3.2, obtemos C:+ = (. Logo

dimC, =n —dim C, = ¢* — |I(s)|.

b) Para ¢® —q—2=29—2<r < ¢, pelo Corolario 3.2.3(b) temos

dimC, =r+1—-—g=r+1—-¢q(¢g—1)/2.

c) Pelo Teorema 3.2.2, temos d > ¢> — r.
Seja 0 < r < ¢® e assumimos que 7 e ¢° — r sao ordens de polo de P,,. Para provar que

d = ¢® — r, analisaremos trés casos:
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e Caso 1: r = ¢® — ¢%

Definimos i := ¢*> — ¢ elementos distintos ay, ..., a; € Fez. Definimos o elemento

z = H(m — ).

Vamos a provar que z € Z(rPx).

Para cada o € F2, t —a =0 em P, g com 37+ 3 = a4*! tem exatamente ¢ zeros
P, 3 de grau um. Além, z — o tem um tnico polo em P, de ordem ¢. Portanto, o
divisor principal é

(ZE—O&)z Z Pa,ﬂ_qpoo'

IBQ+ﬁ:aQ+1

Como z ¢é produto de ¢ fatores (x — ), somamos os divisores

% %

()= (x—a)=>_ > Pup—aPx| =) Y Pup—iqPs.

v=1 v=1 \ B9+B=qatl v=1 Ba+4+pB=qatl
Logo (z) tem iq zeros e a ordem de polo em Py, € iq, mas

ig=(—-qq=¢—-¢=r,

10go (2)0o = i1qPs = 1Ps. Portanto z € £ (rPy).

Dada a aplicagao de avaliagao

evp: L(rPy) — Cg(D,rPy)
z > (2(Pay )y 2(Payp))

z se anula em r = iq, coordenadas de evp(z), logo
wt (evp(2))=n—r=¢" —r=d.

e Caso 2: r < ¢® — ¢*

Consideremos 7 = iqg+ j(¢g+1),comr >0e 0 < j <qg—1. Assim
g<r<@-—-¢ =i<@—-qg=i<¢@—q-1.
Fixamos um elemento 0 # v € [F, e consideremos o conjunto
A={aeFg|at™ £~}
Para v # 0, a?™! = 4 tem exatamente g + 1 solucoes em .. Entao
Al=¢"—(¢+1)=¢-q¢-1=1
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Logo, escolhemos ¢ elementos distintos aq, ..., q; € A. Definimos o elemento

i

2 = H(:c — Q).

v=1
Similar ao feito no caso anterior, obtemos que z; tem iq zeros P, g e a ordem de polo
em Qo € iq, 10g0 (21)0o = 1qPs. Portanto z; € Z(iqPx).

Agora, escolhemos j elementos distintos f,...,5; € Fp, com 3¢ + 3, = v, para
u=1,...,7.

Para a equacao 87 + 8 = 7, existem exatamente ¢ solucoes 3 € Fj2. Definimos o
elemento ;

22 1= H(y - Bu)

u=1

Para cada 8 € Fp, y — (8, se anula nos pontos (a, 3) tal que o4t = g7+ 5 = ~.
Note que, para v # 0, existem ¢ + 1 valores a € Fp. Além disso, y tem polo de

ordem g + 1 em P,,. Entao, o divisor principal é

(y—B) = Z Pa,ﬁ_(Q"‘l)Poo'

i+l =

Portanto, cada y— (3, tem g+1 zeros distintos. Logo z» tem j(g+1) zeros distintos e a
ordem de polo em Py, é j(g+1), 1ogo (22)00 = j(q+1)Ps. Assim 21 € Z(j(q+1)Px).
Entao, definindo

== (-0 (-0

v=1 u=1
O namero de zeros distintos de z é ig+ j(g+ 1) = r e o polo de z em P, tem ordem
iq+ j(q+ 1). Dessa forma (2)o = rPx, 0 que implica que z € Z(rPx).
Caso 3: ¢ —¢*> <r < ¢
Definimos s := ¢® —r. Entao 0 < s < ¢> < ¢® — ¢>. Como ¢® — r é uma ordem de
polo do semigrupo de Weierstrass em P,,, temos que s ¢ uma ordens de polo de P,..
Logo, pelo Caso 2, existe z € H, com (z) = D' — Py, onde D' é um divisor efetivo
que satisfaze 0 < D' < D e grau D' = s.

O elemento u := 7 — z € H tem como divisor principal (u) = D — ¢*P,. Entao

(') = (27 +(u) = —(2)+ (u) = =D + 8Py + D — ¢° Py,
=(D-D)= (¢’ —s)Po=(D—=D") = (¢’ = ¢* +7)Px

= (D —D') = rPx.
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Assim D — D' & efetivo e grau (D — D') = grau D — grau D' = ¢* — s = r. Entao, o
divisor de polos de z71u é (D — D’) e seu divisor de zeros é 7 Py,. Logo, evp(z~1u) €

C, tem zeros em exatamente r coordenadas. Assim wt (evp(z~'u)) =¢* —r =d.
[l

Exemplo 3.3.6. Consideremos ¢ = 2. Entao o corpo finito ¢ F; = {0,1} e a curva ermitiana
¢ y®> +y =23 com género g = 1. O polinémio f(z) = 22 + z + 1 é irredutivel em Fy[z], pois
nao tem raizes em Fo, ja que f(0) =1e f(1) = 1.
O corpo Fyp2 = Fy = Fo[z]/(f(x)) é o corpo de extensao de grau 2 de Fy. Em Fy, se cumpre a
relacao

PHatl=0=ac’=a+1
entdo, os elementos de F, tem a forma a + ba com a,b € Fy. Assim Fy = {0, 1, o, v + 1}.

Os pontos afins ou lugares de grau um do corpo de fung¢oes hermitianas, sao
{(0,0),(0,1), (1, ), (L, a4+ 1), (o, @), (v, a + 1), (¢ + 1, ), (e + 1, + 1) }.

Note que para cada x € [y, existe exatamente 2 valores em [F, satisfazendo y? + y = x°.
Homogenizamos a equagao, em coordenadas projetivas [z : y : z]:

Yz +y2t =2’

Se z =0, temos 0 = 2> = x = 0. Logo, o tnico lugar no infinito ¢ P,, = [0 : 1: 0]. Entao,
D=P+P+P+P+P+P+P+P ¢ G=rPy, r>0
O espago de Riemann-Roch ¢ Z(G) ={z € H | G+ (z) > 0}, assim
L(rPy) = {2y’ :1>0,0<5<1), onde 2i + 35 <r
Vamos considerar r = 4:
L(4Py) = (1,2, y,2%)
A matriz geradora de Cy := C»(D,4P,,) é

1 1 1 1 1 1
1 1 o « a+1 a+1
a oa+1 o a+1 a a+1

S = O =

o o O =

1 1 a+1 a+1 Qo o

Além disso, d > n —degG =8 —4 =4, mas como 0 < r < 8er =4 = ¢ — r sao ordens de
polo de P, pois 4 € H(P,,), temos que a distancia minima é exatamente d = 4. Por outro
lado, como 8 > degG =4 >2g—2=0,entao k =degG+1—g=4+1—1=4. Portanto Cy
é um codigo (8,4, 4].
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Capitulo 4

Codigos AG de dois pontos sobre a curva

norma—traco

Nesta secao, analisamos o semigrupo de Weierstrass de dois pontos racionais sobre a curva
norma-trago, dando continuidade e aprofundando os resultados obtidos em [11].

As curvas norma-trago sao curvas algébricas definidas por relagoes entre norma e traco
em extensoes de corpos finitos. Elas sao fundamentais nos codigos AG, pois fornecem muitos
pontos racionais para avaliacao, permitindo construir codigos altamente eficientes e robustos.
Sao consideradas como a generalizacao das curvas Hermitianas.

As curvas norma-traco foram estudadas em diversos artigos recentes e classicos, sendo usa-
das para construir codigos AG em um ponto e variantes mais sofisticadas. Geil em 5], apre-
senta uma nova construgao de codigos e estuda, em particular, cédigos associados as curvas
norma-—traco.

Seja X uma curva algébrica, nao singular, projetiva, geometricamente irredutivel, de género
g sobre o corpo finito F,.

Seja P um ponto racional (ou lugar) sobre X'. Da Definigao 3.3.3, temos que o semigrupo
H(P):={m e Ny | existe f € X(F,) com (f)e = mP}

¢ o semigrupo de Weierstrass de P em X. Seu complemento G(P) := Ny \ H(P) é o conjunto
das lacunas de Weierstrass. G(P) tem exatamente g elementos.

Agora, definimos o semigrupo de Weierstrass para dos pontos.

Definigao 4.0.1. Dados P, e P, pontos racionais distintos sobre X. O Semigrupo de Weiers-
trass de P, e P, em X é:

H(P, Py):={(n,m) € Nj | existe f € X(F,) com (f)e =nP +mPs}.
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O conjunto G(P;, P,) := N2\ H(P,, P,) é chamado de conjunto das lacunas de Weierstrass para
o par (P, P»). G(Py, P,) é sempre finita e sua cardinalidade depende de Py e Ps.

Observagao 4.0.2. Se (m,n) € H(Py, P») entao (n,m) € H(P,, P).

Agora, introduzimos as defini¢goes sobre a funcao trago e a fungdo norma, os quais podem

ser aprofundadas em [12|. Eles permitem definir a curva norma-trago.

Definigao 4.0.3. Sejam F' = Fyr e K = F,. Para a € F, a norma A7/ (a) de a sobre K ¢é

definida por

Para b € F, o trago Tp/k(b) de b sobre K ¢é definido por
r—1

Tr/k(b) =b+ b+ + b7

Definicao 4.0.4. Seja ¢ um nimero primo e 7 > 2 um inteiro. A curva & ,, definida sobre

F, pela equagao afim

¢ chamada de curva norma-trago.

e Ser =2 entdao X,, é z7"! = y? +y (curva Hermitiana).

Os zeros da curva z ™1 — (qul +y y) =0 em 7., sdo os pares (a,b) € F7.
tal que Az, /r,(a) = Tg,. /5, (D).

X,

q

-~ tem um tnico ponto racional no infinito P, = (0: 1 :0).

I elementos em

A funcao traco é sobrejetora sobre F, e para cada o em F,r existem ¢~

F, que tem o mesmo trago, pelo que possui ¢*"~! pontos racionais afins (veja [5, Lema

2).

-1
O género de X, ¢ g = (¢" ' — 1) (q T 1) /2.
q_

4.1 Semigrupo de Weierstrass sobre a curva norma—traco

O estudo dos semigrupos de Weierstrass em dois pontos é fundamental porque conecta a geo-
metria algébrica com aplicagoes préaticas em teoria de codigos e curvas algébricas, permitindo

construir codigos AG de dois pontos mais eficientes.
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Homma e Kim em [6] investigaram semigrupos de Weierstrass em dois pontos sobre as curvas
Hermitianas, e mostraram como calcular explicitamente esses conjuntos. Além disso, Matthews
em [13] trabalhou na aplicagao dos semigrupos de Weierstrass em codigos AG, explorando como
a estrutura melhora os parametros.

Seja P, um zero comum de x —a e y — b, onde a,b € Fyr. Os divisores das funcoes x e y

sao dados por

() =Poo+ > Pop—q 'Px, (y) = ——Poy— ——Pu, (4.1)
b

onde b sdo as ¢"~' — 1 raizes da equacgdo t7  +---4+t+1=0. Como |G(P)| = g, temos

H(Py)=(q"" (¢"—1)/(qg—1)).

Note que, para b € Fgr tal que Tp/x(b) = 0, temos que o semigrupo H(Fy;) também é gerado
pelos mesmos elementos que gera o semigrupo H (P ), pelo que mostraremos s6 para H(FPp).
No caso que r = 2 temos a curva hermitiana. Agora, estudamos para o caso r > 3.

Primeiramente, para o caso ¢ = 2 e logo, para o caso ¢ > 3.

4.1.1 Semigrupo de Weierstrass H(F, P~) para ¢ = 2.
A curva norma-trago tem género g = (277! — 1)? e H(Py) = (271, 2" — 1).

Proposigao 4.1.1. Seja v = 2" —2. O semigrupo de Weierstrass de X», em Fp o esta dado por

H(Po,o)z<%7+1,27—1,37—2,...,%7—(%—1>>,

Demonstracao. Temos
(z) = Poo + Z Poy — 2" Pa, (y) = (2" =1)Pog — (2" — 1) P
b

. . . S A
Entao, os divisores das fungoes racionais — e — sao

(2) = @) - 0) = ot ¥ Pou =27 P = (@~ D+ (2 — )P

= (2 = 2P+ 3 Pt (2 = P = = Poo+ D P+ (5) P
b b

(1) = —(y) = —(2" = D) Pyg+ (2 = )Py = —(y + 1) Pog + (7 + 1) P
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Logo, os divisores de polos sao

T 1
(—) =vFhy e (‘) = (v+ 1) FPoo.
Y/ o Y/ %

Além disso, dado um inteiro m satisfazendo 0 < m < 2" 242" 3 4 ... 42 = 2"~ —2 & possivel

expressar

2m+2+1=2m+1)+1=2(m+1)—m+ (m+1),

m+2=2m—-—m+2=2(m+1)—m.
Assim, a funcao pode ser escrito como

. xm-{—l

p2mA2+l 2(mAl)—me(m+1) {x} 2(m+1)—m

ym+2 - y2(m+1)fm y

Logo, determinamos o divisor

(x2m+2+1

T ) =Rm ) —ml (T + [m+ 1)
) ()

= [m+2] (—vpo,o + ZP + <g>Poo> + [+ 1] (Pog + ZP (3 +1)Px)

= [~(m +2)y + (m + 1) Pog + [2m + 3] ijpo,b +—(5 — (m+1)Px

= —[(2(m+ 1) = m)y — (m+1)| Py + [2m + 3] Eb: Pop+—(5 = (m+1)Px.

Dessa forma, o divisor de polos é

(x2m+2+1

s )OO — [(20m + 1) — m)y — (m + D] Pao.

Logo,

3
e Para m = 0: <—2> = [2y — 1] Poo.
VS

25
e Param = 1: <—3> = [3y — 2] Poo.
CAVES

.
e Para m = 2: (—4> = [4y — 3] Poo.
UAVES

p2mt2+l
e Param=2""1—-2: (W) = [%’y - (% —1)] Py -
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Portanto, temos v,y + 1,2y — 1,3y — 2,4y — 3, - - ,%7 — (% —1) € H(FPoyp).

Mas, os elementos do conjunto <’y,fy+1,2*y—1,3’y—2,...,%’y— <%—1>> Sa0
07 7774_172’7_17 277 2’74_172’7—’_2737_27 37_17 3’77 374—17 37+27
~ — D e
y—1 ¥—3 ¥—5
37+3,4y -3, 4y -2, 4y — 1, 4y, 4y + L4y + 2,4y +3,..., Iy — (2 -1).
Y ——
y—=T7

Note que, entre 0 e v existem v — 1 elementos, entre 7+ 1 e 27 + 2 existem vy — 2, entre 27y + 2
e 3y — 2, existem vy — 3 elementos que nao pertencem a H(Fpj), e assim sucessivamente. Dessa

forma, a quantidade de elementos que nao pertencem no semigrupo ¢é

|G(Po,0)|—<7—1)+(7—3)+...+3+1_(2)2_ (27"-2)2

2 2
— (2 -1)° =g
. - Y i
Portanto, concluimos H (P ) = <7, v+ 1,2y —1,3y—2,..., 57~ <§ — 1>> . ]

Agora estudamos os semigrupos em dois pontos.
Dados Py, Py € X, ,(Fyr), para a € G(Py), definimos 3, := min{f € Ny | (o, 8) € H(Py, P)}.
Entao G(P2) = {Ba | « € G(P1)} (veja |9, Lema 2.6]).

Sejam a; < g < -+ < @y a sequéncia de lacunas em P e f; < B < --- < B, a sequéncia

de lacunas em P,. Definimos a aplicacao injetora

o:G(P) — G(P)

para todo i = 1,...,g, onde o é uma permutacao do conjunto {1,...,g}. Denotamos por
o(Py, Py) essa permutacdo. O grafico da aplicagao entre G(P;) e G(P2) denotado por I'( Py, ),
é definido por

F(Pl,Pg) = {(aiaﬂa(i)) 1= 17-'-79}:{<ai75ai) Tl = 1,,9}

O conjunto I'(P;, P») é denominado conjunto gerador minimal do semigrupo de Weierstrass

H(P, P).

Lema 4.1.2. Seja I" um subconjunto de (G(P) X G(FP2))NH(Py, Py). Se existe uma permutagao
7 de {1,..., g} tal que I"(Py, P») = {(u, Br)) i =1,..., 9}, entao IV = I'( Py, 1%).

Demonstragao. Para a € G(Py), temos B, = min{f € Ny | (o, ) € H(Py, P)}. Pela hipotese,
temos I" C H(Py, P,), logo (o, B-)) € H(P, P,), para todo i = 1,...,g. Isso implica que
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Briy = Ba, = Bow), para i = 1,...,g. Logo os conjuntos {B,u) : i =1,...,9} e {Bru) 1 @ =
1,...,g} sdo exatamente iguais, ou seja 3,4 = Brq), para todo ¢ = 1,...,g. Assim 0 = 7.

Portanto IV = T'( Py, P). O
Teorema 4.1.3. Consideremos o semigrupo H(Ps,, Fy). Entao,
Prfi—jati = (20 —1)j = 2i, 1 <j<i<a—1
Bai-j+iats = (2a—1)j = (2i+1), 1<j<i<a—2
onde a = 2" 1.
Demonstrag¢ao. Vamos a provar a primeira igualdade. Temos os divisores
() =Poo+ > Pop— 2 "Pa, (y) = (2" = 1)Poo— (2" — 1)Px
b

Logo, determinamos as valorizagoes discretas associadas a Py

o vp_(7)=-2""1= —a.

o vp(y) = (2~ 1) = —(2a - 1).

Assim, x tem um polo de ordem a em P, e y tem um polo de ordem (2a — 1) em P,.
2
Consideremos a fungao racional f; ; = —, com 1<j<i<a-—1. Entao,
Y
P, (fig) = 2ivp, () — jup, (y) = 2i(—a) +j (20 — 1) = 2aj — 201 — j
=2a(j —i)— j <O0.
Assim, f; ; tem um polo de ordem 2a(i — j) + j em Px.

Por outro lado,

UPO,O(fi,j) - 22’0130,0('17) - jUPO,()(y) = Qi(l) - j(2a - 1) =21 — j<2a - 1)'
como
ja—1)—2i=2aj—j—2i=2aj—2j+j+2i=2j(a—1)+7—2i
=2ja—1)—2(a—1)+2(a—1)+j—2i
=2j-2)(a—1)+2(a—-1)+j—2
=2j—-1)(a—1)+2(a—1)—2i+j>0.
Entéo 27 — j(2a — 1) < 0. Assim, f;; tem um polo de ordem j(2a — 1) — 2i em Py .
Temos H(P,) = (271,27 — 1) = (a,2a — 1). Como 2a(i — j) + 7 nao ¢é possivel expressar como
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combinagao linear de a e 2a — 1 temos 2a(i — j) + j ¢ H(Px). Logo 2a(i — j) + j € G(Px).

Por outro lado, da Proposigao 4.1.1, para v = 2" — 2, temos

H(Po,o):<%7+1,27—1,37—2,...,%7— (%—1))

Reescrevendo em termos de a, temos v = 2a — 2 = 2(a — 1). Logo
H(Pyo) = (2(a —1),2a — 1,4a — 5,6a — 8,...,2(a — 1)* — (a — 2)).

Como j(2a — 1) — 2¢ néo é possivel expressar como uma combinagao linear dos elementos
geradores de H(Fyp), entao j(2a — 1) — 2i ¢ H(Fpy). Logo j(2a — 1) —2i € G(FPy).

Dessa forma, para cada (i,j), com 1 < j < i < a — 1 temos 2a(i — j) + j € G(Px) e
§(2a — 1) — 2i € G(Pyy).

Vamos mostrar que 2a(i — j) +j # 2a(i’ — j') + 5 sei # i e j # j.

Suponhamos que ¢é falso, isto é, existem dois pares diferentes (7, 5) e (i’,7’) tal que se cumpre

2a(i—j)+j=2a(t’ —j)+J".
e Sei—j=1i —j, entdo
20(i' — Y+ 7 =2a(i —j)+j=2a(i' — )+ j=j == i=17.
Assim (i,7) = (i, 5') - Absurdo.

e Sei—j #1 — 7. Assumimos que i — j > i’ — j'. Entao, existe algum 0 < m € N tal que

1—j7=1—7 4+ m. Assim
2a(t' —j"Y+ 7 =2a(i — j) +j =2a(i' — 5+ m) + j = 2a(i' — j') + 2am + j.
Logo j' = 2am + j - Absurdo, pois 1 < j,j' < a — 1.

Agora, mostramos que j(2a — 1) — 2i # j'(2a — 1) — 2i' se (4, 7) # (¢, 7).
Suponhamos que ¢ falso. Assim, existem pares diferentes (i,7) e (¢/,7') tal que se cumpre

Jj(2a—1)—=2i=j(2a—1)—2¢. Logoi #1 ouj #j.
e Suponhamos que i > 7', isto ¢, existe m € N, 0 < m < a — 1 tal que i = ¢ + m. Entéao
§(2a—1) = 2i = j(2a — 1) = 2(i' +m) = j(2a — 1) — 2’ — 2m
§(2a— 1) — 27" = j(2a — 1) — 2/’ — 2m
(j—7)2a—-1)=2m <2a—2<2a—1.
Dessa forma 0 < j — j' < 1. Logo j = j'. Assim m = 0 e portanto i = ¢’ - Absurdo.
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e Suponha que 7 > j', ou seja, existe existe m € N, 0 < m < a — 1 tal que j = j' +m.

Entao

j2a—1)=2i=(j+m)2a—1)—2i=j(2a —1) + m(2a — 1) — 2
§'(2a—1) = 2i' = j'(2a — 1) + m(2a — 1) — 2i

2(i — i) = m(2a — 1)
mas m(2a — 1) > m(2a — 2) = 2m(a — 1). Logo i — i > m(a — 1) - Absurdo.

Logo, para 1 <5 <1 <a— 1, temos

m21

i

(fig)oo = (

Assim (2a(i — j7) + j,7(2a — 1) — 2i) € H(Px, Poyp).

) =l 3) 4P+ [i2a 1) = 2000

Entao, se ay =2a(i —j) +je By = j(2a— 1) — 24, para [,I' =1,..., g, temos
(au, Br) € G(Poc) X G(Fop) N H(Poo, Fop)-
Seja 7 uma permutacao de {1,...,g} tal que 7(I) = '. Pelo Lema 4.1.2, temos

F/ - {(al7ﬁT(l)) : l - 1779} = F(POOJPO,(])‘

Portanto, obtemos B5(;—j)o4; = (2a — 1)j — 2i.
2i+1
x
De forma similar, provaremos a segunda igualdade. Consideramos a funcao g; ; = ——, com
Y

1<j53<1<a—2. Entao

e (9ig) = (2 + Dop (x) — jup(y) = (20 +1)(=a) + (20 — 1)

=2aj—2ai—a—j=2a(j—1)—a—75<0

UPy 0 (gi,j) = (22 + 1)UP0,0(x) - jUPO,O (y) = (22 + 1)(1> - j(2a - 1)
—2i+1—j(2a—1)<0.

Assim, g; ; tem um polo de ordem (2(i—j)+1)a+j em P e um polo de ordem j(2a—1)—2i—1
em Fp .

Como (2(i — j) + 1)a + j nao é possivel expressar como combinagao linear de a e 2a — 1 temos
(2(i —j)+ 1Da+j ¢ H(Py). Também j(2a — 1) — 2i — 1 ndo é possivel expressar como uma
combinagcao linear dos elementos geradores de H (P ), entao j(2a — 1) —2i — 1 ¢ H(Fyp).
Logo, (2(i —j) + 1)a+j € G(Px) € j(2a — 1) — 21 — 1 € G(Pyy), para cada (i,7) com
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1<j<i<a-—2.
Vamos mostrar que (2(i —j)+ L)a+j# 20" —j )+ Da+j sei#i' ej#j.
Suponhamos que ¢ falso, isto é, existem dois pares diferentes (i, ) e (i, j') tal que se cumpre

2i—j)+Da+j=020 —-7)+ Da+7".
e Sei—j=1 —j entdo
Q20 =)+ a+j=QM0—j)+Da+i=Q0 -+ 1)at+j=j=j=—i=17.
Assim (7, 7) = (¢, j') - Absurdo.
e Sei—j #i —j. Assumimos que i — j > 7 — j'. Entao, existe algum 0 < m € N tal que
i—j=1—7 +m. Assim
Q2@ =)+ Da+i =20 —j)+Da+j=20 —j7+m)+1)a+y
=(2({ = j")+ Da+ 2am + j.
Logo j =2am + j > a—1 - Absurdo, pois 1 < j,7' <a— 1.

Agora, mostramos que j(2a — 1) —2i — 1 # j'(2a — 1) — 20’ — 1 se (i,7) # (¢, 5').
Suponhamos que ¢ falso. Assim, existem pares diferentes (i,7) e (i/,7') tal que se cumpre
j(2a—1)—2i—1=j'(2a —1) — 2’ — 1. Logo i # i ou j # j'. Suponhamos que ¢ > ¢, isto é,
existe m € N, 1 <m < a—1 tal que i =i + m. Entao,
j(2a—1)—2i—1=j(2a—1) =2 +m) —1=j(2a— 1) — 2 —2m — 1
F(2a—1)—2 —1=j(2a—1) — 2 —2m — 1
(1—7)2a—1)=2m < 2a—2<2a—1.
Dessa forma j — j' < 1.

Logo para 1 < j <1 < a — 2, temos

(915)0 = ( N
Assim (2(1 — j)+ 1)a+7,j(2a — 1) — 2i — 1) € H(Px, Poy).

l.22+1

) =[(2(i —j) + Da+j]Pu + [j(2a — 1) — 2i — 1] Py 0.

Entao, se ay = (2(i —j)+ l)a+je By =72a—1)—2i— 1, para l,l'=1,..., g, temos
(cu, Br) € G(Px) X G(Poo) N H(Px, Poyo).
Seja 7 uma permutacao de {1,..., g} tal que 7(I) = '. Pelo Lema 4.1.2, temos
I = {(a, Bry) : 1 =1,..., 9} = [(Pus, Fop)-
Portanto, obtemos B(2(i—j)+1)atj = (2 —1)j — (20 + 1). O
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Pela Observacao 4.0.2, para 1 < j <i < a — 1 temos
(j(2a—1)—2i—1,2(: — j) + V)a+j) € H(FPoo, Px)
eparal <j<1:<a—2temos
(7(2a — 1) — 2i,2a(i — j) + j) € H(FPoo, Px).

Exemplo 4.1.4. Consideremos ¢ = 2 e r = 3. A curva norma-trago é X3 : 2" —y*—y?+y =0,

cujo género é g = 9. Os semigrupos de Weierstrass sao os seguintes:

o H(Py) = (4,7), ou seja, H(Py) = {0,4,7,8,11,12, 14,15, 16, 18, 19,20, 21,22, ... }. En-
tao, o conjunto das lacunas é G(P) ={1,2,3,5,6,9,10,13,17}.

e Pela Proposigao 4.1.1 temos H(Fyp) = (6,7,11,16). Entdo, o conjunto das lacunas ¢é
G(Pyo) = {1,2,3,4,5,8,9,10,15}.

e Pelo Teorema 4.1.3 temos o conjunto

I'(Poo, Po) = {(1,17),(2,13),(3,9), (4,5), (5,1), (8,10), (9,6), (10, 2), (15,3) }.

Definigao 4.1.5. Dados u; = (aq,31) € N2 e uy = (ay, 32) € NZ2. O menor limite superior

(lub) de u; e ug é definido por

lub(uy, ug) := (max{ay, as}, max{f, fa}).
Proposicao 4.1.6. Dados uy,us € H(Py, Py) temos lub(uy,us) € H(Py, Py).
Demonstragao. Sejam uy; = (aq, 1), uz = (ag, fa).

e Se a1 > g e B > (o, entdo lub(uy,us) = uy € H(Py, P). Da mesma forma, se ay >

e Bo > P1, entdo lub(uy, us) = us € H(Py, Ps).
e Assumimos que a3 > g e B3 > 1. Entao
lub(uy, ug) = (max{ay, as}, max{f, fo}) = (aq, Ba).
Como uy,us € H(Py, Py), existem f; e fo fungdes racionais satisfazendo

(fil)oo =1 PL+ 1Py € (f2)oo = a2 P1 + o Ps.
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Logo

2

(fi+ fa)oo = — Z(min{vpi(fl), vp, (f2) )P

= _(min{vﬂ (f1)7 vp (f2)})P1 - (min{UP2 (f1)7UP2(f2)}>P2
= —(min{—a, —a}) P — (min{ -5y, —f2}) P
= a1 P + B Ps.

Dessa forma lub(uy, us) = (aq, f2) € H(Py, Py).

Lema 4.1.7. Sejam P;, P, dois pontos racionais distintos. Entao
H(Pl, PQ) = {lub(ul,u2) | U, U € F(Pl,Pg) U (H(Pl) X {O}) U ({0} X H(PQ))}

Demonstracao. Veja [9, Lema 2|

4.1.2 Semigrupo de Weierstrass H (P, Px) para algum ¢

Consideremos a = ((¢" — 1)/(¢ — 1)) — 1. Das equacoes dadas em (4.1) temos

T _ qg —1
(y) () = (y) 0,0 Eb 00— 4 T

qr—l) ¢ -1
=|1- Poo + P07b—|—( —q | Px
( q—1 Zb: qg—1
qrfl_l
——(ZP070+ZP075+( )POO
b

qg—1

1 "—1 T—1
(3) == =L tp + Lolpe = 0+ DR+ (a4 )P
Entao, os divisores de polo sao
T 1
(—> = aPO,O (§ <—> = ((Z + 1)P0,0.
y o0 y [o¢]
Para0<m < ¢ 2+¢ 3+---+q—1, temos

mg+q+l=(m+1l)g+l=(m+1l)g—m+m+1l=[m+1)g—m]+(m+1)

m(@g—1)4+qg=mg—m+qg=(m+1)g—m
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Assim, a func¢ao racional pode ser expressado da seguente forma

A $m+1

pmatatl [x} (m+1)g—m
Y

ym(q—l)—i-q -

e o seu divisor é

( xmq+q+1

) ~lom e (£ + o 0
—aPoo+ Y Poy+ (u) Py

=[(m + 1)g = m] —

+ [m + 1]

P0,0+Zpo,b — ¢ 'Py
b

=[~[(m+1)g —ma+ (m+ 1)]Pog + [(m+1)g —m + (m+1)]>_ Poy

r—1 _ 1
+ {[(m +1)g—m+ (m+1)] (qu) —[m+ qu—l} P
Logo, o divisor de polos é
me+q+1
<ym<q1>+‘q'> = [[(m + 1)g = mla— (m + )] Pyo. (4.2)

Proposigao 4.1.8. O Semigrupo de Weierstrass H (P ) ¢ dado por
H(Pyp) ={a,a+1,qa—1,2¢—1)a—2,(3¢ —2)a—3,...,(A+1)g—N)a— (A+1)),
onde \=q¢" 2 +q¢" 3+ +qg—1

Demonstragao. Seja 0 < m < ¢~ 2+¢ 3+---+q— 1=\ Entdo, substituindo cada valor de

m na equacao (4.2), obtemos que
ga—1,2¢—1)a—2,3¢—2)a—3,...,(A+1)g—Na— (A+1) € H(FPoyp)

Além disso, a,a +1 € H(FPp).
Agora vamos mostrar que (a,a+1,qa—1,(2¢g—1)a—2,(3¢—2)a—3, ..., (A+1)g—N)a—(A+1))
tem ¢ lacunas.

Note que, escrevendo por extensao o conjunto gerado, podemos identificar as lacunas

0,a,a+1,2a,2a+1,...2a + 2,3a,3a + 1,3a+ 2,3a + 3,4a,4a + 1,...,4a + 4, ba,
~N —— ——— S—— S——

a-1 a2 a—3 a—4 a—5
5a—|—1,5a+2,...,5a+5,6@,...,£q—2)a+(q—2),(q—1)@,(q—1)a—|—1,...
a6 a—(q—1)
(g—Da+(qg—1),qa—1qa,qa+1,....qa+q(qg+1)a—1, ...
a—(g+1) a—(g+2)
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Dessa forma, a quantidade de lacunas é
G(Fop)| =(a—1)+(@=2)+(a=3)+(a—4)+---+(a—(¢— 1))+ (a—(¢+ 1)+
(0= (g +2)+ -+ +(a=2g-1)+(a= g+ 1)+ (@~ (2g+2) +-+
(a=Bg—1)+(a=Bg+1)+(a-Bg+2)+ - +(a—(4g—-1))
+a—Ug+1D)+(a—4g+2)+...(¢g—1)+--4+2+1

=(a—-1)+(@=2)+(@—-3)+(a—4)+--+3+2+1—-(a—q) — (a —2¢)—

o o (551)

(afl). qr—l_l q’l‘—l_l
=Y i (———1)atq(1+2+43+ -+ —-—1
i=1 q—1 ¢—1

-1 r—l_l r—l_l r—l_l
_(a—1)a (q ) () (2t
2 qg—1 qg—1 qg—1 2
— a
- 2

Portanto, H(FPyp) = (a,a+1,qa—1,(2¢—1)a—2,(3¢—2)a—3,...,(A+1)g—N)a—(A+1)). O

Teorema 4.1.9. Seja ¢ um ntimero primo, r >3 ea = ¢ ' +¢ 2+---+¢*>+¢q. Consideremos

o semigrupo H (P, P»). Entdo, para cada s tal que 1 < s < ¢ 2+ ¢ 3+---+qg+1ecada

par (i,j)com 1 <j<i<a—se(s—1)g—(s—1)<i—j<sq—(s+1), temos
Bi-iarves = (@ = (i —j+D)a+1)—jg "

Demonstragao. Vamos mostrar que se (i, j) # (7', j), entdao (i—j)(a+1)+j # (i'—j" ) (a+1)+7'.

Suponhamos que ¢é falso. Entao, existe (i, 7) # (i, 7') tal que (i—j)(a+1)+j = (7'—5")(a+1)+7'.

e Sei—j=1i —j, temos j = j'. Logo i =1, o que é uma contradicao.

e Sei—j # 1 —j'. Consideremos que i—j > i’ —j’. Entao, existe m € Ncom 1 <m < g—1
tal que i — 7 =4 — j' + m. Logo
(i—fa+)+j=—j+m)a+1)+j
("= Na+1)+j =G —j)a+1) +mla+1)+

J=mla+1)+j.
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Assim j' > a+ 1,0 que é absurdo pois 1 < j/' <a—s<a—1<a+1.

Agora, vamos mostrar que os ntimeros (¢" ' — (i — j + 1))(a + 1) — j¢"~! sao distintos para

distintos pares (i, 7).

Suponha que ¢é falso. Entéo, existe (i,7) # (¢, 7') tal que

(@' =G—j+))a+1)=jgd " = (" = (=5 +D)a+1) - 57"

!, r—1

e Sei—j =1 —j temos —j¢" ! = —j . Entao j = j'. Logo i = 7, o que é uma
J J J4q J4q J

contradicao.

e Sei—j # 1 —j'. Consideremos que i—j > i’ —j’. Entao, existe m € Ncom 1 <m < g—1
J J q

tal que i — 7 =14 — j' + m. Logo

(= G—j+D)a+1)—jqd =" =@ =i +m+1)(a+1)—jq "

(
(@ ==+ 1)+ =5 = (" = (@ =7+ D)a+1)+mla+1)—jg

_j/qr—l — m(a + 1)

)

G—4)d P =mla+1

r—1

l
3
o)

L
_l’_
N

o
_l’_
_l’_
[
_l’_
()
_l’_
=

(=3
Dai ¢ ' |m(¢" '+ ¢ 2+ -+ ¢*+q+1), o qual é uma contradigao.
Finalmente, vamos a mostrar que os ntmeros (¢" ' — (i — j+1))(a+ 1) — j¢g" ' sdo lacunas em
P.
Suponhamos que nao sao lacunas em P,,. Entao (¢" ' — (1 —j+1))(a+1) — j¢" ' € H(Py),

ou seja, existe algum (i, jo) tal que
(¢ = (o —Jo+D)a+1)—jog € (g, (¢ = 1)/(g— 1))
Entao, existem «, 8 € Z positivos tal que
ad BT g+ ) = (¢ = (o —Jo+ D)(a+1) = jog"
af BT g+ 1) = (¢ (o~ JoF D)@ T g+ 1) = Gog™
(@+jo)d = (¢ = (io—Jo+ 1+ B¢+ +q+1),
Temos a+jo > 0 eig—jo+1+8 > 0, assim ¢" ! divide (¢" ' —(ig—Jjo+1+8))(¢" +- - - +q+1),

o qual ¢ absurdo, pois ¢" ! — (ig — jo + 1+ ) < ¢! e ¢ ¢ primo.

Pela Proposicao 4.1.8, temos (i — j)(a+ 1) +j € G(Fy). Logo, o divisor de polos da funcao
a+1—j
racional f; ; = T "¢

yi—it
(fij)oo =i =)@+ 1) +jlPoo+ [ = (i =j+1))(a+1) = j¢" ] Pa.
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Dessa forma ((i—j)(a+1)+4, (¢" ' —(i—j+1))(a+1)—jq"") € G(Poo) X G(Pso) NVH(Po 0, Ps).
Sejam oy < ay < - < g e fi < Py < --- < By sequencias de lacunas em Py e Py
respectivamente. Seja 7 a permutacao de {1,...,g} tal que B¢y = (¢ ' = (i—j+1))(a+1)—
gt seaqp=(i—j)(a+1)+ 7, paral =1,2,...,g. Entao

FI = {(abﬂT(l)) = 1727 o e 79} g G(PO,O) X G(Poo) N H(PO,Oapoo)

Pelo Lema 4.1.2, I" = T'(Py o, Pso). Assim Bi—jyasn+j = (@ =G —j7+1))(a+1)—jg" ' O

4.2 (Cobdigos sobre a curva norma-traco

Nesta secgao, mostraremos como a informacgao sobre o semigrupo de Weierstrass em dois pontos,
pode ser usada para melhorar os parametros dos codigos AG sobre a curva norma-traco. Para
isso, comegamos estudando o seguinte teorema, o qual foi demostrado por Matthews em [13].

Teorema 4.2.1. Seja (ag,a2) € G(Q1,Qs2), com ag > 1 e L(a1Q1 + as@2) = £((cy — 1)Q1 +
as(@)2). Suponha que (7y1,7%2—t—1) € G(Q1,Q2), paratodo 0 < ¢ §nmin{72—t, 2g—1—(a14a9)}.
Sejam os divisores G = (a1 +71 — 1)@Q1+ (e +72—1)Q2e D = Z P;, onde Q1,Q2, Py,..., P,

j=1
sao pontos racionais distintos sobre a curva X’ definida sobre (F,). Se a dimensao do codigo

Cq(D,G) é positivo, entdo sua distdncia minima é pelo menos grau G' — 2g + 3.

Demonstracao. Seja w := grau G — 2g + 2. Se existe alguma palavra-cédigo de peso w, entao

existe uma diferencial de Weil n € Q(G — D) com exatamente w polos P, ..., P,. Entao
() =2G—(Pi+-+Py)
Como () é um divisor canonico, temos
29 —2 =grau(n) > grau G —w = grau G — grau G +2g — 2 =29 — 2

Logo () =G — (Pi+---+ Py).
Por outro lado, aplicando o Teorema de Riemann-Roch, temos
U(an Q1 + a2@2) = grau (a1 Q1 + a2Qa) + 1 — g+ LW — (1 Q1 + 22Q2))
= t+ay+1—g+UW = (a:Q1 + %Q2))
e
(((a1 = 1)Q1 + a2@2) = grau ((an — 1)Q1 + a2@2) + 1 — g + LW — ((a1 — 1)Q1 + a2Q2))
=a;+ag—g+LW — (a1 — 1)Q1 + @2Q>)).
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Como pela hipotese £(a1Qq + aaQs) = £((ay — 1)Q1 + a2@Q)2), entdo
L+ LW = (1Q1 + a2Q2)) = LW — ((a1 — 1)@Q1 + 2Q2)).

Logo, existe uma funcao racional h tal que

he LW —((a1 —1)Q1 + a2Q2)) \ L (W — (01 Q1 + a20Q)2)),

onde W divisor candnico. Dessa forma,

(a1 = 1)Q1 + 2Q2) = W < (h) < (a1Q1 + a2Q2) —

Entao, (h) = (a1 — 1)Q1 + a2Q2 — W + E, onde E ¢ efetivo de grau 2g — 1 — (o + ), com
Q1 ¢ Supp E. Escrevemos E = E' + tQs, onde E’ ¢é efetivo tal que Q2 ¢ Supp E'. Entao, o
divisor (h) pode ser expressado como (h) = (o — 1)Q1 + (a2 +1)Q2 — W + E’. Logo

G—(Pi+-+P,)=n)~Wn~ (a1 -1)Q1+ (s +1)Q2 + E'.

Assim (Oél+’}/1—1)Q1+(062+"}/2—1)QQ—<P1—|—"‘+PU,)N(Oél—l)Q1+(062+t)Q2+E,.

Entao, existe uma funcao racional f tal que
(1 +7m =11+ (2 +7% —1)Qy — (P4 -+ Py) + (f) = (1 = 1)Q1 + (2 + 1)Q2 + E

(f) == —(p—t—1)Q+(Pi+---+P,)+ E.

Se t < v, —1, o divisor de polos de f seria (f)oo = 71Q1+ (2 —t —1)Q2. Logo (11,72 —t—1) €
H(Q4,Q2), o qual é absurdo, pois (71,72 —t—1) € G(Q1,Q2). Logo f tem um divisor de polos

(f)oo = 11Q1, 0 qual é absurdo, pois y; ¢ uma lacuna em Q. ]

Teorema 4.2.2. Consideremos o cédigo Cq(D,G) surgindo desde a curva X, deﬁnida so-
bre F,, com os divisores G = (o + 71 — 1)Pop + (e + 72 — )P ¢ D = ZP, onde

Py, Px, P1, ..., P, sao pontos racionais distintos sobre [F;-. Suponha que

a) o Z 17 (Oél, Oé) - G(PO’(), Poo) [§] K(OZ1P070 + OéQPOO> = g((Oél — ]-)PO,O —+ OéQPOO).

r

b) (71_t_177)7(71_25_177—’_1)7(71_t_177+qq__
0<t<min{y — 1,29 — 1 — (g + a)}.

1
1 )s (71,7) € G(Py, Px), para todo

Sob essas condigoes, se a dimensao de Cq(D, G) é positiva, entao sua distancia minima é pelo

menos grau G — 2g + 4.
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Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.2, a distancia minima é pelo menos grau G — 2g + 3. Seja
d := grauG — 2g + 3. Se existe alguma palavra-codigo ¢ € Cq(D, G) de peso d, entdo existe

uma diferencial de Weil w € Q(G — D) com exatamente d polos simples P, ,..., P;,. Logo

(w)>G— (P, +---+ PF,,), e como (w) ¢ um divisor canénico, temos
2g — 2 =grau (w) > grau G — w = grau G — grau G + 29 — 2 = 2g — 2

Entao (w) = G — (P, +---+ F;,) + P, onde P é um ponto racional sobre Fg-, com P # P;,
para j=1,...,d.
Por outro lado, pela hipotese £(a1 Py + aPs) = {(a1 Py + (o — 1) Ps) e aplicando o Teorema

de Riemann-Roch, obtemos
L+ 4(W — (a1 Pog 4+ aPy)) = (W — (a1 Pop + (o — 1) Py)).
Entao, existe uma fungao racional h tal que
he ZW — ((a1Pyp+ (a—1)Py)) \ L (W — (a1 Pop + aPx)),
onde W divisor candnico. Dessa forma,
(1P + (0 —1)Py)) = W < (h) < (a1 Py + aP) — W.

Entao, (h) = (o — 1) P + (a1 +t)Poo — W + E, onde E ¢ efetivo tal que Py, P & Supp E ¢
0<t<29—1—(a; + ), pois grau (h) = 0. Entao

e como G = (a; +71 — 1)Poo + (ag + 72 — 1) P existe uma fungao racional f tal que
(a_l)Pm+(al+t)P0,0+E:(f)+G_(Pil+"'+Pid)+P
(a=1D)Px+ (a1 +)Po+E=(f)+(a+n—1Dhot+(w+r—1)Pc— (P + - +5,)+P

Logo (f) = —vPx— (1 —t—1)Poo— P+ (P, +---+ P;,) + E. Vamos a mostrar que isso nao

é possivel. Consideremos os casos:
o Caso I: t <~ — 1.

x Se P € SuppE, entdo (f)oo = 7Ps + (11 —t — 1), 0 que contradiz o fato que
(m—t—=1,7) € G(Poo, ).

* Se P = Py, temos (f)oo = (v + 1)Px + (11 —t — 1)Pyp 0 que contradiz o fato
(1 —t—1,7+1) € G(Poo, Px).
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* Se P = Py, temos (f)oo = 7P+ (71 —1) Py, entao (1 —t—1,7+1) € H(FPyo, Px)-

* Se P = P, tal que P, € {P,, +---+ P;,} e seja o divisor (y), definido em (4.1), entao,

) =N+ ) = N+ S P = T
=—<+ﬂ“f)&f4%—rﬂﬁm—P+uz+~+BQ+E+§:3

Logo

_ ¢ —1
<f.y>oo—(v+q_1
¢ —1

q—1

>Poo+(%—t—1)Po,o

o que contradiz (y; —t — 1,7+ ) € G(Poo, Px).

e Caso 2: 11 —1<t<2g—1— (a1 + ).

* Se P € SuppE ou P = Py, entdo (f)oc = 7Px. Dessa forma (y; —t —1,7) €

G(Po0, Px), 0 qual & absurdo pois (11 — 1) — ¢ < 0. Portanto v é uma lacuna.

* Se P = Py, entao (f)s = (7 + 1)Px. Logo v+ 1 é uma lacuna.

T

* Se P =P, tal que P, € {P, +---+ P,,}, entao v + d ¢ uma lacuna.

Portanto d > grau G — 29 + 4. O]

Definigao 4.2.3. Seja Cq(D,G) o codigo [n,k,d]. Definimos sua taxa de informagao por

R := k/n e sua distancia minima relativa por § := d/n.

Teorema 4.2.4. Dado m um inteiro tal que ¢"— (¢" ' +¢" 2+ -+¢*+q)+q < m < ¢" e seja o
divisor G = Pyo+ (¢* ' +29—mq ' —4) P, Entao, existem codigos de dois pontos Cq(D, G)
sobre &, , de comprimento |X,,| — 2, tendo parametros relativos melhores que codigos de um

ponto Cy (D, mq" ' P,) sobre X, ,, onde D é a soma de todos os ¢*"~! pontos racionais afins.

Demonstragdo. Consideremos o codigo Cg (D, mq" ' Py). Os pontos racionais siao da forma

(0, ozgo)), onde os ') sdo as raizes em F, da equacao

r—1

vy Ty Ty =0

ou da forma (o, agj)), com 0 < j < ¢"— 2, onde « é o gerador de [}, e &gj) sao as raizes em

F, da equacao

r—

yq 1+yqr72+”'+yq+y:a‘j.

Seja d a distancia minima de C» (D, mq" ' P.). Seja a funcio f = H(az —a’). Entdo, similar

j=1
a demonstracao feita da Proposigao 3.3.2, obtemos
()= (o) =D—mgPu
j=1
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Portanto, f € £ (mq" "' P,,). Consequentemente, f tem mq"! zeros. Entao, o peso da palavra-

1

codigo é ¢> 1 — mqg"t. Por outro lado, pelo Teorema 3.2.2 temos

d>n—grau(mq 'Py) = ¢t —mqg .

' —mgq 1. Logo, pelo Corolério 3.2.3, como 29 —2 < grau (mq ' Py) < n,

Dessa forma d = ¢*"~
temos
k=grau(mq 'Py) +1—g=mq ' —g+1

q2r—171

Agora, consideramos o codigo Cq (D, G) de dois pontos, onde D = Z Pj, com P; # Py, Px.
j=1
Entdo n = ¢* ! — 1 e como grau G = ¢* ' + 29 — mq"™' — 3 > 29 — 2 e para W canonico,

temos

grau (W — G + D) = grau W — grau G + grau D
:29_2_q2r—1_29+mqr—1+3+q2r—1_1

1

=mq " —g+ 1

Finalmente, a distancia minima é determinada usando o Teorema 4.2.2.
Note que, pelo Teorema 4.2.1, o par (o, ) = (1,29 — 2) € G(Fo, Px), € para cada m tal que
¢ =@+ P+t g)Hg<m < g temos

(’ylaﬂy) = (1’(]27"—1 - mqr—l - 1) S G(PO,Oa Poo)

=1 1 < 2g — 2. Além disso, ambos pares satisfazem a condicao

pois ¢*"~! —mgq
(71,72 —t —1) € G(Q1,Q2), para todo 0 <t <min{y—1,2g —1— (g +a)} =0.
Assim, a distancia minima de Cq(D, G) é

d>granG—(29-3)=¢" 1 +2g—mq¢ ' —3-29+3=¢""—mqg"".

Entao, o codigo Cn tem melhores parametros relativos R,d que os correspondentes ao codigo

Co((D,mq" "' Py). O
Agora, vamos mostrar dois exemplos.

Exemplo 4.2.5. Consideremos ¢ =3 e r = 3.
A curva norma-traco ¢ X33 : 2 — (y° + y® +y) = 0, de género g = 48 sobre Fy;. Com a
notagao da Proposi¢ao 4.1.8, temos a = 12 e 1 < s < 4. Logo, os semigrupos de Weierstrass

sao 0s seguintes:
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e H(P,) = (9,13). Entao, o conjunto das lacunas ¢ G(Px) ={ 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8, 10, 11,
12, 14, 15, 16, 17, 19, 20, 21, 23, 24, 25, 28, 29, 30, 32, 33, 34, 37, 38, 41, 42, 43, 46, 47,
50, 51, 55, 56, 59, 60, 64, 68, 69, 73, 77, 82, 86, 95 }.

e H(Fyo) = (12,13,35,58,81). Entao, o conjunto das lacunas é¢ G(FPyo) ={ 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7.8, 9,10, 11, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 40, 41,
42,43, 44, 45, 46, 53, 54, 55, 56, 57, 66, 67, 68, 69, 79, 80, 92 }.

Agora, usando o Teorema 4.1.9, obtemos o conjunto

(P, Px) = {(1,95), (2,86), (3,77), (4,68), (5,59), (6,50), (7,41), (8,32), (9, 23), (10, 14),
(11,5), (14,82), (15, 73), (16, 64), (17, 55), (18, 46), (19, 37), (20, 28), (21, 19), (22, 10), (23, 1),
(27,69), (28, 60), (29, 51), (30, 42), (31,33), (32, 24), (33, 15), (34, 6), (40, 56), (41, 47), (42, 38),
(43,29), (44, 20), (45, 11), (46,2), (53,43), (54, 34), (55, 25), (56, 16), (57, 7), (66, 30), (67, 21),
(68,12), (69, 3), (79, 17), (80,8), (92,4)}.

Por outro lado, pelo Lema 4.1.7, temos

H(Poo, Poo) = {lub(z,y) | z,y € T'(Poo, Pos) U (H(Fo) x {0}) U ({0} x H(Px))}-

Consideremos a notagao do Teorema 4.2.4. Sejam o divisor D = ) P;, com P; # Fyg, Px,
o divisor D é a soma de todos os 243 pontos racionais afins e 18 < m < 27. Em particular,

determinamos os parametros dos codigos para m = 20. Entao, temos os co6digos
e Cy(D,180P,,) cujos parametros sao n = 243, k = 133 e d = 63.
e Cqo(D, Pyo+ 155P,) cujos parametros sdo n = 242, k = 133 e d > 63.

Consequentemente, os parametros relativos do codigo Co (D, Py o+ 155P,,) sdo melhores do que

Cq(D,180P,).

Exemplo 4.2.6. Consideremos g =5 e r = 3.
A curva norma-trago ¢ X5z : 2 — (y* +y° + y) = 0, de género g = 360 sobre Fi55. Com a
notacao da Proposigao 4.1.8, temos a = 30 e 0 < s < 4. Logo, os semigrupos de Weierstrass

sao os seguintes:

e H(P,) = (25,31). Entao, o conjunto das lacunas ¢ G(Py) = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10,
11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 26, 27, 28, 29, 30, 32, 33, 34, 35, 36,
37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 51, 52, 53, 54, 55, 57, 58, 59, 60, 61, 63,
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64, 65, 66, 67, 63, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 76, 77, 78, 79, 80, 82, 83, 84, 85, 86, 88, 89, 90,
91, 92, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 101, 102, 103, 104, 105, 107, 108, 109, 110, 111, 113, 114,
115, 116, 117, 119, 120, 121, 122, 123, 126, 127, 128, 129, 130, 132, 133, 134, 135, 136,
138, 139, 140, 141, 142, 144, 145, 146, 147, 148, 151, 152, 153, 154, 157, 158, 159, 160,
161, 163, 164, 165, 166, 167, 169, 170, 171, 172, 173, 176, 177, 178, 179, 182, 183, 184,
185, 188, 189, 190, 191, 192, 194, 195, 196, 197, 198, 201, 202, 203, 204, 207, 208, 209,
210, 213, 214, 215, 216, 219, 220, 221, 222, 223, 226, 227, 228, 229, 232, 233, 234, 235,
238, 239, 240, 241, 244, 245, 246, 247, 251, 252, 253, 254, 257, 258, 259, 260, 263, 264,
265, 266, 269, 270, 271, 272, 276, 277, 278, 282, 283, 284, 285, 288, 289, 290, 291, 294,
295, 296, 297, 301, 302, 303, 307, 308, 309, 313, 314, 315, 316, 319, 320, 321, 322, 326,
327, 328, 332, 333, 334, 338, 339, 340, 344, 345, 346, 347, 351, 352, 353, 357, 358, 359,
363, 364, 365, 369, 370, 371, 376, 377, 378, 382, 383, 384, 388, 389, 390, 394, 395, 396,
401, 402, 407, 408, 409, 413, 414, 415, 419, 420, 421, 426, 427, 432, 433, 438, 739, 440,
444, 445, 446, 451, 452, 457, 458, 463, 464, 469, 470, 471, 476, 477, 482, 483, 488, 489,
494, 495, 501, 502, 507, 508, 513, 514, 519, 520, 526, 532, 533, 538, 539, 544, 545, 551,
557, 563, 564, 569, 570, 576, 582, 588, 594, 595, 601, 607, 613, 619, 626, 632, 638, 644,
657, 663, 669, 688, 694, 719 }.

H(Pyo) = (30, 31, 149, 268, 387, 506, 625). Entao, o conjunto das lacunas ¢ G(FPyp) = {
1,2,3,4,5,6,7,8 9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22. 23, 24, 26, 27, 28,
99. 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54,
55, 56, 57, 58, 59, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80, 81,
82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107,
108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116, 117, 118, 119, 125, 126, 127, 128, 129, 130,
131, 132, 133, 134, 135, 136, 137, 138, 139, 140, 141, 142, 143, 144, 145, 146, 147, 148,
156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163, 164, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173,
174, 175, 176, 177, 178, 187, 188, 189, 190, 191, 192, 193, 194, 195, 196, 197, 198, 199,
200, 201, 202, 203, 204, 205, 206, 207, 208, 218, 219, 220, 221, 222, 223, 224, 225, 226,
997, 228, 229, 230, 231, 232, 233, 234, 235, 236, 237, 238, 249, 250, 251, 252, 253, 254,
255, 256, 257, 2538, 259, 260, 261, 262, 263, 264, 265, 266, 267, 280, 281, 282, 283, 284,
285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292, 293, 294, 295, 296, 297, 311, 312, 313, 314, 315,
316, 317, 318, 319, 320, 321, 322, 323, 324. 325, 326, 327, 342, 343, 344, 345, 346, 347,
348, 349, 350, 351, 352, 353, 354, 355, 356, 357, 373, 374, 375, 376, 377, 378, 379, 380,
381, 382, 383, 384, 385, 386, 404, 405, 406, 407, 408, 409, 410, 411, 412, 413, 414, 415,
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416, 435, 436, 437, 438, 439, 440, 441, 442, 443, 444, 445, 446, 466, 467, 468, 469, 470,
AT1, 472, 473, 474, 475, 476, 497, 498, 499, 500, 501, 502, 503, 504, 505, 528, 529, 530,
531, 532, 533, 534, 535, 559, 560, 561, 562, 563, 564, 565, 590, 591, 592, 593, 594, 595,
621, 622, 623, 624, 652, 653, 654, 683, 684, 714}.

Agora, pelo Teorema 4.1.9, obtemos que o conjunto gerador minimal do semigrupo de Wei-
erstrass ¢ ['(Py, P) = {(1,719), (2,694), (3,669), (4,644), (5,619), (6,594), (7,569), (8,544),
(9,519), (10,494), (11,469), (12,444), (13,419), (14,394), (15,369), (16,344), (17,319), (18,294),
(19,269), (20,244), (21,219), (22,194), (23,169), (24,144), (25,119), (26,94), (27,69),(28,44),
(29,19), (32,688), (33,663), (34,638), (35,613), (36,588), (37,563), (38,538), (39,513), (40,488),
(41,463), (42,438), (43,413), (44,388), (45,363), (46,338), (47,313), (48,288), (49,263), (50,238),
(51,213), (52,188), (53,163), (54,138), (55,113), (56,88), (57,63), (58,38), (59,13), (63,657),
(64,632), (65,607), (66,582), (67,557), (68,532), (69,507), (70,482), (71,457), (72,432), (73,407),
(74,382), (75,357), (76,332), (77,307), (78,282), (79,257), (80,232), (81,207), (82,182), (83,157),
(84,132), (85,107), (86,82), (87,57), (88,32), (89,7), (94,626), (95,601), (96,576), (97,551),
(98,526), (99,501), (100,476), (101,451), (102,426), (103,401), (104,376), (105,351), (106,326),
(107,301), (108,276), (109,251), (110,226), (111,201), (112,176), (113,151), (114,126), (115,101),
(116,76), (117,51), (118,26), (119,1), (125,595), (126,570), (127,545), (128,520), (129,495),
(130,470), (131,445), (132,420), (133,395), (134,370), (135,345), (136,320), (137,295), (138,270),
(139,245), (140,220), 141,195), (142,170), (143,145), (144,120), (145,95), (146,70), (147,45),
(148,20), (156,564), (157,539), (158,514), (159,489), (160,464), (161,439), (162,414), (163,389),
(164,364), (165,339), (166,314), (167,289), (168,264), (169,239), (170,214), (171,189), (172,164),
(173,139), (174,114), (175,89), (176,64), (177,39), (178,14), (187,533), (188,508), (189,483),
(190,458), (191,433), (192,408), (193,383), (194,358), (195,333), (196,308), (197,283), (198,258),
(199,233), (200,208), (201,183), (202,158), (203,133), (204,108), (205,83), (206,58), (207,33),
(208,8), (218,502), (219,477), (220,452), (221,427), (222,402), (223,377), (224,352), (225,327),
(226,302), (227,277), (228,252), (229,227), (230,202), (231,177), (232,152), (233,127), (234,102),
(235,77), (236,52), (237,27), (238,2), (249,471), (250,446), (251,421), (252,396), (253,371),
(254,346), (255,321), (256,296), (257,271), (258,246), (259,221), (260,196), (261,171), (262,146),
( ), ( )
(284,340), (285,315), (286,290), (287,265), (288,240), (289,215), (290,190), (291,165), (292,140),
(293,115), (294,90), (295,65), (296,40), (297,15), (311,409), (312,384), (313,359), (314,334),
(315,309), (316,284), (317,259), (318,234), (319,209), (320,184), (321,159), (322,134), (323,109),
( )

(

(

(

(
263,121), (264,96), (265,71), (266,46), (267,21), (280,440), (281,415), (282,390), (283,365),

(

(

(
324,84), (325,59), (326,34), (327,9), (342,378), (343,353), (344,328), (345,303), (

346,278),
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347,253), (348,228), (349,203), (350,178), (351,153), (352,128), (353,103), )
356,28), (357,3), (373,347), (374,322), (375,297), (376,272), (377,247), (378,222), (379,197),
380,172), (381,147), (382,122), (383,97), (384,72), (385,47), (386,22), (404,316), (405,291),
406,266), (407,241), (408,216), (409,191), (410,166), (411,141), (412,116), (413,91), (414,66),
415,41), (416,16), (435,285), (435,260), (437,235), (437,210), (439,185), (439,160), (441,135),
441,110), (443,85), (443,60), (445,35), (445,10), (466,254), (467,229), (468,204), (469,179),
)
)
)
)
)

( (354,78), (355,53),
(

(

(

(

( (
(470,154), (471,129), (472,104), (473,79), (474,54), (475,29), (476,4), (497,223), (498,198),
( (
(

(

(

(

)
(
(
)

530,190), (531,189), (532,188), (533,187), (534,186), (535,185), (559,161), (560,160), (561,159),
562,158), (563,157),(564,156), (565,155), (590,130), (591,129), (592,128), (593,127), (594,126),
),

(
) (
) (
499,173), (500,148), (501,123), (502,98), (503,73), (504,48), (505,23), (528,192), (529,191),
) (
) (
) (683,37), (684,36),

595,125) (621,99), (622,98), (623,97), (624,96), (652,68), (653,67), (654,66
714,6)}.

Por outro lado, pelo Lema 4.1.7, temos

H (P, Pso) = {lub(z,y) | 2,y € T'(FPo0, Pso) U (H(Fo0) x {0}) U ({0} x H(Px))}.

Similar ao exemplo anterior, podemos verificar que as condi¢oes do Teorema 4.2.4 sao satisfeitas.

4.2.1 Lacunas puras

Em 2001, Homma e Kim introduziram o conceito de lacuna pura para dois lugares do corpo de
fungoes F/FF,. Elas permitem melhorar estimativas da distancia minima de coédigos AG de dois
pontos e, em diversos casos, conduzem a construgao de cdédigos com parametros superiores aos
obtidos por meio de c6édigos de um ponto.

Na Definicao 4.0.1, definimos o semigrupo de Weierstrass H(Py, P») e o conjunto G(Py, P)
das lacunas de dois pontos.

Os elementos de G(P;, P,) podem ser caracterizados usando os espagos de Riemann-Roch,

isto é, um par (o, 8) € N2 é uma lacuna em P;, P, se satisfaz
UaP + BP,) = l(aP, + P, — P;), para algum j =1, 2.

Definigao 4.2.7. Sejam P, e P; lugares do corpo de fungoes. O par («, ) é chamado de lacuna

pura sobre P;, P, se satisfaz
laPy + BP,) = l(aP + BP, — P;), para todo j = 1,2

ou equivalentemente

l(aPy 4+ P) = l((a —1)PL+ (6 - 1)P,).
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O conjunto das lacunas puras e denotado por Go( P, P,). Claramente Go(P;, P») é subcon-

junto de G(Py, B).

Definigao 4.2.8. Sejam u; = (a1, 1) e us = (g, B2) elementos de I'(Py, P). O maior limite

inferior de u; e uy é definido por

glb(ul, Ug) = (min{al, 0[2}, min{ﬁl, /82})

Seja =< a ordem parcial natural em NZ. Denotamos u, ﬁ Ug Se (p > (g ou 31 > [a.
O seguinte lema mostra que o conjunto I'(P;, P,) é muito importante para determinar o

conjunto de lacunas puras.
Lema 4.2.9. Sejam P; e P lugares distintos em F'. Entao
Go(P1, P2) = {glb(ur, up) : ur,ug € T(Pr, Pa),ur £ ug, ug £ ug}.
Demonstragao. Veja |3, Proposigao 3.3|. ]
Mostramos dois exemplos onde determinarmos os conjuntos de lacunas puras usando o lema.

Exemplo 4.2.10. No Exemplo 4.1.4, para ¢ = 2 e r = 3, determinamos o conjunto
I'(Poo, Po) = {(1,17),(2,13),(3,9), (4,5), (5,1), (8, 10), (9, 6), (10, 2), (15, 3)}.

Entao, o conjunto das lacunas puras ¢ Go(FPyp, P) = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,5), (1,6), (1,9),
(1,10), (1,13), (2,1), (2,2), (2,3), (2,5), (2,6), (2,9), (2,10), (3,1), (3,2), (3,3), (3,5), (3,6), (4,1),
(4,2), (4,3), (8,2), (8,3), (8,6), (9,2), (9,3) }.

Exemplo 4.2.11. No Exemplo 4.2.5, determinamos para ¢ = 3 e r = 3, o conjunto

I'(Poo, Px) = {(1,95),(2,86), (3,77), (4,68), (5,59), (6,50), (7,41), (8, 32), (9,23), (10, 14),

(8,
(11,5), (14,82), (15, 73), (16, 64), (17, 55), (18, 46), (19, 37), (20, 28), (21, 19), (22, 10), (23, 1),
(27,69), (28,60), (29, 51), (30,42), (31,33), (32, 24), (33, 15), (34, 6), (40, 56), (41,47), (42, 38),
(43,29), (44, 20), (45, 11), (46,2), (53,43), (54, 34), (55, 25), (56, 16), (57, 7), (66, 30), (67, 21),
(

68, 12), (69, 3), (79, 17), (80,8), (92, 4)}.

I

Entao, o conjunto das lacunas puras é Go(Fop, Px) = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6
(1,7), (L8), (1,10), (1,11), (1,12), (1,14), (1,15), (1,16), (1,17), (1,19), (1,20), (1,21), (1,23
(1,24), (1,25), (1,28), (1.29), (1,30), (1,32), (1,33), (1,34), (1,37), (1,38), (1,41), (1,42), (1,43
(1,46), (1,47), (1,50), (1,51), (1,55), (1,56), (1,59), (1,60), (1,64), (1,68), (1,69), (1,73), (1,77

Y

)

)
)
)
),
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1,82), (1,86), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6), (2,7), (2,3), (2,10), (2,11), (2,12), (2,14),
), (2,16), (2,17), (2,19), (2,20), (2,21), (2,23), (2,24), (2,25), (2,28), (2,29), (2,30), (2,32),
), (2,34), (2,37), (2,38), (2,41), (2,42), (2,43), (2,46), (2,47), (2,50), (2,51), (2,55), (2,56),
2,77), (2,82), (3,1), (3,2), (3,3), (3.4), (3,),
), (3,15), (3,16), (3,17), (3,19), (3,20), (3,21),

2,15 2 ),
2,33 2 ),
2.59), (2,60), (2,64), (2,68), (2,69), (2,73), (
6), (3,7), (3,8), (3,10), (3,11), (3,12), (3,14
3), (3.24), (3,25), (3,28), (3,29), (3,30), (3,3 (3,41),
3), (3,46), (3,47), (3,50), (3,51), (3,55), (3,5 (3,68),
(4,6), (4,7), (4,8), (4,10), (4,11), (4,12), (4,14), (4,15),
3), (4,24), (4,25), (4,28), (4,29), (4,30), (4,32), (4,33),
3), (4,46), (4,47), (4,50), (4,51), (4,55), (4,56), (4,59),

5), (5,14),

( (5,32)

), (3,33), (3,34), (3,37), (3,38), (3,41), (3,42
3,73
4,16),
4,34
4,60

5,15),

3,2 2
3,4 ( 56), (3,59), (3,60), (3,64), (3,69),
1), (4.2), (4,3), (44), (4,5),
9), (4,20), (4,21), (
8), (4,41), (4,42), (
1), (5,2), (53), (5,
(5,19), (5,20), (5,21),
(5,38), (5,41), (5,42), (5,43), (5,46), (5,47), (5,50), (5,51), (5,55), (5,56), (6,
2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6), (6,7), (6,8), (6,10), (6,11), (6,12), (6,14), (6,15), (6,16), (6,17

);
);
(
, (6,20), (6,21), (6,23), (6,24), (6,25), (6,28), (6,29), (6,30), (6,32), (6,33), (6,34), (6,3
);
);
2

(
(
(
(4,
4,2 (
4.4 (
1), (5,5), (5,6), (5,7), (5,8), (5,10), (5,11), (5,12), (5,14), (
(

5,23), (5,24), (5,25), (5,28), (5,29), (5,30), (5,32), (5,33),

4,17), (4,1
437), (4,3
4,64), (5,
5,16), (5,
5,34), (5,

17
37

19) (

38), (6,41), (6,42), (6,43), (6,46), (6,47), (7,1), (7.2), (7.3), (7.4), (7.5), (7.6), (7.7),
10), ( 2
28),

6,
(7,
(7,11), (7,12), (7,14), (7,15), (7,16), (7,17), (7,19), (7,20), (7,21), (7,23), (7,24), (7,

(7,29), (7,30), (7,32), (7,33), (7,34), (7,37), (7,38), (8,1), (8,2), (8,3), (8,4), (8,
6), (8,7), (8,8), (8,10), (8,11), (8,12), (8,14), (8,15), (8,16), (8,17), (8,19), (8,20), (8,
8,23), (8,24), (8,25), (8,28), (8,29), (8,30), (9,1), (9,2), (9,3), (9,4), (9,5), (9,6), (9,7), (9,
9,10), (9,11), (9,12), (9,14), (9,15), (9,16), (9,17), (9,19), (9,20), (9,21), (10,1), (10,2), (10,

Y

7
5
( 1
(
3

(
(2,
(
(
(3,
(
(
(4,
(
(
(
(
(
(6,
(6,
(6,
(7,
(7,
(8,
(8,23),
(9,10),
(10,4),
(14,1),
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

)
);
);
)
);
),
)
)
1),
);
)
8),
),
5)
);
8)
)
)
)
);
),
)
);
);
)
);
);
)
)
);

(10,5), (10,6), (10,7), (10,8), (10,10), (10,11), (10,12), (11,1), (11,2), (11,3), (11,4),
14,1), (14,2), (14,3), (14,4), (14,6), (14,7), (14,8), (14,10), (14,11), (14,12), (14,15), (14,16),
14,17), (14,19), (14,20), (14,21), (14,24), (14,25), (14,28), (14,29), (14,30), (14,33), (14,34
14,37), (14,38), (14,42), (14,43), (14,46), (14,47), (14,51), (14,55), (14,56), (14,60), (14,64
14,69), (14,73), (15,1), (15,2), (15,3), (15,4), (15,6), (15,7), (15,8), (15,10), (15,11), (15,12),
15,15), (15,16), (15,17), (15,19), (15,20), (15,21), (15,24), (15,25), (15,28), (15,29), (15,30
15,33), (15,34), (15,37), (15,38), (15,42), (15,43), (15,46), (15,47), (15,51), (15,55), (15,56
15,60), (15,64), (15,69), (16,1), (16,2), (16,3), (16,4), (16,6), (16,7), (16,8), (16,10), (16,11),
16,12), (16,15), (16,16), (16,17), (16,19), (16,20), (16,21), (16,24), (16,25), (16,28), (16,29
16,30), (16,33), (16,34), (16,37), (16,38), (16,42), (16,43), (16,46), (16,47), (16,51), (16,60
16,55), (16,56), (17,1), (17,2), (17,3), (17,4), (17.6), (17,7), (17.8), (17,10), (17,11), (17,12),
17,15), (17,16), (17,17), (17,19), (17,20), (17,21), (17,24), (17,25), (17,28), (17,29), (17,30),
17,33), (17,34), (17,37),(17,38), (17,42), (17,43), (17,46), (17,47), (17,51), (18,1), (18,2), (18,3
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18,4), (18,6), (18,7), (18,8), (18,10), (18,11), (18,12), (18,15), (18,16), (18,17), (18,19), (18,20),
18,21), (18,24), (18,25), (18,28), (18,29), (18,30), (18,33), (18,34), (18,37), (18,38), (18,42),
18,43), (19,1), (19,2), (19,3), (19,4), (19,6), (19,7), (19,8), (19,10), (19,11), (19,12), (19,15),
19,16), (19,17), (19,19), (19,20), (19,21), (19,24), (19,25), (19,28), (19,29), (19,30), (19,33),
19,34), (20,1), (20,2), ( (20,12), (
20,16), (20,17), (20,19), (20,20), (20,21), (20,24), (20,25), (21,1), (21,2), (21,3),
21,7), (21,8), (21,10), (21,11), (21,12), (21,15), (21,16), (21,17), (22,1), (22.,2), (22,3), (22.,4),
22.6), (22,7), (22,8), (27,2), (27,3), (27.4), (27,6, (27.,7), (27.8), (27,11), (27,12), (27,15),
27,16), (27,17), (27,20), (27,21), (27,24), (27,25), (27,29), (27,30), (27,33), (27,34), (27,38),
27.42), (27,43), (27,47), (27,51), (27,56), (27,60), (28,2), (28,3), (28,4), (28.6), (28,7), (28.8),
) (
)

( 20,3), (20,4), (20,6), (20,7), (20,8), (20,10), (20,11), (20,12), (20,15),
( (21,4), (21,6),

28,11), (28,12), (28,15), (28,16), (28,17), (28,20), (28,21), (28,24), (28,25),
28,33), (28,34), (28,38), (28,42), (28,43), (28,47), (28,51), (28,56), (29,2), (29,3), (29,4), (29,6),
29.7), (29.8), (29,11), (29,12), (29,15), (29,16), (29,17), (29,20), (29,21), (29,24), (29,25),
( (
(

28,29), (28,30),

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
29,29), (29,30), (29,33), (29,34), (29,38), (29,42), (29,43), (29,47), (30,2), (30,3), (30,4), (30,6),
30,7), (30,8), (30,11), (30,12), (30,15), (30,16), (30,17), (30,20), (30,21), (30,24), (30,25),
30,29), (30,30), (30,33), (30,34), (30,38), (31,2), (31,3), (31,4), (31,6), (31,7), (31,8), (31,11),
31,12), (31,15), (31,16), (31,17), (31,20), (31,21), (31,24), (31,25), (31,29), (31,30), (32,2),
32,3), (32,4), (32,6), (32,7), (32,8), (32,11), (32,12), (32,15), (32,16), (32,17), (32,20), (32,21),
33,2), (33,3), (33.4), (33,6), (33,7), (33,8), (33,11), (33,12 )
40,3), (40,4), (40,7), (40,8), (40,11), (40,12), (40,16),(40,17), )
40,30), (40,34), (40,38), (40,43), (40,47), (41,2), (41,3), (41,4), (41,7), (41,8), (41,11), (41,12),
41,16), (41,17), (41,20), (41,21), (41,25), (41,29), (41,30), (41,34), (41,38), (41,43), (42,2),
42,3), (42,4), (42,7), (42,8), (42,11), (42,12), (42,16), (42,17), (42,20), (42,21), (42,25), (42,29),
42,30), (42,34), (43,2), (43,3), (43.4), (43.7), (43,8), (43,11), (43,12), (43,16), (43,17), (43,20),
43,21), (43,25), (44,2), (44,3), (44,4), (44,7), (44,8), (44,11), (44,12), (44,16), (44,17), (45,2),
45,3), (45,4), (45,7), (45,8, (53,3), (53,4), (53,7), (53,8), (53,12), (53,16), (53,17), (53,21),
53,25), (53,30), (53,34), (54,3), (54,4), (54,7), (54.8), (54,12), (54,16), (54,17), (54,21), (54,25),
54,30), (55,3), (55,4), (55,7), (55,8), (55,12), (55,16), (55,17), (55,21), (56,3), (56,4), (56,7),
56,8), (56,12), (57,3), (57,4), (66,3), (66,4), (66,8), (66,12), (66,17), (66,21), (67,3), (67,4),
67.8), (67,12), (67,17), (68,3), (68,4), (68,8), (79,4), (79.8), (80,4)}.

), (34,2), (34,3), (34,4), (40,2),
(40,20), (40,21), (40,25), (40,29),

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
( );
( (
(

(

(

(

(

(

(

(

O seguinte resultado permite estimar a distdncia minima a partir do conjunto das lacunas

puras.
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Teorema 4.2.12. Sejam P; e P, pontos racionais sobre X'(F,). Para t1,t; € N, suponha que
{(ki,ky) |a <k <a+t, <k < B+ta) CGo(Pr, P).

Se G = (2a+1t, —1)P + (26 +ty — 1) P, entdo a distancia minima do codigo Cq(D, G), onde

q2'r71_1

D = Z Qj, com Q; # Py, P, é dada por d' > grau G — (29 — 2) +t1 +t2 + 2.

J=1

Demonstragao. Veja [6, Teorema 3.3]. ]

Exemplo 4.2.13. No Exemplo 4.2.10, determinamos os elementos de Go(Fy o, Px) para g = 2

e r = 3, 0s quais representamos graficamente

15 1
ko
°
10 e o
e o
e o o [ ]
5+ e e e
e o o o e o
e o o o o o
e o o o kl

2 4 6 8 10
Figura 4.1: Representacao grafica do conjunto das lacunas puras para ¢ =2 e r = 3.

Consideremos o seguinte bloco contido em Go(FPp 0, Px)

(9,2),(9,3)
(8,2),(8,3)

Entao, as variaveis do teorema sao o =8, § =2, t; =1 e t = 1. Assim, o divisor
G=Q2a+t;—1)Pyo+ (28+ty—1)Pyx = 16FPy o + 4Px.
Logo, a distancia minima é
d>grauG—(29—2)+t; +t,+2=20— (18 —2)+1+1+2=20—-16+4 =38.

Exemplo 4.2.14. No Exemplo 4.2.11, determinamos os elementos de Go(Fp, P~) para ¢ = 3

e r = 3, os quais representamos graficamente
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[ 1]
( [ ]
000 [ ]
::: [ 1]
0000 ( [ ]
|ssss soe .
43+ 4 oo
00000 0000 ( [ ]
00000
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[ [ ]
siggss  sss 833
0000000 00000 0000 [ [ ]
0000000 00000
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siggsss  ssmss sam
+ e
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0000 [ [ ]
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000 [}
g osms o
[ [ ]
R 2
00000 0000 [ [ ]
00000
000 [}
s
[ ]
mEmg  pm 258 b
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4.2: Representacao grafica das lacunas puras para ¢ =3 e r = 3.

Consideremos o seguinte bloco contido em Gy(F 0, Pxo)

(27,34), (28, 34), (29, 34), (30, 34)

(27, 33), (28,33), (29, 33), (30, 33).

Entao, as variaveis do teorema sao a = 27, 5 =33, t; = 3 e t; = 1. Assim, o divisor

G =20+t — 1)Pyg+ (28 + to — 1) Py = 56y + 66 Ps.

Logo, a distancia minima é

d>grauG— (29 —2)+t; +t+2=122—(96—2) +3+1+2=34.

106



Consideracoes finais

Nesta dissertacao, exploramos a construgao de codigos AG a partir de corpo de fungoes algé-
bricas, com énfase nos codigos de dois pontos definidos sobre a curva norma-traco. Revisamos
os fundamentos da teoria de corpos de funcoes, sendo o Teorema de Riemann-Roch essencial
para determinar os parametros desses codigos.

Os resultados obtidos demonstram que a anélise do semigrupo de Weierstrass desempenhou
um papel fundamental, fornecendo ferramentas para a determinagao de lacunas e lacunas pu-
ras. Esta abordagem permitiu a obtencao de codigos de dois pontos com distancias minimas
superiores em relacao aos codigos de um ponto. Adicionalmente, as curvas norma-trago sao
relevantes devido as suas propriedades estruturais.

Como continuidade deste trabalho, sugere-se a generalizagao para codigos em n pontos (n >
2) e a investigacao de outras familias de curvas com varios pontos racionais. Seria interessante,
explorar aplicagoes praticas dos coédigos de dois pontos em cendrios reais de transmissao e

armazenamento de dados.
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