MATHEUS FELIPE CALU ROCHA

Sobre as singularidades de contatos de superficies
genéricas em R’

GUFU

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA
INSTITUTO DE MATEMATICA E ESTATISTICA
2026



MATHEUS FELIPE CALU ROCHA

Sobre as singularidades de contatos de superficies
genéricas em R’

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao em Matematica da Universidade Fe-
deral de Uberlandia, como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de MESTRE EM MA -
TEMATICA.

Area de Concentracdo: Matemética.

Linha de Pesquisa: Geometria e Topologia -
Teoria das singularidades.

Orientador: Prof. Dr. Jorge Luiz Deolindo

Silva.

UBERLANDIA - MG
2026

i



Ficha Catalografica Online do Sistema de Bibliotecas da UFU
com dados informados pelo(a) préprio(a) autor(a).
R672

Rocha, Matheus Felipe Calu, 1999-
2026

Sobre as singularidades de contatos de superficies genéricas
em RA3 [recurso eletrénico] / Matheus Felipe Calu Rocha. - 2026.

Orientador: Jorge Luiz Deolindo Silva.

Dissertagéo (Mestrado) - Universidade Federal de Uberlandia
Po6s-graduagcao em Matematica.

Modo de acesso: Internet.

DOI http://doi.org/10.14393/ufu.di.2026.246
Inclui bibliografia.

1. Matematica. |. Silva, Jorge Luiz Deolindo,1988-, (Orient.). II.
Universidade Federal de Uberlandia. Pés-graduacéo em
Matematica. Ill. Titulo.

CDU: 51
Bibliotecarios responsaveis pela estrutura de acordo com o AACR2:
Gizele Cristine Nunes do Couto - CRB6/2091
Nelson Marcos Ferreira - CRB6/3074




UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA

Coordenacao do Programa de Pds-Graduacao em Matematica
Av. Jodo Naves de Avila, 2121, Bloco 1F, Sala 1F 158 - Bairro Santa Ménica, Uberlandia-
MG, CEP 38400-902
Telefone: (34) 3239-4209/4154 - www.ppmat.ime.ufu.br - pgmat@ime.ufu.br

.

ATA DE DEFESA - POS-GRADUACAO

Programa de
Pés- -
Graduacao Matematica
em:
Defesa de: Dissertacao de Mestrado Académico, 134, PPGMAT
Data: 27/02/2026 Hora de inicio: | 14:00 | Horade 16:00
encerramento:
Matricula do | 15415MAT007
Discente:
gpme do. Matheus Felipe Calu Rocha
iscente:
Titulo do. Sobre as singularidades de contatos de superficies genéricas em R™ 3.
Trabalho:
Area de N Matematica
concentragao:
Linha gle. Geometria e Topologia
pesquisa:
Egzjsi?sg%e A geometria de variedades e suas projecdes de um ponto de vista da
vinculacio: teoria de singularidades DIRPE/PSF N2023/2025.

Reuniu-se por videoconferéncia, a Banca Examinadora, designada pelo Colegiado do
Programa de Pds-graduacao em Matematica, assim composta: Professores Doutores:
Pedro Benedini Riul - Universidade Federal de Sao Joao del Rei/UFSJ, Otoniel
Nogueira da Silva- Instituto de Matematica e Estatistica - IME/UFU e Jorge Luiz
Deolindo Silva- Instituto de Matemdtica e Estatistica - IME/UFU orientador
do candidato.

Iniciando os trabalhos o presidente da mesa, Dr. Jorge Luiz Deolindo Silva ,
apresentou a Comissao Examinadora e o candidato, agradeceu a presenca do
publico, e concedeu ao discente a palavra para a exposicao do seu trabalho.

A duracao da apresentacao do discente e o tempo de arguicao e resposta foram
conforme as normas do Programa. A seguir o senhor presidente concedeu a palavra,
pela ordem sucessivamente, aos examinadores, que passaram a arguir o candidato.
Ultimada a arguicao, que se desenvolveu dentro dos termos regimentais, a Banca,
em sessao secreta, atribuiu o resultado final, considerando o candidato:

Aprovado.

Esta defesa faz parte dos requisitos necessarios a obtencao do titulo de Mestre.

O competente diploma serd expedido apdés cumprimento dos demais requisitos,
conforme as normas do Programa, a legislacao pertinente e a regulamentacao
interna da UFU.



Nada mais havendo a tratar foram encerrados os trabalhos. Foi lavrada a presente
ata que apds lida e achada conforme foi assinada pela Banca Examinadora.

P =
: eiI Documento assinado eletronicamente por Pedro Benedini Riul, Usudrio
erteeie L'ily Externo, em 27/02/2026, as 15:49, conforme horario oficial de Brasilia, com

assinatura

| eletrdnica fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n? 8.539, de 8 de outubro de 2015.

+. _ JDocumento assinado eletronicamente por Jorge Luiz Deolindo Silva,
JEH Llll! Professor(a) do Magistério Superior, em 27/02/2026, as 15:52, conforme

assinatura horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de
——J 8 de outubro de 2015.

.. JDocumento assinado eletronicamente por Otoniel Nogueira da Silva,
JEH LI:l! Professor(a) do Magistério Superior, em 27/02/2026, as 16:45, conforme

assinatura horario oficial de Brasilia, com fundamento no art. 62, § 12, do Decreto n2 8.539, de
——J 8 de outubro de 2015.

"::._: EI A autenticidade deste documento pode ser conferida no site
~oraer. https://www.sei.ufu.br/sei/controlador_externo.php?

Referéncia: Processo n? 23117.010448/2026-77 SEl n© 7080179



Dedicatoria

Dedico este trabalho a minha familia, especialmente aos meus pais,
Paulo Rogério Oliveira Rocha e Lucimeire Rodrigues Morais Rocha,
a minha 1rma, Isabella Morais Rocha,

e a minha namorada, Victoria Maria Pinheiro da Silva,

pelo apoio, carinho e incentivo constantes.

vi



Agradecimentos

Aos meus pais, Paulo Rogério Oliveira Rocha e Lucimeire Rodrigues Morais Rocha, por serem
meu porto seguro. Obrigado pelo amor incondicional, pela confianca depositada em meus sonhos
e por todos os sacrificios que permitiram que eu chegasse até aqui.

A minha irma, Isabella Morais Rocha, pela cumplicidade e por ser presenca constante em todos
os momentos da minha vida. Este titulo também pertence a vocés.

A minha namorada, Victéria Maria Pinheiro da Silva, por ser minha maior incentivadora.
Obrigado por estar ao meu lado (mesmo que na maioria das vezes por ligacao) em cada
madrugada de estudo, por compreender as auséncias e por celebrar cada pequena vitéria comigo.
Ao meu orientador, Prof. Dr. Jorge Luiz Deolindo Silva, pela conducao exemplar deste trabalho.
Agradeco nao apenas pelo conhecimento compartilhado, mas principalmente pela amizade e pelos
conselhos que moldaram minha visao de mundo e que carregarei para além desta dissertacao.
Aos professores Otoniel Nogueira da Silva e Pedro Benedini Riul, pela generosidade em aceitarem
o convite para compor a banca examinadora e pelas contribui¢oes que elevaram o nivel deste
trabalho.

Ao corpo docente PPGMAT-UFU, cujas ligoes foram fundamentais para a minha formacao
mateméatica. Em especial, agradeco ao coordenador do programa, Prof. Victor Gonzalo Lopez
Neumann, pelo auxilio imprescindivel e pela disponibilidade sempre demonstrada.

Aos amigos que a vida académica me presenteou, especialmente Silas, Henrique, Carlos, Marcos,
Victor, José, Mateus F., Matheus D., Ially, Fernanda e Marlennhi. Obrigado pelos risos divididos,
pelas madrugadas de estudo e pelo apoio essencial nos dias de incerteza.

A Universidade Federal de Uberlandia (UFU), pela estrutura e oportunidade de formagao
gratuita e de qualidade.

Por fim, agradeco & CAPES pelo fomento indispensével a realizagao desta pesquisa.

vil



ROCHA, M. F. C. Sobre as singularidades de contatos de superficies genéricas em R3. 2026.
(109 pag.) Dissertagao de Mestrado, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia-MG.

Resumo

Neste trabalho, investigamos a geometria diferencial de uma superficie suave M imersa em
R? por meio do estudo do seu contato com planos, esferas e retas, sob a perspectiva da teoria
de singularidades. Cada tipo de contato é descrito pelas singularidades de trés familias de
fungoes associadas: a familia de func¢oes altura, a familia de funcoes distancia ao quadrado e
a familia de projecoes ortogonais, respectivamente. Mostramos que as singularidades do tipo
R- (ou A-) dessas familias determinam pontos e curvas especiais na superficie, denominados
caracteristicas robustas. Apresentamos a caracterizagao e a descricao da curva parabdlica, da
curva flecnodal, da curva ridge e da cispide de Gauss. Em particular, demonstramos que a
curva parabdlica e a curva flecnodal possuem contato de ordem dois na ctspide de Gauss. Por
fim, ao analisar o contorno aparente da superficie, estabelecemos uma prova alternativa do

Teorema de Koenderink.

Palavras-chave: Contato, Singularidades, Caracteristicas Robustas, Contorno Aparente, Teorema

de Koenderink.
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ROCHA, M. F. C. On the contact singularities of generic surfaces in R3. 2026. (109 p.) M. Sc.
Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

Abstract

In this work, we investigate the differential geometry of a smooth surface M immersed in R3
through the study of its contact with planes, spheres, and lines from the singularity theory
viewpoint. Each type of contact is described by the singularities of three associated families
of functions: the family of height functions, the family of distance squared functions, and the
family of orthogonal projections, respectively. We show that R~ (or A-) singularities of these
families determine special points and curves on the surface, called robust features. We present
the characterization and description of the parabolic curve, the flecnodal curve, the ridge curve,
and the cusp of Gauss. In particular, we show that the parabolic curve and the flecnodal curve
have second-order contact at the cusp of Gauss. Finally, by analyzing the apparent contour of

the surface, we establish an alternative proof of Koenderink’s Theorem.

Keywords: Contact, Singularity, Robust Features, Apparent Contour, Koenderink’s Theorem.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudamos a geometria diferencial de uma superficie regular imersa em R3
por meio do seu contato com planos, esferas e retas sob a perspectiva da teoria de singularidades.

A teoria das singularidades estuda variedades e aplicagoes singulares, tendo se consolidado e
despertado grande interesse devido as suas multiplas aplicacoes em diversas areas das ciéncias e
a sua interagao com distintos campos da Matemaética, como a geometria algébrica, a geometria
diferencial e a teoria qualitativa de equagoes diferenciais. Essa teoria também tem contribuigoes
importantes em &reas aplicadas, como Otica, robdtica, visao computacional e reconhecimento de
imagens.

O marco inicial da teoria é frequentemente atribuido aos trabalhos de Whitney na década
de 50, ao estudar aplicagoes do plano no plano. Posteriormente, nomes como René Thom, John
Mather, Charles Wall e Vladimir Arnold deram continuidade aos estudos criando ferramentas
para classificar essas singularidades. Um dos avancos da teoria, que sera explorado nesta
dissertacao, foi proposto por René Thom, que sugeriu investigar a geometria diferencial de
subvariedades em espacos euclidianos por meio de seus contatos com subvariedades especiais,
como aquelas de curvatura nula ou constante.

Os teoremas de Montaldi [17, 18] estabeleceram bases solidas para essas ideias, abrindo
caminho para uma série de resultados elegantes sobre a geometria intrinseca e extrinseca de
subvariedades em espagos euclidianos. Muitos desses avangos foram obtidos por diversos autores
conforme ilustrado, por exemplo, no livro [13], que explora a profundidade e a riqueza desse
tema.

Por meio desse conceito, o contato de uma superficie regular com planos, retas e esferas
pode ser medido pelas singularidades de aplicagoes especificas: a funcao altura, as projecoes
ortogonais e a fungao distancia ao quadrado, respectivamente. A partir das singularidades
geradas por esses contatos, surgem pontos e curvas especiais na superficie que nao desaparecem
mesmo que ela sofra pequenas perturbagoes. I. Porteous [22, 21, 20| denominou estes conjuntos

especiais como caracteristicas robustas.



Nesta diregao, o objetivo principal deste trabalho é realizar tal estudo e descrever algu-
mas caracteristicas robustas usando como referéncia principal |1, 13, 19, 24, 26]. Para isso,
demonstraremos a versatilidade das familias de fungoes auxiliares, garantindo a estabilidade
das singularidades encontradas. Além disso, estabelecemos as condigoes algébricas sobre os
coeficientes da série de Taylor (k-jatos) para cada tipo de singularidade. Em seguida, dedicamo-
nos a caracterizagao e a analise das seguintes caracteristicas robustas: curva parabolica, curva
flecnodal, curva ridge e cuspide de Gauss, descrevendo como estas se manifestam na superficie e
determinando as condicoes algébricas que definem cada um desses conjuntos. Por fim, faremos
um breve estudo sobre o contorno aparente da superficie e provaremos o Teorema de Koenderink.

Sendo assim, esta dissertacao estd estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 1, estabelecemos as bases tedricas que sustentam o trabalho. Iniciamos com
uma revisao da geometria diferencial de superficies, além de caracterizar os conjunto parabdlico,
flecnodal e ridge utilizando geometria diferencial classica. Apresentamos também a parame-
trizacao na forma de Monge, ferramenta que nos permite descrever esses conjuntos através de
expressoes analiticas, o que nos sera util durante todo Capitulo 3. Em seguida, introduzimos os
fundamentos da teoria de singularidade, definindo, por exemplo, germes de fungoes, espagos de
k-jatos, determinacao finita e desdobramentos versais.

No Capitulo 2, apresentamos os fundamentos da Teoria de Contato e a nocao de genericidade,
baseando-nos nos resultados de J. Montaldi [17, 18|. Estabelecemos a defini¢do de contato
genérico para subvariedades em R" através da K-equivaléncia do germe da aplicagao de contato
f o g. Por fim, introduzimos a defini¢do de superficies genéricas (isto ¢, superficies que exibem
apenas comportamentos geométricos estaveis, os quais ocorrem para quase todas as superficies e
persistem sob pequenas perturbagdes), provendo suporte para o estudo das familias de fungoes
no capitulo seguinte.

Por fim, o Capitulo 3 retne os principais resultados desta dissertacao. Divido em trés secoes
que detalham o comportamento das trés funcoes de contato. Na primeira secao, estudamos
a familia de fungoes altura, H(p,u) = (g(p), u), que caracteriza o contato da superficie M C
R3? com planos. A segunda secao ¢ dedicada a familia de funcoes distancia ao quadrado,
D(q,u) = (g9(q) — u, g(q) — u), responsével por descrever o contato com esferas. Na terceira
segdo, apresentamos as projegoes ortogonais, Py (p) = g(p) — (g(p), v)v, que traduzem a interagao
geométrica com retas.

Para cada uma dessas familias, utilizamos a parametrizagao na forma de Monge z = f(x,y) e
o suporte do software Maple [16], para determinar as condigoes algébricas sobre os coeficientes do

k-jatos da funcao de contato, as quais definem cada tipo de singularidade local. Paralelamente,



mostraremos também a versalidade dessas familias.

Além disso, geometricamente mostramos que o conjunto parabolico pode ser descrito pelas
singularidades A>» da funcao altura, correspondendo aos pontos onde a curvatura Gaussiana se
anula. Ja a cuspide de Gauss ocorre justamente quando a singularidade é do tipo Az. No que diz
respeito ao contato com esferas, ao estudar a funcao distancia ao quadrado, mostramos que as
singularidades do tipo As caracterizam as curvas ridge. Estas curvas representam os pontos de
valor extremo das curvaturas principais ao longo das linhas de curvatura. De forma analoga aos
demais contatos, através das projecoes ortogonais, conseguimos associar classes de singularidades
a propriedades geométricas intrinsecas. Por exemplo, mostramos que as singularidades do tipo
Lips/Beaks e Goose ocorrem necessariamente sobre pontos do conjunto parabolico, em especial
destacamos a singularidade Gulls, que caracteriza as ctuspides de Gauss; provamos ainda que este
é o ponto onde a curva flecnodal e a curva parabélica se tangenciam, apresentando um contato
de ordem 2. Por fim, estabelecemos que as singularidades Swallowtail e Butterfly identificam os
pontos flecnodais, cujo conjunto constitui a curva flecnodal.

Por fim, ao estudar o contorno aparente, que é a projecao no plano R? do conjunto singular
de P, ao longo de uma dire¢ao nao assintotica, obtemos uma prova alternativa e elegante para

o Teorema Koenderink.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, reunimos defini¢oes e resultados que servirao de base para o desenvolvi-
mento deste trabalho. Serao introduzidos conceitos da geometria diferencial e da teoria das

singularidades, os quais serao essenciais para a compreensao dos capitulos subsequentes.

1.1 Geometria diferencial de superficies

Nesta secao, realizaremos uma breve revisao sobre a geometria diferencial de uma superficie em
R3. Nosso objetivo ¢ definir e apresentar apenas os conceitos e resultados que sao pertinentes para
o desenvolvimento e a compreensao dos capitulos subsequentes deste trabalho. Relembraremos
principalmente os conceitos de curvatura Gaussiana, curvatura principal, dire¢oes assintoticas
que sao essenciais para definir os conjuntos parabolico, ridge e flecnodal. Para isso utilizamos as

referéncias (9], [10], [27] e [13].

1.1.1 Plano tangente, vetor normal e formas fundamentais

Seja U um aberto em R? e considere ¢ = (z,y) as coordenadas de um ponto em U com

respeito a base candnica de R2.

Definicao 1.1. Dizemos que um subconjunto M C R?® ¢ uma superficie regular quando, para
todo ponto p € M, existe um aberto V C R3 contendo p, um aberto U C R? contendo q, e uma

aplicacao X : U — V N M, tal que as sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. A aplicagio X € diferencidvel, chamada de parametrizacao local de M em p, € dada
por

X(q) = X(z,y) = (z(z,9), y(z,y), 2(z,y)),



em que x,y,z : U — R sao funcgées coordenadas suaves (ou seja, possuem derivadas

parciais continuas de todas as ordens em U );
2. A aplicacao X € um homeomorfismo;

3. Para cada q € U, a diferencial dX, : R* — R3 € injetora, isto €, as derivadas parciais

X.(q) e Xy(q) sao linearmente independentes.

Sejam M C R?® uma superficie regular e X : U C R? — M uma parametrizacio local, com
p = X(q), ¢ € U. Entéo definimos o plano tangente a M no ponto p como o subespaco gerado

pelos vetores tangentes X, (q) e X,(¢) e denotamos por
TyM = span{X,(q), X,(q)}.

Como X,(q) e X,(q) sao linearmente independentes, seu produto vetorial, X,(¢q) x X,(¢), é nao
nulo e fornece um vetor perpendicular ao plano tangente de M em p. Assim, o vetor normal
unitario em p, denotado por N(p) ¢ definido pela aplicagao normal de Gauss N : M — R3

(com orientagao local fixada) dada por

_ Xa(g) X X,(q)
1Xa(q) x Xy (gl

O produto interno de R?® induz naturalmente um produto interno em 7,M que ainda

N(p)

denotaremos por (,), tornando-o um espago Euclidiano. Assim, para w € T, M, temos definida

a primeira forma fundamental de M no ponto p como a aplicagao
Iy(w,w) = (w,w).
Considerando w = a X,(q) + bX,(¢) € T,M tem-se que

L(w,w) = (aX, + bX,, aX, +bX,)(q)
= a? (X Xa) (@) + 2ab (X, X,)(g) + b (Xys Xy)(9)
= Fa® + 2Fab + Gb?,

em que E = (X, X;)(¢), F = (X4, Xy)(q) e G = (X, X,)(¢) sdo denominados de coeficientes
da primeira forma fundamental. Em notac¢ao matricial, isso se escreve como
E F a

Ip(w’w):@ b> F G b

Como N é suave, sua diferencial no ponto p,
AN, : T,M — TS,

5



¢ um operador linear. Como Ty, S 2 ¢ naturalmente identificado com T,,M, podemos considerar
dN,, como um operador linear
dN, : T,M — T,M.
Esse operador é autoadjunto com respeito ao produto interno induzido, isto é, para quaisquer
wy, we € T,M,
(dNp(wr), w2) = (w1, dNp(w2)).

A segunda forma fundamental de M no ponto p ¢é a forma bilinear simétrica II, :

T,M x T,M — R, definida por

[y (u,v) = (W (u), v) = =(dNy(u), v),

onde W, = —dN,, ¢ denominado o operador de Weingarten.
X X N N

Denotando por X, = 8—, X, = 8—, N, = B_ e Ny, = 8_ definimos os coeficientes da
ox dy ox oy

segunda forma fundamental em p por,

l

<_N:1:7 Xx> = <N7 sz>7

m

<_Nany> = <_Ny’Xx> = <N7 X:cy>>

n

<_Nvay> = (N, ny>-
Novamente considerando w = a X, + bX, € T, M, tem-se que
IL,(w, w) = a®l + 2abm + b*n.

A partir das formas fundamentais definimos grandezas intrinsecas da superficie. Como visto,
o operador de Weingarten W), : T,M — T,M ¢ autoadjunto e, portanto, admite uma base
ortonormal de autovetores, digamos {wy,wy} associados a autovalores reais k1(p) e kao(p), que
sao denominados de curvaturas principais.

A curvatura Gaussiana e a curvatura média de M no ponto p sao definidas por

1 K1+ K
K(p) = det(Wp) = ko, H(p) = §tr(Wp) == 9 2

Observe que as curvaturas principais k1 e Ko sao as solugoes da equacao quadratica
k?—2Hrk+ K =0,

de modo que uma delas ¢é igual a H ++vH? — K, e aoutra ¢ H — v H? — K.
Considerando em coordenadas locais X (z,y) e escrevendo as matrizes dos coeficientes da

primeira e segunda forma fundamentais como

E F { m
I= , II= )
F G m n



é possivel descrever a curvatura Gaussiana e Média de forma classica

En—2Fm+ GY¢
2(EG — F?)

() = det(Il)  fn —m?
PI="qet() ~ EG — F*’

H(p) = %tr(l_lﬂ) =

A partir de K (p) pode-se classificar o comportamento local da superficie em p da seguinte

maneira:
i) p é eliptico, se K(p) > 0;
ii) p é hiperbdlico, se K(p) < 0;
iii) p é parabélico, se K(p) = 0;
iv) p é umbilico, se ki (p) = ka(p).

Em particular, um ponto parabolico umbilico p, ou seja, que satisfaz Ky = ko = 0, é também
chamado de ponto parabélico planar ou umbilico chato.
O conjunto parabdlico da superficie M é o conjunto de pontos onde a curvatura Gaussiana

se anula e indicamos por

P={peM; K(p)=0}.

Exploraremos o conjunto parabdlico com mais detalhes no Capitulo 3.
Além disso, para qualquer vetor tangente nao nulo w € T,,M, definimos a curvatura normal
em p por

(1) = IL,(w, w)

Se w é unitario, entao simplesmente , (w) = IL,(w, w). A curvatura normal mede a curvatura da

L(w,w)

superficie na direcao de w em p. Num ponto umbilico, todas as dire¢oes tangentes apresentam

a mesma curvatura normal, e a segunda forma fundamental torna-se proporcional & primeira.
Uma diregao tangente w em que k,(w) = 0 é denominada diregao assintética. Chamamos

curva assintotica qualquer curva y(t) € S cuja sua diregao tangente é assintotica para todo t.

Em coordenadas (z(t),y(t)) da parametrizagao de v, a condigao II,(7',7") = 0 toma a forma
((2")? 4+ 2ma’y +n(y)? =0, (1.1)

uma equagao diferencial que descreve o campo direcional das curvas assintoticas.

Note que se w = a X, + bX,, a condi¢ao acima torna-se a*¢ + 2abm + b*n = 0. Esta
é uma equacao quadratica homogénea em (a,b), e portanto suas solugdes dependem do seu
discriminante A;; = m? — ¢n. Como A = —(fn — m?) = —(EG — F?) K, segue que a

quantidade de diregoes assintéticas reais num ponto p depende estritamente do sinal de K:



existem duas dire¢oes em pontos hiperbodlicos, apenas uma em pontos paraboélicos e nenhuma
em pontos elipticos.

Em particular, se o conjunto paraboélico P é uma curva regular, o ponto p é dito ser uma
cuspide de Gauss de M se a diregao assintotica em p é tangente a curva parabolica P.

Agora, considere p € M um ponto hiperbdlico ou parabdlico. Em uma vizinhanga de p,
sabemos que existem até duas dire¢oes assintoticas bem definidas, ao longo das quais a segunda
forma fundamental se anula. Seja «(t) uma curva assintotica passando por p = a(0), com vetor
tangente inicial w = o/(0) satisfazendo II(w, w) = 0. Dizemos que p é um ponto flecnodal se
existe uma curva assintotica passando por p tal que a reta tangente a M em p, na direcao dessa
curva, tem contato de ordem pelo menos quatro com a superficie. Isto é, se existe uma curva

assintotica o com «(0) = p e o/ (0) # 0 tal que

(@"(0),N(p)) =0 e (a"(0),N(p)) =0,

onde N(p) denota o vetor normal unitario a superficie em p. Equivalentemente,

d d?

% tZOII(OA/(t), O/(t)) — O7 @ tZOII(O/(t), Oé,<t>) 7£ 0.

O conjunto de todos os pontos flecnodais é denominado conjunto flecnodal de S. Veja detalhes
da defini¢ao em [13]. Exploraremos o conjunto flecnodal com mais detalhes no Capitulo 3.

Se p nao é um ponto umbilico, isto é, se k1(p) # ka(p), entao existem duas diregoes chamadas
principais ortogonais em p, denotadas por w; e ws, que sao paralelas aos autovetores de W),
Em pontos umbilicos, toda diregao tangente é considerada uma direcao principal. Uma curva
em M cuja direcao tangente em todos os pontos é uma direcao principal é chamada de linha
de curvatura principal.

As linhas de curvatura principal sao as curvas solucao da equacao diferencial binaria
(Fn —mG)dy* + (En — 1G) dedy + (Em — IF) dz* = 0.

Para maiores detalhes, veja [9, 10, 13].

Considere uma regiao da superficie M longe de pontos umbilicos, o ponto p é dito ser uma
ridge, se qualquer uma das curvaturas principais k;, ¢ = 1,2 possui um ponto critico ao longo
de sua proépria direcao principal, isto é, se o ponto p satisfaz

i) Ok

(p) =0 ou (p) = 0.

8w1 an

Em outras palavras, um ponto de ridge é o lugar geométrico onde x; atinge um extremo (maximo

ou minimo) na dire¢ao de sua linha de curvatura principal correspondente.
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O conjunto ridge é formado pelos pontos ridge, os quais denotaremos por

)

Rl—{pES]awl

@%—&}, Ib—{peS\%z@yﬂ%_

Exploraremos o conjunto ridge com mais detalhes no Capitulo 3.

1.1.2 Forma de Monge

Uma vez que o contato de uma superficie com objetos especiais é uma propriedade local, nesta
secao apresentamos uma parametrizacao particular, a forma de Monge, que nos permitira
descrever e analisar, de maneira mais clara, os resultados desenvolvidos ao longo desta dissertacao.

Em cada ponto p da superficie regular suave M, podemos escolher um sistema de coordenadas
em R? de modo que p seja a origem, T, M seja o plano z = 0 e a superficie M seja localmente o
grafico de alguma funcao z = f(x,y), com (x,y) em um subconjunto aberto U C R? que contém

a origem. Entao temos a parametrizagao

X(z,y) = (z,y, f(v,9),  (v,y) €U,

de M em p. Neste caso, diremos que M esté parametrizada localmente na forma de Monge
z = f(x,y) na origem p. Observe que a expansao de Taylor de f na origem nao possui termos
constantes nem lineares, isto ¢, f(0,0) = f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Assim, nestas condi¢oes a
expansao de Taylor de f na origem sera expressa por

f(z,y) = Z ai 'y’ = a0x® + anry + apy’ + O(3) (1.2)
i+j22
em que O(3) representa os termos de ordem superior a 2.

Durante o texto para simplificar a notagao, utilizaremos a notagao f, para indicar f,(p).

Proposicao 1.2. Seja M wma superficie localmente parametrizada pela forma de Monge

z = f(z,y) em p. Entao:
(1) Os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E=1+f F=ff,, G=1+f.

(13) O wvetor normal unitdrio é dado por:

_ (_fir’ _fy> 1)



(13i) Os coeficientes da segunda forma fundamental sio:

e S o Jw
VIFR+F VIFEFT VI+ R+ 5
Demonstragao. (i) Dada a parametrizagao X (z,y) = (z,y, f(z,y)), calculamos os vetores

tangentes:
X:p:<1707f33) € Xy:(()?l’fy)

Os coeficientes da primeira forma sao:

E= (X, X)) =1+ 0+ f2 =1+ [
F = <Xa:aXy> = 1'0+O'1+fxfy :fa:fy§
G = (Xy, Xy) = 0+ 12+ f7 = 1+ fL
y ) Xe X X, .
(i7) O vetor normal é dado por N = ————=—. Calculando o produto vetorial :
X > Xyl
Xox Xy=det |10 fo | = (=fe)i= ()] + (DF = (Lo, = fi, 1),
01 f,
A norma deste vetor é || X, x X, || = /fZ+ fZ + 1. Logo, o vetor normal unitario é
(_fa:a _fy> 1)

L+ 2+7
(7i1) Os coeficientes da segunda forma fundamental sdo definidos por | = (N, X,,), m =

(N, X;y) en = (N, X,,). Calculando as derivadas de segunda ordem da parametrizagdo obtemos
XﬂCﬂC = (07 O? fxx)7 Xxy = (07 07 fxy)a ny = (07 07 fyy)'

Fazendo o produto interno com N tem-se que
I =(N,Xp) = —L=—
’ LHf2+13

_ fa
m = <N,me> \/ﬁ,

— fyy
n = (N,X,,) ey

O

A seguir, utilizando a parametrizagao de Monge z = f(x,y) em p, iremos descrever o conjunto
parabolico, o conjunto flecnodal e o conjunto ridge com expressoes que envolvem as derivadas

parciais de f. Tais expressoes serao essenciais no Capitulo 3 quando formos apresentar as a

geometria desses conjuntos.
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Conjunto parabdlico via forma de Monge

In—m?

Como a curvatura Gaussiana ¢ dada por K(p) = "%z,

entao nesta parametrizagao temos

que
fxxfyy - z2y
L+ 2+ )7

Assim, o conjunto parabolico é determinado simplesmente por

K(p) =

P:{(x,y); fmfyy_ gyzo} (13)
Além disso, as direcoes assintoticas em p sao solucoes da equacgao diferencial

fmde + 2fpydrdy + fyydy2 =0 (1.4)

2

que tem discriminante dado por A = f,. f,, — [z,

Conjunto flecnodal via forma de Monge

Podemos caracterizar os pontos flecnodais por meio dos zeros da curvatura geodésica. Para
isso vamos relembrar tal conceito. Considere v : I — M uma curva suave qualquer em M com
v(0) = p € M. Suponha que 7 esteja parametrizada pelo comprimento de arco e denote por
s o parametro de comprimento de arco. O vetor aceleragao " é ortogonal ao vetor tangente
t =7/, portanto ele pertence ao plano com base ortonormal {t x N, N}, onde N(s) = N(v(s))

é o vetor normal a M em ~y(s). Podemos escrever
7" =ky (t X N) + K, N,

para alguns escalares k,, chamado de curvatura geodésica e k,, a curvatura normal. Se v nao
estd parametrizada pelo comprimento de arco, pode-se mostrar, usando uma reparametrizacao
pelo comprimento de arco, que sua curvatura geodésica e a curvatura normal sao dadas,

respectivamente, por

Rg = W<%"7 X N),  Kn= W<%N>a
onde 4 = dry/dt para um parametro arbitrario t. Além disso, a curvatura da curva v em M é
dada por
K? = K,i + /13.
Agora considerando v uma curva assintotica de M, segue que k, = (J, N) = 0, entao k4(p) = *k.
Assim, um ponto flecnodal é exatamente um ponto de inflexao geodésica de uma curva assintotica
com k!, =0, isto ¢,

kg =¥,y x N)=0, &, =0.

n
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O resultado a seguir descreve os pontos flecnodais para uma parametrizacao de Monge em

termos das derivadas parciais de f.

Proposigao 1.3. Considere M parametrizada na forma de Monge z = f(x,y) em p. Entdo o
conjunto flecnodal consiste localmente nos pontos (x,y) tais que existem diregoes (a,b,0) € T,M

que satisfazem em p tais condigoes:

fea + fyb=0;

fea@® 4 2fayab + fb* = 0; (1.5)

fozz@® 4 3 frzya®b + 3 fryyab® + f 0% = 0.
Demonstragao. O plano tangente T,M é o plano z = 0. Seja v(t) = (x(t), y(t), f(z(t),y(t)))
uma parametrizacdo de uma curva com y(0) = p, de modo que sua projecao em T,M é a
curva «o(t) = (z(t),y(t)) e que () = (&,9) = (a,b), onde & = dz/dt e § = dy/dt. Como
vV (t) = (&, y, fud + fyy) € T,M, entdo

fz@+ fy,y = 0.

Conforme foi definido e pelos comentarios observados anteriormente, o ponto p é flecnodal

quando k, = 0, K, = 0 e k;, = 0. Assim, considerando § = /1 + f2 + f2, tem-se que
(O, N(a)) = 5@, §, foll + fy§ + fea®® + 2fay@ + i 9°), (= for = fyr 1)
1 . .. .
= g(fml’Q + 2 [ty + fyyy2)-

Segue que se vy ¢ assintotica, pela Equagao (1.1) tem-se que k,(p) = (7'(t), N(a(t))) =
I1,(/(t),a/(t)) =0, isto é

fzxj72 + 2fwy5'cy' + fnyQ =0,
para todo t proximo de zero.

A curvatura geodésica da curva assintotica v se anula em t se, e somente se,

(Y (#),7"(t) x N(a(t)) = (& — &§)é =0,

ou seja, quando o/ (t) e o'(t) sado linearmente dependentes.

Por fim, a ultima condi¢ao para ter um ponto flecnodal é dada por

d / / _ / o d
S mem.aw) = ke =5

7 (0), N(a(t) =0
== fmxw$3 + BfwnyQy + 3f:vyyj;y2 + fyyyyg
+2 fur®@ + 2 fuy (39 + 1) + 2f,, 05 = 0.
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Como o/ (t) e o/'(t) s@o linearmente dependentes, existe A € R tal que o’(t) = (&,9) = \(Z,y) =

A/ (t). Assim, o termo

2 foa@@ + 2fuy (B9 + &§) + 2fy i = 2M(foa@® + 2fay@ + fpyy®) = 0.

Portanto,
1t II(O/(t), O/(t)) = fzxwx?’ + 3fmyx2y + Bfmyyi‘y2 + fyyyyg =0.

]

Observagao 1.4. Observe que na Proposicao 1.3 se considerarmos a dire¢ao v = (0,1,0) € T,M,

entao a origem p € um ponto flecnodal se, e somente se, p satisfaz

fy = Fyy = fyyy = 0. (1.6)

Conjunto ridge via forma de Monge

Assim como o conjunto flecnodal, a caracterizacao do conjunto ridge depende das derivadas
de terceira ordem da funcao f. No entanto, diferentemente das dire¢oes assintoticas, as diregoes
principais sao ortogonais. Para simplificar a analise e obter condi¢oes analiticas tratéveis, é
conveniente escolher o sistema de coordenadas em 7,M de modo que os eixos coordenados
coincidam com as direcoes principais de M em p.

Seja M uma superficie dada na forma de Monge z = f(x,y) e consideremos a expansdo de
Taylor de f como descrito na expressao (1.2). Fazendo uma rota¢do em torno do eixo z por um

angulo 6, o coeficiente do termo zy torna-se
(a9y — asp) sin 20 4 2as; cos 26.

Dessa forma, existe um valor § € [0,7) tal que a rotagdo de M em torno do eixo z anula o
coeficiente do termo xy na expressao de f. Quando isso ocorre, todos os demais coeficientes a;;
de f podem se modificar, mas os termos de um determinado grau permanecem no mesmo grau,
isto é, os novos termos de grau k& dependem apenas dos termos de grau k originais e de 6.

Assim, toda superficie regular M pode ser reescrita e parametrizada por uma nova forma de
Monge dada por

2= f(x,y) = %(aazQ +by?) + O(3).

Quando M é escrita como grafico da funcao f, pela Proposicao 1.2 obtemos que os coeficientes

das formas fundamentais em p = 0 sao



Assim, a curvatura Gaussiana em p é dada por K (0) = ab. Logo, as curvaturas principais k; e

ko em 0 sao dadas pelos valores a e b e, obtemos

kn(er) =a e Kp(ea) =b.

Portanto, quando M esta na forma z = f(x,y), as diregdes principais sdo os eixos x e y, e M
pode ser escrita como o gréafico da funcgao

fla,y) = %(/@1:62 + ray?) + O(3) (1.7)

em que
k1= f2(0,0), [y(0,0)=0, e ky= f,(0,0).

Se p nao é um ponto umbilico (k; # k2), temos a seguinte caracterizagao:

Proposigao 1.5. Seja M parametrizada na forma de Monge z = f(x,y) na origem p como em

(1.7). Entao p € um ponto de ridge se, e somente se,
fezz(0,0) =0 ou  f,,,(0,0) = 0.
Maus especificamente, denotando Ry e Ry 0s conjuntos ridge associados a k1 e ko respectivamente:
(1) p € Ry se, e somente se, fmz(O, 0)=0;
(17) p € Ry se, e somente se, fyyy((), 0)=0.

Demonstracao. Lembremos que um ponto p pertence ao conjunto ridge R; se a curvatura
principal x; possui um ponto critico ao longo da diregao principal correspondente w;. Ou seja,
(VEi,w;) = 0.

Como estamos na origem p = (0,0) e assumimos f zy = 0, a direcao principal associada
a k¢ w; = (1,0) (o0 eixo x). A expressao da curvatura Gaussiana K e da curvatura média
H em funcio das derivadas de f na origem, onde Vf = 0, simplifica-se para K = f, fyy e
H = %(fvm + fyy). Numa vizinhanga da origem, ao longo do eixo = (onde y = 0), a primeira
curvatura principal x1(x,0) pode ser aproximada em primeira ordem por fm(:c, 0).

Portanto, a condicao de extremo para k; na direcao x é dada por
851 0 ~
—(0,0) = —(f22)(0,0) = fr22(0,0) = 0.
2(0,0) = (£)(0,0) = fraa(0,0)

Analogamente, para a segunda curvatura principal x2(0,y) pode ser aproximada por fyy(O, Y), a
diregao principal ¢ o eixo y (wy = (0,1)). A condicao de ridge torna-se
8/’%2 (9

_<Oa0) = a_y

Dy (£u)(0,0) = Fyy (0,0) = 0.
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Observacao 1.6. Vale ressaltar a diferenca geométrica entre as condigoes obtidas:

a) Para um ponto flecnodal, a condi¢ao envolvia a anulagdo da derivada terceira na dire¢do

assintotica w = (a,b) que satisfaz fyza* + fy,b* = 0.

b) Para um ponto de ridge, a condi¢io envolve a anula¢ao da derivada terceira na dire¢ao

principal que satisfaz fxy = 0 apds rotacao.

Em termos da expansio de Taylor f(z,y) = 5 (k12? + koy?) 4 (bsow® + oy 2y + biowy® +bosy®) +- - -

as condigoes de ridge correspondem simplesmente ao anulamento dos coeficientes cubicos “puros’

em x ou em y, 15to €, b3y = fogx = 0 ou boz = fyyy = 0.

1.2 Introducao a teoria de singularidades

Nesta se¢ao apresentamos alguns conceitos fundamentais da Teoria de Singularidades que
serao utilizados ao longo deste trabalho. Abordaremos, de forma introdutoéria, no¢des como
germes de funcgoes, singularidades, determinacao finita, classificacao e desdobramentos versais.
Cabe ressaltar que tais topicos nao serao desenvolvidos em profundidade nesta dissertacao, o
objetivo aqui é apenas estabelecer o vocabulario, nomenclaturas e as ideias essenciais da teoria.

Esses conceitos servirao como base para a analise realizada nos capitulos seguintes, nos quais
empregaremos ferramentas da Teoria de Singularidades para estudar o contato da superficie
regular M com objetos de curvatura constante, a fim de obter as singularidades de cada tipo
do contato e as eventuais caracteristicas robustas da superficie. Assim, esta se¢do tem carater
expositivo e preparatorio, apresentando apenas o necessario para contextualizar e fundamentar

os resultados posteriores. Para essa segao utilizamos as referéncias [5], [13] e [29].

1.2.1 Germes de fungoes

Grande parte da Teoria de Singularidades é desenvolvida sobre o conceito de germe de
fungoes. Tal conceito pode ser explorado para uma dimensao finita n qualquer, mas neste
trabalho focaremos apenas no caso n = 2.

Considere dois conjuntos X,Y C R? contendo o ponto p. Dizemos que X e Y sao equivalentes
em um ponto p € R?, se eles coincidem em alguma vizinhanca de p, ou seja, se existe um aberto
U contendo p tal que X N"U = U NY. Tal relagao é uma relacao de equivaléncia e a classe de

equivaléncia gerada por esta relagao é denominada germe do conjunto X em p e denotada

por (X, p).
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Uma vez definido o germe de conjunto (X, p), vamos definir o conceito de germe de funcao.
Neste trabalho, iremos considerar apenas o caso de germes de funcoes definidas de R? para
R™ com m = 1,2. No entanto, tal conceito pode ser estendido naturalmente para quaisquer
dimensoes maiores.

Sejam U e V duas vizinhancas de p € R?. As funcoes suaves f : U -+ R™ e g: V — R™ sdo

ditas equivalentes, e denotamos por, f ~ g se elas coincidem em uma vizinhanca W de p, isto é,
flw = glw, para algum W C U NV contendo p.

A classe de equivaléncia de uma funcao f sob essa relacao é denominada germe da funcao f

em p e ¢é denotada por

f:(R%p) — R™

Se, além disso, todos os representantes do germe satisfazem que f(p) = ¢, denotamos o germe
de funcao f em p por
f:(®%p) = (R™,q).

E possivel realizar uma translacio, se necessario, e assumir que tanto o ponto p é a origem de
R? quanto ¢ é a origem de R™. Neste caso, uma vez que m = 1,2, podemos denotar o germe de
fungao f como f: (R?,0) — (R,0) e f: (R? 0) — (R%0).

Iremos denotar por & o conjunto de todos os germes de fungoes suaves f : (R%0) — R, isto

E={f: (RQ, O) — R | f é um germe de funcao suave.}

O conjunto &, tem estrutura de um anel comutativo com unidade em relagao as operagoes usuais

de adicao e multiplicacao de func¢oes e tem um tnico ideal maximal dado por
My = {f € &[f(0) = 0}.

Se (z,y) ¢ um sistema de coordenadas locais do germe de conjunto (R? 0), entao M, ¢é

gerado pelos germes de fungoes x e y, isto é,

My =& A{x,yt =(x,y) ={fi-z+ foryl| f1, [ € &}

Para um inteiro positivo k, a k-ésima poténcia de My é o conjunto dos germes de fungoes
f € My com zero nas derivadas parciais de ordem menor ou igual a £ — 1 na origem e é denotado

por M&. Em outras palavras,
k
ME=8& {a'y ci+j=k}= (2" "y . ayFl k) = {Z fross T3y | frss € 52} .
s=0
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Para o caso m = 2, o conjunto de todos os germes suaves f : (R? 0) — R?, ¢ denotado por

&9 € é o produto direto de 2-copias de &, isto é,
82,2 = 82 X 82 = (52)2.

Denotamos M5 - &5 = (M5™)? o conjunto dos germes f : (R?,0) — (R20) cujas
derivadas parciais de ordem menor ou igual a k na origem sao todas nulas.

O espago dos k-jatos de germes de aplicacoes suaves f, denotado por J*(2,m), é o espago
vetorial real das aplicagoes f : (R?,0) — R™, onde cada funcio coordenada de f é um polinémio
de grau menor ou igual a k£ nas coordenadas x,y com o termo constante nulo. Denotando por

Ey1 = &, podemos escrever
Jk(2, m) = MQ . 527m/./\/l]2€+1 . ggym.

Desta forma, podemos definir a aplicagao j*f : My - &, — J¥(2,m) que associa f ao termo
j*f(0), chamado de k-jato de f em 0. Assim, dado f € My - g, 0 j*£(0), ou simplesmente

j*f ¢ o polinomio de Taylor de f de grau k em 0, sem o termo constante.

1.2.2 Singularidades de germes de funcoes

Esta subsegao esta dedicada a definir uma singularidade de um germe de funcao.

Definigao 1.7. Uma aplicacio suave f : U C R? — R™ ¢ dita singular, ou possui uma
singularidade, em um ponto p € U, se o posto de sua matriz Jacobiana, df,, nao for mdzimo,
15to €, se

posto(df,) < min{2, m}
Um ponto p que nao € singular € dito regular.

Quando m = 1, p é um ponto singular de f, se df, = V f(p) = (0,0). A matriz Hessiana de
f € a matriz quadrada de derivadas parciais de segunda ordem H(f)(p) = [0;; f(p)].
Se f & singular em p, dizemos que essa singularidade ¢ nao degenerada se rank H(f)(0) = 2,

ou, equivalentemente, se

det H(f)(0) # 0.

Caso contrario, dizemos que p é uma singularidade degenerada.
Agora considerando m = 2, p é um ponto singular de f, se posto(df,) < 2, isto &, se

det(df,) = 0.
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O conjunto singular de f, denotado por X(f), é o conjunto de pontos singulares de f,
isto é,
X(f) ={p € U| posto(df,) < min{2,m}}.
O discriminante de f, denotado por A(f) é a imagem de 3(f) por f, ou seja, f(3(f)) = A(f).
Em particular, os conceitos acima valem para germe de fungdes em p = 0, isto é, um germe

[ (R%0) — (R™,0) tem singularidade, se um dos seus representantes ¢ singular em 0.

Exemplo 1.8. Considere a aplicagio g : R?> — R? dada por g(z,y) = (x, f(x,y)), em que

f:R? = R € uma fungao suave. A matriz Jacobiana de g no ponto p = (z,y) € descrita por

1 0

fo(z,y)  fy(x,y)

O posto deiza de ser mdzimo quando det dg, = 0. Neste caso,

dg, =

detdgp =1 fy(I,y) —0- fz(x,y) = fy($,y) = 0.

Logo, o conjunto singular de g € o conjunto

%(9) = A{(z,y) | fy(z,y) = O},

Agora para exemplificar, podemos tomar f(z,y) = xy + y* obtemos que f.(x,y) = y e
fo(z,y) = x+ 3y?. Assim, (z,y) € uma singularidade de g quando x + 3y* = 0. Logo o conjunto
singular € dado por

%(g) = {(z,y) e R* | 2+ 3y* = 0}.

Chamando y = t, obtemos v = —3t%. Desta forma, o conjunto singular pode ser parametrizado
por

S(g) = {(~3%, 1) | t € R}.
Calculando a imagem do conjunto singular por g tem-se
g(=3t*,t) = (=3t%, (=3t*)t +°) = (=3t*, =3t> +¢*) = (=3¢>, —2t7).
Logo, o discriminante € dado por
A(g) = {(u,v) = (=3t%, —2t*) | t € R}.

Veja a Figura 1.1, ela ilustra a geometria da aplicacao g para este caso. Geometricamente,
o grafico do discriminante é a representacao de uma singularidade denominada cusp, que sera

apresentada mais adiante.
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Figura 1.1: Representagao da aplicacao g: conjunto singular em azul e discriminante em

vermelho. .
AN

-2

-3

4

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

1.2.3 Grupos de Mather e espacos tangentes

Nesta subsecao, introduziremos os grupos de Mather e o conceito de espago tangente neste
contexto. As relacoes de equivaléncia que definiremos s@o, na verdade, 6rbitas geradas pela
acao de grupos de difeomorfismos sobre o espago de germes. Tais grupos sao essenciais na
classificacao de singularidades, a qual sera abordada e enunciada nas subsecoes seguintes. Vale
ressaltar novamente que iremos apenas enunciar os resultados, mas todos os detalhes podem ser
encontrados em [13].

Seja G um grupo agindo em um conjunto X. A 6rbita de um elemento x € X é o conjunto
de todos os elementos que podem ser alcancados a partir de x pela acao do grupo. No nosso
contexto, dois germes serao considerados equivalentes se pertencerem a mesma oérbita.

O grupo R (mudanga de coordenadas na fonte, isto é, no dominio) é formado pelos germes

de difeomorfismos da fonte (R% 0) que preservam a origem, isto &,
R = {¢ € &]|¢ é um difeomorfismo local tal que ¢(0) = 0}.
A acao de R no espago de germes &, ,,, ¢ definida pela composicao a direita
¢-f=fod ', paragpERefEE,m.
Isso induz a seguinte definicao de equivaléncia:

Definicao 1.9. Dois germes f,g € &, sio ditos R-equivalentes (ou equivalentes a direita)

se pertencem a mesma R-orbita, isto €, se existe um germe de difeomorfismo ¢ € R tal que:

g=foo L.
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Neste caso, denotamos f ~gx g.

O grupo £ (mudanga de coordenadas na meta, isto ¢, no contradominio) consiste em germes
de difeomorfismos da meta (R™,0) que preservam a origem. A agao de £ no espago de germes

(restrita aos germes que se anulam na origem) é dada pela composi¢ao a esquerda:

Y-f=vof, paratpeLefep.

Definicao 1.10. Dois germes f, g € &y, sao ditos L-equivalentes (ou equivalentes a esquerda)

se pertencem a mesma L-orbita, isto €, se existe um germe de difeomorfismo ¢ € L tal que:
g=1tolf.
Neste caso, denotamos f ~, g.

O grupo A é construido como o produto direto R x £. Sua acao combina mudancas de

coordenadas no dominio e no contradominio simultaneamente, isto é,

(.0)- f=vofog".

Definigao 1.11. Dois germes f, g € &y sao ditos A-equivalentes (ou equivalentes a esquerda-
direita) se pertencem a mesma A-drbita, isto €, se existem germes de difeomorfismos ¢ € R e
Y € L tais que:

g=vofog "

Neste caso, denotamos f ~4 g.

Existe ainda outra equivaléncia no conjunto de germes, fundamental quando se deseja estudar
o contato entre subvariedades. Trata-se da equivaléncia de contato, denotada por . O grupo
K ¢é formado pelos germes de difeomorfismos ® de (R* x R™, (0,0)) cuja primeira componente
depende apenas das variaveis da fonte e que preservam o subespaco y = 0. Ou seja, ® pode ser

escrito na forma ®(z,y) = (h(z), Hi(z,y)), onde h € R e Hy(x,0) = 0.

Definicao 1.12. Dois germes f,g € &, sao ditos K-equivalentes se existir um germe

& = (h, Hy) € K que leva o grdfico de [ no grifico de g. Em termos de equagdes temos que

(z,9(x)) = ©(h~'(x), f(h ™ (2)))-

Neste caso, denotamos f ~x g.
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Uma propriedade da K-equivaléncia é a preservacao da topologia do conjunto de nivel zero:
se f ~x g, entdao os germes de conjuntos f~1(0) e g71(0) sdo difeomorfos. Além disso, a agao do

grupo A é mais fina do que a do grupo K. Se f e g sao A-equivalentes, isto é, se
g=kofoh™,

com (h,k) € A, entdao g7*(c) e f7(k7!(c)) sdo difeomorfos para todo ¢ em uma vizinhanga
de 0 € R™. Portanto, o grupo A preserva também a estrutura suave dos conjuntos de niveis
proximos ao conjunto de nivel zero ([13] p.52).

Os grupos R, L, A e K apresentados acima constituem, juntamente com o grupo C a familia
conhecida como grupos de Mather. Embora o grupo C nao seja objeto de estudo neste
trabalho, sua importancia reside no fato de que o grupo de contato X pode ser decomposto como
o produto semidireto de R e C. Os grupos R e £ podem ser vistos como subgrupos de A. Ja
em relacdo ao grupo de contato K, temos que R e C sao seus subgrupos. Por fim, embora A nao
seja subgrupo de K, a acao de A é mais fina do que a de K: se dois germes sao A-equivalentes,
eles sao necessariamente KC-equivalentes.

Na segao subsequente, enunciaremos algumas classificagoes de germes (que sao essenciais
para o estudo do contato de uma superficie com objetos especiais,) as quais sdo provenientes
dos grupos R e A. O grupo L foi introduzido apenas para a construcao do grupo A. Ja o grupo
IC, embora nao seja o foco principal das classificacoes que utilizaremos, desempenharéd um papel
fundamental mais adiante, servindo como base para a definicao formal do conceito de contato
entre subvariedades que sera visto no Capitulo 2.

Nas defini¢oes e nos resultados que serao apresentados a seguir, sempre que nao for necessario
especificar o grupo em questao, utilizaremos a notacao G para designar um dos grupos de Mather.
Em alguns trechos, com o objetivo de simplificar a escrita, indicaremos que dois germes f e g
sao G-equivalentes escrevendo

f~gy9

Classificar germes consiste em descrever representantes das orbitas da agao de um grupo G
em My - & ,,. Cada representante de uma G-oérbita é denominado uma forma normal.

Seja G o subgrupo de G constituido pelos elementos cujo k-jato é a identidade. Trata-se
de um subgrupo normal de A, e denotamos por G = g% Os elementos de G*) podem ser
identificados com os k-jatos dos elementos de G. A agao de G em My - &, ,,, denotada por

v, induz uma acdo de G® em J*(2,m), denotada por “-”, definida da seguinte forma: para

G*f € J¥2,m) e j*(hi, ha) € G®),
3 (hishe) - 55 F = 5 (W((h1, ha), f)).
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Dizemos que dois germes f, g € &, sao G¥-equivalentes se pertencem a mesma orbita
pela acdo de G,

Para a classificagao da singularidade de um germe f: (R?,0) — (R™,0) via G-equivaléncia,
¢ fundamental conhecer alguns invariantes associados a f, a saber, a G-codimensao e a G-
codimensao de f. A G-codimensao (respectivamente, a G.-codimensao) do germe f é definida a
partir do espago tangente (respectivamente, do espago tangente estendido) & G-orbita de f.

Em outras palavras, para classificar as singularidades, precisamos medir o “tamanho” das
orbitas e a G-codimensao de uma singularidade esta relacionada ao que “falta” para que a orbita
preencha todo o espago.

Por isso, iniciamos definindo o ideal Jacobiano, que desempenha o papel central no caso do

grupo R.

Definicao 1.13. Seja f € &. O ideal Jacobiano de f, denotado por Jg¢, € o ideal gerado

pelas deriwadas parciais de f
of of
Jp=E -9 —,=—¢.
e {&v’ ay}

Denotamos por LG - f o espaco tangente a orbita de f, onde G representa genericamente
qualquer um dos grupos de Mather. Definimos também o espago tangente estendido, L.G - f, o
qual engloba variagoes que nao preservam necessariamente a origem.

Especificamente para os grupos R e A, as expressoes algébricas para esses espagos, em

termos de ideais e geradores, sao dadas por:

(i) Para o grupo R:

LR-f:MQ-{%,%}:MQJf
of 8
LeR-f:52-{a—£,a—£}:Jf.

(ii) Para o grupo A: Como a agao do grupo A combina mudancas de coordenadas na fonte e
na meta, seu espaco tangente é obtido pela soma dos espacos tangentes associados a R e

L. O espago tangente para o grupo £ (que atua na meta R™) é definido por

LL-f=f"(My)-{e1,....,em}t e LL-f=f"(En) {e1,...,em},

onde {ey,...,e,} € a base canonica de R™ e f* é o operador de pullback, que atua
compondo as fun¢des da meta com f. Desta forma, os espacos tangentes para o grupo A

sao dados naturalmente por:
LA-f=LR-f+LL-f
LA -f=LR-f+LL-f.
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A G-codimensao de um germe f é definida como a dimensao do espaco vetorial quociente

do subespaco de germes que se anulam na origem pelo espaco tangente a 6rbita e denotada por

My - E
LG-f

Ja a G.-codimensao ¢ definida considerando o espago total de germes e o espago tangente

cod(f,G) = dimg

estendido:

cod(f,G.) = dimg Lg;m-lf’

1.2.4 Determinacao finita e classificacao

O conceito de determinagao finita de germes, que definiremos a seguir, ¢ um importante
conceito da Teoria de Singularidades que permite passar o problema de classificacdao e reconheci-
mento de singularidades para o espago de jatos. A importéncia de conhecer a codimensao de um
germe reside no fato de que apenas os germes de codimensao finita sao finitamente determinados.
Consequentemente, a reducao do problema de classificagao ao espaco de jatos s6 é possivel para

esse tipo de germe.

Definicao 1.14. Um germe [ € &;,, € dito k-G-determinado se, para qualquer g € &,
tal que j%g(0) = 75 £(0), tem-se que f é G-equivalente a g. O germe f € dito G-finitamente

determinado se f é k-G-determinado para algum k € N.

Notemos que se f € &, é k-G-determinado, entao f é k’-G-determinado para todo k' > k.
O menor inteiro k tal que f é k-G-determinado é chamado grau de determinacao de f.

Dizer que um germe f € &, ¢ G-finitamente determinado significa dizer que ele ¢ G-
equivalente a j* f para algum k € N. De fato, suponha que f € &, é ko-G-determinado. Assim,
para qualquer g € &, com j*g = j* f obtemos f ~g g. Em particular, para g = j* f, temos
g f ~g f.

Assim, o problema de classificagao de germes finitamente determinados se reduz ao espaco
de jatos pois, para verificar se dois germes f, g sao G-equivalentes, basta verificar se seus k-jatos,
que sao polinomios, sao G-equivalentes, onde k é o méximo entre o grau de determinacao de f e
g.

O teorema a seguir apresenta condi¢oes para que um germe seja finitamente determinado.
Teorema 1.15 ([29], Teorema 1.2). Seja f € &, As afirmagoes abaizo sio equivalentes:
(1) f é G-finitamente determinado;
(ii) para algum k, M&-&,,, C LG - f;
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(17i) cod(f,G) < oo,
(1v) cod(f,Ge) < 0.

Observemos que, se dois germes f e g sdo G-equivalentes, entdo eles sao G¥-equivalentes
para todo k > 0. O resultado a seguir afirma que, se um dos germes é finitamente determinado,

entao a reciproca também é verdadeira.

Observacao 1.16. Se f,g € &, sao G®) -equivalentes e f ¢ k-G-determinado, entdo f e g sdo
G-equivalentes (veja [8, p. T4]).

A observagao acima permite reduzir o problema de reconhecimento de germes finitamente
determinados ao espaco de jatos. De fato, seja f: (R?,0) — (R™,0) um germe k-G-determinado.
Dado um germe g: (R?,0) — (R™,0), para verificar se f e g sao G-equivalentes, basta verificar

se sdo G -equivalentes, pois, nesse caso, pela observacio anterior, f e g sdo G-equivalentes.
Proposicao 1.17 (|5, p. 274]). Dado f € &, se M5 € M2J;, entio f ¢ k-R-determinado.
Corolario 1.18. Se M% C MyJ;, entdo f é k-R-determinado.
Demonstracao. Temos a seguinte cadeia de inclusoes:

METE = My - M C Ma(Mydy) = M3 ;.
Portanto, M5™ c M3J +. Pela Proposicao 1.17, segue que f ¢ k-determinado. n
Proposicao 1.19. Sejam f,g € &. Se f € k-determinado e f ~x g, entao g é k-determinado.

Demonstragdo. Por hipotese, f ~x g, logo existe um germe de difeomorfismo ¢ : (R?,0) —
(R%,0) tal que g = f o ¢. Seja h € & um germe qualquer tal que j%h(0) = j%¢(0). Queremos
mostrar que h ~g g. Como g = f o ¢, temos que j*g(0) = j*(f o ¢)(0). Usando a regra da

cadeia para jatos, obtemos:
7°h(0) = j"g(0) = 5 f(0) o j*¢(0).
Defina o germe b/ = h o ¢~'. Calculando o k-jato de b/ e utilizando (1.2.4):
70 (0) = j*(h o ¢7)(0) = j*h(0) 0 *(671)(0) = (5" £(0) 0 j*¢(0)) o (5" 6(0)) ™" = 5" £(0).

Como j*1/(0) = j*£(0) e, por hipétese, f é k-determinado, segue que h' ~x f. Isto é, existe

um difeomorfismo « tal que 2/ = f o a. Substituindo A’ = ho ¢!, temos
ho¢p™t=foa = h=foaod.
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Como a composigao de difeomorfismos (a0 ¢) é um difeomorfismo, concluimos que h ~z f.
Finalmente, pela transitividade da equivaléncia ja que h ~x f e f ~x g, temos que h ~g g.

Portanto, g é k-determinado. O]

Por fim, agora enunciaremos dois dos principais métodos de classificagao de singularidades.
Seja f € &, um germe nao singular. Pelo Teorema do Posto ([15]), sabemos que a forma

normal de f depende apenas das dimensoes do dominio e contradominio. Neste caso, temos
(i) Se 2> m, entdo f ~g (T1,...,Tm);
(17) Se 2 < m, entao f ~g (z1,22,0,...,0).

No contexto de germes de fung¢oes (m = 1), um germe f € & é dito uma fungao de Morse

se, e somente se, cod(f,R) = 1. Pelo Lema de Morse ([13, p. 60]) segue que, neste caso,
f ~g £23 + 23,
Quando a singularidade de f é degenerada, o corank de f é definido por
corank(f)(0) = 2 — rank H(f)(0).
Em particular, a singularidade de f é nao degenerada se, e somente se,
corank(f)(0) = 0.

Lema 1.20 (Lema de decomposi¢ao de Thom, [13, p. 61]). Suponha que f: (R",0) — (R, 0)
possua uma singularidade com corank(f)(0) = r na origem. Entao f € R-equivalente a um

germe da forma

g(xh ce 7x7“) + Q(errl; ce 7‘1:71)7

onde g € M3 e Q(x41,...,2,) = 2 | £ 22

Dados dois germes g; e go em M3 e Q como no Lema 1.20, tem-se g; + Q e g» + Q sao
R-equivalentes se, e somente se, g; e go sao R-equivalentes. Assim, o Lema reduz a dimensao
do espago fonte no qual o problema de classificacao deve ser realizado. Uma lista extensa de
germes de fungoes R-finitos é apresentada por V.I.Arnol’d e pode ser vista em [13]. A Tabela

1.1. apresenta os germes simples R-finitos de funcoes (R? 0) — (R, 0).
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Tabela 1.1: Classificacao de germes de fungdes f(z,y)

Tipo Forma Normal Restrigoes Cod
A aFtl 4 g2 E>1 k
Dy, 2y + P! k>4 k
Eg x® £yt - 6
b 3 + xy? - 7
Eq x4+ - 8

Dizemos que f é uma singularidade do tipo Ay (com k£ > 0) em 0 quando
f~r :I:x'fJrl + x%
Além disso, f é chamada de uma singularidade do tipo Dy (com k > 4) em 0 quando
f~r Ill’z + xk L

Essa categorizacao é parte dos trabalhos independentes de V.I. Arnold e M. A. S. Ruas,
que classificaram as chamadas singularidades simples. Essas singularidades estao associadas
aos grupos de Lie dos tipos A, D e E. Porém, neste trabalho iremos utilizar somente as
singularidades do tipo Ay e D, que aparecerao nos capitulos seguintes, quando estudarmos o
contato de uma superficie com planos e com esferas.

Por outro lado, para estudar o contato da superficie com retas, é necessario conhecer a
classificagao de singularidades de germes (R?,0) — (R?,0) via A-equivaléncia, estabelecida por
J.H. Rieger (1987) conforme descrita na Tabela 1.2. Esta classificacao estende os resultados
classicos de Whitney e Mather. Nao apresentaremos a maneira de como obter a classificacao,

pois sai do escopo desta disserta¢do, mas pode ser encontrada em [23].

Tabela 1.2: Classificagao de germes (R? 0) — (R?,0).

Nome Forma Normal Grau de Det. A.-cod
Fold (z,%) 2 0
Cusp (z, 2y +y?) 3 0
Lips/Beaks (z,9° £ 2%y) 3 1
Goose (z,9° £ 23y) 4 2
Swallowtail (z, 2y +y*) 4 1
Butterfly (v, 2y +9° £ y7) 7 2
Gull (x, 2* + y* +9°) 5 2
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Por fim, dedicamos a essa parte da subsecao alguns exemplos aplicando os resultados que

foram explorados, utilizando a referéncia [24].

Exemplo 1.21. Toda singularidade do tipo Ay é 2-determinada. De fato, seja f(z,y) = 2+ y>.
As derivadas parciais sio f, =2z e f, = 2y. Logo, o ideal Jacobiano é J; = (x,y) = Ms. Logo,

devemos verificar a condi¢io M3 C MaJy. Calculando o termo da direita, obtemos que
Mody =My - My = M;.

Como a inclusio M3 C M3 ¢ trivialmente satisfeita, seque do Coroldrio 1.18 que f é 2-

determinado.

Exemplo 1.22. Toda singularidade do tipo Ay é 3-determinada. De fato, tomando f(x,y) =
z? 4+ y3, temos que as derwadas sio f, = 2x e f, = 3y*. Assim, o ideal Jacobiano € J; =
& -{x,y*}. Para verificar a determinagao finita, analisamos o ideal M3.J;. Como M3 € gerado

por {z* zy,y*}, temos
M%Jf = 52 : {$37$2?J>$92»$2y2a xy37 y4}

Y =x-23). Logo, temos a

Note que este ideal contém todos os mondémios de grau 4 (pois x
inclusio My C M3J;. Pela Proposi¢ao 1.17 , concluimos que f € 3-determinado.
Seguindo o mesmo raciocinio, para f(x,y) = x* + y*, mostra-se que MEFL M3J;,

implicando que toda singularidade Ay, € k-determinada.

Exemplo 1.23. Toda singularidade do tipo Dy € 3-determinada.

Com efeito, tomando f(z,y) = 2%y + y*, temos J; = (vy,x* £ 3y*). Para verificar a
condigao M3 C M3.J;, observamos as multiplicagoes dos geradores de J; pelos monémios de
ME = (22, 2y, y%):

vy - {a®, 2y, i} = {2%y, 2%, 2y’} € MG
(2 +3y%) - {a?, 4"} = {a" £ 327", 2y £3y"} C M3y
Como o termo misto xy? pertence ao ideal, seque por combinacdo linear na sequnda linha que x*

e y* também pertencem a M3J;. Portanto, M3 C M3.J;, o que implica que f € 3-determinada.

1.2.5 Desdobramento e versatilidade

Introduziremos agora a teoria de desdobramentos versais. O objetivo é estudar as deformagcoes

de um germe f e compreender como as singularidades variam sob pequenas perturbagoes. A
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pergunta fundamental é se existe uma familia especial de dimensao finita que contenha, a menos
de equivaléncia, todas as possiveis perturbagoes de f. Tal familia é denominada desdobramento

versal.

Definicao 1.24. Seja f € & ,,,. Um desdobramento a s pardmetros de f é um germe de
aplicagao

F:(R? xR* (0,0)) — (R™ x R*,(0,0))
da forma F(z,y,u) = (f(x,y,u),u), tal que f(x,y,0) = f(x,y) e u= (uy,...,us). A familia de
germes f : (R? x R?*, (0,0)) — (R™,0) associada ¢ chamada de deformacdo a s pardmetros

de f.

Definigao 1.25. Uma suspensao de um germe f : (R?0) — (R™,0) por (R*,0) é um
desdobramento de f a s parametros F = (f,id) : (R? x R*,(0,0)) — (R™ x R*,(0,0)) dado por

F(r,y,u) = (f(z,y),u),
onde id denota o germe da aplicacao identidade em R?.
Exemplo 1.26. Seja f € My dado por f(z) = x3. A aplicagdo
flz,u) = 2% +ux

¢ uma deformacéo de f a 1 pardmetro. De fato, f(x,0) = f(z). Seu desdobramento associado é

dado por

F:(RxR,(0,0) = (RxR,(0,0)),
(z,u) = (2° 4+ ux, ).

Se denotarmos por f,(x) = f(z,u), temos que fo(0) = 0, mas f,(0) ndo é necessariamente a
origem em R™ para u # 0. Isso significa que as singularidades de f,, podem se mover para fora
da origem. Por esta razao, ao estudarmos desdobramentos, é importante considerar os grupos
estendidos G,., formados por germes de difeomorfismos que nao preservam necessariamente a
origem fixada (veja [29]).

Para comparar diferentes desdobramentos, introduzimos a no¢ao de morfismo e equivaléncia.
Definicao 1.27. Sejam (s, F) e (r,G) dois desdobramentos de f.

(i) Um morfismo entre dois desdobramentos (r, F') e (s,G) de um germe f € &, € definido

por um par (¢,v), onde ¥ : (R",0) — (R* 0) é uma mudan¢a suave de pardmetros e
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by 1 (R%,0) = (R%,0) é uma familia de difeomorfismos com ¢y = id, de tal modo que o

desdobramento F ¢é induzido de G pela relagao
fu - gw(u) o ¢u

(17) Dois desdobramentos (s, F') e (s,G) sao ditos equivalentes se existir um morfismo onde

W € um difeomorfismo local (invertivel).

Definigao 1.28. Duas familias de germes de funcoes F, G : (R* x R*,(0,0)) — (R, 0), defor-
magoes de um germe f: (R 0) — (R,0), sao ditas R -equivalentes se existir um germe de
difeomorfismo

¢ (R? x R*,(0,0)) — (R* x R, (0,0))
da forma ¢(x,y,u) = (a(x,y,u),p(u)) e um germe de funcao c: (R%,0) — R, tal que
Gz, y,u) = F(o(z,y,u)) + c(u).

Definicao 1.29. Um desdobramento (s, F) de um germe f € dito G-versal (resp. G.-versal)
se todo desdobramento (r,G) de f puder ser induzido de F por meio de uma mudan¢a de

pardmetros e uma equivaléncia no grupo G (resp. Ge).

Se o namero de parametros s for o menor possivel para que o desdobramento seja versal,
dizemos que F' é um desdobramento miniversal.

O teorema a seguir une os conceitos de codimensao do germe e a existéncia de desdobra-
mentos versais. Além disso, fornece um critério pratico baseado no espaco tangente. Para um

desdobramento F(z,u) = (f(z,u),u), definimos F} € &, como Fy(x) = g—ji(x, 0).

Teorema 1.30 ([29], Teorema 3.4). Seja f € &, € G um grupo (R, L, A, K).

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(7) cod(f,G) < o0;
(ii) f possui um desdobramento G-versal;
(13i) f possui um desdobramento G.-versal.

O proximo resultado serda fundamental. Faremos uso dele mais adiante para provar a

versalidade das fungoes que descrevem o contato da superficie.
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Teorema 1.31 ([29], Teorema 3.3). O desdobramento F € G.-versal se, e somente se,
LG - f+R{F, ..., F} =&

Além disso, se f € finitamente determinada, podemos restringir a andlise ao espago de jatos.

Neste caso, ' € versal se, e somente se:
FLG - )+ R F, . R EY = T8 (2,m).

O menor numero de parametros para um desdobramento G.-versal é exatamente so = cod(f, G.).

2.m

Leg‘f

Se {hi,...,hq} ¢ uma base vetorial para o espago quociente , entao um desdobramento

G.-miniversal de f é dado por

F(x,u) = <f(:c) + Zuzhz(:c),u> :

Existem ainda outros resultados relevantes sobre desdobramentos versais; contudo, como nao
serao utilizados ao longo deste trabalho, optamos por nao enuncia-los. Alguns desses resultados

podem ser encontrados em [13].
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Capitulo 2

Contato e genericidade

Neste capitulo, apresentaremos de forma introdutoéria os fundamentos da teoria de contato e
genericidade no contexto geral de subvariedades em R”. Iremos nos basear fundamentalmente
nos resultados desenvolvidos por J. Montaldi em [17] e [18]. Tais resultados também podem ser
encontrados em [13]. O objetivo principal é estabelecer as defini¢oes de contato e de genericidade
do ponto de vista da Teoria de Singularidades para, no capitulo seguinte, aplica-las no caso

especifico do contato da superficies em R?® com planos, esferas e retas.

2.1 Contato

René Thom defendia a ideia de que a geometria diferencial de uma subvariedade regular pode
ser estudada por meio do seu contato com objetos modelo, tipicamente subvariedades dotadas
de geometria simples, como aquelas de curvatura constante. Essa perspectiva encontra uma
motivagao classica no estudo da geometria de curvas planas: inflexdes e vértices, por exemplo,
podem ser caracterizados em termos do contato da curva com retas e circulos, respectivamente.

Antes de enunciarmos resultados gerais sobre o contato entre subvariedades, é conveniente
compreender de forma intuitiva como a Teoria das Singularidades permite descrever a geometria
diferencial de curvas no plano R? a partir do seu contato com familias de retas e circulos.
Esse ponto de vista fornece um modelo conceitual simples, mas extremamente rico, que sera
generalizado posteriormente para subvariedades de dimensao maior.

Nesta se¢ao, baseamo-nos principalmente nas referéncias [4], [5] e [25]. Assumimos conhecidos
os resultados clédssicos da geometria diferencial de curvas planas, cujos detalhes podem ser
encontrados, por exemplo, em [9] e [10].

Seja v : I — R? uma curva regular parametrizada e considere um objeto geométrico N no

plano. Para tratarmos este objeto analiticamente, o definimos implicitamente como o conjunto
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de nivel zero de uma funcao suave F' : R? — R, isto é:
N = F(0) = {p € R | F(p) = 0}. (2.1)

Para assegurar que N seja, de fato, uma curva regular, assumimos que 0 é um valor regular de
F.

Definimos entao a fungao de contato g : I — R pela composicao

9(t) = F(1(1))- (2.2)

Os zeros e as derivadas de g em um ponto t, revelam a natureza do contato. Diz-se que a curva

v e 0 objeto F~1(0) possuem contato de ordem k em ¢, se

g(to) =g'(te) =+ =g% V(tg) =0 e ¢¥(t) #£0. (2.3)

Sob a 6tica da Teoria de Singularidades, isso é equivalente a afirmar que se considerarmos g um
germe de fungao teremos que ele possui uma singularidade do tipo Ag_; em t.

Quanto maior o valor de k, “mais intimo” é o contato geométrico entre a curva e o objeto
modelo N.

Considere a seguinte fungao suave F; : R* — R definida por, F;(x) = [|x — u||* — |lu — p]|?,

em que u,p € R2. Utilizando agora as defini¢oes anteriores, temos
I —ull* = [lu = pl* =0 <= |x —ul|* = Ju—p|*
Escrevendo as coordenadas x = (z,y) e u = (uy, uz), obtemos
(& —w)® + (y — u)* = [lu— p|”.
Geometricamente, o conjunto
Fy(0) = {(z,9) e R | (z —w1)* + (y — u2)” = [Ju — p||*}

representa uma circunferéncia no plano, centrada em u e com raio r = ||u — pl|, que passa pelo
ponto p.
Agora, considere a fungao suave Fy : R? — R definida por Fy(x) = (x — p,u), em que

u,p € R%. Utilizando agora as definicoes anteriores, temos
(x—pu)y=0 <= (x—p) Lu
Sejam x = (x,y), u = (ug,uz) e p= (p1,p2). Desenvolvendo o produto interno, tem-se
(@ =p1,y = p2), (u1,u2)) =0 <= wi(z —p1) +uz(y —p2) =0

= WT + Uy = U1y + U2P2.
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Logo, o conjunto

Fy1(0) = {x e R?| {x —p,u) = 0}

descreve uma reta que passa pelo ponto p e é perpendicular ao vetor normal .
Observa-se que as fungoes Fi e F; utilizadas como exemplo foram escolhidas de forma nao

arbitraria, pois descrevem, respectivamente, o contato de curvas com circulos e retas.

Definigao 2.1. Considere as condigoes descritas acima, onde o objeto F~1(0) €, respectivamente,

um circulo ou uma reta. Definem-se os sequintes pontos especiais na geometria de curvas planas:

(1) Diz-se que um ponto p = y(ty) € um vértice da curva v se existe um circulo com contato
de ordem k > 4 com a curva em ty. Se a ordem de contato for exatamente k = 4, o vértice

¢ denominado ordinéario.

(11) Diz-se que um ponto p = y(ty) € um ponto de inflexao da curva vy se a reta tangente
possui contato de ordem k > 3 com a curva em ty. Se a ordem de contato for exatamente

k =3, a inflexdio € denominada ordinaria.

A seguir ilustraremos como a variacao dos parametros da curva altera a ordem de contato,

permitindo identificar a existéncia de pontos de inflexao.

Exemplo 2.2. Considere a curva reqular v : I — R? dada por v(t) = (t,t*), onde k > 2 é um
numero inteiro. Iremos fazer uma breve andlise do contato desta curva com suas retas tangentes,
distinguindo o comportamento na origem do comportamento em um ponto genérico.

Na origem, ou seja, quando ty = 0, a reta tangente a curva, coincide com o eizo x, o qual

pode ser descrito como o conjunto de nivel zero da fungdao projecao F(x,y) =1y. Assim,
F7H(0) = {(z,y) € R* | y = 0}

descreve tal reta. A funcdo de contato correspondente € g(t) = F(y(t)) = F(t,t*) = t*.
Analisando as derivadas de g em t = 0, observa-se que g(0) = ¢'(0) = --- = g*D(0) =0 e

g®¥(0) = k! # 0. Portanto, a ordem de contato é exatamente k.

1. Se k =2, a curva é uma pardbola e o contato é de ordem 2. Se g for um germe, entao

podemos dizer que g tem uma singularidade do tipo A;.

2. Se k=3, o contato € de ordem 3. Pela Defini¢ao 2.1, a origem é um ponto de inflexao
ordindria. Neste caso, no contexto da Teoria de Singularidades, g tem uma singularidade

do tipo A,.
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Agora, para analisar o contato em ty # 0, primeiramente € necessdrio determinar a equagao
da reta tangente. A curva € o grdfico de h(t) = t*. O coeficiente angular da reta em ty €

m = h'(ty) = kth . A equagio da reta tangente que passa pelo ponto (to,tk) € dada por
y—th =kty H(x —ty) <= y—ktbi 'z + (k- 1ty =0.

Se definirmos a fungio F : R? — R associada a esta reta por F(x,y) =y — ktt ‘o + (k — 1)tk
a funcgio de contato g(t) = F(vy(t)) torna-se, g(t) = t* — ktg 't 4 (k — 1)tk

Calculando as derivadas em relacao a t, obtemos:

g (t) = kt" 1 — btk

g'(t) = k(k — 1)t" 2
Awaliando no ponto de contato ty:
1. g(to) =0 e ¢'(ty) =0 (tangéncia).
2. ¢"(to) = k(k — )t 2.

Como assumimos k > 2 ety # 0, seque que g(to) = ¢'(to) = 0 mas ¢"(ty) # 0.

Portanto, a curva y(t) = (t,t*) possui contato de ordem 2 com suas retas tangentes em
todos os pontost # 0. Jd no pontot =0 ele € o unico ponto da geometria da curva que € de
inflexao ordindria se, e somente se, k = 3. Em outras palavras, o contato da curva com sua reta
tangente acontece no ponto de inflexao ordindrio se, e somente se, a singularidade da func¢ao de

contato g € As.

Observagao 2.3. Uma andlise similar pode ser feita ao se estudar o contato da curva y(t) =
(t,t*) com circulos. Neste caso, é possivel garantir que o contato desta curva com circulos
acontece no ponto de vértice ordindrio se, e somente se, a singularidade da funcao de contato g

¢ Ay. Para mais detalhes, veja [4, 5, 25].

Neste sentido, as propriedades geométricas de uma curva podem ser detectadas pelas
singularidades da funcao de contato g. Sendo assim, estendemos a nocao de contato previamente
explorada para curvas planas e definimos o contato entre duas subvariedades de uma variedade

de dimensao n.

Definicao 2.4 ([17], [18|). Sejam M;, N;, para i = 1,2, subvariedades de R™ com dim(M;) =

dim(Msy) = m e dim(Ny) = dim(Ny) = d. Dizemos que o contato de My e Ny em y; € do mesmo
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tipo que o contato de My e Ny em yo se existe um germe de difeomorfismo ® : (R™, y;) — (R", ys)
tal que:

q)(M1> = M2 (& (I)(Nl) = NQ.
Neste caso, denotamos a igualdade dos tipos de contato por K(My, Ny;y1) = K(Ma, Na;ys).

A nogao de contato estabelecida na definigao anterior é de natureza local. Consequentemente,
o espago ambiente R™ pode ser substituido por qualquer variedade suave Z sem perda de
generalidade. Embora geometricamente faga sentido, nao fornece um método para o célculo
e classificacao dos tipos de contato. Para viabilizar a aplicagao das ferramentas da Teoria de
Singularidades, adotamos uma abordagem analitica andloga a utilizada para curvas planas.

Uma subvariedade M C R" seja dada localmente como a imagem de um germe de imersao
g: (Uzx) — (R*,0), onde U é um aberto de R™. Outra subvariedade N C R" seja dada
localmente como o conjunto de nivel zero de um germe de submersao f : (R*,0) — (R¥,0). Isto
¢, N = f~1(0). Dizemos, neste caso, que f define N.

Consideramos o germe da aplicacdo composta fog em z, onde g(x) =y € f~1(0), a natureza
do contato entre M e N é revelada pela analise das K-singularidades deste mapa composto,

conforme apresentado na Figura 2.1.

Defini¢ao 2.5. O germe de aplicagio composta fog: (U,z) — (R¥,0) é denominado germe da

aplicacao de contato.

Figura 2.1: Diagrama da aplicagao de contato F' = f o g entre uma subvariedade imersa g(M) e

uma subvariedade modelo f~!(0) em R™.

Rn

I

gm

F

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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E natural questionar se a definicio do tipo de contato depende das escolhas particulares feitas
para representar as subvariedades. Como, por exemplo, diferentes escolhas de imersoes para M
e/ou submersoes para N levam a germes de aplicagdo de contato K-equivalentes? A definigao é
simétrica? Ou seja, poderiamos ter escolhido imergir N e definir M implicitamente por uma
submersao? Segundo Montaldi [18], obtemos uma resposta positiva para ambas as questoes. A

independéncia das representagoes e a simetria do contato sao garantidas pelo seguinte resultado.

Lema 2.6 (Lema da simetria [18]). Sejam M e N germes de subvariedades de R™ na origem.

Considere:
(1) g: (M,x9) — (R",0) e g: (N,0) = (R",0) germes de imersao;
(i) f: (R™0) — (R¥,0) e f: (R", 0) — (R*¥2,0) germes de submersdo;

de modo que M e N sejam definidos implicitamente por M = f=1(0) e N = f~(0). Se ky > ki,

entao o germe da aplicacao de contato f o g é K-equivalente a uma suspensao trivial de f o g

por RF2=F1,

O Lema 2.6 estabelece que a natureza do contato ¢, essencialmente, simétrica. O fato de fog
ser uma suspensao de f o g significa que as singularidades sao do mesmo tipo estével. No nosso
caso, se tivermos duas superficies em R?, analisar o contato da superficie M sobre a superficie
N fornece a mesma informacao geométrica que analisar a superficie N sobre a superficie M.

A classe de contato entre duas subvariedades de R™ é determinada pelas K-singularidades

do germe da aplicacao de contato f o g, conforme garante o teorema a seguir.

Teorema 2.7 ([18, p. 195]). Sejam g;: (M;,x;) — (R™,0) germes de imersoes e f;: (R",0) —

(R"=4,0) germes de submersées, tais que N; = f;*(0), para i =1,2. Entdo,
KMy, Nisy1) = K(Ma, Najya) <= fiog1 ~x f20 9o

Claramente, dado um par de variedades M e N, existem diversas maneiras de escolher um
germe de imersao g e um germe de submersao f tais que f o g seja um germe de aplicacao de
contato entre M e N. A proposi¢ao a seguir garante que a K-equivaléncia de um germe de
aplicacao de contato entre M e N nao depende das aplicagoes g e f escolhidas, mas apenas das

proprias subvariedades.

Proposigao 2.8 (|18, p. 196]). Dado qualquer par de germes de subvariedades em R™, a K-classe
da aplicagao de contato depende somente dos germes das subvariedades e nao da escolha da

aplicacao de contato.
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No caso do contato entre uma superficie em R3 e uma familia de superficies, é possivel
apresentar um resultado analogo ao Teorema, 2.7, formulado em termos da R*-equivaléncia.

Seja f: (R, 0) — (R,0) um germe de submersio e denotemos por F; a familia de superficies
Ny = {705 ce (RO}

Sejam M; superficies suaves em R? e g;: (R? x;) — (R3,y;) germes de imersoes tais que
gi(R?, z;) = M;, para i = 1,2. Sejam ainda f;: (R3,y;) — (R,0) germes de submersoes, i = 1, 2.
Dizemos que o contato entre M; e a familia Ny, em y; ¢ do mesmo tipo que o contato entre
M, e a familia Ny, em ys se existe um germe de difeomorfismo @: (R3 y;) — (R?, yo) tal que
®(M;) = My e ®(Ny(c)) = Ny(c), onde N;(c) = f;*(c), para todo c € (R,0) e i = 1,2. Nesse
caso, denotamos

’C(Mb Nf17 yl) = IC(M27 Nf27 1/2)
Proposicao 2.9 (|13, p. 80]). Com as notacdes acima, tem-se
K(My, Nysy1) = K(My, Nypysy2) <= fiog1 ~r+ fa0go.

A seguir, mostraremos que duas subvariedades de R™ sao transversais se, e somente se, a
aplicagao de contato associada é regular. Em particular, se dois pares de variedades (M7, Ny)
e (Ms, Ny), com dim(M;) = dim(M;) e dim(N;) = dim(N3), sdo ambos transversais, entao as
aplicacoes de contato correspondentes sao regulares e, consequentemente, o tipo de contato
entre os pares ¢ o mesmo.

Mas antes precisamos definir transversalidade.

Definigao 2.10. Sejam M uwma variedade diferencidvel, f: (M,z) — (R",y) um germe de
aplicacao diferencidvel e N uma subvariedade de R™. Dizemos que f € transversal a N em x,

e denotamos por f M N em x, se ocorre uma das sequintes situagoes:
(i) f(z) & N; ou
(it) f(x) € N e TyyN +dfo(T,M) = R".

Dizemos ainda que duas subvariedades diferencidveis M e N de R"™ sao transversais em x

quando consideramos f como sendo a aplicagao inclusao, isto €, quando
T.M +T,N =R".

Exemplo 2.11. Sejam M o plano xy (z = 0) e N o eizo z (x =y = 0). Ambas sao subvariedades

de R® que se interceptam na origem p = (0,0,0). Seus espacos tangentes em p sao dados por:
T,M = (e1,e2) e T,N = (e3),
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onde {e1,es,e3} € a base canodnica de R3. Como a soma T,M + T,N gera todo o R3, as

subvariedades sao transversais em p.

Observacao 2.12. Sejam M e N subvariedades de R™, onde M é m-dimensional, dada por
uma imersao g: (M,z) — (R™,0), e N é a imagem inversa de 0 (valor regular) de um germe de

submersao f: (R",0) — (R" 0). Entio M e N sdio transversais em 0 se, e somente se,
m+d>n

e a aplicacdo de contato F' = f o g € reqular em x.

Note que se m + d > n pode-se ter que M e N nao sao transversais em 0 se, e somente se, a

aplicacao de contato F' = f o g é singular em z.

2.2 Genericidade

Um conceito que acompanhara o estudo do contato nos préximos capitulos é o de generici-
dade. Intuitivamente, afirmar que uma propriedade de um conjunto de objetos matematicos é
genérica significa dizer que “quase todos” os objetos desse conjunto satisfazem tal propriedade.
Para tratar essa nogao com rigor, é necessario estabelecer uma estrutura topolégica adequada no
espaco das fungoes consideradas. Vale destacar que iremos simplesmente introduzir o conceito
e nao explora-lo com detalhes. Para a analise detalhada dos conceitos recomendamos ver o
Capitulo 4 de [13].

Seja C*°(R™, R™) o espago das aplica¢oes suaves de R™ em R™. A topologia utilizada para
definir propriedades genéricas neste espaco é a topologia C'*° de Whitney. A construcao desta
topologia baseia-se nos espagos de jatos.

Dados p € R", ¢ € R™ e um inteiro nio negativo k, denota-se por J*(n,m),, o conjunto dos
k-jatos de germes de aplicagoes de (R",p) em (R™, ¢q). O espago dos k-jatos é a unido destes
conjuntos para todos os pares (p, q), denotado por J*(n,m), que possui estrutura de variedade

diferenciavel. A base para a topologia C* de Whitney é formada por conjuntos da forma
M(U) = {f € C*([R",R™) | j*f(R") C U},

onde U é um aberto de J*(n,m). A topologia C*° de Whitney ¢é entao obtida como o limite
indutivo das topologias C*.
Com essa estrutura estabelecida, podemos definir o conceito de genericidade para qualquer

subespaco de aplicagoes suaves dotado desta topologia.
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Definigao 2.13. Seja A um subespago de C*(R",R™) munido da topologia de Whitney.

(1) Um subconjunto S C A é dito residual se for a interse¢io enumerdvel de subconjuntos

abertos e densos em A.

(11) Uma propriedade P € dita genérica em A se o conjunto das aplica¢oes que a satisfazem

contém um subconjunto residual de A.

Como o espago C*°(R",R™) com a topologia de Whitney é um espago de Baire, todo
subconjunto residual é denso. Portanto, se uma propriedade é genérica, ela é valida para um
conjunto denso de fungoes, o que justifica a intuicao de que ela vale para “quase todas” as

fungoes: qualquer funcao pode ser arbitrariamente aproximada por uma funcao genérica.

Definicao 2.14. Uma aplicagao suave f: M — N é uma tmersao se, para cada ponto p € M,
a derivada df, : T,M — Ty N € injetora. Denotamos por Imm(M,N) o conjunto de todas as

1mersoes de M em N.

Dizemos que uma imersao f € Imm(M, N) é genérica se ela satisfaz uma propriedade P que
seja genérica no espago Imm(M, N), ou seja, se f pertence ao subconjunto residual associado a
P.

A seguir, enunciaremos os teoremas de transversalidade, que constituem as principais
ferramentas para demonstrar que determinadas condigoes geométricas genéricas (as quais podem
ser traduzidas em termos de condigoes de transversalidade em espagos de jatos), sdo satisfeitas

por um subconjunto residual e, portanto, denso de aplicacoes.

Teorema 2.15 (Transversalidade de Thom [13, p. 81]). Sejam M =R", N =R™ ¢ W uma

subvariedade fechada de J*(n,m). Considere o conjunto
Tw ={f€C®M,N); j* fhWw}.
Entao Tw € um subconjunto residual de C*(M, N) munido da topologia C* de Whitney.

Enunciaremos agora um teorema devido a James Montaldi, que constitui um dos resultados

mais eficazes em teoria da transversalidade (ou genericidade).

Teorema 2.16 ([17]). Sejam X, Y, Z e U variedades diferencidveis suaves e seja G um dos
grupos de Mather. Seja F':'Y x U — Z uma aplicacao diferencidvel. Dada uma aplicagao

g: X =Y, define-se a aplicacao composta
F,: X xU— Z, Fy(xz,u) = F(g9(z),u).
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Suponha que F seja uma aplicacao localmente G-versal e seja S uma subvariedade G*) -invariante

de J¥(X,Z). Entdo, para um conjunto residual de imersoes X — Y, a aplicagdo de k-jatos
G X x U — J¥X, Z)

€ transversal a S, onde o indice 1 indica que estamos considerando os k-jatos em relacao a

primeira varidvel x.

Esses resultados juntamente com aqueles da vistos na subse¢ao anterior sao aplicados da
seguinte maneira. Consideramos o contato de uma superficie suave M imersa em R?® com
familias de subvariedades modelo (por exemplo, planos, esferas e retas) e apresentaremos que
esse contato é genérico para um subconjunto residual das imersoes de M em R3.

Seja B uma variedade diferenciavel de dimensao d e considere F' : R? x B — R* uma familia

diferenciavel de submersoes que define as subvariedades modelo, (retas, planos e esferas,) isto é,
N, = F;7(0), beB.

Seja ainda

®,: M x B— RF
a aplicagao composta dada por &, = F o g, onde g : M — R? é uma imersio de M em R3. Para
cada parametro fixo b € B, a aplicacao ®,(-,b) mede o contato local entre a superficie M e a
subvariedade modelo N, no ponto considerado.

As propriedades que caracterizam uma imersao genérica sao descritas em termos da k.-
versalidade da familia ®,. Mais precisamente, dizemos que a imersdo g é genérica (com respeito
aos seus contatos com a familia de subvariedades modelo) se a familia @, é IC.-versal. Recorde-se
que um desdobramento versal de um germe de aplicagao fornece um modelo local para todas
as singularidades que podem surgir sob pequenas perturbagoes do germe. Em particular, a
Ke-versalidade de ®, garante que todos os tipos possiveis de contato local entre M e os elementos

da familia (Ny)sep sao descritos por essa aplicagao.

Observacao 2.17. Em diwersas situacoes da geometria diferencial, no entanto, pode ser
necessdrio considerar relacoes de equivaléncia mais refinadas do que a equivaléncia de contato,
ou seja, podemos trocar o grupo. Isso ocorre, por exemplo, quando o interesse geométrico envolve
nao apenas o contato de M com Fb_l(O), mas também com conjuntos de nivel proximos de F.
Nesses casos, quando a dimensao do contradominio é maior que 1, utilizamos a equivaléncia A
(ou A.) da aplicacao composta ®y4, e a RY-equivaléncia quando a dimensao do contradominio
€ igual a 1. Se dois germes de aplicagoes sio A-equivalentes (respectivamente, R -equivalentes),

entao as folheacoes definidas pelos seus conjuntos de nivel sao isomorfas.
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De modo geral, sendo G € {K, A, R"}, podemos entdo usar o termo imersao genérica com
respeito a G-equivaléncia quando a imersao g : M — R3 satisfaz que a aplicacao composta
correspondente @, & G -versal.

No proximo capitulo, construiremos familias de fungoes F', denominadas familias de fungoes
altura, de distancia ao quadrado e de projegoes ortogonais. O estudo das singularidades da
aplicacao @, associada a essas familias permitird garantir propriedades geométricas da superficie
genérica M imersa em R3. Em termos geométricos, tais familias descrevem, respectivamente, o

contato da superficie com planos, esferas e retas.
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Capitulo 3

O contato entre superficies em R>

Dedicamos este capitulo ao principal objetivo deste trabalho, aplicar a teoria apresentada nos
capitulos anteriores ao contexto especifico de superficies imersas em R?, tendo como referéncia
principal [13]. Focaremos nossa analise nas trés familias de func¢oes auxiliares: altura, distancia
ao quadrado e projecao ortogonal que por meio de suas singularidades mostram o tipo de contato
que a superficie tem com planos, esferas e retas, respectivamente.

Veremos que, ao estudarmos as singularidades destas familias de fungoes, surgem as chamadas
caracteristicas robustas na superficie em R?, isto ¢, propriedades que se mantém mesmo
quando a superficie sofre pequenas pertubagoes. Essas caracteristicas consistem em curvas e
pontos especiais na superficie. De fato, veremos que as curvas parabolicas emergem do estudo
das singularidades da funcdo altura (contato com planos), as ridges surgem das singularidades
da fun¢ao distancia ao quadrado (contato com esferas) e as curvas flecnodais originam-se das
singularidades da projegao ortogonal (contato com retas). Ao longo deste capitulo, detalharemos

a classificacao dessas singularidades e as propriedades geométricas destas curvas.

3.1 Contato com planos

Um plano em R? é determinado de maneira tnica por um vetor unitario u € R? e um escalar

r € R. Se denotarmos por H(u,r) tal plano, entao
H(u,r) = {y € Rs ’ <y7u> _T:O}

Assim podemos ter uma familia de planos que pode ser escrita como

H:R3x S? xR — R,

co1m

H(y,u,r) = (y,u) —r. (3.1)
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onde S? denota a esfera unitaria em R3.
A familia H é chamada de familia estendida de fungdes altura (universal). Neste caso,

a variedade B da Secdo 2.2 é dada por S? x R, e a funcao

h(uﬂ”) R — R, h(u,r)(y) = ﬂ(ya u, T’),

é claramente uma submersao para todo (u,r) € S? x R. A fibra nula dessa fungdo coincide
precisamente com o plano H (v, r).

Estamos interessados no contato da superficie com familias de planos paralelos. Por esse
motivo, consideramos ainda a familia de fungoes altura (universal) H : R3 x S? — R,

definida por
H(y,u) = (y,u).

Dada uma imersao g : M — R? de uma superficie M em R3, consideramos a familia de

funcoes altura H : M x S? — R definida por

H(p,u) = H(g(p),u) = (9(p),v). (3.2)

A familia estendida de funcées altura H : M x 52 x R — R em M & entdo definida

por

H(pa u, T) = H(g(p)7 u, T) = <g(p>7 11> - T
Para u fixado, denotamos por h, : M — R a funcao dada por

hu(p) = H(p, ).

De acordo com o Teorema 2.7, o contato de g(M) com a familia de planos paralelos determinada
por u € S? é medido pelas K-singularidades da funcao hy,.

Seguem dos comentarios finais da Segao 2.2 os seguintes resultados:

Teorema 3.1 ([13, p. 88|). Para um conjunto aberto e denso de imersoes de uma superficie M

em R3, a familia H (respectivamente, H ) € localmente Ko-versal (respectivamente, R+ -versal).
Recordemos que as singularidades dos tipos A, foram introduzidas na Tabela 1.1.

Teorema 3.2 ([13, p. 89]). Seja M = g(U) C R? uma superficie reqular dada por uma imersao

genérica. Entao, as K-singularidades da funcao altura hy sao dos tipos Ay, com k =1,2,3.

Seja X : U — R? uma parametrizacdo de M. O seguinte teorema estabelece as propriedades

genéricas dessas funcgoes:
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Teorema 3.3 (|13, p. 147|). Eziste um conjunto aberto e denso Oy de imersoes proprias
X : U — R? tal que, para qualquer X € Oy, a superficie M = X(U) possui as sequintes
propriedades. Para qualqguer u € S?, a funcao altura hy ao longo da direcao normal u em
qualquer ponto p de M possui apenas singularidades locais dos tipos Ay, Ay ou Az, as quais sao

R T -versalmente desdobradas pela familia H.

Uma superficie é chamada (localmente) de genérica para a funcgao altura se uma de suas

parametrizagoes locais pertencer ao conjunto O;.
Proposicao 3.4. hy € singular em p se, e somente se, u L T,M.

Demonstragao. Seja (x,y) um sistema de coordenadas locais em U tal que X (z,y) parametriza

M em uma vizinhanca de p. O plano tangente 7,,M ¢é gerado pelos vetores tangentes:

_ 09X
Oz

X

€ y—a—y.

Xz

Um ponto p é singular para a fungao h, se a diferencial de h, em p é nula, isto &, dhy(p) = 0.

Calculando as derivadas parciais de hy(z,y) = (X (z,y), u), obtemos:

Ohy O B Ohy _ 0 _
%—£<X;u>_<anu>7 ay _ay<X’u>_<Xy7u>

Portanto, p é um ponto singular se, e somente se, (X,,u) =0 e (X,,u) = 0. Como {X,, X,}
constitui uma base para o plano tangente 7),M, o fato de u ser ortogonal a ambos os vetores da

base implica que u ¢ ortogonal a todo vetor em 7, M. Concluimos o desejado. O]

Nosso objetivo, ao considerarmos M na forma de Monge z = f(x,y), é obter condigbes sobre
os coeficientes da expansao de Taylor de f que garantam a ocorréncia de um determinado tipo
de singularidade na funcao altura de M na direcao normal ug, bem como assegurar que H seja
versal. A partir dessas condic¢oes algébricas, podemos extrair informagcoes geométricas relevantes

sobre a superficie.

Pela Proposicao 3.4 e teorema anterior, podemos tomar uma dire¢dao ug normal ao plano
tangente T,M e analisar as singularidades da familia H em dire¢oes proximas de wuy. Para
isso, tomemos M parametrizada na forma de Monge z = f(x,y) como em (1.2) e ug = (0,0, 1).
Parametrizamos um vetor de direcao u proximo de ug como

(a,b,1)

u =
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Desconsiderando o fator de normalizacao (pois ele nao altera os pontos criticos) de H, obtemos

que a familia de funcoes altura pode ser dada por

H(x,y,a,b,1) = ((,y, f(2,9)), (a,b,1)) = ax + by + f(x,y).

Denotando h,p)(,y) = H(x,y,a,b,1), temos que a diregao normal uy = (0,0, 1) corresponde
aos parametros (a,b) = (0,0). Nesse caso, a func¢ao altura coincide com a prépria fun¢ao f da

forma de Monge, isto é,

huo(x7y> - h(o@)(I,g) - f(x,y)

Observacao 3.5. Segue da Proposicao 3.4 que a fungio hqyy € singular na origem (z,y) = (0,0)

se, e somente se, (a,b) = (0,0).

Proposigao 3.6. Nas condicoes acima, a funcdo altura hoy(x,y) = f(z,y) possui as sequintes

singularidades na origem:
. 2 .
(’L) Al < 4dagpage — aijy 7A 0,
(ii)A <~— 4 —a? =0 e 8a — 4a? + 2 2 — a3 #0;
2 Q20002 — A7; = U € SAypA03 Apt11A12 Q20077 G21 — A77430 ’
(ZZZ)A <~ 4 —a? =0, 8a3 — 4a? + 2 2 — a3 =0
3 20002 — A77 = U, 009,003 A9pA11012 G20G71021 — A71a30 = U €
5 2 4 3
64 Qp4Q9 + (-32 a11a13 — 16 (112) 50 + 16 a1 (CLHCLQQ + 2 algagl) (I5%)

2 2\ 2 3 4 2
— 8afy (an1as + 3arzasy + 2a3,) a3y + 4af; (ar1a0 + 6 anasy) az — 9ajyagy # 0.

Além disso, a familia de fungoes altura H(x,y,a,b) = ax + by + f(z,y) € um desdobramento

Rt -versal das singularidades Ay (k =1,2,3) se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
Aq: Sempre;
Ay Sempre;
Asz: 3agiagz — a3y # 0.
Demonstragao. (i) Para h(q) ter uma singularidade A; precisamos analisar o seu 2-jato
th(o,o) = a0’ + anzy + agy’.

Considerando, sem perda de generalidade que asg # 0 conseguimos eliminar o termo misto xy

realizando uma mudanca linear na fonte dada por

_ a1 _
T x——1 Y —y.
2a90
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Se ainda mantermos a mesma notacao das varidveis x e y ao invés de usar T e y obtemos que

2
' a
7*h) ~re axnz’ + (CLOQ - 1L ) Y.
4&20

Chamando o coeficiente da varidvel y* de Cy, = daggapy — a3y, temos que, se Ca, # 0, entdo
a funcao h(gp) ¢ 2-determinada e, consequentemente, apresenta uma singularidade do tipo A,
(Morse).

(1) Assumimos agora que Cy, = 0 iremos analisar o 3-jato de h(o) utilizando a mudanca

2
an
dagg ”

que ja foi realizada no item anterior. Como asg # 0 podemos isolar ags e obter que agy =
Substituimos este valor em Ao e realizando a seguinte mudanca de coordenadas para eliminar

os termos ordem 3 mistos envolvendo a varidvel z:

aa2
(am_%M)gjy 1 (am_m_kﬁ% 2

a20 a20 aso

1 (I30$2
-5 y—y

T

1
2 a0 5 a0 2 20

obtemos, ainda mantendo a notagao com as variaveis x e y, que

3 2 2 3

‘?’h 2 8@206L03 — 4&200,11&12 + 2a20a11a21 — a71G30 3

J7h0,0) ~RrG) Q0T + 3 Y.
8asg

Denotando o coeficiente de y* por Cy, = 8a%0a03 — 4a§0a11a12 + 2a90a%,a91 — a3 azp, segue que

se Cay =0eCa, #0,0 j°h() ¢ 3-determinado e, assim, a singularidade ¢ do tipo A,.

(77i) Por fim, assumimos agora que Cy, = Cs, = 0 temos que

Qo3 = 3 .

2 2
1 a1y (a3;a30 — 2 arnaspas + 4 a2a3;)
8 s

Substituindo tal condigao em Aoy precisamos analisar o 4-jato de h( ) de maneira analoga aos

itens anteriores. Sendo assim, iremos obter, ap6s uma mudanca de coordenadas na fonte, que

Ca

-4 2 3 4
ho0) ~r@ 20> + :
J No,0) ~r G20 <61 30) Y

em que

CA3 = 64 (104(120 + (—32 aj a1z — ]_6 CL%Q) CL;LO —+ 16 a1 (a11a22 + 2 CL126L21) a%O

2 2\ 2 3 4 2
—8ai, (ar1a31 + 3araasy + 2a3,) a3y + 4 afy (a11a40 + 6 asiaszy) asy — 9 aj, a3

Logo, se Ca, # 0, 0 j*h() ¢ 4-determinado e, assim, temos uma singularidade A;.
Com o objetivo de provar a versalidade, consideramos a familia de fungoes altura H :
R? x R? — R, definida por H(z,y,a,b) = ax + by + f(z,y). Recordemos que pelo Teorema 1.31

H é um desdobramento R*-versal de f se, e somente se,
LR f+R{1, Hy, Hy} = &,
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onde

) H . H
m=2 . g2
da 0.0) ob 0.0)

Caso A;: A singularidade A; é 2-R-determinada, isto é, M3 C LR - f (Proposicao 1.17).

Entao, para que H seja um desdobramento R*-versal, é suficiente mostrar que
FHLR. - f+R-{1,H,, Hy}) = J*(2,1).

Consideramos J%(2,1) como um R-espago vetorial com base {1, z,y, 2% vy, y*}. Para mostrar
que a igualdade acima vale, basta mostrar que os elementos da base de J?(2,1) pertencem a
(LR - f + R - {1, Hy, H,}). Claramente, 1, z = H,(z,y) e y = Hy(x,y) pertencem a este
conjunto. Deste ponto em diante, todas as verificagoes de versalidade seguirao este mesmo
padrao.

Considere o espaco tangente estendido LR, - f. E claro que os termos lineares z e y pertencem

a este espaco. Derivando f, obtemos
jz(fx) = 2&201‘ + ay + 3&30[E2 + 2a21xy + a12y2 + 0(3),
j2(fy) = anx + 2a0y + a012? + 2a102y + 3agsy® + 0(3).

Agora para obtermos os termos de grau 2, defina vy, v5, da seguinte forma:

v = jQ(yf:c) = y(2a207 + a11y) = 2azry + CL11?/2,

Vg = ]2(yfy> = y(aux + 2a02y) =anry + 2a02y2-

Podemos expressar estes vetores matricialmente em relagao a base {zy,y*} como

onde a matriz de coeficientes A é dada por

2az0 a1

A:

ann 2apy

O determinante de A ¢ det(A) = 4asgags —a3,. Por hipotese, f possui uma singularidade do tipo
Ay, logo det(A) # 0, o que implica que A é invertivel. Portanto, podemos isolar os monémios

da base

Isso demonstra que xy, y* € j2(LR.- f), em que j2(LR.- f) denota o espago dos 2-jatos associado

ao espaco tangente da orbita estendida de f.
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Finalmente, para o termo z?, consideramos a expressao j%(z f)
73 (@ fs) = #(2az0z + any) = 2ax0z* + anwy.

Isolando 22, obtemos
1
2

= S (j2<l’fm> — auxy) :

T

Visto que j*(zf,) € j2(LR. - f) por definigdo, asy # 0, e 2y € j2(LR. - f) conforme mostrado
anteriormente, conclui-se que 2% € j2(LR. - f). Deste modo, todos os monoémios de grau 2 estao

contidos no espaco tangente. Mostrando que H é sempre um desdobramento R*-versal no caso
Aj.

Caso A,: Uma singularidade A, é 3-R-determinada. Logo, basta verificar
FULR. - f+R-{1, Hy, Hy}) = J3(2,1).

Desejamos obter os monémios ctibicos {23, 2%y, zy?, y>}. Vamos construir vetores que gerem

essa base. Utilizamos as seguintes multiplica¢oes algébricas de f,

v, = j3(a:2fx) = 2a902° + a12%y,
Vg = j3($yfx) = 2@20$29 + all$y2>
vy = 5 (Y2 f2) = 2a907y® + any®.

Para o quarto vetor, precisamos realizar uma manipulacao diferente, entao definimos

vy = y(2a90 fy — a1 fz)-

Verifiquemos que a parte linear da expressao entre parénteses se anula. Substituindo os

1-jatos de f; e fy:

j1(2a20fy - allfa:) = 2a20(a11$ + 26!029) - a11(2a20x + any)
= (2@20@11 — 2@20@11)1’ + (4@20@02 — a%l)y

=0-240-y=0.

O termo em x cancela-se. O termo em y corresponde ao determinante da matriz Hessiana na
origem, que é nulo pois, por hipdtese, a singularidade é do tipo A, .

Dessa forma, o termo de menor ordem da combinagao é quadratico. Expandindo os 2-jatos
de f; e fy,, temos:

72 (f2) = 3agox® + 2an1 2y + aray?,

32(f,) = anx® + 2a1wy + 3ap3y”.
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Substituindo e agrupando os termos em vy:
vy = (2a20a91 — 3a11a30)2°y + (dasoars — 2a11a21)xy” + (6aaes — ariaiz)y’.

Agora, escrevemos a matriz M dos coeficientes desses vetores na base

2a99 aiy 0 0
M — 0 2(120 a1 0
0 0 2a90 ai

0 2ag0a21 — 3ai1a30 4agxaiz — 2a11a21 6axaz — ajiaiz

Calculando o determinante de M, temos
det(M) = 6@20 (8a§’0a03 - 4a§0a11a12 + 2@20@%1(@1 - a:fla;;o) .

Pelas condigoes de definigao da singularidade As, temos asy # 0 e a expressao entre parénteses é

nao nula. Logo, det(M) # 0. Portanto
$37 xzya x?JZ, y3 € j3<LRe . f)

Agora, precisamos gerar os mondmios de garu 2 {z? ry,y*}. De forma andloga ao que
foi feito anteriormente, os dois primeiros vetores sao obtidos multiplicando f, por = e y, e

EeSCrevemos
uy = fA(xfe) = 2a907” + a2y,

2 _ 2
uy = f(yfa) = 2a20ry + any”.
Para o terceiro vetor, utilizamos a combinacao linear us = 2ag f, —a11 f. Como ja mostramos,

a parte linear desta expressao se anula
jl(U;J,) = 2&20(&111’ + 2a02y) — CLH(QCLQ()I’ + any) = 0.

Dessa forma, a expansao de uz comeca com termos quadraticos. Para calcula-los, considera-

mos os termos de grau 2 das expansoes de Taylor das derivadas parciais:

jQ(fx) = 3azor® + 2an 7y + a2y,
jQ(fy) = ag 2’ + 2a197Y + 3a03y2.

Substituindo essas expressoes na combinacao linear us = 2ag fy — a11 fy:

Uz = 2@20(&21%2 + 2@12Iy + 3a03y2) — a11(3a30x2 + 2@21$y + a12y2)

= (2a90a217° + dagpaiory + 6aaesy?) — (3aniaszpr® + 2a11a9:1 7Y + a11a12y?).
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Agrupando os termos semelhantes para os monomios x2, zy e y?, obtemos:

2 2
u3z = (2a20a91 — 3a11a30)x” + (4agaiz — 2ar1a21)xy + (6aza03 — a11012)y°.
Agora, organizamos os coeficientes desses vetores na base {z?, xy,y*} formando a matriz

2az0 aiy 0
A= 0 2a99 ail
2ag0a21 — 3airazy  4agpaiz — 2annazr  6azpaps — ajiaiz
Calculando o determinante de A, temos
det(A) = 24(13()@03 — 4a§0a11a12 — 8@3()@11@12 + 4@20@%10/21 -+ 2@20@%1(121 — 3Cl:{)1a30
= 24@%()&03 - 12@3()@11@12 + 6612061%1&21 - 3a?1a30
=3 (8613()&03 — 4a§0a11a12 + 2@20&%1(121 — a?la;;o) .
¢ a condi¢ao exata de nao-degenerescéncia ctbica para singularidades A,. Como estamos
no caso A,, essa expressao ¢ diferente de zero. Logo, det(My) # 0, o que implica que
22 2y, y? € 7*(LR. - f). Mostrando que H é sempre um desdobramento R*-versal no caso
As.
Caso Aj: Neste caso, considere as condigoes descritas em (i77). Como a singularidade Az é

4-R-determinada, logo precisamos mostrar que
J'(LRe - f+R(1,z,y,2%) = J(2,1).

Desejamos obter os monoémios de grau 4 {z*, 2%y, 22y? zy®,y*}. Construimos os primeiros

quatro vetores da base multiplicando f, pelos monoémios ctibicos apropriados

]4 dfx) = 2ag07" + ay7° Y,

i (x yfa:) = 2ax07%y + anr’y?,

J (xy fz) = 2a907%y* + anxy’,

(x
(
(
7Y f2) = 2a001y” + any’.

Para o quinto vetor, utilizamos a mesma estratégia de combinagao linear usada no caso A para

eliminar a parte linear, mas agora multiplicada por y? para atingir o grau 4. Definimos

Ws = 92(2G20fy - anfz).

Sabemos que a parte linear de (2asf, — a11f.) é nula devido a condigao 4agage — a3; = 0.
Logo, a expressao entre parénteses comecga com termos quadraticos. Substituindo os 2-jatos na

expressao de ws
Wy = ?JQ [(2a20a21 — 3&116l30)952 + (4agoar2 — 2a11a91) 2y + (6agpaps — a11a12)y2} .
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Distribuindo 3?2, obtemos
Ws = (2@20(121 - 3a11a30)x2y2 + (461206112 - 26111&21)35343 + (66120@03 - a11a12)y4-

Agora, montamos a matriz M dos coeficientes desses vetores na base {z*, 2%y, 2?y?, xy3, y*}

2a50 an 0 0 0
0 2ay aiy 0 0
M = 0 0 2a9 a 0
0 0 0 2az9 an
0 0 2agoaz — 3anazy 4azpaiz — 2a11a21 6agaes — a11a12

O determinante desta matriz é dado pela expressao fornecida na hipotese de nao-degenerescéncia

para As que é dada por

det(M) =64 a04ago + (—32 a11a13 — 16 (I%2> CLéO + 16 a1 (a11a22 + 2 CL126L21) ago

2 2\ 2 3 4 2
—8afy (ar1as1 + 3arsasy + 2a3,) ayy + 4afy (ar1a40 + 6 anasy) az — 9 afyad,.

Pela condigao de definigdo de singularidade Aj, essa expressao ¢ nao nula (det(M) # 0).
Portanto, a matriz é invertivel e todos os monoémios de grau 4 pertencem ao espago tangente
J 4(LR8 - f )

Agora precisamos gerar os monomios ctibicos {2y, zy?, y*}. Definimos os dois primeiros

vetores multiplicando f, por xy e 3%, escalados por 2as:
v = J°(2a90 - 2y f) = 4asoa’y + 2az0a117y°,
vy = j*(2a20 - Y* fa) = dadery® + 2az0a117°.

Para o terceiro vetor, recorremos & mesma estratégia de anulacao dos termos lineares. No
entanto, introduzimos o fator multiplicativo 2as, resultando em 2asg(2asg fy, —a11 f»). Realizando

a distributiva para cada monomio da base {z%y, zy*, y*}, obtemos os seguintes coeficientes:

Em .I'Qy : 2&20 (2@20(2@22) — a11(3a31)) = 8&306122 — 6@20@11@31;
em zy® : 2as0(2a0(3a13) — a11(2a2)) = 12a35a13 — dasgariazs;

em y3 . 20,20 (2&20(4&04) — au(alg)) = 16&%()@04 — 2&20&11&13.

Dessa forma, o vetor resultante é dado por:

vz = j° (2a20(2a00 f, — a11fz)) = (8a3pa22 — 6asayiaz )y

+ (12a§0a13 — 4(120(111@22)17y2 + (16a§0ao4 — 2(120(111&13>y3.

o1



Montamos a matriz M com estes vetores na base {x?y, zy? y3}:
2
4@20 2&20&11 0
M = 0 4&%0 2(120&11
2 2 2
Bajpazy — Gagoariazr 12a3pa13 — 4agoariage  16a50a04 — 2a20a11a13
Calculando o determinante desta matriz e simplificando a expressao algébrica, obtemos exata-

mente a condi¢ao para singularidades As:

det(M) =64 a04ago + (—32 ai1a13 — 16 CL%Q) CL%O + 16 ail (a11a22 + 2 algagl) CL%O
—8a, (a11a31 + 3aaszy + 2 agl) a5y + 4 a3, (ay1a40 + 6 agiasy) ag — 9 aj,az,.

Exatamente a condigao descrita em (i7i) da singularidade As;. Uma vez verificado que
det(M) # 0, garantimos que os monoémios {ny, xy?, y3} pertencem ao espago tangente.

Resta demonstrar a inclusao de z3. Para isso, consideramos o jato gerado por z2f,
3020\ 2 3 2
wo = 7°(27 f2) = 27 (2a907 + a11y) = 2a902° + a1 7Y,

Observe que wy pertence ao espacgo tangente por construcao. Além disso, acabamos de garantir

que o mondémio 2y também pertence a este espaco. Como agy # 0, podemos isolar 23
I3 = 2L ('U)O — CLHI‘Qy) .
Q20
Desta forma, concluimos que 23 € j3(LR. - f), completando assim todos os mondmios ciibicos
necessarios.
Vamos agora gerar os mondmios de grau 2. Veja que nao conseguimos gerar os monomios de

grau 2 sem uma condigao extra, por isso tome os seguintes vetores
up=2>=1-2>4+0-2y+0- 3>
uy = j*(f2) = 3azor” + 2aszy + a2y’
Uy = j2(fy) = a2 + 2a102y + 3agsy’.
Montando a matriz M dos coeficientes na base {z?, ry,y*} segue que
1 0 0
M =13a3 2ay an
az  2a12 3ap3
O determinante desta matriz ¢ det(M) = (6aziapz — 2a3,). Assim, a condi¢do necesséria para

gerar os mondmios de grau 2 é

2
3(121(103 — Q19 7é 0.

Portanto, a func¢ao altura H é um desdobramento R*-versal da singularidade A3 se, e somente

se 3ag agz — a3y # 0. O
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Até o momento, estabelecemos condigoes sobre os coeficientes da série de Taylor de f. O
proximo passo ¢é interpretar essas condi¢oes geometricamente. Veremos que a nao degenerescéncia
da singularidade A; corresponde & curvatura Gaussiana de M em p é nao nula, enquanto as

singularidades A, e Az correspondem aos pontos parabolicos.

Proposigao 3.7. Nas condigoes acima seja hy a fungao altura na diregao u. As singularidades

de hy em p classificam o ponto p da superficie M da sequinte forma:
(i) Af <= p é um ponto eliptico;

(11) A <= p € um ponto hiperbolico;

(i1i) Ase <= p € um ponto parabdlico.

Demonstragao. Seja a superficie M dada localmente, em torno da origem p = (0, 0,0), na forma
de Monge X (z,y) = (z,y, f(z,y)). Entao, X, = (1,0, f,), X, = (0,1, f,). Tomando u = N,
onde N é a dire¢do normal N(p) = (0,0, 1), temos hy(z,y) = (X (z,y), N). Logo,

Ohn

Sr = (X N) = (1,0, £),(0,0,1)) = f.
O

ay = <Xy,N> = <(0; 17fy)7 (0707 1)> = fy'

Derivando novamente,

Phy Phy Phy
8932 _fz:v 8x—ay—f;ry 8—y2_fyy

Logo, a Hessiana da fungao altura na dire¢ao normal é

fxw fa:y
fxy fyy

H(hy) =

que coincide com a Hessiana de f.

Por outro lado, j2f(z,y) = axr? + a1y + agey?® entao,

Jaa(P) = 200, fxy(p) = @11, fyy(P) = 2a2.

Assim,

2a30 an
H(hN) (p) = )
an  2ap
e det(Hess(hy)(p)) = 4agoags — a?y. Utilizando a Proposigao 1.2 a curvatura Gaussiana em p ¢

dado por
K(p) = (fxzfyy - x2y>(p) = 4agoagy — a%y
Como o ponto p pode ser classificado como eliptico, parabdlico ou hiperbélico dependendo do

valor K (p), segue da Proposigao 3.6 que:

23



(i) p é um ponto eliptico <= K(p) = dasgags — a3y > 0 <= hy ~g 22 +y*> <= hy tem

uma singularidade A} em p;

(it) p ¢ um ponto hiperbdlico <= K(p) = dasyags — a3, <0 <= hy ~g 22 +y? < hy

tem uma singularidade A; em p;

(4i7) p & um ponto parabolico <= K (p) = dasgags — a2, = 0 <= hy tem uma singularidade

Ay ou Az em p.
]

A geometria destas regides e o comportamento das dire¢oes assintoticas sao ilustrados na
Figura 3.1.

Agora vamos restringir nosso estudo aos pontos parabolicos e refinar a sua geometria em
termos das singularidades de h,. Iremos apresentar condi¢oes sobre as dire¢oes assintoticas de
M usando os coeficientes de f e dar condi¢oes para o conjunto parabdlico ser uma curva suave.

Seja v = (a,b) uma diredo assintotica, entao £, (v) = fr2(0,0)a?+2 £, (0,0)ab+ f,,(0,0)b? =

2a90a® + 2a11ab + 2a¢2b® = 0. Considerando agg # 0 temos que

a o —2(111 +2 a%l — 4@20@02
b N 40,20 )
, .7 ~ 9 a —an
Se p € um ponto parabdlico, entao aj; — 4aspagy; = 0. Logo 7= S Segue que
a20

v = (_alla 2a20)

¢ a Unica direcao assintoética no ponto p.
Para enunciarmos o préoximo resultado lembremos, pelas preliminares, que uma ciispide de

Gauss p de M é um ponto em que a diregao assintdtica em p é tangente ao conjunto parabolico.

Teorema 3.8. Considere a superficie M parametrizada na forma de Monge z = f(x,y) em p

como em (1.2).

(1) A diregao do eizo-y, v = (0,1), € uma dire¢iao assintdtica se, e somente se, agg = 0. Em
particular, p é um ponto hiperbdlico se, e somente se, a;; # 0. Fquivalentemente, p €

parabolico se, e somente se, a;; = 0.

(7i) Se p € parabdlico e a diregao do eixo-y € assintdtica, mas p nao € planar, entio o conjunto

parabolico P € uma curva suave reqular na origem se ayo # 0 ou ags # 0 em que o 2-jato
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€ parametrizado por

2 2
(12&12@20@30 + 4&20G22 — 4@20@21) 1‘2

J*P = dagaior + 12aa03y + u
20
36 —4 12 2 12 24 2 —4a?
+( Ap3a20a30 a12a20021 + a13a20)xy_|_ ( Qp3a20a21 + 2400405 a12a20)yg

a20 az0
Em particular, se agz = 0 entao p € uma cuspide de Gauss, ou seja, € uma singularidade

do tipo As.

(131) Se p € uma cispide de Gauss o 2-jato da curva parabdlica P em p pode ser parametrizada

por
(6agsazy — afy) ,

A200a12

r = —

Isto €, o conjunto parabdlico na ciuspide de Gauss € uma curva suave de ordem 2.

Demonstracao. Considere

fmt — 2@20 —+ 6@301’ -+ 2a21y —+ ...
fay = @11 + 20012 + 2a12y + . ..

fyy = 2ap2 + 2a127 + 6&03?/ =+ ...

Sabemos que p ¢ um ponto parabolico na origem se, e somente se, (foufyy — gy)(0,0) =

2
4@20@02 —a = 0.

(1) Lembremos que uma dire¢do v = (a, b) é assintoética na origem p se a curvatura normal
kn(V) = frz(0,0)a? + 24, (0,0)ab + f,,(0,0)6* = 0. Considerando que o eixo-y estd na
mesma diregao que v = (0, 1), temos que k,(0,1) = f,,(0,0) = 2ag2. Logo, a direcao do
eixo-y é assintotica em p se, e somente se, agy = 0. Em particular, sendo agy = 0 segue

que K(p) = —a?, < 0 se, e somente se, aj; # 0, isto € p ¢ um ponto hiperbélico.

(71) Como p é parabolico e a diregao do eixo-y é assintotica, entdo agy = 0 e 4aggage — a%l =0.
Como agy # 0 segue que aj; = 0. Como o conjunto parabolico P (que é uma curva) é

descrito pelos pontos (z,y) proximos da origem que anulam f,, fy, — (fzy)?, entao
(2(120 + ... )(2(1121’ + 6a03y —+ .. ) - (2@211‘ + 2&12y + ... )2 = 0.

Assim o 2-jato de P é

2 2
(12&12&20&30 -+ 4(1,20(122 — 4&20&21)1‘2

J¥P = dagoaipx + 12a90a03y + o
20
(36&03&20&30 - 4@12a20a21 + 12&13&%0) 2y 4 (12&03&20&21 + 24(104(1%0 — 4a%2a20) y2

Q90 Q20
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Portanto, a curva parabolica é suave se o gradiente da curva P na origem é VP(0,0) =
(4aga12, 12a20a03) = 4ago(ai2, 3ae3) # (0,0).

Em particular, note que T'(p) = 4agy(—3ags, aiz) € o vetor tangente a curva parabolica.
Assim se ap3 # 0 e ajp # 0, a diregao assintotica v é transversal a curva parabolica.
Equivalentemente, se agz3 = 0 com a1 # 0, entao a diregao assintotica v é tangente a P,

isto é, p é uma cuspide de Gauss.

(731) Como p é uma cuspide de Gauss, segue que ag3 = 0 e a;2 # 0. Logo o 2-jato da curva

parabolica fica da forma

‘ 12a19a90a30 + 4a2,a99 — daga’

j2P:4a20a12x+( 12420430 20W22 20 21)$2
Q20

—Aa15090a91 + 12a713a2 24ap40%, — 4a’,a

(—4aj2a20a21 13 20)xy+< 0403 12 20)y2.

_|_
as Q20

Sendo a3 # 0 podemos usar o Teorema da Fungao Implicita e escrever x em fungao de .
Desta forma, o 2-jato de P é parametrizado por

(6agsazy — aiy)

(20012

z(y) = —

e temos o desejado.

Figura 3.1: A Figura exibe a curva parabolica (Asy) separando as regioes eliptica (A]) e
hiperbolica (A7). O ponto A; indica onde a diregao assintotica ¢ tangente a curva. Ja no ponto
As, a direcao assintotica é transversal ao conjunto parabdlico.

Regiéo Eliptica
Al
[©)

a parabdlica

Regido Hiperbdlica

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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Proposicao 3.9. Seja M dada na forma de Monge z = f(x,y) em p, com f como em (1.2), e
seja v =(0,1,0) € T,M. Se v € uma dire¢io assintdtica em p e p € um ponto parabdlico, mas
nao uma cispide de Gauss, entiao a curvatura geodésica em N(p) da imagem da curva parabdlica

pela aplicagao de Gauss € dada por

2
o — 3@21@03 — CL12
9= T o3

Demonstracao. Da prova da Teorema 3.8 (ii), quando p é uma singularidade do tipo A, da

funcao altura, tem-se ag3 # 0, de modo que o conjunto paraboélico pode ser parametrizado por

alx) = (x, —&I + na® + g(x)) ,
3ap3

onde
2 2 2
2&12&04 a120a13 a22 (Glg — 3ag; a03)

77:

Y

2 Q.3 3
e g ¢ um germe, na origem, de uma fungao suave com 2-jato nulo. (O coeficiente  nao contribui
para a curvatura geodésica que buscamos aqui e é incluido apenas por completude. Ele contribui
para a curvatura geodésica do conjunto parabolico em p.)

O conjunto parabdlico é a imagem da curva « pela parametrizacao X, e temos

a32

jQX(@(x)) = <95> — 2y +77x2,a20x2) :
3ass

Como a aplicagao de Gauss é dada por

1 of of )
N = <—— SR
a Y a ) Y
Jreer (g

entao o seu 2-jato na origem é dado por

(—Qagox — 3agox® — 2a910Yy — a12y2, —anx® — 2a19Yy — 3a03y2, 1-— 2a§0x2) .

Seja B(x) = N o a(zr) uma parametrizacdo local da imagem do conjunto parabolico pela

aplicacao de Gauss. Entao

2 3
§?B8(z) = (—2a20x — (3a30 _ Minte + 12 ) z?, 2 x, 1) )

3ag3 9aZ, 3ao3

A curvatura geodésica de 5 em N(p) é dada por

1 " , % o _ _3&21&03 - (1%2
Hg:Ww (0), 8(0) x N(a(0))) = —————

24a§0a03
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A curva parabodlica e as cuspides de Gauss, ambas apresentadas nesta subsecao, sao ca-
racteristicas robustas da superficie. A curva parabdlica, definida pelo lugar geométrico onde
a curvatura gaussiana se anula, foi amplamente investigada por matematicos como Bruce e
Giblin [5] e David Bleecker e J. P. Wilson [3]. Nestes pontos, a fungao altura h, apresenta
singularidades do tipo As9, marcando a transicao entre as regioes elipticas e hiperbolicas da
superficie. Por outro lado, as ctuspides de Gauss, que representam pontos de transi¢ao ainda
mais especificos sobre a curva paraboélica, foram extensivamente estudadas por autores como

Uribe-Vargas |28] e Banchoff, Gaffney e McCrory |[2].

3.2 Contato com esferas

Nesta secao, abordaremos o contato entre uma superficie M e esferas no espaco euclidiano
R3. O principal objeto de estudo para esta analise ¢ a familia de funcoes distancia ao quadrado.
Usamos com base dos resultados as referéncias [13, 24|

Seja M = X (U) uma superficie regular, onde X : U C R? — R? é uma parametrizagio.
Estamos interessados em estudar o contato de M com uma familia de esferas de R®. Recordemos
que uma esfera em R? ¢ unicamente determinada por um centro u € R? e um raio r € R.

Denotamos por

Sur)={yeR®; (y—u,y—u)=r"}

a esfera de centro u e raio r.

Consideremos a familia estendida de fungoes distancia ao quadrado associada a M,
D:UxR*xR—R,

definida por

D(q,u,r) = (X(q) —u,X(q) —u) —r*.

Notemos que, para cada par (u,r) fixado, a fungéo Dy, : R* — R, Dy (y) = (y —u,y —
u) — r?, é uma submersao, desde que r # 0. Além disso, a fungao d~(u,r) : U — R dada por
J(W) (¢) = D(¢,u,r) mede o contato entre a superficie M e a esfera S(u,r). Esse contato é
descrito pelas K-singularidades da fungao ci(u7r).

Consideremos agora a familia de fungoes distancia ao quadrado associada a M,
D:UxR*—R,

definida por
D(q,u) = (X(q) —u, X(q) —u).
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Segue, pela Proposic¢ao 2.9, que o contato da superficie M = X (U) com a familia de esferas de

centro u € R? ¢ medido pelas R*-singularidades da funcao
dy : U — R, du(q) = D(q,u),

uma vez que esta é precisamente a aplicacao de contato associada a essa situacao.
Geometricamente, as singularidades da funcao d, capturam informagoes sobre o contato de
M com a esfera centrada em u que passa por X(q).

Segue dos comentérios finais da Se¢ao 2.2 os seguintes resultados:

Teorema 3.10 (|13, p. 91]). Para um conjunto aberto e denso de imersdes de R? em R3, a

familia D (respectivamente, D) é localmente KC.-versal (respectivamente, Rt -versal).
Recordemos que as singularidades dos tipos Ay e D, foram introduzidas na Tabela 1.1.

Teorema 3.11 ([13, p. 91]). Seja M = X(U) C R3 uma superficie reqular dada por uma
imersao genérica. Entao, as IKC-singularidades da fungao distdncia ao quadrado dy sao dos tipos

Ag, comk=1,2,3,4, ou do tipo Dy.
O seguinte teorema estabelece as propriedades genéricas dessas fungoes:

Teorema 3.12 ([13, p.178]). Eziste um conjunto residual O3 no espago das imersoes X : U — R3
tal que, para toda imersao X € Os, a superficie M = X (U) tem a propriedade de que, para
qualquer centro u € R3, a fungio distancia ao quadrado dy (resp. d(w,r)) admite apenas
singularidades locais do tipo Ai, As, A3, Ay ou Dy em todos os pontos p € M. Além disso, as

singularidades de dy sao R*-versalmente desdobradas pela familia D.

Definicao 3.13. Uma superficie é chamada de genérica para a funcao distancia ao
quadrado se qualquer uma de suas parametrizagoes locais pertencer ao conjunto Oz do teorema

anterior.

Passamos agora a analisar condigoes necessarias e suficientes para a ocorréncia de cada uma
das singularidades da funcao ci(u,r) descritas no teorema anterior, no contexto de superficies
genéricas. Para isso, suporemos que a imersao esteja escrita, na origem, na forma de Monge
X(x,y) = (x,y, f(x,y)), conforme descrito em (1.7). Denotando por asy = Feap =2, e

escrevendo f ao invés de f temos que a forma de Monge fica da forma

fx,y) = asr® + apy® + Z aijz'y’. (3.3)
i+5>3
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Embora estejamos denotando os coeficientes por a;;, eles sao diferentes dos coeficientes da forma
de Monge descrita em (1.2).

Neste momento, estamos interessados no estudo das K-singularidades da funcao ci(um), isto
é, no contato entre a superficie M e a esfera S(u,r). Para simplificar a notac¢ao, passaremos
a denotar az(u,r) simplesmente por d,. Além disso, como estamos considerando uma superficie
escrita na forma de Monge na origem, devemos ter r = ||u||, pois, caso contrario, isto é, se
r # ||ul|, ndo hé contato entre M e S(u,r) e a funcdo d, ¢é regular na origem.

Seja u = (a1, ag, ag) o centro da esfera. A expressao local da fungao distancia ao quadrado é

du(z,y) = (v — a1)* + (y — a2)* + (f(2,y) — a3)” — [[ull. (3.4)

Calculando o gradiente de d,, para identificar os pontos criticos segue que

Ody of
o 2(x —a1) +2(f(z,y) — as)%,
Ody of
oy 2(y — az) +2(f(z,y) a3>8_y'
Avaliando na origem (0,0), tem-se f = f, = f, = 0, entdo
%(O, 0) =2(0—ay)+2(0 —a3) - 0= —2a,
Ody

a—y<0, O) = 2(0 — CLQ) + 2(0 — CL3) 0= —2(12.

Proposicao 3.14. A origem p € um ponto critico de dy, se, e somente se, a; =0 e as = 0.
Equivalentemente, a origem p € um ponto critico de d, se, e somente se, o centro u da esfera

estiver sobre a reta normal & superficie em p.

Note que, se a; # 0 ou ay # 0, entao

od,, ody,
%(0, O) = —2(11 7é 0 ou 6—y(0, 0) = 20,2 7é 0.

Dessa forma, a aplicacao d, é uma submersao na origem e, consequentemente, a superficie e a
esfera sao transversais nesse ponto. Nesse caso, pela Observacao 2.12, a aplicacao de contato é
regular.

Por isso vamos assumir o caso oposto, ou seja, em que u = (0,0, a3) com a3 # 0 e vamos
encontrar as singularidades da funcao d,.
Proposigao 3.15. Seja M = X(U) uma superficie genérica dada, na origem, na forma de
Monge por X (x,y) = (z,y, f(x,y)), e seja u = (0,0,a3) € R3. Considere o 5-jato da funcao

distdncia ao quadrado

57(dw)(0,0) = daga”® + dooy® + dsox® + dona®y + diowy® + dosy® + > diga'y) + Y dija'y’.
i+j=a i+j=5

Entao, na origem, a funcao dy possui as sequintes K-singularidades:
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(1) tipo Ay se, e somente se, dag # 0 ou dogg # 0.
(7i) tipo Ay se, e somente se, dyy # 0, dog =0, dzp # 0;
(ii1) tipo Az se, e somente se, doy # 0, dog = d3o = 0 € d3; — 4dgadsg # 0;

(ZU) tlpO A4 se, € somente Sse, d02 7£ 0, d20 = d30 = d%l - 4d02d40 =0e 4d32d50 - 2d02d21d31 +
dhad3, # 0;

(U) t’lpO D4 SE, € somente SE, dzo = d02 7é 0 e %(d%z — 3d30d21)(d§1 — d12d03) — %(dgodog —
d12d21)2 7é 0.

Demonstracao. Para provar os casos A;, Ay, Az basta usar as condigoes descritas no Teorema
3.6, considerando os a;; como d;; e que di; = 0.
Para a singularidade A4, considere as condigoes que dog = 0, d3g = 0 e d3, — 4dpadyy = 0.

2
Desta ultima obtemos dyy = Ai%. Utilizando a seguinte mudanca de coordenadas:

gjr—>y——d21x2 T—x
2dps '

Mantendo a notagao original x e y obtemos,

4d2,dso — 2dpadard d1od>
35dw(0,0) ~xe) d02y2+( 02450 0202131 + d12 21) 5

2
Como assumimos dyy = 0, ganhamos dyy # 0, sendo assim chamando o numerador do coeficiente

da variavel z° de

Ca, = 4d82d50 — 2dpodaids + d12d§1

temos que, se Cy, # 0, a funcao d,, tem uma singularidade do tipo Ay.
No caso quando dyy = dps = 0, apresentaremos apenas as condi¢oes para a ocorréncia das
singularidades, sem entrar nas demonstragoes, as quais podem ser encontradas em [4]. Nessa

situacao, o 3-jato da funcao d, na origem é dado por
72du(0,0) = d3ox® + do 2’y + diozy® + dosy’.
Considerando coeficientes complexos, podemos fatorar essa expressao na forma

73(dw)(0,0) = (a1z + Bry)(aox + Bay) (s + Bsy),

onde o conjunto solugdo da equagao dy(z,y) = 0 consiste em trés retas (reais ou complexas)
passando pela origem.
Dessa forma, a funcao d, possui uma singularidade do tipo D, se, e somente se, as trés

retas correspondentes aos fatores lineares de j°(dy)(0,0), dadas em (3.2), sao distintas. Se as
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trés retas sao reais, a singularidade é do tipo D ; se existe uma reta real e um par de retas
complexas conjugadas, a singularidade é do tipo Dj .

Para caracterizar esse fendmeno, consideremos o seguinte resultado sobre ctubicas que pode
ser encontrado em [7]. Seja C'(z,y) = box® + 3b1 2%y + 3bazy? + b3y® uma cubica homogénea e
seja

§(C) = 4(b2 — boby) (b3 — b1bs) — (bobg — byby)?.
Se §(C) > 0, entao C(x,y) admite trés fatores reais distintos. Se §(C) < 0, existem exatamente
um fator real e dois fatores complexos conjugados distintos.

Pode-se ainda mostrar que, nas hipdteses acima, o caso §(C') = 0 corresponde a existéncia de
fatores repetidos, isto é, dois fatores distintos (com multiplicidade) ou trés fatores coincidentes.
Assim, concluimos que o 3-jato j3dy(0,0) apresenta uma singularidade do tipo Dy se, e somente
se, 0(j%du(0,0)) # 0, ou, explicitamente,

. . 4 1
dy € smgularldade D, — 2—7(d%2 — 3d30d21)(d§1 — d12d03) — §(d30d03 — d12d21)2 7A 0.

O caso em que o (j3du(0, 0)) = 0 requer ferramentas adicionais de analise. Entretanto, tal
situagao nao ocorre no estudo dos tipos de contato entre superficies genéricas e esferas e, por

essa razao, nao sera considerada neste trabalho. Para mais detalhes, veja [24]. ]

Observagao 3.16. Note que pelo teorema acima, a origem p de M ¢é umbilico se, e somente se,
a funcao distdncia ao quadrado dy, com
1 .
u=p+ —N(p), i=1 ou?2,
K
tem uma singularidade do tipo Dy. Além disso, se p nao for ponto umbilico, as singularidades

que ocorrem em dy sao do tipo Ay, com k =1,2,3 ou 4.

Note que os coeficientes d;; de d,, da proposi¢ao anterior podem ser expressos em termos dos
coeficientes de a;; da forma de Monge (3.3). Com efeito, se calcularmos as derivadas de segunda

ordem temos que

[ 2 2
T =242[ () + (- a3
Pdu _ o |0 Of 9 f
o0xdy 2 oz By + <f - a3)8r8y] )

2 2 2
G =242 (8—;‘) +(f—a3)§—y§].

Na origem obtemos que

2dog = £%(0,0) = 2(1 — azk1),
diy = 29:(0,0) =0,

2dpz = %(0,0) = 2(1 — agrs).

62



A matriz Hessiana de d, é

2(1—&3%1) 0
H(dy)(0,0) = ; S (3.5)

A singularidade na origem é do ser do tipo A; (Morse) quando det(H) # 0. Isto ocorre se

1 1
4(1-@3%1)(1-&3%2) 7£0 — a37§— € CL3§£—.
K1 Ko

Assim, se a3 = — para ¢ = 1 ou 2 temos que a singularidade é Ay ou pior. Vamos considerar
i

1
0 caso em que az = — (o outro caso é anélogo). Assim podemos enunciar o seguinte teorema:
R1

Teorema 3.17. Considere a superficie M dada localmente na forma de Monge em torno
da origem p como em (3.3), e considere a func¢do distdncia ao quadrado dy centrada em

u = (0,0,1/k1), onde k1 = 2a99 # 0.

(1) As condigdes sobre os coeficientes de Taylor de f para que dy apresente singularidades dos

tipos Ay, ou Dy sao dadas abaizo:

Az azg #0;
: _ 2 3 .
As: azo =0 e azy — 4(age — as)(asp — a3y) # 0;
) _ 2 3\ 2 .
Ay azo =0, az — 4(age — ago)(aso — azy) = 0 e (apz — ag) + 4aso(az — ag2)? # 0;
) _ 2 2 3 3 2 2
D4. Qop = Ap2 7& 0, € 27a30a03 + 18(130(121(112(103 - 4&30@12 - 4&03&21 — Q510479 7é 0.
(1) A famdlia de fungoes distancia ao quadrado D é um desdobramento RT-versal destas
singularidades se, e somente se, as sequintes condicoes forem satisfeitas:
Ay Sempre versal;
As: Sempre versal.
. 4 3 2 2 2
A4. 8a21a20—8a21a02a20—4a41a20+4(2a41a02—azlagg)ago—3(121(103—1—4@21@22@02—4a41a02 7&
0;
. 9,2 2
Demonstracao. (i) Para obter as condigbes das singularidades em termos dos coeficientes de f,
basta calcular os coeficientes d;;, feitos na proposi¢ao anterior, em termos dos coeficientes a;;.
Iremos apresentar apenas o caso Ay e As, o restante segue analogamente. Utilizamos o software

Maple no célculo dos coeficientes, mas esses podem ser calculados naturalmente utilizando regra

da cadeia.
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Como visto antes, os termos de ordem 2 sao: doy = 0 dpp = 1 — :—f =1- % Ja os

termos de ordem 3 necessarios sao: dzy = —g%g, dop = —%. O termo de ordem 4 necessério é

a40
azo’

dyo = a3y —
Assim, como d, tem uma singularidade A,, se, e s6 se, d3g # 0, segue que neste caso, basta
tomar agy # 0.
Para d, ter uma singularidade A3 acontece que dzy = 0 e d%, — 4dpads # 0. Entao temos
azp=0¢e

2 _y B 3
d3y — Adopdyo = @21 (@02 — az0) (a4 a20>.

Q20

Com isso temos o desejado.

(7i) Para verificar a versalidade, seremos mais sucintos nesta demonstragao, dado que os
argumentos sao analogos aos da fun¢ao altura. Novamente, nos casos Ay e Ag basta calcular
as condigoes feitas na funcao altura em termos dos coeficientes a;;. Faremos a demonstragao
apenas no caso Ay e Dy.

Como a singularidade A4 é 5-R-determinada, utilizaremos o critério do Teorema 1.31. Isto

¢, o desdobramento ¢ R*-versal se
F°(LRe - du+ R{1, Dy, Dy, D3}) = J°(2,1),

em que Dy = —2x, Dy = =2y, Dy = —2f(x,y), Dy = %i; = 2dooy + Zi+j22jczijxigjj_l e
Dy = Gl = 5dsor* + 7, g sy i

Para isso, iremos considerar a familia D(x, ¥, a1, as,a3) com § como na Proposigao 3.15,
ou seja, y — Yy — Qdd%x? De agora em diante sempre que necessario iremos denotar por (L-j 0
coeficiente de z'y’ na expansio de Taylor de d,(z, 7).

Nosso objetivo é mostrar que todos os monomios homogéneos de grau 5 pertencem ao ideal
Jacobiano, ou seja, os monémios {7°, zy*, *y>, 23y%, 2y, 25}

Considerando ) um monomio de grau 4, obtemos os seguintes mondmios:

Para Q = y*:  §*- Dy = 2dpy°.

Para Q = zy* 29 - Dy = 2dpxy*.

Para Q = 2%y%:  229% - Dy = 2dge2®.

Para Q = 23y 23y - Dy = 2dpx’y?.

Para Q =2 2' Dy = 2dge .

Como p ndo é um ponto umbilico, temos dys # 0. Logo, 2dyy é invertivel, e podemos gerar

todos 0os mondmios acima.
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Falta o monomio x°. Para obté-lo considere:

95°(d,,)
v ox

= 5&50.%5 —+ 4d741.1'4y + 362321}3@2 + 2d72333'2§3 + 151433']34 .
W—/ J/

mondémio Q(z,7)

J& mostramos que todos os mondmios pertencentes a Q(z,y) pertencem ao ideal e como
estamos trabalhando com uma singularidade do tipo A4 temos dso # 0. Mostrando entdo que
todos os mondmios de grau 5 pertencem ao ideal.

Agora para os monoémios de grau 4, {7*, zy®, 2252, 23y, 2*}. De forma anéloga ao que foi
feito no caso anterior, conseguimos gerar os monomios y*, zy*, z?y? e x3y multiplicando D por
73, 2, 2%y e a3, respectivamente. Agora para obter o monoémio z*, considere

d, : :
j4 <%_37) = 3d31$237 + 5d50£L‘4, (36)

observe que o termo 2§ nos impede de gerar 2*. Para resolver isto devemos realizar a seguinte

manipulacdo: tomemos ;4 (mQ : aaiyf) = 2dp2%y. Como dyy # 0, podemos isolar o monémio z23:

a1 20d
1=t ey )

Substituimos essa expressao na equagao (3.6):

od - 1 ,0d,, -
4 u\ 4
J ( o ) = 3ds; [de] ( a5 )] + bdsox”.

Agora, isolamos o termo x*:

- 4 [ 0d 3ds; . od
Sdeazt — i u) _ 29814 [ 200u )
ot = ( Ox > Qdozj (I 0y

O lado direito da equagao ¢ uma combinagao linear de elementos do ideal Jacobiano e como

assumimos que dso # 0, concluimos que x*

é gerado pelo espago tangente. Logo, todos os
monomios de grau 4 foram gerados.

Agora os monoémios de grau 3, {i®, zy%, 2%y, x3}. Comecemos pelos monomios {73, 242, 2?3},
todos eles sao gerados de maneira andloga ao que ja foi feito anteriormente. Para obté-los basta

multlphcar u por 2, xy e x? respectivamente.

Para 23, tomemos

ad - -
3 u _ 3
= 2dpey + d312°, 3.7
J < Bl ) 02Y 31 (3.7)
precisamos isolar 3. Para isso devemos realizar a seguinte manipulacéo, tomemos Dy = —2y =
—2y — d21 22. O monomio 22 ¢ gerado de forma natural por Ds, pois D3 = —2f(z,y) = —r12? e

51#0.
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Dali,

od, _ . ~ ) ) ;
7’ ( oy ) + doz - (D2) = (2do2y + dz12°) + dog <_Qg _ ﬂxz)

= d31$3 — dglIQ.

Como ja mostramos que x? pertence ao espaco tangente estendido, segue que x> pertence ao

espaco tangente estendido se, e somente se, d3; # 0, onde:
ds1 = 8ag az, — 8 5o —dagaz, +4(2 3a3 4 dagaly, # 0
31 = 802109 — SU21 A2y — 4041 Aoq + ( a41a02—a21a22)a20— Q51003 +4aG21a22002 — 404100 7é .

Dessa forma concluimos que todos os monomios de grau 3 pertencem ao ideal.

Agora, para os mondmios de grau 2, podemos gerar xjj e 4> com 52 (x . %) e j2 <gj . %) ,
respectivamente, igual foi feito nos casos anteriores. Para obter 22 basta utilizar Dy = —2f (x,y),
como ja mostramos, concluindo a inclusao de todos os monémios de grau 2.

Por fim, para os monémios de grau 1, obtemos x de forma direta através de Dy =—2ze Y
por jl(%i;) = 2dyo7, ja que dgs # 0.

Concluimos, portanto, que a familia D é um desdobramento versal da singularidade do tipo
Ay se, e somente se, a condicdo algébrica ds; # 0 for satisfeita.

A singularidade ¢ do tipo D, se, e somente se, a forma cibica j3dy(z,y) = dzoz® + doyz?y +
dia7y? + do3y® ndo possui raizes repetidas, isto é, o discriminante da forma ctbica é nao nulo, e
este discriminante é justamente a condigao que garante a versatilidade de uma singularidade
Dy, como iremos mostrar.

Como a singularidade D, é 3-R-determinada, comecemos pelos monoémios de grau 3, que

sao {3, 2%y, zy* y*}. Tomemos as derivadas de d, em relagio a z e y, dadas na forma

dy = 3azor? + 2a917y + a12y? €
dy = a21x2 + 2&125133/ + 3&033/2.

Definimos agora os seguintes vetores:

Vi= x(3a30x2 + 2a012y + a12y2) = 3a30x3 + 2a21x2y + algxy2 + Oy3

Vo = y(3aspx® + 2am12y + apy?) = 02° + 3aser?y + 2a012y* + aroy®

Vi = x(a21x2 + 2a127y + 3a03y2) = a1 1> + 2a12x2y + 3a03xy2 + Oy3
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‘/4 = y((l21$2 -+ 2@12$y + 3a03y2) = Ox?’ + a211:2y + 2@12Iy2 -+ 3a03y3

Agora, organizamos os coeficientes desses 4 vetores em uma matriz 4 x 4:

x-d, 3asp 2as; a0 x3
Y- dy 0 3asy 2a2:1 a2 %y
x - d, B asn  2a19 3ags 0 Ty?
Y- dy 0 az 2a12 3aes Y’

Calculando o determinante dessa matriz, obtemos 3 - (27a3,a2; — 18azoas a12a03 + 4azoad, +
4agzas, — a3,al,), onde a expressao entre parénteses representa justamente a condigao para
uma singularidade do tipo Dy, equivalente & condig¢ao de que a forma ctubica nao possui raizes
repetidas. Portanto, a matriz é invertivel, consequentemente, o sistema linear possui solucao
tinica, permitindo escrever os monomios da base {23, z%y, zy?, v} como combinagoes lineares
dos vetores x.d,, y.d,, x.dy, e y.d,. Dessa forma, concluimos que todos os monoémios de grau 3
pertencem ao ideal Jacobiano gerado pelas derivadas parciais.

Agora para os mondémios de grau 2, devemos realizar algumas manipulacoes. Sabemos que
D3 = —2f(z,%), e que, no caso umbilico, o 2-jato da funcio f é dado por 5(x* +y?). Desta

forma, obtemos:
27 K
72(Ds) = =2 (5 +47) = —w(a® + 7).

Para eliminar o s, multiplicamos por —%:

1.
7 (_2D3> =y =12+ 0 ay+ 1y

Derivando a expressao de j3d, em relacao a x:

od, 2
9 n (3a30$2 + 2a917y + a12y2) :

2
Para retirar o fator ——, multiplicamos pelo inverso, —%:
K

K
j2 <_§dm) = 3azor® + 2a017Y + a12y2.

Analogamente, derivando em relacao a y:

od, 2
= —— <a21x2 + 2a22y + 3a03y2) :
oy K

Normalizando:

, K
32 (_Edy> = a2’ + 2a197y + 3a03y2.

67



Agora calculamos o determinante da matriz M:

1 0 1
M = 3azy 2a a2

a1 2a12  3aps

Calculando o determinante, obtemos det(M) = 2a%, — a3, + 3az1ap3. Para que seja possivel
gerar os monomios de grau 2, é necessario que det(M) # 0, isto é, 2a3, — a3, + 3azapz # 0.

Por fim, para gerarmos os mondmios lineares z e y, basta tomarmos Dy = —2z. e Dy = —2y.

Portanto, concluimos que a familia D constitui um desdobramento versal da singularidade
D, se, e somente se, a seguinte condicao for satisfeita: 2a%, — a3, + 3asiags # 0.

]

Agora com auxilio desse teorema, vamos estudar como as singularidades da func¢ao d, tem
um significado geométrico na superficie M.
Para cada curvatura principal x;, com k; # 0, define-se o centro de curvatura principal

correspondente como o ponto

Ci(p) = p+ N(p), i=1,2.

Ki(p)
Em que N é o vetor normal unitario a superficie M em p.

Em nosso caso, a condi¢ao a3 = 1/k;, ¢ = 1,2 indica que a singularidade degenera e deixa
de ser A; exatamente quando o centro da esfera u coincide com um dos centros de curvatura
principal de M em p. De fato, como p = (0,0,0) e N(p) = (0,0, 1) segue que

1

u=(0,0,1/k;) = (0,0,0) + L(O’O’ D=rpt ri(p)

ki(p)

ou seja, sao centros de curvatura principal em p. Geometricamente, isso significa que a esfera

N(p).

tem um contato de ordem superior com a superficie M em p.
Além disso, a uniao de todos os centros de curvatura de M é o denominado de conjunto

focal de M, ou seja, é o subconjunto F = F; U F, de R3, onde

E—{p—l— N(p)‘peS}, 1=1,2.

1
Ki(p)
O conjunto focal é uma generalizagdo natural da evoluta de uma curva regular plana (que é o
lugar geométrico dos seus centros de curvatura). Portanto, o conjunto focal pode ser interpretado
como o lugar geométrico dos centros das esferas que melhor aproximam a superficie em cada

ponto. Existem diversos trabalhos sobre o conjunto focal. Nao exploraremos tal conjunto, pois
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nao é o objetivo deste trabalho, porém deixamos a referéncia da dissertagao 24| para maiores
detalhes.

O conceito de ridge, que foi introduzido nas preliminares, foi bastante explorado por Porteous
(veja |20, 21, 22]). Nesses trabalhos as ridges podem ser introduzidas pela anélise do contato de
esferas com a superficie. De fato, considere a superficie M parametrizada na forma de Monge
(3.3) na origem p nas condigoes do Teorema anterior. Vimos pela a Proposigao 1.5 que o ponto

p € uma ridge quando f,..(p) = 0. Observe que nas condigdes do Teorema anterior

6&30

Q20
Logo d, tem uma singularidade A3 ou pior se e s6 se azyg = 0, isto é, o ponto p é ridge. Neste

sentido, um ponto de ridge pode ser definido da seguinte forma:

Definigao 3.18. Um ponto em uma superficie M é denominado ponto ridge se ele for uma
singularidade do tipo As de alguma func¢ao distdncia ao quadrado em M. O fecho do conjunto

desses pontos constitui o congunto ridge da superficie M chamado simplesmente de ridge.

Seguindo a convengao de coloragao proposta por Porteous, a ridge herda a natureza das
dire¢oes principais: denomina-se ridge vermelha aquela associada a curvatura principal xq, e

ridge azul a associada a curvatura principal ko.

Observagao 3.19. Geometricamente, a ridge estd intrinsecamente ligada ao conjunto focal. A

mmagem da ridge associada a curvatura k;, sob a aplica¢ao

wilp)

coincide precisamente com o conjunto singular do conjunto focal.
Finalizamos essa secao sobre os aspectos geométricos das ridges em superficies em R3.

Teorema 3.20. Suponha que M seja uma superficie genérica para a fun¢ao distdncia ao
quadrado e que ndao possua pontos umbilicos. Entdao, a ridge é uma curva suave (quando nao
vazio). Em particular, a fun¢ao distincia ao quadrado possui uma singularidade de tipo As se,
e somente se, a ridge € transversal a dire¢ao principal associada. A singularidade € de tipo Ay

se, e somente se, a ridge € tangente a essa diregao principal.

Demonstracao. Seja M uma superficie dada na forma de Monge nas condigoes do Teorema
3.17 em torno de um ponto ridge p. Como vimos, neste ponto existe uma funcao distancia
ao quadrado d, que possui singularidade Aj se e somente se, u = (0,0,a3/K1), azy = 0 e

a3, — 4(agz — ag)(ag — ajy) # 0.
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Entéo o conjunto ridge R (simplesmente ridge) é descrito pelos pontos (z,y) proximos da
origem p em que a familia de func¢oes distancias ao quadrado d, = d tem singularidade As.
Como para que ocorra uma singularidade do tipo Az, é necesséario que a parte quadratica de d

divida a parte ctibica no ponto singular (z,y), entao a ridge é o conjunto
R={(z,y)|r(z,y) = <diy dyyy + 3diy dyy dayy — 3dzy diy gy — df}y dxm) (z,y) = 0}.

Assim o jlr é dado por

I —48 (ao2 — az0)” (a3, — 4(ao2 — azo)(as0 — a%o))x
ago
—48 (Cl02 - a20)2 (a02a31 + a12a21 — a20031)
4
N

Como genericamente os coeficientes de grau 1 de d nao se anulam, entao a ridge R é uma curva
suave.
Note que a diregao principal associada a ridge é dada pelo eixo x (paralelo ao vetor (1,0)) e

o vetor tangente a ridge é paralelo ao vetor

(—(a02a31 + a12G21 — a20a31), a§1 - 4(a02 - azo)(%o - aio)).

Assim, quando a singularidade ¢ A3, temos que a3; — 4(agy — ag)(asp — a3y) # 0, entao a ridge é
transversal a (1,0). Caso contrario, isto é, a singularidade é A4, obtemos que a curva ¢ tangente

a (1,0). 0

As curvas ridges sao caracteristicas robustas da superficie, permanecendo estaveis sob
deformacoes, de forma analoga a curva parabélica e as ctuspides de Gauss. O conceito fundamental
das ridges foi introduzido por Porteous (veja [20], [21] e |22]), que as definiu como o lugar
geométrico dos pontos onde uma das curvaturas principais atinge um valor extremo quando
avaliada ao longo de sua respectiva linha de curvatura. O desenvolvimento desta teoria,
pautado na anélise das singularidades do tipo Az da funcao distancia ao quadrado, contou com
contribuigdes essenciais de Bruce e Giblin [5]. A aplicagao das ridges, especialmente no que
diz respeito a descrigao geométrica de objetos e a aplicacoes computacionais, foi explorada

principalmente por Koenderink [14].

3.3 Contato com retas

Nesta se¢ao, estudamos o contato de superficies com retas. As A-classes de contato entre uma

superficie M C R? e uma reta £ em uma direcao v sao descritas pelas A-classes de singularidades
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da projecao ortogonal sobre planos na direcao v. Dessa forma, nosso objetivo é identificar quais
tipos de singularidades A podem ocorrer no germe de contato entre M e a reta ¢, o qual é
modelado pela restricao a superficie M da projecao ortogonal na direcao v.

Além disso, ao considerarmos a superficie M na forma de Monge, z = f(x,y), buscamos
determinar condigoes sobre os coeficientes da expansao de Taylor da fun¢ao f que garantam
a ocorréncia de um dado tipo de singularidade na projecao ortogonal de M. A partir dessas
condicoes algébricas, é possivel extrair informagoes geométricas relevantes sobre a superficie
projetada.

Da mesma forma que fizemos nos outros contatos, precisamos garantir condi¢oes para que o
contato seja genérico.

Uma reta ¢ C R? que passa por um ponto P e tem direcao unitaria v é o conjunto dos
pontos Y € R? tais que

Y—-—P=MAv, MeR

Dado Y € ¢, obtemos A = (Y,v) — (P, v). Assim, a reta ¢ pode ser descrita como o conjunto

dos pontos Y € R3 que satisfazem
Y —(Y,v)v+Q =0,

onde Q = —P + (P, v)v. Denotemos por 7,,S? o plano tangente a esfera unitéria S? no ponto v

e considere a aplicagao PR3 — T,52 + () definida por

P (Y)=Y — (Y, v)v+Q.

Logo, é uma submersao e a reta ¢ pode ser escrita como ¢ = 75;1(0).
Observemos que a classe de singularidade da aplicagao independe da constante (). Assim,

no estudo que realizaremos, consideraremos a aplicacao P, : R* — T,.5? definida por
Po(Y)=Y — (Y, v)v,

a qual ¢ uma submersao e cujo conjunto de nivel zero P, !(0) ¢ a reta paralela a v passando
pela origem. Notemos que, dado Y € R3, P,(Y) é o ponto de T\,5? obtido ao projetar
ortogonalmente, isto é, na direcao v, o vetor Y em T, S%. Por esse motivo, chamaremos P, de
projecao ortogonal de R? em T3,52.

Ao variar v em S?, obtemos a familia de projegoes ortogonais (universal) P : R3 x S* —

T'S? definida por
P(y,V) = (V7 Yy— <y7V>V)'
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Aqui, a variedade B da Secao 2.2 ¢ S? e a aplicacao P, é a submersao para todo v € S2.
Dada uma imersao X : M — R3 de uma subvariedade M em R3?, consideramos a familia de
projecoes ortogonais

P:MxS?—TS?

em M, definida por

P(p,v) = P(X(p),v) = (v, X(p) — (X(p),V)V).

Seguindo o Teorema 2.7, o contato de X (M) com a familia de retas paralelas a v € S? é

medido pelas K-singularidades da aplicacao P, dada por

Segue da Observacao 2.17 que podemos trocar o grupo K por A. Entao temos o seguinte

teorema.

Teorema 3.21 ([13, p. 93|). Para um conjunto aberto e denso de imersoes de uma superficie
M em R3, a familia de projecoes ortogonais € localmente A.-versal. As A-singularidades locais

de P, sao aquelas listadas na Tabela 1.2.

Seja M uma superficie parametrizada localmente por X : U C R? — R3, onde ¢ = (z,y) € U.
Seja v € S? uma dire¢ao unitéria fixa. Considere 7,5? o plano tangente a esfera em p = X(q)
(que é o plano ortogonal a v, denotado por v*). Considere a aplicagao P : U x S? — T'S? dada
por:

P(q,v) = (v, P,(X(q)))

onde Py (X(q)) € T,S? é a projegao ortogonal de X (q) = p sobre o plano ortogonal a v. Essa
projecao de um ponto X (q) € R? sobre v ¢ dada por

Py(p) = X(q) — (X(q),v)v=p—(p,V)V. (3.8)

Teorema 3.22 (|13, p. 165]). Existe um conjunto aberto e denso Oy de imersoes X : U — R3
tal que, para todo X € O, a superficie M = X(U) possui as sequintes propriedades. Para
todo v € S?, a projecao ortogonal P, na direcao v apresenta apenas A-singularidades de A.-
codimensao < 2 (Tabela 1.2) em qualquer ponto p € M. Além disso, essas singularidades sao

desdobradas Ac-versalmente pela familia P.

Definicao 3.23. Uma superficie € dita (localmente) uma projegao genérica se qualquer uma

de suas parametrizagoes locais pertence ao conjunto Oy do Teorema anterior.
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Com essas condigoes em maos, nosso objetivo agora, ao considerarmos M na forma de Monge
z = f(z,y), é obter condigdes sobre os coeficientes da expansao de Taylor de f que garantam a
ocorréncia de um determinado tipo de singularidade da projecao de M na dire¢ao normal v,
bem como assegurar que P seja versal. A partir dessas condi¢oes algébricas, podemos extrair
informacoes geométricas relevantes sobre a superficie.

Para v fixo, as derivadas parciais sao

OP,
ox

0P,
dy

(p> - XI(Q) - <Xz(Q)7V>V7

(p) = Xy(q) — (Xy(a), v)v.

Proposigao 3.24. A aplicagao P, ¢é singular em p = X(q) se, e somente se, v € tangente a

superficie em p (i.e., v.€ T,M).

Demonstragao. O espaco tangente T,M ¢é gerado por X,(q) e X,(q). Assim, v € T, M, se, e

somente se, existem «, 8 # 0 tais que
v =aX,(q) + BXy(q).
Aplicando a projecao P, (que ¢é linear) obtemos que
aPy(Xe(q)) + FP(Xy(q)) = Po(aXalq) + 5Xy(q)) = Pu(v).
Como v é unitério, P,(v) =v — (v,v)v = v — v = 0. Assim,
aP,(X.(q)) + BP.(X,(q)) = 0.

Pelo fato de P, ser linear e usando a regra da cadeia na definicao da derivada da projecao,

temos:
oP, oP,
ox y

Logo, as derivadas parciais de P, sao linearmente dependentes, isto é, P, ¢é singular em p. [J

(X,(9)) = 0.

(Xa(q) + 8

(07

Podemos, se necessario, rotacionar os eixos coordenados e tomar v = (0, 1,0). Observe que
nao hé perda de generalidade nessa escolha, pois a escolha de um sistema de coordenadas em

R3 & arbitraria. Com essa escolha e tomando M na forma de Monge, temos

PV(ZL‘,y) = X(q)_<X(Q)’V>V = ($7y7 f(:v,y))—((x,y, f(xvy»’ (07 170))(07 170) = (l’,O,f(iL’,y)),

que iremos denotar simplesmente por

Po(z,y) = (z, f(z,y)). (3.9)
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Ao considerar a familia de projecoes ortogonais P, os célculos também se simplificam
consideravelmente se modificarmos P da seguinte forma. Parametrizamos as dire¢oes proximas
dev = (0,1,0) por (o, 1, 8), com c e 8 proximos de zero, e projetamos sobre o plano fixo 7 : y = 0.
A projegao do ponto (z,y, f(x,y)) ao longo de («, 1, 5) é o ponto (x,y, f(x,y)) + A, 1,5) € m,

o que implica que A = —y. Obtemos, assim, a familia de (germes de) projegoes

P: (R* xR? (0,0)) — (R?0),

dada por

P('Tuyvaaﬁ) = (LL’ - Oéy,f($,y> - ﬁy)

A mudanca de coordenadas (z,y) — (x — ay,y) transforma a familia P na seguinte familia

P(:I;,y,oz,ﬁ):(:L',f(x—i—ay,y)—ﬁy), (31())

a qual chamamos de familia modificada de projecées. E claro, pelas transformacoes
realizadas acima, que a familia P de projecoes ortogonais sobre M é A-equivalente & familia
modificada de projecdes P.

Assim, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.25. Suponha que M ¢é dada em forma de Monge z = f(x,y) na origem p como
(1.2), e suponha que a dire¢ao de proje¢ao € paralela a v = (0,1,0). Entdo as condigdes para
que Py tenha uma singularidade genérica em p dadas em termos dos coeficientes da expansao de

Taylor de f em p sao dadas na Tabela 5.1.

Tabela 3.1: Condigoes algébricas para as singularidades locais de P, .

Nome Forma normal Condicoes algébricas
Fold (x,9?) agz # 0
Cusp (z,xy +y°) ap2 =0, a11 # 0, a3 #0

Lins/Beak 342 ap2 = a1 =0, aps # 0,
ps/Beaks |  (z,y° £ z°y) ,
a9 — 3(121(103 7& 0

2
s s apz = a11 = 0, agz # 0, ajy = 3az1a0s,
Goose (x,y° + z%y)
3 2 2 3
27@310,03 — 18ag2a12a43 + 9a13a72a03 — 4a04a12 #0

Swallowtail (2, 2y + y*) ag2 = ap3 =0, a11 # 0, aps # 0

apg2 = Ap3 = Qg4 = O, ail 3& 07 ap5 # 07
Butterfly | (z,2y+v° £97)
(8apsaor — 5agg)ai; + 2aos(ai2aos — 20a13a0s)a11 + 35aisag; # 0

apgz = a1 = apz = 0, a1z # 0, aps # 0,
Gulls (z,2y® +y* +9°)

2 2
ap5a7y — 2a31004a12 + 4aziag, # 0
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Demonstracao. Seja M dado pela forma de Monge X (z,y) = (z,vy, f(z,y)) com

fle,y) = ) aga'y’ = axa® + anzy + any® + O(3)
it>2

ev=1(0,1,0) € T,M. Assim podemos considerar essa projecao sendo simplesmente dada por

Py(z,y) = (z, f(z,y))

que é singular na origem p. Iremos analisar as singularidades de P, conforme a tabela acima.
Todos os mondmios da forma a;px’ em j*P, podem ser eliminados por uma mudanca de

coordenadas no contradominio da forma (U, V) — (U,V — a;,0U"). Portanto:

jkPV(xvy) ~A (Iajkf(x7y> _]kf(x70))

Dessa forma, os termos x2, 2, z*, ... sdo removidos da segunda componente da aplicacao.

Realizaremos essas mudancas de forma sucinta ao longo das demonstracoes, sem reiterar a
mudanca de coordenadas no contradominio em cada etapa

Fold:

A singularidade Fold, dada pela forma normal (z,?), ¢ 2-A-determinada. Portanto, consi-

deramos o 2-jato de P,:
J*Pe(,y) ~a (2, 0117y + aezy®).
Suponha que agy # 0. Para eliminar o termo misto a;;xy da segunda componente, realizamos

uma mudanga de coordenadas na fonte. Definimos a seguinte mudanca :

_ _ aiy
T —x, Yy—y+ -—=x.
2a02
Substituindo a variavel original y =y — 2“;012% na expressao do 2-jato, obtemos:
a 2 a a?
_ 11 _ _ [ - 11 _ ) 11 =2
apa (Y — 55— | tanl\y— 5 —T | =any — —T.
2&02 2@02 4&02

a

2
O termo —ﬁﬁ depende apenas de Z e, conforme a reducgao preliminar estabelecida, pode ser

eliminado por uma mudanca de coordenadas na meta. Assim, obtemos:

§2Py ~ 4 (2, a00y7).

Como assumimos agy # 0, concluimos que P, ~4 (x,y%).Por outro lado, se agy = 0, o 2-jato
de P, seria equivalente a (z,zy) (caso aj; # 0) ou (z,0) (caso a;; = 0). Em ambos os casos, a

singularidade possui codimensao infinita ou degenerescéncia superior, nao sendo equivalente a
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Fold. Portanto, a condi¢ao necessaria e suficiente para que P, seja uma singularidade do tipo
Fold é aop2 7é 0.
Cusp:

Suponha inicialmente que P, nao seja uma Fold, isto é, ago = 0. O 2 — jato é dado por:

jzpv(xa y) ~A (33, allmy)'

Se tivéssemos ai; = 0, a singularidade teria degenerescéncia superior. Portanto, para obtermos
uma singularidade do tipo Cusp, deduzimos a primeira condi¢ao necessaria: aq; # 0.

Como age = 0 e ay; # 0, analisamos o 3 — jato. A expansao de Taylor de f é :

j3f($a Y) = anry + anx’y + ary’ + agy’.

Para mudanca na meta basta considerarmos a seguinte mudanca:

(U, V) —> <U,V — agU® — @U-v> ,

ai

onde, U =z e V = f(z,y), eliminado assim os termos azyz® e as z%y. Resta o termo misto
2
a1 xry”.
Como ay; # 0, definimos a seguinte mudancga na fonte :
_ _ a12 o
T+—>x, Yy—y+—y".
ai

Substituindo, analisamos como o termo a;;xy se transforma:

_ G2 o\ _ _9
anT |y — a_y = anTy — a12ry .
11

Agora o termo, a2y

2
a12x <Zj - %372) = A12% (172 - 2%373 + 04) .

a11 ail

Truncando no grau 3, obtemos,a ;x>

Somando as contribui¢oes obtidas acima, temos:

PP f(z,9) = (anzy — a197y?) + (+azy® + apy’).

Os termos em zj? se cancelam mutuamente.Portanto, a expressao final na nova coordenada
~3P 3
J°Py ~a (2, a112y + agsy”).
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Para que a singularidade seja uma Cusp, o coeficiente de 3% deve ser nao nulo. Assim,
obtemos a condicao final: ag3 # 0

Swallowtail:

Suponha que P, satisfaga as condigdes de nao ser Fold (agy = 0) nem Cusp (agz = 0), mas
mantenha a nao-degenerescéncia do 2-jato (a1 # 0).

Portanto, devemos analisar o 4-jato. A expansao de Taylor de f (apods as redugoes preliminares

de grau < 3) é dada por:

itf(z,y) = anry + anz® + aznr’y + anr®y® + azry® + apsy’.

Precisamos eliminar os termos asx?, as12%y e asnr?y?. Faremos isso via mudancas na meta,

dito isso consideramos a seguinte mudanca de coordenadas no contradominio:

2
ai ary

(U, V) — (U, V —anUt — By .y @W) :
onde U=zeV = f(z,y).
Apos estas operagoes na meta, o 4-jato reduz-se a:

j4f($7 Y) = anzy + a3y’ + apsy’.

Resta o termo misto a;32y®. Como a;; # 0, definimos a seguinte mudanca de coordenadas
na fonte para eliminar este termo:

_ _ aiz 3
Tr—x, y—y+—y".
ail
Apobs as mudancas, de forma anéloga aos casos anteriores, obtemos:

7' f(Z,9) = (anzy — a2y’ + (a13275°) + aoad™.
Portanto, a expressao final na nova coordenada é:

§'Py ~4 (2, an2y + apsy®).

Para que a singularidade seja uma Swallowtail, o coeficiente de y* deve ser nao nulo. Assim, as

condicoes necessarias e suficientes sao:

apa =0, ap3=0, an 7é 0, ap 3"é 0.

Butterfly:
Assumimos que a singularidade nao é Fold, Cusp ou Swallowtail, o que implica o anulamento

dos coeficientes puros até ordem 4 na diregao y. As condigoes iniciais sao:
a2 =0, a3 =0, apu=0.
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Além disso, mantemos a condigao de nao-degenerescéncia do 2-jato (aj; # 0) e assumimos
que a singularidade tem ordem 5, ou seja, ags # 0.

Para a analise da singularidade Butterfly, necessitamos trabalhar com o 7-jato de f. A
expansao de Taylor completa contém termos da forma a;oz® para i = 5,6,7, que dependem

exclusivamente da variavel x.

Para elimina-los, realizamos a seguinte mudanca de coordenadas polinomial no contradominio:
(U, V) — (U, V — asoU° — agoU°® — arU") .

Apos essa etapa, o 7 — jato simplificado é dado por:

i f(z,y) = anzy + 912$y2 + azzy® + a14IyZi+go5yS + agey® + a07yz.

Termos mistos restantes Parte pura em y

Precisamos remover os seguintes termos a22y?, a132y® e apuxy*. Como eles dependem de

poténcias de y, s6 conseguimos remové-los mexendo na coordenada y da fonte. Definimos a
mudanca:
T =, y%y—a—y——y——y.
Essa mudanca eliminou os termos mistos, porém afetou os outros da seguinte forma. Em

aosy®, ficou:

Baosa 10agsa’® Baosa
apsy® = apsy° — 2 y° + 025 12 O y" + Os.
a1 a7t 11

Para o termo de grau 6 (agsy®), temos:

= 6agga B
@0696 = (10696 - (%) y7 + Os.
11

Para o termo de grau 7, é direto: agry” = agryy’ + Os.

Apo6s a eliminagao dos termos mistos, o 7 — jato tem essa forma:

Sagsa Bagga Hagsa 10agsa’®
05 12>gj6+ (am_ 06312 05013 n 05 12)3]7.

T _— 5
7' f(Z,9) = an®y + apsy” + (%6 — 3
aiy any ail an
Por fim, precisamos eliminar 7°. Para eliminar o termo de grau 6, realizamos uma mudanca
de coordenadas na fonte, definindo a nova variével Y através da seguinte mudanca:

1
g —Y — |:—5 (aOG — 5a05a12):| Y2.
Qo5 ai1

Obtemos assim,
j7f([f, Y) ~ A allsz + (105Y5 + [(8&05&07 — 50’(2)6) a%l + 2&05(&12&06 — 20&13&05)&11 + 35&%26135} Y7.
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Dessa forma, o 7 — jato é A-equivalente a:

j7Pv ~A (.CE, Ty + y5 + y7)
Para que a singularidade seja de fato uma Butterfly, o coeficiente de y” deve ser nao nulo.
Assim, obtemos a condigao final:

(8apsagr — Hags) aiy + 2ags(aizags — 20a13a05)ar1 + 35a3,a5s 7 0.

Lips/Beaks:
Suponha que P, satisfaca as condigoes de degenerescéncia do 2 — jato (agy = 0 e a;; = 0),
mas que o 3-jato seja ndo-degenerado na diregao de y (a3 # 0).

Portanto, devemos analisar o 3 — jato. A expansao de Taylor de f é dada por:

j3f(957 y) = azr® + anx*y + apry® + agy®.

Precisamos primeiramente eliminar o termo puramente em z, asyz®. Faremos isso via

mudanga na meta. Consideramos a seguinte mudanca de coordenadas no contradominio:
(U, V) — (U, V — a30U3) s

onde U =z eV = f(x,y). Apos esta operagdo, o 3 — jato reduz-se a:

PP f(z,y) = ana®y + anzy® + agsy®.

Agora precisamos eliminar o termo ajp2y?. Como ags # 0, definimos a seguinte mudanca de

coordenadas na fonte:

_ _ a2
I, Yyr—ry+ -—=x.
3@03
Ao substituir y = §j — 22 7 na expressao e expandir os termos, o coeficiente de zy? se anula, e o

3ao3

coeficiente de 7%y é alterado pela contribuicao dos termos. Obtemos:

P ~ aty \ o
P2 f(Z,9) = aosy® + <a21 - i) Y.

Simplificando o coeficiente de z2y:

2 2
3@03 3(103

Portanto, j3P, ~4 (z,y® £ 2%y). Para que a singularidade seja do tipo Lips ou Beaks, o

coeficiente de 2%y deve ser nao nulo. Assim, as condicdes necessarias e suficientes sao:

2
ag =0, a1 =0, ap3#0, ajy—3azam#0.
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Goose:

Suponha que P, satisfaca as condicoes de degenerescéncia do 3-jato, ou seja, além de ags = 0

e aj; = 0, temos que o discriminante cibico ¢ nulo: a2y — 3as1ap3 = 0. Assumimos ainda que
o3 7’é 0.

Consideremos o 4-jato de f (ap6s a eliminagao do termo z* através de mudangas na meta):
74 () = aosy® + annay® + an @’y + asna’y + azna®y’ + azzy’ + auy’

Para eliminar os termos mistos do 3-jato (CLQIJ,’Q:U e a12xy2) e reduzir a parte ciubica & forma

aosy°>, realizamos a mudanca de coordenadas na fonte. Definimos a nova coordenada 7 como:

Q12
—x.

y—y+
3(103

Essa mudanca eliminou os termos que desejavamos, porém modificou os de grau 4, entao:

3&03 3&03
_ 2012 _ a? _ 2a92a12 Q220
Uy <y2 -3 ; 122 22 = a9y — : 3 : 212 4
03 ap3 Qo3 ags3
3a 3a? a3 a13a ay3a° as3a’
3 12 o 12 2- 12 3 _ _3 13412 9 _o 13479 3_ 13479 4
a13x y—3—:vy +9—23:y—273:v = a132Y T7Yy" + 342 2743
ao3 ags ags o3 aps3 o3
days 6a? 4a3 at
o4 (y4 _ 2 4 ;2:752’2 -5 132 27 + 1124 A
3ap3 9ag, ap3 8lags
2 3 4
a04y4 _ dapsary 5 2004075 o _ dapsaty 5 Qoaliy 4
2 3 1

Agrupando os termos resultantes de acordo com os monémios nas novas coordenadas (Z, y),

obtemos a seguinte expressao para o 4 — jato:
7 F(Z,9) = aosy® + anys*

dagsa
n (a13 004 12) xgg
3ap3

2
13012 2a04a12 2_92
+ ((122 — + xT

3 Yy
2 3
2aa12 | aizayy  4apsaiy 3
+ | as1 — + 2 - 3 X

Precisamos eliminar os trés termos que contém 72 (ou seja, ¢, zy® e x?3?). Utilizamos o

termo principal agsy® para absorvé-los.
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Para isso, definimos a nova variavel Y através da seguinte substituicao:

1 4 2 2
y—=Y —o— aps Y+ (alg — —a04a12> Y + <a22 _ Q13d12 + a04&12) 22

2
3(103 o 3&03 aops 3&03
oef. § - - N -~
Coef. xy3 Coef. x2y2

Assim, o 4 — jato reduz-se a:

20920 a a2 4CL CL3

.4 3 22W12 13%719 0419 3
X, Y)=apY’+ (a3 — + — Y
J f( ) 03 < 31 3 03 3 %3 27 33 )

Para evitar trabalhar com coeficientes fracionarios e obter uma condicao algébrica polinomial,
multiplicamos o coeficiente de z3Y pelo fator nao nulo 27a3;. Definimos entao a condigao Agepse
como:

3 2 2 3
AGoose = 27(131(103 — 18@226L126L03 + 9a13a12a03 — 4&04&12.

Portanto, o 4 — jato é A-equivalente a forma normal:
5Py ~a (2,9’ 4 2%y)
se, e somente se, a seguinte condicao for satisfeita:
27a31ag3 - 18&22&12a(2)3 + 9a13af2a03 — 4a04a:1)’2 # 0.

Gulls:

Assumimos que o germe satisfaz as condi¢oes de degenerescéncia do 2-jato (ags = 0,a1; = 0)
e que o termo cubico puro em y é nulo (ag3 = 0). No entanto, o termo misto a5 é nao nulo.

Lembrando que podemos eliminar qualquer termo da funcao f que dependa exclusivamente
de z, realizando uma mudanca de coordenadas no contradominio (meta). Basta definirmos a
transformacao (U, V) — (U,V — cU*), onde U =z ¢ V = f(z,y), de maneira analoga ao que

fol feito nos casos anteriores.

3 5

Dessa forma, descartamos os monoémios 23, % e 2° e consideramos a expansao de Taylor

relevante até a ordem 5:

i°flz,y) = a197Y* + a1 2®y + aouy® + azry® + anr’y? + azrty
+ apsy” + anzy® + anr®y? + azpr’y® + anz’y.

Definimos a seguinte mudanga na fonte:

_ _ 21
r—x, Y—y+-_—0=.
2(112
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A expressao para o 5 — jato ap6s a mudanca de coordenadas é:

20046 3a13a RIIE
.5 _ ) 4 04421 _3 13421 0491 29
37 f(%,9) = arpry” + [aoa] §* + |:a13 - TY" + |Gz — 5 52
ais a2 ars
r 2 3
(22021 3a13Q5;  QAoalyy | 5 _ 5 dapsaor | 4
+ |as — + R x°y + laos| ¥° + |a14 — 5 xy
L ai2 ats ais ai2
r 2 2 3
2@14@21 5@05&21 2.3 3&23@21 3@14@21 5(1,05(121 3 9
+ a9z — 5 3 Ty + |agg — B + 9 3 — 1 3 Ty
L ai2 ) a12 aro ayo
r 2 3 4
a32021 3305, Q145  OQosay | 4
T |G — + 2 93 1

Realizamos agora uma mudanca de coordenadas na variavel = (na fonte), da forma:

1 2 3 3 2
e X — |:(CL13 o C104@21) 7+ (a22 . a13a21 i a04a21) X} '

2
a12 12 2a12 2a7,

Agora, o Hjato, tem a seguinte forma:

. _ _ _ 22021 36113612 a04a3 _ _
P F(X,9) = a2 Xy + aouy* + | a1 — + 5 2L 321 X3y + aosy’.
ais 4daiy 2a7,

Por fim, para eliminar o termo X33 , tomemos:

2 3

goY — —

2 3

1 A22021  3a13a5;  QpaQsy 2
asy — X*“.

2(112

Esta substituicao, ao interagir com o termo dominante aop, Y*, gera residuos de grau 5 que
se somam ao coeficiente original ags. O acimulo de todas essas transformacoes resulta em um

coeficiente para o termo Y. Para que o germe seja A-equivalente & forma normal Gulls:
3°Py ~a (29 +yt +y°)

¢é necessario que este coeficiente final seja nao nulo. Multiplicando a expressao resultante por

a?, para obter uma condigao polinomial inteira, definimos o discriminante Agys:
2 2
Aguiis = ao5a19 — 2a31004012 + 4az1a5,-
A condigao de suficiéncia para a equivaléncia é, portanto, Aguys # 0. n

Teorema 3.26. Seja M dada em forma de Monge z = f(x,y) na origem p, com f como jd
definido e v = (0,1,0) € T,M. Entdo, as condigdes para que a familia de projegoes ortogonais
seja um desdobramento A.-versal das singularidades listadas na Tabela 3.1 sao dadas na Tabela
3.2 (onde se assume que as condigoes algébricas da Tabela 6.1 sao satisfeitas para cada tipo de

singularidade).
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Tabela 3.2: Condigoes para que a familia de projecoes seja um desdobramento versal.

Nome Condigoes algébricas
Fold Sempre

Cusp Sempre
Lips/Beaks Sempre
Swallowtail Sempre

Goose asg # 0

Gulls a%2 — 4dagpaps # 0
Butterfly aj1a13 — a%Q #£0

Demonstracao. Consideramos a familia modificada de proje¢oes dada por

P(z,y, o, B) = (v, f(x + ay,y) — By)
e denotamos por Py o germe de aplicacao ]So(x,y) = }Nj(x,y, 0,0) = P,(x,y), onde f(x,y) esta
na forma de Monge.
Conforme o Teorema 1.31, a familia P ¢ um desdobramento A.-versal da singularidade de
ﬁo se, e somente se,

LAe'ﬁO+R'{ﬁ1>ﬁQ}:g(2a2)a

onde

Pi(z,y) = (0,yfs(z,9) e Pa(w,y) = (0,~y).

As singularidades do tipo fold e cusp sao estaveis, portanto sao desdobradas versalmente
por qualquer familia. Para as singularidades restantes da Tabela 3.1, que sao finitamente
k-A-determinadas para algum k, trabalharemos no espaco de k-jatos J*(2,2).

Primeiro, mostramos que todos os monémios (z'y?,0) e (0, 2°y’) de grau k com i > 0 estdo
no lado esquerdo da equagao. Como %—io(x, y) = (1, fo(z,y)), temos que j*( %—Iz‘)) = (Q(x,y),0)
para qualquer monomio ) de grau k. Portanto, precisamos considerar apenas os monoémios
(0, z'y7) de grau k. Uma vez obtidos estes, trabalhamos moédulo M5 - £(2,2) e consideramos os
monomios de grau k£ — 1. Novamente, focamos nos monémios da forma (0, Q(x,y)). Observamos
que, usando a primeira componente de P, os monémios (z,0) e (0,2) estdo em LA, - By. Além
disso, obtemos o mondémio (0, y) diretamente de ;]52 = (0, —y).

Swallowtail
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A singularidade Swallowtail é 4-A-determinada. Assim, devemos verificar a condicao para

k = 4. Da Tabela 3.3, a singularidade do tipo Swallowtail ocorre sob as condigoes:
ag2 = 0, apz = 0, ap # 0, aps # 0.

Aplicaremos essas condi¢oes diretamente nas derivadas a seguir. A projecao ortogonal é

Py(z,y) = (x, f(x,y)), e os vetores fundamentais sao:

P()ar::<1afx)a P()y:<0afy)7 P1:<anfa:)7 PQZ(Oa_y)

As derivadas de f sao:
fo = 2a207 + a1y + 3a3r” + 2an 7y + ary” + dagr® + 3az 2y + 2a901y° + ai3y°,

fy = anz + ana® + 2a12xy + 3aosy” + as12” + 2a201°y + 3aizzy® + dapy’.

Os jatos ciibicos das derivadas de ﬁo Sa0:

5 (OF
i (8—;> = (17 2a20% + a1y + 3azox” + 2a012y + a12y” + dasz® + 3az 2’y + 2axnry’ + a13y3) )
.3 aﬁo 2 3 2 2 3
7 8_y = (O, a1 x + anxr” + 2&121@ + az317° + 2aw Y+ 3a13xy + 4a04y ) :
Para encontrar os mondémios de grau 4, basta tomar um monomio cubico @;. O jato
j4(Q1%—I}) contém, na segunda coordenada, o termo (0, zQ;), isto &, (0,z%), (0, 2%y), (0, 2%y?) e

(0, zy?), todos obtidos diretamente a partir desses jatos. Assim, os quatro monémios de grau 4

com fator = ja pertencem ao espago gerado.
Q1= z?:
2° fy = 2 (anx 4 ana® + a2y + ... ) = anz’ + O(5).

No jato quértico j4, o termo de grau 4 ¢ (0, a;;2?). Como ay; # 0, obtemos o mondémio (0, z?).
Q1 = 2%y
2y f, = 2’y(ane + anr® + 2ap07y + ... ) = anx’y + O(5).
Portanto, em j* surge o termo (0, a,23y), e como ay; # 0, geramos (0, 23y).
Q1 = xy*:
nyfy = :EyQ(anx + agz? + a0y + . .. ) = anz’y® + O(5).
Logo, no jato quértico aparece (0, a;;7%y?), o que d4 o monomio (0, z%y?).
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Y2 fy =y (ane + an@® + 2amy + - - + dany®) = anzy® + O(5).

Assim, no jato j% obtemos o termo quartico (0, a;;2y%), e portanto geramos (0, zy3).

208,

O monomio (0, z%y) pode ser gerado usando o jato j*(z e

), expandindo:
x2fy = 22(anx + agx? + 2a197y + 3agsy® + ... ) = ana® + agixt 4 201003y + 3agsx®y? + . ..

No jato j*, aparecem os termos de grau 4 que ja pertencem ao espaco anteriormente gerado.
Como o termo (0, a;;23) é de grau 3 e nao contém fator y, podemos, subtraindo os termos de
grau 4 ja conhecidos, isolar o termo puro de grau 3: (0,z?%). Analogamente, o termo (0, 2a;22%y)
também tem grau 3 na variavel y e pode ser isolado médulo os termos quarticos, fornecendo
(0,2%y).

Por fim, para obtermos y*. Definimos:

L[ OPR .
vy = j* <y8—;> ; vy = j4(0, f).

Das expressoes acima, extraimos (descartando termos de grau 5 ja gerados):
v1 = (0, an 2y + aypy® + 3aisry?),

vy = (0, apy + arpy® + 3a13xy® + 4asyt).

Logo, vy — v1 = (0, 4agsy*). Como no caso Swallowtail temos ags # 0, obtemos o mondmio
(0,9").

Para os mondmios (0, zy?) e (0,4?), temos jS(yz%IZ‘)) = (0, a;12y* + O(5)), de onde isolamos
(0,zy?). Através de P = (0,yf,) obtemos (0, y?), utilizando o j, e o fato de ay; # 0. Por fim,

para obter (0, zy):

L[ OR
53 (xé)_xo> = (0, a2y + 2a002 4 2a91 2%y + a12xy2),

que contém (0, xy). Do jato j3(%—i") temos o termo 4agyy>, garantindo por ags # 0, 0 mondmio

(0,°).

Portanto, todos os monoémios de grau < 4 na segunda coordenada aparecem como combinagoes
lineares dos jatos. Como a singularidade Swallowtail é 4-A-determinada, este resultado implica
que a condicao é satisfeita sem hipoteses adicionais sobre os coeficientes de f. Assim, a familia

de projegoes ¢ sempre um desdobramento A.-versal da singularidade do tipo Swallowtail.

Lips/Beaks
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Assumimos as condigoes caracteristicas do caso Lips/Beaks:
2
agz = 0, aj; =0, ap3 # 0, ay, — 3agiaps # 0.

A projegao é Py(z,y) = (x, f(x,y)). Suas derivadas sao Fy, = (1, f,) e Po, = (0, f,).
Também utilizaremos Py = (0,yf,) ¢ Py = (0, —y).

As derivadas de f (truncadas no grau 3) sao:
fo = 2020 + a1y + 3azox® + 2an1wy + a1y,

fy = a;1T + 2a02y + (lgll’z + 2@121’y + 3@03y2.

Aplicando as hipdteses de ponto parabélico a;; = 0 e age = 0, obtemos:
fo = 2a207 + 3azox” + 2ax2y + a9y’

fy = a2 + 2a197y + 3ag3y>.

Primeiro, consideramos o jato x Py, = (z,zf,). Como:
_ 2 3 2 2
T fr = 2a02” + 3a302” + 2an 27y + apry’,
o jato cubico na segunda componente (médulo termos em x puro gerados pela meta) é:
3 _ 2 2
vy = j (2 Py,) = (0, 20177y + aaxy”).
Para o segundo caso %, = (0,2 f,), temos:
_ 3 2 2
l’fy = a91x” + 2&121’ Yy + 3@03.Ty s
e portanto (novamente modulo termos em 3):
vy := 2 (xPyy) = (0,2a122°y + 3agzry?).

Agora iremos obter os monomios mistos 2%y e zy?. Os termos cibicos de v; e v, organizam-se

no sistema:

V1 2a91 a1 (O’xzy)
(%) 2&12 3(103 (O,ny)

O determinante desta matriz é:
det = 6&210,03 — 2@%2 = —2(&%2 — 3&21@03).

Como estamos no caso Lips/Beaks, a3, — 3asiaps # 0, logo det # 0. Portanto, (0,z%y) e

(0, zy?) sdo obtidos a partir de vy e vy.
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Para gerar o termo 3.

Considere agora yFPy, = (0,yf,). Temos yf, = an1z*y + 2a122y* + 3agzy>. Portanto:

j3<yP0y) = (073%33/3)-

Como agz # 0, obtemos o monémio puro (0, y3).
Para gerar s termos zy e y>.
De forma anéloga, extraimos os jatos de ordem 2 das derivadas parciais:

. [ 0D,
3 ((3—1?) = (0, 2a1 2y + a12y?),

. [ OR
j3 (a_yo) = (0, 2a122y + 3a03y2)-

Escrevendo esses vetores na base {(0,zy), (0,y?)}, obtemos a mesma matriz de coeficientes

M:

[ 2421 ane
2@12 3&03
Consequentemente, o determinante ¢ o mesmo: det M = —2(a?, — 3agiaps) # 0. Assim, podemos

isolar linearmente os monémios puros (0, zy) e (0, y?).

Como todos os mondmios da base de jatos de grau < 3 na segunda componente (que
contenham y) foram gerados e os termos em x sdao garantidos pela estrutura da projegao e
mudangas na meta, a familia de proje¢oes é um desdobramento A.-versal no caso Lips/Beaks.

Goose

A singularidade Goose é 4-A-determinada, pelo que devemos verificar a condi¢ao de versali-
dade para k = 4. As condigoes caracteristicas da singularidade Goose sao:

CL2

12
ag = s—, a3 #0, axp=0 e a;; =0
3&03

Os jatos das derivadas de ﬁo na segunda coordenada sao:

5 [ OP,
5 (a—;> = (1,2a207 + 3asox® + 2ap1 3y + a12y” + dasz® + 3a517%y + 2anzy® + a13y°) |

4 [ OF
]3 (a—yo> = (0, a2 + 2a107y + 3a03y2 +as 2 + 2a221:2y + 3a13xy2 + 4a04y3) .
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Para extrair os monoémios mistos de grau 4 na segunda componente:
vy = j4(x28y130) = (0, ag1x* + 2a122y + 3agzxy?),
Vo 1= j4(xy6yf’0) = (0, an 2’y + 2a127*y* + 3agsry?),
Vg 1= j4(a12x6xﬁ0 — aglxayﬁo)
= (0, (4a40a12 — az1az1)x* + (3as1a1z — 2092091 ) 7>y + (2a20a19 — 3ay3a01)2*Y*+
(a13a12 - 4G04G21)$y3)-

Formando a matriz 3 x 3 com os coeficientes de (0, z%y), (0, z*y?), (0, zy?):
2a19 3ap3 0
Aoy 2a12 3ap3
3az1a1a — 2a20a91 2a22a12 — 3a13a21  a13a12 — 4dpsan
O determinante desta matriz é:
a12(27az1a5; — 18a22a12a5; + 9a13a75003 — 4agsa’iy).
Pela condi¢ao Goose (Tabela 3.1), o polinémio entre parénteses é nao nulo. Portanto,

(0,2%), (0,2°y%) e (0,2y")

sdo gerados. Se ajy # 0, obtemos também (0, y*) via j4(y28,B) = (0, 4agsy* + .. .).

Se a2 = 0, entao, pela condigao Goose, temos as; = 0. Nesse caso, os jatos
i@*0,), j(ayd,R) e (0P
fornecem, respectivamente, (0,22y2), (0,21%) ¢ (0,5*), enquanto (0, 2%y) surge de j*(20,Fy).
Monodmios de grau 3: A partir dos jatos
j3(;y8yﬁ0), j?’(y(‘?ylgo) e j3(a128x§0 — (1215yﬁ0)7

obtemos (0, z%y), (0, zy?) e (0,y3).

Monémios de grau 2: Temos:
]2(8$ﬁ0) = (]_, 2&201‘ —+ ... ), jQ(ayﬁo) = (0, 2&121@ + 3@03y2 + ... )

Tomando somente a segunda coordenada desses jatos, obtemos (0, 2as; 7y + a12y?) e (0, 2a107y +

3ap3y?). A tnica forma de isolar o mono6mio (0, zy) é a partir de:

F(Py) = (0,yf.) = (0, 2asmy + ... ),
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o que é possivel se, e somente se, asy # 0.
Todos os mondmios de grau < 4 sao gerados, exceto (0,zy), cuja apari¢ao exige asy # 0.
Assim, a familia de proje¢oes é um desdobramento A°versal da singularidade Goose se, e

somente se, agy # 0. Quando agg = 0, 0 ponto é um ponto umbilico e a versalidade falha.

Gulls
Tomamos k = 5, pois a singularidade Gulls é 5-A-determinada. Devemos mostrar que
os monomios de grau < 5 na segunda coordenada pertencem ao espaco gerado pelos jatos

considerados. As derivadas de P, expandidas até a ordem necesséria sao:

. [ OF
j* (8_x0> = (17 20907 + 3a307” + 2a91 7Y + ar2y” + dagr® + 3az vy + 2a01y° + ai3y°

+ Basoxt + danx®y + 3asx®y? + 2a03xy> + a14y4>,
-4

OP,
] (a—yo> = (O, CL21(L’2 + 2(112Iy + 3@03y2 + a31x3 + 2@22I2y + 3@13$y2 + 4(104y3

+ agzt+ 2a32x3y + 3a23x2y2 + 4a14xy3 + 5a05y4> )
Considere os jatos:
vy = j5(m36xﬁ0) = (0, 2as32%y + apr’y?),
Vg 1= j5(:c2y8y130) = (0, as1x'y + 2a102°y?).

Caso as; # 0: Dos jatos v; e vy, podemos isolar o monoémio x*y. Primeiro, normalizamos vy
3 ) )

como: évz = (0, 2y + %1’3312). Subtraindo de vy, obtemos (0, —3a223y?). Assim:

1 1
0,2'y) = — 0,2%?) = — —— (01 — 203).
(0, 2%) ] (0,2°y%) 3@12(7)1 V)

Portanto, quando ag; # 0, v; e vo geram (0, 2%y) e (0, 23y?). Se as; = 0, ainda obtemos (0, z3y?)

via vy, e oty é recuperado pelo jato j5(8yﬁ0).

Para obter outros monodmios de grau 5 e 4, consideramos os jatos:

j5(y28y]50) = (0, 2a122y® + 4apsy®),
j5(y8y]50) = (0, as12?y + 2a10y* + 3aysry® + dagy® + Sagsy®),
j5(xayﬁ0) = (0, 20192y + 4agsxy?),
j5($6xﬁ0) = (0, 2a312°y + a127y® + aizzy?),
7°00, f(z,y)) = (0, a2’y + arozy® + arzzy® + aoay”® + aosy’).
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Os cinco vetores acima geram a matriz M:

0 0 2&12 0 4(1,04
as1  2a12 3a1z 4aps Sags
M = 2&12 0 4@04 0 0

2a31 a2 ais 0 0

a3 12 ais Qo4 Qo5

O determinante de M é 4a12a04(a05a%2 —2a13004012 +4a31ag4). Pela hipotese da singularidade

Gulls, esse valor ¢ nao nulo, logo geramos (0, 2%y), (0, zy?), (0, zy?), (0,4*) e (0,4°).

Resta apenas o monoémio (0,y?). Para gerar (0,%°) e os mondmios de grau 2, usamos os
jatos de ordem 3:
j3(8yﬁ0) = (0, 2a107y + 4agsy?),
73(0:Py) = (0, 2a12y + arpy® + aizy®),
P3(P) = (0, 2a00zy + aray®).

Estes trés vetores geram a matriz 3 x 3:

2@12 2&31 2&20
M = 0 a2 0
daps a1z i

O determinante ¢ 2a9(a?, — 4agags). Portanto, ¢ necesséria a condigao adicional af, —
4aspaps # 0 para obter (0,9%). Esta é exatamente a condigdo que garante que a imagem do
conjunto parabodlico pelo mapa de Gauss tenha uma cuspide ordinaria. Logo, a familia de
projegoes é um desdobramento A.-versal da singularidade Gulls.

Butterfly

Esta singularidade é 7-A-determinada, portanto tomamos k = 7. Para qualquer monémio ¢

de grau 6, temos:

j7 <Q%§O> = (O’ CLH[EQ(I,:U)),

de modo que obtemos todos os monomios de grau 7 da forma (0, zQ(z,y)). Usando dF,/dy
novamente e trabalhando moédulo esses monoémios, obtemos todos os monémios da forma

(0,2Q(x,y)) de grau 6 e 5, bem como os mondémios (0, z%y) e (0, z%y?).
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Considere agora os seguintes jatos de ordem 7:
4 ( ,OR
j’ <y3a—; = (0, anzy® + dagsy"),

. oP, , ,
i’ (?JQa—yO = (0, anzy® + 2a127y® + Sagsy® + 6agsy”),

- OR
i’ (ya—yo = (0, a;1zy + 2a192y* + 3a132y” + Sagsy® + 6agey” + 7@0797)7

- OR
i’ <5L’8—; = (0, ap 7y + apry® + azry®),

. OF,
i’ (Qa—; —(£,0)] = (0, 2a10a117y> + a%ﬂyz + agsar1y® + (aparr + (1056112)97),

370, ) = (0, anzy + apry® + arzry® + agsy® + aosy® + aory’).

Esses vetores geram a seguinte matriz:

0 0 a1 0 0 5(1,05
0 a1 2&12 0 5&05 6&06
a1 2a12  3a13 Sags  Gags Tagy
]
ain aq2 ais 0 0 0
2
0 ai; Z2a12a11 0 agsain aesi1 + aosaiz

aix a2 a13 Qo5 Qo6 Aot

cujo determinante é dado por:
2 2\ 2 2 2
aps Q11 (8@05@07 - 5@06) aq1q + 2@05 (a12a06 — 20@13@05)(111 + 35@12CL05.

Pela hipotese da singularidade Butterfly, este determinante nao se anula. Consequentemente,
obtemos os monémios (0, zy), (0, zy?), (0, zy?), (0,4°), (0,4°) e (0,y7). Note que de j7(88—]z°) =
(0, 5a05y*), obtemos (0, y*) pois ags # 0.

Os monoémios (0, y?) e (0,y?) sao gerados pelas combinacoes dos seguintes dois vetores:

j7(P1) = (0, any® + @123/3)7

i’ (0_ - P2) = (0, a12y® + a13y°).

Estes dois vetores formam uma matriz 2 x 2 com determinante a;;ai3 — a%Q. Portanto, a

familia P é um desdobramento A.-versal da singularidade Butterfly se, e somente se:
a11a13 — (I%Q 7é 0
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Como para a Butterfly temos ags = 0, segue que a condigao ajjaiz — a3y # 0 equivale

geometricamente a dizer que a curva flecnodal nao é singular em p.

3.3.1 Consideracgoes adicionais sobre a geometria da superficie

Para descrever a geometria de M, antes precisamos notar que a forma de Monge utilizada
ao estudar o contato com planos (dado pelas singularidades da fungao altura) é a mesma que
estamos utilizando para o caso do contato com retas. Por isso, todas as condi¢oes geométricas
em M em termos dos coeficientes de f que foram encontradas na Secao 3.1 continuam valendo
na geometria da superficie M. A geometria destas singularidades que discutiremos a seguir,
podem ser visualizadas na Figura 3.3.

Seguindo as condigoes descritas no Teorema 3.25 junto com as condigoes geométricas
determinadas na Segao 3.1, podemos ter as seguintes caracterizacoes geométricas em M em
termos dos coeficientes de f que podem ser resumidas na Tabela 3.3. De fato, vamos analisar

cada caso:

Fold

Neste caso, pela Proposi¢ao 3.24 temos que P, ¢ singular quando v € T,M. Mas do Teorema

3.25, P, ¢ uma fold quando agy # 0.

Cusp

Sendo v € T,M podemos identificar v = (0, 1,0) simplesmente por v = (0, 1). Além disso, P,
tem uma singularidade cusp se age = 0 com a3 # 0 e agz # 0. Segue do Teorema 3.8(7) que p é

um ponto hiperbodlico e v é uma direcao assintotica.

Swallowtail

Aqui P, tem singularidade swallowtail na origem se, e somente se, ags = ag3 = 0 com pelo menos
a1 # 0. Pela Observacao 1.4, p é um ponto flecnodal na origem quando f,(0,0) = f,,(0,0) =
fyyy(0,0) = 0. Mas essa é exatamente a condicao para ter tal singularidade. Além disso, o fato
de ay; # 0 garante que p é um ponto hiperbdlico e também que v é assintotica.

Perceba que P, = (z, f(x,y)) é uma singularidade swallowtail na origem p quando f,(0,0) =

fyy(0,0) = f,,,(0,0) = 0 que significa que esse ponto também ¢é flecnodal.
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Observacao 3.27. Pelos comentdrios acima também € possivel definir um ponto flecnodal
como sendo um ponto p € M tal que se existe uma reta tangente a M em p que possui contato
de ordem k > 4 com a superficie. Por exemplo, se considerarmos a superficie M dada na
forma de Monge por f(x,y) = zy + y*. Analisando o contato com o eivo y (parametrizado
por a(t) = (0,t,0)), temos a funcao de contato g(t) = t*. Calculando as derivadas na origem,
obtemos g(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = ¢"(0) = 0 e g™ (0) = 24 # 0. Logo, o eivo y tem contato de

ordem 4 com M, caracterizando a origem como ponto flecnodal. Ver Figura 3.2.

Figura 3.2: Representacao de um ponto flecnodal na superficie z = xy+y*. A curva em vermelho

indica o contato com o eixo y de ordem 4.

\

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Usando tal descricao, agora estamos interessados em descrever o conjunto flecnodal que
consiste localmente dos pontos (z,y) para os quais existem « e  proximos da origem (sendo

um ponto flecnodal) tais que a familia modificada de projegoes

P(iL',y,Oé,B) = (LL',f(iL' + Oéy,y) - ﬁy)v

satisfaca que
o (f(x+ay,y) = By) = 0;
22 (f(x + ay,y) — By) = 0;
25 (f(x + ay,y) — By) = 0.
em que P, seja uma singularidade swallowtail na origem (ags = ag3 = 0 e a1 # 0 e agg # 0).
Das condigoes acima e usando Regra da Cadeia, temos que o conjunto flecnodal em torno da

origem tem que satisfazer as seguintes expressoes:

2

(afe + fy)(z + ay,y) = B =0,

) (a2fm + 20 fy + fyy)(z +ay,y) =0, (*)

k(O-/?)facacnc + 30[2fxa:y + 3afmyy + fyyy)(x + Oéy, y) = 0
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Teorema 3.28. Nas condicoes acima, se p € um ponto flecnodal, entao o 2-jato da equagao do

conjunto flecnodal F € dado por

2 2 2
a A120a21 2a92 ai a2 — 2411012021 + a9020
6 (a13 — ﬂ) T + 24@04y + 6@12 ( — — ( 1 12 ) .1’2

2 3
a1 aiq a1 a1

4 3 —a? 36
—6a12( ais + (011<l13 a12)>$y_ QpaQ12 yg.

2
a1 ayq a1

Em particular, o conjunto F € uma curva suave regular.

Demonstragcao. Considere a familia modificada de projecoes P, descrita acima e p com as
condigbes agy = ap3 = 0 e a3 # 0 e ags # 0. Da primeira equacdo de (x) o podemos obter
[ como uma fungao de (z,y,«). Substituindo essa expressao na segunda equagao de (x) e
resolvendo a segunda equagao de (*) em relagao a «, usando a condi¢ao f,,(0,0) = ay; # 0,

obtemos o como uma fungao suave das variaveis (z,y). Mais precisamente, tem-se

2 2 2
a12 as ase — 2a11a19a91 + 35020 5 3 (a11a13 — afy) Gaps o
—x — 3 Tt — Yy — ——y°.

alr,y) = —
(:9) aii aiy a%1 aii

Substituindo esta expressao na terceira equacao de (x), obtemos a equagao que define localmente

o conjunto flecnodal no espaco de parametros onde o 2-jato é dado por

2 2 2
a Q12021 2a92 ai a2 — 2411012021 + AT9020
6 <a13 — —12> T + 24a04 y + 6a;2 ( — — (a1 12020) z?

2 3
aiq ai a1 an

days 3 (aaiz — a? 36a04a12
— 6aqo ( + ( 5 12) Ty — ———= 2.
ar ar an

Como agy # 0 entdo o conjunto F é uma curva suave regular. 0

Butterfly

Pelo Teorema 3.8 (i), da mesma forma que antes, as condigdes agy = 0 e aj; # 0 garantem que p
¢ um ponto hiperbolico e v = (0,1,0) é uma dire¢ao assintotica. Ao aplicarmos a condigao de

butterfly ags = 0 ao Teorema 3.28, o 1-jato da equacao da curva flecnodal simplifica-se para

2
a
6 (a13 — —12> x.
a1

Como genericamente ajza;; — al, # 0, a curva flecnodal no dominio da parametrizacio coincide
localmente com o eixo-y (z = 0). Consequentemente, a curva flecnodal em M admite uma
parametrizac¢ao cujo vetor tangente na origem é (0, 1), coincidindo exatamente com a dire¢ao de

projecao v.
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Lips/Beaks

Neste caso, as condigoes para P, ter uma singularidade Lips/Beaks sao ags = 0, a;; = 0, com
aps # 0, a2, — 3agapz # 0. As condigoes agy = 0, a;; = 0 sao mesmas condi¢oes do Teorema
3.8 (i) quando p é um ponto paraboélico e v uma dire¢ao assintotica. Além disso, como ag3 # 0
segue do Teorema 3.8 (ii) que o a curva parabdlica P é regular na vizinhanga deste ponto e esse

ponto nao ¢ uma cuspide de Gauss.

Goose

Para as informagoes geométricas da Goose, observemos que as condigoes ags = 0 e a;; = 0
implicam, pelo Teorema 3.8 (i), que p é um ponto parabolico e a diregdo de projegao v = (0, 1)
é a sua unica diregao assintotica. Como no caso da Goose temos ag3 # 0, segue pelo item (i7) do
mesmo Teorema que p nao é uma cispide de Gauss e o conjunto parabdlico P é uma curva suave
na origem. Além disso, a condi¢ao a?, — 3asiaps = 0, faz pela Proposi¢ao 3.9, que a imagem da

aplicagao de Gauss do conjunto parabolico seja nula, isto é tem uma inflexao geodésica.

Gulls

No caso da singularidade Gulls, temos ags = a1; = 0 e, adicionalmente, agz3 = 0. Pelo Teorema
3.8 (ii), a condigao agz = 0 identifica p como uma cuspide de Gauss. Geometricamente, isso

significa que a dire¢ao assintética v é tangente ao conjunto parabolico.

Teorema 3.29. Para uma superficie genérica em relagao as funcoes altura e projecoes, a curva
flecnodal F contém as cuspides de Gauss, e € uma curva suave nesses pontos e possui contato

de 2 pontos com a curva parabolica P.

Demonstragao. Seja M dada na forma de Monge z = f(z,y) na origem p, onde p é uma Cuspide
de Gauss e v = (0,1,0) a dire¢ao assintotica. A expansao de Taylor de f (respeitando as
condigoes de cuspide agy = a1 = ap3 = 0) é dada por

j4f(l’a y) = axnr® + azgz® + a21x2y + @1256’92 + agrt + -+ C1043/4-

Assumimos as condigoes de genericidade agg # 0, a2 # 0 e agq # 0.
Pelo item (iii) do Teorema 3.8, o 2-jato da curva paraboélico P em p pode ser parametrizada

por
(6agsazo — afy)

20012

zp(y) = —

Para determinar a curva flecnodal, utilizamos a caracteriza¢ao dada pelas expressoes (x)

da descri¢ao da geometria da Swallowtail. Assim obtemos que jla(z,y) = —%y. Agora,
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substituimos na terceira expressao de (x) temos que o 2-jato do conjunto flecnodal é dado por
2 F = 2a107 — 4agsy?. Como ajp # 0 a curva flecnodal ¢é regular e podemos parametrizar o seu
2-jato por

. 2a04 2

iUF(y) = o1

Observe que, como as parametrizagoes zp(y) e z7(y) dependem de y? e ndo possuem termo
linear em y, ambas definem curvas tangentes ao eixo y na origem (a dire¢ao assintotica v).
Geometricamente, isso mostra que elas compartilham a mesma reta tangente em p.

Agora comparamos os coeficientes de 3% das duas curvas. Subtraindo as parametrizacoes
obtidas:
Tp—rr _ <a__6_o> _(2_0) _ a2 8au

y? a20 a2 a12 a20 arp
Para uma superficie genérica, essa diferenca é nao nula. Ao mostrar que a diferenca dos
coeficientes quadraticos é diferente de zero, provamos que as curvas possuem curvaturas distintas
na origem. Portanto, como temos a tangéncia assegurada e as curvaturas sao diferentes,

concluimos que a curva flecnodal e a curva parabdlica possuem contato de ordem 2 na cuspide

de Gauss. O

Figura 3.3: Interacao entre as curvas parabodlica e flecnodal e as singularidades da projecao

ortogonal.

Regiédo hiperbdélica
Swallowtail

!

Lips/beacks
Gulls(cuspide de Gauss

Curva parabdlica Fold
[ )

Regiéo eliptica

Fonte: Arquivo pessoal do autor.
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Tabela 3.3: Caracterizacao geométrica das singularidades locais de P, .

Nome Caracterizagao geométrica
Fold v é tangente a M em p.
Cusp p € ponto hiperbélico; v ¢é direcao assintotica em p.

Lips/Beaks p é ponto parabolico; v é diregao assintética em p.

Goose p € parabdlico; v é direcao assintotica;

a imagem de Gauss da curva parabdlica tem inflexao geodésica.
Swallowtail p é flecnodal; v é direcao assintotica em p.

Butterfly p € flecnodal; v é direcao assintotica;
v é tangente a curva flecnodal em p.
Gulls p € cuspide de Gauss; v é diregao assintotica;

a curva flecnodal e a curva parabélica tém contato de ordem 2.

Assim como as outras curvas apresentadas até aqui, a curva flecnodal também é uma
curva robusta. O desenvolvimento desta teoria, pautado na anélise das singularidades do tipo
swallowtail da projecao ortogonal, contou com contribui¢oes fundamentais de Bruce, Tari e

Giblin (veja [4] e [5]).

3.3.2 Gerador de contorno e contorno aparente

Nesta se¢ao apresentamos o Teorema de Koenderink. Esse resultado pode ser encontrado, do
ponto de vista da Geometria Diferencial, no livro [13|, porém, aqui adotaremos uma abordagem
distinta. O teorema sera obtido exclusivamente sob o ponto de vista da Teoria das Singularidades,
utilizando apenas o estudo do contato da superficie com retas, descrito pelas singularidades da
projecgao ortogonal P,. Antes, definimos os conceitos de gerador de contorno e contorno aparente,
essenciais para o entendimento deste resultado; para mais detalhes sobre essas defini¢oes e suas
propriedades, veja [26].

Segue da Proposicao 3.24 e da Segao 1.2.2 a seguinte defini¢ao:

Definigao 3.30. O conjunto dos pontos singulares de P, na superficie M é denominado gerador

de contorno e denotado por X .

Yy ={pe M| P, ésingular emp} ={pe M |veT,M}
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A imagem desses pontos singulares ¥y, pela projecao P, € denominada contorno aparente de

M ao longo de v e indicado por

Em nosso contexto estamos considerando P, e v conforme as condigdes de (3.9). Entao o

gerador de contorno pode ser descrito por

v ={(z,y) e M| fy(x,y) =0} (3.11)

A Figura 3.4 ilustra o funcionamento do gerador de contorno sobre a superficie e a formagao

do contorno aparente no plano de projegao.

Figura 3.4: Gerador de contorno e contorno aparente.
Contorno aparente

Gerador de contorno

4

Fonte: Arquivo pessoal do autor.

Proposigao 3.31. Considere v € T,M (i.e., p € 3y).

(1) O gerador de contorno 3, € uma curva singular em p se, e somente se, p € um ponto

parabolico e v € a unica diregao assintotica em p.

(17) Se v nao é uma diregio assintdtica em p entdo Xy e Ay sao curvas requlares em p e Py(p),

respectivamente.

Demonstracao. Considere o gerador de contorno ¥, dado em (3.11), entdo

jl(fy) = a11x + 2a02y.

(i) O gerador de contorno X, ¢ uma curva singular se, e somente se, j'(f,) = 0, isto &,
quando a;; = age = 0 que sao as mesmas condigoes do Teorema 3.8 (i) quando p é um ponto

parabolico e v uma direcao assintoética.
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(77) Se v nao ¢ uma diregao assintotica em p, entdo age # 0. Desta forma, claramente X é

uma curva regular em p, pois j'(f,) # 0. Neste caso, podemos parametrizar Xy por ¢t — (¢, y(t)),

onde

1 ai

t) = ———t

Iyt = =5

Logo,
Av = PV(EV) - Pv(tu y(t))
. dagoapy — lel 2
em que j2A, = (t, 4—t > Isto é, o contorno aparente A, é uma curva regular em
ap2

Py(p). O

Assim podemos enunciar o Teorema de Koenderink.

Teorema 3.32 (Teorema de Koenderink). Sejam M uma superficie reqular, p € M e v € T,M

um vetor unitdrio. Se v nao € uma direcao assintotica em p, entao

K(p) = kn(v) ks, (Po(p)), (3.12)

onde K € a curvatura Gaussiana de M em p, ka, (Pv(p)) € a curvatura do contorno aparente

em Py(p) € kn(V) € a curvatura normal de M em p na diregao v.

Demonstra¢ao. Assumimos p na origem, nas condi¢oes do item (ii) da proposigao anterior. Na

origem, para a forma de Monge, a curvatura Gaussiana
2
K(p) = 4&20&02 — Qqq-

O contorno aparente A, tem

jQAV _ (t, dasoagy — a%1t2> _ (t K(p) t2>.

4@02 ’ 4(1,02

Como o aparente contorno é uma curva plana, entao a curvatura do contorno aparente em P, é
K(p)

ap2
M com o plano z = 0. E isto pode ser parametrizado por

dada por ka, = . Note que a se¢cao normal de M ao longo da direcao v é a intersecao de

y — (0,9, ap2y” + Os(x))

com a curvatura normal na diregdo v na origem dada k,(v) = 2age. Assim, concluimos que

K(p)

Kn (V)

IiAv =
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Exemplo 3.33. Considere M uma esfera de raio R. Sabemos que a sua curvatura Gaussiana
¢ constante e igual a K = 1/R?* em qualquer ponto p € M. Seja v qualquer dire¢ao tangente
em p. A secao normal ao longo de v é um circulo mdzimo da esfera, cujo raio € R. Logo, a
curvatura normal € k,(v) = 1/R. Ao projetarmos a esfera ortogonalmente na dire¢io v , o
seu contorno aparente Ay € um circulo plano também de raio R, cuja curvatura € ka, = 1/R.

Aplicando o Teorema de Koenderink, obtemos exatamente a curvatura Gaussiana:

(V) - iy = (%) ~ (}%) )
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, estudamos as caracteristicas robustas das superficies imersas em R3
por meio do estudo do contato com subvariedades modelos. Apoés a formalizacao tedrica realizada
nos Capitulos 1 e 2, conseguimos explorar de forma significativa os resultados envolvendo contato
com planos, esferas e retas. As principais contribui¢oes desta dissertacao residem na obtencao
das parametrizacoes analiticas das seguintes caracteristicas robustas: curva parabélica, curva
ridge, curva flecnodal e ciispide de Gauss a partir das condigoes estabelecidas sobre os coeficientes
dos k-jatos da forma de Monge. Além disso, durante o trabalho apresentamos as interpretacoes
geométricas desses resultados, consolidando um paralelo entre a geometria diferencial e a teoria
de singularidades. Para ilustrar a parte geométrica apresentada ao longo do texto, utilizamos os
softwares Inkscape [11] e Geogebra [12]. Espera-se que os métodos e as parametrizagdes aqui
apresentados sirvam de base para futuros estudos, como, por exemplo, o estudo das propriedades

geométricas de superficies imersas em espagos de dimenséao superior (n > 3).
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