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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo elaborar duas sequéncias de ensino fundamentadas na
Modelagem Matematica e desenvolvida com o auxilio do software GeoGebra para o ensino da
Proporcio Aurea no Ensino Médio. A pesquisa fundamenta-se na problemética de que o ensino
tradicional de Matematica prioriza a memoriza¢do de férmulas e conceitos abstratos, gerando
desinteresse e dificuldades de compreensdo entre os estudantes. Para subsidiar a elaboragao
das propostas de ensino, sdo abordados aspectos historicos da proporcdo durea, suas
propriedades e suas manifestacOes em diferentes areas, bem como os fundamentos tedricos da
Modelagem Matematica e do uso do software GeoGebra no ensino de Matematica. Como
resultado, elaboram-se duas propostas de ensino fundamentadas nas etapas de interacdo,
matematizacdo e modelo matematico. A primeira propde a exploracdo das proporcdes faciais
humanas por meio de marcagdes e célculos de razdes dindmicas no GeoGebra, resultando na
formalizacdo e compreensdo da razdo aurea. A segunda proposta aborda a construgdo
geométrica do retangulo dureo em sobreposicdo a obras de arte e a fachada do Partenon,
permitindo a validacdo de hipdteses e o desenvolvimento do senso critico dos alunos diante de
modelos matematicos. Conclui-se que a integracdo dessas tendéncias metodoldgicas pode
favorecer uma aprendizagem contextualizada e participativa, promovendo a autonomia dos

estudantes e aproximando os conceitos matematicos da realidade.

Palavras-chave: propor¢ao durea; Historia da Matematica; modelagem matematica; Geogebra.



ABSTRACT

This study aims to develop two teaching sequences based on Mathematical Modeling and
created with the aid of GeoGebra software for teaching the Golden Ratio at the high school
level. The research is grounded in the issue that traditional mathematics instruction prioritizes
the memorization of formulas and abstract concepts, leading to a lack of interest and
comprehension difficulties among students. To support the development of these teaching
proposals, the study addresses historical aspects of the golden ratio, its properties, and its
manifestations in various fields, as well as the theoretical foundations of Mathematical
Modeling and the use of GeoGebra in mathematics education. As a result, two teaching
proposals were developed, structured around the stages of interaction, mathematization, and
mathematical modeling. The first proposes exploring human facial proportions by marking
points and calculating dynamic ratios in GeoGebra, leading to the formalization and
understanding of the golden ratio. The second proposal focuses on the geometric construction
of the golden rectangle overlaid on works of art and the fagade of the Parthenon, enabling
hypothesis validation and the development of students' critical thinking regarding mathematical
models. The study concludes that integrating these methodological approaches can foster
contextualized and participatory learning, promoting student autonomy and bridging the gap

between mathematical concepts and reality.

Keywords: golden ratio; History of Mathematics; mathematical modeling; GeoGebra.
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1 INTRODUCAO

O tema deste trabalho surge a partir de reflexdes sobre a dificuldade e desinteresse dos
estudantes da Educagdo Basica em relagdo a disciplina de Matematica. Frequentemente, durante
as aulas, o professor se depara com questionamentos por parte dos alunos como: "Onde/quando
vou utilizar esse conteido na minha vida?" ou “Qual a aplicacdo disso?”. Essas preocupacoes
ou indagacdes tendem a ser consequéncia da forma de ensino de Matematica, que em muitos
casos, privilegia a apresentacdo de conceitos prontos € a memoriza¢do de procedimentos. Dessa
forma, muitos estudantes passam a ver a Matematica como uma disciplina abstrata e distante
de sua realidade.

Diante das preocupacdes em relacdo ao processo de ensino e aprendizagem dos
estudantes, a Educacdo Matematica tem buscado, ao longo das tdltimas décadas, desenvolver
estratégias de ensino que possibilitem aos estudantes atribuir significado aos conhecimentos
matematicos e compreender sua presenca em diferentes contextos da realidade. Nesse sentido,
surge a necessidade de implementar praticas pedagdgicas e metodologias de ensino que
favorecam uma aprendizagem investigativa, contextualizada e participativa.

Entre essas metodologias destaca-se a Modelagem Matematica, que propde a
investigacdo de situagdes da realidade por meio da linguagem matematica de forma
contextualizada, estimulando a curiosidade, o pensamento critico e a autonomia dos estudantes.
Além disso, possibilita compreender a Matematica como uma ferramenta para interpretar e
representar diferentes aspectos do mundo. Paralelamente, a incorporagdo de recursos
tecnologicos ao processo de ensino e aprendizagem tem sido uma importante aliada na
promocao de praticas pedagdgicas mais dindmicas e interativas, contribuindo para facilitar a
compreensdo de conceitos e para despertar o interesse dos estudantes. Nesse contexto, este
trabalho destaca o uso do software GeoGebra por suas potencialidades educacionais ao
possibilitar a constru¢do, a manipulacdo e a visualizacdo dindmica de objetos matematicos,
favorecendo a exploragdo de conceitos de maneira mais intuitiva.

Entre os diversos temas que possibilitam articular conteidos Matematicos com
situacdes presentes em diferentes 4reas do conhecimento, destaca-se a Proporcio Aurea.
Representada pela letra grega @ (Phi) e de valor aproximado igual a 1,618, essa constante ¢é
obtida quando um segmento € dividido em razdo extrema e média, de modo que a razdo entre
0 segmento inteiro e sua parte maior seja igual a razao entre a parte maior e a parte menor. O

interesse por esse tema decorre de sua recorrente associacdo a diferentes contextos, como a



10

natureza, a arquitetura, as artes, o design e a fotografia, constituindo um contexto rico para a
investigacdo matemaética.

Com o intuito de buscar apontamentos sobre a proporcao aurea no principal documento
orientador da Educacdo Basica, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), nota-se que ela
ndo € apontada como objeto do conhecimento. Entretanto, sua exploracao no ensino possibilita
o desenvolvimento de diversos conteidos e habilidades contemplados no documento,
especialmente aqueles relacionados a proporcionalidade, a geometria e a resolucdo de
problemas. Nesse sentido, ao considerar o Ensino Médio, identifica-se que essa etapa da
Educagao Bésica se mostra mais favoravel para o estudo da proporcao durea. Isso porque os
estudantes ja possuem conhecimentos consolidados de razdo e proporcio, geometria plana e
nimeros irracionais, o que possibilita uma abordagem mais estruturada e significativa do tema.

A partir dessas discussdes, surge a seguinte questao norteadora desta pesquisa: “Quais
potencialidades a Modelagem Matemdtica, articulada ao uso do software GeoGebra, oferece
para o ensino e a aprendizagem da Propor¢do Aurea no Ensino Médio?” Para responder a essa
questao, este trabalho tem como objetivo elaborar duas sequéncias de ensino fundamentadas na
Modelagem Matematica e desenvolvida com o auxilio do software GeoGebra para o ensino da
propor¢ao aurea no Ensino Médio.

Pretende-se, com essa proposta, oferecer aos professores um material que favoreca a
construcdo de conhecimentos matematicos, estimulando a investigacdo, a visualizacdo, a
experimentacao e a relacdo entre a Matematica e diferentes contextos da realidade. Entretanto,
ndo se pretende estabelecer um ano de escolaridade especifico para o desenvolvimento das
sequéncias. Considerando que a organizagdo curricular pode variar entre as redes de ensino, a
abordagem da proporc¢do aurea no Ensino Médio podera ser adaptada pelo professor, de acordo
com o planejamento pedagdgico e com os conhecimentos ja desenvolvidos pela turma.

Para o desenvolvimento deste trabalho e embasamento da elaboracao das sequéncias de
ensino, foram consultados artigos, dissertacdes e livros, tanto impressos quanto disponiveis em
formato digital. Entre as principais referéncias utilizadas, destacam-se as contribuicdes de Livio
(2006), em sua obra Razdo Aurea: a histéria de Fi, um nimero surpreendente, que aborda
aspectos historicos € matemaéticos relacionados a razao 4urea; de Biembengut e Hein (2007),
em Modelagem Matemdtica no Ensino, que fundamenta as discussdes acerca da Modelagem
Matematica como possibilidade para o ensino; e de Andrade (2020), em A propor¢do divina:
estudando a beleza do Niimero de Ouro na Matemdtica, que contribui para a compreensao e
exploracdo da propor¢do durea no contexto matematico e educacional. A partir dessa base, o

estudo foi organizado em sete capitulos. Nos Capitulos 2 e 3, sdo apresentados os fundamentos
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tedricos da Modelagem Matematica, discutindo sua evolugdo historica e suas contribuigdes para
o ensino e a aprendizagem da Matematica. Em seguida, o Capitulo 4 traz uma abordagem
historica da propor¢do aurea, fundamental para a contextualizacdo e compreensdo dos estudos
ja realizados sobre o tema. No Capitulo 5, sdo estabelecidas as articulacdes entre a propor¢ao
aurea, a Modelagem Matemdtica e o uso do GeoGebra, destacando suas potencialidades no
ensino de Matemaética. Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas duas sequéncias de ensino
voltadas propor¢do aurea, estruturadas com base nas etapas da Modelagem Matemaética e
destinadas a utilizacdo por professores da Educacdo Basica. Espera-se que a proposta

apresentada contribua como um material de apoio ao professor como base para o planejamento

de suas aulas, realizando as adaptacdes necessarias conforme suas necessidades.
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2 MODELAGEM MATEMATICA

A modelagem matematica, segundo Bassanezi (2006, p.16) “consiste na arte de
transformar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los interpretando suas
solugdes na linguagem do mundo real”. Em termos praticos, esse processo consiste em transpor
um problema de qualquer area do conhecimento para o dominio matematico, visando prever
cendrios, simular fendmenos e aprofundar a compreensao sobre o objeto de estudo. Assim, a
modelagem engloba todo um processo de investigacdo, interpretacdo e construcdo a partir da
realidade para obter-se um produto, ou seja, um modelo matemaético.

Considerando que a Matematica ¢ uma construgdo humana e, que é uma area de
conhecimento dindmica, que estd em constante transformacdo, as descobertas nessa area
surgem a partir da necessidade de solucionar diferentes tipos de problemas, Biembengut e Hein
(2007, p.7), observam que “a modelagem ¢ tdo antiga quanto a propria Matemadtica, surgindo
de aplicacdes na rotina didria dos povos antigos”. Embora o conceito e a ideia desse processo
estejam presentes desde a Antiguidade, segundo Biembengut (2016), o termo “modelagem
matematica”, entendido como ferramenta para a formulacdo e resolu¢cdo de problemas em
diferentes areas, passa a aparecer registrado na literatura de Engenharia e das Ciéncias
Econdmicas no inicio do século XX.

Para compreender melhor esse processo, € importante discutir o conceito de modelo. A
palavra modelo, derivada do latim modelus, permeia tanto as ci€ncias naturais e humanas
quanto as atividades do cotidiano. Apesar dessa diversidade de contextos, seu sentido converge
para a representacao de um objeto ou fendmeno que se pretende realizar, compreender, explicar,
inferir, imitar ou alcangar.

Conforme aponta Biembengut (2016) um modelo, em sua essé€ncia, € presente em
nossos viveres, justamente pela forma em que ele € processado em nossa mente. Diante do
desconhecido, buscamos representi-lo a partir de algo conhecido, utilizando a imaginacdo e
estabelecendo associacOes com experi€ncias prévias; essa projecdo idealizada constitui,

portanto, o modelo. Seu valor, segundo Biembengut (2016, p. 66) esta:

[..] na utilidade, na adequacdo ao fendmeno observado, na aplicacdo de dados que
conduza a uma solugio, a um resultado, a um produto, a uma teoria. Por conseguinte,
o modelo torna-se um importante meio para facilitar nossa a¢io didria, estimular nosso
processo mental a produzir ou a criar algo. E a produgio ou a criacio de algo, é uma
segunda razdo para o conceito de modelo fazer-se presente nas diversas areas do
conhecimento (Biembengut, 2016, p. 66)
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Nesse contexto, compreende-se que a relevancia de um modelo ndo se limita apenas a
representacio de algo, mas, principalmente, a sua funcionalidade e aplicabilidade. Ao mesmo
tempo em que simplifica a realidade para tornd-la compreensivel, ele também impulsiona o
pensamento criativo e investigativo, favorecendo a resolu¢cdo de problemas e a construcio de
novos conhecimentos.

No ambito da Modelagem Matematica, Biembengut e Hein (2007, p. 12) definem
modelo como “um conjunto de simbolos e relagdes matematicas que procura traduzir, de
alguma forma, um fen6meno em questdo ou problema de situacdo real”. Essa tradugdo
matematica, permite que o modelador tenha ferramentas para compreender o fendmeno que
gerou o modelo, além de ampliar a capacidade de solucionar uma situagdo-problema.

O individuo que se propde a realizar a modelagem deve estar atento a diversos aspectos,
como a capacidade de leitura e interpretacao, a fim de identificar quais conteidos matematicos
melhor se aplicam a tradugdo da realidade. Para isso, € indispensavel possuir uma bagagem
prévia de conhecimentos, pois, quanto mais amplo for esse repertdrio, maiores serdo as
possibilidades de construcao de um modelo eficaz.

O processo de modelagem matematica ndo € linear, mas configura-se como uma
dindmica criativa que envolve a interagdo entre dois conjuntos distintos: a realidade e a
matematica, segundo Biembengut e Hein (2007). Esse percurso pode ser dividido em trés
etapas: a interacao, a matematizagao e o modelo matematico. Na primeira fase, ocorre o contato
inicial com a situagdo-problema, sendo necessario inteirar-se sobre o assunto e buscar
referencias que embasam o processo de modelagem. Em seguida, na matematizacio,
considerada a fase central, realiza-se a formulacdo e a resolucdo do problema com as
ferramentas matematicas. Nesta etapa, procura-se representar a situacdo real por meio da
linguagem matematica, como equagdes, graficos ou algoritmos, obtendo-se expressdes que
permitem prever uma solucdo em termos do modelo. Por fim, o modelo matematico
corresponde ao resultado obtido, envolvendo a interpretacdo da solucdo e a andlise de sua
validade para a situacdo original. Caso o modelo ndo se mostre satisfatorio, o processo pode
retornar a etapa de matematizacdo para ajustes e reformulacdes.

Fica evidente, portanto, que a modelagem matematica vai muito além da aplicacdo de
férmulas decoradas. Ela funciona como um processo de investigacao cujo foco estd em entender
e explicar situagdes do dia a dia por meio da Matematica. Passar pelas fases de interagir com o
problema, transformi-lo em linguagem matematica e testar se o modelo é vilido exige

criatividade, leitura atenta e uma boa bagagem de conhecimento. Diante das potencialidades
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desse processo, surge um caminho para levi-lo para a sala de aula como um método de ensino.

Essa transi¢do para o ambiente escolar serd o tema discutido no préximo capitulo.
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3 MODELAGEM MATEMATICA COMO UM METODO DE ENSINO E
APRENDIZAGEM

A organizagdo formal da modelagem matematica como campo educacional teve como
um de seus marcos a criagdo da Comission Internazionale de L'enseignement dés
mathematiques (CIEM) em 1908, em Roma. Sob a presidéncia de Félix Klein, surgiu a critica
ao ensino tradicional focado em abstracdes, propondo-se que a utilizacdo de exemplos praticos
e aplicacOes facilitaria a compreensdo de conceitos e regras. Este movimento consolidou-se na
década de 1960, periodo em que Hans Freudenthal defendeu que a matematica deveria ser
ensinada de modo a ser "util", integrando experi€ncias cotidianas ao aprendizado. Nessa época,
surge um movimento internacional denominado “utilitarista” dentro das discussdes da

modelagem como método de ensino e aprendizagem. Segundo Aragao (2016) esse movimento

¢ identificado:

[...] por uma prética dos conhecimentos matematicos para a ciéncia e a sociedade, que
impulsionou a formacdo de novos grupos de pesquisadores. Posteriormente,
ocorreram eventos que tinham como objetivo permitir ao estudante desenvolver
habilidades para matematizar e modelar problemas reais (Aragdo, 2016, p.6).

Freudenthal propunha que todo conceito matematico estivesse ligado a uma realidade
fenomenoldgica, permitindo que o aluno explorasse o conhecimento em vez de apenas seguir
regras abstratas, conforme Nunes et al. (2010 apud Aragdo, 2016). A institucionaliza¢do do
campo ocorreu com a criagdo do atual Freudenthal Institute em 1971 e a consolidacdo do Grupo
Internacional de Modelagem Matemética e Aplicacdes (ICTMA) em 1983.

Biembengut (2009) destaca que os movimentos educacionais voltados a modelagem
matematica chegaram ao Brasil praticamente de forma simultdnea ao cenério internacional,
impulsionados por educadores brasileiros atuantes na comunidade de Educacdo Matemética. A
autora ressalta ainda o papel fundamental de pioneiros como Aristides C. Barreto, Ubiratan
D’Ambrosio, Rodney C. Bassanezi, Jodo Frederico Mayer, Marineuza Gazzetta e Eduardo
Sebastiani, que, entre o final da década de 1970 e o inicio dos anos 1980, contribuiram para
difundir e consolidar a modelagem no pais, favorecendo o surgimento de uma linha de pesquisa
dedicada a modelagem matemaética no ensino.

A grande motivacgdo para a adocao dessa metodologia é, justamente, combater 0 excesso
de abstracdo com o qual os alunos se deparam. Por sua natureza formal, a matematica é

frequentemente vista como algo inatingivel, e muitos estudantes relatam dificuldade em



16

relaciond-la com o seu dia a dia. Nesse cenario, cabe ao professor transformar o ensino em algo
que va muito além da memorizacdo de férmulas e expressdes. A modelagem surge, entdo, como
um caminho para aflorar o interesse dos alunos, permitindo que eles enxerguem as aplicagdes
praticas da disciplina ao seu redor e se tornem sujeitos criticos.

Como estratégia de ensino, de acordo com Biembengut e Hein (2007, pag. 28) “a
modelagem matematica, originalmente como metodologia de ensino-aprendizagem parte de
uma situacdo/tema e sobre ela desenvolve questdes, que tentardo ser respondidas mediante o
uso de ferramental matematico e da pesquisa sobre o tema”. Para que o processo ocorra com
sucesso, a dindmica da sala de aula deve ser bem planejada, a comecar pela escolha do tema.
Essa escolha pode ser feita pelo professor ou pelos proprios alunos, apresentando vantagens e
desvantagens. Quando os estudantes escolhem o tema, o engajamento, a sensacdo de
pertencimento e a autonomia aumentam significativamente. Por outro lado, isso exige do
professor uma preparacdo abrangente e flexivel, pois ele precisarad orientar pesquisas sobre
assuntos que, muitas vezes, fogem de seu dominio.

Para implementar a modelagem matematica como método de ensino, seguem-se as
mesmas trés etapas do processo de modelagem, porém adaptadas ao contexto escolar.
Inicialmente, ocorre a etapa de interacdo, momento em que os alunos se familiarizam com o
tema escolhido, o que desperta a curiosidade da turma e leva a formulacdo de perguntas
norteadoras. Em seguida, desenvolve-se a matematiza¢do, fase em que o problema real é
traduzido para a linguagem matematica. Nesse processo, o professor utiliza as questdes
levantadas pelos alunos para introduzir e trabalhar os conceitos matematicos necessarios a
resolu¢do, mantendo a questao norteadora como eixo central e a matematica como ferramenta
fundamental para a compreensao do problema. Por fim, chega-se a0 modelo matematico: com
a questdo formulada e o ferramental matematico em maos, chega-se a resolu¢do (o modelo).
No entanto, esse modelo ndo € definitivo, sendo necessaria sua validacdo, na qual os alunos
analisam se a resposta encontrada faz sentido no contexto do problema real.

A modelagem matematica no ensino também € importante, pois, além de ser um método
alternativo de ensinar matematica que foge do modelo tradicional, incentiva a pesquisa por
parte dos estudantes. Isso ocorre porque ela d4 ao “aluno a oportunidade de estudar situagdes
problemas por meio da pesquisa, desenvolvendo seu interesse e agucado senso critico”
Biembengut e Hein (2007, p. 18).

No processo de modelagem matematica, o estudante, ao interagir com o tema, que pode
inicialmente lhe ser desconhecido, € incentivado a investigi-lo para compreender melhor o que

estd sendo estudado. Nesse contexto, ele realiza levantamento de dados, analise do problema,
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andlise das possiveis solucdes e experimentacdo. Esse processo contribui para o
desenvolvimento de diversas habilidades, indo além do dominio do contetido matematico, ao
possibilitar a compreensdo de como a matematica esta presente na realidade.

Com base nos referenciais citados, estudo do conteido e observacdes, este capitulo
abrangeu a Modelagem como um método de ensino e aprendizagem. A partir da relevancia da
utilizacdo desse método em sala de aula, serd apresentado no Capitulo 6 duas sequéncias de
ensino, realizadas no software Geogebra, com abordagens em Modelagem na propor¢ao aurea,

conteddo que serd abordado com mais profundidade no seguinte capitulo.
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4 A PROPORCAO AUREA E O NUMERO DE OURO

A propor¢ao 4urea, também denominada razdo aurea, divina propor¢ado, niimero de ouro,
nimero aureo, frequentemente representada pela letra grega @ (fi), se manifesta em diversas
areas do conhecimento humano e da natureza, como a matematica, estética, arte, arquitetura,
musica, fotografia, biologia etc. Esse € um conceito matematico que frequentemente esta
presente nas coisas consideradas agradaveis aos olhos e que trazem uma certa harmonia. A esse
respeito, Livio (2006, p. 13) reflete sobre a presenga dessa propor¢do em fendmenos

aparentemente desconexos:

[...] suponha que eu lhe pergunte: o que o encantador arranjo de pétalas numa rosa
vermelha, o famoso quadro “O Sacramento da Ultima Ceia”, de Salvador Dali, as
magnificas conchas espirais de moluscos e a procria¢do de coelhos tém em comum?
E dificil de acreditar, mas esses exemplos bem dispares tém em comum um certo
nimero, ou propor¢ido geométrica, conhecido desde a Antiguidade, um niimero que
no século XIX recebeu o titulo honorifico de “Ntmero Aureo”, “Razio Aurea” e
“Secdio Aurea” (Livio, 2006, p. 13).

Os primeiros registros formais e documentados sobre o tema surgiram na Grécia Antiga,
em Livio (2006), afirma-se que a primeira definicio matematica formal do que posteriormente
se tornou conhecido como a Razdo Aurea foi registrada por Euclides de Alexandria em sua obra
classica Os Elementos, por volta de 300 a.C. No Livro VI, Euclides define uma propor¢ao a
partir da divisdo de um segmento em uma “razao extrema e média”. Em suas palavras: “Uma
reta € dita estar cortada em extrema e média razdo, quando como a toda esteja para 0 maior
segmento, assim o maior para o menor” (Euclides, 2009, p. 231). A frase de Euclides pode ser
interpretada da seguinte forma: um segmento de reta é segmentado em razao extrema e média
quando € dividido em duas partes, uma maior e outra menor, de forma que o segmento inteiro
estd para a parte maior, assim como a parte maior estd para a parte menor. Ou seja, se o

segmento inteiro mede a + b, em que a é a medida do segmento maior e b é a medida do
~_a+b . .
segmento menor, entao aT = % = k (constante de proporcionalidade). Vale ressaltar que, para

0 matematico grego, o conceito ndo tinha o alcance abrangente de hoje, mas sim uma utilidade
puramente geométrica.

Séculos mais tarde, um marco importante para a disseminacdo da propor¢ado aurea foi a
publicacdo da obra De Divina Proportione (1509), escrita pelo frade e matemético Luca Pacioli
e ilustrada por Leonardo da Vinci. Dividida em trés volumes, Pacioli defendia que a razao aurea

deveria ser chamada de "Propor¢do Divina", pois associava suas propriedades matematicas a
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atributos divinos, como a unicidade e a Santissima Trindade (Livio, 2006). Foi nesse esse
periodo, entre a Idade Média e Renascenga, que a onipresenga que a propor¢do aurea despertou
o interesse dos matematicos € comecou a ser investigada na composicdo estética de pinturas,
esculturas e arquitetura (Huntley, 1985).

Dessa forma, percebe-se que a trajetoria da propor¢ao aurea modificou-se ao longo do
tempo. No comeco, na Antiguidade Classica, sua utilidade tinha uma importancia maior para a
geometria, entretanto, mais tarde, durante o Renascimento, pensadores da época comecaram a
vé-la como algo harmonico e divino, como um padrao que pode ser visualizado e aplicado na
natureza. Isso fez a propor¢do 4urea configurar-se como um padrdo universal de beleza e
estrutura, influenciando tanto a produgado artistica humana quanto a compreensdo das formas

naturais.
4.1 Deducao Matematica da Proporc¢ao Aurea

Geometricamente, € ficil observar que um segmento de reta pode ser dividido em duas
partes de infinitas formas. No entanto, existe uma propor¢ao especifica que se destaca pela
harmonia visual, denominada razdo aurea. Com base no conceito euclidiano de divisdo em
extrema e média razdo, Andrade (2020) formaliza a definicio matemaética classica da seguinte
forma:

Definicdo 1. Tomemos o segmento de reta AB, dividido em dois segmentos pelo ponto C

. £ AB AC ~ 4 113 ~ A 2 13 p PSR- A EE) D
(Figura 1). Se C é tal que TS entdo C ¢ a “Secao Aurea” ou “Divisao Aurea” de AB.

Figura 1- Divisdao Aurea.

Fonte: Elaboragio propria.

Na terminologia usada pelos mateméticos antigos, o ponto C divide o segmento AB em
“extrema e média razdes”. O valor numérico dessa constante é dado por um nimero irracional
com infinitas casas decimais: 1,6180339887.... Conforme apontam Huntley (1985) e Livio
(2009), a adogao da letra grega @ (fi) ocorreu no inicio do século XX, popularizada pelo
matematico Mark Barr em homenagem ao escultor grego Fidias que, segundo relatos histdricos,

teria utilizado a propor¢ao na concepg¢ao de suas esculturas como o Partenon.
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Para deduzir algebricamente o valor numérico dessa constante, considere um segmento
de reta AB de comprimento total igual a x, o qual é dividido pelo ponto C em duas partes: uma

parte maior AC de comprimento x e uma parte menor CB de comprimento x - a. Seguindo a
Definicao 1, monta-se a seguinte propor¢ao:

AB AC «x a

E=C—B=)a=x_a=)x(x—a)=a2

Aplicando a propriedade distributiva, chegamos a uma equagao do segundo grau:

x(x—a)=a*ex?—ax—a*=0
Para resolver essa equacgdo, aplica-se a formula resolutiva de equagdes quadraticas, onde
os coeficientes sioa = 1,b = —1 ec = —1. Primeiro, calcula-se o discriminante A:
A= (-a)?-4(1)(—a?) = a® + 4a? = 5a*
Agora, determinam-se as raizes para x:

_ —(-a)+V5a? ataV5
X = 2(1) — T 2

Como estamos lidando com comprimentos geométricos, desconsidera-se a raiz negativa

e adota-se apenas a solugdo positiva:

_ataV5 145
el (149

X

Como a Razdo Aurea ¢ é definida pela relacio entre o segmento total x e a sua parte

maior a, basta dividir o valor de x encontrado por a:

x_1+\/§

a

~ 1,6180339887 ...

Esse valor ¢ = 1,6180339887 ... obtido é denominado nimero de ouro, estabelecendo
a constante que define matematicamente a propor¢do aurea. Se invertermos a razdo, ou seja,

calcularmos a razdo do segmento maior a pelo total x, temos:

a 1
x ®
Substituindo o valor numérico para encontrar a razao inversa:
a 1
7= 16180339 .. ~ 0,6180399 ...

Isolando o valor de a (medida do segmento maior AC) a partir dessa fragao:

a=x-(06180339...)
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Esta expressdo define a seccio durea do segmento AB . Além disso, o nimero de ouro
possui algumas propriedades interessantes. Por exemplo, a0 somar uma unidade ao nimero @,
obtém-se o seu quadrado:

O+ 1=092
®+ 1 = 16180399.. + 1 = 2,6180399...
®? =(1,6180399...)2 = 2,6180399 ...

De maneira andloga, ao subtrair uma unidade de &, obtém-se o seu inverso

multiplicativo
1
d-1= >
-1 =16180399.. — 1 = 0,6180399...
1 = __t = (0,6180399 ...
® 1,6180399... ’
Como visto, a razdo aurea vem da divisdo de um segmento em partes que obedecem a

1+/5

uma propor¢ao especial, resultando na constante @ = ~ 1,6180339887 ..., que possui

uma relevancia na Matematica, servindo de base para diversos estudos e aplicacdes. Além disso,
a compreensao de sua defini¢do e de suas propriedades basicas é fundamental para a andlise de
suas manifestagdes em diferentes areas do conhecimento, como a arte, a arquitetura e os

fendmenos naturais.

4.2 Aplicacoes da Proporc¢ao Aurea

A fascinacdo pela razdo 4urea ultrapassa as fronteiras da matemética. Conforme pontua
Huntley (1985), ® € um numero ubiquo, ou seja, possul uma onipresenca que provoca a
curiosidade por suas propriedades e aplicacdes por pesquisadores de campos distintos. Essa

perspectiva é corroborada por Livio (2006, p.16):

[...] a fascinagdo pela Razdo Aurea ndo se restringe aos matematicos. Bidlogos,
artistas, musicos, historiadores, arquitetos, psicologos e até misticos tém examinado
e debatido bases de sua ubiquidade e seu apelo. De fato, provavelmente, é correto
dizer que a Razdo Aurea tem inspirado pensadores de todas as disciplinas mais do
qualquer outro nimero na histéria da matemaética (Livio, 2006, p.16).

No ambito da matemadtica, essa constante € identificada em propriedades geométricas

de poligonos regulares, como tridngulos, retangulos, pentagonos e decdgonos. A seguir, sao
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apresentados exemplos cldssicos de sua manifestacdo na geometria, na fauna, na flora, nas artes

visuais e na engenharia civil, atestando sua ubiquidade.

4.2.1 O Retingulo Aureo e a Sequéncia de Fibonacci

Denomina-se retangulo dureo aquele cujos lados mantém entre si uma propor¢ao
equivalente a razdo aurea. Estruturalmente, um retangulo ABCD (Figura 2) possui a seguinte
propriedade: ao dividi-lo em um quadrado ABFE e em um retangulo restante CFED, o novo

retangulo gerado serd semelhante ao original.

Figura 2 - Retangulo Aureo e sua subdivisio.
B E
® <

A r D

Fonte: Elaboragdo prépria

Sendo a e b as dimensdes do retangulo original, a Definicdo 1 acima se traduz na relagao:

b_a—b

a b

De onde segue que b? = a? —ab < b? + ab — a® = 0. Resolvendo a equacgdo de

segundo grau para a incognita positiva b > 0, obtém-se:

—a+aVs (\/——1> b V5-1
b=—& b= a

a 2

= ~ (0,618
2 2

Invertendo a razdo entre os lados para encontrar a relacdo do maior pelo menor, aplica-

se a racionalizacdo de denominadores:

a_ 2 2¥5+1) 2(V5+1) V541
b vs5-1 (V5-1)v5+1) 4 2

A razdo obtida entre as dimensodes do retangulo ABCD € a propria razdo aurea @.

~ 1,618
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A expansdo do escopo da razdo aurea e de suas aplicagdes deve-se, em grande parte, ao

matematico italiano Leonardo de Pisa, historicamente conhecido como Fibonacci (1170-1240).

Em sua obra Liber Abaci (1202), ele propds um problema sobre o crescimento populacional de

coelhos, conforme Teodoro (2018, p.2):

Suponha que um par recém-nascido de coelhos, sendo um macho e uma fémea, seja
colocado em um campo. Os coelhos sao capazes de acasalar com a idade de um més
e t&ém um periodo de gestacao de um més, de modo que, no final de seu segundo més,
uma fémea produza um par de coelhos. Supondo que nossos coelhos nunca morram e
que cada fémea sempre produz exatamente um par misto (um macho, uma fémea) a
partir do final de seu segundo més, quantos pares haverd em um ano? (Teodoro, 2018,

p.2)

O desenvolvimento do problema ocorre de maneira gradual més a més:

Meés 1: ha apenas um casal de coelhos recém-nascido.

Més 2: o casal atinge um més de vida, porém ainda ndo se reproduz.

Més 3: o par atinge a maturidade reprodutiva e gera um novo casal, totalizando
dois pares.

Meés 4: o casal original gera um segundo par, enquanto a primeira ninhada ainda
amadurece, totalizando trés pares.

Més 5: o casal original e o par nascido no terceiro més reproduzem-se,
resultando em cinco pares.

Meés 6: o casal original continua produzindo um novo casal, o casal nascido no
terceiro més gera outro casal e o casal nascido no quarto més produz sua primeira

descendéncia, totalizando oito pares.

A dinamica desse crescimento populacional estd representada visualmente no diagrama

da Figura 3.

Figura 3- Diagrama do problema classico da reproduc¢do dos coelhos de Fibonacci.
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Fonte: Marciano (2021).
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Esse padrao de reproducdo estende-se sucessivamente. O nimero de casais em um
determinado més corresponde a soma do nimero de pares de coelhos do més anterior mais o
nimero de pares de coelhos adultos existentes no més anterior. Observa-se que o niimero total
de pares de coelhos em cada més forma a sequéncia 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., denominada
Sequéncia de Fibonacci, na qual cada termo, a partir do terceiro, é obtido pela soma dos dois
termos anteriores.

Um fato interessante dessa sequéncia consiste no fato de que a razdo entre termos
consecutivos da sequéncia de Fibonacci aproxima-se gradativamente do nimero de ouro, ® =
1,61803398871. A medida que os termos da sequéncia aumentam, a razio de um termo pelo
seu anterior tende para @, conforme os dados estruturados na Tabela 1, evidenciando uma

estreita relac@o entre a sequéncia de Fibonacci e a propor¢ao aurea.

Tabela 1— Razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci e sua aproximagao ao
numero de ouro.

Termos consecutivos Razao
1+1 1,0
2+1 2,0
3+2 1,5
5+3 1,666666666666667
8+5 1,6
138 1,625
21+13 1,615384615384615
34+21 1,619047619047619
55+34 1,617647058823529
89 +55 1,618181818181818
144 + 89 1,617977528089888
233 + 144 1,618055555555556
377 =233 1,618025751072961

Fonte: Elaboragdo propria

Ademais, a propria sequéncia numérica permite a reconstrucdo geométrica do retangulo

aureo. Assim, ao considerar-se quadrados, em que as medidas dos seus lados correspondam aos
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termos da sequéncia de Fibonacci, € possivel construir um retangulo dureo, como ilustra a
Figura 4. Com o crescimento da sequéncia, a razdo entre as dimensdes desse retangulo tende
ao valor do ndmero 4ureo ®, como evidenciado pelas aproximagdes sucessivas das divisdes

presentes na Tabela 1.

Figura 4 - Retangulo 4ureo construido usando-se a sequéncia de Fibonacci

13

1
3

3

Fonte: Andrade (2020, p. 52)

Conforme assinala Boaventura (2011, apud Horta et al., 2020, p. 30844), “se utilizarmos
um compasso e tragcarmos o quarto de circunferéncia inscrito em cada quadrado, encontraremos
uma espiral formada pela concordancia de arcos cujos raios sao os elementos da sequéncia de
Fibonacci”. Essa espiral, denominada espiral de Fibonacci, (Figura 5) tem uma representagcao

muito préxima a espiral aurea.

Figura 5 - Espiral de Fibonacci

a:
]/

Fonte: Andrade (2020, p. 53)

Uma espiral aurea, por sua vez, € classificada como uma espiral logaritmica, cujo fator
de crescimento € o nimero de ouro. A espiral de Fibonacci € uma aproximacao da espiral 4urea,
pois a medida que mais quadrados com lados correspondentes aos termos da sequéncia de
Fibonacci sdo adicionados, a razdo entre os comprimentos de lados consecutivos aproxima-se
da propor¢do aurea, fazendo com que a espiral formada pelos arcos tracados nesses quadrados

se aproxime da espiral durea.
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Essa figura geométrica, devido a sua relevancia académica, constitui o simbolo oficial

da Sociedade Brasileira de Matematica, conforme ilustrado na Figura 6:

Figura 6 - Logotipo da Sociedade Brasileira de Matematica (SBM).

4% sBM

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
Fonte: Sociedade Brasileira de Matematica (2026)

4.2.2 O nimero de ouro na natureza

Pode-se notar a sequéncia de Fibonacci e as espirais logaritmicas presentes na natureza
através de uma observacdo atenta da morfologia dos seres vivos. Conforme Andrade (2020),
nos girassdis, as sementes no centro da flor organizam-se em duas familias de espirais que se
cruzam em sentidos opostos (hordrio e anti-horirio). A quantidade dessas espirais ndo é
aleatoria; ela geralmente corresponde a dois termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci,
tais como 21 e 34, 34 e 55, 55 e 89, ou 89 e 144 (Figura 7). Dessa forma, a razio entre esses

valores sucessivos aproxima-se progressivamente da razao 4urea.

Figura 7 - Sequéncia de Fibonacci e a distribuicdo das espirais de uma flor
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Fonte: Horta et al. (2020, p. 30851)

Outro exemplo notavel na boténica refere-se aos padroes de crescimento de galhos e
folhas ao longo do caule. Rodrigues (2008, apud LEOPOLDINO, 2016, p. 21) corrobora essa
observagdo ao afirmar que “as ramificagcdes dos galhos de algumas plantas, como a Achillea

ptarmica, tém um padrdo que remete a sequéncia de Fibonacci” (Figura 8). Essa estruturacio
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garante que as folhas superiores ndo obstruam completamente a luz solar das folhas inferiores,

otimizando o processo de fotossintese.

Figura 8 - Galhos da Achillea ptarmica

Fonte: Leopoldino (2016, p. 22)

4.2.3 O Numero de Ouro na Arte e na Arquitetura

No campo das artes visuais, historiadores e matematicos identificam o uso consciente
ou intuitivo da propor¢do durea para criar composi¢des mais equilibradas e harmoniosas. Ao
pesquisar sobre aplicacdes da proporcio Aurea na arte e na arquitetura, foram encontradas
divergéncias de seu uso em estruturas famosas. O autor Contador (2015 apud Andrade 2020)
aponta que Leonardo Da Vinci, polimata' renascentista, utilizou da propor¢do 4durea em
algumas de suas obras, sendo elas a pintura Monalisa (1507), e o desenho do Homem
Vitruviano (1490).

Na obra Monalisa, para Contador (2015) a harmonia da composi¢do pode ser analisada
pelo enquadramento do rosto da figura em retangulos aureos sucessivos (Figura 9). Ao
subdividir o retangulo principal utilizando a linha horizontal dos olhos como referencial,
encontram-se novos retangulos aureos. Em relacdo ao Homem Vitruviano (Figura 10),
Contador (2015) esclarece que as propor¢des desenhadas por Da Vinci para representar o corpo
humano ideal tem uma relacdo direta com a razdo 4durea, uma vez que diversas medidas

corporais apresentam razdes que se aproximam do nimero ®.

! Pessoa com conhecimento em diversas 4reas.
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Figura 9 - Monalisa e os Retangulos Aureos Figura 10- O Homem Vitruviano

Fonte: Andrade (2020, p. 61) Fonte: Andrade (2020, p, 63)

Entretanto, Livio (2006) traz questionamentos sobre essas afirmacdes, segundo ele em

relacdo a Monalisa:

Ela foi tema de tantos livros de especula¢des contraditorias de estudiosos e populares
que ¢ praticamente impossivel se chegar a qualquer conclusdo inequivoca. Supde-se
que a razao aurea deveria ser encontrada nas dimensdes de um retdngulo em torno do
rosto da Mona Lisa. Na falta de qualquer indicac@o clara (e documentada) do lugar
exato onde esse retdngulo deveria ser desenhado, essa ideia representa apenas outra
oportunidade para malabarismos numéricos (Livio, 2006, p. 186-187).

Agora sobre a relagdo entre a propor¢do durea e ao desenho do Homem Vitruviano,

(Livio, 2006 apud Andrade, 2020, p. 65). destaca-se que:

Segundo Livio (2006), Luca de Pacioli, que foi quem apresentou a Razdo Aurea a
Leonardo da Vinci, no segundo livro de A Propor¢@o Divina, fala do conceito do
Homem Vitruviano, lindamente desenhado por da Vinci [...] discutindo sobre as
propor¢des do corpo humano, mas néo relaciona com a Razdo Aurea. Em vez disso,
ao lidar com desenho e proporcio ele defende que o sistema vitruviano é baseado em

razdes simples (racionais) (Livio, 2006 apud Andrade, 2020, p. 65).

Apesar dessas divergéncias, percebe-se que ndo ha consenso entre os autores quanto ao
uso intencional da propor¢do durea nas obras de Leonardo da Vinci. Enquanto alguns defendem
a presenca de relagdes matematicas em suas composicdes, outros questionam a auséncia de
evidéncias que comprovem essa aplicacdo. Dessa forma, a andlise dessas obras evidencia

diferentes interpretacdes sobre a relagdo entre arte € matemética. Nesse mesmo contexto de
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investigacdes sobre a presenca da Razdo Aurea na arte, o pintor espanhol Salvador Dali (1904-
1989) também ¢ frequentemente citado por supostamente utilizi-la em suas obras, como no
quadro A Ultima Ceia (1955) (Figura 11). A esse respeito, Livio (2006) aponta que as
dimensdes da pintura (aproximadamente 270 cm por 167 cm) apresentam uma razao proxima

ao nimero de ouro, uma vez que a divisdo entre esses valores resulta em cerca de 1,6167.

Figura 11 - A Ultima Ceia, de Salvador Dali.
e e, 4

Fonte: Andrade (2020, p. 66)

Na arquitetura, a propor¢do durea também é frequentemente associada a busca por
equilibrio e harmonia nas construcdes. Um dos exemplos mais conhecidos € o Partenon, templo
construido na Acrdpole de Atenas em homenagem a deusa Atena, projetado pelos arquitetos
[ctino e Calicrates, com supervisdo das esculturas por Fidias (Livio, 2006). Entretanto, a relacio
entre 0 monumento e a razao aurea € alvo de controvérsias. Livio (2006) destaca que diferentes
medicdes do Partenon produzem resultados distintos e que partes da estrutura ultrapassam o
retangulo dureo frequentemente utilizado para justificar essa associa¢cdo. Em consonancia com
essa perspectiva, Ventura (2015, apud Leopoldino, 2016, p. 33) afirma que "no Parthenon as
medidas da fachada ndo se encaixam na propor¢do durea. Isso s6 funciona quando se inclui no
retangulo parte dos degraus" (Figura 12). Dessa forma, ndo ha consenso na literatura quanto ao

emprego intencional da propor¢do durea na constru¢do do Partenon.

Figura 12 - Partenon

Fonte: Leopoldino (2020, p. 34)
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5 PROPORCAO AUREA, A MODELAGEM MATEMATICA E O GEOGEBRA NO
ENSINO DE MATEMATICA

Partindo da concep¢do de que a Matematica é uma constru¢cdo humana, presente em
diversas areas do conhecimento e em situacdes do cotidiano, no pensamento ldgico para a
tomada de decisdes ou na realizacdo de calculos dirios, percebe-se que ela € utilizada mesmo
sem que as pessoas tenham consciéncia disso. Logo, faz-se necessario que o conhecimento
matematico seja desenvolvido nos estudantes desde os anos iniciais até o Ensino Médio, para
que possam utilizar esses conhecimentos em seu dia a dia.

Entretanto, na escola, um desafio bastante recorrente no processo de ensino e
aprendizagem da Matematica esta relacionado a forma como os contetdos sdo abordados. Em
muitos casos, as dificuldades de aprendizagem estdo relacionadas a um ensino tradicional,
pautado na transmissao de conteidos e na memorizacdo de férmulas, resultando em uma
fragmentacdo do ensino, na qual o aluno ndo consegue perceber a relacdo entre os conteidos

estudados e a realidade. Sobre essa fragmentagdo, Imbernén (2016) afirma que:

A fragmentacg@o € grave, e ndo é uma questdo metodoldgica, mas de impacto profundo,
j4 que provoca uma desconstru¢@o de saberes e, portanto, introduz na educagdo uma
atomizac@o, uma superficialidade dos conhecimentos. Tampouco contribui para uma
boa construcdo dos esquemas de conhecimento de que os alunos precisam para
entender o mundo circundante e as competéncias necessarias para se desenvolver nele
(Imbernon, 2016, p. 56).

Nesse contexto, a propor¢do durea surge como um tema que pode ser utilizado no ensino
por apresentar aos estudantes uma Matematica que ultrapassa a mera aplicacdo de féormulas e
procedimentos mecanicos. Ao pesquisar sobre a histéria e os aspectos da proporcao aurea,
observa-se que diversos autores, como Andrade (2020), Livio (2009) e Huntley (1985),
apresentaram importantes contribui¢cdes sobre a tematica, permitindo compreender que a Razao
Aurea constitui uma possibilidade para a exploracdo do ensino de Matematica devido as suas
aplicagdes no cotidiano e aos problemas em que aparece. Consequentemente, € uma forma de
conectar a Histéria da Matematica a processos matemdaticos, em consonancia com as
orientacoes da Base Nacional Comum Curricular (2018) reconhece como necessaria ser

incluida no curriculo escolar para o ensino de Matematica:

[...] é importante incluir a histéria da Matematica como recurso que pode despertar
interesse e representar um contexto significativo para aprender e ensinar Matematica.
Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integrados a situacdes que
propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistematizagdo e a formalizagdo dos
conceitos matematicos (Brasil, 2018, p. 298).
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Para o desenvolvimento de uma proposta que utilize a propor¢do aurea no ensino, a
Modelagem Matemaética surge como uma possivel metodologia de ensino para trabalhar esse
tema. Conforme discutido anteriormente, fundamentado pelas ideias de Biembengut e Hein
(2007), Biembengut (2016) e Bassanezi (2006), a Modelagem Matematica caracteriza-se pela
investigacdo de situacdes da realidade por meio de ferramentas e conceitos matematicos. Assim,
essa metodologia possibilita que a aprendizagem da propor¢do durea ocorra por meio da
investigacdo e da descoberta, e nao apenas pela apresentacio formal de definicdes e
propriedades.

Alinhado a proposta de utilizar a propor¢do 4urea no ensino por meio da Modelagem
Matematica, surge o uso do software GeoGebra como recurso tecnolégico para auxiliar esse
processo. O GeoGebra € um software de acesso livre, criado em 2001 e disponibilizado na

pagina www.geogebra.org. O GeoGebra (2026) define-se como “um software de matematica

dindmica para todos os niveis de ensino que reline geometria, algebra, planilhas, graficos,
estatistica e calculo em um tinico motor”. Nele, é possivel tanto o acesso online, com a criagao
de uma conta para armazenar os projetos realizados, quanto a instalacdo do programa no
computador. A Figura 13 apresenta a interface do software, na qual podem ser utilizados
comandos para construir objetos geométricos, inserir equacdes, montar graficos, adicionar

imagens, entre outras possibilidades.

Figura 13 - Tela inicial do software Geogebra
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

A articulagcdo entre Modelagem Matematica e GeoGebra favorece um ambiente de

aprendizagem investigativo e de facil visualizacdo, no qual os estudantes podem testar


http://www.geogebra.org/
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hipéteses, realizar medi¢Oes, analisar padrdoes e validar resultados de forma dindmica e

imediata. Nessa perspectiva, Correia e Oliveira (2020, p. 7) afirmam que:

Essa abordagem da Modelagem com o uso do GeoGebra como agentes que
possibilitam uma conexdo, parece favoravel para abordagem dos conteidos
matematicos com tecnologia, a fim de atuarem positivamente no processo de
aprendizagem, evidenciando, por sua vez, novos caminhos e alternativas para o
desenvolvimento da Educa¢do Matematica. (Correia e Oliveira, 2020, p.7)

Além disso, Correia, Albuquerque e Gomes (2024) destacam que a Matemaética, por ser
abstrata, pode gerar barreiras na compreensao dos estudantes, afastando-os do contetddo e
tornando a aprendizagem menos significativa. Segundo os autores, a utilizacdo de tecnologias,
como o GeoGebra, facilita a visualizagdo dos conceitos e torna o aprendizado mais dindmico e
proximo da realidade dos alunos. Em consondncia com essa perspectiva, Dias (2021) afirma
que o software possibilita a representacdo visual de conceitos algébricos e geométricos,
proporcionando aos estudantes uma nova forma de compreender relacdes matematicas que,
tradicionalmente, sdo apresentadas de maneira simbdlica. Dessa forma, o uso de recursos
digitais favorece a construgao ativa do conhecimento e promove maior autonomia dos alunos.

Essa proposta esta de acordo com a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), que, em

sua quinta competéncia geral, destaca a importancia de:

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicacdo de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préticas sociais (incluindo as
escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informacdes, produzir
conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal
e coletiva; (Brasil, 2018, p. 9).

Assim, o uso pedagbdgico do GeoGebra contribui diretamente para o desenvolvimento
dessa competéncia, e fortalece o papel do estudante como sujeito ativo no processo de
aprendizagem.

Dessa forma, no Capitulo 6 deste trabalho, segue-se para uma proposta didatica
fundamentada na integracdo entre a proporc¢ao aurea, a Modelagem Matematica e o GeoGebra,
buscando proporcionar aos estudantes uma experiéncia de aprendizagem que valorize a

investigacao, a contextualizagcdo e o uso de tecnologias digitais.
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6 A PROPORCAO AUREA EM SALA DE AULA

Com fundamento nos capitulos anteriores, este capitulo propde duas proposta de ensino
sobre a propor¢do aurea que podem ser realizadas nas aulas de Matematica, no Ensino Médio.
Utiliza-se como metodologia de ensino a Modelagem Matematica, cujas etapas seguem o
referencial tedrico de Biembengut e Hein (2007) apresentado no Capitulo 2. A proposta
combina a investigacdo de problemas reais com o dinamismo geométrico do software
GeoGebra e tem como objetivo principal introduzir o conceito de propor¢do aurea de forma
intuitiva e investigativa para os estudantes. O professor pode utilizar essa temdtica como
elemento motivador para trabalhar conteidos como geometria, razdo e propor¢ao, equagao
quadratica e nimeros irracionais. A seguir, apresentamos detalhadamente as duas propostas de
ensino:

e Proposta 1 — Conhecendo a Propor¢io Aurea.

e Proposta 2 — Construindo o retangulo 4ureo.

6.1 Proposta 1 — Conhecendo a Proporcao Aurea

A proposta inicia-se com o tema da aula ja escolhido pelo professor: a Propor¢io Aurea.
O objetivo é que os estudantes entendam o que é a Razdo Aurea, por meio do software
GeoGebra, e explorem sua presenga no cotidiano a partir da analise de propor¢des faciais,
verificando como certas medidas biolégicas podem apresentar valores proximos a ®. A partir
dessa percepcdo empirica, os estudantes serdao conduzidos a formalizacdo da divisdo de um
segmento na razio extrema e média, ou seja, a Razdo Aurea. O roteiro estd estruturado para ser
desenvolvido em, aproximadamente, duas aulas e divide-se nos momentos descritos a seguir.

1° momento: corresponde a etapa de Interacdo, estabelecida por Biembengut e Hein
(2007) dedicada a problematizacdo inicial e ao reconhecimento do tema. O professor inicia a
aula instigando a turma com questionamentos sobre os conceitos de beleza, simetria e harmonia
visual, perguntando: “O que torna um rosto harménico? Existe alguma regra matemdtica que
possivelmente estd ligada a beleza presente nas feicoes humanas?” Na sequéncia do debate, o
docente expde que, atribui-se uma relagdo matematica aos rostos considerados visualmente
proporcionais. A partir dessa contextualizagdo, inicia-se a atividade pratica no GeoGebra. O
professor convida os alunos a testarem, a hipotese levantada. Nesta fase, os estudantes recebem

as primeiras instrucdes técnicas e instrumentais para manusear o software.
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2° momento: os alunos realizam a Matematizac¢do, definida por Biembengut e Hein
(2007) como a segunda etapa do processo de modelagem, transicionando do contexto real para
a linguagem matemética por meio da coleta e do tratamento de dados. Organizados em grupos,
os estudantes importam fotografias frontais (que podem ser dos préoprios integrantes do grupo
ou de personalidades publicas predefinidas) para o ambiente do GeoGebra. Para isso, basta
clicar no décimo icone na barra de ferramentas e depois em “inserir imagem” e escolher um
arquivo ja salvo. Para ilustrar os procedimentos, escolheu-se a imagem da famosa pintura de
Leonardo da Vinci, a Monalisa (Figura 14). A tarefa consiste em mapear pontos estratégicos da

anatomia facial e extrair suas medidas.

Figura 14 - Representacdo da obra Mona Lisa no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

Para melhorar a precisdo da coleta de dados, orienta-se que os alunos acessem as
configuracdes de propriedade da imagem, ao clicar com o botdo direito do mouse sobre ela, e
reduzam sua opacidade na aba "Cor". Esse procedimento permite a visualizacdo simultanea da
malha quadriculada do software sob a foto. Adicionalmente, os alunos sdo instruidos a
utilizarem a ferramenta de zoom para uma melhor aproximacao exata na marca¢do dos pontos.

Agora, os estudantes devem fixar trés pontos verticais na face. Para isso, basta clicar no
segundo icone na barra de ferramentas e em “novo ponto” e repetir esse procedimento trés
vezes, de modo que cada ponto seja:

¢ Ponto X: posicionado no topo da testa (na linha de inicio do couro cabeludo);
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e Ponto Y: posicionado na linha horizontal dos olhos;
e Ponto Z: posicionado na base do queixo.

A Figura 15 ilustra esses procedimentos.

Fi§ura 15 - Marcacao dos pontos X, Y e Z na face no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

Em seguida, os grupos constroem os segmentos XZ, XY e YZ, que representam,
respectivamente, as distancias entre o queixo e a testa (comprimento total da face), entre a linha
dos olhos e o topo da testa (parte menor), e entre o queixo e a linha dos olhos (parte maior).
Para isso, basta clicar no terceiro icone da barra de ferramentas e depois em “segmento de reta

(dois pontos)”, e selecione os pontos marcados. A Figura 16 ilustra esses procedimentos.
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- Construgao dos segmentos XZ, XY e YZ no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

No campo de entrada de comandos do GeoGebra, os alunos devem digitar as seguintes

equagoes para realizar os cdlculos das seguintes razdes geométricas:

o razaol = Distancia(X, Z) / Distancia(Y, Z)

o razao2 = Distancia(Y, Z) / Distancia(X, Y)

Para analisar o comportamento dessas divisdes, os alunos criam uma terceira varidvel

na barra de entrada, definida como o erro absoluto entre as duas razoes obtidas:

o erro =(razaol - razao2)

A Figura 17 ilustra esses procedimentos.

Figura 17 - Célculo das razdes geométricas e do erro no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.
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Com o modelo estruturado na tela, solicita-se que os estudantes manipulem
dinamicamente a posi¢ao do ponto da linha dos olhos Y arrastando-o até que o valor da variavel
"erro" na janela de algebra seja zero, ou aproxime o maximo possivel de zero. Ao conseguirem
equilibrar perfeitamente as duas razdes (erro = 0), os alunos sdo orientados a observar os
valores finais estabilizados em razaol e razao2. Eles notardo que, independentemente da
imagem utilizada, quando o erro € zerado artificialmente pela manipulacdo, os valores das
razdes convergem para 1,62, que € a aproximacdo de @ = 1,618... (Figura 18). Os grupos

podem repetir o procedimento com diferentes fotografias para constatarem a recorréncia desse

padrao numérico.

Figura 18 - Equilibrio das razdes geométricas e aproximacgdo da razdo 4urea.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

3° Momento: inicia-se a transicdo para o Modelo Matematico, terceira etapa do
processo definido por Biembengut e Hein (2007), na qual os estudantes construirdo a definicao
tedrica e a formalizacdo do tema. O professor introduz um novo questionamento: “Existe uma
divisdo geométrica que produza, de forma exata, essa mesma relacdo observada de maneira
aproximada nos rostos?” Nesse momento, espera-se que os alunos compreendam, ao
manipularem e visualizarem os valores na janela de algebra do GeoGebra, que é possivel
encontrar uma divisdo em que a razao entre 0 comprimento total e a parte maior seja igual a
razdo entre a parte maior € a menor. Eles devem notar que o valor exato dessas divisdes

equivalentes converge para o numero irracional ® = 1,618..., ou aproximadamente 1,62:
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Todo Parte Maior
Parte Maior Parte Menor

= 1,62 = 1,618...

A partir disso, o docente formaliza teoricamente o conceito estudado, apresentando a
propor¢do aurea. Para enriquecer a discussdo, o professor pode trazer uma contribuicdo
histérica, pontuando que Euclides, em sua obra Os Elementos (por volta de 300 a.C.), definiu
geometricamente essa relacdo por meio da divisdo de um segmento em '"razdo extrema e
média". Essa divisdo ocorre quando a razdo entre o segmento total e a parte maior € equivalente
a razdo entre a parte maior e a menor. Esse ponto exato que divide o segmento em proporcdes
iguais veio a ser chamado, mais tarde, de propor¢cdo durea — também denominada razao 4urea,
divina propor¢do, nimero de ouro ou niimero dureo —, sendo representada pela letra grega @
(phi). Fazendo um paralelo com a atividade prética realizada no GeoGebra, o professor deve
destacar que o ponto Y (linha dos olhos) funcionou analogamente como o ponto que divide o

segmento facial total em uma razao extrema e média, conforme expressa o modelo abstrato:

XY 62 ~1618
Yz Xy 0T T

4° Momento: a sequéncia didatica encerra-se com uma discussao reflexiva e critica
sobre o modelo matematico que a turma acabou de construir. Os alunos s@o incentivados a
confrontarem os dados praticos observados inicialmente nas faces humanas com o valor tedrico
idealizado de 1,62. O docente ressalta que as estruturas bioldgicas reais sdo diversas e
apresentam variagdes naturais, razao pela qual o "erro" calculado nas fotos reais dificilmente
seria zero sem a manipulacdo forcada dos pontos, ou seja, dificilmente um rosto real se ajusta
perfeitamente ao valor exato de &. Essa discussdo cumpre o papel pedagogico de demonstrar
que, na natureza e nas ciéncias aplicadas, a Matematica atua fornecendo aproximacodes e
modelos para interpretar a realidade, e ndo como uma ferramenta de padronizacao biologica.

Ademais, pode-se apresentar aos alunos as demais aplicacdes e curiosidades da
propor¢do aurea, conforme apresentado no capitulo 4 deste trabalho, incluindo a dedu¢do do

valor numérico do Numero de Ouro, caso o professor considere viavel para a sua aula.

6.2 Proposta 2 — Construindo o Retingulo Aureo.
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A segunda proposta didatica tem como objetivo fazer com que os alunos utilizem a
construcdo geométrica do retangulo 4ureo para analisar duas estruturas: o quadro "O
Sacramento da Ultima Ceia", de Salvador Dali, e a fachada do templo grego Partenon, a fim de
verificar como se da a presenga da proporcdo durea nas relacdes das medidas do retangulo
aureo. O roteiro estd estruturado para ser desenvolvido no software Geogebra em,
aproximadamente, duas aulas e divide-se nos momentos descritos a seguir.

1° momento: corresponde a etapa de Interacdo, estabelecida por Biembengut e Hein
(2007), dedicada a retomada do tema e a problematizacdo inicial. O professor inicia a aula
relembrando a constante @ encontrada na anélise das proporcdes faciais e projeta duas imagens
lado a lado: o quadro de Salvador Dali e a fachada do Partenon de Atenas. O docente instiga a
turma com os seguintes questionamentos: “Como os artistas, pintores e arquitetos utilizam a
Propor¢do Aurea em suas composicoes?” Na sequéncia do debate, o docente expde para a
turma os contextos da criacdo das obras apresentadas, podendo recorrer ao capitulo 4 deste
trabalho para mais informacdes. E importante ressaltar que, enquanto Dali planejou sua obra
com base na proporcao aurea, o Partenon é frequentemente citado como o apice da aplica¢ao
da razdo aurea na arquitetura, embora ndo existam comprovacdo de que seus construtores
conhecessem tal proporcao.

2° momento: os alunos realizam a Matematizagdo, definida por Biembengut e Hein
(2007) como a segunda etapa do processo de modelagem, transicionando do contexto visual
para a linguagem matematica por meio do tratamento de dados e construgdes geométricas. A
partir da contextualizagdo no momento anterior, inicia-se a atividade pratica no GeoGebra. O
professor convida os alunos a investigarem a hipdtese da presenca da propor¢do aurea no quadro
de Salvador Dali e na fachada do Partenon de Atenas. A tarefa divide-se em duas etapas
investigativas distintas a partir da constru¢do geométrica do retingulo dureo. O passo a passo
das construgdes feitas a seguir, tem como referéncia Andrade (2020), que serdo feitas em

sobreposicao a pintura de Salvador Dali, e posteriormente transpostas para o Partenon.

Construcio do Retangulo Aureo no GeoGebra

e 1° Passo — Construa o quadrado ABCD. Para isso, selecione a ferramenta
“poligono regular”, disponivel no quinto icone da barra de ferramentas. Na
sequéncia, clique nos pontos de coordenadas (1, 1) e (1, 5) e defina o nimero de
vértices como 4. O resultado dessa execu¢do no GeoGebra pode ser visualizado

na Figura 19.
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~ Figura 19 - Construgdo do quadrado ABCD no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

e 2° Passo - Determine o ponto médio E do segmento AB. Para isso, selecione a
ferramenta “ponto médio ou centro”, disponivel no segundo icone da barra de
ferramentas. Na sequéncia clique nos pontos A e B. O resultado dessa execugao

no GeoGebra pode ser visualizado na Figura 20.

Figura 20 - Determinacd@o do ponto médio do segmento AB no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

e 3°Passo - Com o centro em E e raio EC, trace o circulo c. Para isso, selecione a
opcao “circunferéncia (Centro, Ponto)” disponivel no sexto icone da barra de
ferramentas. Na sequéncia, clique nos pontos E e C. O resultado dessa execugao

no GeoGebra pode ser visualizado na Figura 21.
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Figura 21 - Construcdo da circunferéncia com centro em E e raio EC no GeoGebra
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

4° Passo - Construa o segmento AF sobre o segmento AB, de modo que F esteja

contido na circunferéncia c. Para isso, clique no terceiro icone da barra de

ferramentas e depois em ‘“semirreta”, assim, selecione os pontos A e B. Em

seguida, clique no segundo icone da barra de ferramentas e depois em

“interse¢do de dois objetos”, selecione a semirreta com origem em A e a

circunferéncia c. O ponto F serd a intersec@o entre esses dois objetos. O resultado

dessa execu¢do no GeoGebra pode ser visualizado na Figura 22.

Figura 22 - Intersecdo entre semirreta AB e circunferéncia ¢ no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.
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Agora, clique com o botdo direito do mouse sobre a semirreta com origem em

A e passando em B, e desmarque a op¢ao “mostrar objetos” para “esconder” o

objeto criado. Apds isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas e

depois em “segmento de reta (dois pontos)”, e selecione os pontos A e F. Desse

modo, foi construido o segmento AF sobre o segmento AB, de modo que F esta

contido na circunferéncia c. Clique com o botdo direito do mouse sobre esse

segmento e desmarque a opg¢ado “mostrar rotulo” para “esconder” a identificagao

que nomeia elemento geométrico criado, para que a constru¢do ndo fique

poluida. O resultado dessa execucdo no GeoGebra pode ser visualizado na

Figura 23.

Figura 23 - Segmento AF sobre AB com ponto F na circunferéncia c.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

5° Passo — Trace a reta perpendicular 1 ao segmento AF que passe pelo ponto F.

Para isso, clique no quarto icone da barra de ferramentas e selecione a opcao

“reta perpendicular”. Em seguida, clique no ponto F e no segmento AF. O

resultado dessa execucdo no GeoGebra pode ser visualizado na Figura 24.
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Figura 24 - Reta perpendicular ao segmento AF passando por F.

S i || o 0 N[
B ||| | LA | B || D D) || [ 22| 8
i =N T 7 i |
® f = SegmentodeReta(A, B, paligonci | | 2
| =4 D c
5
_ E = PontoMédio(A, B)
&)
= (3.1)
c: Circunferéncia(E, C}
@
= (x-3P+(y-1F=20
O 1: Semirreta( A, B) -5
=y=1
i1 b b B o
. Intersetar(c, j)
@
= F=(747,1)
@ k = SegmentodeRetalA, F)
= 647
I: RetaPerpendicular(F, k) z 1 =
O
= xi=TAT 4
+ Entrada
v -

Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

e 6°Passo - Construa o segmento DG sobre o segmento DC, de modo que G esteja
contido na reta 1. Para isso, clique no terceiro icone da barra de ferramentas e
depois em “semirreta”, assim, selecione os pontos D e C. Em seguida, clique no
segundo icone da barra de ferramentas e depois em “interse¢ao de dois objetos”,
selecione a semirreta com origem em D e a reta perpendicular 1. O ponto g sera
a interse¢do entre esses dois objetos. O resultado dessa execucao no GeoGebra

pode ser visualizado na Figura 25.

Figura 25 - Constru¢do do ponto G sobre DC contido na reta 1.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.
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Agora, clique com o botdo direito do mouse sobre a semirreta com origem em
D e passando em c, e desmarque a opgao “mostrar objetos”. Apoés isso, clique
no terceiro icone da barra de ferramentas e depois em “segmento de reta (dois
pontos)”, selecione os pontos D e G. Desse modo, foi construido o segmento DG
sobre o segmento DC, de modo que G esta contido na reta perpendicular 1. Clique
com o botdo direito do mouse sobre esse segmento e desmarque a opgao
“mostrar rotulo”. O resultado dessa execugdo no GeoGebra pode ser visualizado

na Figura 26.

Figura 26 - Segmento DG sobre DC com ponto G na reta 1.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

7° Passo — Desmarque a opcdo de “mostrar objeto” da reta perpendicular 1, da
circunferéncia ¢ e do ponto médio E. Agora, construa o segmento GF, para isso,
clique no terceiro icone da barra de ferramentas e depois em “segmento de reta
(dois pontos)”, selecione os pontos G e F. Desmarque a op¢ao “mostrar rotulo”
do segmento construido. O resultado dessa execucdo no GeoGebra pode ser

visualizado na Figura 27.
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Figura 27 - Segmento GF entre os pontos G e F no GeoGebra.
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

8° Passo — Clique com o botao direito do mouse sobre o quadrado ABDC e va
em configuracdes. Selecione a opgdo “cor” na aba que aparecera ao lado para
editar a cor e diminuir a opacidade do poligono. Faca o0 mesmo para os outros
segmentos e escolha uma cor de destaque. O resultado dessa execug¢do no

GeoGebra pode ser visualizado na Figura 28.

Figura 28 - Ajuste de cores e opacidade dos objetos no GeoGebra.
@ il = ~||A G|/ : Z@ | Basico Cor Estlo Avancado

Programacio

Pré-visualizacio

Vermelho 255, 0, 0 (#FF0000)
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Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

O retangulo AFDG obtido € o retangulo 4ureo.

Etapa A — Investigacao da Obra de Salvador Dali
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Concluida a constru¢do geométrica do retangulo, o professor orienta os alunos a
importarem para o ambiente do GeoGebra a imagem da pintura "O Sacramento da Ultima Ceia",
de Salvador Dali, com o objetivo de realizar a sobreposicao da figura, ao mover seus vértices,
de modo que eles coincidam com os vértices do retangulo construido. O resultado dessa

execucdo no GeoGebra pode ser visualizado na Figura 29.

Figura 29 - Sobreposi¢do da imagem “O Sacramento da Ultima Ceia” no retangulo construido
no GeoGebra.

EAAL > o)) X =]+

L S e et = FS
A
k = SegmentodeReta{A,F)

@

= 647

I: RetaPerpendicular(F, k) H 5
O

= x=T47

m: Semirreta(D, C) £ af

=y=5

G = Intersetar(m, |) H af

= (747, 5)

n = SegmentodeReta(D, G)

= 647

p = SegmentodeReta(G, F)

=4
@ H=(1D
@ 1=(741.1)
+ | Entrada..

Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

Ao ajustarem o retangulo dureo sobre a obra de Dali, os estudantes podem notar uma
falta minima, porém perceptivel, na borda superior da imagem para que o alinhamento com o
retingulo seja perfeito. E fundamental que o docente aproveite este momento para discutir que
0 uso da propor¢do 4urea foi intencional por parte do pintor, entretanto essas diferencas nas
medidas podem ser atribuidas a fatores como a imprecisdo e a distor¢cdo de dimensdes que
ocorrem frequentemente em arquivos de imagens disponiveis na internet.

ApOs essa andlise visual preliminar, a etapa de matematizacdo se aprofunda por meio
da investigacdo algébrica da constru¢do. Para que os alunos compreendam o porqué de a figura
construida receber o nome de "Retangulo Aureo", o professor propde que os eles mecam o
comprimento do lado maior do retangulo obtido (segmento AF) e o comprimento do seu lado
menor (segmento AD). No campo de entrada de comandos do GeoGebra, a turma deve digitar

a seguinte equacao para realizar os cilculos com precisdo:
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o razaol = Distancia(A, F) / Distancia(A, D).

Neste momento, os estudantes constatardo que o software exibe o valor numérico
aproximado de 1,62, que é aproximadamente @ = 1,618.... Na sequéncia, propde-se que 0s
alunos observem o retangulo menor que se formou residualmente ao lado do quadrado inicial
(o retangulo CGFB). O docente questiona: "Utilizando o mesmo procedimento, mecam os lados
desse novo retangulo e dividam o comprimento do maior lado pelo menor. O que acontece?".
Para isso, no campo de entrada de comandos do GeoGebra, a turma deve digitar a seguinte

equacao para realizar os calculos com precisdo:
o razao2 = Distancia(G, F) / Distancia(B, F).

O resultado obtido sera novamente a constante 1,62. Com isso, espera-se que os alunos
entendam que os dois retangulos sdo semelhantes e que ao retirar um quadrado o retangulo
restante guarda a mesma proporcao.

Para consolidar o entendimento de que a propor¢do independe do tamanho do desenho,
o professor solicita que os alunos arrastem os pontos iniciais da construgao, alterando a escala
do quadrado original. A turma serd instigada a responder: "Ao esticar ou encolher a figura, o
valor da divisdo se alterou ou permaneceu constante?". A partir dessas experimentacoes, nota-

se que a razao permanece invariavel.

Etapa B — Investigacao no Partenon de Atenas

Dando continuidade a atividade investigativa, o professor orienta os alunos a ocultarem
temporariamente a imagem de Salvador Dali e a importarem uma fotografia frontal da fachada
do templo grego Partenon. O objetivo desta nova etapa € testar a hipotese de que os gregos
antigos utilizaram a razdo 4urea na constru¢cao do monumento.

Os estudantes recebem a instrucdo de tentar transpor e ajustar o mesmo retangulo aureo
validado anteriormente sobre as dimensdes da fachada do templo. Eles alunos notardo que
diferente do ocorrido na pintura de Dali, o retingulo dureo idealizado ndo se ajusta de forma
totalmente exata se considerarmos a estrutura arquitetonica real da base até o topo.

Proponha manipulacdes com a posi¢do e a escala do retangulo para tentar um encaixe
que alcance uma maior perfeicdo. Durante essa tentativa de calibracdo, os alunos observarao
que, para fazer com que as linhas do GeoGebra coincidam com o contorno do monumento, eles

sdo obrigados a "cortar" arbitrariamente pedagos dos degraus inferiores da base ou incluir 4reas
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vazias acima do teto, conforme a Figura 30. Nessa etapa, espera-se a reflexdo de que se o

Partenon se alinha perfeitamente, ou aproximadamente ao retangulo aureo.

Figura 30 - Tentativa de ajuste do retngulo dureo a fachada do Partenon no GeoGebra.

Fonte: Elaborado pela autora no software Geogebra.

3° Momento: inicia-se a transi¢do para o Modelo Matematico, terceira etapa do
processo definido por Biembengut e Hein (2007), na qual os estudantes formalizarao
teoricamente os conceitos geométricos e as propriedades de semelhanca observadas. O
professor introduz o questionamento: “A partir das medicoes dos lados do retdngulo, por que
esse retangulo construido é denominado retdngulo dureo?” Nesse momento, espera-se que 0s
estudantes cheguem a conclus@o de que um retangulo é classificado como 4dureo quando a razio
entre o lado maior e o lado menor desse poligono obedece a equacdo da razdo extrema e média

da Proposta 1:

Lado Maior

—=0=1,618...
Lado Menor ’

Fazendo a conexdo com a atividade prética, o professor destaca que o software
funcionou como um verificador de modelos: ele provou matematicamente que a o retangulo
construido coincide com a organizacdo espacial planejada por Salvador Dali, mas ha

divergéncias com a planta arquitetonica real do Partenon.
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4° Momento: a sequéncia didatica encerra-se com uma discussdo reflexiva e critica
sobre o modelo matematico que a turma construiu e testou. O docente promove um debate final,
destacando que a ci€ncia e os livros didaticos muitas vezes replicam a ideia de que o Partenon
foi erguido sob os moldes do nimero de ouro, porém o experimento prético revelou que esse
encaixe sO € possivel por meio de uma manipulacdo. Nesse momento, o professor pode propor
uma discussdo sobre as diferentes interpretacdes relacionadas a aplicacdo da proporc¢do durea
na arte e na arquitetura, destacando que nao ha consenso entre os pesquisadores quanto ao seu
uso intencional em determinadas obras, como foi discutido no Capitulo 4. A partir disso, podem
ser apresentadas outras producdes artisticas e arquitetdnicas nas quais a presenca do retangulo

aureo ¢ defendida por alguns autores, mas questionada por outros.
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7 CONCLUSAO

Este trabalho pretendeu desenvolver uma proposta de ensino para a abordagem da
proporc¢do aurea no Ensino Médio, fundamentada na Modelagem Matematica e articulada ao
uso do software GeoGebra. Partiu-se da problemética de que muitos estudantes apresentam
dificuldades em compreender a Matemitica e como ela esti presente no cotidiano,
frequentemente questionando a utilidade dos conteddos estudados em sala de aula. Nesse
contexto, buscou-se elaborar uma proposta que favorecesse uma aprendizagem mais
investigativa e contextualizada, aproximando conceitos matematicos de situacdes reais.

Inicialmente, realizou-se um estudo sobre a propor¢do durea, contemplando sua origem
histdrica, sua definicio matematica, sua constru¢do geométrica e algumas de suas principais
aplicacdes na natureza, na arte, na arquitetura e em outras areas do conhecimento.
Posteriormente, a pesquisa voltou-se ao estudo da Modelagem Matematica como metodologia
de ensino e ao uso de tecnologias digitais, especialmente do software GeoGebra. A partir dos
referenciais tedricos estudados, foi possivel compreender que a Modelagem Matemaética
favorece a investigacdo de situagdes da realidade por meio da Matemaética, permitindo que os
estudantes construam conceitos a partir da observagdo, da formulacdo de hipdteses, da
experimentacao e da validacdo de resultados. Da mesma forma, verificou-se que o GeoGebra
constitui um importante recurso pedagdgico por possibilitar a visualizacdo dindmica de
conceitos geométricos, a realizacdo de construcdes, medicdes e simulacdes, tornando a
aprendizagem interativa.

Com base nesses referenciais, foram elaboradas duas propostas de ensino
fundamentadas nas etapas da Modelagem Matematica propostas por Biembengut e Hein (2009).
A primeira conduzird os estudantes a construcao do conceito de propor¢do aurea por meio da
investigacdo de propor¢des faciais utilizando o GeoGebra, possibilitando que a defini¢do
matematica surja como resultado de um processo investigativo, € nio como um conceito
previamente apresentado pelo professor. A segunda proposta ampliard essa compreensdao ao
conduzir os estudantes a constru¢do geométrica do retdngulo dureo e a investigacdo de sua
presenca em obras de arte e na arquitetura, permitindo que conceitos geométricos sejam
compreendidos por meio da experimentacao.

Dessa forma, considera-se que a questdao norteadora desta pesquisa: “Quais
potencialidades a Modelagem Matemdtica, articulada ao uso do software GeoGebra, oferece
para o ensino e a aprendizagem da Proporgdo Aurea no Ensino Médio?”, foi respondida ao

evidenciar que a articulacio entre a Modelagem Matematica e o software GeoGebra apresenta
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importantes potencialidades para o ensino e a aprendizagem da propor¢do aurea no Ensino
Médio. Entre essas potencialidades, destacam-se a contextualizagdo dos contetdos
matematicos, a promocdo de uma aprendizagem investigativa, a construcdo ativa do
conhecimento, a integracdo entre diferentes contetidos mateméticos, o desenvolvimento do
pensamento critico diante de modelos mateméticos e a utilizacdo das tecnologias digitais no
processo de ensino e aprendizagem. Outro aspecto relevante da proposta consiste na integragao
entre diferentes tendéncias da Educacdo Matematica, pois ao longo delas, articulam-se
elementos da Histéria da Matematica, da Modelagem Matematica e das Tecnologias Digitais,
estabelecendo conexdes entre essas abordagens.

O desenvolvimento desta pesquisa também contribuiu significativamente para a
formacdo da autora enquanto futura pesquisadora e professora de Matematica. O
aprofundamento dos estudos sobre a propor¢do durea, sua histéria, demonstracdes matematicas,
aplicacdes e controvérsias permitiu uma compreensao mais ampla da tematica. Da mesma
forma, o estudo da Modelagem Matematica e o contato mais aprofundado com o GeoGebra
proporcionaram uma nova compreensao acerca das potencialidades dessas ferramentas para
serem usadas em sala de aula.

Por fim, espera-se que este trabalho possa contribuir tanto para o ensino da propor¢ao
aurea quanto para a elaboracdo de novas propostas de ensino fundamentadas na Modelagem
Matemaética, na Histéria da Matemética e no uso de tecnologias digitais. Mais do que apresentar
uma proposta de ensino sobre um tema especifico, pretendeu-se evidenciar que a integra¢ao
entre diferentes tendéncias da Educacdo Matematica constitui um caminho promissor para
tornar o ensino diferente daquele tradicional. Espera-se, ainda, que esta pesquisa incentive
professores e futuros professores a desenvolverem propostas semelhantes para outros conteudos
matematicos, contribuindo para aproximar cada vez mais a Matematica da realidade dos

estudantes.
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