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Uberlandia, a Banca Examinadora, designada pelo Colegiado do Curso de Graduacao
em Matematica, composta pelos docentes Francielle Rodrigues de Castro
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Aparecida Alves (IME-UFU) e Victor Gonzalo Lopez Neumann (IME-UFU).
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Matematica.
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lavrada a presente ata, que, apds lida e aprovada, foi assinada pelos membros da
Banca Examinadora.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma introducao a teoria das bases de Grobner para ideais polinomi-
ais no anel K[z, ..., z,] sobre um corpo K qualquer. O trabalho tem como objetivo desenvolver
os principais fundamentos dessa teoria, estabelecendo os resultados necessarios para a constru-
¢ao e caracterizagao de bases de Grobner. Para isso, adota uma abordagem teérica, na qual
desenvolve os conceitos, defini¢oes e demonstracoes de maneira progressiva. Inicialmente, apre-
senta resultados fundamentais sobre a teoria de anéis, ordens monomiais e sobre o algoritmo da
divisao em varias indeterminadas, estendendo ao caso multivariado ferramentas anteriormente
disponiveis apenas para polindmios em uma indeterminada. Em seguida, caracteriza os ideais
monomiais e demonstra o Lema de Dickson e o Teorema da Base de Hilbert, dos quais decorre
a existéncia de bases de Grobner para todo ideal polinomial. Na sequéncia, estabelece o Cri-
tério de Buchberger e o Algoritmo de Buchberger, culminando na caracterizagao das bases de
Grobner minima e reduzida. Os resultados desenvolvidos evidenciam que as bases de Grob-
ner fornecem métodos efetivos para a resolucao de problemas envolvendo ideais polinomiais e
podem servir de base para o estudo futuro de aplicagdes da teoria.

Palavras-chave: bases de Grobner; ideais polinomiais; ordenacao monomial; algoritmo de
Buchberger; algebra.



Abstract

This work presents an introduction to the theory of Grobner bases for polynomial ideals
in the ring K[zy,...,z,] over an arbitrary field K. The aim of this work is to develop the
main foundations of this theory, establishing the results necessary for the construction and
characterization of Grobner bases. To this end, it adopts a theoretical approach, in which the
concepts, definitions, and proofs are developed progressively. Initially, it presents fundamental
results on ring theory, monomial orderings, and the division algorithm in several indeterminates,
extending to the multivariate case tools previously available only for polynomials in one inde-
terminate. Next, it characterizes monomial ideals and proves Dickson’s Lemma and Hilbert’s
Basis Theorem, from which the existence of Grobner bases for every polynomial ideal follows.
Subsequently, it establishes Buchberger’s Criterion and Buchberger’s Algorithm, culminating
in the characterization of minimal and reduced Grébner bases. The results developed make it
evident that Grobner bases provide effective methods for solving problems involving polynomial
ideals and can serve as a foundation for the future study of applications of the theory.

Keywords: Grobner bases; polynomial ideals; monomial ordering; Buchberger’s algorithm;
algebra.
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1. Introducao

O estudo dos polinémios consolidou-se, historicamente, como um dos pilares fundamentais
da Algebra moderna, estendendo-se das equacoes algébricas cldssicas ao desenvolvimento da
Geometria Algébrica e da Algebra Comutativa. Nesse cendrio, entre os problemas mais natu-
rais associados aos ideais de um anel de polinomios destacam-se dois: o primeiro consiste em
determinar se todo ideal admite um conjunto finito de geradores e como descrevé-lo de ma-
neira conveniente; ja o segundo consiste em decidir se um dado polindomio pertence a um ideal
fixado. No anel de polindbmios em uma varidvel, esses problemas admitem solucoes relativa-
mente simples. Como todo ideal polinomial em uma indeterminada sobre um corpo é principal,
basta um tnico polindmio para gerar qualquer ideal, e o algoritmo da divisdo permite decidir

o pertinéncia de um polinémio a esse ideal por meio da analise do resto da divisao.

Entretanto, essa simplicidade desaparece quando se consideram anéis de polinémios em
duas ou mais indeterminadas. Em geral, os ideais deixam de ser principais, e o algoritmo
da divisao perde propriedades fundamentais observadas no caso de uma variavel, tornando
mais dificil tanto a descricdo dos ideais quanto a verificagdo da pertinéncia de polindmios.
Essas dificuldades motivaram o desenvolvimento de novos métodos capazes de estender, para o
contexto multivariado, as vantagens oferecidas pelo algoritmo da divisao em uma variavel.

Nesse contexto, surgem as bases de Grobner, introduzidas por Bruno Buchberger em sua
tese de doutorado, de 1965, como forma de homenagem ao seu orientador Wolfgang Grobner.
Associadas a uma ordem monomial previamente fixada, elas constituem conjuntos especiais de
geradores de um ideal que tornam possivel recuperar propriedades essenciais do algoritmo da
divisdo, fornecendo procedimentos efetivos para resolver os problemas da descricdo de ideais e
da pertinéncia de polinémios no caso multivariado.

A base tedrica e metodologica desta exposi¢ao fundamenta-se, predominantemente, na obra
Ideals, Varieties, and Algorithms, de Cox, Little e O’Shea [1]. Esse texto é reconhecido pela
clareza com que desenvolve a teoria das bases de Grébner, conciliando o rigor da Algebra Comu-
tativa com sua abordagem algoritmica, constituindo a principal referéncia para este trabalho.
Como complemento em lingua portuguesa, utilizou-se também a obra Um Primeiro Contato
com Bases de Grobner, de Marcelo Escudeiro Hernandes [2], que contribui para a consolidacao
dos conceitos aqui desenvolvidos.

Este trabalho esté organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, sdo apresentados os concei-
tos preliminares de teoria de anéis, ideais e anéis de polindmios necessarios ao desenvolvimento

do texto, tendo como principais referéncias as obras de Gongalves [3] e Hefez [4], amplamente

Licenciatura em Matematica
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utilizadas no estudo das estruturas algébricas. No Capitulo 3, introduzem-se as ordens mono-
miais e o algoritmo da divisdo em varias variaveis, destacando as diferencas em relagao ao caso
de uma variavel. No Capitulo 4, desenvolve-se a teoria das bases de Grobner. Inicialmente,
sao estudados os ideais monomiais e resultados fundamentais, como o Lema de Dickson e o
Teorema da Base de Hilbert, dos quais decorre a existéncia de bases de Grébner para todo
ideal polinomial. Em seguida, sao estabelecidos o Critério de Buchberger e o Algoritmo de
Buchberger, que nos permite encontrar uma base de Grobner de um dado ideal, culminando na

apresentacao das nogoes de bases de Grobner minima e reduzida.

Universidade Federal de Uberlandia - Instituto de Matematica e Estatistica
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2. Conceitos Preliminares

Antes de iniciarmos o estudo dos anéis de polinémios em varias indeterminadas, reuniremos
neste capitulo alguns conceitos e resultados classicos da Teoria de Anéis que serao utilizados ao
longo do texto, em particular nos argumentos que envolvem ideais maximais e anéis quocientes.
Tais resultados sao apresentados de forma independente do contexto de polindmios, valendo

para um anel comutativo e com unidade qualquer.

2.1 Anéis e Ideais

Definigao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio e sejam

+: AxA — A i AxA — A
(a,b) +—— a+0b, (a,b) +—— a-b,

duas operagoes binarias em A, denominadas, respectivamente, soma e produto. Dizemos que a

terna (A, +, ) é um anel se, para quaisquer a, b, c € A, sdo satisfeitas as seguintes propriedades:
i) (a+b)+c=a+(b+c);

(i) a+b=b+a

(i) Existe 0 € A tal que a + 0 = q;

(iv) Para todo a € A, existe —a € A tal que a + (—a) = 0;

(v) (a-b)-c=a-(b-c);

(vi) a-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c

Dizemos que A é um anel com unidade se existir 1 € A, 1 #0, tal que a-1 =1-a = a, para

todo a € A. Dizemos que A é comutativo se a - b = b - a, para quaisquer a,b € A.

Neste trabalho, todos os anéis considerados serdao comutativos e com unidade. Assim, sempre

que mencionarmos um anel A, estaremos assumindo ambas as propriedades.

Defini¢ao 2.2. Um anel comutativo com unidade A é chamado dominio de integridade (ou

simplesmente dominio) se nao possuir divisores de zero, isto é, para quaisquer a,b € A,

a-b=0=a=00ub=0.

Licenciatura em Matematica
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Um anel comutativo com unidade A é chamado corpo se todo elemento nao nulo a € A

possuir um inverso multiplicativo, ou seja, se existir b € A tal que a - b = 1.
Definigao 2.3. Seja A um anel. Um subconjunto I C A é um ideal de A se satisfizer:
(i) 0el.
(ii) Sea,bel,entdoa+0bel.
(ili) Sexeleac A, entao ax € I.
Os ideais {0} e A sdo denominados ideais triviais de A. Um ideal I é dito préprio se I # A.

Definigao 2.4. Um ideal proprio M de A é dito maximal se, para todo ideal I de A tal que
M CICA, tem-se ] = M oul = A. Em outras palavras, M é maximal se nao existir nenhum

ideal de A estritamente compreendido entre M e A.

2.2 Anéis Quocientes

Definigao 2.5. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Dados a,b € A, dizemos que a é congruente

a b médulo I, e escrevemos a = b (mod I), quando a — b € I.
Lema 2.6. A relagio = (mod I) é uma relagao de equivaléncia sobre A.

Demonstracio: (i)  (Reflexividade) Como 0 € I, logo temos que a —a = 0 € I. Portanto,

a = a (mod I) qualquer que seja a € A.

(i) (Simetria) Se @ = b (mod I), entdao a —b € I. Como 1 € A, existe —1 € A tal que
1+ (—1) =0. Logo, como [ é um ideal, (—1)(a —b) =b—a € I.

Portanto, b = a (mod I).

(iii) (Transitividade) Sea=b (mod I)eb=c (mod I), entatoa—be Il eb—c € I. Como [
é fechado pela adigao,
a—c=(a—0b)+(b—c)€el

Consequentemente, a = ¢ (mod I).

Portanto, = (mod I) é uma relagdo de equivaléncia. H

Observemos que a = b (mod I) se, e somente se, existir z € [ tal que a — b = z, logo
a = b+ x. Portanto,
b+I={b+z|zel}

consiste em todos os elementos de A congruentes a b modulo 1.
O conjunto acima desempenha um papel fundamental na construcao do anel quociente,

como formalizaremos na defini¢do a seguir.

Universidade Federal de Uberlandia - Instituto de Matematica e Estatistica
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Definigao 2.7. Sejam A um anel e I um ideal de A. Para cada a € A, definimos a classe de

equivaléncia de a modulo I por
a=a+I={a+z|zel}

O conjunto de todas as classes de equivaléncia médulo I, A/I = {a | a € A}, munido das

operacoes

G+b=a+b e a-b=ab,

¢ denominado anel quociente de A por I, nomenclatura que se justificard por meio dos resultados

a seguir.

Para que a Definicao 2.7 faca sentido, é necessario garantir que as operagoes de soma e
produto em A/I nao dependam dos representantes escolhidos para cada classe. E o que mostra

a pProposicao a seguir.

Proposigao 2.8. Sejam A um anel, I um ideal de A e a,da’,b,t/ € A tais que a = a’ (mod I)
eb=10 (mod I). Entao

a+b=d+V (modI) e a-b=d -V (modI).
Demonstragao: Por hipétese, a —a’ € I e b— b € [. Para a soma, basta observar que
(a+b)— (@ +b) = (a—a)+(b-V) €1,

pois I é fechado em relagdo a soma. Logo a +b=a' + b (mod I).

Para o produto, escrevemos
ab—a't =alb—"b)+ (a—a")l.

Como b—V € I e I absorve multiplicacao por elementos de A, temos a(b—10') € I. Pelo mesmo
motivo, (a —a')b' € I. Logo ab—a't’ € I. Segue que, a-b=a'-b (mod I). O

Garantida a boa definigdo, resta verificar que as operacoes de A/I satisfazem as propriedades
da Definicdo 2.1. E natural que A /I herde as propriedades de A, uma vez que suas operagoes

sdo calculadas por meio de representantes de A.

Proposicao 2.9. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A tal que I # A.

Entao (A/1,+,-) € um anel comutativo com unidade.

Demonstragao: Pela Proposi¢do 2.8, a soma e o produto em A/I estao bem definidos, de

modo que podemos calcular com representantes arbitrarios. Sejam a,b,c € A/I.

i) (a+b)+c=

s

+b—|—E:(a+b)—|—c:a+(b+c):E+b+c:ﬁ+(5+6>.

S8
I
S8
+
S
I
jopll

(i) a+b=a+ + a.

Licenciatura em Matematica



16 Conceitos Preliminares

(iii) Sendo 0 € A seu elemento neutro aditivo, a classe 0 = 0+ I = I pertence a A/I. Para
todoa € A/I,

a+0=a+0=a,
de modo que 0 é o elemento neutro aditivo de A/I.

(iv) Dado a € A, tome —a € A. Entao, a,—a € A/l e
a+—-a=a+(—a)=0.

Dessa fOI‘IIlEL7 escrevemos —a = —a.

ol

(v) (a-b)-c=ab-c=(ab)c=albc)=a-bc=a-(b-

).

=a(b+c)=ab+ac=ab+a =a-b+a-c e, de modo andlogo,

(vi) a-(b+e)=a-b+
_l’_

Verificadas as seis propriedades, concluimos que (A/I,+,-) é um anel.

Por fim, devemos mostrar que A/l é comutativo e possui unidade. Como A é comutativo,
a-b=ab=ba="0-a,
e portanto A/I é comutativo. Seja 1 a unidade de A. Para todoa € A/I,
a-1=a-1=a,

de modo que T é a unidade de A/I. Falta verificar que T # 0. Se tivéssemos 1 = 0, entao
1 € I, e como I é ideal, tertamos I = A, contrariando a hipdtese. Logo T # 0, e A/I é um anel

comutativo com unidade. O

Lema 2.10. Seja A um anel comutativo com unidade. Entdo A é um corpo se, e somente se,

0s unicos ideais de A sdo os ideais triviais {0} e A.

Demonstragao: Sejam A um corpo e I um ideal nao nulo de A. Tomemos a € I, a # 0. Como
A é um corpo, existe a~! € A e, pelo item (iii) da Definicdo 2.3, temos a~'a = 1 € I. Assim,
para todo x € A, temos x =z -1 € I, o que implica I = A.

Reciprocamente, sejam {0} e A os tnicos ideais de A. Dado a € A, a # 0. Considere o
ideal (a) = {ax | z € A}, como a # 0, temos (a) # {0}, logo, por hipétese, (a) = A. Em
particular, 1 € (a), dessa forma, ax = 1 para algum x € A. Logo todo elemento nao nulo de A

é invertivel, ou seja, A é um corpo. n

Teorema 2.11. Sejam A um anel comutativo com unidade e M um ideal de A. Entdo M é

mazximal se, e somente se, A/M é um corpo.

Demonstracao: Se {0} ¢ um ideal maximal, entdo {0} e A sdo os tnicos ideais de A. Assim,

pelo Lema 2.10, a propriedade esta provada.

Universidade Federal de Uberlandia - Instituto de Matematica e Estatistica
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Por outro lado, seja M # {0} um ideal maximal. Como M ¢é préprio, existe a € A tal que
a¢ M.
Definindo o conjunto
I'={m+ax|meM, zec A},

é facil ver que I é um ideal de A. De fato, tomando m =0 e x = 0, temos 0 € I. Além disso,

se m+ ax, m' + ax’ € I, entao
(m+az)+ (m' +az’) = (m+m')+alx+2) el

poism+m' e M ex+2' € A.
Agora, dado m +ax € [ er € A, temos

(m+ azx)r =mr+a(xr) € 1,

pois mr € M, dado que M é um ideal, e zr € A.

Além disso, M C I, pois, para todo m € M, temos m = m +a -0 € I. Por outro lado,
a=0+a-1€ I e, por construgdo, a ¢ M. Logo, M # I. Como M é maximal, segue que
I = A. Em particular, 1 € I, isto é, existem m € M e x € A tais que 1 = m + ax. Assim,
1 —ar =m € M, ou seja, 1 = ax (mod M). Portanto, 1 = @aZ = a - T. Dessa maneira,
mostramos que todo elemento nao nulo @ € A/M é invertivel, mostrando que A/M é um corpo.

Reciprocamente, seja A/M um corpo e seja I um ideal de A tais que M C I C A. Tomemos
x €I\ M. Como x ¢ M, temos T # 0 em A/M, logo existe a € A tal que 1 =a-T = az, isto
é,1—ax e M CI. Comox €[ el éideal, segue que 1 = ax — (ax — 1) € I. Logo, para todo
yeA y=y-1€ . Portanto, I = A e M é maximal. O

2.3 Homomorfismos de Anéis

Definigao 2.12. Sejam A e A’ anéis. Uma fungao f: A — A’ é um homomorfismo de anéis

se, para quaisquer x,y € A, valem

flet+y)=fle)+fly) e flz-y)=[flx) fly).

Quando f é bijetiva, dizemos que f é um isomorfismo e que A e A’ sdo anéis isomorfos, o que

denotamos por A = A’.

Vejamos que, se f: A — A’ é um homomorfismo de anéis, entao f(0) = 0', em que 0 e O/
denotam, respectivamente, os elementos neutros aditivos de A e A". De fato, f(0) = f(040) =

f(0) + f(0) e, ao adicionarmos — f(0) a ambos os membros da igualdade, obtemos f(0) = 0.

Definigao 2.13. Seja f: A — A’ um homomorfismo de anéis. O ntcleo de f é o conjunto

N(f) ={aec A f(a) =07
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e a imagem de f é o conjunto

Im(f) = {f(a) | a € A}.

Abaixo, veremos dois resultados que nos auxiliardo na demonstracdo de um importante

teorema acerca de isomorfismos.
Lema 2.14. Seja f: A — A" um homomorfismo de anéis. Entao, N(f) é um ideal de A.

Demonstracao: Verifiquemos os trés itens da Definicao 2.3.

(i)  Como, f(0) =0, logo 0 € N(f).

(ii) Sejam a,b € N(f). Entao f(a+b) = f(a)+ f(b) =0 +0 =0, logo a + b € N(f).

(iii) Sejam a € N(f) e xz € A. Entao f(azx) = f(a)- f(x) =0 f(z) =0, logo ax € N(f).
Portanto, N(f) é um ideal de A. O

Lema 2.15. Um homomorfismo de anéis f : A — A’ € injetivo se, e somente se, N(f) = {0}.

Demonstracao: Seja f um homomorfismo injetivo. Se a € N(f), entdao f(a) = 0 = f(0) e,

pela injetividade, segue que a = 0.
Reciprocamente, suponha que N(f) = {0} e sejam z,y € A tais que f(z) = f(y). Entao
flx —y) = f(z)— f(y) =0, ou seja, x —y € N(f) = {0}, implicando x = y, o que conclui a

demonstracao. O

Teorema 2.16 (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Seja f: A — A" um homomorfismo

de anéis. Entdao
A/N(f) = Im(f).

Demonstragao: Denotemos N = N(f) e definamos ¢ : A/N — Im(f) por p(Z) = f(x).
Mostremos, inicialmente, que ¢ estd bem definida, isto é, que seu valor nao depende do
representante escolhido na classe T. Se T = 7, entdo x = y (mod N), ouseja, z—y € N = N(f).
Logo
fx) = fly) = fla—y) =0"

Assim, f(z) = f(y), ou ainda, ¢(T) = ¢(7).

A funcdo ¢ é sobrejetiva por construgdo, dado que todo elemento de Im(f) é da forma
f(x) = ¢(T) para algum = € A.

Para a injetividade, sejam Z,7 € A/N tais que ¢(T) = ¢(7), isto é, f(z) = f(y). Entao
flz —y)=0,logo z —y € N(f) = N, o que implica x =y (mod N). Portanto, T = 7.

Por fim, ¢ é homomorfismo de anéis, pois
e(@+7)=v@+y) = flx+y) = f@)+ fy) =e@) + @)

e, analogamente, (T - ¥) = ¢(T) - p(7).
Dessa maneira, conclui-se que A/ N(f) = Im(f). O
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Com os conceitos apresentados acima, passamos agora ao estudo dos anéis de polinémios

em varias indeterminadas sobre um corpo K qualquer.
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3. Anéis de Polindmios em Varias Inde-

terminadas sobre um Corpo K

O estudo dos anéis de polinomios em varias indeterminadas constitui a base fundamental
da Geometria Algébrica e da Algebra Comutativa. Enquanto o comportamento de polinémios
em uma Unica variavel é bem compreendido através de algoritmos classicos, como a divisao
euclidiana, a transicao para o cenario multivariado introduz dificuldades estruturais que exigem
ferramentas mais sofisticadas.

Neste capitulo, estabeleceremos as propriedades essenciais do anel K[zy, ..., x,], formali-
zando conceitos como ordens monomiais e o algoritmo de divisao multivariada. Estas defini¢oes
sao os pilares necessarios para a construcao das bases de Grobner, foco central deste trabalho,
as quais consistem em um conjunto especial de geradores de um ideal que permite resolver
problemas computacionais desafiadores, como o problema da pertinéncia de um polinémio a

um ideal de K[z, ..., x,] e a solu¢do de sistemas de equagoes polinomiais nao lineares.

3.1 Polindbmios em Varias Indeterminadas sobre um

Corpo
Definicao 3.1. Um mondmio nas varidveis x1, ..., x, é um produto da forma
TS g2 ... gln
em que todos os expoentes ay, ..., q, sao nimeros inteiros nao negativos. O grau total desse

monomio é a soma o + - -+ + Q.
A notacao utilizada para mondmios pode ser simplificada da seguinte maneira: seja a =
(o, ..., ) uma n-upla de inteiros nao negativos. Assim, definimos

Qn

(o aq a2
x —Il 'CC2 "'{En.

Veja que para a = (0,...,0) tem-se 2% = 1. O grau total do monémio z® pode ser denotado

por |a| = a; + -+ ay.

Definicao 3.2. Um polinémio f nas variaveis x1, ..., x, com coeficientes em um corpo K ¢ uma

combinagao linear finita, com coeficientes em K, de monomios. Escreveremos um polinémio f
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na forma
f= Zaaa:a, a, € K
(0%
em que a soma é feita sobre uma quantidade finita de n-uplas o = («, ..., @,). O conjunto de
todos os polindmios em 1, ..., x, com coeficientes em K é denotado por K[z, ..., x,].

Observagao 3.3. Verifica-se que, com as operagoes usuais de soma e multiplicagao:

Z an T + Z bor® = Z(aa + by )

(Z aaxo‘> . (; bﬁxﬁ) 23 (;ﬁz 7 aab[g) 7

o conjunto K[zy,...,,] é um anel comutativo com unidade 1 = 2¥...2%, que identificamos

com a unidade 1 € K. Tal conjunto é denominado anel de polin6mios nas indeterminadas
xy,...,%, com coeficientes no corpo K. Elementos de K C K[zy,...,z,] sdo chamados de

polinémios constantes.

Defini¢ao 3.4. Sejam fi,..., fs € K[zy,...,x,]. Assim, definimos o conjunto

<f1>"‘7f8> = {ihlfz

hl,...,hSEK[l’l,...7$n]}.

Veremos que esse conjunto é um ideal.

Lema 3.5. Se fi,...,fs € Klxy,...,z,], entao (fi,...,fs) € um ideal de K[xy,...,z,]. O
conjunto (fi,...,fs) serd chamado de ideal gerado por fi,...,fs. Quando s = 1, o ideal

(fiy ={hfi | h € Klzy,...,2,]} é denominado ideal principal gerado por f.

Demonstragao: Primeiramente, note que 0 € (fi, ..., fs), pois 0 = Z 0- f;. Agora, suponha-
i=1

mos f =Y pifieg=>_ q¢f;eseah€Klzy,...,z,]. Logo
i=1 i=1

s

fH9=> (pi+a)fie(fr.-.. [,

=1

e
hf = Z(hpi)fi € (fi.... fs)
i=1
Mostrando, dessa forma, que (fi, ..., fs) é um ideal.
]
3.2 Ordens sobre Mondémios em K|zy,...,z,

Se analisarmos o algoritmo da divisdo em K[z| com atencao, seremos capazes de ver que a

noc¢ao de ordenar os termos dos polinomios é parte fundamental do processo, mesmo que nao
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frequentemente ressaltada. Ao dividirmos f por g, onde f, g € K[z], procederfamos de acordo

com a sequéncia abaixo
o Escrever os termos dos polindmios em ordem decrescente de grau em .

o No primeiro passo, identificamos o termo lider de f, isto é, o termo de maior grau de f, e
0 expressamos como q vezes o termo de maior grau de g, onde ¢ é o quociente entre esses

termos. Em seguida, subtraimos de f o produto ¢ - g, cancelando assim o termo lider de

f.

o Repetimos o mesmo processo para o polinémio resultante, até obtermos um polinémio de

grau inferior ao grau de g.

No processo de divisao de polindomios de uma variavel, a ordenagao dos mondmios ¢é feita

de acordo com seus graus:

A S L SN S ol S S

O sucesso do algoritmo depende de operar sistematicamente com os termos lideres de f e
g, e nao de cancelar termos de f de forma arbitraria utilizando termos quaisquer de g.
O exposto acima sugere que um componente essencial para qualquer extensao do algoritmo

da divisao para vérias varidveis seja a ordenagao dos termos dos polinémios em K[z, ..., x,].

(0773

on a partir da n-upla de

Da Defini¢ao 3.1, podemos reconstruir o monoémio z% = x7'...x
expoentes o = (v, ..., ap) € Z%,, onde ZZ, denota o conjunto de todas as n-uplas de inteiros
nao negativos. Dessa forma, é estabelecida uma bijecao entre os monémios em Klzy,...,z,] e

%0- Adicionalmente, qualquer ordem > que for estabelecida em Z%, nos fornecera uma ordem
sobre os mondmios, ou seja, se a > 3 em relacdo a essa ordem, também diremos que z® > .

Para comegar, como um polindomio é uma soma de mondémios, gostariamos de ser capazes
de ordenar os termos de um polinomio de forma nao ambigua. Para isso, devemos ser capazes
de comparar todo par de mondémios a fim de estabelecer suas posicoes relativas. Portanto,
exigiremos que uma ordem sobre os monomios seja uma relagao de ordem total, o que significa

que para qualquer par z® e 27, exatamente uma das trés afirmacoes
=2, ¥ =2, 2f - 2

deve ser verdadeira.

Em seguida, devemos levar em conta o efeito das operagoes de soma e produto sobre os
polindmios. Ao somarmos polinémios, podemos simplesmente reorganizar os termos presentes
na ordem apropriada. Ja na multiplicacao, por possuir a propriedade distributiva em relacao a
adicao, ¢ suficiente considerar o que acontece ao multiplicarmos um monémio por um polinémio.
Para garantir que essa operacao preserve a ordem entre os termos, exigiremos que uma ordem
monomial satisfaca a seguinte propriedade: se ¢ = z” e 27 é um mondmio qualquer, entdo
r*2Y = 2827, Em termos dos vetores de expoentes, isso significa que se a = 3, entdo, para

todo v € Z%, temos a + 7y = 3 + 1.
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Defini¢ao 3.6. Uma ordem monomial > sobre K[z, ..., x,] é uma relacdo > sobre Z%, isto

¢, uma relacao sobre o conjunto dos monomios =%, a € Z%, satistazendo:
(i) > é uma relacdo de ordem total sobre ZZ,.
(ii) Sea = fBeyeZ, entdo a+vy >~ B +7.

(iii) > ¢ uma boa ordem em ZZ,. Isso significa que qualquer subconjunto nao vazio de ZZ,
tem um menor elemento em relagao a >. Ou ainda, se A C ZZ, é nao vazio, entao existe

a € A tal que, para todo f € A\ {a}, temos > a.

Dada uma ordem monomial >, definimos o« = [ quando a > [ ou o = 3.

Lema 3.7. Uma relagio de ordem total = sobre Z%, € uma boa ordem se, e somente se, toda

sequéncia estritamente decrescente em ZY%

a(l) = a(2) = a(3) = -
eventualmente termina.

Demonstragao: Provaremos tal afirmacao através da sua contrapositiva: = nao ¢ uma boa
ordem se, e somente se, existir uma sequéncia infinita estritamente decrescente em Z%,.

Se = nao ¢ uma boa ordem, entao algum S C ZY,, nao vazio, nao possui menor elemento.
Tome (1) € S. Como «a(1) ndo é o menor elemento, conseguimos encontrar (1) = «(2) em
S. Da mesma forma, «(2) nao é o menor elemento, logo hd a(2) > «(3) em S. Repetindo tal

procedimento, obtemos uma sequéncia infinita estritamente decrescente.

a(l) = a(2) = a(3) = ---.

Reciprocamente, dada tal sequéncia infinita, o conjunto {a(1),«(2),a(3),...} é um sub-
conjunto nao vazio de Z%, sem menor elemento, logo, > nao ¢ uma boa ordem.

]

Definicio 3.8 (Ordem Lexicogréafica). Dados a = (ay,...,a,) e 8= (B1,...,B,) em Z%.
Dizemos que « >, [ se a primeira entrada nao nula mais a esquerda do vetor diferenga

a — 3 € Z" é positiva. Teremos que & >, 7 se a >0 S

Observe que as variaveis xi, o, ..., x, ficam ordenadas da forma usual pela ordem lexico-

grafica:

(1,0,...,0) >z (0,1,...,0) >tz =+ >1ez (0,0,...,1)

ou

T ™lex T2 ™lex " > lex Tn-

Perceba que a ordem lexicografica ndo ¢ unicamente determinada, pois ela depende da

ordenacao escolhida para as varidaveis. Até o momento, utilizamos a ordem lexicografica com
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r1 = Xy = -+ = I, mas para cada ordenacao das variaveis xi,...,r, existe uma ordem
lexicografica correspondente. Assim, com n variaveis, ha exatamente n! ordens lexicograficas
possiveis.

Em geral, ao trabalharmos com polindomios em duas ou trés variaveis, chamaremos as varia-
veis de x,y, z ao invés de x1, xo, r3. Além disso, assumiremos que a ordem alfabética = > y > z
nas variaveis é usada para definir a ordem lexicografica a menos que indiquemos o contrario de

maneira explicita.
Proposicao 3.9. A ordem lexicogrifica sobre Z%, é uma ordem monomial.

Demonstracao: (i) O fato de que >, é uma relagdo de ordem total segue da defini¢do e

do fato de que a ordem numérica usual sobre Z>( ¢ uma relagdao de ordem total.

(ii)  Se a >»je; (3, entdo a primeira entrada nao nula mais a esquerda de o — 3, digamos «; — 3;,
¢ positiva. Seja v € Z%,, logo em (a4 ) — (B +7) = o — 3, teremos a primeira entrada

nao nula mais a esquerda igual a o; — 3; > 0. Assim, o + ¥ >e0 5+ 7-

(iii) Suponhamos que >, nao é uma boa ordem. Entao, pelo Lema 3.7, existe uma sequéncia

infinita estritamente decrescente de elementos de Z%:

(1) e (2) >1er @(3) e -+

Mostremos que isso leva a uma contradicao. Seja (i) a primeira entrada do vetor a(i) € Z%.
Como a(i) >ier (i + 1), temos que (i) — (i + 1) > 0 implicando em a4 () > a4 (i + 1), isto
é, as primeiras entradas formam uma sequéncia nao crescente de inteiros nao negativos. Como
Z>( ¢ bem ordenado, tal sequéncia deve “estabilizar” eventualmente, ou seja, existe um m € N
tal que

aj(m)=a;(m+1)=a3(m+2)=---.

Agora, partindo de a(m) analisemos as segundas entradas. De forma andloga, as segundas
entradas de a(m),a(m + 1),... formam uma sequéncia nao crescente que eventualmente “es-
tabiliza”. Dessa forma, para algum [, as n-uplas «(l),a(l + 1),... possuem todas as entradas
iguais. Contradizendo, assim, que (1) >, a(l + 1).

O

Em uma ordem lexicogréafica, uma variavel domina qualquer monémio que envolva apenas
variaveis menores que ela. Dependendo do objetivo, pode ser interessante considerar ordens

monomiais que levem em consideracao, primeiramente, o grau total do monémio.

Defini¢do 3.10 (Ordem Lexicografica Graduada). Sejam «,3 € ZZ,. Dizemos que

o >‘grlem ﬁ se

n n
ol =3 ;> Bl =28 ou |a]=|B]ea i B
=1 =1
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Assim como na ordem lexicografica, na ordem lexicografica graduada as variaveis ficam orde-

nadas de maneira usual. Isto é,
(1,0,...,0) >griex (0,1,...,0) >griea =+ >grtex (0,0,...,1)

ou

T1 >'grle:p 4] >'grle:p e >'grleac L.
Proposicao 3.11. A ordem lexicogrifica graduada sobre ZZ, é uma ordem monomial.

Demonstracao: (i) O fato de que >, é uma relacio de ordem total segue da definicao
e do fato de que a ordem numeérica usual sobre Zx, ¢ uma relacao de ordem total. De
fato, dados a, 8 € Z%, temos |a| > |B], |B] > |a| ou |a] = |B]. No caso de igualdade, a

comparagao € feita pela ordem lexicografica, a qual é uma relacdo de ordem total.

(ii) Primeiramente, observe que para quaisquer «,7y € ZZ, vale

n n n

o + ] :Z(OémL%') :ZCVH'Z%: o] + |y].

=1 =1 =1

Agora, se a > grer [, entao |a| > |B] ou |a| = |5] e @ =i B. No primeiro caso, como
af > [B], entéo |ov+ [ = [af + [y| > |B] + [v| = |6 + 7], logo a + 7 =grex f + 7. J& 10
segundo caso, |a+y| = |6+ 7| e, como >, é ordem monomial, temos o+ ¥ >, B+ 7,

IOgO o+ Y >'grlex ﬁ + -

(iii) Por absurdo, suponha que >4, ndo é uma boa ordem. Entao, pelo Lema 3.7, existem

afi) € 72, tais que

Oé(l) >_grleac 04(2) >‘grlea: a(3) >'grle:r: e

Por definigao, |a(i)| > |a(i + 1)|, isto é, os graus totais dos mondmios formam uma
sequéncia de inteiros nao negativos nao crescente. Como Zsq ¢ bem ordenado, existe
m € N tal que

ja(m)| = la(m +1)| = |a(m +2)| = --- .

Dessa forma, para todo k > m, temos a(k) >, a(k + 1). Isso contradiz o fato de que a
ordem lexicogréfica ¢ uma boa ordem em Z%,.

]

Definicao 3.12 (Ordem Lexicogréifica Graduada Reversa). Sejam «, 3 € Z%,. Dizemos

que « >'grevleac 6 se

n n
la| => a; > |8 =>_B; ou |a| =|p| e a primeira entrada nio nula mais
i=1 i=1

a direita de a — € Z" é negativa.
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Observe que, da mesma forma que nas duas ordens monomiais acima, a ordem lexicografica

graduada reversa ordena as variaveis de maneira usual.

Ty >gre”ulem ) >grevler T >grevlem L.

Proposicao 3.13. A ordem lexicogrdifica graduada reversa sobre Z%, é uma ordem monomial.

Demonstracgao: (i) O fato de que > grepier ¢ uma relacao de ordem total segue da definigao

(iii)

e do fato de que a ordem numérica usual sobre Zs, ¢ uma relacao de ordem total. De
fato, dados «a, € ZZ,, temos |a| > |f], |3] > |a] ou |a| = |B]. No caso de igualdade, a
comparagcao é feita analisando a primeira entrada nao nula mais a direita de o — 3, o que

sempre determina uma ordem total.

Se & > grevies B, €ntao |a| > || ou |a| = |f] e a primeira entrada nao nula mais a direita
de oo — 3 € negativa. Se |a| > [B], entdo |o + 7] = |a| + |7 > |B] + [y| = [B + 7], logo
a+ 7 =grevies B+ 7. No segundo caso, |a+ | = |8 + 7| e, observe que

(a+7)—=(B+7) =a-p,

logo (a+7)—(8+7) e a— 3 possuem a mesma primeira entrada nao nula mais a direita,

que é negativa. Portanto, o + v > grepiea 5+ 7.

Por absurdo, suponha que > gcpie; nao ¢ uma boa ordem. Entdo, pelo Lema 3.7, existem

afi) € ZZ, tais que

CV<1) >‘grevlex Ck(2) >‘grevlex @(3) >'g?“evle:z: e

Por definigao, |a(i)| > |a(i + 1)], isto é, os graus totais dos mondmios formam uma
sequéncia de inteiros nao negativos nao crescente. Como Zsq ¢ bem ordenado, existe
m € N tal que

ja(m)| = la(m +1)| = |a(m +2)| = --- .

Dessa forma, para todo k > m, a primeira entrada nao nula mais a direita de a(k) —a(k+
1) deve ser negativa, isto é, a, (k) — a,(k+ 1) <0, implicando em «, (k) < a,,(k+ 1), ou
seja, as ultimas entradas formam uma sequéncia nao decrescente de inteiros nao negativos
comecando em a,,(m). Além disso, tal sequéncia é limitada superiormente, pois qualquer
que seja k > m vale

0 < (k) < a(k)] = |a(m)].

Portanto, essa sequéncia eventualmente “estabiliza”. Procedendo de forma analoga para
as demais entradas sempre obtemos uma sequéncia nao decrescente que possui |a(m)]
como um limite superior. Dessa forma, existe [ > m tal que a(l) = «(l + 1), o que
contradiz o fato de que (1) > grepies (I + 1).

m
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No exemplo a seguir, ordenaremos os mondémios de um polindomio segundo essas trés ordens

monomiais.

Exemplo 3.14. Seja h = 3x* —2zy?22 + 223 +y*2 € Q[z, y, 2]. Os termos de h com coeficiente

nao nulo correspondem aos vetores de expoentes
S={aeZl|a,#0}={(4,00),(1,22), (2,3,0), (0,4,1)}.

Ordenamos S em relagao as trés ordens.

(Ordem lexicografica) Comparando os vetores dois a dois,
(4’ 0, 0) - (27 3, 0) = (27 -3, 0)7

cuja entrada nao nula mais a esquerda ¢é a primeira, igual a 2 > 0. Logo, (4,0,0) >, (2,3,0).
Em seguida,

(2,3,0) —(1,2,2) = (1,1, -2),

cuja entrada ndo nula mais a esquerda é a primeira, igual a 1 > 0. Assim, (2,3,0) >, (1,2,2).
Por fim,
(1,2,2) — (0,4,1) = (1,-2,1),

cuja entrada nao nula mais a esquerda é a primeira, igual a 1 > 0, de modo que, (1,2,2) >,

(0,4,1). Das comparagoes acima temos
(47 07 0) >lex (27 37 O) > lex (17 27 2) >lex (07 47 1)7

0 que equivale a

4 2.3 2. 2 4
3z lex T Yy >lex —2$y 27 Tlex y <.

(Ordem lexicografica graduada) Os graus totais dos quatro vetores sao
|(4,0,0)] =4+0+0 =4, 1(1,2,2)] =1+2+4+2 =05,

(2,3,0) =2+3+0=5,  [(0,4,1)]=0+4+1=5.

Como 4 < 5, o vetor (4,0,0) ocupara a tltima posigao. Os outros trés vetores apresentam
o mesmo grau total, de modo que o desempate entre eles é feito pela ordem lexicografica, ja

calculado no item anterior, a saber (2,3,0) = (1,2,2) = (0,4,1). Concluimos que
(2,3,0) =grtex (1,2,2) = griex (0,4,1) =gpiex (4,0,0).

Ou, equivalentemente,

2,2

2,3 4 4
ry >_grle:r: —25521 >_grlex y =z >_grle:r: 3x”.

(Ordem lexicogréfica graduada reversa) Como no item anterior, o vetor (4,0,0) permanece na

Licenciatura em Matematica



28 Anéis de Polinémios em Varias Indeterminadas sobre um Corpo K

ultima posigao, pois possui o menor grau total. Entre os trés vetores de grau total 5, porém, o
desempate passa a olhar a entrada ndo nula mais a direita da diferenga. Comparando (2, 3,0)
com (1,2,2),

(2,3,0) — (1,2,2) = (1,1,-2),

cuja entrada nao nula mais a direita é a terceira, igual a —2 < 0. Logo, (2,3,0) > greptes (1,2,2).
Comparando (2,3,0) com (0,4, 1),

(2,3,0) — (0,4,1) = (2,-1,—1),

cuja entrada nao nula mais a direita é a terceira, igual a —1 < 0. Portanto, (2,3,0) > grevles
(0,4,1). Comparando, por fim, (1,2,2) com (0,4, 1),

(1,2,2) — (0,4,1) = (1,-2,1),

cuja entrada ndo nula mais a direita é a terceira, igual a 1 > 0, de modo que (1,2,2) <grcples

(0,4,1). Combinando as trés comparagoes,
(27 37 O) >‘grevle:c (07 4, 1) >‘g7‘6vlea: (17 2, 2) >‘gr6vlex (47 O, 0)7

0 que equivale a

2 3 4 2.2 4
ry >‘grevlez yz >_grevlex —21’9 z >'grevle:t: 3",

Essa ordenacao difere da obtida com >, exatamente na posigao dos termos —2xy%2% e ytz,
que trocam de lugar, pois seus correspondentes vetores de expoentes empatam em grau total e

os critérios de desempate analisam extremos opostos desses vetores.

Definicao 3.15. Seja f = Zaaxo‘ um polindémio nao identicamente nulo em Klzy, ..., z,] e
(03
fixe uma ordem monomial >.

(i) O multigrau de f ¢
multideg(f) = max{a € Z%; | a, # 0}

em que o maximo é tomado em relagdo a ordem monomial >.

(ii) O coeficiente lider de f ¢
LC(f) = OGmultideg(f) e K.

(iii) O mondmio lider de f é
LM(f) _ Imultideg(f)

cujo coeficiente é 1.

(iv) O termo lider de f ¢é
LT(f) = LO(f) - IM()).
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Exemplo 3.16. Seja f = = + y* € Q[z,y]. Os termos de f com coeficiente nao nulo corres-

pondem aos vetores de expoentes

S ={(1,0), (0,3)}.

Adotada a ordem lexicografica graduada, comparamos os graus totais dos monoémios que apa-
recem em f,
(LO)=1 e [(0,3)]=3.

Como 1 < 3, temos (0, 3) =gmex (1,0), 0 que equivale a y® =6, . Assim, segue que

(i) O multigrau de f ¢
multideg(f) = (0, 3).

(ii)) O coeficiente lider de f é
LC(f) = (1(073) =1e€ @

(iii) O mondmio lider de f é
LM(f) = 203 = .

(iv) O termo lider de f é
LT(f) = LC(f) - LM(f) =1y = y*.

Lema 3.17. Sejam f,g € K[zy,...,x,] polindmios ndo identicamente nulos. Entdo

(i)  multideg(fg) = multideg(f) + multideg(g).

(ii) Se f+ g # 0, entao multideg(f + ¢g) = max{multideg(f), multideg(g)} e a igualdade
ocorre quando multideg(f) # multideg(g).

Demonstracao: Sejam [ = > a,z% ¢ g = Zngﬁ. Definamos «y = multideg(f) e
o B

Bo = multideg(g). Assim, escrevemos f = an,#® + Y aa2® e g = bgx® + > bgal.
a<ag B=<Bo

(i)  Veja que aqybg, # 0, pois a,, # 0 e bg, # 0. Agora

B=<Bo a<ag a<ag B=<Bo

9 = Qapbs ™t 4+ anx™ Y bga’ +bgx® D anx® + (Z aaxa> (Z ngﬂ)

aa0b50$a°+5° + Z aaobﬁmo‘”ﬁ + Z aab[goxaﬂ% + Z aabﬁanrﬂ.
B=Po a=ag a<ag
B=Bo
Pela definicdo de multigrau temos que oy > « e By > [ para todo o # «q e para todo
B # 0By que aparecem nos polindmios. Como > é uma ordem monomial, a ordem é

preservada pela adicao de n-uplas de inteiros ndo negativos, isto é,

ag+ o -a+pPy-a+p
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ag+ Bo = ap+ 8= a+ .

Concluimos que multideg(fg) = ap + fy = multideg(f) + multideg(g).

(ii)  Suponhamos, sem perda de generalidade, que ag > fp, entao

f+9=> (ay,+by)a,
B!
onde 7 “varre” as n-uplas admitidas por a e § e definimos a, = 0 se 2”7 nao aparece em
f e, analogamente, b, = 0 se 7 ndo aparece em g. Dessa forma, como f + g # 0, existe
uma maior n-upla 7y, com respeito a >, para a qual o coeficiente de £7° é nao nulo. Ou
seja,
multideg(f + g) = v =X ap = max{multideg( f), multideg(g)}.

Se ag > Py, entao b,, = 0. Como a,, # 0, segue que ay, + bo, = @n, # 0. Assim, o
monomio x*° possui coeficiente nao nulo em f + ¢g. Como nenhum expoente pode ser

maior que g, concluimos que vy = «q e, portanto,

multideg(f + g) = ap = max{multideg( f), multideg(g)}.

3.3 Dividindo Polindomios em Mais de uma Variavel

Sabemos, do estudo de polindmios em K[z], que o algoritmo da divisdo pode ser utilizado
para verificar se um polindomio g pertence ao ideal gerado por outro polinémio f. Nesse con-
texto, ao dividir g por f, obtemos g = qf+r com ¢, € K[x] e deg(r) < deg(f) our = 0. Temos

entdo que g € (f) se, e somente se, 7 = 0. A fim de estudar esse problema para o caso multi-

varidvel, definiremos um algoritmo da divisao para polindémios em K[z, ..., x,] que estenda o
algoritmo utilizado no caso univariado. De forma geral, o objetivo é dividir f € Klzy,...,z,]
por fi,...,fs € Klxy, ..., x,)], isto é, expressar f na forma

f=ah+ - +aqfs+m
onde os “quocientes” ¢y, ..., qs e 0 resto r pertencem a Klxy, ..., z,].

Teorema 3.18 (Algoritmo da divisao multivaridvel). Sejam = uma ordem monomial sobre
7%y e F = (f1,..., fs) uma s-upla ordenada de polinomios em K[z, ..., x,]. Entdo, qualquer

f eKlxy,...,x,] pode ser escrito como

fZQIf1+"'+Qst+T7
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em que q;, v € Klxy,...,z,] er =0 our é uma combinacio linear, com coeficientes em K,
de mondomios, nenhum deles divisivel por nenhum dos LT(f1),..., LT (fs). Diremos que r é o

resto da divisao de f por F. Adicionalmente, se q;f; # 0, entdo

multideg(f) > multideg(q; f;).

Demonstragao: Provaremos a existéncia de ¢, ..., qs e r apresentando um algoritmo que os

constréi e mostrando que ele opera de maneira correta qualquer que seja a entrada.

Algoritmo 1: Algoritmo da Divisao Multivariavel

Entrada: fi,..., f,, f
Saida: ¢1,...,qs, 7

1 q:=0;...;¢s:=0;

2 r:=0;

3 pi=;

4 ENQUANTO p # 0 FACA
5 1:=1;

6 divisaocorreu := falso;

7 ENQUANTO : <s E divisaocorreu = falso FACA

8 SE LT(f;) divide LT(p) ENTAO
LT(p)
9 ¢i = qi + ;
LT({;)
LT(p
10 pi=p— fis
(7071
11 divisaocorreu := verdadeiro;
12 SENAO
13 1:=14+1;

14 SE divisaocorreu = falso ENTAO
15 r:=r+ LT(p);
16 | | p:=p—LT(p);

17 RETORNA ¢,...,q,7

Observe que a variavel booleana “divisaocorreu” sinaliza se existe algum LT(f;) que divide
o termo lider do dividendo intermediario. Note que, a cada iteracdo do lago ENQUANTO

principal, ocorre exatamente uma das seguintes situagoes:

» (Passo de Divisao) Se algum LT(f;) divide LT(p), entao o algoritmo procede como no

caso univariado.
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o (Passo do Resto) Se nenhum LT(f;) divide LT(p), entao o algoritmo adiciona LT(p) ao

resto r.

Para mostrar que o algoritmo funciona, mostraremos que a igualdade

fZQIf1+"'+Qst+p+T (31)

se verifica a cada novo passo. Para os valores iniciais de ¢i,...,qs,p € 7 temos que f =
O+ -4+ 0+ f+ 0 que é claramente verdadeira. Suponhamos que (3.1) seja satisfeita para
algum passo do algoritmo. Se o préximo passo for um Passo de Divisao, entdo algum LT(f;)
divide LT (p). Assim

, LT
LTI
) ;. LT(p)
p—p—DHﬁﬂL
Logo,
Gfi+p = <Qi + Ilj:l’r((j:))> fi+p— Eg((JZZ)) fi=afi+ II:TT(<J]3)) fitp— [I:g((j?)) fi=afi+p,

mostrando que ¢;f; + p nao é alterado. Dado que as demais varidveis nao siao afetadas, (3.1)
permanece valida nesse caso. Por outro lado, se o préximo passo for um Passo do Resto, entao

p e r sofrerao alteragoes, mas a soma p + r permanecera a mesma, isto é

p'=p—LT(p)

r=r+LT(p).
Logo,
p'+r'=p—LT(p)+r+LT(p)=p+r
Como anteriormente, a igualdade (3.1) é preservada.

Agora, perceba que o algoritmo chega ao fim quando p = 0. Nesse caso, (3.1) se torna

f=qafi+ - +aqfs+r.

Dado que termos sao adicionados a r apenas se nao forem divisiveis por nenhum dos LT(f;),

entao qi,...,qs € r irao possuir as propriedades desejadas quando o algoritmo encerrar.

A seguir, devemos mostrar que, de fato, o algoritmo eventualmente termina. A observagao
fundamental é que a cada vez que a varidvel p é redefinida, ou seu multigrau diminui (em

relagdo a nossa ordem monomial fixada) ou p se torna 0. Para que vejamos isso, suponha que
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durante um Passo de Divisao, p seja redefinido para

LT(p)
LT(f:)

pP=p— fi-

Pelo item (i) do Lema 3.17, temos

LT(p) ,\ _ LT(®) py
T<LT(fi)fZ> =) FTV) = ETW),

logo p e (LT(p)/ LT(f;))fi possuem o mesmo termo lider. Desse modo, p’ deve possuir um
multigrau estritamente menor caso p’ # 0. Em seguida, suponhamos que durante um Passo do

Resto, p seja redefinido para
p'=p—LT(p).

E evidente que multideg(p’) < multideg(p) quando p’ # 0. Portanto, em ambos os casos
o multigrau deve diminuir. Se o algoritmo nunca chegar ao fim, entdo teremos uma sequéncia
infinita estritamente decrescente de multigraus. Devido ao fato de que > é uma boa ordem,
como visto no Lema 3.7, isso nao pode ocorrer. Logo p = 0 ocorrera eventualmente e entao o
algoritmo se encerra apos uma quantidade finita de passos.

Resta estudar a relagdo entre multideg(f) e multideg(g;f;). Qualquer um dos termos que
compodem ¢; é da forma LT (p)/ LT(f;) para algum valor assumido pela varidvel p, ou seja, cada
mondmio a,z® adicionado a ¢; terda multigrau o = multideg(p) — multideg(f;). Sabemos que o
algoritmo inicia com p = f, e acabamos de mostrar que o multigrau de p decresce a cada passo,

portanto multideg(p) < multideg(f). Dessa maneira, escrevendo
g =) a,z",
o
temos
qifi = Zaaxafi
(0%

e para cada termo
multideg(a,z® f;) = a + multideg( f;) = multideg(p) < multideg(f).

Concluimos que todos os monoémios de ¢; f; tém multigrau menor ou igual a multideg(f). Em
particular, se g; f; # 0,
multideg(g; f;) < multideg(f).

]

Nesse momento, emerge o questionamento se o algoritmo de divisdo em K[z, ..., x,] man-
tém as “boas” propriedades do algoritmo em K[z]|, como a unicidade do resto. Os exemplos a

seguir mostrarao que nao.

Exemplo 3.19. Dividiremos f = 2%y + zy*> + y? por fi =y* — 1 e f, = zy — 1. Adotando a
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ordem lexicografica com x > y, segue que

2?2y 4+ xy? P v — 1, ay — 1
(=) 2%y — = r + 1, x
:vy2 + x + y2
(-) =y — =
2r + Yy — r = 2z
e

1
1l — r = 2z + 1
0

Isso mostra que
Pyt +yt =@+ D 1) +o(zy — 1)+ 20+ 1.

Exemplo 3.20. Dividiremos f = 2%y +xy? +y? por fi = zy — 1 e f, = y*> — 1. Utilizaremos a
ordem lexicografica com x > y. Perceba que estamos realizando a mesma divisdo do Exemplo

3.19 apenas invertendo a ordem dos divisores. Temos

B’y 4wyt oy vy — 1, oy — 1
(=) 2%y — «x r + oy, 1
xy2+x +y2
(=) =y* —
r + ¥ +y — r = =z
2+y
(=) »» — 1
y + 1 — r = x + vy
1l — r =2z 4+ y + 1
0

Portanto,
Pyt +y=@+y)ay-)+1-(* - 1) +x+y+1

Comparando os resultados obtidos nos exemplos anteriores, é possivel perceber que o resto
nao é caracterizado apenas pelo fato de nao ser divisivel por nenhum dos LT(f;), o resto é
dependente, também, da ordem em que os polinémios aparecem na s-upla F' = (fi,..., fs) e
da ordem monomial fixada.

Em relac¢do ao problema de pertinéncia ao ideal, em K]z| temos que f € (f1) se, e somente
se, o resto da divisao de f por f; é zero. Agora, para o caso em varias variaveis, observemos
que uma das implicagoes é um corolario do Teorema 3.18: se ao dividir f por F = (f1,..., fs)

obtivermos um resto r = 0, entao
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fZQIf1+"'+QSfS7

isto &, f € (f1,..., fs)-

Vejamos, agora, que a reciproca nao ¢ verdadeira, isto é, r = 0 é condicao suficiente, mas

nao necessaria, para a pertinéncia ao ideal gerado por fi,..., f.

Exemplo 3.21. Sejam f; = zy—1, fo = y* —1 € K|z, y] com a ordem lexicogréifica. Dividindo
f =xy*—z por F = (f1, f2), obtemos

vy’ —z =y (2y—1)+0-(y* = 1) + (~z +y).
Porém, com F = (fy, f1) temos
vy —r=x-(y*—1)+0-(xy—1)+0.

A segunda igualdade mostra que f € (fi, f2). J& a primeira evidencia que ainda é possivel
obter resto nao nulo na divisdo por F' = (fi, f2) mesmo que f € (fi, fo).

Desse modo, concluimos que o algoritmo da divisao apresentado no Teorema 3.18 é uma
generalizacao imperfeita da sua versao para uma varidvel. Para contornar esse problema, ao
invés de lidarmos com a colegao de polinémios fi, ..., fs € Klz1,...,z,], atacaremos o ideal I
gerado por eles, pois isso nos permite passar de fi,..., fs para um outro conjunto de geradores
de I. A questdo que surge, entao, é se existe um conjunto de geradores de [ tal que o resto
r da divisdo de um polinémio f seja unicamente determinado e que r = 0 seja equivalente a
pertinéncia de f ao ideal. Veremos que as bases de Grobner possuem exatamente essas “boas”

propriedades.
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4. Bases de Grobner

4.1 1Ideais Monomiais e o Lema de Dickson

Consideremos o problema de descricao de ideais, apresentado anteriormente. Analisaremos
agora esse problema no caso particular dos ideais monomiais. Para isso, faz-se necessario
estudar algumas propriedades dessa classe de ideais. Comecemos, entdao, definindo os ideais

monomiais em K|zy, ..., z,].

Definig¢ao 4.1. Um ideal I C K]z, ..., z,]| é dito um ideal monomial se houver um subconjunto
A C ZY,, potencialmente infinito, tal que I ¢ formado por todos os polindomios que sao somas

finitas da forma Y hoz®, com hy € K[z1,...,2,]. Nesse caso, denotamos I = (z* | o € A).
acA

O seguinte lema nos dard uma caracterizagao para todos os monoémios que pertencem a um

dado ideal monomial.

Lema 4.2. Seja I = (xz® | a € A) um ideal monomial. Temos que z° pertence a I se, e

somente se, x° é divisivel por algum %, com o € A.

Demonstracao: Se z” é um multiplo de 2%, entdo 2” € I pela definicdo do ideal. Reciproca-
S

mente, se 2 € I, entdo 27 =) hiz®@ | em que h; € K[zy,...,z,] e a(i) € A. Se expandirmos

i=1
cada h; como soma de seus termos, obtemos

S

=3 hat® =3 (Z Cijxﬁ(m)) 20 = 3" ¢, 80 g0®),
=1 J %]

i=1

ou ainda,

P = Z Ci’jxﬂ(i,j)xa(i) + Z ci7jx6(i’j)m°‘(i).
i,j (]
B(i,5)+a(i)=p B(i,5)+a(i)#6

Comparando termo a termo, como o lado esquerdo nao possui nenhum termo z” para v # (3,

o segundo somatério deve ser nulo. Além disso, o coeficiente de 2° deve ser igual a 1, isto é,

Z C@j =1.
(5
B(i,5)+a(i)=p
Dessa forma, existe pelo menos um par (i,7) tal que £(7,5) + a(i) = (B, o que implica

28 = 2P03) . 220) Portanto, 27 é divisivel por 2%®, com a(i) € A. O
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Observe que z” é divisivel por 2 justamente quando z° = z® - 27 para algum v € Z%,.

Sabemos que isso equivale a = a + . Dali, o conjunto

a+Z5 ={a+y|veZ}

é formado pelos expoentes de todos os monomios divisiveis por z¢. Através dessa observacao
e do Lema 4.2, podemos apresentar um esquema que representa os monoémios em um dado
ideal monomial. Por exemplo, se I = (xty? 23y*, 22y5), entdo os expoentes dos mondmios em

I formam o conjunto

((4,2) + Z2,) U ((3,4) + Z2,) U ((2,5) + Z2,).

Podemos visualizar esse conjunto como a uniao dos pontos de coordenadas inteiras em trés

copias transladadas do primeiro quadrante do plano:

n

(m,n) «— z™y"

Figura 4.1: Representacao visual de expoentes dos monomios em 1.

Lema 4.3. Sejam [ um ideal monomial e f € Klzy,...,x,]. As sequintes afirmagées sao

equivalentes:

(i) fel.

(ii)  Todo termo de f pertence a I.

(iii) f € uma combinacio K-linear de monéomios em I.

Demonstracao: (iii) = (ii): Se f é uma combinacao K-linear de mondmios em [, entao f
S
pode ser escrito como f = Zaix"‘(i), com 2°® € [ e a; € K C K[xy,...,2,], como I é um
i=1
ideal, logo a;z*® € I.

(ii) = (i): Dado que um polindémio é a soma de seus termos, se cada termo de f pertence a [

e I é fechado em relagdo a soma, entao f € I.
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(i) = (iii): Como f € I, podemos escrever f = Zhixo‘("), com h; € Klxy,...,2,] e 220 € I.
i=1
Expandindo cada h; como soma de seus termos, obtemos

f = ZCi,jl"B(i’j)l’a(i), Cij € K
,J

em que cada 2% 2*® ¢ um monoémio divisivel por x*® € I, portanto pertence a I pelo
Lema 4.2. Logo, f é uma combinacao K-linear de monoémios em I.
O

Uma consequéncia imediata da parte (iii) do lema é que um ideal monomial é unicamente

determinado por seus monomios. Assim, segue o corolario abaixo.

Corolario 4.4. Dois ideais monomiais sao iguais se, e somente se, contém 0s mesmos mono-

mios.

Demonstragao: Se dois ideais monomiais sdo iguais, é evidente que terao os mesmos mono-

mios. Reciprocamente, sejam [ e J ideais monomiais que contém os mesmos mondmios. Se

f € I, pelo item (iii) do Lema 4.3, f pode ser escrito como f = Zaixo‘(i), com a; € Ke
i=1

2@ e I. Por hipétese, 2*® € J para todo i, logo f é uma combinacio K-linear de monémios

em .J, e pelo mesmo lema segue que f € J, ou seja, I C J. Analogamente, J C I, portanto

I =J.

]
Teorema 4.5 (Lema de Dickson). Seja [ = (x| o € A) C Klzy, ..., x,] um ideal monomial.
Entdo I pode ser escrito na forma I = {(x®M ... 2°6)) em que a(1),...,a(s) € A. Em

particular, I € finitamente gerado.

Demonstragao: A demonstracao sera feita por inducao sobre o nimero de variaveis n. Para
o caso base n = 1, o ideal I é gerado por mondmios da forma z{, com a € A C Z>. Seja [
o menor elemento de A. Como [ < « para todo a € A, segue que :v/f divide todos os demais
geradores z¢. Portanto, I = (x}).

Suponha n > 1 e que o teorema seja valido para n— 1 varidveis. Seja I C K[zy,..., 2, 1, 2,)
um ideal monomial. A fim de facilitar a notacdo, escreveremos x,, = y. Para encontrar gerado-
res de I, tome J o ideal em K[zy, ..., 2, 1| gerado pelos mondémios z* para os quais z®y™ € I
para algum m > 0. Como J é um ideal monomial em K[xq,...,z, 1], pela hipétese de indu-
¢do, temos que existe um numero finito de mondémios da forma x* que geram .J, digamos
J = (2°M ... 2*%). Podemos pensar o ideal J como sendo a “projecdo” de I sobre
Kz, ..., Tn 1]

Para cada i variando de 1 até s, sabemos, pela definicao de J, que z*@y™ € I para
algum m; > 0. Seja m o maximo dos m,;. Entao, para todo [ variando de 0 até m — 1,
considere o ideal .J; C K[y, ..., z,_1] gerado pelos monémios z” tais que z°y' € I. Podemos

pensar que os J; capturam os monomios em x que acompanham a [-ésima poténcia de y em
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I. Novamente pela hipdtese de indugdo, J; tem um conjunto finito de mondémios geradores,
digamos J; = <xal(1)’ L 7xal(sl)>‘

Afirmamos que [ é gerado pelos mondémios das listas a seguir:

obtidos a partir de J : xa(l)ym, . ,xa(s)ym,

obtidos a partir de Jy : z®M . geolso)
obtidos a partir de J; : 1My, . x> (1)q,
obtidos a partir de J,,_; : @ 1Mym=1  gom-ilsm-1)ym-1

Observe que qualquer monémio em [ ¢é divisivel por algum dos monomios das listas. Com
efeito, seja 2*y? € I. Se p > m, entdo x®y? é divisivel por algum monémio da forma xz*®y™
pela maneira com que J foi construido. Por outro lado, se p < m — 1, entdo x*y? é divisivel
por algum z%*U)yP pela construcio de Jp. Seja B o conjunto de todos os mondmios presentes
nas listas. Segue do Lema 4.2 que todo monémio de I pertence a (B) e, como cada mondmio
de B pertence a I por construgao, e I é ideal, todo mondémio de (B) pertence a I. Logo, I e
(B) possuem os mesmos mondmios e, pelo Corolario 4.4, I = (B), o que prova a afirmacao.

Para completar a demonstragao, é necessario mostrar que, dado um conjunto de geradores de
1, é possivel extrair um subconjunto finito que ainda gera I. Retomando a notacao x1,...,x,
para as varidveis, entdo nosso ideal monomial serd I = (z* | o € A) C K|xy,...,x,]. Do
paragrafo anterior, segue que I = (2% . . %)) para alguns monémios z°® € I. Como
I = (x| o € A), o Lema 4.2 nos garante que cada 2°® ¢ divisivel por 2*® para algum
a(i) € A, logo todo monomio de I estd também em (1) ... 2°()). Agora, dado um mondmio
z@ € (x°M . 2°0)) novamente pelo Lema 4.2, x ¢ divisivel por algum 2°® € I, logo 2* € I.

Pelo Corolério 4.4, conclui-se que I = (z*W) ... %) encerrando a demonstracio. O

O Teorema 4.5 resolve o problema da descricao para ideais monomiais, mostrando que
tais ideais possuem um conjunto finito de geradores. Isso nos permite resolver o problema de

pertinéncia para ideais monomiais, conforme o corolario a seguir.

Corolario 4.6. Seja I = (x*W) ... 2% um ideal monomial e f € K[zy,...,x,]. Entdo f € I
se, e somente se, o resto da divisdao de [ por (:va(l), e ,x"‘(s)) € zero.
Demonstracgao: Se f € I, entdo f = Zhia:a(i), com h; € K[zy,...,x,], 0 que exibe f como

i=1
combinacao dos geradores com resto zero. Reciprocamente, se o resto da divisao de f por

04(1)7' )

x ., %) é zero, entdo todo termo de f é divisivel por algum z*? logo, pertence a I pelo

Lema 4.2. Pelo Lema 4.3, conclui-se que f € I. ]

Podemos utilizar o Lema de Dickson para provar o seguinte fato importante acerca de ordens

monomiais sobre K|z, ..., z,].

Corolario 4.7. Seja > uma relagio sobre Z%, satisfazendo:

(i) = € uma relagio de ordem total sobre Z.%,.
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(ii) Sea = ey €ZL, entio o+ = +7.

Logo, > € uma boa ordem se, e somente se, a = 0 para todo o € Z5,.

Demonstragao: Sejam > uma boa ordem e g o menor elemento de Z%, com respeito a .
Desse modo, basta mostrar que ag = 0. Suponha, por absurdo, que 0 > «y, por (ii), podemos
adicionar ap em ambos os lados e obteremos ag = 2, com 2ag € Z%,. O que contradiz a
afirmacao de que ag ¢ o menor elemento de Z%, portanto ag = 0.

Por outro lado, suponha a = 0 para todo a € Z%, e seja A C Z%; nio vazio. E necessario
mostrar que A possui um menor elemento. Dado que I = (z* | « € A) é um ideal monomial,
o Lema de Dickson garante a existéncia de a(1),...,a(s) € A tais que I = (20, ... 22®)),
Suponha, sem perda de generalidade, que a(1) < a(2) < --- < «(s). Afirmamos que «a(1)
é¢ o menor dos elementos de A. Para provar a afirmacao, tome a € A, entdao z¢ € [ =
(o™ ,xa(s)) que implica, pelo Lema 4.2, que z® é divisivel por algum z*?. Assim, o =

(i) + vy para algum v € Z%,. Logo, por hipétese, v = 0 e (ii) implica que

a=a(i)+v>=at)+0=a(i) = al).
Portanto, a(1) é o menor elemento de A. O

Como consequéncia do corolario acima, a definicio de uma ordem monomial apresentada
na Defini¢ao 3.6 pode ser simplificada. As condigdes (i) e (ii) da definigdo permaneceriam
inalteradas, mas a condicao (iii) poderia ser substituida pela condi¢do o = 0 qualquer que seja
a € Z5,.

Proposicao 4.8. Um ideal monomial I C Klxy,...,x,] possui um conjunto de geradores
{xoM 2%} com a propriedade sequndo a qual x°P ndo divide 9 com i # j. Além

disso, esse conjunto de geradores é unico e denominado base minima de I.

Demonstracgao: Existéncia: Do Teorema 4.5, I tem um conjunto finito de geradores formado
por mondmios. Se algum dos monoémios nesse conjunto dividir outro, entao podemos descartar
esse outro e ainda teremos uma base. Repetindo esse processo até que nao haja mondmios
distintos que se dividam nesse conjunto, provamos a existéncia da base minima z®®, ... z*(),

Unicidade: Suponha que exista 2®®, ... 2% uma segunda base minima de I. Como
M € I, do Lema 4.2 segue que %@ | 241 para algum i. Da mesma maneira para a outra
base, %) € I e novamente do Lema 4.2 segue que %) | £°(®) para algum j. Por transitividade,

temos que 2°¢) | 2% logo a minimalidade implica j = 1. Dai, temos
2P0 | 220 o e | 280
Logo, existem 7, € Z%, tais que

B0 — pa) o (D) BG40
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Isso implica

200 — o) [y 6 (1) IV+5’
=1,
v+0=(0,...,0).
Como 7, d € 72, possuem todas as entradas nao negativas, entdo v =6 = (0,...,0). Portanto
7 =20 =1, e;onclui-se que 270 = g, 0

4.2 O Teorema da Base de Hilbert e as Bases de Grobner

O estudo desenvolvido a seguir nos conduzira a bases de ideais com “boas” propriedades
em relacao ao algoritmo da divisdo apresentado anteriormente. A ideia fundamental é que a
escolha de uma ordem monomial confere a cada polindémio nao nulo f € K[z, ..., z,] um termo
lider tinico LT(f). Desse modo, dado um ideal I, podemos definir o ideal de seus termos lideres

COomo segue.

Definigao 4.9. Seja I C Kz, ..., x,] um ideal diferente de {0} e fixada uma ordem monomial
sobre K[z, ..., z,]|. Entao:

(i)  Denotaremos por LT(I) o conjunto dos termos lideres de elementos nao nulos de I. Isto
€,

LT(I) = {cx® | 3f € I\ {0} tal que LT(f) = cz*}.
(ii)  Denotaremos por (LT(I)) o ideal gerado pelos elementos de LT([).

Vimos anteriormente que os termos lideres dos polindomios desempenham um papel impor-
tante no algoritmo da divisdo. Assim, é importante que foquemos em um detalhe sutil envol-
vendo o ideal (LT(7)). Mais especificamente, dado um conjunto finito de geradores de I, diga-
mos I = (fi,..., fs), os ideais (LT(f1),...,LT(f,)) e (LT(I)) podem ser distintos. E evidente
que LT(f;) € LT({) C (LT(I)) por definicao, o que implica (LT(f),...,LT(fs)) € (LT({)).
No entanto, (LT(/)) pode ser estritamente maior. A fim de ilustrar tal p0881b111dade considere

o exemplo a seguir.

Exemplo 4.10. Sejam f; = 23 —2zy e fo = 2%y —2y*+x, e considere I = (f}, fo), adotando-se

a ordem lexicografica graduada sobre os mondmios de K[z, y|. Entao

w(z?y — 2y° + 1) — y(2® — 22y) = 22,
de modo que 2? € I. Portanto, 22 = LT(2?) € (LT(I)). No entanto, 22 nao é divisivel nem por
LT(f1) = 2 nem por LT(f;) = 2%y, implicando que z* & (LT(f1), LT(f2)) pelo Lema 4.2.

Agora, mostraremos que (LT (7)) é um ideal monomial. Isso nos permitird aplicar os resul-
tados obtidos acerca de tais ideais. Em particular, seremos capazes de concluir que (LT(7)) é

gerado por uma quantidade finita de termos lideres.
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Proposicao 4.11. Seja I C K[z, ..., x,] um ideal diferente de {0} e firada uma ordem mo-

nomial sobre K[y, ..., x,]. Entdo:
(i) (LT(I)) é um ideal monomial.
(ii)  Existem g1, ...,q; € I tais que (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(q))-

Demonstracao: (i)  Os mondmios lideres LM(g) de elementos g € I\ {0} geram o ideal
monomial (LM(g) | ¢ € I\ {0}). Como LT(9) = LC(g)- LM(g) com LC(g) €
K e LC(g) # 0, temos que LT(g) é uma combinacdo K-linear de monoémios em
(LM(g) | g € I\ {0}). Pelo item (iii) do Lema 4.3, conclui-se que LT(g) pertence
ao ideal (LM(g) | g € I\ {0}), isto é,

(LT(g) | g € I\ {0}) C(LM(g) | g € I\ {0}).

De maneira analoga, basta ver que LM(g) = LC(g)™! - LT(g), assim

(LM(g) | g € I\ {0}) C(LT(g) | g € I\ {0}).

Portanto, (LM(g) | g € I\ {0}) = (LT(g) | g € I\ {0}) = (LT(D)).

(ii)) Dado que (LT(I)) ¢ gerado pelos mondmios de (LM(g) | g € I\ {0}), o Lema de Dickson
(Teorema 4.5) nos diz que existem g, . .., g: € I tais que (LT (7)) = (LM(g1),...,LM(g:)).
Como cada LT(g;) difere de LM(g;) por uma constante nao nula, segue que (LT(/)) =

(LT(g1),...,LT(q1)).
[l

Usaremos a seguir a Proposicao 4.11 e o algoritmo da divisao para provar a existéncia de

um conjunto finito de geradores para qualquer ideal de polindémios em Klz1, ..., z,].

Teorema 4.12 (Teorema da Base de Hilbert). Qualquer ideal I C K[z1,...,x,] é finita-

mente gerado. Em outras palavras, I = {(g1,...,9:) com g1,...,g; € I.

Demonstragao: Se I = {0}, entdo tomamos {0} como conjunto gerador que é, de fato, finito.
Se I possui um polinémio nao identicamente nulo, entao um conjunto finito de geradores pode
ser construido como serd visto a seguir.

Primeiramente, fixamos uma ordem monomial a fim de aplicar o algoritmo da divisao e
de obter os termos lideres. Dessa forma, I possui um ideal de termos lideres (LT(I)). Da
Proposigao 4.11, sabemos que existem g¢i,...,g; € I tais que (LT(I)) = (LT(¢1),-..,LT(g:))-
Afirmamos que I = (g1,...,g:).

E imediato que (g1,...,9¢) C I, pois cada g; € I. Reciprocamente, seja f € [ um polind-
mio qualquer. Aplicando o algoritmo da divisdo para dividir f por (gi,..., g:), obtemos uma

expressao da forma

f=qn+ - +aqg+r
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em que nenhum termo de r é divisivel por nenhum dos LT(g;),...,LT(g). Afirmamos que

r = 0. Para provar essa afirmacao, observe que

r=f—qon— - —qg €1l

Se r # 0, entao LT(r) € (LT(I)) = (LT(g1),...,LT(g:)) e, pelo Lema 4.2, segue que LT(r)
deve ser divisivel por algum LT(g;), o que contraria o fato de r ser o resto da divisdo. Portanto,

r = 0. Dessa maneira,

f=qan+ - +a9 <€{g,-..,9)

o que confirma que I C (g1, ..., g;). Dai, concluimos que I = (g1,..., ). ]

Como vimos no Exemplo 4.10, nem toda base de um ideal satisfaz (LT(I)) =
(LT(g1),---,LT(g:)). No entanto, a base {g1,..., ¢} construida na demonstracao do Teorema
4.12 possui exatamente essa propriedade. Logo abaixo daremos a tais bases uma nomenclatura

especial.

Defini¢ao 4.13. Fixada uma ordem monomial sobre o anel de polinémios K[zy, ..., x,], um
subconjunto finito G = {¢1,..., ¢} de um ideal I C Klzy,...,x,] diferente de {0} é dito ser

uma base de Grobner se

(LT(g1), ..., LT(gs)) = (LT (1)),

Usando a convengao de que () = {0}, definimos o conjunto vazio () como sendo a base de
Grobner do ideal nulo {0}.

De maneira equivalente, um conjunto {gi,...,g;} € I é uma base de Grobner de I se, e
somente se, o termo lider de qualquer elemento nao nulo de I é divisivel por algum dos LT(g;).

Tal fato segue diretamente do Teorema 4.12 e do Lema 4.2.

Corolario 4.14. Fizada uma ordem monomial, todo ideal I C K|xy, ..., xz,| possui uma base

de Grobner. Além disso, toda base de Grobner de um ideal I é uma base de I.

Demonstrac¢ao: Dado um ideal ndo nulo, o conjunto G = {g1,...,9:} como construido na
demonstracao do Teorema 4.12 é uma base de Groébner por definicao. Ja para a segunda
afirmagao, observe que se (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g;)), entdo a argumentagao apresentada

no Teorema 4.12 prova que I = (g1,...,¢:), isto é, G é um conjunto de geradores de I. O

As bases de Grobner sao aqueles conjuntos de geradores de um ideal I, com as “boas” pro-
priedades, ou ainda, as propriedades desejaveis em relagao ao algoritmo da divisao multivariada.
Estudaremos, em um momento posterior, as propriedades de tais bases.

Vejamos alguns exemplos relacionados as bases de Grobner.

Exemplo 4.15. Consideremos o ideal I do Exemplo 4.10, que possui { f1, fo} = {2 —2zy, 2%y—

2y? + x} como conjunto de geradores. No entanto, {fi, fo} ndo é uma base de Grobner para
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I com respeito & ordem lexicografica graduada, pois, como vimos, z? € (LT(I)), mas 22 ¢

(LT(f1), LT(f2))-

Exemplo 4.16. Considere o ideal J = (g1, g2) = (v + 2,y — z). Afirmamos que g; e g formam
uma base de Grobner para J, adotando a ordem lexicografica sobre Rz, y, z]. Assim, devemos
provar que (LT(J)) = (LT(¢1),LT(g2)) = (z,y). Como a inclusdo (x,y) C (LT(J)) é trivial,
pois g1, 92 € J, basta provar que o termo lider de cada elemento nao identicamente nulo de J
pertence a (z,y). Equivalentemente, pelo Lema 4.2 é suficiente mostrar que o termo lider de
qualquer elemento nao identicamente nulo de J é divisivel por x ou y.

A fim de provar isso, tome
f=A-(z+2)+B-(y—z2)€J, com A BEeRz,y,z|

Suponha, por contradigdo, que f é ndo nulo e que LT(f) nao é divisivel por x nem por y.
Entao, pela definicao de ordem lexicografica, f deve ser um polinomio apenas na indeterminada

z. Assim, tem-se
f(Z) :A(l’,y,2> ’ ($+Z)—|—B(l',y,2> ’ (y—z)

Qualquer que seja t € R, considere o ponto (z,y,z) = (—t,t,t), logo

f(t) =A(-t,t,t)- (=t +1t)+ B(—t,t,t)- (t —1t)
f(t) = A(=t,t,t) -0+ B(—t,t,t) -0
f(t)=0, VvteR.

Portanto, f é identicamente nulo, contradizendo a hipdtese de que f # 0. Assim, fica provada

a afirmacao inicial.

Vejamos, agora, uma aplicagdo do Teorema da Base de Hilbert. Essa aplicagao consiste em
um enunciado algébrico acerca dos ideais em K[zy, ..., x,]. Uma cadeia ascendente de ideais é

uma sequéncia aninhada crescente:

LCLCIz3C---.

A titulo de exemplo, a sequéncia

<.T1> g <$17[E2> g g <$1,I2,...7xn>

forma uma cadeia ascendente finita de ideais. Para tal sequéncia, ao tentarmos estender essa
cadeia através da inclusdo de um outro ideal com uma quantidade maior de geradores, uma das

seguintes situagoes ocorre para o ideal (xq,...,x,, f), com f € K[z, ..., x,]:

(i)  Se f € (xy,...,x,), entdo (xy,...,x,, f) = (r1,...,T,), OU seja, permanecemos com o

mesmo ideal.

Universidade Federal de Uberlandia - Instituto de Matematica e Estatistica



Bases de Grobner 45

(ii) Se f ¢ (x1,...,x,), entdo afirmamos que (xy,...,T,, f) = Klxy,..., z,)].
Para verificar esse fato, basta provar que (zy,...,z,) é um ideal maximal, ou de forma
equivalente, pelo Teorema 2.11, que o anel quociente K[zy,...,x,]/{(z1,...,2,) é um corpo.

Para tal, mostraremos que

I

Klzy, ... xn]/(z1,.. . 2,) =K.

Considere a fungao a seguir:
o : Kz, ..., 2,] = K| f— f(0,...,0).

A fungao ¢ é homomorfismo de anéis, isto é, dados f,g € K[z, ..., z,]| temos

go(f—Irg):(f—irg)(O,..-,O):f(O,.-.,0)+g(0,...,0)Zgo(f)+<p(g)

v(f9) = (f9)(0,...,0) = (0,...,0)- 9(0, ..., 0) = o(f)p(g)-

Além disso, ¢ é sobrejetor, ja que todo ¢ € K é imagem do polinémio constante f = ¢. Por

fim, N(¢) = (21,...,x,), pois f € N(p) se, e somente se, f(0,...,0) =0, isto é, f ndo possui

termo constante, o que equivale a f € (zy,...,x,). Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo,
concluimos que K[zq, ..., x,]/{(z1,...,2,) = K e, como K é um corpo, segue que (z1,...,x,) é
maximal.

Como consequéncia, a cadeia (r1) C (xy,29) C --- C (x1,29,...,T,) poderd continuar

apenas de duas formas, seja pela repeticdo do tultimo ideal de maneira indiscriminada, seja
tornando-se igual a K[zy,...,x,] e sua posterior repeticao infinita. De qualquer maneira, a
cadeia crescente tera “estabilizado” apds um ntmero finito de passos, ou seja, todos os ideais a
partir de certo ponto da cadeia serdao iguais. O resultado a seguir mostra que o mesmo fenémeno

ocorre em qualquer cadeia ascendente de ideais em K[z, ..., x,].

Teorema 4.17 (Condig¢ao de Cadeia Ascendente). Seja
LCLCI3C---
uma cadeia ascendente de ideais sobre Klzy, ..., x,]. Entdo, existe um N € N de tal modo que
In=Iny1 = Iy ="+

Demonstracao: Dada a cadeia ascendente Iy C [, C I3 C ---, consideremos o seguinte
conjunto I = U2, I;. Primeiramente, mostremos que I é um ideal sobre K[zy,...,z,]. O
elemento 0 € [ dado que 0 € I; para qualquer i. Tomando f,g € I, temos, pela definicao de
I, que f € I; e g € I; para algum par (4, j). No entanto, como os ideais I; formam uma cadeia
ascendente, podemos supor, sem perda de generalidade, que i« < j, o que implica que tanto f

quanto g pertencem a [;. Como [; ¢ um ideal, a soma f + g € I}, logo f + g € I. Da mesma
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forma, tomando f € I e r € K[zy,...,x,], temos f € I; para algum i e rf € I; C I. Portanto,
I ¢ um ideal.

Do Teorema da Base de Hilbert, sabemos que o ideal I deve possuir um conjunto finito
de geradores, isto é, I = (fi,..., fs). Dado que cada um dos geradores vem de algum dos [},
digamos f; € I;, para algum j;, com ¢ = 1,...,s. Tomamos N como o méximo dos j;. Entao,

pela definicdo de cadeia ascendente, f; € Iy para todo i. Logo, temos

Dessa maneira, podemos dizer que a cadeia ascendente de ideais estabiliza em [y, ou seja,

qualquer ideal I;, com ¢ > N, é igual a Iy. O

A afirmagdo de que toda cadeia ascendente de ideais sobre Klzy,...,z,| eventualmente
estabiliza é chamada, em geral, de Condigao de Cadeia Ascendente, ou CCA, de forma
abreviada. Vejamos agora que a Condicdo de Cadeia Ascendente é equivalente a conclusao do
Teorema da Base de Hilbert. Isto é, tomando a CCA como hipotese, segue que todo ideal é

finitamente gerado.

Teorema 4.18. Se toda cadeia ascendente de ideais
LCLCI3C---
em Klzy,...,x,] € estaciondria, isto é, existe N € N tal que
In=Int1 = Iy ="+,

entao todo ideal I C Klxy,...,x,] € finitamente gerado.

Demonstragao: Suponha, por contradi¢ao, que exista um ideal I C Klzy,...,z,] que ndo é
finitamente gerado. Em particular, I # {0}, pois {0} = (0). Dessa maneira, podemos escolher
g1 € I, com g; nao identicamente nulo, e definir I; = (g;). Como I nao é finitamente gerado,
temos I; # I, de modo que existe g, € I\ I1. Definindo Iy = (g1, g2) e repetindo o argumento,
obtemos g3 € I\ I5. Continuando esse processo, constrdi-se uma sequéncia g1, g2, g3, ... de

elementos de [ tal que

Im+1 §é <917 cee 7gm>

para todo m. Definindo I,, = (g1, ..., gm), obtemos uma cadeia ascendente de ideais
LCLCI3 -

Essa cadeia é estritamente crescente, pois gm+1 € i1, mas g1 ¢ L. Sendo assim, a cadeia
nunca estabiliza, contradizendo a Condicao de Cadeia Ascendente. Portanto, todo ideal de

K[x1,...,z,] é finitamente gerado. O
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4.3 Propriedades das Bases de Grobner

Tendo sido estabelecida a existéncia de bases de Grobner para quaisquer ideais nao nulos
de K[zy,...,z,], passa-se agora ao estudo de suas propriedades. Nosso objetivo serd também
compreender como verificar se uma determinada base constitui, de fato, uma base de Grobner.

Mostremos, em primeiro lugar, que o resto da divisao é unicamente determinado quando

realizamos a divisao pelos elementos de uma base de Grobner.

Proposicao 4.19. Seja I C Klzy, ..., z,| um ideal, e seja G = {g1,...,9:} uma base de Grob-
ner para I. Entdo, para cada f € Klxy, ..., x,], existe um dnico r € K[z, ..., x,] satisfazendo

as duas propriedades sequintes:

(i) Nenhum dos termos de r € divisivel por nenhum dos LT (g1),...,LT(g;).

(ii) FEziste g € I tal que f =g+ .

Dessa maneira, r é o resto da divisao de f por G qualquer que seja a ordenacao escolhida

para os elementos de G no algoritmo da divisao.

Demonstracgao: Pelo algoritmo da divisao, segue que f = q191 + -+ + q9: + 7, em que r
satisfaz (i). A propriedade (ii) pode ser satisfeita tomando g = ¢1g1 + -+ + qg; € I. Assim,
estd provada a existéncia de r.

A fim de provar a unicidade, suponha que f = g+ r = ¢’ + 1/, com ambas decomposi¢oes
satisfazendo (i) e (ii). Entdo, r — 1’ = ¢’ — ¢ € I. Se tivermos r # 1/, logo LT(r — r') €
(LT(I)) = (LT(¢1),---,LT(g:)). Do Lema 4.2, temos que LT (r — r’) é divisivel por algum dos
LT(g;), o que é impossivel, dado que nenhum dos termos de r ou de 7’ é divisivel por nenhum
dos LT(g1),...,LT(g;). Portanto, r —r’ deve ser nulo, isto é, r —r’ = 0, ou ainda, r = /. Dessa
maneira, temos

g—g=r—1=0,
9=y

E a unicidade esta provada. O

O resto r é por vezes denominado forma normal de f. Mesmo quando se trabalha com uma
base de Grobner, a unicidade do resto r nao garante a unicidade dos “quocientes” ¢;. De fato,
na expressao obtida pelo algoritmo da divisao, f = ¢191 +- - -+ qg; + 1, 0s polinébmios ¢; podem
variar caso os geradores sejam apresentados em outra ordem.

Como corolario da Proposi¢ao 4.19, obtemos o critério a seguir para quando um dado

polindémio pertence a um ideal.

Corolario 4.20. Sejam G = {g1, ..., g:} uma base de Grébner para um ideal I C K[xq, ..., x,

e f €K[zy,...,x,]. Temos que f € I se, e somente se, o resto de f na divisao por G € zero.
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Demonstragao: Sabemos que G é uma base de Grobner de I, isto é, I = (G). Se o resto
da divisao de f por G é zero, entao f ¢é, por defini¢ao, elemento de I. Reciprocamente, dado
f e I, logo f = f+ 0 satisfaz ambas as condi¢oes apresentadas na Proposicao 4.19. Dessa

forma, conclui-se que 0 é o resto da divisao de f por G. n

Por vezes, a propriedade apresentada no Corolario 4.20 pode ser adotada como defini¢do de
uma base de Grébner, pois é possivel mostrar que tal propriedade é verdadeira se, e somente
se, (LT(I)) = (LT(g1), - .., LT(g¢))-

E através do Corolario 4.20 que obtemos um algoritmo que resolve o problema de pertinén-
cia ao ideal, desde que conhecamos uma base de Grobner GG para o ideal em questao: basta
calcular o resto de f na divisao por GG para determinar se f € I ou nao. Posteriormente, neste
texto, estabeleceremos um algoritmo para a obtencao de uma base de Grobner e, dessa forma,
solucionaremos de maneira completa o problema de pertinéncia ao ideal.

Adotaremos, agora, a seguinte notacao para o resto.

Definicao 4.21. Denotaremos por fF o resto da divisao de f pela s-upla ordenada F =
(fi,..., fs). Se F' é uma base de Grébner para (f, ..., fs), entdo podemos considerar F' como

um conjunto, sem qualquer ordem particular, pela Proposicao 4.19.
Para ilustrar, tomemos F = (z%y — 4%, x%y? — y?) C K[z,y], com a ordem lexicogréfica.

Nesse caso, o resto da divisao de 2’y por F ¢ dado por

——F
Sy- =y

De fato, pelo algoritmo da divisao, obtemos
2’y = (2° + ay)(a®y —y*) + 0 (z'y® — y*) + 2y’

Discutiremos agora como reconhecer se um determinado conjunto de geradores de um ideal
é uma base de Grobner. Como visto anteriormente, o principal entrave para que um conjunto
{f1,..., fs} seja uma base de Grobner estd na possivel existéncia de polindmios resultantes da
combinagao dos f; cujos termos lideres nao pertengam ao ideal gerado por LT(f1), ..., LT(fs).

Esse fendomeno pode ocorrer quando, em uma combinacao adequada,
a B
az® f; — ba” f;
h& cancelamento dos termos lideres, restando apenas termos de ordem menor. Por outro lado,
a B
ax®f; —ba" f; € 1,

logo, seu termo lider pertence a (LT(7)).
A fim de estudar esse fendmeno de cancelamento, introduzimos as combinacoes especiais a

seguir.

Definicao 4.22. Sejam f, g € K[zy, ..., x,] polindmios nao nulos.
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(i)  Se multideg(f) = o e multideg(g) = 3, entdo definimos v = (71, ...,7,), em que

Yi = max{aia Bi}

para cada i. Chamamos 7 de minimo miltiplo comum de LM(f) e LM(g), denotado
por

7 = mmec(LM(f), LM(g)).

(ii)) O S-polindémio de f e g é a combinagao

x7 x7

() T i

(Observe que, aqui, também estamos invertendo os coeficientes lideres.)

Consideremos, por exemplo, os polinémios f = x3y? — 2%y + z e g = 3zty + y* em Rlz, y],
adotando a ordem lexicografica graduada.

Nessa ordem, temos
multideg(f) = (3,2), multideg(g) = (4,1).
Assim, tomando o maximo coordenada a coordenada, obtemos
v = (max{3,4}, max{2,1}) = (4, 2).

Portanto,
wly? 242

.f_

S(f,g9) = -g—xf—zl))yg-

23y? 3zly

Substituindo f e g, segue que

1
S(f,g) =x(z®y® — 2°y* + ) — gy(i’)x“y +v7)

1
= (z%y? — 2% + 2?) — <m4y2 i 3y3>
3,3 2 14
= -y +x° — -y
3
Observe que os termos lideres a*y? se cancelam, como esperado pela construcao do S-polinémio.
O lema a seguir mostra que todo cancelamento de termos lideres entre polinémios de mesmo

multigrau decorre do cancelamento presente nos S-polinémios.

Lema 4.23. Suponha que tenhamos uma soma Zpi, em que multideg(p;) = 0 € Z% qualquer
i=1

que seja 1. Se multideg <2p1> < 6, entdo Zpl- ¢ uma combinagdo linear, com coeficientes
i=1 i=1
em K, dos S-polinomios S(p;,pi), para 1 < j,1 <s. Além disso, cada S(pj, ;i) possui multigrau

menor que ¢.
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Demonstracio: Seja d; = LC(p;), de modo que d;z° é o termo lider de p;. Dado que a soma

)

Z p; possui multigrau estritamente menor que 9, o coeficiente do monémio xz° nessa soma deve

=1

S
ser nulo, isto é, Z d; = 0.
i=1
Agora, vejamos que, como p; e p; possuem o mesmo mondmio lider, ao calcular S(p;, p;)

obtemos

° 20

bi — by
LT(p:) LT(p;)"’

20 x0

= mpi - mpj
11
= dl-pz djpj'

S(pi,pj) =

Essa igualdade torna evidente que multideg(S(p;, p;)) < . Além disso, segue que

st 1 1 1 1 1 1
d: S (p; =d [ =p, — = do [ —py — — oot d._ P
; zs(pzups) 1 (dlpl dsps> + dy <d2p2 dsps) + + ds—1 (ds_lps 1 d8p8>

1
=p1+p2+"'+Ps—1—E(d1+d2+"'+ds—1)Ps

1 S
=m+m+m+ml—d<2@—%%&

s \i=1

1

=D +p2 + - _'_psfl - d7<_ds)ps

=p1+p2+---+Ds1+Ds-

S
Portanto, Z p; ¢ uma combinacao K-linear de S-polindmios, conforme queriamos demonstrar.

i=1
[

Sob as hipéteses do Lema 4.23, para os polindémios pq,...,ps, obtemos uma igualdade da

seguinte forma:
S
Y pi=> caS(p;m).
i=1 4.l

Analisemos agora onde ocorrem os cancelamentos. No somatorio a esquerda, cada parcela
p; possui multigrau 9, logo o cancelamento ocorre apds a soma de todas elas. J4 no somatério
a direita, cada parcela c¢;S(p;,p;) possui multigrau menor que 0, isto é, o cancelamento ja
ocorreu.

Antes de apresentarmos o Critério de Buchberger, que caracteriza bases de Grobner para
um dado ideal, registramos dois lemas auxiliares que serao utilizados em sua demonstracao.
O primeiro formaliza o fato de que o S-polinémio é construido precisamente para cancelar os
termos lideres dos polindmios envolvidos, garantindo uma queda no multigrau. O segundo
relaciona os S-polinémios obtidos a partir de certos multiplos monomiais dos geradores com os

S-polinémios dos proprios geradores. Essas observagoes permitirao simplificar a demonstracao
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do critério.

Lema 4.24. Sejam f,g € K[z1, ..., x,] nao nulos e ¥ = mmc(LM(f),LM(g)). Se S(f,qg) # 0,
entao multideg(S(f,g)) < 7.

Demonstragao: Sejam f = Zaaxo‘ e g = Zngﬁ. Definamos «y = multideg(f) e Sy =
a B
multideg(g). Assim, escrevemos f = aq,z® + Y aqz® € g = bgz™ + Y bsz®. Seja a7 =
a=<ag 8= Bo
mmc (20, x%0).

Calculando ng 7 f obtemos
2 el o o al — . Qa  y—ao+a
LT(f)f_aTéOx <aa0x —i—ag;()aax)—x + ag;g@—%x .
Analogamente, X
Léc(g)g ot 5%0 :50 e

Subtraindo, o termo x” cancela, resultando

S(fe) =3 Ga  y—aota _ 2

a<ag aao

Resta mostrar que todo expoente que aparece nessa expressao € estritamente menor que y. Dado
que toda ordem monomial é compativel com a adigao, isto é, a < «aq implica a +§ < ag + 0

para qualquer 0 € Z%,. Tomando ¢ =y — ap
a+(y—ay) <ag+ (y— ) =7 para todo a < ay,

e, da mesma forma,  + (v — ) < 7 para todo 5 < f.

o b
Logo todo mondmio de S(f,g) = > ba pr-aota _ B 7=Foth tem expoente menor
a<ag Yag B~<Bo bay
que v. Portanto, se S(f,g) # 0 entdo multideg(S(f,g)) < 7. O

Lema 4.25. Sejam g;, g; € Klz1, ..., 2,] nao nulos, com i # j, e 27 = mmc(LM(g;), LM(g;)).
Sejam hi, h; € K[zy, ..., x,| tais que, pondo p; = LT(h;)g; e pj = LT(h;)g;, vale

multideg(p;) = multideg(p,) = 0.
Entao:
(i) 2" divide 2°, isto €, 6 € vy + Z2,.
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Demonstracao: (i) Como LT(p;) = LT(h;) LT(g;), a hipétese multideg(p;) = ¢ diz que LM(h;)-

LM(g;) = 2°, ou seja, z™dee(9:) divide 2%, o que equivale a
¢ € multideg(g;) + Z%,.
Aplicando o mesmo argumento a p;, obtemos ¢ € multideg(g;) + Z%,. Logo
§ € (multideg(gi) + Zgo) N (multideg(gj) + Zgo).

Escrevendo o = multideg(g;) e f = multideg(g;), afirmamos que essa intersecao é exatamente
Yij + 224, onde 27 = mmec(LM(g;), LM(g;)). De fato, d pertence a (a + Z%,) N (8 + Z%,) se,
e somente se, 0 —a € Z%; e d — 8 € Z%, isto ¢, se, e somente se, cada entrada de § ¢ maior
ou igual a entrada correspondente de o e a entrada correspondente de 5. Como cada entrada
de v;; ¢, por defini¢do, o maior valor entre as entradas correspondentes de a e 3, essa condicao
equivale a dizer que cada entrada de § é maior ou igual a entrada correspondente de ;;, ou

seja, 0 — 7 € Z%,. Concluimos, portanto, que

= Vij +Z72LO

2°,

ou de forma equivalente, x7i
(ii) Como multideg(p;) = multideg(p;) = d, temos mmec(LM(p;), LM(p;)) = 2° e, pela defini¢do

de S-polinémio,

S x‘s .’L‘(S
v LT (h;) il LT(h,)
CIT(h)IT(g) T T I (hy) LT(gy)
1) )

T T
= 9i — 9j-
LT(g;) LT(g;) ’

Por (i), 2% = 2% iz logo

Vi Vi

S(pi,p;) = x°77 ( ) = 2"75(gi, g5)-

gi — g
LT (g) LT(g;)”
O

A partir dos S-polinémios e dos lemas anteriores, podemos agora demonstrar o seguinte
Critério de Buchberger, que caracteriza quando um conjunto de geradores de um ideal é uma

base de Grobner.

Teorema 4.26 (Critério de Buchberger). Fizada uma ordem monomial sobre K[z1, ..., x,],
seja I um ideal. Um conjunto de geradores G = {gi,...,g:} de I é uma base de Grébner para
I, com respeito a essa ordem, se, e somente se, para todo par (i,7) comi # j, o resto da divisdo

de S(gi, g;) por G € zero, qualquer que seja a ordem em que o0s elementos de G estejam listados.
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Demonstracao: Se G ¢ uma base de Grobner, entao como S(g;, g;) € I, pelo Corolario 4.20,
o resto da sua divisao por G deve ser zero.
Reciprocamente, seja f € I nao nulo. Mostraremos que LT(f) € (LT(g1),...,LT(g)).

Representemos f por
t
f:thgz, hiEK[xl,...,xn].
i=1

Do Lema 3.17, segue que
multideg(f) = max{multideg(h;g;) | hig; # 0}. (4.1)

Nessa demonstracao, a estratégia sera escolher a representacdo mais eficiente para f, isto é,
t

dentre todas as representacoes f = Z h;g;, tomaremos aquela em que
i=1

0 = max{multideg(h;g;) | hig; # 0}

é minimo. A existéncia de um ¢ minimo é garantida pela propriedade de boa ordenacao da
ordem monomial escolhida. Pela desigualdade (4.1), tem-se que multideg(f) < 9.
Se a igualdade ocorre, entao multideg(f) = multideg(h;g;) para algum i. Lembrando que

multideg(h;g;) = multideg(h;) + multideg(g;), isso implica que
multideg(f) € multideg(g;) + Z%,

o que ¢é precisamente a condicio de LT(g;) dividir LT(f). Portanto, LT(f) €
(LT(g1), -, LT(g:))-
Resta-nos agora considerar o caso em que o 6 minimo satisfaz multideg(f) < 0. Usaremos
G
para isso o fato de que S(g;,9;) = 0 quando i # j para obter uma nova expressao para f em

que max{multideg(h;g;) | hig; # 0} < 0, contradizendo, dessa forma, a minimalidade de 9.
t
Dada uma expressao f = Zhigi com 0 minimo, comecemos por separar as parcelas do
i=1
somatorio que possuem multigrau igual a 0.

f= Z hig; + Z hig;

multideg(higi):é multideg(h;g;) <0 (4 2)
multideg(h;g;)=6 multideg(h;g;)=0 multideg(h;g;) <0

Os mondmios que aparecem na segunda e terceira somas da segunda linha tém multigrau
menor que 6. Como multideg(f) < 0, a primeira soma dessa mesma linha terd, também,
multigrau menor que 9.

A estratégia para obter uma nova expressiao para f com max{multideg(h;g;) | h;g; # 0} < §
consiste em reescrever a primeira soma em duas etapas. Primeiro, aplicamos o Lema 4.25 para
expressa-la em termos de S-polinémios dos préprios g;, g;. Em seguida, usamos o fato de que
>G

S(gi,g;) = 0 para reescrever esses S-polindémios sem cancelamentos.
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Para escrever a primeira soma da segunda linha de (4.2) em termos de S-polindémios, observe

que

> LT (43)

multideg(h;g;)=6
satisfaz as hipdteses do Lema 4.23. De fato, tomando p; = LT(h;)g;, cada p; tem multigrau §,
enquanto a soma tem multigrau menor que §. Portanto, essa soma pode ser escrita como uma
combinacao K-linear de S-polinémios S(p;, p;).
Pelo Lema 4.25, aplicado a cada par (7, j) que aparece em (4.3), segue que esse somatorio é
combinagio K-linear de termos da forma x°~4.5(g;, g;).
Dado que S(T,gj)c = 0, qualquer que seja o par (i,7) com i # j, o algoritmo da divisdao

multivariada nos permite escrever

S(9:, 95) Z Augr, (4.4)

em que A; € K[zy,...,x,]. Além disso, para todo indice [ tal que A;g; # 0, temos
multideg(A;g;) < multideg(S(g;, g;))- (4.5)

Multiplicando ambos os lados de (4.4) por z°~%4, obtemos

2779595, 95) ZBlgz, (4.6)

onde B; = 2°74 A;. A desigualdade (4.5) implica que, sempre que Byg; # 0,
multideg(Bg;) < multideg(a:‘s_%j S(gi, gj)) = (0 — ;) + multideg(S(gi, g5))- (4.7)
Pelo Lema 4.24 aplicado ao par (g;, g;), temos multideg(S(g;, g;)) < 7i;. Logo
multideg(Bigi) < (6 —7i5) + 73 = 6, (4.8)

para todo [ tal que B;g; # 0.

Do exposto acima podemos concluir que

Z LT(hi)g; = zt: Blgl (4.9)

multideg(h;g;)=6

tal que multideg(B;g;) < ¢ quando Byg; # 0.

Substituindo (4.9) de volta na segunda linha de (4.2), obtemos uma nova representagao para
f como combinacao dos elementos de G em que todas as parcelas tém multigrau estritamente
menor que §, o que contradiz a minimalidade de §.

Essa contradicdo mostra que o caso multideg(f) < ¢ nao pode ocorrer, isto é, deve

valer multideg(f) = ¢, situagdo j& tratada acima, na qual conclufmos que LT(f) €
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(LT(¢1),...,LT(¢)). Como f € I foi tomado de forma arbitraria, isso prova que
(LT(¢1),...,LT(g:)) = (LT(I)), ou seja, G é uma base de Grébner para 1. O

O Critério de Buchberger, apresentado anteriormente, figura como uma ferramenta funda-
mental no estudo das bases de Grobner, pois permite verificar se um dado conjunto de geradores
de um ideal I é, de fato, uma base de Grobner desse ideal. A seguir, veremos como esse critério

aponta para um procedimento algoritmico capaz de produzir bases de Grobner.

4.4 Algoritmo de Buchberger

A existéncia de bases de Grobner para todo ideal de K[z, . .., x,] ja foi garantida no Coro-
lario 4.14. Contudo, esse resultado nao nos forneceu uma maneira de construir tais conjuntos
de geradores. Sendo assim, o estudo a seguir tem como objetivo conduzir a construgdo de um

procedimento para a obtencao de bases de Grobner a partir de um conjunto de geradores de
um dado ideal I.

Exemplo 4.27. Fixada a ordem lexicografica graduada sobre Q[z,y|, seja I = (f1, f2) =
(23 — 22y, %y — 2y + ). Como mmc(LM(f1),LM(f2)) = mme(z?, 2%y) = 23y, temos

3
Yy
h

zy x3yf 2
3

S(f1, f2) = x?y y = y(2® — 2wy) — x(2*y — 2y +2) = —2°.

Como S(fi1, f2) € I, temos LT(S(f1, f2)) = —2* € LT(I). No entanto, nem z* = LT(f;)
nem z2y = LT(f5) dividem —z?, segue do Lema 4.2 que —z? ¢ (LT(f1),LT(fs)). Logo,

(LT(I)) # (LT(f1), LT(f2)),

e, portanto, {fi, fo} ndo é uma base de Grobner para I.
Ampliaremos o conjunto inicial de geradores do ideal, como estratégia para construir uma
base de Grobner para ele. Assim, incorporamos f3 = —x? ao conjunto de geradores.
Consideremos agora F' = (f1, f2, f3). Pelo Critério de Buchberger, devemos verificar os

restos das redugoes dos S-polinémios. Como S(f1, f2) = f3, temos imediatamente

SR =0

Além disso, S(f1, f3) = (23 — 2xy) — (—x)(—2%) = —2zy, e seu resto na divisdo por F é o
proprio polindémio S(f1, f3) F = —2zy # 0. Assim, acrescentamos mais um gerador, f, = —2xy.

Tomemos agora F' = (f1, fo, f3, f1). J& sabemos que

S, f2) =S(fi fs) =0

Além disso, S(f1, f1) = y(z® — 2zy) — (—%xz) (—2zy) = —2xy? = yf4, de modo que

SUL ) =o.
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Por outro lado,
S(fa, f3) = (z%y = 20* + 2) — (—y) (=) = =2¢* +

cujo resto da divisao por F' continua sendo nao nulo:

S(fQ,fs)F = =2y +a #£0.

Portanto, adicionamos o gerador

fs = —2y* + .

Finalmente, considerando

F = (f1, far f5, [, [5)
- F

verifica-se que S(fi, f;) =0,1 <i < j <5. Assim, pelo Critério de Buchberger,
{fb f27 f37 f47 f5} = {x3 - 233'y, xzy - 2y2 +, _3327 _nya _23/2 + ‘CE}
¢ uma base de Grobner de I com respeito a ordem lexicografica graduada.

Vejamos, entao, um teorema que formaliza o processo realizado acima.

Teorema 4.28 (Algoritmo de Buchberger). Seja I = (fi,..., fs) # {0} um ideal polino-
mial. Entdo, uma base de Grébner para I pode ser construida através de uma quantidade finita

de passos de acordo com o sequinte algoritmo:

Algoritmo 2: Algoritmo de Buchberger

Entrada: F = (f1,..., fs)
Saida: Uma base de Grébner G = (g1,...,g:) para I, com F C G

L G=F;

2 REPITA

3 G =G,

4 PARA CADA par{p,q}, p # q em G’ FACA
5 r=50.0)";

6 SE r # 0 ENTAO

7 t G:=GUA{r};

s ATE QUE G = G/;
9 RETORNA G

Demonstracao: Se G = {g1,...,9:}, entdo (G) e (LT(G)) denotam os ideais a seguir:

(G)={91.--- )
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(LT(G)) = (LT(g1), - .., LT(gt))-

Comecemos por mostrar que G C [ vale em qualquer etapa do algoritmo. A afirma-
¢ao é verdadeira inicialmente, e sempre que aumentamos G, o fazemos pela adi¢ao do resto
r= mg para p,q € G' C G. Assim, se G C I, entao p, q e, portanto, S(p, q) pertencem a
I. Como o algoritmo da divisao multivaridvel garante que r = S(p,q) — (101 + - - - + qrgx ), com
g€ G CIegq €Klzy,..., x,], concluimos que r € I, e portanto G U {r} C I. Observamos

ainda que F' é sempre um subconjunto de G, logo G é uma base para I.

/

O algoritmo chega ao fim quando G = G’, isto é, quando r = S(p, q)G = 0 para todo
p,q € G'. Dessa forma, pelo Teorema 4.26, conclui-se que o algoritmo se encerra quando G é
uma base de Grobner para (G) = 1.

Agora, resta provar que o algoritmo eventualmente se encerra. Vejamos o que ocorre apds
cada etapa do laco principal. Como o conjunto G é obtido pela adi¢ao dos restos nao nulos dos

S-polinémios a G’ (o G anterior), entao

(LT(G)) € (LT(C)) (4.10)

dado que G C G. No entanto, se G' # G, afirmamos que (LT(G")) sera estritamente menor
que (LT(G)). De forma a provar a afirmagao, suponha que um resto r nao nulo de algum
S-polindmio foi acrescido a G. Tendo em vista que r é um resto na divisao por G’, LT(r)
nao é divisivel por nenhum dos termos lideres dos elementos de G’. Assim, pelo Lema 4.2,
LT(r) ¢ (LT(G")). Por outro lado, como r foi acrescido a G, temos LT(r) € (LT(G)). Isso
demonstra a afirmacgao.

De (4.10), os ideais (LT(G")) resultantes de sucessivas iteragoes do lago principal do pseu-
doc6digo formam uma cadeia ascendente de ideais sobre K[z, ..., z,]. Portanto, a CCA (Te-
orema 4.17) garante que tal cadeia estabiliza apds uma quantidade finita de iteragoes. Logo,
(LT(G")) = (LT(G)) deve ocorrer eventualmente, o que implica G’ = G. Concluimos, assim,
que o algoritmo termina apdés um numero finito de passos. O

Podemos observar que o algoritmo apresentado no Teorema 4.28 pode ser otimizado. Note
que, se em uma dada etapa obtivermos m@/ = 0, entao esse resto permanecera nulo in-
dependentemente da adjuncao de novos geradores nas etapas subsequentes do lago principal.
Isso porque, ao adicionarmos novos geradores f; um a um, serd necessario analisar apenas os
S-polinémios S(Tfj)G/ para 1 < ¢ < j — 1, uma vez que os pares considerados em etapas
anteriores nao precisam ser recalculados.

Além disso, é possivel que uma base de Grobner produzida pelo algoritmo de Buchberger
contenha elementos redundantes. Vejamos, a seguir, um resultado que permite eliminar esses

geradores desnecessarios sem que o conjunto deixe de ser uma base de Grobner.

Lema 4.29. Seja G uma base de Grobner para um ideal I com respeito a uma ordem monomial.
Seja p € G um polinomio tal que LT (g) | LT(p) para algum g € G com g # p. Entio G\ {p} é

também uma base de Grébner para I.
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Demonstragao: Seja f € I um polindmio arbitrario. Queremos mostrar que (LT([)) =
(LT(G \ {p})), isto é, pelo Lema 4.2, que existe um polinémio de G \ {p} cujo termo lider
divide LT(f).

Se LT(p) t LT(f), entdo, como G é uma base de Grobner para I, existe algum g € G tal
que LT(g) | LT(f), em que g # p, pois, caso contrario, LT (p) | LT(f). Logo, g € G\ {p}.

Por outro lado, se LT(p) | LT(f), por hipdtese existe g € G\ {p} tal que LT(g) | LT(p)
e, por transitividade, LT(g) | LT(f). Portanto, em ambos os casos, G \ {p} é uma base de
Grobner para 1.

[

Utilizando o lema anterior para eliminar os geradores desnecessarios e normalizando os
coeficientes lideres para que sejam iguais a 1, obtemos uma forma mais simples de uma base de
Grobner, denominada base de Grobner minima. Nessa situagao, para quaisquer p,g € G

distintos, tem-se
LT(g) 1 LT(p),

isto é, nenhum termo lider é divisivel pelo termo lider de outro elemento da base.

Exemplo 4.30. Dada a base de Grobner

{f17f27f37f4af5} :{5133—2ZL':I/, ny_2y2+x7 _'IQ? _251397 —2y2+{[’}

do ideal I = (x® — 2xy, 2%y — 2y*+ x), obtida no Exemplo 4.27, calculemos agora uma base de

Grobner minima de I. Sob a ordem lexicografica graduada, os termos lideres de fi,..., f5 sdo
LT(f,) =2, LT(f2) =2%y, LT(f3)=—2* LT(fs)=—2zy, LT(fs5)=—2y"

Como 2?2 divide 23, o gerador f; é redundante. Além disso, 22 também divide z%y, de modo
que o gerador f, é igualmente redundante. Removendo f; e fs, resta o conjunto {fs3, fi, f5},
em que LT(f;) t LT(f;) para quaisquer i # j.

Sendo assim, resta apenas normalizar os coeficientes lideres para 1. Multiplicando f3 por

—1, f4 por —% e f5 por —%, obtemos a base minima

Guin = {a:Q, zy, y? — %x }

Segue diretamente da Proposicao 4.8 que, dada uma base de Grobner minima G de I, o
conjunto de geradores de (LT(G)) é tinico, ou seja, quaisquer duas bases de Grobner minimas
de I possuem o mesmo conjunto de termos lideres LT(G). Entretanto, uma base de Grobner

minima nao é, em geral, tnica.

Definicao 4.31. Uma base de Grobner G para um ideal polinomial I é chamada de base de

Grobner reduzida, em relagao a uma ordem monomial fixada, se:

(i) LC(p) =1 para todo p € G.
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(i) Para todo p € G, nenhum monoémio de p é divisivel por LT(g) para qualquer g € G com

PF#g.

Teorema 4.32. Seja I um ideal nao nulo de Klzy, ..., x,]. Entdo, fitada uma ordem mono-

mial, existe uma unica base de Grobner reduzida para I.

Demonstracio: (Existéncia): Seja G uma base de Grébner minima para I. Dizemos que um
elemento g € G esta completamente reduzido em relagdo a G quando nenhum dos mondémios
de g é divisivel pelo termo lider de qualquer elemento de G \ {g}. Essa propriedade independe
da base de Grobner minima escolhida, pois, como visto anteriormente, quaisquer duas bases de
Grobner minimas de I possuem o mesmo conjunto de termos lideres.

Agora, para cada ¢ € G, substituimos ¢ pelo resto g\, Como G ¢é uma base de Grébner
minima, o termo lider de ¢g nao ¢é divisivel pelo termo lider de nenhum elemento de G\ {g¢},

logo passa diretamente para o resto. Assim,
LT (g4} = LT(g).

Logo, substituir g por §“\9} nao altera o conjunto dos termos lideres da base e, consequente-
mente, o conjunto obtido continua sendo uma base de Grobner minima para I.

Além disso, pela propriedade do algoritmo da divisdo, nenhum mondémio do resto g&\9} é
divisivel pelo termo lider de qualquer elemento de G'\ {g}. Portanto, g\ 9} est4 completamente
reduzido em relacdo a nova base. Repetindo esse procedimento para todos os elementos de G,
obtemos uma base de Grobner reduzida para 1.

(Unicidade): Sejam G e H duas bases de Grobner reduzidas para o ideal I. Sendo assim, G
e H possuem o mesmo conjunto de termos lideres, isto é, LT(G) = LT(H). Logo, para qualquer
g € G, existird h € H de tal forma que LT(g) = LT(h).

Consideremos, entao, o polinomio g — h. Como g, h € I, segue que g — h € I. Além disso,
como G ¢é base de Grobner para I, tem-se que g—7hG = (. Por outro lado, os termos lideres se
cancelam em g — h e, pelo fato de que G e H sao bases reduzidas, nenhum dos termos restantes
¢ divisivel por nenhum dos LT(G) = LT(H). Portanto, ﬁa =g—hedalg—h=0,0que
implica g = h. [

Diante do exposto, conclui-se que a teoria das bases de Grobner ocupa um lugar de desta-
que na Algebra Comutativa e na Geometria Algébrica contemporaneas, pois fornece um método
efetivo para lidar com ideais polinomiais em vérias indeterminadas. Antes de sua introducao
por Buchberger, problemas fundamentais, como a decisao sobre a pertinéncia de um polino-
mio a um ideal e a determinagdo de um conjunto finito de geradores, permaneciam sem uma
solucao algoritmica satisfatoria no caso multivariado. Ao estender de maneira consistente as
propriedades do algoritmo da divisdo univariada para varias variaveis, as bases de Grobner
passaram a desempenhar papel central em areas tao diversas quanto a Geometria Algébrica
computacional, a Criptografia e a Teoria de Codigos. Assim, compreender essa teoria oferece

uma porta de entrada para um vasto conjunto de aplicagoes modernas, o que reforca a rele-
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vancia de seu estudo tanto para a formagdao mateméatica quanto para o desenvolvimento de

ferramentas computacionais aplicadas.
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