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MORALES, E. dos S. FATORACAO DE EXPRESSOES POLINOMIAIS E DECOMPOSICAO EM FRA-
COES PARCIAIS. 2026. 128p. Dissertacao (Mestrado em Matemética) — Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia-MG.

RESUMO

Esta dissertacdo investiga a fatoracdo de polindmios e a decomposicdo em fracdes parciais no con-
texto da Educacéo Béasica e Superior, articulando fundamentos da Algebra com propostas voltadas
a pratica docente. O estudo parte da ampliacao dos conjuntos numéricos, destacando a introducao
dos nimeros complexos como extensdo natural de R, preservando suas propriedades algébricas e
ampliando o conjunto no qual as solucdes passam a existir.

Mostra-se que a resolucdo da equacdo do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0, com coeficientes re-
ais, mantém a mesma estrutura expressa de solucdo de equacdes polinomiais quadraticas, sendo a
diferenca essencial o conjunto numérico no qual se interpreta o discriminante. Em C, independen-
temente do sinal de A = b? — 4ac, sempre existe a raiz quadrada de A, garantindo a existéncia de
solucdes. Ressalta-se ainda que as propriedades algébricas validas em R, como produtos notdveis e
completamento de quadrados, permanecem validas em C, o que contribui para esclarecer dificulda-
des frequentes tanto no processo de fatoracao quanto na resolucao de equacdes polinomiais.

Sao apresentados métodos cldssicos, como a Divisao Euclidiana, o algoritmo de Briot-Ruffini e o
Teorema das Raizes Racionais, enfatizando-se que a fatoracdo de um polinédmio depende do anel de
coeficientes. Discute-se, por exemplo, o caso de x2+1 em R[x] e C[x], evidenciando que, em C[x],
todo polinémio admite fatoracdo em fatores lineares, conforme o Teorema Fundamental da Algebra.
Tal fato simplifica estruturalmente a decomposicao em fracdes parciais de funcdes racionais com
coeficientes reais quando analisadas no contexto complexo.

Como produto educacional, apresenta-se um Caderno de Atividades Comentadas, no qual essas ob-
servacoOes estruturais sao exploradas didaticamente por meio de exemplos e propostas de atividades.
O material destina-se a estudantes do Ensino Médio, dos primeiros semestres da graduagao e a pro-
fessores de Matemética, contribuindo para uma compreensdo mais estruturada da Algebra e para sua

articulacdo com o Célculo.

Palavras-chave: NUumeros Complexos; Produtos Notdveis; Polinbmios; Fatoracdo; Fracdes Parciais;

Ensino de Matematica.



MORALES, E. dos S. Polynomial Factorization and Partial Fraction Decomposition. 2026.

128p. Dissertacao (Masters Thesis) — Federal University of Uberlandia, Uberlandia-MG.

ABSTRACT

This dissertation investigates the factorization of polynomials and the decomposition into partial frac-
tions within the context of Basic and Higher Education, articulating algebraic foundations with propo-
sals aimed at teaching practice. The study begins with the extension of number systems, emphasizing
the introduction of complex numbers as a natural extension of R, preserving its algebraic properties
while enlarging the set in which solutions exist.

It is shown that the solution of the quadratic equation ax2+bx+c = 0, with real coefficients, maintains
the same structure expressed by Bhaskara’s formula, the essential difference lying in the numerical
set in which the discriminant is interpreted. In C, regardless of the sign of A = b%> —4ac, the square
root of A always exists, ensuring the existence of solutions. It is further emphasized that algebraic
properties valid in R, such as special products and completing the square, remain valid in C, helping
to clarify frequent difficulties both in the factorization process and in solving polynomial equations.
Classical methods are presented, including Euclidean Division for polynomials, the Briot-Ruffini algo-
rithm, and the Rational Root Theorem, highlighting that the factorization of a polynomial depends on
the coefficient ring. The case of x? + 1 in R[x] and C[x] is discussed, showing that in C[x] every
polynomial can be factored into linear factors, according to the Fundamental Theorem of Algebra. This
fact structurally simplifies the partial fraction decomposition of rational functions with real coefficients
when analyzed in the complex setting.

As an educational product, a Workbook of Commented Activities is presented, in which these structu-
ral observations are explored didactically through examples and proposed activities. The material is
intended for high school students, early undergraduate students, and mathematics teachers, contri-

buting to a more structured understanding of Algebra and its articulation with Calculus.

Keywords: Complex Numbers; Special Products; Polynomials; Factorization; Partial Fractions; Mathe-

matics Education.
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Solucao de equacoes polinomiais

Historicamente, os ndmeros complexos nao surgiram da necessidade de resolver equacdes do
segundo grau, como usualmente se apresenta no ensino basico. Durante séculos, a aparicao de
raizes quadradas de nimeros negativos era interpretada apenas como um indicio de que determinado
problema nao possuia solucdo, uma vez que as equacdes eram entendidas como representacdes de
problemas concretos. As equacdes de segundo grau, embora ja conhecidas desde a antiguidade, nao

serviram como motivacdo para a criacdao dos nimeros complexos.

Foi somente no contexto da resolucdo das equacdes algébricas de grau superior, em especial das
equacoes do terceiro grau, no século XVI, que se tornou inevitdvel lidar com expressées envolvendo
raizes quadradas de nUmeros negativos. Nos trabalhos dos algebristas renascentistas, como Cardano
e Bombelli, surgiam radicais de nimeros negativos mesmo em situacdes nas quais as solucdes finais
da equacdo eram nUmeros reais. Esse fendmeno revelou que, para alcancar determinadas solucdes
reais, era necessario admitir e manipular formalmente quantidades até entao consideradas “impos-

siveis”.

A partir dessas dificuldades, consolidou-se gradualmente a introducao da unidade imaginéria i, de-
finida por i2 = —1, e dos nimeros complexos, inicialmente concebidos como instrumentos auxiliares
no calculo algébrico. Um aspecto particularmente relevante desse processo histérico é o fato de que
essa ampliacdo do conjunto numérico mostrou-se suficiente para garantir a existéncia de solucoes

para equacoes algébricas de qualquer grau.

Esse resultado é formalizado pelo Teorema Fundamental da Algebra, segundo o qual todo polinémio



nao constante admite raizes no conjunto dos nimeros complexos. Assim, com apenas o acréscimo
de i aos numeros reais revelou-se capaz de resolver, de forma definitiva, o problema da existéncia de

solucdes para equacdes algébricas.

Embora os nimeros complexos tenham sido introduzidos para lidar com dificuldades surgidas na
resolucao de equacodes algébricas, eles se tornaram indispensaveis na teoria dos polindbmios e em
diversas areas da Matematica. Mesmo quando o interesse final recai sobre solucdes reais, o uso
dos numeros complexos mostra-se, em muitos casos, essencial para a compreensao da estrutura

algébrica das equacdes envolvidas.

Nesse sentido, compreender o papel dos nimeros complexos na teoria dos polinémios permite es-
tabelecer uma base conceitual sélida para o estudo da fatoracao e de suas aplicacoes, especialmente

no contexto educacional.

Os alunos do Ensino Fundamental iniciam o estudo da fatoragao de polinbmios no 92 ano, con-
forme orientacbes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [Educacao 2018], principalmente no
contexto da resolucao de alguns casos de equacdes do segundo grau. Ao longo de sua trajetdria
escolar, deparam-se com diversas situacbes-problema em que a fatoracdo se mostra um caminho
mais eficiente para a resolucdo, seja na simplificacdo de expressdes algébricas, seja na resolucao de
equacoes. No entanto, a pouca pratica com produtos notdveis e técnicas de fatoracao pode leva-los
a empregar processos algébricos mais longos do que o necessario, dificultando a compreensao das
estruturas envolvidas. Essas dificuldades tendem a se acentuar na graduacao em cursos da area de
exatas, nos quais a fatoracao aparece de forma recorrente e sob diferentes abordagens, especial-

mente em disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

Nesse contexto, a fatoracao mostra-se fundamental para a aplicacdao do método das fracdes par-
ciais, técnica amplamente utilizada para reescrever quocientes de polinémios em somas de fracdes
mais simples. Tal reescrita possibilita o célculo de integrais de funcdes racionais e evidencia a impor-
tancia de uma compreensao sélida dos processos algébricos envolvidos. Assim, o estudo da fatoracao
ndo se restringe a um conteldo isolado, mas constitui uma ferramenta essencial para o desenvolvi-

mento de outros temas da Matematica.

1.2 Estrutura e objetivos

A construcdo desta dissertacao iniciou-se a partir do estudo tedrico presente nos livros Tépi-
cos de Matemdtica Elementar, Volume 6 [Neto 2016]: Polinédmios, de Antonio Caminha Muniz Neto

[NETO et al. 1982], e Polindbmios e Equacdes Algébricas, de Abramo Hefez e Maria Lucia Torres Villela



[Hefez e Villela 2022]. Ambos os materiais iniciam o estudo pelos nimeros complexos, destacando
a necessidade de compreender suas operacdes e propriedades para, entao, introduzir os conceitos
de anel de polindmios e os métodos de fatoracdo. Por se tratarem de livros voltados principalmente
a formacao de professores, as definicbes e os teoremas sao apresentados de forma mais abstrata
e geral. Considerando que esta dissertacao tem como publico-alvo alunos do Ensino Médio, bem
como professores e estudantes de graduacao, optou-se por restringir as discussdes, sempre gue pos-
sivel, aos conjuntos dos nimeros reais e complexos, acompanhadas de exemplos que favorecam a

compreensao dos conceitos.

Como material complementar, foram utilizados os livros Nimeros Complexos, Polinbmios e Equa-
cOes Algébricas, de Antar Neto et al. [NETO et al. 1982], Fundamentos de Matematica Elementar,
volume 6: Complexos, Polinbmios e Equacdes, de Gelson lezzi [lezzi 2013], e Polynomials of One
Variable: The Theory of Equations, de Chris K. Caldwell [Caldwell 2016], que contribuiram para a or-
ganizacao e fundamentacao dos Capitulos 1, 2 e 3. Para o estudo das fracdes parciais, recorreu-se aos
livros clssicos de Calculo, Calculo, Volume 1, de George B. Thomas [Jr. 2009], e Célculo, Volume 1,
de James Stewart [Stewart 2013], dos quais foram extraidas as técnicas de decomposicao em fracoes

parciais apresentadas neste trabalho.

Além disso, foi realizada uma busca por dissertacées do PROFMAT relacionadas ao tema abordado
neste trabalho, tendo sido encontradas quatro dissertacdes. Em Decomposicao de funcdes racio-
nais em fragdes parciais, de Camila Sousa Vasconcelos, a autora demonstra a validade dos casos
de decomposicdo apresentados, porém com menor detalhamento do processo de fatoracao de po-
linbmios como etapa fundamental para a aplicacdo do método [Vasconcelos 2018]. Ja em Equacdes
polinomiais: solucOes algébricas, geométricas e com o auxilio de derivadas, de Ronaldo da Silva
Pontes, o enfoque recai sobre a determinacdo das solucdes algébricas e interpretacdes geométricas
[Pontes et al. 2013]. Por fim, nas dissertacdes Fatoracdo de Polindmios, de Everton Melo de Oliveira,
e Fatoracdo de Polindmios [Oliveira 2015] e Métodos Numéricos, de Antonio Pedro Duarte Moreira
[Moreira 2024], desenvolve-se a fundamentacdo tedrica relacionada ao anel de polin6mios e aos mé-

todos de fatoracao.

Diante desse panorama, esta dissertacao propde um estudo integrado dos nimeros complexos,
dos polindmios e da fatoracdo de polinbmios, com énfase na aplicacdo desses conceitos ao método
das fracoes parciais, buscando estabelecer uma conexao entre a dlgebra e o cadlculo. Com base nesse

contexto, os objetivos deste trabalho sao apresentados a seguir.

1. Mostrar que os produtos notdveis validos em R também sao vélidos em C, uma vez que ambos

0s conjuntos possuem as mesmas propriedades algébricas, tais como comutatividade, associa-



tividade, existéncia de elemento neutro, elemento oposto e elemento inverso.

2. Revisar os conceitos de polindmio e de suas principais operacdes - adicdo, subtracdo, multipli-
cacao e divisdo -, abordando a divisao euclidiana de polind6mios e o algoritmo de Briot-Ruffini,

tanto no contexto de R quanto de C.

3. Revisar a fatoracao de polinébmios em R e em C, destacando o fato de que polindbmios com
coeficientes reais podem ser fatorados no conjunto dos nimeros complexos como produto de
fatores lineares. Em particular, mostra-se que polindmios quadraticos irredutiveis em R podem

ser fatorados de forma simples em C.

Por fim, o objetivo principal do trabalho é estudar a decomposicao de funcdes racionais em fracdes
parciais, tanto em R quanto em C, evidenciando que fun¢des racionais com coeficientes reais podem

ser expressas, no conjunto dos nimeros complexos, como soma de funcdes racionais do tipo

A

1

(x —b)m’
onde A;, b; sdo elementos de Ce m; €N.

Ao investigar as diferentes formas de fatoracdo, percebe-se que as operacdes com polinémios es-
tao intimamente relacionadas ao Anel ao qual pertencem seus coeficientes. Essa observacao é cen-
tral para compreender por que determinados polinbmios podem ou nao ser fatorados, dependendo
do conjunto considerado. Por esse motivo, no Capitulo 1 serdo apresentadas definicdes e algumas
propriedades dos conjuntos R e C, culminando na definicao de Anel, com o objetivo de discutir a cons-
trucao dos nimeros complexos e esclarecer sua necessidade no contexto da resolucao de equacoes
polinomiais. Para isso, serd realizado um estudo comparativo entre esses dois conjuntos, buscando

evidenciar a légica subjacente a construcao de C e sua relevancia matematica.

No Capitulo 2, serdo introduzidos os conceitos de polindmio e de Anel de Polinbmios, com destaque
para R[x] e C[x], bem como o algoritmo da divisdo euclidiana e o dispositivo pratico de Briot-Ruffini.
Esses conteldos sdo fundamentais para o estudo da fatoracdo e serdo apresentados de forma deta-

Ihada, com a preocupacao de explicitar o passo a passo das técnicas utilizadas.

A fatoracdo serd tratada de forma sisteméatica no Capitulo 3, no qual se estudara quando um polin6-
mio é irredutivel ou ndo. O conceito de irredutibilidade, entendido como a impossibilidade de escrever
um polindbmio como produto de polinbmios de grau menor, é central para o desenvolvimento do tra-
balho, uma vez que, dependendo do Anel de coeficientes considerado, um mesmo polindmio pode

ser irredutivel ou redutivel. Como exemplo ilustrativo, o polindmio x? + 1 é irredutivel em R[x], mas



redutivel em C[x ], fato que serd analisado ao longo do texto e que conduz naturalmente ao Teorema
Fundamental da Algebra, resultado historicamente investigado por Euler e d’Alembert e demonstrado

por Gauss.

Por fim, toda a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores tera aplicacdo direta no Capitulo 4,
cujo foco serd o método das fracdes parciais. Nesse capitulo, os resultados sobre fatoracao serao
utilizados para decompor fungdes racionais em fracbes mais simples, por meio da apresentacao de
diversos exemplos, reforcando a conexao entre algebra e célculo e evidenciando o papel central da

fatoracao na resolucdo de problemas matematicos.



CAPITULO 2

Numeros Reais e Complexos

Este capitulo tem como objetivo apresentar e organizar os principais conceitos e propriedades
dos conjuntos dos nimeros reais e complexos, que constituem a base algébrica necessaria para o
estudo de polindbmios e de técnicas de fatoracao desenvolvidas nos capitulos seguintes. A abordagem
adotada é de caréter didético, buscando reforcar ideias fundamentais que frequentemente aparecem
de forma implicita no ensino basico, mas que sao essenciais para uma compreensao mais profunda

das manipulagdes algébricas.

Inicialmente, sao discutidas as propriedades algébricas e de ordem dos nUmeros reais, com én-
fase em suas consequéncias operatdérias. Nesse contexto, além da revisdo de produtos notaveis e
do conceito de raiz quadrada no conjunto dos reais, mostra-se como tais propriedades fundamentam
procedimentos classicos do ensino médio, em particular o método de resolucao de equacdes lineares
do tipo ax + b = c. Dessa forma, evidencia-se que esse método ndo constitui uma simples regra ope-
racional, mas resulta diretamente da aplicacdo sistematica das propriedades algébricas dos nimeros
reais. Destaca-se a importancia dos produtos notaveis na simplificacdo de expressodes algébricas e

na fatoracdo de polindmios, temas que serdo explorados de maneira sistematica no Capitulo 4.

Em sequida, introduz-se o conjunto dos nimeros complexos, motivando sua construcdo a partir da
impossibilidade de resolver certas equacdes polinomiais no conjunto dos nimeros reais. Sdo apre-
sentadas suas principais propriedades algébricas, destacando que muitos resultados vélidos em R,
como os produtos notaveis e os procedimentos de resolucao de equacoes lineares, permanecem va-
lidos em C. Em particular, serd mostrado que o método de resolucdo da equacéo az + b = ¢, com
a,b,c € C e a # 0, decorre das propriedades algébricas desse conjunto. Discute-se também o con-
ceito de raiz quadrada no conjunto dos nimeros complexos, ampliando as possibilidades de fatoracao

de polindmios de grau maior ou igual a dois, o que serd fundamental para os resultados do Capitulo



Apresenta-se ainda a forma polar dos nimeros complexos, ressaltando seu papel na interpretacao
geométrica e na realizacdo de calculos envolvendo poténcias e raizes. Por fim, sdo introduzidos
os conceitos de Anel e subanel no contexto do conjunto dos nimeros complexos, fornecendo uma
linguagem algébrica adequada para compreender de forma unificada as estruturas envolvidas no
estudo de polindbmios e suas fatoracdes. O capitulo é encerrado com exercicios de fixacdo, que visam

consolidar os conceitos apresentados e preparar o leitor para os capitulos subsequentes.

2.1 Numeros Reais

O Conjunto dos Numeros Naturais é a sequéncia mais bdsica e intuitiva da matematica. Sua
origem esté profundamente ligada a necessidade pratica da humanidade de contar e quantificar ob-

jetos. Representamos esse conjunto pelo simbolo N. E o conjunto dos nUmeros naturais é

N={1,2,3,4,5,6,7,8,...},

tal que para quaisquer a e b naturais, temos que a+b e a-b também é natural, chamamos a operagao

+ de adicao e, - de multiplicacao.

Em seguida, temos o Conjunto dos Numeros Inteiros, que surgem pela necessidade de repre-
sentar déficits, perdas e quantidades opostas. Assim, neste conjunto teremos os niumeros naturais

acrescidos do zero e dos niumeros negativos. Logo,

z=1{.,—3,-2,—1,0,1,2,3,...}.

Neste conjunto sao definidas as operacdes de soma, diferenca e produto, e a operacao de quaisquer

a e b inteiros, o resultado é inteiro.

A histéria dos nimeros racionais esta diretamente ligada com a ideia de problemas de medicao e

partilha. O Conjunto dos Numeros Racionais é

Q={§Ipeq€Z,q#0}-

As operacdes de adicao, multiplicacao, subtracao e divisao estao bem definidas nesse conjunto. Da-

dos dois nimeros racionais § e 3, a soma é definida como 7 + 5 = %, e a multiplicacéo é definida



a,c_ ac
como -5 =34

Observe que, N C Z C Q, pois todo niumero natural é inteiro pela propria definicao de Z, e podemos
escrever todo nimero inteiro como uma fragao. Por exemplo, os inteiros —3 e 5 podem ser escritos na
forma de fracao como _TB e % respectivamente. Dessa forma, verificamos que a inclusao realmente

acontece.

Por ultimo, temos o Conjunto dos Numeros Irracionais (I), que sdao os nimeros que ndo po-
dem ser escritos como ndmeros racionais, ou seja, nao podem ser expressos como a razao de dois
nameros inteiros. A descoberta dos nimeros irracionais abalou os alicerces da matematica. A sua
origem esta intimamente ligada ao Teorema de Pitdgoras. Os pitagéricos eram uma sociedade em
que acreditavam que tudo podia ser expresso por razdes de numeros inteiros, mas aplicando o Te-
orema de Pitdgoras a um triangulo retangulo de catetos 1, encontraram V2 como a hipotenusa. E
posteriormente, descobriram que v/2 é incomensurével, assim encontraram um ndmero que nao era

racional [Boyer e Merzbach 2019].

Como exemplos, temos V2erm E importante ressaltar que as operacdoes de soma, de multi-
plicacdo, de subtracdo e de divisao entre nimeros irracionais nem sempre é irracional. Note que,

V2 —4/2=0 é racional.

Assim, podemos definir o Conjunto dos Numeros Reais como a unido do conjunto dos nimeros

racionais com o conjuntos dos nUmeros irracionais.

R=QuUI

em que para dois nimeros reais temos que a operacao de adicao é definida como a+ b e a operacéo

de multiplicacao, a- b ou ab.

Vamos assumir validas as seqguintes propriedades dos nimeros reais.

Teorema 1. Para quaisquer a, b e ¢ € R, temos que se satisfazem as seguintes propriedades:
Propriedades da adicao

1. Fechamento:a+beR
2. Comutatividade: a+b=b+a

3. Associatividade: (a+b)+c=a+(b+¢)



4. Elemento neutro: existe, e é Unico,0 € Rtalquea+0=a

5. Inverso aditivo: para todo a existe, e é Unico, —a tal que a + (—a) =0
Propriedades da Multiplicacao

1. Fechamento: a-b€R

2. Comutatividade: a-b=b>b-a

3. Associatividade: (a-b)-c=a-(b-c)

4. Elemento neutro: existe, e é Gnico, 1 € R, 1#0,talquea-1=1-a=a

5. Inverso multiplicativo: para todo a # 0 existe, e é Unico, % tal que a - % =1.

Propriedade distributiva

1. Distributividade: a-(b+c)=a-b+a-c

2.1.1 Potenciacao

A seqguir, apresentaremos a definicdo de potenciacdo para nimeros reais. A potenciacdo é uma
operacao matematica em que fazemos o produto de um mesmo fator (mesmo nimero) repetidas

vezes, facilitando a escrita e o entendimento de certas situacoes.
Exemplo 2. O produto 5-5-5-5-5-5 escrito na forma de poténcia é 5°.

Definicdao 3. Seja a um numero real. Definimos as poténcias a” com n inteiro, n > 0. Ponhamos

al=aea’=1, sea#0. Supondo a" definido, defina

onde o nimero real a é chamado de base e o nimero n + 1 é chamado de expoente.

Exemplo 4. Pela definicao, temos que

21 =2
22=2".2
22 =22.2



Teorema 5. Paraa,b € R e m,n € N as seguintes propriedades sdo validas:

3. (@™)'=a™

4. (ab)" =a"b"

Demonstracao.

Para as demonstracdes que faremos a seguir, utilizaremos a definicao de potenciacao.
1. Temos que

a"=a-a-a--rara a'=a-a-a---a-a
~—_—— —_——

mvezes nvezes
am-an —_— a-a-a---aca-a-a-a---a-a
N A 7
vV vV
mvezes nvezes
— a-a-da- “e -a-a
N 7
v
(m+n)vezes
— am+n

2. Observe que, como a” estd no denominador, entédo a” é diferente de zero. Como a" # 0, temos
que a # 0.
Agora,

a®=a-a-a-...ra e a"=a-a-a-...-a
— —
mvezes nvezes

Vamos supor sem perda de generalidade que m > n. Calculando o quociente entre esse dois

numeros temos que

mvezes

A\

m 7~

a a-a-a-ra-a-a-...-a-a

anm a-a-a-...-a
~—

nvezes
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Cancelando o termos iguais,

mvezes
A

a™ a-a-a-a-a-a-...-a-a
an a-a-a-...-a
~—_———
nvezes
mvezes
_ aa-a-a-a-a-...-ad-d
a-a-a-...-a
—_———
nvezes
Assim, o numerador ficar com m — n fatores. Portanto,
a™ _
- = gmm
an
3. Observe que,
(am)n = q"-q"-qm- .qa™-q™
v ~
nvezes
— am+m+m+...+m
E temos n parcelas de m. Logo,
(am)n — amn

4. Usando o fato de que a potenciacao é o produto de fatores iguais, segue que

(ab)" = ab-ab-ab-ab-...-ab

nvezes

Como sdo numeros reais, podemos utilizar a propriedade comutativa

(ab)' = g-a-a-...-a-b-b-b-...-b

~~
nvezes nvezes

— anbn

Observacdo 6. Suponha a € R, com a # 0. Ja definimos a" para todo inteiro n > 0, estabelecendo as

11



n -1 -1 -1 -1 -1

propriedades usuais das poténcias. Paran < 0,coma # 0, definimos: a™"=a " -a " -a  -...-a " -a

nvezes

Dessa forma, a poténcia a™ fica definida para todo m € Z. Além disso, todas as propriedades demons-

tradas para a", com n > 0, continuam validas para a™ , para todo inteiro m.

2.1.2 Raiz quadrada

Anteriormente, vimos pelo Teorema 1 que é possivel somar, subtrair, multiplicar e dividir dois
numeros reais, obtendo sempre outro nimero real. Em seguida, definimos a potenciacdo no conjunto
dos nimeros reais. Agora, daremos continuidade ao estudo introduzindo a definicdo de raiz quadrada
de um numero real. A importancia desse conceito nesta dissertacao decorre do fato de que a raiz
quadrada surge naturalmente na aplicacdo da férmula quadrética para a resolucdo de equacdes do

segundo grau.

Definicdao 7. Dado um ndmero real a > 0, a raiz quadrada de a, denotada pode 4/a, é o Unico nUmero

real b > 0 tal que b? =a.
Exemplo 8. V4=2,pois2>0e22=4
Exemplo 9. V0=0,pois0>0e0?>=0

Observacdo 10. Por definicdo, 4/a denota sempre o valor ndo negativo.

Observacdo 11. A equacdo x? =a (com a > 0) tem duas solucdes: x = y/a e x = —,/a.
Exemplo 12. x? =9 tem solucdes x = 3 e x = —3, mas v9 = 3 (apenas).

Observacdo 13. Se a < 0, ndo existe raiz quadrada real de a. O motivo é que para qualquer b € R,

temos b? > 0.

2.1.3 Produtos notaveis

Nesta secao, exploraremos como a propriedade distributiva e a potenciacao sao usadas para de-
senvolver produtos notaveis. Estes sdo multiplicacdes entre expressoes algébricas que seguem pa-
droes especificos e frequentes. Seu conhecimento elimina a necessidade de célculos termo a termo,

sendo ferramentas essenciais para simplificar expressdes, resolver equacodes e fatorar polinémios.

Definicdao 14. Chama-se identidade toda igualdade verdadeira para quaisquer valores das variaveis

envolvidas, dentro de um determinado conjunto numérico.
Teorema 15. Dados a, b € R. As sequintes identidades algébricas sdo validas

12



1. Quadrado da soma: (a + b)? = a? + 2ab + b?

2. Quadrado da diferenca: (a — b)? = a®> —2ab + b?

3. Produto da soma pela diferenca: (a + b)(a — b) = a* — b?
4. Cubo da soma: (a + b)® = a®+ 3a?b + 3ab? + b*

5. Cubo da diferenca: (a —b)®> = a® — 3a®b + 3ab?—b?

6. Soma de cubos: (a+ b)(a®>—ab + b?)=a® + b3

7. Diferenca de cubos: (a — b)(a®+ab + b?)=a®—b*

Demonstracao. Faremos a demonstracdo de alguns produtos notaveis, as demais sdo de forma

analoga.

1. Dado que a e b sdo nimeros reais, queremos calcular (a + b)?.

Pela definicao de potenciacdo de nimeros reais, temos que

(a+b)?=(a+Db)a+b)

Aplicando a propriedade distributiva, segue que

(a+b)? = ala+b)+bla+b)

= a’+ab+ab+b?

Somando os termos semelhantes, temos o resultado

(a+ b)* = a®+ 2ab + b?

2. Dado que a e b sdo nimeros reais, queremos calcular (a + b)(a —b)

Pela propriedade distributiva, temos que

(a+b)a—b) = ala—b)+b(a—>b)

= a’—ab+ab—b?

13



Observe que, —ab e ab sao simétricos. Portanto,

(a+b)(a—b) = a*— b?

3. Dado que a e b s&o niimeros reais, vamos determinar o produto (a + b)(a? —ab + b?)

Pela propriedade distributiva, segue que

(a+b)a?—ab+b?) = a(a®—ab+b?*)+b(a®—ab+b?)

= a®—a’b+ab*+a*b—ab’*+b®

Aqui observamos que —ab? é o simétrico de a®b, e ab? é o simétrico de —ab?. Portanto,

(a+b)a?—ab+b?)=a’+b°

2.1.4 Solucao de equacoes lineares de uma incognita em R

Nesta secdao, mostramos que o método usual de resolucao de equacgoes lineares do tipo
ax+b=c,
coma,b,c € R e a # 0, decorre diretamente das propriedades algébricas dos nimeros reais, ndo se
tratando, portanto, de uma simples regra operatoéria.

Recordemos inicialmente duas propriedades fundamentais dos nimeros reais.

Proposicao 16. Sejam a,b,c € R. Se a = b, entéo:

l.a+c=b+g;
2. ac = bc.
Essas propriedades garantem que a igualdade é preservada quando somamos um mesmo numero

real a ambos os membros de uma equacao ou quando multiplicamos ambos os membros por um

mesmo numero real.
Proposicao 17. Sejam x,s,t € R. Das propriedades anteriores, seguem as seguintes consequéncias:
1. Sex+s=t, entao
(x+s)+(=s)=t+(-s),
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donde obtemos

X =t—s.

2. Sexs=tes#0,entdo

0 que implica

Esses resultados justificam as operacdes conhecidas como “passar para o outro lado subtraindo” ou

“dividindo pelo coeficiente”, frequentemente utilizadas no ensino basico.

Consideremos a equacao

ax+b=c,

com a # 0. Aplicando as propriedades anteriores, somamos —b a ambos os membros, obtendo

ax=c—b.

1

Em seguida, multiplicamos ambos os membros por a™*, o que resulta em

=
Il

Assim, o método usual de resolucao da equacao linear em uma incégnita é uma consequéncia direta

das propriedades algébricas dos nimeros reais.

2.2 Numeros Complexos

Na escola, aprendemos que cada nimero real pode ser representado por um ponto em uma reta.
Primeiro, marcamos o zero. Depois, escolhemos uma medida qualquer para representar a unidade.
E definindo as operacdes de soma e multiplicacao podemos determinar qualquer outro ponto dessa

reta.

Uma pergunta interessante surge: sera que podemos fazer algo parecido com pontos no plano?
Isto &, serd possivel criar regras de soma e multiplicacao entre pontos do plano que funcionem tdo

bem quanto as dos niumeros reais?

A resposta é sim! Se imaginarmos a reta real como o eixo horizontal de um plano cartesiano,
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podemos definir operacdes que permitem somar e multiplicar pontos desse plano. O resultado des-
sas operacoes serd sempre outro ponto do plano. Dessa forma, generalizamos as operacdes dos
nUmeros reais para o plano, criando o que chamamos de nimeros complexos. Esse novo conjunto
mantém todas as propriedades importantes da soma e multiplicacdo que conhecemos dos nimeros

reais [Neto 2016].

Definicao 18. Considere o seguinte conjunto:

C={(a,b)|aeReb R}

com as seguintes operacdes de adicao e multiplicacao:

e (a,b)®(c,d)=(a+c,b+d),
* (a,b)®(c,d) =(ac—bd,ad + bc),
onde + e - séo, respectivamente, as operacdes de adicdao e multiplicacdo entre nimeros reais. E

ainda, a relagdo de igualdade é dada quando para (x,y),(a,b) € C, entdo (x,y) = (a,b) se, e

somentese,x =aey =>hb.

Exemplo 19. Sejam (2,3) e (4,5) elementos do conjunto C, entao
(2,3)®(4,5)=(2+4,3+5)=(6,8)

(2,3)©(4,5)=(2-4—3-5,2:54+3-4)=(—7,22)

A seguir, apresentamos as propriedades que o conjunto C, munido dessas duas operacoes, satis-

faz.

Teorema 20. Para todos a,b,c,d,e, f € R, temos que se satisfazem as seguintes propriedades:

Propriedades da adicao

1. Fechamento: (a,b)® (c,d) e C

2. Comutatividade: (a,b)® (c,d) =(c,d) ® (a, b)

3. Associatividade: [(a,b)® (c,d)]®(e,f)=(a,b)®[(c,d)® (e, f)]

4. Elemento neutro: existe, e é Unico, (0,0) € C tal que (a, b) ® (0,0) = (a, b).

5. Elemento inverso: para todo (a, b) existe, e é Unico, (—a,—b) tal que (a, b) ® (—a,—b) = (0, 0).
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Propriedades da Multiplicacao

1. Fechamento: (a,b)®(c,d) e C
2. Comutatividade: (a,b)® (¢,d) =(c,d) ®(a, b)
3. Associatividade: [(a,b) ® (c,d)]®(e,f) =(a,b) ®[(c,d) ® (e, f)]
4. Elemento neutro: existe, e é Unico, (1,0) € C tal que (a, b) ®(1,0) =(a, b).
5. Inverso multiplicativo: para todo (a, b) # (0,0) existe, e é Unico, (azj‘:—bz,—cﬂ%ﬂ) tal que (a,b) ®
(#‘[,2:_#) = (11 O)
Propriedade distributiva
1. Distributividade: (a,b) ®[(c,d)® (e, f)] =[(a,b)® (c,d)]®[(a,b) ® (e, f)]

Demonstracao:

1. Temos pela definicdo da adicdo que (a,b) ® (c,d) = (a + ¢, b + d), mas observe que estamos
somando numeros reais com numeros reais em cada coordenada, logo o resultado é um ndmero

real. Portanto, (a+c¢,b+d)€C

2. Pela definicdo da adicdo e pelo fato de que nimeros reais comutam, temos que

(a,b)®(c,d) =(a+c,b+d)
=(c+a,b+d)
=(c,d)®(a,b)
3. Pela definicao da adicdo, e ainda, pela comutatividade e associatividade de nimeros reais, se-

gue que

[(a,b)@(c,d)]®(e,f)=(a+c,b+d)® (e f)
=(a+c+e,b+d+f)
=(a+(c+e),b+(d+f))
=(a,b)®(c+e,d+f)
=(a,b)@[(c,d)@® (e, f)]
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10.

(a,b)®(c,d) = (a+c, b+d), como queremos que o resultado seja (a, b), tomemos (¢,d) = (0, 0),
pois 0 é o elemento neutro da adicdo de nimeros reais. Assim, o elemento neutro da adicdo é
(0,0).

Para mostrar a unicidade, basta supor que existam dois elementos neutros. Sejam (0,0) e

(0’,0") elementos neutros da adicdo, temos que (0,0) = (0,0) & (0’,0") = (0’,0").

(a,b)® (c,d) = (a+c,b+d), como queremos que o resultado seja (0,0) e como é soma de
ndimeros reais, basta utilizarmos os inversos reais de a e b. Assim, (c,d) = (—a,—b). Para
demonstrar a unicidade, suponha que (c,d) e (e, f) sejam ambos inversos aditivos de (a, b).

Assim,

(c,d)=(c,d)®(0,0) = (c,d)@[(a,b)® (e, f)] = [(c,d)®(a,b)]® (e, f) = (0,0)® (e, f) = (e, f).

Pela definicdo da multiplicacéo, temos que (a,b)®(¢,d) = (ac—bd,ad + bc), como a, b, ¢, d sdo

numeros reais, o resultado também é um numero real. Logo, (ac —bd,ad + bc) € C

. Observe que pela definicao, (a, b)®(c,d) = (ac—bd,ad+bc) e (c,d)®(a,b) = (ca—db,da+cbh)

o resultado segue do fato de nimeros reais serem comutativos.

. Aplicando a definicao de multiplicacao, segue que

[(a,b)®(c,d)]® (e, f) =(ac—bd,ad + bc) @ (e, f)
= ((ac — bd)e — (ad + be)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e)
= (ace— bde —adf — bcf, acf — bdf +ade + bee)
= (a(ce—df)—b(de+cf),b(ce—df)+alcf +de))
=(a,b)o[(c,d) o (e, f)]

(a,b)®(c,d) =(ac—bd,ad + bc) = (a, b), usando a igualdade entre niimeros complexos temos
queac—bd=aead+bc=0>b
Neste momento, estamos tratando de nimeros reais. Dai, para que a igualdade ocorra tomemos
c=1led=0.
Logo, o elemento neutro da multiplicagdo entre nimeros complexos é (1,0).
Para demonstrar a unicidade, suponha que existam dois elementos neutros, (1,0) e (1’,0).
Temos que (1,0)=(1,0)®(1,0)=(1-1"—0-0,1-0'+0-1") = (1/,0').

ac—bd= 1

(a,b)®(c,d) =(ac—bd,ad + bc) = (1,0), pela igualdade de temos que resol-
ad+bc= 0
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b

i —_a_ —__b
vendo esse sistema temos que ¢ = iz e d = — 5.

11. Pela esquerda da igualdade temos que (a,b) ® [(c,d) ® (e, f)]
Assim, (c,d)®(e,f)=(c+e,d+f).

Multiplicando por (a, b), temos que

(a,b)o(c+e,d+f)=(alc+e)—b(d+f), ald+f)+ b(c+e))
= (ac+ae—bd—bf, ad +af + bc + be)

Agora pela direita da igualdade,

[(a,b)o(c,d)]®[(a,b)®(e,f)]=(ac—bd, ad + bc)® (ae—bf, af + be)
=(ac—bd+ae—>bf, ad+ bc+af + be)
= (ac+ae—bd—bf, ad +af + bc + be)

Logo, podemos concluir que o resultado é o mesmo.

2.2.1 O conjunto dos numeros reais é um subconjunto dos nimeros comple-

XO0S

Como dito anteriormente, podemos identificar nUmeros da reta real como pontos que pertencem
ao eixo horizontal de um plano cartesiano, ou seja, identificamos o nimero real x como o ponto (x,0).

Essa associacdo define uma funcao bijetora f : R - R’ ¢ C, onde R’ = {(a,0) | a € R}.

Figura 2.2.1: Identificacdo entre R e R’

Fonte: lezzi (2013, p. 7)

Utilizando as definicbes de soma e multiplicacao em C temos que:
(x,0)® (y,0)=(x+y,0)

(x,0)@(y,0) =(xy,0)
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Assim, temos como resultado as operacdes usuais em R. Dessa forma podemos concluir que os
numeros reais formam um subconjunto de C. Em outras palavras, ao tomarmos pontos desse eixo
horizontal e aplicarmos as operacdes definidas em C, obtemos os mesmos resultados que quando

operamos 0s nUmeros reais.
Exemplo 11. Os numeros reais 5 e —7 s&o identificados no plano como (5,0) e (—7,0). Assim,
usando as operacdes de soma e produto em C:
E com as operacdes definidas em R:
5+(=7)=-2
5-(=7)=-35
Logo, verificamos que as operacdes de soma e produto de C restritas ao eixo horizontal se com-

portam como as operacoes de soma e produto definidas em R, e que quando operamos pontos nesse

eixo obtemos como resultado pontos no préprio eixo.

2.2.2 Forma algébrica

A seguir, apresentamos outra forma de representar um nimero complexo: a forma algébrica.
Essa representacao é vantajosa por manter uma analogia direta com as operacdes dos nimeros
reais, o que facilita o aprendizado e a familiaridade. Por esse motivo, ela € amplamente utilizada no
estudo dos nimeros complexos e é frequentemente o ponto de partida adotado por professores da

educacao bésica.

Devido a identificacdo indicada na secao acima, podemos simplificar a notacao, tratando o nimero

complexo (a,0) simplesmente como a. Assim, por exemplo:

* (1,0) é identificado com 1,

e (—1,0) é identificado com —1.
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Introduzimos a unidade imaginaria i, definida como i = (0, 1). Calculando i?:

i2=i®i=(0,1)®(0,1)
=(0-0—1-1,0-1+1-0)

= (~1,0)=—1.

Portanto, obtemos a igualdade fundamental i? = —1, que é amplamente usada na prética.

Podemos mostrar que qualquer nimero complexo (0, b) pode ser escrito como:

(0,b)=(b,0)®(0,1)=0b"1i.

Assim, para um ndmero complexo (a, b), temos:

(a,b)=1(a,0)®(0,b)
=(a,0)®((b,0)©(0,1))

=a + bi.

A expresséo a + bi é chamada de forma algébrica do nimero complexo (a, b). A partir de agora,
utilizaremos a forma algébrica. Verificamos que as definicdes de adicdo e multiplicacdo sdo consis-

tentes com essa representacao:

* Adicao: Originalmente, (a,b) ® (c,d) = (a+c, b+ d). Na forma algébrica:

(a+bi)+(c+di)=(a+c)+(b+d)i.

* Multiplicacdo: Originalmente, (a, b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc). Na forma algébrica, usando

(a + bi)(c +di) = ac + adi + bci + bdi?

= (ac—bd) + (ad + bc)i.

Ambas as formas preservam as operacdes, mas a forma algébrica é mais vantajosa por permitir
trabalhar com operagdes analogas as dos nUmeros reais. Por isso, utilizaremos os simbolos + e - para

representar a adicao e a multiplicacao entre nimeros complexos.

Com a definicdo da unidade imaginaria, podemos resolver a equacéo x?+ 1 = 0. No conjunto dos

ndimeros complexos:
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* i é uma raiz, pois i = —1,

* —i também é uma raiz, pois (—i)? =i% = —1.

Portanto, as solugbes sdo x =i e x = —i.

2.2.3 Operacoes de diferenca e divisao

Definicao 21. Dados dois nimeros complexos, 2 =a+ bi e w =c+ di. A diferencadez—w é

z—w=(a+bi)—(c+di)=(a—c)+(b—4d)i.
Exemplo 22. (4+3i)—(5+4i)=(4—5)+(83—4)i=—1—1.
Exemplo 23. (1+i1)—(1—-)=(1-1)+(1—(-1))i = 2i.

Definicao 24. Dados dois nimeros complexos, 2 = a + bi e w = ¢ + di. A divisdo entre z e w, com

7 E —1
w# 0, é dada por > ou zw™ .

Agora vamos definir o conjugado de um numero complexo, ele é utilizado para simplificar calculos.

Definicao 25. Para z = a + bi € C, denotamos por z o complexo z = a — bi e 0 denominamos o

conjugado de z. Em particular, temos z=z2.
Exemplo 26. O conjugado do niumero complexo 2+ 3i é 2+ 3i =2 — 3.

Observacdo 27. O produto de z = a + bi e seu conjugado z = a — bi é o nimero real a® + b2.

22 = (a + bi)(a — bi)
=a(a— bi) + bi(a — bi)

= a? —abi + abi — b?i®

como abi é —abi sdo simétricos e usando o fato de que i2 = —1, segue o resultado

2z =a’+b?
Observacdo 28. Vamos determinar o inverso de z. Para isso vamos denotar no inverso de z como 2+

1
ou z"
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O inverso de g é um nUmero tal que,

z-271=1

1

Usando z =a+ bi ez~ = c+di, seqgue que

(a+bi)(c+di)=1
(ac—=bd)+(ad+bc)i=1

Usando a igualdade entre nimero complexos, temos que

ac—bd=1

ad+bc=0

Isolando d na segunda equacao, d = _Tbc e substituindo na primeira

dai,

Multiplicando por a

Colocando ¢ em evidéncia e isolando-o

_a
a2+ b2
Agora podemos determinar o valor de d
q= bc b a b
a a a?+ b2 a2+ b2
Portanto,
. a b ;
a’+b2 a?+b?
1 a—bi
a?+ b2
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Observe que, 27! tem em seu numerador 0 z e em seu denominador o produto de z e Z.

Observacdo 29. Dados z =a+ bi e w =c +di, com w # 0, temos que

E_ac+bd bc—adi
w  c2+d2  c2+d2

g 14 1 14D 20 _ -
Exemplo 30. == =15 "17=—3 =1

2+43i  1+i _ —1+5i _ 1 , 5.
Exemplo 31. 5= -7 = —— =—3 + 31

2.2.4 Potenciacao

De modo anédlogo a potenciacdo em nUmeros reais, estendemos agora essa operacao para o con-

junto dos nimeros complexos.

Definicdao 32. Como os numeros complexos possuem a propriedade das associatividade com relacdo

a multiplicacdo podemos definir 2", paraz € Cen €N, comoz! =z e

Z"=g-2-...-2
—_——
nvezes

paran> 1.

Exemplo 33. Pela definicao e pela associatividade, temos que

2=(z-2)z2=2% 2

Teorema 34. Para todos z,w € C\{0} e m,n € N valem

m+n

N
|N
Il

[N
3
1

3. (Zm)n — Zmn

4, (zw)" =g"w"

2.2.5 Raiz quadrada

Nos numeros complexos, todo nimero possui raiz quadrada. Diferente do que ocorre nos reais,

onde apenas nUmeros ndao negativos tém raiz quadrada, no conjunto C qualquer nimero admite
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exatamente duas solucdes para a equacdo w? = z. Por isso, estudar a raiz quadrada em C significa
entender como encontrar esses dois valores e como eles dependem do médulo e do argumento do

nimero complexo.

Definicao 35. Seja z € C. Dizemos que w € C é uma raiz quadrada de z se

A equacdo w? = z possui sempre duas solucdes em C, chamadas de raizes quadradas de z. Esses

dois valores sao opostos entre si.

Para calcular diretamente a raiz quadrada de um nimero complexo na forma z = x + yi, podemos
procurar um nimero w = a + bi tal que w? = z. Igualando as partes real e imaginaria, obtemos um
sistema de equacgdes que permite encontrar a e b. Esse método é pratico e evidencia como as duas

raizes surgem naturalmente da solucdo do sistema.

Problema 36. Dado z = x + yi € C, queremos encontrar todas as solugdes w = a + bi € C tais que
2

we=zg.
Solucao.
Temos que
w? = g
Logo
(a+bi)* = x+yi

Expandindo o lado esquerdo

a?+2abi+ (bi)* = x+yi

a*—b*+2abi = x+yi
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Igualando partes real e imaginaria, obtemos o sistema

a?—b*> =x (1

2ab =y (2)

Queremos a e b em funcdo de x e y. Usando a identidade (a2 + b?)? = (a®? — b?)? + (2ab)?, obtemos:

(@®+b%)? = x*+y%

Logo,

a’+b% = /x2+y2 (3)

Somando e subtraindo as equacdes (1) e (3),

) x24+y2+x
20 =vV/x2+y2+x = a::lz\—2

) Vxi+yr—x
2b° =/ x2+y2—x = b:i\—z

Como 2ab = y, os sinais de a e b devem ser escolhidos de modo que 2ab tenha o mesmo sinal de y.

Assim, a expressdo geral para as raizes quadradas dez =x + yi é

Vx2+y2—x

2 2 ’

vz o= % \Jm+isgn(y)\l

onde sgn(y) é o sinal de y.

Exemplo 37. Determine V1.
Solucao.

Dado z =i, temos que pela expressdo dada anteriormente x =0, y =1e y/x2+ y2=1.
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Assim,

Portanto, concluimos que todo nimero complexo possui exatamente duas raizes quadradas, gue
sao opostas entre si. Sabendo disso, vamos revisitar a formula resolutiva das equacdes do segundo

grau e analisar o caso em que o discriminante é negativo.
Exemplo 38. A equacdo az?+bz+c =0, com a, b, c € C possui exatamente duas raizes complexas.
Demonstracao.

Primeiro, dividimos por a, com a # 0,

b c
Z+—-z+— = 0
a a
Agora devemos completar quadrado:
2 bZ
2?+-z+—+c—— = 0
a 4a? 4q?
( b )2 b? —4ac
2+ —| = ——
2a 4qa?
Extraindo as raizes quadradas:
b v b2 —4ac
2+ — = *x—m
2a 2a
Logo, ao isolar
—b =+ vb2—4ac
z = .
2a
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Observe que, no lado direito da equacao, aparecem apenas operacdées com numeros complexos,
como soma, subtracdo, multiplicacao, divisdo e potenciacao, as quais ja foram estudadas e demons-
tradas como validas em C. Além dessas operacgdes, surge a raiz quadrada, que agora sabemos existir
para todo nimero complexo e possuir exatamente duas raizes. Desse modo, concluimos que toda

equacao do segundo grau com coeficientes complexos possui exatamente duas raizes em C.

2.2.6 Produtos Notaveis

Embora os produtos notaveis sejam usualmente estudados para numeros reais, eles também se
aplicam aos nUmeros complexos. Nesta secdo, generalizaremos essas identidades para o plano com-
plexo, demonstrando sua utilidade na fatoracao de polinbmios, um tépico avancado, mas fundamen-

tal.

Teorema 39. Para z,w € C, temos:

1. Quadrado da soma: (z +w)? = 22 + 2zw + w?

2. Quadrado da diferenca: (z —w)? = 2% — 2zw + w?

3. Produto da soma pela diferenca: (z + w)(z —w) = 22 — w?
4. Cubo da soma: (z +w)® =2° + 322w + 3zw? + w?

3

5. Cubo da diferenca: (z —w)® = 2° — 32w + 3z2w? —w

6. Soma de cubos: (z+w)(z2—zw+w?) =23 +n?

N

Diferenca de cubos: (z —w)(2? +zw +w?) = 2% —w?

Demonstracao. Neste momento, focaremos nas demonstracdes do quadrado da soma, do produto
da soma pela diferenca e do cubo da soma. Os outros produtos notdveis seguem ldgica similar,

bastando ajustar os sinais.

1. Dados z e w nimeros complexos, queremos mostrar que

(z +w)? =22 + 22w + w?

Pela definicao de potenciacdo de nUmeros complexos, temos que

+w)l=(E+w)(z+w)
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Usando a propriedade distributiva, segue que

(z+w)* = z(z+w)+w(z+w)

= 22+zw+zw+w2

Somando os termos semelhantes, temos como resultado

(z +w)?* = 2%+ 22w + w?

2. Dados z e w nimeros complexos, queremos mostrar que (z + w)(z —w) = 22 —w?

Pela propriedade distributiva, temos que

E+w)(z—w) = z(z—w)+w(iz—w)

= 22—gw+zw—w?

Observe que —gw é simétrico de zw, dai segue o resultado

(z+w)(z—w)=2>—w?

3. Dados z e w nimeros complexos, queremos mostrar que (z + w)? = 23 + 3z%w + 3zw? + w?

Pela definicdo de potenciacdo de nimeros complexos, temos que

(z+w) =(z+w)(z+w)?

O resultado de (z + w)*foi demonstrado anteriormente e é 22 + 2zw + w?. Assim,

(z+w)® = (z+w)(z? + 22w + w?)

Pela propriedade distributiva, temos que

(z+w)® = z2(2%+ 22w+ w?) +w(z? + 22w + w?)

= 2°422°w+z2w? + 2%w + 2z2w? + Wl

Note que, 2z%w e z?w sdo termos semelhantes, assim como zw? e 2zw?.
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Portanto, segue o resultado

(z+w)® =2°+32°w+ 3zw?* + w*
Exemplo 40. Sejamz=1+iew =2—1i. Calculemos 2> + w>.
A identidade da soma de cubos é 2% +w® = (z + w)(2? —zw + w?)

Primeiro, temos que

z+w=(1+i)+(2—1i)=3

Segundo,

2Z2=1+i)(1+i)=1+2i+i>

usando i =1.

O resultado de 22 = 2i.

Agora,

w?=(2—)2—i)=4—4i+i>=3—4i
E ainda,

gw=(1+i)(2—i)=2+i—i*=3+i
Logo,

22 —agw4+w?*=2i—(3+1i)+(3—4i)=—-3i

Por fim,

(z+w)(z2—zw+w?) =3 (=3i) = —9i
Portanto,
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22+ w = (z+w)(z% —zw+w?) = —9i

2.2.7 Plano Complexo

Podemos associar cada nimero complexo a um ponto no plano, o Plano Complexo. Assim, dado um
numero z = a+ bi, suas coordenadas sdo (a, b). Além disso, o 0 corresponde a origem e i corresponde
ao ponto (0,1).

Figura 2.2.2: Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss

Im

0 a Re

Fonte: Elaborada pelo autor com o auxilio do GeoGebra

O eixo horizontal do plano complexo é chamado de eixo real, e o eixo vertical é o eixo imaginario.

Note que, o eixo real é também a reta de nimeros reais.

Como o conjunto dos nimeros complexos é nao ordenado ndo temos como falar sobre “maior que”

ou “menor que”, entdo vamos definir o valor absoluto ou médulo de um nimero complexo.
Definicdo 41. Seja z = a + bi um nimero complexo. O moédulo de z, representado por |z|, € a

distancia da origem até z. Assim, usando o Teorema de Pitagoras, temos que |a + bi| = v a2 + b2.

Note que, o médulo de um ndmero complexo € um numero real maior ou igual que zero, assim

podemos comparar os médulos de dois nUmeros complexos.

Observacdo 42. E interessante notar que |a + bi|?> = a® + b? = (a + bi)(a — bi), ou seja, |z|* =2 - 7.

Teorema 43. Desigualdade Triangular: Sejam z e w nimeros complexos. Entdo

lz +w| < |z]|+ |w|

Demonstracao. Para a demonstracao vamos utilizar as seguintes propriedades do conjugado e

do médulo: |z|> =z -%, 2 =2 e 2+ 2 = 2Re(2).
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lz+wP>=(@E+w)(z+w)
=(@Z+w)(z+w)

=2z + (zw+ wz) + ww,

onde zw = zw = zw. Dai,

= |22+ |w|? + 2w + 2w

= |z|> + |w|?* + 2Re(zW)

Agora observemos que dado um numero complexo m = x + yi, temos que Re(m) = x < vx2 <

v/ X2+ y2 =|z|. Assim, segue que

<|z|*+ |w|]* + 2|zw]|
< lz|* + [wl* + 2|z]|w]
< lz|* + [wl* + 2|z]|w|

< (2] + lwl)?

Portanto, |z + w|? < (|z] + [w|)?
Dai, concluimos que |z + w| < |z| + |w].

Corolario 44. Sejam z e w numeros complexos. Entdo

2| = w| < [z —w|

Demonstracao.
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z2=w+(z—w)
2] =|w+(E—w)| < |w|+|z—w|
2] < |w| + |z —w|

|z| = w| < |z —w|

Corolario 45. Sejam z,,2,,...,2, numeros complexos. Entdo

|21 + 25+ ... + 2, < |z1| +125] + ... + |2,

Demonstracao. Inducao sobre n.
Caso base: Vamos verificar se é valido paran =1.
Para n =1, temos que |2z;| < |2;|. Logo, é véalido paran = 1.

Passo indutivo: Suponha que [2; + 2, + ... + 2,| < |21] + |25] + ... + |2,,| seja valida para algum n, com

n natural. Queremos mostrar que a desigualdade também ¢é vélida para n + 1.

Dado

|21 + 25+ ...+ 2, < 21| +125] + ... + |2,

Somemos |z,,| pela direita nos dois lados da desigualdade

|Zl +z2 +... +Zn| + |zn+1| < |zll + |22| +..+ |Zn| + |Zn+1|

Assim, o lado direita da desigualdade ja estd pronto. Agora basta analisar o lado esquerdo, ou seja,

gueremos mostrar que

|27 + 25+ .o+ 2, + 2,01 < 21 F 25+ oo+ 2, + 2044

Mas observe que z;+2,+...+2, resulta em um nimero complexo. Dai, basta utilizar a desigualdade

para dois nimeros complexos e assim concluimos a demonstracao.

Logo, vale paran+1.
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Figura 2.2.3: Forma polar de um nimero complexo

0 r cosl Re

Fonte: Elaborada pelo autor com o auxilio do GeoGebra

Portanto, pelo Principio da Inducdo Matematica, podemos concluir que |z, + 2, + ... + 2,| < || +

|2,] + ...+ |2,| é valida para todo n natural.

2.2.8 Forma polar ou forma trigonométrica

Definicao 46. Dado um ponto g = a + bi no plano complexo, podemos associar esse ponto com

coordenadas polares (r,0), onde r = |zg| = va2+ b2, a=rcosO eb=rsenb.

Assim, o ponto 2 = a + bi em coordenadas polares é

z=r(cosO +isenB)

onde r é chamado de médulo de z e 6 é chamado de argumento de 2.

Exemplo 47. A forma polar do nimero z = v3 +1i é z = 2(cos ¥ + isenZ). Pois, r = [z =

(v/3)2+ 12 =2, e ainda, cos O = ? esen® =3, logo 6 = Z.

Exemplo 48. Encontremos a forma polar de z = —5. Primeiro, vamos determinar r, r = |g| =
v/ (—=5)2 + 02 = 5. Agora determinemos 6, cos 0 = %5 =—lesenf = g =0, logo 6 = 7. Ent&o, temos

que z =5(cos T+ isenm) é a forma polar de g = —5.

Observacdo 49. Fixado o complexo z # 0, estdo fixados cos 6 e sen 6, mas o dngulo 6 pode assumir

infinitos valores. Assim, o complexo z # 0 tem argumento

0 = 6,+2km kez,
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onde 6,, chamado argumento principal de z, é tal que cos 6, = =, sen 6, = ? e 0< 6, < 2m. Frequen-

temente trabalhamos com 6, chamando-o simplesmente de argumento de z.

A seguir, estudar como o mddulo e o argumento de dois nimeros complexos, na forma polar, se

relacionam no produto e na divisao.

Proposicao 50. O médulo do produto é o produto dos médulos, e o produto dos argumentos é a

soma dos argumentos. Ou seja,

r1(cos0; +isen6,) - ry(cosO, + isenb,) = ryry(cos(6; + 0,) +isen(6; + 6,))

Demonstracao.

r1(cos0; +isen6,) - ry(cosO, +isen6,) = (rycos0; + ryisend,) - (rocos0, + ryisenb,)

=r,1,c0560,c050, + 1 r,icos0,sen0, + r ryisend,cos0, + r ryi*send;send,

=r,1ry(cos0;cos0, +icosO;senb, + isenb,cos6, —senb;senb,)

=r,1r,((cosO;cos0, —senb;senb,) + i(cos6,send, +senb;cosb,))

=r,ry(cos(0; + 6,) +isen(6, + 6,))

Proposicao 51. O mdédulo do quociente é o quociente dos mddulos, e o quociente dos argumentos

é a diferenca dos argumentos. Ou seja,

ri(cos0; +isen6;)

r .
= L (cos(6, — 0,) + isen(0; — 0
ro(cos6, +isen0,) rz(cos( 1 —6,) +isen(6, — 6,))
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Demonstracao.

ri(cos0; +isen6,) ri(cos6, +isend;) ry(cosO,—isenod,)
ro(cosO, + isen6,)  r,(cosb, +isenb,) r,(cosO,—isend,)

r, (cosO; +isen6;) - (cosO, —isen6,)
ry cos20, —i%sen?0,

" . . .
= —(cos0,co0s0, —icosO;sen, + isend;cos, —i*sen6;send,)
I

r
= r—l(coselcose2 +sen6;sen6, +i(sen6,cos6, — cosO;senb,))
2

= ﬁ(cos(91 —0,)+isen(6; —06,)
Ta

Quando queremos fazer operacdes de potenciacao e radiciacao em C, a forma polar se mostra

mais pratica que a forma algébrica. A seguir, apresentaremos um teorema em nos ensina como

calcular poténcias de nimeros complexos usando a forma polar.

Teorema 52 (12 Férmula de De Moivre). Dados o nimero complexo z = r(cos 6 +isen 0), ndo nulo,

e o numero inteiro n, entdo

2" = r"(cosnb +isennf).

Demonstracao.

A demonstracdo serd feita em duas partes: a primeira para n natural, e estenderemos para o caso

em n é inteiro na segunda.
12 parte

A demonstracao da propriedade sera feito usando o Principio da Inducdo Finita sobre n natural.

Caso base:

Sen=1,entdoz' =r'(cos1-9 +isenl-0)=r(cosO +isenO)=z. Logo, a propriedade é vélida
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paran=1.
Passo indutivo:

Suponha que a propriedade seja valida para algum n natural. Queremos mostrar que a propriedade

também é valida para n+ 1.

Pela hipétese de inducao, temos que

2" = r*(cosnf +isennb)

Multiplicando por z =r(cos 6 +isen0)

2"z = [r"(cosnf +isennB)]-[r(cosO +isen0H)]

Usando a distributiva e organizando.

2" = r"(cos(n+1)0 +sen(n+1)0).

Assim, a propriedade também é valida paran + 1.

Portanto, podemos concluir que pelo Principio da Inducdo Finita a propriedade é vélida para todo n

natural.
22 parte
Vamos estender a propriedade paran € Z.
Sen=0,entdoz° =r%cos0-0 +isen0-0)=1ez’=(r(cosO +isenh))’ =1.

Sen <0, entdon=—m, com m €N, portanto a m se aplica a formula:

37



1
T ogm
_ 1
"~ rm(cosm6 +isenmb)
1 cosmf —isenm6

pm (cosmB +isenmB)(cosmO —isenm@O)
1 cosmB —isenmf

— cos2mbB +sen2mb
= r ™[cos(—mB)+isen(—mB)]

= r"(cosnf +isennB)

Exemplo 53. Calcular z° sendo z = 2(cos £ +isen %). Pelo Teorema 52, z° = 23(cos & + isen 2F).
Exemplo 54. Calcular z° sendo z =2 +1i-2+/3.

Primeiro, determinemos a forma polar de z = 2 +i-2+4/3. Assim, r = |z| = /22 +(24/3)? =
Vv4+12=+v/16=4, cos@z%z%esen@z%z@. Logo, temosr =4 e 0 = 3.

Portanto, z = 4(cos 5 +isen 3).

Segundo, aplicando o teorema, segue que

571 51
2> = 4°(cos— +isen—)
3 3
Note que, cos %“ = % e sen%’T = —‘/75. Dai,
571 571
2> = 4(cos— +isen—)
3 3
1 . 43
= #(=—i-—)
2 2

1 /3
= 1024(= —i£)
2 2

= 512—i-512+/3
Portanto, 2> =512 —1i-512+/3.

Anteriormente, vimos que todo niumero complexo possui exatamente duas raizes quadradas, que
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sao opostas entre si. Agora, passamos a estudar as raizes enésimas de um ndmero complexo, apre-

sentando um teorema que determina quantas sdo essas raizes e como calculd-las.

Definicdo 55. Dado um numero complexo 2, chama-se raiz enésima de 2, e denota-se {/z, a um

Vs n __
numero complexo g, tal que z; = z.

Vi=z, & z'=z

.
1 ¢ um valor de v1pois1® =1
1 . /3 , 3 . 1 . /3 3
Exemplo 56. | —1+i ¥ ¢ um valor de v1pois (—5 +1i 7) =1
3
t_%_i%g ¢ um valor de /1 pois (—%—i‘/?g) =1
2
§+i72 é um valor de /i pois (§+i§ =i
Exemplo 57. )
—%F—i%° € umvalor de Vi pois (—7 —17) =1

Teorema 58 (22 Férmula de De Moivre). Dados o nimero complexo z = r(cos 0 +isen6) e o nimero

natural n (n = 2), entdo existem n raizes enézimas de z que sdo da forma

z, = W[cog(9+k2—ﬂ)+isen(9+k2—ﬂ)}, k=0,1,2, ,n—1.

n n n n

onde {/r é um ndmero real positivo e k é um inteiro.

Demonstracao.
Determinemos todos os complexos g, tais que /z = z.

Se z;, = p(cos w + isen w), nossas incognitas séo r e w. Apliquemos a definicdo de v/z:

Vi=z, & zl=2z

entdo, p"(cosnw +isennw)=r(cosO +isenb)
Portanto, é necessério

1. p"=r = p = y/r, r é um nimero real positivo.
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2. cosnw = cosO esennw =sen O, logo nw = 6 + 2kn. Assim, w = % + k%".

Supondo 0 < 0 < 2m, vamos determinar os valores de k para os quais resultam valores de w

compreendidos entre 0 e 27.

0
k=0 = w=-—

n

6 2
k=1 = w=-— r

n n

0 27
k=2 = w=-+42-—

n n

0 271

k=n-1 = w=—+(n—1)—
n n

Estes n valores de w nao sdo congruentes por estarem todos no intervalo [0, 27[, portanto, ddo

origem a n valores distintos para 2.

Consideremos agora o valor de w obtido para k = n:

Este valor de w é dispensavel por ser congruente ao valor obtido por k = 0.
Fato andlogo ocorre k=n+1,n+2,n+3,...ek=-1,,—-2, -3, ...
Entdo, para obter todos os valores de 2, é suficiente fazerk=1,2,3,...,n—1.

Assim, podemos concluir que todo nimero complexo z ndo nulo admite n raizes enésimas distintas

as quais tém todas os mesmo mddulo (4/]z|) e argumentos principais formando uma progresséo
0

aritmética de primeiro termo - e razao 27”
Exemplo 59. Calcular as raizes quadradas de —1.
Temosz=—1,entdor=1e 6 = .

De acordo com o Teorema 58, temos:
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2, = ﬁ[cos(g+kn)+isen(g+kn)], keo,1
k=0 = zozl[cosz+isenﬁ}=i
2 2

s . T .
k=1 = zlzl[cos (§+Tc)+lsen (§+77:)]=—1

Portanto, as raizes quadradas de —1 sdo i e —i.

Exemplo 60. Calcular as raizes clbicas de 8.
Temos z =8, entdor=8e 6 =0.

Pela férmula, temos que:

z. = +v8|cos k2_7'c +isen k2_7'c ,ke{0,1,2}
3 3
2o =2(cos0+isen0) =2

2 2
2, =2 cos—n+isen—7T =—-1+4+iv3
3 3

2 2
k=2 = 22:2(cos2-?ﬁ+isen2-§):—1—i\/§
Portanto, as raizes cubicas de 8 sd0 2, —1 +iv/3 e —1—i+/3.

2.2.9 Solucao de equacoes lineares de uma incognita em C

Mostraremos agora que o procedimento de resolucdo da equacao linear permanece valido no con-

junto dos nimeros complexos. Sejam a, b,c € C, com a # 0, e consideremos a equacao
az+b=c.

O conjunto dos nimeros complexos possui as mesmas propriedades algébricas fundamentais dos
nUumeros reais, em particular a existéncia do elemento oposto e do inverso multiplicativo para todo

ndmero ndo nulo. Somando —b a ambos 0s membros da equacado, obtemos

az =c—b.
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1 1

Como a # 0, existe a~! € C tal que aa™! = 1. Multiplicando ambos os membros por a™?, resulta

Dessa forma, o método de resolucdo da equacao linear em uma incégnita em C é formalmente idén-
tico ao caso real, evidenciando que esse procedimento decorre das propriedades algébricas comuns

a ambos os conjuntos.

Observacdo 61. Os procedimentos usuais para a resolucao de sistemas lineares de equacdes com
coeficientes reais, tais como o método da substituicao, o método da adicdo e o escalonamento de
matrizes, baseiam-se exclusivamente nas propriedades algébricas de soma, produto, existéncia do
elemento oposto e do inverso multiplicativo dos coeficientes. Como essas propriedades também
sao vaélidas no conjunto dos nimeros complexos, conclui-se que a resolucao de sistemas lineares
com coeficientes complexos segue exatamente os mesmos procedimentos adotados no caso real,
sem necessidade de adaptacdes conceituais. A Unica diferenca reside no fato de que as operacoes

algébricas passam a ser realizadas em C em vez de R.

2.3 Anel

Nas secdes anteriores, vimos que 0s numeros reais e os nimeros complexos, definindo uma soma
e uma multiplicacdo, satisfazem uma série de propriedades. Podemos generalizar dizendo que todo

conjunto K que satisfaz essas propriedades é um Anel.

Definicao 62. Seja K um conjunto nao vazio, com a operacoes de adicao e de multiplicacdo. Dizemos

que (K, +,-) € um Anel se satisfazer as seguintes propriedades
Propriedades da adicao
1. Fechamento: Ya,b€K,a+b €K
2. Associatividade: Ya,b,c €K, (a+b)+c=a+(b+c)
3. Comutatividade: Ya,b€R,a+b=b+a
4. Elemento neutro: existe Oy €K talque Ya€K,a+ 0y =0 +a=a
5. Inverso aditivo: Ya € K, 3(—a) €K talquea+(—a) =(—a)+a =0
Propriedades da Multiplicacao

1. Fechamento: Va,b€K,a-b €K
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2. Associatividade: Ya,b,c €K, (a-b)-c=a-(b-c)
Propriedade distributiva
1. Distributividade: Ya,b,c€K,a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c

Exemplo 63. R e C sao exemplos de anéis, pois lembremos que essas propriedades foram verifica-

das nas secOes anteriores.

Para o estudo de anéis podemos ter ainda as seguintes propriedades

Definicdao 64. Anel comutativo. Seja (K, +,) um Anel, dizemos que (K,+,+) € um Anel comutativo

se

Ya,beK,a-b=b-a

Definicdao 65. Anel com unidade. Seja (K, +,-) um Anel, dizemos que (K, +,-) € um Anel com unidade

se

dly €eKtalqueVa€K,a -1y =1-a=a

Definicdo 66. Dominio de integridade. Seja (K, +, ) um Anel, dizemos que (K, +, ) € um dominio de

integridade quando

Ya,beK,a-b=0=—=>a=0oub=0
Exemplo 67. Sao exemplos de dominio de integridade, Z, Q, R, C.

Definicdo 68. Corpo. Seja (K,+,-) um Anel comutativo com unidade, dizemos que (K,+,-) é um

corpo se

VYa € K\{0},3a ' €Ktalquea-a'=a'l-a=1

Ou seja, todo elemento diferente de zero é invertivel.

Exemplo 69. Temos que R e C sao corpos.
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2.4 Subanéis de C

Para o estudo de polindmios com coeficientes inteiros, racionais, reais ou complexos, exploraremos
as propriedades das operacdes dos polindmios que estdo conectadas com as propriedades da adicao

e multiplicacao no conjunto de seus coeficientes.

Definicdao 70. Seja K um Anel. Dizemos que H C K é um subanel de K se, com as operacdes de K,

continua sendo um Anel.

Exemplo 71. Neste caso, temos que todo H subconjunto de C, com as operacdes de C, é um anel e

portanto, € um subanel de C. Logo, Z, Q e R sao subanéis de C.
Teorema 72. Um subconjunto ndo vazio H de um Anel K é um subanel de K se, e somente se, as
seguintes propriedades sao verificadas:

1. 0eH

2. 1€eH

3. sea,beH,entdoa+beH

4. sea,beH,entdoa-beH

5. sea€H, entdo—a€H

2.5 EXxercicios com numeros reais

Exercicio 73. Desenvolva 0s seguintes produtos notdveis usando a distributividade.

1. (x+3)°
2. (a—5)?
3. (2x +1)*
4. (3y —2)?
5. (x+4)(x—4)

6. (x+2)°
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7. (2x—3)°

Exercicio 74. Verifique se as seguintes igualdades sdo verdadeiras para todo nimero real x:

1. (x+3)2=x2+6x+9

2. (x—4) =x*—4x+16

3. (x+5)(x—5)=x%2—-25

4, (2x+1)?*=4x%>+2x+1

5. (x—2)?=x2—4x+4

6. 3x—2)2=9x*—12x+4

7. (x+Dx—2)=x*+

8. (x+1)2=x%2+2x+1

9. (2x—3)(2x+3)=4x%—9
10. (x+2)°=x>+6x2+12x+8

Exercicio 75. Encontre o valor de a para que a seguinte relacdo seja uma identidade:

=

. (x+5)P=x?>+ax+25

N

(x=7)P=x?>—14x+a

w

. (Bx+2)2=ax?+12x +4

SN

. (x+8)(x—8)=ax*—64

. (x—5)=x%—15x2+ax—125

Ul

Exemplo 76 (Completar quadrado). Considere o seguinte polinbmio quadratico:

x?+6x + 10.

Esse polindbmio ndo é um quadrado perfeito, pois 10 ndo é o quadrado de 3:

(x+3)? = x*+6x+9
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Porém, é possivel reescrever o polindmio dado da seguinte maneira:

xX2+6x+10 = x2+6x+9+1

= (x+3)0°+1

Exercicio 77. Complete o quadrado nas expressoes:

1. x2+8x+7
2. x>—10x+9
3. y2+4y—1

4. a>—6a+2

2.6 Exercicios com numeros complexos

Exercicio 78. Efetue:

1. (5+4i)+ (7 +2i)

2. (1+1)+(3+2i)—9i

3. (5—2i)—(1+4i)

4. (6+100))+(2+1)—(1—1)

Exercicio 79. Coloque na forma a + bi os seguintes nimeros complexos:

3+4i
4 2—i

Exercicio 80. Calcule o médulo dos seguintes numeros:
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1. 1+2i
2. /5415

3. 7+ 41

Exercicio 81. Escreva na forma polar os nimeros:

1 (3+i-2)
g

3. 1+1i

4. —3+3i

Exercicio 82. Calcule:

1. (=3i)°
2. (1+1)*

3. (1—-1)°

Dica: Para os itens 2 e 3, lembre-se que a™ = (a™)™

Exercicio 83. Calcule:

1. (2 + 3i)?

N

. (7—1)?

w

C@2+)©2—1)

4. (1—3i)(1+30)

5. (1+1i)®
Exercicio 84. Prove que (1 +1i)? = 2i.
Exercicio 85. Prove que (1—1i)? =—2i.

Exercicio 86. Verifique se as seguintes expressoes sao verdadeiras para todo nimero complexo z:
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=

N

w

4

[,

L (z+D(E—-1)=22—1.
2+ D(z—2)=2*—2.
(22—t =gt — 8
(D —z+1)=23+1

()P —iz+ 1) =23 +1
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CAPITULO 3

Polinomios

No final do capitulo anterior, foi introduzido o conceito de Anel, do qual sdo exemplos os conjuntos
Q. R e C. Neste capitulo, apresentaremos o conceito de polindmios com coeficientes definidos em um
Anel. Ao longo do estudo, analisaremos as propriedades das operacdes entre polinbmios, observando
que elas estdo diretamente relacionadas as propriedades da adicdo e da multiplicacdo no Anel que

contém seus coeficientes [?].

3.1 Poliné6mios com coeficientes em Anéis

Seja K um Anel. Um simbolo x que nao pertence ao Anel K é chamado uma indeterminada sobre
K.
Definicdo 87. Um polinémio f(x) com coeficientes em K é uma expresséo formal do tipo

n
f(x)=ag+ax+...+a,x" :Z a;x’,
j=0

onden€N, a; €K,para0<j<n.

Para 0 < j < n, os elementos a; sdo chamados de coeficientes do polinémio f(x), as parcelas ajxj
tais que q; # 0 de mondémios de grau j do polindmio f(x). O coeficiente a, é chamado de termo

constante.

Definicdo 88. Denotamos por K[x] o conjunto de todos os polinémios com coeficientes em K, ou

seja,
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K[x]={ay+a;x+..+a,x";a;€K,0<j<n,neN}

Quando a; = 0 para todo j = 1,...,n, o polindbmio assume a forma f(x) = a,. Nesse caso, f(x)
€ denominado polinémio constante. Por exemplo, f(x) =5 é um polindbmio constante, pois todos os

coeficientes associados as poténcias de x sdo nulos, restando apenas o termo independente.

Por outro lado, quando a; = 0 para todo j, o polinémio é expresso de forma explicita como

f(x) = Ox"+0x"'+...+0x+0.
Nesse caso, todos os coeficientes sdo iguais a zero, e o polindmio é denominado polinémio nulo.
Denotaremos o polindmio nulo por f(x) = 0.
Exemplo 89. E polindmio em R[x]: f(x) = 7 + x + +/5x2 + 2x°3
Exemplo 90. S&o polindmios em Z[x]: g(x) = —2+ 3x +4x2—6x° e p(x) =9 —5x + 7x?

Definicdo 91. Dizemos que os polindmios f(x) =ay,+a;x +... +a,x" e g(x) =by+ b;x +... + b, x"
em K[x] sdo polinémios iguais se, e somente se a; = bj, para 0 < j < n. Nesse caso, escrevemos

f(x) = g(x).
Exemplo 92. Os polinémios do exemplo anterior ndo séo iguais. Logo, g(x) # p(x).

Exemplo 93. Os polindmios f(x) = 5+ 6x +9x2 —7x> e g(x) = 5+ 9x2 + 6x — 7x3 em Z[x] sédo

iguais, poisa, =5,a;, =6,a,=9e a; =—7.

Exemplo 94. Determine os valores de a, b e c sabendo que os seguintes polindmios sdo iguais:

p(x)=ax*+bx+c, e q(x)=(x+1)(x—2).

Solucao.

Observe que, primeiro temos que desenvolver o polindmio g(x), pois para determinar os valores

de a, b e ¢ precisamos que q(x) esteja na forma da definicao.

Assim, basta aplicar a propriedade distributiva
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qlx) = (x+1)(x—2)
= x(x—2)+1(x—2)
= x?—2x+x—-2

= x’—x-=2

Portanto, para que p(x) seja igual a g(x), temosquea=1,b=—1ec=—-2.

Definicdo 95. Em todo polinbmio n&do identicamente nulo, f(x) # 0, algum coeficiente deve ser
diferente de zero, entdo hd um maior natural n tal que a, # 0. Definimos o grau de f(x) como sendo

este nimero natural n e o denotamos por gr(f(x)). Nesse caso, a, é chamado de coeficiente lider

de f(x).

Os polindmios de grau n como coeficiente lider a, = 1 sao chamados de polinémios ménicos.
Observacdo 96. Nao definimos o grau de polindmio nulo, f(x) = 0.

Observacdo 97. gr(f(x)) =0 se, esomente se, f(x)=a#0,a €K.

3.2 As operacoes de adicao e de multiplicacdo em K[ x]

Podemos definir em K[x] operacdes de adicdo e de multiplicacdo de polindbmios, a partir das ope-

racoes de adicao e de multiplicacao de K.

Definicdo 98. Sejam f(x) =D, ajxj e g(x) =>. bjxj em K[x]. Definimos a operacéo de adicdo
j=0 j=0
desses polindmios da seguinte maneira

F)+g(x) =) e,
j=0
ondec; =a;+ bj, para 0 < j <r, onde onde r = max{m,n} e adotando-se a convencéo de que a;=0

sej>meb;=0sej>n,

Em outras palavras, para somar polindmios, somamos os coeficientes dos termos de mesmo grau.
Quando um certo grau nao aparece em um dos polin6mios, entendemos que o coeficiente desse
termo é zero.

Exemplo 99. Sejam f(x) =5x>+7x?—2x+4e g(x)=9x>—2x* +x+6eh(x)=x*+x+12em

Z[x]. Entéo,
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FO)+g(x) = G+ +(7—-2)x*+(—2+1)x+(4+6)=14x>+5x*—x+10
FOX)+h(x) = 5 +7+1Dx*+(—2+Dx+(4+12)=5x>+8x*—x+16
Definicdo 100. Dados os polindmios f(x) =, a;x’ e g(x) =2, b;x/ em K[x], definimos a

j=0 Jj=0
multiplicagdo desses polindmios como segue:

n+m
F)-glx) =Y e,
j=0
onde
CO == aO . bO

C1=a0'b1+a1'b0

szao'b2+a1'b1+a2'bo

c; =a0-bj+a1bj_1+...+aj-bO=A+Z a,-b,
u=j

n+m — dn

Observacdo 101. Segue, imediatamente, da definicdo da multiplicacdo de polindémios, que: Se f(x) =

aeg(x)=by+bix+..+b,x"entdo f(x)-glx)=a-g(x)=a- (D bx*)=>] (a- b)x".
k=0 k=0

A adicdo e a multiplicagdo de polindmios em K[x] tém propriedades, que sdo consequéncias das

propriedades da adicao e da multiplicacao do Anel K. As seguir veremos essas propriedades.

Proposicao 102. A adicdo e a multiplicacdo em K[ x] tém as seguintes propriedades, para quaisquer

f(x), g(x) e h(x) em K[x]:
1. Associativa:

(f (x) + g(x)) + h(x) =£ (x) + (g(x) + h(x))
(f (x) - g(x)) - h(x) =f (x) - (g(x) - h(x))
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2. Comutativa:

fO)+gx) = glx)+f(x)
f(x)-glx) = g(x)-f(x)

3. Distributiva:

f(x)-(g(x)+h(x)) = f(x)- glx)+ f(x)-h(x)
4. Existéncia de elemento neutro aditivo: O polinémio nulo é tal que f(x) = 0+ f(x), para todo
f(x)€eK[x].

5. Existéncia de simétrico: Dado f(x) =a, + a;x + ... +a,x", o simétrico de f(x) é o polindbmio

—f(x) = (=ao) + (—ay)x + ... + (=a,)x"

6. Existéncia de elemento neutro multiplicativo: O polindmio constante 1 é tal que 1-f(x) = f(x),

para todo f(x) € K[x].
Observacdo 103. No conjunto dos polinémios com coeficientes em uma Anel K[x], a multiplicacdo
estd bem definida, mas nem todo elemento (polin6mio) possui inverso multiplicativo.

Um polindbmio invertivel é aquele que, ao ser multiplicado por outro polindmio, resulta no polindmio

constante 1, ou seja,

f(x)-glx) = 1.

Porém, essa igualdade s6 é possivel quando f(x) é um polindbmio constante ndo nulo cujo coeficiente

éemKk.

Por exemplo, em R[x], apenas os polinébmios constantes diferentes de zero possuem inverso mul-

tiplicativo, ja que:

1
a~'=—, paraa #0.
a

Assim, polindmios como f(x) = 2 tém inverso f~!(x) = % mas polindmios como f(x) = x + 1 nao
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possuem inverso multiplicativo em R[x ], pois ndo existe nenhum polinémio g(x) tal que (x+1)g(x) =

1.

Portanto, como sdo validas as propriedades da proposicdo acima em K[x], temos que K[x] é um

Anel.

3.2.1 Exemplos usando K =7

Uma maneira pratica de somar varios polinbmios simultaneamente consiste em dispor seus termos
em linhas, de modo que os monémios de mesmo grau figuem alinhados na mesma coluna. Assim,
basta somar verticalmente os coeficientes a cada grau. Essa disposicao facilita a visualizacao do
processo de soma, especialmente quando os polindbmios possuem graus diferentes ou quando alguns

termos nao aparecem explicitamente (isto &, tém coeficiente zero).

Exemplo 104. A soma de m polinbmios pode ser feita através de uma tabela. Dados os polin6mios
f(x)=5x*+2x3—7x*+4x—9, g(x) = x>—5x + 6 e h(x) = 2x> —3x? + 4x — 8. Vamos calcular
s(x) = f(x) +g(x) +h(x).

Solucao.

5x* + 2x* — 7x* 4+ 4x — 9

x2 — 5x + 6

(+) 2x> — 3x* + 4x — 8
5x* 4+ 4x* — 9x? + 3x — 11

Observe que o polindmio s(x) = 5x* + 4x® —9x2 + 3x — 11 é um elemento do conjunto Z[x].
Exemplo 105. Sejam g(x) = x*—5x+6 e h(x) = 2x3—3x%+4x —8, com g(x),h(x) € Z[x]. Vamos

calcular g(x) - h(x). Aplicando as propriedades distributiva e associativa de polindmios, temos:

Solucao.

g(x)-h(x) = (x*—=5x + 6)(2x°> —3x% + 4x — 8)
= x2(2x® —3x% + 4x —8) — 5x(2x° —3x% + 4x —8) + 6(2x> —3x2 + 4x —8)
= 2x° —3x* + 4x® — 8x% — 10x* + 15x3 — 20x? + 40x + 12x> — 18x? + 24x — 48

=(2x°)+(—3—10)x*+ (4 + 15+ 12)x® + (—8 — 20 — 18)x> + (40 + 24)x + (—48)
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Portanto,

g(x)-h(x) =2x>—13x* +31x> —46x? + 64x — 48 € Z[ x]

Exemplo 106. Sejam f(x) = x?>+2x+3 e p(x) = —2x3—x +2 em Z[x]. Vamos calcular f(x)-p(x).
Para isso, construiremos uma tabela, escrevendo f(x) na primeira linha (L1) e p(x) na segunda (L2),
com as poténcias de x em ordem decrescente. Em seguida, aplicamos a propriedade distributiva
da multiplicacéo, calculando a multiplicagdo de cada termo do polindmio p(x) pelo polindmio f(x),
em ordem crescente das poténcias de x. Os resultados parciais serao organizados nas linhas subse-
quentes da tabela, também em ordem crescente das poténcias de x. A Ultima linha da tabela (L6)

correspondera a soma dos resultados obtidos fornecendo o produto f(x) - p(x).

Solucao.
— 2x* + 0x* — x + 2 L1
(x) 2x2 4+ 2x + 3 L2
— 6x® + 0x*> — 3x + 6 L3
— 4x* + 0x® — 2x* + 4x L4
(+) — 4x® 4+ ox* — 2x® 4+ 4x2 L5
— 4x° — 4x* — 8x® + 2x* + x + 6 L6

Em (L3) esta o calculo de 3 - (—2x® —x + 2); em (L4), o célculo de 2x - (—2x3 — x + 2); em (L5), o

célculo de 2x2 - (—2x3 —x +2) e em (L6), a adicdo de L3+L4+L5 das parcelas obtidas.

Observe que nos exemplos acima temos que

gr(g(x)-h(x)) =5 = gr(g(x)) +gr(h(x))

gr(f(x)-p(x)) =5=gr(f(x))+gr(p(x))

Isso ocorre por causa da seguinte propriedade.

Observagédo 107. Sejam f(x) e g(x) polinbmios nado nulos em K[x], onde K é um dominio de integri-
dade. Se os coeficientes lideres de f(x) e de g(x) séo a, e b,,, respectivamente, entdo o polindmio

f(x)- g(x) tem coeficiente lider a,, - b,,,.
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Isso segue do fato de que a,, e b,, sdo elementos nao nulos de um dominio de integridade, logo o
seu produto é ndo nulo. Em particular, se f(x) e g(x) sdo polindmios nédo nulos, entédo f(x)-g(x) é

nao nulo, mostrando que, nesse caso, K[x] também é um dominio de integridade. Além disso,

gr(f(x)-g(x)) = gr(f(x))+gr(g(x)).

A propriedade acima do grau, serd chamada de propriedade multiplicativa do grau.

3.2.2 Exemplos usando K =R

Exemplo 108. Sejam f(x)=2,5x>—1,2x%+0,8x —3,4e g(x) =—1,5x3+4,7x>—2,3x + 5,6 em

R[x]. Vamos calcular f(x) + g(x).

Solucao.

Somando termo a termo os coeficientes de mesma poténcia de x, temos que:

fFx)+g(x) = (2,5x°—1,2x*+0,8x —3,4)+ (—1,5x*>+4,7x*—2,3x +5,6)
= (2,5—1,5)x*+(=1,2+4,7)x*+(0,8—2,3)x + (—3,4+5,6)

= x®+3,5x*—1,5x+2,2.

Portanto,

flx)+g(x) = x34+3,5x2—1,5x+2,2.

Assim, f(x)+ g(x) e R[x].
Exemplo 109. Sejam f(x)=—1,8x>+2,5x*—4,2x+3,1 e g(x)=3,6x*—1,5x>+2,8x —5,4 em

R[x]. Vamos calcular f(x) + g(x).

Solucao.

Para isso, construiremos uma tabela, escrevendo os polin6mios em ordem decrescente das potén-

cias de x e somando coeficiente a coeficiente.
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— 1,8x® 4+ 2,5x* — 4,2x + 3,1
(+) 3,6x> — 1,5x2 + 2,8 — 5,4

1,8x%* + x*2 — 1,4x — 2,3

Portanto,

flx)+g(x) = 1,8x3+x2—1,4x—2,3.

Assim, o polindémio resultante ainda é um elemento de R[x].

Exemplo 110. Sejam f(x) = 1,5x>—2,3x + 0,8 e g(x) = —2x + 3,1 em R[x]. Vamos calcular
f(x)- g(x).

Solucao.

Aplicaremos a propriedade distributiva da multiplicacdo de polinémios, multiplicando cada termo

de g(x) por todo o polinémio f(x) e somando os resultados obtidos.

Para facilitar as contas, também utilizaremos uma tabela.

1,5x2 — 2,3x + 0,8 L1

(x) — 2x + 3,1 L2
4,65x*> — 7,13x + 2,48 L3

(+) — 3x* + 4,6x* — 1,6x L4
— 3x* + 9,25x2 — 8,73x + 2,48 L5

Em (L3) temos o produto 3,1(1,5x2% —2,3x + 0,8); na (L4), —2x(1,5x2% —2,3x + 0,8); e na linha

(L5) temos o resultado da soma de L3 e L4.
Portanto, f(x)-g(x)=—3x3+9,25x2—8,73x +2,48 e f(x)- g(x) € R[x].

Observe que tanto o agrupamento dos termos de mesmo grau quanto a disposicao dos polin6-
mios em linhas, com os graus alinhados na mesma coluna, sao possiveis na soma em virtude das

propriedades comutativa e associativa da adicao.

3.2.3 Exemplos usando K =C

Exemplo 111. Sejam f(x)=(2+3i)x*—(1—i)x+4 e g(x) = (3—2i)x*>+ (5+1i)x —2i em C[x].

Vamos calcular f(x)+ g(x).
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Solucao.

2+3i)x* — (@(Q—-i)x + 4
(+) B3—=20)x%* + (G+i)x -— 2i

G+i)x? + (4+2i)x + (4—2i)

Logo, f(x)+g(x)=(G+)x*+(4+2))x +(4—2i) e f(x)+ g(x) € C[x].

Exemplo 112. Sejam f(x)=(1+i)x+2e g(x)=(2—i)x +3i em C[x]. Vamos calcular f (x)- g(x).

Solucao.

Aplicando a propriedade distributiva, multiplicamos cada termo de f (x) por cada termo de g(x):

f)-glx) = [(A+i)x+2]-[(2—i)x +3i]
= (14)(2—)x*+ (1 +1)(3i)x +2(2—i)x + 2(3i)
= [(2—i+2i—i)x?]+[(3i +3i%)x ]+ [(4—2i)x] + 6i
= (B+iD)x*+[(3i—3)+(4—2i)]x +6i

= (B+Dx*+(1+i)x+6i

Portanto, f(x)-g(x) =B +i)x?>+(1+i)x+6ie f(x)-g(x) e C[x].
Pelo método da tabela:
(I+i)x + 2
(x) (2—i)x 3i
(—3+3i)x + 6i
(+) B+i)x* + (4—2i)x

+

B+i)x? + (1+i)x + 61

Logo, f(x)-g(x)=(3+1i)x%+ (1 +1i)x + 6i.

3.3 Diferenca de polinomios

A seguir, definimos a operacdo de diferenca de polinbmios, a qual segue o0 mesmo raciocinio em-

pregado na subtracao de nimeros reais ou complexos.

Definicdo 113. A diferenca do polindmio p(x) e g(x) é definida como:

p(x) = q(x) = p(x) + (—q(x))
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Exemplo 114. Sejam f(x)=3,2x>—1,5x2+4,7x—2,3 e g(x) =—2,8x>+3,5x>—1,2x +4,9 em
R[x]. Vamos calcular f(x)— g(x).
Solucao.

Primeiro, vamos determinar —g(x), para isso basta trocar o sinal de monémio de g(x).

Assim, —g(x) = +2,8x>—3,5x>+1,2x — 4,9.

Agora, queremos calcular f(x) + (—g(x)).

fO)+(—gx) = (3,2x>—1,5x*+4,7x—2,3) +(+2,8x*—3,5x*+ 1,2x — 4,9)
= (3,24+2,8)x*+(-=1,5—-3,5)x2+(4,7+1,2)x +(—2,3—4,9)

= 6x3—5x24+59x—7,2

Logo, f(x)+ (—g(x))=6x3—5x2+5,9x—7,2 e f(x) + (—g(x)) € R[x].
Exemplo 115. Sejam f(x) = (2+3i)x —(4—i)x +5e g(x) = (1—20)x%>+ (3 +i)x —(2+4i) em
C[x]. Vamos calcular f(x)— g(x).
Solucao.
Como g(x) = (1—2i)x?+ (3 +i)x —(2+4i), entdo —g(x) = —(1 —2i)x? — (3 +i)x + (2 + 4i).

Assim,

fO)+(—g(x) = [@+3Dx*—(@4—i)x +5]+[—(1—2)x*>—(3+i)x + (2 +4i)]
= [(2+30)x®+ (=4 +)x + 5]+ [(—1+2i)x® + (=3 —i)x + (2 + 4i) ]
= [(24+3)+(1+2)]x?>+[(—4+D)+(=3—=1)]x+[5+(2+4i)]

= (14+5)x%>—7x+(7+4i)

Portanto, f(x)+ (—g(x)) = (1 +5i)x2—7x + (7 + 4i) e f(x)+ (—g(x)) € C[x].

Vimos anteriormente que podemos somar, subtrair e multiplicar polinbmios. Observamos também

que nem todo polindbmio é invertivel, ou seja, a operacao de divisdo nem sempre esta definida.

Para contornar essa limitacao, utilizaremos a divisdo euclidiana de polinbmios, que é analoga a

divisao euclidiana dos nimeros inteiros.
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3.4 Divisao Euclidiana

A divisdo euclidiana de polindbmios é parecida com a divisao de nimeros inteiros: dado um po-
linbmio f(x) e um divisor g(x), podemos escrever f(x) = g(x)q(x) + r(x), onde g(x) é o quociente
e r(x) é o resto, sendo este igual a zero ou de grau menor que g(x). Esse processo é importante
porque permite fazer simplificacdes algébricas, como reduzir expressoes racionais, e também auxilia

na fatoracdo de polindmios para identificar seus divisores e raizes.

Definicdao 116. Sejam f(x) e g(x) em K[x]. Quando existe h(x) € K[x] tal que f(x) = g(x) - h(x)

dizemos que f(x) é mdltiplo de g(x). Nesse caso, se g(x) # 0 dizemos que g(x) divide f(x).

Exemplo 117. x? — x — 2 divide x3 + 2x2 —5x — 6 em Z[x]. Observe que, x> +2x? —5x —6 =

(x2—x—2)(x+3)

A seqguir veremos uma consequéncia da propriedade multiplicativa do grau em K[ x].

Proposicao 118. Sejam K um Anel, f(x), g(x) € K[x]\{0}. Se g(x) tem coeficiente lider invertivel

e este polinémio divide f (x), entdo gr(g(x)) < gr(f(x)).

Lembremos que em Z temos apenas 1 e —1 como elementos inversiveis. E nos corpos Q, R ou C

todo elemento ndao nulo tem inverso.

Teorema 119 (Divisdo Euclidiana). Seja K um Anel e sejam f(x), g(x) € K[x], com g(x) #0 e
coeficiente lider invertivel em K. Entéo, existem q(x) e r(x) em K[x], unicamente determinado, tais
que

f(x) =qlx)g(x) +r(x),
onde r(x)=0ou gr(r(x)) < gr(g(x)).
Sejam f(x), g(x), g(x) e r(x) como no teorema anterior. Chamamos f (x) de dividendo, g(x) de
divisor, g(x) de quociente e r(x) de resto.

Observe ainda que, pelo teorema anterior, o polindmio g(x) divide o polinémio f (x) se, e somente

se, o resto da divisdo de f(x) por g(x) for o polindmio nulo.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de divisdo euclidiana de polindmios, isto é, dado f(x) e
g(x), como determinar o quociente g(x) e o resto r(x). Observe que o procedimento é anéalogo ao da
divisao entre nimeros inteiros: colocando-se o dividendo a esquerda, o divisor a direita, o quociente

logo abaixo do divisor e o resto abaixo das operacdes realizadas com o dividendo.
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£x) 50

q(x)

r(x)

3.4.1 Exemplosem K =R
Exemplo 120. Sejam f(x) =2x +5 e g(x) = x>+ 2x + 4 em R[x]. Calcular f dividido por g.

Solucao.
Passo 1. Temos gr(f(x)) =1< 2= gr(g(x)). Nada a fazer.

Passo 2. O quociente é g(x) =0eorestoér(x)=f(x)=2x+5

2x 4+ 5|x* 4+ 2x + 4

— 0|0
2x 4+ 5

Neste caso, gr(r) =1 e o gr(g) = 2, assim verifica-se a relacdo dada pelo teorema r(x) = 0 ou

gr(r(x)) < gr(g(x)).

Exemplo 121. Sejam f(x) = 2x%+3x +3 e g(x) = x? + 2x + 2 em R[x]. Calcular f dividido por g.

Solucao.

Passo 1. O mondmio de maior grau de f(x) é 2x? e 0 monémio de maior grau de g(x) é x2. O

quociente da divisdo de 2x? por x? é q;(x) = 2.

Passo 2. Fazemos o célculo: r;(x) = f(x)—q;(x)g(x) = (2x*+3x +3) —2x>—4x —4 =—x — 1.

2x> 4+ 3x + 3|x? 4+ 2x + 2
— 2x* — 4x — 4|2

- x =1

Passo 3. Como 1 = gr(r;(x)) < gr(g(x)) = 2, ndo podemos continuar a divisdo. Paramos os

calculos.
Passo 4. Obtemos: g(x) =q,(x) =2 e r(x) =r;(x) =—x—1, sendo estes elementos de R[x]

Exemplo 122. Faremos a divisdo euclidiana de f(x) = 3x*+5x3+2x%2+x—3 por g(x) = x*+2x +1
em R[x].

61



Solucao.

Passo 1. O mondmio de maior grau de f(x) é 3x* e 0 mondmio de maior grau de g(x) é x%. O

quociente da divisao de 3x* por x? é q;(x) = 3x2.

Passo 2. Fazemos o célculo: r;(x) = f(x)—q;(x)g(x) = (3x*+5x3+2x2+x—3)—3x*—6x3—3x% =

—x3—x?+x—3.

3x* + 5x2 + 2x2 + x — 3| x2 + 2x + 1
— 3x* — 6x® — 3x2 3x?
- x* - x* + x — 3

Passo 3. Como 3 = gr(r;(x)) > gr(g(x)) = 2 devemos continuar, dividindo r;(x) por g(x), pois

r1(x) ndo é o resto da divisdo euclidiana.

Passo 4. O mondmio de maior grau de r;(x) é —x* e 0 monémio de maior grau de g(x) é x2. O

quociente da divisdo de —x> por x? é g,(x) = —x.

Passo 5. Fazemos o célculo:

ry(x) = r1(x) = qy(x) = (=

xP—x?+x—3)+x3+2x%2+x =x2+2x—3.

3x* + 5x* + 2x* + x — 3| x* 4+ 2x + 1
— 3x* — 6x* — 3x? 3x? — x
- x> - x* 4+ x - 3
x4+ 2x* + «x
x2 4+ 2x — 3

Passo 6. Como 2 = gr(r,(x)) = gr(g(x)) =2, podemos continuar, calculando a divisdo de r,(x) por

g(x), pois r,(x) ndo é o resto da divisao euclidiana.

Passo 7. O mondmio de maior grau de r,(x) é x* e

quociente da divisdo de x? por x? é g;(x) = 1.

Passo 8. Fazemos o célculo: r3(x) = ry(x) —g5(x)g(x)

o mondmio de maior grau de g(x) é x>. O

(2 +2x—3)—x%2—2x—1=—4.

3x* + 5x* + 2x2 + x — 3| x* + 2x + 1
— 3x* — 6x* — 3x? 3x2 — x + 1
- x* - x* + x - 3
2 4+ 2x* + x
x2 4+ 2x — 3
- x*2 - 2x — 1
— 4
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Passo 9. Como 0 = gr(r;(x)) < gr(g(x)) = 2, terminamos os algoritmo, pois r;(x) é o resto da

divisao euclidiana.

Passo 10. Obtemos: q(x) = 3x2—x+1 = q;(x)+q,(x)+q5(x) e r(x) = ry(x) = —4, ambos elementos
de R[x].

3.4.2 Exemplosem K =C

Exemplo 123. Sejam f(x) = x>+ (2 +i)x +(1—1i) e g(x) = x +i em C[x]. Determine a divisdo

euclidiana de f(x) por g(x).

Solucao.

Passo 1. O mondmio de maior grau de f (x) é x? e o monémio de maior grau de g(x) é x. O quociente
g

da divisdo de x? por x é q;(x) = x.

Passo 2. Fazemos o calculo: ri(x) = f(x)—q;(x)g(x) = (x2+(2+i)x+(1—i)) —x(x+1i) =

x2+2+i)x+(1—-i)—x?—ix=2x+(1—1)

x2 + 4+idx + Q- |x + i

- x? - ix x

+ 2x + (1—-1)
Passo 3. Como 1 = gr(r;(x)) = gr(g(x)) = 1, devemos continuar, dividindo r;(x) por g(x), pois
r1(x) ndo é o resto da divisdo euclidiana.

Passo 4. O mondmio de maior grau de r;(x) é 2x e o monémio de maior grau de g(x) é x. O

quociente da divisdo de 2x por x é g,(x) = 2.
Passo 5. Fazemos o célculo: ry(x) = ri(x) —g(x)g(x) =[2x+(1 -] —2(x+i)=2x+(1—1i)—

2x—21=1-3i.

x2 4+ @+idx + (Q—-i)|x + i

- x* - ix x + 2

+ 2x + (1—1)
— 2x - 2i

1-3i

Passo 6. Como 0 = gr(ry(x)) < gr(g(x)) = 1, terminamos o algoritmo, pois r,(x) é o resto da

divisao euclidiana.
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Passo 7. Obtemos: q(x) =x+2er(x)=1-3i

Exemplo 124. Faremos a divisdo euclidiana de f(x) = (1+i)x®+2x2—(3—i)x+1 por g(x) = x>+i
em C[x].

Passo 1. O mondémio de maior grau de f(x) é (1+1i)x® e o mondmio de maior grau de g(x) é x2. O

quociente da divisdo de (1 +i)x® por x? é q;(x) = (1 +i)x.

Passo 2. Fazemos o calculo: ry(x) = f(x)—q;(x)g(x) = [(1 +1)x® + 2x2 — (3—i)x + 1]-[(1 + )x] (x* +i) =
1+ +2x2—B—x+1—-(1+)x*—(—1+ix=2x2—2x+1

1+Dx® + 2x2 — B=i)x + 1 x? + i
— 1+ — (1 +1)ix (1+i)x
+ 2x? - 2x + 1

Passo 3. Como 2 = gr(r,(x)) = gr(g(x)) = 2, devemos continuar, dividindo r;(x) por g(x), pois

r1(x) ndo é o resto da divisao euclidiana.

Passo 4. O mondmio de maior grau de r;(x) é 2x2 e 0 mondémio de maior grau de g(x) é x2. O

quociente da divisao de 2x? por x? é g,(x) = 2.

Passo 5. Fazemos o calculo: r,(x) = r;(x) —q,(x)g(x) =[2x2 —2x + 1]—2(x2 +i) = 2x%—2x +1—
2x%—2i = —2x + (1 —2i)

(1+i)x® + 2x2 — (B—i)x + 1 x? + i
— (1+i)x® — (1+1)ix (1+i)x + 2
+ 2x2 — 2x + 1
— 2x? — 2i
— 2x 4+ (1—20)

Passo 6. Como 1 = gr(ry(x)) < gr(g(x)) = 2, terminamos o algoritmo, pois r,(x) é o resto da

divisao euclidiana.

Passo 7. Obtemos

gx)=(0+i)x+2er(x)=—2x+(1—2i)

Exemplo 125. Faremos a divisdo euclidiana de f(x) = x>+ (—4 +i)x? + (6 — 2i)x + (—4 + 2i) por

gx)=x—(1+1i)emC[x].
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Passo 1. O mondémio de maior grau de f(x) é x* e 0o monémio de maior grau de g(x) é x. O quociente

da divisdo de x3por x é q;(x) = x?.

Passo 2. Fazemos o calculo: r;(x) = f(x) —q;(x)g(x) = [x* + (=4 +)x2 + (6 — 2i)x + (—4 + 2i) | —
x2(x —(1+1)) = x3+(—4+i)x>+(6—21)x +(—4+2i)—x3+(1+i)x? = (—=3+20)x%+(6—2i)x +(—4+2i)

x4+ (—4+ix? + (6—=2)x + (—4+2))| x — (1+1)

- x + (1+i)x? x?
(=3+2i)x? + (6—2i)x + (—4+2i)

Passo 3. Como 2 = gr(r;(x)) > gr(g(x)) = 1, devemos continuar, dividindo r;(x) por g(x), pois

r1(x) ndo é o resto da divisdo euclidiana.

Passo 4. O monémio de maior grau de r;(x) é (—3 + 2i)x? e 0 monémio de maior grau de g(x) é x.

O quociente da divisdo de (—3 + 2i)x? por x é g,(x) = (=3 + 2i)x.

Passo 5. Fazemos o calculo: ry(x) = ry(x) —q,(x)g(x) = [(—3 +2)x2+(6—2)x +(—4+ 2i)] —
[(=3+20)x][x—(1+1])]=(-3+20)x2+(6—20)x+(—4+2i)—(—3+2])x® = (5+i)x =(1—3i)x +
(—4 +2i)

x4+ (—4+ix? + (6—20)x + (—4+2)| x —  (1+1i)
— x4+ (1+i)x? x? + (=3+2i)x
(=3+2i)x? + (6—2i)x + (—4+2i)
— (=3+2i)x* — (5+i)x
(1-3i)x + (—4+2i)

Passo 6. Como 1 = gr(r,(x)) = gr(g(x)) = 1, devemos continuar, dividindo r,(x) por g(x), pois

r5(x) ndo é o resto da divisao euclidiana.

Passo 7. O monomio de maior grau de r,(x) é (1 —3i)x e o monémio de maior grau de g(x) é x. O

quociente da divisdo de (1 —3i)x por x é q;(x) = (1 —3i).

Passo 8. Fazemos o calculo: r3(x) = ry(x)—qs(x)g(x) =[(1 —3)x + (—4 + 2))]—(1-3)) [x — (1 +i)] =
(1-3i)x+(—4+21))—(1-3i)x+(4—2i)=0
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X+ (—4+Dx* 4+ (6—2)x + (—4+20) | x — (1+1)

- x2 +  (1+i)x? x2 4+ (=3+2))x + (1-3i)
(=3+2)x?> + (6—2i)x + (—4+2i)
— (=3+2)x? — (5+i)x

(1—3i)x + (—4+2i)
— (1-3Dx + (4—20)

Passo 9. Como r;(x) = 0, terminamos o algoritmo, pois r;(x) é o resto da divisdo euclidiana.

Obtemos: q(x) = x%+ (=3 +2i)x + (1 —3i)er(x)=0

3.5 Algoritmo de Briot-Ruffini

A seguir, estudaremos o dispositivo de Briot-Ruffini. Este método, amplamente ensinado no Ensino
Médio, é utilizado para efetuar a divisdo de polinbmios de grau igual ou superior a 1 por bindmios
da forma (x —a). O algoritmo é vantajoso porque emprega apenas os coeficientes do polindmio,
simplificando o processo. Além disso, ele se mostra uma ferramenta importante na busca pelas raizes

de um polindmio.

Definicdo 126. Seja f(x) =a,x"+:--+a,;x+a, € K[x], onde K é um Anel, e seja § € K. Definimos

a avaliacéo de f(x) em 3 como sendo

fB) = ap"+--+a,p+a,€K.

Se f(pB) =0, dizemos que 3 é uma raiz de f(x).

Teorema 127 (Teorema de D'Alembert). Seja f(x) em K[x]\{0}. Entdo, k € K é uma raiz de f(x)

se, e somente se, x —k divide f(x).

Teorema 128. Sejam f(x) = a,x"+ a,_1x" '+ ...+ a;x +a, € K[x], coma, # 0, e k € K. Sejam
q(x) € K[x] e r €K, respectivamente, o quociente e o resto da divisdo euclidiana de f (x) por x —k.
Entao,

fx)=q(x)(x—k)+r,

com gr(g(x))=n—1.
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Demonstracao.

Escrevendo q(x) = q,_;x" ' + q,_oX" %+ ... + g, x + qo, temos que

F(xX) = (@ X" ' +qox" 2+ .+ qx+q))(x—k)+r

Qo1 X"+ (@ — k@1 )X" ' + o + (g0 — kg1 )x + (r —kqy),

comparando com os coeficiente de f(x), obtemos:

( (
qn—l = an qn—l = an

qn2—kq,1 =a,,4 Qn2 = Au1+kquy

qn—s3— an—z =0ap Qn3 =0apot an—z

1 =1
9, —kq, =as a: =a, +kq,
Qo —kq, =a QG =a;tkq
r—kq, =a, r =a,+kq,

\

A sequéncia de igualdades acima a direita, é um férmula recursiva que permite calcular os coefi-
cientes de g(x), da maior poténcia para a menor, sucessivamente, a partir do valor inicial conhecido

g.—1 = a,. Os outros coeficientes sdo determinados, um apés o outro.

O algoritmo de Briot-Ruffini se trata de construir uma tabela, para calcular os coeficientes de g(x)

e o resto r, de forma recursiva.

Comecamos colocando na primeira linha k seguido dos coeficientes a,, a,_; _a;, a, do dividendo

f(x) e, na segunda linha o valor inicial g,,_; = a,,.

k‘ a, a,_; ... Ay a; Qg

‘ an =d4n—

Comecgamos fazendo a,k+a,_; = q,_, e colocando na segunda linha e na coluna apés q,_;, obtendo

k‘ a, a,_; ... Ay a; Qg

‘ a, =dqn— dn—2

Continuamos o procedimento, até que tenhamos
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k‘ a, a,_, ... Q a; Qg

‘ an = qn—l qn—Z e q1 qO r

Na pratica, ao fazer os célculos, é conveniente separar os coeficientes do quociente g(x) do resto

r, conforme a seguinte tabela

k‘ a, a1 ... Ay a; Qg

‘an:qn—l 9o --- 41 qo | T

3.5.1 Exemplos em R

Exemplo 129. Vamos determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana em R[x] de f(x) =

x> —2x2% + 3 por x + 3, usando o algoritmo de Briot-Ruffini.

Nesse caso, k = —3, e gr(q(x)) = 2, o grau do polinbmio quociente é um grau menor que o0 grau

de f(x). Comecamos repetindo o 1 na linha abaixo

—3‘1 -2 0 3
1

Agora, fazemos 1-(—3) + (—2) = —5. Colocamos esse resultado embaixo do —2

—3‘1 -2 0 3

T
Dai, (—5) - (—3) + 0 = 15. Assim,

—3‘1 -2 0 3

‘ 1 -5 15
Por ultimo, 15-(—3) + 3 = —42. Segue que,

—3‘1 -2 0 3

‘ 1 =5 15| —42
Como r = —42, pelo teorema 127, concluimos que 3 néo é raiz de f(x). Eq(x) =x*—5x+15e
f(x)=(x*—=5x+15)(x + 3) — 42.

Exemplo 130. Seja f(x) = 4x*+5x%—7x +2 € R[x]. Vamos mostrar que a maior poténcia de x—%

que divide f(x) é 2.
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Temos que k = % e que o polindbmio resultante sera de grau 3. Assim, pelo método, repetimos o 4

na linha abaixo

%‘4 05 —7 2
4
Agora, fazemos 4 - % +0=2
1
5‘4 0 5 =7 2
4 2
Em seguida, 23 +5=6
1
5‘4 0 5 =7 2
P
E6-5+(=7)=—4
1
5‘4 0 5 =7 2
‘4 2 6 —4
Porﬁm,—4-%+2=0
1
5‘4 0 5 =7 2

‘426—40

Logo, pelo teorema 127, 3 é raiz de f(x), e f(x) = (x — %)q(x), onde q(x) = 4x> + 2x% + 6x — 4.

Serd que % é raiz de q(x)? Fazemos a divisao de gq(x) por x —% na mesma tabela, acrescentando

k= % na linha dos coeficientes do quociente.
Aplicamos o procedimento em g(x), obtendo
4 0 5 =7 2

4 2 6 —410
4 4 8|0

NI— | N=

Logo, 1 é raiz de q(x), q(x) = (x —3)(4x* + 4x + 8) e f(x) = (x — 3)*(4x> + 4x + 8).

Serd que % é raiz de g,(x) = 4x*+4x+8? Aplicamos mais uma vez o procedimento, acrescentando

% na linha dos coeficientes de g,(x), obtendo
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114 0 5 =7 2
114 2 6 —4]0
1

114 4 8]0
4 6|11

Logo, x — 3 ndo divide g,(x). Portanto, f(x) = (x — $)*(4x* + 4x + 8).
Temos ent&o que (x — 3)* divide f(x), mas (x — 3)* n&o divide f (x).

Dizemos que k € K é uma raiz de f(x) € K[x] de multiplicidade m quando (x — k)™ divide f(x) e

(x — k)™ n3o divide f(x) em K[x]. Nesse caso, existe q(x) € K[x] tal que

f(x)=(x—k)"q(x),

com gq(k) #0.

3.5.2 Exemplos em C

Exemplo 131. Vamos determinar o quociente e o resto da divisdo euclidiana em C[x] de f(x) =

x3—(2+1i)x?+ (1 + 2i)x — 2i por x — i, usando o algoritmo de Briot-Ruffini.
Nesse caso, k =1, gr(f(x))=3e gr(qg(x)) =2.
Primeiro, repetimos o 1.

i[1 2+ ava) -2
1

Agora, fazemos i-1+[—(2+1i)] = —2. Colocamos esse resultado embaixo do —(2 +1)

i[1 2+ ava) -2

‘ 1 —2
Dai,i-(—2)+(1+2i)=1. Assim,

i‘l —(24+1i) (1+2i) -—2i

‘1 —2 1

Por Gltimo, i - 1+ (—2i) = —i. Segue que,

70



i‘l —(2+1) (1+2i) —2i

‘ 1 —2 1 —i

Logo, i ndo é raiz de f(x). Etemos que r(x) =—i, q(x)=x*—2x+1e f(x) = (x*—2x + 1)(x —
i)+ (—1).
Exemplo 132. Seja f(x) = x3—(3—i)x?+(4—2i)x—(2—2i) € C[x]. Vamos determinar o quociente

e o resto quando dividido por x — (1 +1).

Usando o algoritmo de Briot-Ruffini temos que k = 1+ 1i e que como o gr(f(x)) = 3, entédo o

gr(q(x)) =2.

1+i‘1 —3+i1 4—21 —2+2i

‘1 —2+21 =21 0

Portanto, (1 + i) é raiz de f(x), e ainda, r(x) = 0, g(x) = x% + (—2 + 2i)x + (—2i) e f(x) =
(%2 + (=2 +2i)x + (—21)) (x — (1 +1)).

3.6 Raizes racionais

Agora estudaremos o caso em que temos um polindbmio com coeficientes inteiros e queremos
saber se ele possui alguma raiz racional e como obté-la. Para isso, utilizaremos o Teorema das Raizes
Racionais, que fornece um critério para identificar possiveis candidatos a raizes racionais do polindmio

e que pode ser aplicado como um método auxiliar de fatoracao.

Teorema 133 (Teorema das raizes racionais). Se um polinémio f(x) = a,x" + a,_;x" ' +a,_,x" %+
...+ a;x +ay(a, #0), de coeficientes inteiros, admite uma raiz g, emquep,q€Z eq>0,epeq

sdo primos entre si, entao p é divisor de a, e q é divisor de a,,.

Exemplo 134. Quais sdo as raizes racionais do polinbmio

f(x) = 2x°—5x>+4x*—5x>—10x? +30x —12?

Solucao.

Queremos que
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f(x) = 2x°—5x"+4x*—5x>—10x%>+30x—12=0

Assim, as possiveis raizes racionais dessa equagao tém a forma é—’, em que p é divisorde —12eq é

divisor positivo de 2, isto é:

pe{-1,1,-2,2,-3,3,—4,4,—6,6,—12, 12}eq € {1, 2}

Logo, as raizes estdo no conjunto:

B:{—l, 1,-2,2,-3,3, —4, 4 —6,6,—12, 12, -, 1,—5,5}
q 2’2 2’2
que foi obtido da tabela:
2l-1]1]-2]2|-8|3|—4|4|-6|6|-12|12
1|-1|1|-2|2|-3|3|—4|4|-6|6]|—-12|12
2| =33 |-1|1|-2|2|—=2|2|-3|3|-6]6

Fazendo a verificacdo para os 16 elementos do conjunto, vemos que as Unicas raizes racionais séo

1 P
2 e 3, pois:

f(2) = 2(2)°—5(2)°+4(2)*—5(2)>—10(2)* +30(2) — 12
= 128—160+64—40—40+60—12

=0
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1 1 1 1 1, 1
f(z) = 2(5)6—5(5)5+4(5)4—5(§)3—10(5) +30(;)—12
1 5 1 5 5

+
32 32 4 8 2
1-5+8—-20—-80+96

32

e para os demais elementos de f(x) # 0.

Exemplo 135. Quais s&o as raizes inteiras do polinémio f(x) = x* + 3x%> —3x —9?
Solucao.

Temos:

pe{-1,1,-3,3,-9,9}eq=1

entao

Pei1,1,-3,3, -9, 9.
q

Fazendo as verificacdes:

f(=1)=—4, f(1)=-8, f(—3)=0, f(3) =36, f(—9) = —468e f(9) = 936
portanto, a Unica raiz inteira é —3.
Exemplo 136. Determine todas as raizes, reais e complexas, do polindmio 2x*—5x2 —2x2 —4x + 3.
Solucao.

Vamos inicialmente pesquisar raizes racionais do polinémio. Se fl—’ éraiz,entdop € {1, —1,3, -3} eq €

(1, 2}.

2 1 13 3
Portanto, q € {1, -1, 3, =3, 3 =% 55 _E}-

Assim, para f(x) = 2x*—5x3 —2x2 — 4x + 3 temos:

fF)#0, fF(=1)#0, f(=3)#0
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mas

F(3)=0ef(;)=0,

portanto f é divisivel por (x —3) (x - %) Aplicando o método de Briot-Ruffini, temos:

32 =5 -2 —4 3

21 1 -1]0

D=

1

V3 1 .43
> 2 2 2

—5—1

+i5, —3

Logo, as raizes sao 3 %

3.7 Exercicios para polindmios em R[x]

Exercicio 137. Seja o polindmio p(x) = 1+ 2x + x3. Determine p(—2), p(0), p(1), p(p(2) e p(x —1).

Exercicio 138. Consideremos o polindmio p(x) = a,x"+...+a,x*+a,x+a,. O que representa p(1)

e p(0) em relacdo aos coeficientes?
Exercicio 139. Considere o polindmio p(x) = x> —4x? + 5x — 2. Calcule p(1).

Exercicio 140. Calcule p(0) dos seguintes polinémios.

1. p(x) = x3—5x?
2. p(x)=x>+3x%2+4x—12

Exercicio 141. Um polindmio p(x) é tal que:

p()+x-p(2—x) = x*+3

1. Determine p(0), p(1) e p(2).
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2. Verifique que o grau de p(x) é 1.

Exercicio 142. Calcule as seguintes divisdes entre polindmios usando a divisao euclidiana.

=

. 2x% — x* 4 5x% — 3 dividido por x> + x — 1

2. 2x*—80x% +49x — 5 dividido por 2x2 — 12x

3. 4x7 +19x% + 12x° — 33x* — 12x> + 18x2 — 3x — 2 dividido por x3 + 3x2—x —3
4. x*—6x +9 dividido por x —3

5. a®+ 18a® + 108a + 216 dividido por a + 6

6. a>+ 18a®+ 108a + 216 dividido por a® + 12a + 36

Exercicio 143. Usando o algoritmo de Briot-Ruffini, calcule a divisao de f(x) por g(x), onde:

1. f(x)=x*—1leg(x)=x—-1

2. f(x)=x*—legx)=x—1
3. flx)=x*—1leg(x)=x—1
4. f(x)=x—1leg(x)=x—1
5 f(x)=x°—leg(x)=x+1
6. f(x)=x"—1leg(x)=x+1

3.8 Exercicios para polinémios em C[x]

Exercicio 144. Dado o polindmio p(x) = x* —3ix® —4x? + 5ix — 1, calcule p(1 + 2i).
Exercicio 145. Forme a equacdo cujas raizessdao 2, —3,1+iel—i.

Exercicio 146. Calcule as seguintes divisdes entre polindbmios usando a divisdo euclidiana.

1. x*+(2+1)x®—(1—3i)x? + 4 dividido por x — (1 +1)
2. 2x° —ix®+ (3 +1i)x — 1 dividido por x +i
3. x%+ (1 —1i)x*+2x2 +1i dividido por x2 +ix —1
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4. (2—1)x*+3x%+(1+1) dividido por x2—1 +1i

5. x>+ (1+1i)x?—1i dividido por x — (2 —1)

6. x°+ix®+(2—1)x3+ 1 dividido por x> + i

7. (1+1i)x®>—2x3+ix + 3 dividido por x? + (1 —1)

8. x*+(3i—1)x? + 2 dividido por x —i
Exercicio 147. Efetue as divisdes indicadas, utilizando o método de Briot-Ruffini. Em cada caso,
determine o quociente, o resto e verifique se a divisao é exata, ou seja, se o resto é nulo.

1. x>+ (2+1i)x+(1+1i) dividido por x +i

2. x3—(1+1)x?+(2i)x — 2 dividido por x — 1

3. x3+(2—1)x?—(1+1i)x — 2i dividido por x + 1

4. x3—(2+1i)x?+(3—2i)x — (1 + 2i) dividido por x — (2 —1)

5. x*+(1+1i)x®—(2—1i)x2+ 3 dividido por x — (1 —1)

6. 2x° —ix*+ (1 + 2i)x? —4 dividido por x + i

7. x°—(1—1)x®+ 2 dividido por x — (2 + i)

8. (1+i)x*—3x3+ix—1 dividido por x — (1 +1)
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CAPITULO 4

Fatoracao

A fatoracdo de polindmios é o processo de reescrever um polinbmio como o produto de dois ou mais
outros polindbmios de grau menor. Esse procedimento é importante porque facilita a simplificacao de
expressdes algébricas, a resolucdo de equacdes e a compreensdo das propriedades dos polindmios

em diferentes contextos.

4.1 Polinomios e suas raizes em R

Nesta secdo, estudaremos as fatoracdes em R[x]. O objetivo é compreender em quais situacdes
um polindmio com coeficientes reais pode ou ndo ser decomposto, isto é, quando pode ser escrito

como o produto de dois ou mais polinébmios de grau menor.

Veremos que todo polinémio de grau 1 e todo polindmio de grau 2 com discriminante negativo sao
irredutiveis em R[x]. Com esses resultados, poderemos enunciar o Teorema Fundamental da Algebra

em R[x].
Para dar inicio a esse estudo, apresentaremos a definicao de polindmio irredutivel em R[x].

Definicdo 148. Um polindmio f(x) € R[x]\R é irredutivel, se f(x) = g(x)h(x), com g(x),h(x) €
R[x], entdo g(x) ou h(x) é um polinbmio constante nao nulo. Portanto, um polinémio f (x) € R[x]\R

é redutivel em R[x] se, e somente se, existem polindmios g(x) e h(x) em R[x] tais que

f(x) = g(x)h(x), com1 < gr(g(x)) <gr(f(x))oul < gr(h(x)) < gr(f(x)).

Observacdo 149. A notacao R[x]\R é o conjunto de todos os polinémios ndo constantes com coefici-

entes reais, ou seja, aqueles cujo grau é maior ou igual a 1.
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Exemplo 150. x, x>+ 1, 3x®—2x + 5 € R[x]\R, mas 7, —7, + ¢ R[x]\R, porque s&o polinémios
constantes.

Exemplo 151. O polindbmio x ¢é irredutivel em R[x]. Pois, pela definicdo

x = f(x)g(x)

com f(x),g(x) e R[x].

Assim, estudando o grau desses polinémios temos que gr(x) = 1 = gr(f(x)) + gr(g(x)), logo

gr(f(x))=1egr(g(x))=00ugr(f(x))=0egr(g(x)) =1
Logo, f(x) ou g(x) € um polinbmio constante.
Portanto, x € um polindmio irredutivel em R[x].
Lema 152. Um polinémio f(x) € R[x] de grau menor ou igual a 3 € redutivel se, e somente se, f(x)
possui pelo menos uma raiz em R.
Demonstracao.

De fato, f(x) é redutivel se, e somente se, f(x) = g(x)h(x) com g(x) e h(x) ndo constantes, logo

gr(g(x)) =1 ou gr(h(x)) =1, o que é equivalente a que f(x) tenha uma raiz em R.

Portanto, nessas condicdes, f(x) € R[x] é irredutivel se, e somente se, f(x) ndo possui uma raiz

em R.

Exemplo 153. O polindmio x2? + 1 é irredutivel em R[x], possui suas raizes sdo i e —i, que nio
pertencem a R. Logo, pelo Lema acima o polin6mio é irredutivel, isto é, ndo existem dois polindmios

de grau um com coeficientes reais, tais que:

2+l = f)g(x)

com f(x), g(x) € R[x].
Em geral, todo polinémio da forma x2 + a, com a um nGmero real positivo, é irredutivel em R[x].

Teorema 154. O polinémio ax + b, onde a,b € R e a # 0, € irredutivel em R[x].

Demonstracao.
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Suponha que ax + b seja redutivel em R[x].

Pela definicdo, o polindmio ax + b = f(x)g(x), com f(x),g(x) € R[x] é redutivel se, e somente

se, existem polindmios f(x) e g(x) em R[x] tais que

ax+b=f(x)g(x),coml < gr(f(x)) <gr(ax+b)oul < gr(g(x)) < gr(ax+b).

Mas observe que,

1=gr(ax+b)=gr(f(x))+gr(g(x)).
Logo, gr(f(x)) =0e gr(g(x)) =1, ou gr(f(x) =1 e gr(g(x)) = 0. Entdo, f(x) ou g(x) é um
polinbmio constante nao nulo.

Portanto, ax + b é irredutivel em R[x].

Definicao 155 (Forma candnica do trindmio de segundo grau). Para quaisquer niameros a, b,c com

a # 0, tem-se a identidade:

5 b\ A
ax‘+bx+c¢c = alx+— | ——, (4.1.1)
2a 4a

em que A = b?—4ac é o discriminante do trinémio. A expressido do lado direito da igualdade (4.1.1)
é chamada forma canoénica do trin6mio do segundo grau.

Demonstracao.

Consideremos o polindmio

b C
ax’+bx+c = a[x2+—x+—].
a a

As duas primeiras parcelas dentro do colchete sao as mesmas do desenvolvimento do quadrado

2
(x + %) . Completando o quadrado, podemos escrever:

b
ax*+bx+c = a[x +2-— x+-———+-
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Organizando o termos e usando o quadrado da soma, temos que:

2 ( b)z 4ac —b?
ax“+bx+c = al|lx+—| +—
2a 4a2

Definindo A como b? —4ac, segue o resultado

2 (v+5) -
ax“+bx+c = allx+— | ——
2a 4q2

Teorema 156. Um polinémio f(x) = ax*+ bx +c € R[x], com A = b*>—4ac < 0, é irredutivel em

R[x].

Primeiro, vamos escrever o polinémio f(x) na forma candnica

2
ax*+bx+c = a[(x+£) —A]

Vamos dividir em dois casos:

1. A=0

Para A > 0, podemos reescrevé-lo como A = (JZ)Z

. (H%)Z_W

- o[+ 1Y -(2)]

Pela diferenca de dois quadrados temos que
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Portanto, para A > 0, o polindmio ax? + bx + ¢ é redutivel em R[x], sendo do fatores lineares

b+J_) bx/_.

(x+ ex+

2. A<O

Como A é negativo, v A nao estd definida em R. Assim,

= o|(+2)
N [(X+Z) (4?]

(=A
,[(x+2 )+ &4 ]>0.
2 _
Note que, para qualquer x real, a expressao [(x + %) + (451%)] sempre sera positiva, ou seja,

(=4)
4q2

Mas —A > 0, enta

quando A é negativo o polindmio f(x) ndo possui raizes, e pelo lema 152, f(x) é irredutivel.

Portanto, o polindmio ax? + bx + ¢ é irredutivel em R[x] quando b? —4ac < 0.

Para aprofundar o estudo da decomposicdo de f(x) em R[x] como produto de fatores irredutiveis,
apresentaremos o Teorema das Raizes Conjugadas, que estabelece a relacao entre polinbmios com

coeficientes reais e suas raizes complexas.
Teorema 157 (Teorema das Raizes Conjugadas). Consideremos um polinémio p(x) de grau n e coe-
ficientes reais. Se o nimero complexo 3 = a + bi, coma,b€R e b #0, é raiz de p(x), temos:

1. Etambém é raiz de p(x);

2. ﬁtem a mesma multiplicidade de f3.

Demonstracao.

1. Seja p(x) = a,x"+a,_;x" ' +---+a, onde a,,a,_;,...,d, S80 nimeros reais. Se f3 é raiz de

p(x), temos p(f8) =0

p(B)=a,p +a, " +...+q, (4.1.2)

Calculemos p(f):

p(ﬁ):an (E)n+an_1 (ﬂ)n_1+...+a0 (4.1.3)
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Jaquea,,a,_;,...,a, sao reais, temos

a, = a,
an—l = an—l
a, = a,

a igualdade (1.1.2) transforma-se em

p(B) = T () +as (B)+...+
= (an/j”+an_1/3”—1+...++a0)
= p(B)
=0

Assim, se p(8) =0, 8 é raiz de p(x).

2. Suponhamos que f3 seja raiz de multiplicidade m (comm > 1). JAque 3 e E séo raizes de p(x),

temos

p(x) = (x—PB)x—B)f(x)
— [xz_(/j—ﬁ)xﬂjﬂf(ﬂ
= [x*—2Re(B)x +|BI*] f (x)

onde Re(B),|B]? € R.
Observando que p(x) e x*—2Re(3)x+]|f3]* tem coeficientes reais, concluimos que f (x) também
tem coeficientes reais.

Se f3 for raiz simples de p(x), m = 1, entdo 8 n&o seré raiz de f(x) e, portanto, # também n&o
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serd raiz de f(x). Isto nos leva a concluir que E também serd raiz simples. Em outras palavras,
se f3 é raiz simples, ﬁ também é raiz simples de p(x).

Se m > 1, entdo 3 devera ser raiz de f(x), mas levando em conta que f (x) possui coeficientes
reais, E também sera raiz de f(x).

Aplicando-se esse raciocinio o nimero necessario de vezes, chegaremos a conclusdo de que f

e 3 tém a mesma multiplicidade.
Exemplo 158. Como j& sabemos i e seu conjugado, —i, s&0 as raizes do polindmio x2 + 1.

Corolario 159. Se p(x) for de grau impar, entdo p(x) tem um ndmero impar de raizes reais (isto €,

pelo menos uma raiz real).

Exemplo 160. Considere o polinémio f(x) = x2 + x, vamos determinar suas raizes.

Por inspecdo, temos que 0 é uma raiz do polinémio, f(0) = 0%+ 0 = 0. Logo, x — 0 divide f(x).
Por Briot-Ruffini,

0‘1010
‘101‘0

Logo, f(x) = x(x?+ 1). Como visto anteriormente, as raizes de x>+ 1 so0 i e —i.
Portanto, x> + x possui uma raiz real e duas raizes complexas.

Exemplo 161. Resolva a equacdo x> — 7x% + 17x — 15 = 0, sabendo que uma de suas raizes é o

nimero 2 + 1.
Solucao.

Seja p(x) = x® —7x?+ 17x — 15. Como os coeficientes sdo todos reais e o nimero 2 + i é raiz,

concluimos que o nimero 2 —i também é raiz. Portanto, podemos escrever:

p(x) = [x—=C2+)]x—(2-0] f(x)

Para obtermos f (x), podemos aplicar Briot-Ruffini para x—(2 + i), e depois, para x—(2 —1i). Assim,

2+1 |1 -7 17 —15
2—i|1l —5+4i 6-3i| O

1 -3 0
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Logo, f(x) =x—3 e 3 é uma raiz de p(x).

Portanto, as raizes de x> —7x?>+17x—15=0s803,2+ie2—i.
Proposicao 162. Os polinémios irredutiveis em R[x] sdo da forma ax + b, coma,b€Re a # 0, ou
ax?+ bx +c, coma,b,c €R, a #0 e b2 —4ac < 0. Todo polinémio f(x) € R[x], com gr(f(x)) > 2, é
redutivel em R[x].
Demonstracao.

Sabemos que os polindmios ax + b, onde a,b € R e a # 0, sdo irredutiveis no corpo R.

E ainda, sabemos que ax? + bx + ¢ é irredutivel em R[x] se, e somente se, ndo tem raizes em R,

o que equivale a ter b%> —4ac < 0.

Para demonstrar a Gltima afirmacao, seja f(x) um polindmio em R[x] tal que gr(f(x)) > 2. Seja

p € C uma raiz de f(x). Temos dois casos a considerar:
Caso 1: Se 3 € R, entdo x — 3 divide f(x) em R[x]. Logo, f(x) é redutivel em R[x].

Caso 2: Se € C\R, entdo 3 # f8 e 5 também é raiz de f(x). Logo, (x —)(x — B) divide f(x) em

C[x]. Entretanto,

(x=PB)x—B) = xX2—(B+PB)x+pp
= x*—2Re(B)x +|BI* € R[x],

logo x2—2Re(f)x + |B|? divide f(x) em R[x]. Entdo, f(x) é redutivel em R[x].

Teorema 163 (Teorema Fundamental da Algebra em R[x]). Todo polinémio f(x) com coeficientes

reais e grau n = 1 se escreve de modo essencialmente unico, a menos da ordem dos fatores, como

fl) = alx—=p)" - (x=B) pr(x)™ - pa(x)™,

onde: a € R\{0} é o coeficiente lider de f(x); f31, ..., 3, Sdo as raizes reais distintas de f(x); p;(x) =
x2+bjx +c; sdo polinbmios distintos com coeficientes reais tais que b?—4cj <0,paratodoj=1,...,s;
€ry,...,ry,Ny,...,n, €Z, taisquer; +---+r,+2n;+---+2n, =n.

Observacdo 164. Do teorema 163 temos que nem todas as raizes de um polinébmio com coeficientes

reais sao reais, pois as raizes que anulam os polindbmios irredutiveis de grau 2 que aparecem no
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teorema sao complexas. Portanto, o nimero de raizes reaisem R ér; +---+r,.

Exemplo 165. Considere o polindmio f(x) = x2 — +/3. Analisemos a fatoracdo de f(x) em R[x] e

Qlx].
Solucao.

Em R[x], temos:

x2—=3 = (x—+vV3)(x+V3).

Como v3 € R, os fatores (x — +/3) e (x + v/3) pertencem a R[x].
Portanto, f(x) é redutivel em R[x].

J4 em Q[x], temos que v/3 ¢ Q. Logo, a fatoracdo n&do é valida em Q[x], pois seus fatores ndo

pertencem a esse anel.

Exemplo 166. Verifique se o polinémio x* —4 é irredutivel em Q[x] ou R[x].
Solucao.

Temos que,

x?—4 = (x—2)(x+2)
Como 2 € @, temos que (x —2) e (x +2) pertencem a Q[x].
Portanto, x> — 4 é redutivel em Q[x], e também é em R[x].
4.2 Polinémios e suas raizes em C
Definicdo 167. Um polindmio f(x) € C[x]\C é irredutivel, se f(x) = g(x)h(x), com g(x),h(x) €

C[x], entao g(x) ou h(x) é um polindmio constante ndo nulo. Portanto, um polinémio f (x) € C[x]\C

é redutivel em C[x] se, e somente se, existem polinémios g(x) e h(x) em C[x] tais que

f(x) = g(x)h(x), com1 < gr(g(x)) < gr(f(x))oul < gr(h(x)) < gr(f(x)).

Teorema 168. O polinémio zx +w, onde z,w € C e z # 0, é irredutivel em C[x].
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Demonstracao.
Suponha que zx + w seja redutivel em C[x].

Pela definicdo, o polindmio zx + w = f(x)g(x), com f(x), g(x) € C[x] é redutivel se, e somente

se, existem polindémios f(x) e g(x) em C[x] tais que

zx +w=f(x)g(x),coml < gr(f(x))<gr(zx+w)oul < gr(g(x)) < gr(zx+w).

Mas observe que,

1=gr(zx +w) = gr(f(x)) +gr(g(x)).

Logo, gr(f(x)) =0e gr(g(x)) =1, ou gr(f(x) =1 e gr(g(x)) = 0. Entdo, f(x) ou g(x) é um

polinébmio constante ndo nulo.
Portanto, zx + w é irredutivel em C[x].

No Capitulo 1 desta dissertacao, vimos que todo nimero complexo possui raiz quadrada e estu-
damos a férmula resolutiva das equacdes do segundo grau. Esse estudo mostrou gque toda equacao
do segundo grau com coeficientes complexos admite solucdo em C; consequentemente, no contexto
deste capitulo, concluimos que todo polindmio quadratico com coeficientes complexos pode ser fato-

rado em C[x].

Teorema 169. Todo polinémio da forma ax®+ bx + ¢, com a, b,c € C, é redutivel em C[x].

A seguir, apresentaremos o Teorema Fundamental da Algebra. Em um contexto histérico, esse te-
orema é resultado de um longo processo de desenvolvimento matematico, motivado principalmente
pela busca de solucbes para equacdes polinomiais. Embora versdes iniciais tenham sido propostas
por mateméaticos como d’Alembert e Euler, tais tentativas apresentavam lacunas de rigor. Foi ape-
nas no final do século XVIII que Carl Friedrich Gauss forneceu, em sua tese de doutorado, a primeira
demonstracao considerada satisfatéria, estabelecendo que todo polindmio ndo constante com coefi-
cientes complexos admite ao menos uma raiz em C. O préprio Gauss tinha consciéncia das limitacdes
de sua demonstracao, reflexo do estagio ainda insuficiente do desenvolvimento da Matematica na
época. Por esse motivo, ao longo de sua vida, produziu outras quatro demonstracdes do teorema,
ainda com falhas. Atualmente, existe uma grande variedade de provas do Teorema Fundamental da

Algebra, muitas delas decorrentes de resultados da Analise [?].
Teorema 170 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinémio ndo constante com coeficientes
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complexos tem uma raiz complexa.

Teorema 171. Em C[x] um polinémio é irredutivel se, e somente se, ele é de grau 1.

Demostracao.

Vimos anteriormente que todo polindmio de grau 1 é irredutivel. Reciprocamente, suponhamos
que f(x) € C[x] e gr(f(x)) = 2. Pelo teorema 170, existe § € C tal que f(f) =0, logo x — 8 divide
f(x). Portanto, existe g(x) € C[x] tal que f(x) = q(x)(x — ), com gr(g(x))+1 = gr(f(x)) = 2,

logo gr(q(x)) = 1. Portanto, f(x) ndo é irredutivel.

Teorema 172 (Teorema da decomposigdo). Todo polinémio p(x) de grau n (n > 1), p(x) = a,x" +
a, X" '+a, ,x"2+...+a;x+a, coma; € Cea, #0, pode ser decomposto de n fatores do primeiro

grau, isto é:

p(x) = a,(x—p1)(x—By)(x—pB3)...(x =)

onde By, By, B, B, sdo raizes de p(x).

A menos da ordem dos fatores tal decomposicao é unica.

Corolario 173. Um polinbmio de grau n tem exatamente n raizes complexas, contando multiplicida-

des.

5

Exemplo 174. Fatorar o polindmio p(x) = 5x°> — 5x* — 80x + 80 sabendo que suas raizes sdo

1,—2, 2, —2i, 2i.
Solucao.

Como p(x) é um polindmio de grau 5, foram das 5 raizes e a; = 5, entdo a forma fatorada desse

polindmio é

p(x) = 5(x—1)(x+2)(x—2)(x + 2i)(x — 21).

Exemplo 175. Fatorar o polinémio x* —5x2 — 10x — 6, sabendo que duas raizes sdo —1 e 3.
Solucao.

Como sabemos duas raizes do polindmio, podemos aplicar Briot-Ruffini.

87



-1|/1 0 -5 —-10 -6
311 -1 4 -6 |0

Assim, tem que x* —5x2 —10x —6 = (x + 1)(x — 3)(xx? + 2x + 2).

Aplicando a férmula resolutiva da equac&o do segundo grau em x2 + 2x + 2, obtemos as raizes

—l1—ie—1+i.
Portanto, a forma fatorada de x* —5x2—10x —6 é (x + 1)(x —3)(—=1 —i)(—=1 +1).

Exemplo 176. Fatorar o polindmio x*— (7 +1)x3 + (17 + 6i)x% — (17 + 11i)x + (6 + 6i), sabendo que

1+ i é uma de suas raizes.

Nesse caso, vamos aplicar o método da chave.

x* — (7+ix® + (17+6i)x? — (17+11)x + (6+6i) x—(1+1)
— x* + A+ x3—6x?+11x—6
— 6x3 + (17+6i)x? — (17+11li)x + (6+6i)
+ 6x3 —  (6+6i0)x?
+ 11x2 — (17+11i)x + (6+6i)
— 11x2 + (11+11)x
— 6x + (6+6i0)
+ 6x — (6+60)
0

Logo, x*—(7+1)x® + (17 +6i)x*>— (17 +11))x + (6 + 6i) = (1 +1i) (x3 —6x2+11x —6)

Agora, vamos fatorar x> — 6x2 + 11x — 6. Por inspecdo, podemos notar que 1 é raiz. Dai,
g

x> — 6x2 + 1lx — 6 x—1
- x* + x? x?—5x+6
— 5x* + 11x — 6
+ 5x? — 5x
+ 6x — 6
— 6x + 6
0

Daf, x*—(7+ x>+ (17+6i)x?—(17+ 11i)x + (6 +6i) =[x — (1 +i)] (x — 1) (x2 — 5x + 6).
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Por fim, aplicando a férmula resolutiva da equac&o do 22 grau em x2 — 5x + 6 obtemos as raizes 2

e 3.

Portanto, a fatoracao é:

X =7+ +Q7+60)x2—(17+11))x+(6+6i) =[x —(1+1)](x—1)(x —2)(x —3).

Neste capitulo, estudamos o conceito de fatoracdo de polindmios e vimos que a irredutibilidade
de um polindbmio depende diretamente do anel de seus coeficientes. Em particular, analisamos as
limitacdes da fatoracdo em R[x ], onde polindmios irredutiveis podem ter grau maior que um, como no
caso dos polindmios quadraticos com discriminante negativo. Em contraste, o Teorema Fundamental
da Algebra assegura que todo polindmio ndo constante pode ser completamente fatorado em C[x]
como produto de fatores lineares, evidenciando o papel central dos nimeros complexos na teoria da

fatoracao de polindbmios.

4.3 Exercicios em R[x]

Exercicio 177. Dé a fatoracdo em produto de polinébmios mdnicos irredutiveis de cada polinémio

abaixo:

3. x*—3x2+x—-3
4. x°—x*+8x3—8x2+16x—16

5. x*+8x3+22x2+24x+9

4.4 Exercicios em C[x]

Exercicio 178. Dé a fatoracdo em produto de polindmios moénicos irredutiveis de cada polindbmio

abaixo:

1. x2+5

89



2. x3+38, use o produto notével cubo da soma.

3. x?+2ix —1, use o produto notavel quadrado da soma.

4. x*—9x3 +24x?% — 6x — 40, sabendo que 3 +i é uma das raizes.
5. x®—x®—2x3%—3x2—x —2, sabendo que i é uma raiz dupla.

6. x° —4x*—3x3—6x%—28x + 40, sabendo que 1 e 2i sdo raizes.

7. p(x) = x> —x*+18x>—18x% + 81x — 81, sabendo que o nimero 3i é raiz dupla.

Exercicio 179. Refaca o exercicio 177 agora em C[x].
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CAPITULO 5

Fracoes parciais

Neste capitulo, estudamos métodos para reescrever funcdes racionais, isto é, quocientes de po-
linbmios, como soma de fracdes mais simples, denominadas fracées parciais. A decomposicao em
fracbes parciais é uma ferramenta fundamental em diversos problemas da Matematica, especial-
mente na resolucao de integrais, equacdes diferenciais e no estudo de transformadas integrais. Para
a aplicacao desses métodos, utilizaremos conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores, em par-
ticular os resultados relacionados a fatoracdo de polind6mios. Inicialmente, o estudo serd conduzido
no contexto de polinbmios com coeficientes reais, isto €, em R[x]. Posteriormente, o método sera
estendido ao caso de polinémios com coeficientes complexos, em C[x], permitindo uma visdo mais

ampla e conceitualmente unificada do tema.

5.1 Funcoes Racionais

Definicao 180 (Funcdes Racionais). Uma fun¢do racional é uma funcao da forma

_p)

f=t

em que p(x) e g(x) sao polinémios e g(x) # 0. O dominio de f é o conjunto de todos os ndmeros

reais x tais que g(x) #0

Exemplo 181. A fungdo f(x) = }( ¢ uma funcao racional, cujo dominio é {x € R|x # 0}. A figura

abaixo apresenta o esbogo do grafico da funcao f.
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Figura 5.1.1: Gréafico da func&o racional f(x) =%

X

Fonte: Elaborada pelo autor com o auxilio do GeoGebra

Exemplo 182. A funcdo f(x) = ;‘2—__14 € uma funcgéo racional com dominio {x € R|x # £2}. O esboco

de seu gréfico é apresentado a sequir.

Figura 5.1.2: Gréfico da fung&o racional f(x) = 35—~

6

r—1
2 —4

fz) =

-

-2

Fonte: Elaborada pelo autor com o auxilio do GeoGebra

Observacdo 183. As funcdes racionais podem ser préprias ou impréprias. Funcdes racionais préprias
é gquando o grau do polindbmio no denominador é maior que o grau do numerador, caso contrario

temos uma funcdao racional imprépria.
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Seguem alguns exemplos de fracdes préprias e impréprias.

Exemplo 184. Classifique as seguintes funcdes racionais em préprias ou impréprias:

1. f(x)= %. Prépria, pois gr(x?*+5x+6)=2<4=gr(x*+x*+x*+x +1);

2. f(x) =% Prépria, pois gr(x +1) =1 < 2 = gr(x*—4);

x2—4"

3. f(x)= % Imprépria, pois gr(x+1)=1=gr(x—1);

4. f(x)= izigij Imprépria, pois gr(x*+x>—7)=5>2=gr(x*+2x+1)

5.2 Decomposicao em Fracdes Parciais em R[ x|

Nesta secéo, apresentamos o método de decomposicao em fragcdes parciais para funcdes racionais

com coeficientes reais.

Exemplo 185. A funcao racional prépria

6x +1
X)=s———
fx) x2—5x+6
pode ser reescrita na forma
6x+1 —13 19
X)=———7—— = + :
flx) x2—5x+6 x—2 x-—3

Evidenciando que funcdes racionais podem ser expressas como soma de fracdes racionais mais sim-

ples.

5.2.1 Método de fracoes parciais

Chamamos de método de fracées parciais o procedimento que permite escrever uma funcao raci-
onal como soma de fragdes mais simples, cujos denominadores sdo poténcias de fatores do denomi-

nador original.

Descricdo geral do método em R[x]

A aplicacdo do método de fragdes parciais depende das seguintes condi¢des:
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* Afuncdo racional deve ser prépria. Caso contrario, deve-se realizar inicialmente a divisdo eucli-

diana de polindmios e aplicar o método a parte prépria resultante.

e Os fatores do denominador devem ser conhecidos. Pelo Teorema Fundamental da Algebra,
adaptado ao caso real, todo polindmio em R[x ] pode ser escrito como produto de fatores line-

ares reais e fatores quadraticos reais irredutiveis.

Caso préprio em R[x]

Seja % uma fragao racional prépria, com p(x),q(x) € R[x].

1. Para cada fator linear (x —r)™ de g(x), associa-se a soma

A, A, A
+ ot ——
x—r (x—r)2 (x—r)m

m

2. Para cada fator quadratico irredutivel (x% +sx + g)", associa-se a soma

Bix +C, + B,x+C,
x2+sx+g (x24+sx+g)

3. Igualam-se a fracao original e a soma das frac0es parciais obtidas.

4. Eliminam-se os denominadores e igualam-se os coeficientes das poténcias correspondentes
de x, obtendo-se um sistema linear cujas solucdes fornecem os coeficientes desconhecidos.
Observa-se gue esse é apenas um dos métodos para obter os coeficientes desconhecidos, sendo

apresentados outros métodos em textos classicos sobre o tema.
A seguir, apresentamos exemplos que ilustram os diferentes casos possiveis no contexto real.
Exemplo 186 (Fatores lineares distintos). Expresse a funcao racional ﬁ em fragOes parciais.
Solucao.

Primeiro, temos que o dominio da fungéo é {x € R|x # +1}.

Segundo, o polindmio do denominador é um produto notavel, produto da soma pela diferenca.

Assim,

1—x2 = (1+x)(1—x).
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Logo, pelo método de decomposicao em fragdes parciais, temos

1 A B
1—x2 1—x 1+x
Dai,
1 _ A(l+x)+B(1—x)
1—x2 (1—x)(1+x)

Eliminando os denominadores e fazendo a distributiva, segue que

1 = (B—A)x+(B+A)

Aplicando a igualdade de polinémios, temos que

A—B = 0

A+B =1

Somando as duas equacdes e fazendo as substituicdes necessarias, teremos que A=1/2e B=1/2.

Logo,

N—

3 1( 1 1 )
+ =— +
1—x 14+x 2\1—x 1+4+x

1

1 1
Portanto, 5 (E + 1=

; R ~ .. 1
) € a decomposigao em fragdes parciais de 1—.

Exemplo 187. Expresse a fungao racional f(x) = em fragOes parciais.

7x
x2—3x—10
Solucao.

Observe, que o problema se trata de uma funcao racional prépria. E o dominio da funcao é {x €
R|x # —2ex # 5}, pois —2 e 5 sd0 as raizes de x? — 3x — 10 (basta aplicar a férmula resolutiva da

equacao de 292 grau).
Sabendo as raizes podemos reescrever f(x) da seguinte maneira:
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7x
(x—=5)(x+2)

flx) =

Ou seja, se trata de uma fracao com fatores lineares distintos. Assim,

7x A + B
(x—5)(x+2) x—5 x+2

Multiplicando ambos os lados por (x —5) (x + 2), temos que

7x = A(x+2)+B(x—05)

7x = (A+B)x+2A—5B

Aplicando a igualdade entre polind6mios, encontramos que

Ao resolver esse sistema, os valoresde A=5e B = 2.

Portanto,

7x 5 + 2
x2—3x—10 x—5 x+2

Exemplo 188 (Um fator linear repetido). Expresse a funcao racional em fragdes parciais.

N S
xX2+4+2x+1

Solucao.

O dominio da funcao racional é {x € R|x # —1}, pois o polindmio x%+2x + 1 é um produto notével,

quadrado da soma. Assim,
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242x+1 = (x+1)°.

Agora, vamos encontrar as fracdes parciais. Como o denominador tem fatores lineares repetidos,

entao

X A B
- + 3
x2+2x+1 x+1 (x+1)

Multiplicando os dois lados por (x + 1)

x = A(x+1)+B

x = Ax+(A+B)

Logo, pela igualdade de polindmios

A+B = 0

Dai, temos queA=1e B =—1.

X 1 1

Portanto, =57 = v3 — (x+1)%"

x24+3x+3

Exemplo 189. Determine as fragbes parciais de f (x) = 55307

Solucao.

Neste exemplo, temos que gr(x*+3x +3) =2 < 3 = gr(x® +3x%+ 3x + 1), se tratando de uma

funcao racional prépria. Além disso, o dominio é {x € R|x # —1}.

Observe que, o denominador x® +3x2 +3x + 1 é o produto notével cubo da soma, cuja fatoracdo é

¥ +3x%+3x+1 = (x+1)°.
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Logo,

x2+3x+3 x>+3x+3

x3+3x2+3x+1  (x+1)3

Aplicando o método para fatores lineares repetidos,

x>+3x+3 A B C

G+ x+l Gt ct1p

Multiplicando ambos os lados por (x + 1)*

x*+3x+3 = Alx+1)*+B(x+1)+C
= A(x*+2x+1)+B(x+1)+C

= Ax*+(2A+B)x+(A+B+C)
Utilizando a igualdade de polinbmios, segue que

» Coeficientes de x*: A=1
e Coeficientesde x: 2A+B =3

* Termo independente: A+ B+C =3

Portanto,A=1,B=1e(C=1.

Concluimos,

x>+3x+3 1 1 1

= + +
x3+3x2+3x+1 x+1 (x+1)2 (x+1)

Exemplo 190 (Fracdo Imprépria). Determine as fragdes parciais de f(x) = %.

Solucao.

A funcao racional é imprépria, pois o grau do polindbmio do numerador é maior que o grau do

polinbmio do denominador. Assim, primeiramente, devemos transforma-la em uma fracao prépria.
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Para isso, utilizamos a divisao euclidiana de polindmios.

2x® — 4x? — x — 3| x?* — 2x 3
— 2x® 4+ 4x? + 6x 2x
+ 5x — 3
Logo,
2x3 —4x?*—x—3 = 2x(x*—2x—3)+(5x—3)
Portanto,

2x%—4x2—x—3 5x—3
=2+ —
x2—2x—3 x2—2x—3

5x—3
x2—2x—3"

Devemos trabalhar agora com a fracao prépria
O polindmio quadratico x? —2x — 3 possui —1 e 3 como raizes.

Portanto, possui fatores lineares distintos. Assim,

5x—3 A N B
x2—2x—3 x+1 x-—3

Multiplicando ambos os lados por (x + 1) (x —3)

5x—3 = A(x—3)+B(x+1)

Aplicando a distributiva, temos que

5x—3 = (A+B)x+(—3A+B)

Aplicando a igualdade entre polindmios,
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A+B = 5

—3A+B = -3

Resolvendo o sistema, temos queA=2e B =3.

Portanto,
2x% —4x%2—x—3 5x—3
= +2x = +
x2—2x—3 x2—2x—3 x+1 x-—3

. o . _ t*49
Exemplo 191. Determine as fragbes parciais de f(t) = 7752.

+ 2x.

Solucao.

A funcdo racional dada é imprépria, pois gr(t*+9) = 4 = gr(t* + 9t%). Entdo, primeiramente,

devemos torna-la propria.

Pela divisao euclidiana, temos que

t4 + 9|ttt + 9¢?
— t* — 9¢? 1
— 92 + 9
Assim,
t*4+9 = 1-(t*+9t3)+(—9t>+9).
Logo,
t*+9 +—9t2+9
t4+9¢2 t4 4+ 9t2

Observe que, t* +9t2 = t2(t2 + 9), e que t2 + 9 ndo possui raizes reais. Apliquemos o método em

—9t249

(o) due possui um fator linear repetido e um fator quadratico, ou seja, a fracao parcial seré da

forma
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—9t2+9 A B Ct+D
t

—— = +
t2(t2+9) t2  t249

Multiplicando ambos os lados por t?(t%+9),

—9t*+9 = At(t*+9)+B(t*+9) +(Ct + D)t?
= At>+9At +Bt*+ 9B+ Ct3 + Dt?

= (A+C)t>+(B+D)t*+9At + 9B
Utilizando a igualdade de polinbmios, segue que

e Coeficientesde t*: A+ C =0
 Coeficientes de t?: B+D =—9
e Coeficientesde t: 9A=0

* Termo independente: 9B =9

Resolvendo o sistema, encontramos queA=0,B=1,C=0e D =-10
Portanto,
t*+9 T
t4+9t2 t2  t2+49

5.2.2 Aplicacao de fracoes parciais na integracao de funcoes racionais

Diversos problemas de integragdo podem ser resolvidos com auxilio da decomposicao em fragdes

parciais, conforme ilustrado nos exemplos seguintes.

Exemplo 192 (Integrando com um fator quadratico irredutivel no denominador). Calcule

—2x+4 d
2+ Dx—12

usando fracdes parciais.
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Solucao.

O denominador tem um fator quadratico irredutivel, x> + 1, assim como um fator linear repetido,

(x —1)?, entdo escrevemos

—2x +4 Ax+B C D

= - +
(x24+1)(x—1)2 x2+1 x—1 (x—1)2

Multiplicando ambos os lados por (x2 + 1)(x — 1)2, com isso eliminamos as fracdes. Temos,

—2x+4 = (Ax+B)(x—1*+C(x—1)(x*+1)+D(x*+1)

= (A+C)x*+(—2A+B—C+D)x*+(A—2B+C)x+(B—C+D)
Utilizando a igualdade de polindmios, segue que

» Coeficientesde x>: 0=A+C
e Coeficientes de x?: 0 =—2A+B—C+D
e Coeficientesde x: —2=A—2B+C

e Termo independente: 4=B—C+D

Resolvemos essas equacdes simultaneamente para encontrar os valores de A, B, C, eD:
—4 =—2A, A= 2, subtraia a quarta equacao da segunda.
C =—A=—-2, da primeira equacao.
B =1, poisA=2e C =-—2 na terceira equacao.
D =4—B+ (C =1, da quarta equacao.

Substituindo esses valores, obtemos

—2x +4 2x +1 2 1

(x2+1D)(x—1)2  x2+1 _x—1+(x—1)2

Por fim, usando a decomposicao anterior, podemos integrar:
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f —2x+4 f(Zx—i—l_ 2 1 )dx
(x2+1)(x—1)2 x24+1 x—1 (x—1)2
_ f( 2x , 1 2 1 )dx
x2+1 x241 x—1 (x—1)2

1
= ln(x2+1)+tg_lx—21n|x—1|——1+K
x_

onde K é uma constante.

Exemplo 193 (Fator Quadratico Irredutivel Repetido). Calcule

dx
x(x2+1)2

Solucao.

A decomposicao em fracdes parciais tem a seguinte forma:

1 A Bx+C Dx+E

— = —+ +
x(x2+1)2 x  x24+1  (x2+41)2

Multiplicando por x(x2 + 1)?, temos

1 = A(?+1)?*+Bx+C)x(x*+1)+(Dx + E)x
= A(x*+2x*+1)+B(x*+x*)+C(x®*+x)+Dx*+ Ex

= (A+B)x*+Cx®*+(2A+B+D)x*+(C+E)x +A

Se igualamos os coeficientes, obtemos o sistema

A+B=0, C=0, 2A+B+D=0, C+E=0, A=1
Resolvendo esse sistema, temosA=1,B=—1,C=0,D=—1e E=0.

Logo,
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dx B [1_1_ —X + —X ]dx
x(x241)2 x  xZ+1 (x2+1)2

d_x_l xdx _ xdx
x2+1 (x2+1)2

X 2

Fazendou =x?>+1edu=2xdx.

dx 1 [ du 1| du

x 2| u 2] u

1 1
In|x| —=Inju|+ — +K
2 2u
1
= lIn|x|— Eln(x2 +1)+

—— 4K
2(x2+1)
|x| 1

In + +K.
Vx2+1  2(x2+1)

Exemplo 194. Calcule

cosy
dy.
Jsen2y+seny—6 Y

Solucao.

Fazendo u =seny e du =cos y dy, temos

du
uw+u—=6

Queremos determinar as fracOes parciais de

1
w+u—=6

As raizes de u? 4+ u—6 sdo 2 e —3, que sdo fatores lineares ndo repetidos, logo

1 A + B
u?+u—=6 u—2 u+3

Multiplicando ambos os lados por (x —2)(x + 3), temos que
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1 = Alu+3)+B(u—2)

= (A+B)u+(3A—2B)

Pela igualdade polindbmios,

Portanto, queremos integrar

du 3 —1
—_ = >+ 2 |du
u?+u—=6 u—2 u+3

. 1 du _1 du
5] u—2 5) u+3

1 1
= —Inlu—2|—=Ilnlu+3|+K
5 5

1
= =In
5

u—2
u+3

+K

Como u =seny, segue o resultado

seny —2

cosy 1
5 dy = =ln
sen?y +seny —6 5 |seny+3
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5.3 Decomposicao em Fracées Parciais em C[x]

No conjunto dos polinbmios com coeficientes complexos, o método de fracdes parciais apresenta
uma forma conceitualmente mais simples. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, todo polinémio em
C[x] pode ser fatorado completamente em fatores lineares. Assim, ndo existem fatores quadraticos

irredutiveis nesse contexto.

Descricao geral do método em C[x]

Seja % uma fragéo racional prépria, com p(x),q(x) € C[x]. Para aplicar o método, é necessario

que os fatores lineares complexos do denominador sejam conhecidos.

Caso préprio em C[x]

Se )
q)=] Jx—a)m, a;ec,

Jj=1

entao a decomposicao em fracdes parciais tem a forma

k
A; A; A

P(X):Z( R R J,Jm_)’

q(x) o \ X T Q (x_aj) (X_aj) )

=1

com coeficientes A; , € C.

Observacdo 195. O método em C[x] é estruturalmente mais simples do que em R[x], pois envolve
apenas fatores lineares e numeradores constantes. O método real pode ser interpretado como uma
adaptacdo do método complexo, na qual pares de raizes complexas conjugadas sdo agrupados de

modo a preservar coeficientes reais

5.3.1 Exemplos com coeficientes em C|[x]

Exemplo 196 (Fatores lineares distintos). Determine as fracdes parciais da funcao racional

x+i
(x +5)(x —2i)

flx)=
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Solucao. O denominador estd fatorado como produto de dois fatores lineares distintos em C. Assim,

a decomposicao em fracdes parciais tem a forma

x+1 A + B
(x+5)(x—2i) x+4+5 x—2i

com A, B € C. Multiplicando ambos os lados da igualdade por (x + 5)(x — 2i), obtemos
x+1i=A(x—2i)+B(x +5).
Aplicando a distributiva e organizando os termos, segue que
x +1i=(A+B)x + (5B —2Ai).
Pela igualdade entre polinbmios, obtemos o sistema linear
A+B=1,
SB —2Ai =1.

A partir da resolucao desse sistema linear em C (ver a observacao sobre a resolucao de sistemas

lineares no Capitulo 2), concluimos que:

23 15, 6 15,
=———1 € B=—+—1.
29 29 29 29

Portanto, a decomposicao em fracdes parciais é dada por

. 6 15 -
X +i _ 20 T29l | 39 T a9l
(x+5)(x—2i) x+5 x—2i

ix2+(14+21)x+i

Exercicio 197. Dada a fungdo racional f(x) = o s

Reescreva-a usando fracdes parciais.
Solucao.

Estamos diante de uma fungao racional imprépria, pois gr(ix?+ (1 +2i)x +i)=2=gr(x*+ (2 +

)x + 2i).

Logo, precisamos aplicar a divisao euclidiana.

ix2 + (1+2D)x + i x2 4+ (2+i)x + 2i

— ix? — (=1+42)x + 2 i

+ 2x + (2+1)
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Assim, ix?+ (14 2{)x +i =[x+ 2+ )x+2i]-i+[2x +(2+1)].

Dai,

x4+ (14+20)x+i ; 2x +(2+1)
2+2+)x+20 X2+ (2+1)x +2i
2x+(2+1)

Agora, precisamos determinar a fracOes parciais de que é uma funcao racional prépria.

x24+(2+1)x+2i
Aplicando a férmula resolutiva da equacado de 22 grau no denominador, encontramos as raizes —i e

—2.

Temos que,

2x +(2+1) o 2x+(2+41)
x24+Q2+Dx+2i  (x+i)(x+2)

Se tratando de fatores lineares nao repetidos. Logo,

2x+(2+i) A N B
(x+)(x+2)  x+i x+2

Multiplicando ambos os lados por (x +1)(x + 2), segue

2x+(2+4+i) = Alx+2)+B(x+1i)

= (A+B)x+(2A+ Bi)

Aplicando a igualdade de poliné6mios,

A+B = 2

2A+Bi = 2+1

Resolvendo o sistema encontramos que A=1e B =1.

Portanto,
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ix2+(1+2i)x+i - 1 N 1
= 1 .
x24+(2+1)x+2i xX+i x+2

Exemplo 198 (Um fator linear repetido). Reescreva em fracdes parciais a funcao racional

2x +1
xX2+2ix—1"

Solucdo. Observa-se que —i é raiz do polindmio x? + 2ix — 1. Logo, aplicando o dispositivo de

Briot-Ruffini, temos

Entao, o denominador pode ser fatorado como

X242ix—1=(x+i)(x+i)+0=(x+1)>

Como o denominador possui um fator linear repetido, a decomposicao em fracdes parciais tem a

forma

2x+1 A B

= -+ ;
x24+2ix—1 x+i  (x+1)2

com A, B € C. Multiplicando ambos os lados da igualdade por (x + i)?, obtemos

2x+1 = A(x+i)+B

= Ax+Ai+B

Pela igualdade entre polindmios, concluimos que, temos que

A=2eB=1-2i.
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Portanto, a decomposicao em fracdes parciais é

2041 _ 2 1-2
x2+2ix—1 x4+i  (x+1)2

X2 +(2461)x+(6i—6)

Exemplo 199. Determine as fracdes parciais de f(x) = 3

Solucao.

O exemplo se trata de uma funcao racional com fatores repetidos prépria, cujo dominio é {x €

Clx # —3i}.

Aplicando o método para fatores repetidos, temos que

x*+(2+6i)x+(6i—6) A N B N C
(x + 3i)3 x+3i (x+3i)?  (x+30)°

Multiplicando ambos os lados da igualdade por (x + 3i)*

x2+(24+60)x+(6i—6) = A(x+3i)*+B(x+3i)+C
= A(x*+6ix—9)+B(x+3i)+C

= Ax*+(6Ai +B)x +(—9A+ 3Bi + C)

Utilizando a igualdade de polinbmios, segue que

e Coeficientes de x*: A=1
e Coeficientes de x: 6Ai + B =2 + 61

e Termo independente: —9A+3Bi+C =6i—6

Logo,A=1,B=2e (C=3.

Portanto,

x2+(2+6i)x + (6i—6) 1 N 2 N 3
(x+3i)3 x+30 (x+30)? (x+3i)°
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5.3.2 Exemplos com coeficientes em R|[x]

Exemplo 200 (Decomposicdao em C[x ] de uma fungdo com coeficientes reais). Determine a decom-

posicao em fracdes parciais, no corpo dos nimeros complexos, da funcdo racional

1
X241

Solucdo. O denominador é o polindmio x2 + 1, que n&o possui raizes reais. Em C[x], esse polindmio
pode ser fatorado como

x2+1=(x—1)(x+1).
Como os fatores lineares sao distintos, a decomposicao em fracdes parciais em C[x] tem a forma

1 _ A B
x2+1 x—i x+i

com A, B € C. Multiplicando ambos os lados da igualdade por (x —i)(x + i), obtemos

1=A(x+1)+B(x—1).

Para determinar os coeficientes, atribuimos valores convenientes a x (outro método para o calculo

dos coeficientes no processo de decomposicdo de funcdes racionais). Tomando x =i, segue que
1=A(i+1) = 2iA,

de onde

Analogamente, tomando x = —i, obtemos
1=B(—i—1i)=—2iB,

o0 que implica

1
B - .
21

Portanto, a decomposicdo em fracbes parciais em C[x] é dada por
1 1 ( 1 1 )
x2+1 2i\x—i x+i)’
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Exemplo 201 (Decomposi¢cdo em C[x] de uma funcdo racional real). Determine a decomposi¢cdo em

fracbes parciais, no corpo dos numeros complexos, da funcado racional

2x+ 3
x2+4x+5

Solucao. O denominador é o polindmio quadratico x> + 4x + 5. Calculando o discriminante, temos
A=4>—-4.1.5=16—20=—-4<0,
logo o polindmio ndo possui raizes reais. Em C[x], as raizes séo
xX=-2%i,
e, portanto, o denominador pode ser fatorado como
X2 +4x+5=(x+2—)(x+2+1i).

Como os fatores lineares sao distintos, a decomposicao em fracdes parciais em C[x] tem a forma

2x+3 _ A B
X2+4x+5 x+2—i x+2+i

com A, B € C. Multiplicando ambos os lados da igualdade por (x +2—1i)(x + 2+ i), obtemos

2x +3=A(x+2+1i)+B(x+2—1).

Para determinar os coeficientes, escolhnemos valores convenientes de x. Tomando x = —2 + i, segue
que

2(—2+1)+ 3 =A(2i),

ou seja,
—1 4+ 2i = 2iA,
de onde
—1+4+2i [
21 2

De modo analogo, tomando x = —2 — i, obtemos

2(—2—1)+3 = B(—2i),
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isto é,

—1—2i =—2iB,

o0 que implica
B=1——-.
2
Portanto, a decomposicdo em fragdes parciais em C[x] é dada por

2243 _ 145 1-3
X2+4x+5 x+2—i x+2+i

Exemplo 202 (Decomposicdo em C[x] de uma funcdo racional com fator linear e fator quadratico).

Determine a decomposicao em fragdes parciais, no corpo dos niumeros complexos, da funcao racional

1
x(x2+1)2

Solucao. O denominador é o polinbmio

x(x®+1)%

Em C[x], o fator quadréatico x> + 1 pode ser escrito como
x24+1=(x—1i)(x+1),

de modo que

(x24+1)? =(x—i)*(x +1)>

Assim, o denominador admite a fatoracao completa
x(x —1)*(x +1)>

Os fatores lineares sdo x, (x —i) e (x +1), sendo que (x —1i) e (x + i) possuem multiplicidade dois.

Portanto, a decomposicdo em fracdes parciais em C[x] tem a forma

1 __A, B __C D E
x(x24+1)2 x x—i (x—i)2 x+i (x+i)?

com coeficientes A,B,C, D, E € C. Multiplicando ambos os lados da igualdade por x(x —i)?(x +i)?,

obtém-se a identidade

1=A(x—1)*(x +1)?+Bx(x—i)(x +1)*> + Cx(x +1)>+ Dx(x +i)(x —i)* + Ex(x — ).
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Atribuindo valores convenientes a varidvel x, é possivel determinar os coeficientes indeterminados.
Tomando x = 0, segue que

1=A(-1)*(1)%
de onde se conclui que A= 1. De maneira andloga, fazendo x =i, obtemos
1=Ci(i+1i)*=—4iC,

0 que implica

Por sua vez, tomando x = —i, resulta

1= E(—i)(—i—1i)* = 4iE,

de onde segue que
i
E=—-.
4
Para determinar os coeficientes restantes B e D, substituem-se os valores ja obtidos na identidade
anterior e procede-se a comparacado dos coeficientes correspondentes. Apés as simplificacdes neces-

sarias, obtém-se

Portanto, a decomposicdo em fracdes parciais em C[x] é dada por

;_l_l( 1 +L)+£( 1 1 )
x(x2+1)2 x 2\x—i x+i) 4\ (x—i)2 (x+i)2)

Observacao 203. Os exemplos anteriores ilustram que funcdes racionais com coeficientes reais po-
dem ser decompostas de maneira mais simples em C[x], uma vez que todo polinémio se fatoriza
completamente em fatores lineares. O método em R[x] pode ser visto como uma adaptacdo desse

procedimento, obtida pelo agrupamento de pares de raizes complexas conjugadas.

5.4 O método de Heaviside

O método de Heaviside, também conhecido como método do encobrimento, constitui uma forma

rdpida de decompor uma funcao racional em fragdes parciais quando o denominador é um produto
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de fatores lineares distintos. Considere uma funcao racional prépria

p(x)
q(x)’

em que gr(p(x)) < gr(g(x)) e

q(x) = (e —=r)(x—ry) - (x—r,),

comry,r,,...,I, raizes distintas. Nesse caso, a decomposicao em fragdes parciais € dada por
px) _ A Ay A,
g(x) x—ry x—r, x—r,

em que cada coeficiente A; pode ser determinado por

A = p(r;)
(=) (=) — rip1) (i — ’”n)'

Esse procedimento elimina a necessidade de resolver sistemas lineares, desde que o denominador

possua apenas fatores lineares simples no corpo considerado.

Exemplo 204 (Usando o método de Heaviside). Determine as fracdes parciais da funcao racional

x+4
x34+3x2—10x"

Solucao. O grau do polindmio p(x) = x + 4 é menor que o grau do polindmio q(x) = x> + 3x% — 10x.
Além disso,

q(x) = x(x —2)(x +5),

de modo que o denominador é um produto de fatores lineares distintos. As raizes de gq(x) sdo r; =0,

r, =2 er;=-—>5. Aplicando o método de Heaviside, obtemos
p-_ PO 2
1= 7A anrh L N >
(0—2)(0+5) 5
_ p(2) _3
> (2-0)(2+45) 7’
p(=5) 1

A= 5 05— 35
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Portanto, a decomposicao em fracdes parciais é

x+4 ——£+ 3 B 1
x3+3x2—10x  5x 7(x—2) 35(x+5)

Exercicio 205. Determine as fracdes parciais da funcao racional
2
x“+x+1
x3—4x2+3x
Solucao.
Primeiramente, devemos fatorar o denominador e, por inspecado, temos que 0 é uma das raizes.
Aplicando Briot-Ruffini, temos que

0‘1 —4 3 0
‘1 —4 3‘0

Observe que, x> —4x? + 3x = x(x?> —4x + 3) e, por inspecado, temos que 1 é raiz de x? —4x + 3.

Logo podemos aplicar Briot-Ruffini mais uma vez,

01 -4 3 O

111 —4 310

1 3|0

Portanto, x> —4x% + 3x = x(x — 1)(x — 3).

Pelo método de Heaviside, e sabendo que as raizes do denominador sédo 0, 1 e 3.

Encontramos
0°+0+1 1
141 = - = —
(0—1)(0—-3) 3
12+1+1 3
142 = _—
1-(1-3) 2
A = 3*+3+1 _13
3 3(3—1) 6
Entao,
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X2+x+1 1 3 13

X —Dx—3) _ 3x 2(—1) 6(x=3)

Exemplo 206 (Aplicacdo do método de Heaviside em C[x]). Expresse a fung&o racional

1
x2+1

em fracdes parciais no corpo dos nimeros complexos.

Solucdo. Em C[x], o polinémio x% + 1 possui as raizes i e —i, de modo que
x24+1=(x—1)(x+1).

Como os fatores lineares sao distintos, o método de Heaviside pode ser aplicado diretamente com

A, =1eA, =—1. Calculando os coeficientes, obtemos
1 1 1 1
AA=T—=—, B=——=—17.
i+1 21 —1—1 2i

Assim, a decomposicao em fracdes parciais é dada por

1 _l( 11 )
x2+1 2i\x—i x+i)’

5.5 EXxercicios

5.5.1 Funcoes Racionais

Exercicio 207. Determine o dominio da funcdo racional
1
X)=——.
f(x) po—
Exercicio 208. Determine o dominio da funcdo racional

2

x“+1
f)=—
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Exercicio 209. Verifigue se a funcao
2x +1

flx)=
é uma funcao racional e determine seu dominio.

Exercicio 210. Determine o dominio da funcdo racional

3x—5
f)=——7—"=-
(x—=1)(x+2)
Exercicio 211. A funcao
2
X
X)=
S x2+1

é racional? Justifique.

Exercicio 212. Determine o dominio da funcdo racional

1
xX)= .
fix) x2+x
Exercicio 213. Explique por que a funcao
1
X)= —
f(x) Vs

nao é uma funcao racional.

Exercicio 214. Dé um exemplo de funcdo racional cujo dominio seja

R\ {0, 1}.

5.5.2 Exercicios - Funcoées Racionais Proprias e Improéprias

Classifique as funcdes racionais a seguir como proprias ou improprias.

Exercicio 215. Seguem as funcdes

fE=5
Foo =511
)=
:
fey=21200
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3x?

f)=—"—
x*+1
)= x2+1
X
fO= s ve

Exercicio 216. Explique por que toda funcao racional imprépria pode ser escrita como a soma de

um polindmio e uma funcgao racional prépria.

5.5.3 Exercicios - Decomposicao em Fracées Parciais em R[x]

Exercicio 217. Determine a decomposicao em fragoes parciais de

3x+5
(x—1D(x+2)

Exercicio 218. Determine a decomposicdo em fracdes parciais de

1
x2—1"

Exercicio 219. Determine a decomposicdo em fracdes parciais de

2x
(x+1)%

Exercicio 220. Determine a decomposicao em fragdes parciais de

5x+1
(x—2)(x2+1)

Exercicio 221. Determine a decomposicao em fragdes parciais de

x2+1
(x—1)(x2+1)

Exercicio 222. Decomponha em fracdes parciais

1
(x+1)(x2+4)

Exercicio 223. Transforme em fracao prépria e decomponha:




Exercicio 224.

Decomponha em fragbes parciais

2x3+1
X241

5.5.4 Exercicios - Decomposicao em C[x] com coeficientes complexos

Exercicio 225.

Exercicio 226.

Exercicio 227.

Exercicio 228.

Exercicio 229.

Exercicio 230.

Exercicio 231.

Exercicio 232.

Determine a decomposicao em fracdes parciais de

1
(x —i)(x +2i)°

Determine a decomposicao em fracdes parciais de

X
(x—1+)(x+1—1)

Decomponha em fracdes parciais

2x+3
(x+1i)?

Determine a decomposicao em fracdes parciais de

1
(x —2i)2(x +1i)

Decomponha em fracdes parciais

x+1
(x—i)(x+1)

Determine a decomposicao em fragdes parciais de

_
x(x—i)

Decomponha em fracdes parciais

_2
(x+i)3

Explique por que, em C[x], ndo aparecem fatores quadraticos irredutiveis.
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5.5.5 Exercicios - Funcdes reais decompostas em C|[x]

Exercicio 233. Determine a decomposicao em fragdes parciais, em C[x], da fungéo

1
x2+4

Exercicio 234. Determine a decomposicdo em fracdes parciais, em C[x], de

x
X241

Exercicio 235. Decomponha em fra¢des parciais, em C[x],

1
X24+2x+2°

Exercicio 236. Determine a decomposicdo em fracdes parciais, em C[x], de

2x+1
x2+1°

Exercicio 237. Decomponha em fracdes parciais, em C[x],

1
(x2+1)2

Exercicio 238. Determine a decomposicdo em fracdes parciais, em C[x], de

_x
(x2+4)2

Exercicio 239. Compare a decomposicdo em R[x ] e em C[x] da funcdo

1
x24+1

Explique por que a decomposicdo em C[x ] pode ser considerada conceitualmente mais simples.
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CAPITULO 6

Conclusao

Nesta dissertacao, foi desenvolvido um estudo integrado sobre niimeros reais e complexos, po-
linbmios, fatoracdo de polindbmios e decomposicao de fungdes racionais em fracdes parciais, com o
objetivo de evidenciar a relacao intrinseca entre esses conteldos e sua relevancia para a resolucao

de problemas em Matematica, especialmente no contexto do Célculo Diferencial e Integral.

Inicialmente, foram revisados conceitos fundamentais dos conjuntos R e C, destacando suas pro-
priedades algébricas e a necessidade da introducao dos nimeros complexos na resolucdo de equa-
¢des polinomiais. Esse estudo permitiu compreender que muitos resultados algébricos validos em R
estendem-se naturalmente a C, fornecendo uma base conceitual sélida para os capitulos subsequen-

tes.

Na sequéncia, foram apresentados os conceitos de polinbmios e do anel de polinbmios, bem como
as principais operacdes algébricas e os métodos de divisdo, com destague para o algoritmo de Briot-
Ruffini. Esses resultados mostraram-se fundamentais para o estudo da fatoracao, tratada de forma

sistematica nos capitulos seguintes.

O estudo da fatoragao de polindbmios evidenciou que a irredutibilidade de um polindbmio depende
diretamente do anel ao qual pertencem seus coeficientes. Em particular, observou-se que polinémios
irredutiveis em R[x] podem tornar-se redutiveis em C[x], permitindo uma fatoragdo completa em
fatores lineares, conforme garantido pelo Teorema Fundamental da Algebra. Essa anélise mostrou-se

essencial para compreender as diferentes formas de decomposicao de funcdes racionais.

A partir desses resultados, o método das fracdes parciais foi estudado tanto em R[x ] quanto em
C[x], destacando-se o papel central da fatoracdo do denominador na aplicacdo do método. Em

R[x], surgem fatores quadraticos irredutiveis, exigindo uma adaptacao do procedimento, enquanto
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em C[x] o método assume uma forma conceitualmente mais simples, envolvendo apenas fatores
lineares. Além disso, foram apresentadas aplicacdes do método na integracao de funcdes racionais,

reforcando a conexio entre Algebra e Calculo.

Como produto educacional desta dissertacao, foi elaborado um Caderno de Atividades Comenta-
das, organizado em médulos didaticos, que aborda os conteldos estudados ao longo do trabalho. O
material foi construido a partir da adaptacao do referencial teérico desenvolvido na dissertacdo, com
linguagem acessivel, exemplos resolvidos e atividades propostas, visando atender estudantes dos
anos finais do Ensino Médio, dos primeiros semestres da graduacado e professores que atuam nesses

niveis de ensino.

O produto educacional busca contribuir para a superacao das dificuldades frequentemente ob-
servadas no estudo da fatoracao de polind6mios e das fracdes parciais, oferecendo uma abordagem
gradual, conceitualmente fundamentada e articulada com aplicacbées em Calculo. Espera-se que o
material possa servir como recurso de apoio ao ensino, favorecendo a compreensao das estruturas

algébricas envolvidas e promovendo uma aprendizagem mais significativa.

Por fim, acredita-se que o estudo desenvolvido nesta dissertacao, aliado ao produto educacional
apresentado, possa auxiliar professores e estudantes no processo de ensino e aprendizagem da Ma-
temaética, reforcando a importancia da Algebra como ferramenta fundamental para a compreensao e

resolucao de problemas em diferentes areas da Matematica.
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APENDICE A

Lista de Integrais Indefinidas

Este apéndice reline algumas definicdes basicas e uma tabela de integrais indefinidas frequente-
mente utilizadas ao longo do texto. O objetivo é oferecer ao leitor um material de consulta rapida,

sem pretensao de desenvolver a teoria em detalhes.

Recordamos inicialmente o conceito de primitiva e de integral indefinida.

Definicdo 240 (Primitiva). Uma funcao F é uma primitiva de f em um intervalo I se F'(x) = f(x)

para qualquer x em I.

Definicao 241 (Integral indefinida). O conjunto de todas as primitivas de f é a integral indefinida

Jf(x)dx

onde f é o simbolo de integral, a funcdo f é o integrando da integral e x é a varidvel de integragao.

de f em relacao a x, denotada por

Incluimos ainda a regra da substituicao, que sera utilizada em diversos calculos ao longo do texto.

Teorema 242 (A regra da substituicdo). Se u = g(x) é uma funcdo derivavel cuja imagem é um

intervalo I e f é continua em I, entdo

Jf(g(X))g’(X)dx = ff(u)du.

A regra da substituicdo fornece o seguinte método para calcular a integral
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ff(g(X))g’(X)dx

quando f e g’ sdo funcdes continuas.

1.Substitua u = g(x) e du = g’(x) dx para obter a integral

ff(u)du

2.Integre em relagao a u.
3.Troque u por g(x) no resultado.

Exemplo 243. Usando substituicao

Jcos(79 +5)dO = Jcosu-%du

Tomandou =70 +5,du=7d6

1
= = f cosudu
7

Como % a frente, a integral estd agora na forma-padrao.

1
= —senu+C
7

Integre em relacao a u (Tabela 1.1).

1
= - sen(76 +5)+C
Troque u por 76 + 5.

A tabela a seguir apresenta integrais elementares que serdo utilizadas como referéncia. Em todas

as formulas, C € R denota uma constante arbitraria. A presenca do termo +C indica que a integral
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indefinida representa uma familia de funcdes que diferem por uma constante aditiva.

Tabela A.0.1: Férmulas de integracao basica.

f du=u+C

f kdu=ku+C (qualquer namero k)
f(du+dv)=fdu+fdv

fu”du=f:11+C (n#-1)
fd—u” =Inlu|+C

fsenudu=—cosu+c

e =atg (D +C

a’+u?

NouhWNH
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