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RESUMO

Este trabalho realiza uma caracterizacao matematica do conjunto B das fungoes de Boltz-
mann, formado pelas fungoes reais estritamente crescentes que satisfazem a aditividade multi-
plicativa f(zy) = f(z)+ f(y). O estudo investiga as propriedades analiticas e topologicas desse
conjunto e estabelece uma conexao formal com a formulacao informacional da entropia de Shan-
non. Utilizando métodos de anélise real e teoria da probabilidade, demonstra-se que as funcoes
em B sao analiticas e de classe C'°, e que o conjunto é convexo e conexo, embora nao seja
aberto, fechado ou compacto na topologia da convergéncia uniforme em compactos. A caracte-
rizagao fundamental revela que o dominio de B ¢ o intervalo (0,00) e que B = {klnz | £ > 0}.
A partir dessa base, prova-se que a entropia de Shannon, restrita a variaveis aleatorias inde-
pendentes, herda a estrutura matematica de B por meio de uma correspondéncia biunivoca.
Conclui-se que a forma logaritmica da entropia é determinada unicamente por sua monoto-
nicidade e aditividade, e que a formulacao de Shannon generaliza a de Boltzmann-Gibbs ao
acomodar sistemas com correlagoes arbitrarias, unificando os fundamentos da termodinamica
estatistica e da teoria da informacao.

Palavras-chave: Funcoes de Boltzmann, Entropia de Shannon, Caracterizacao matemética
da entropia, Generalizagao entrépica.






ABSTRACT

This work conducts a mathematical characterization of the set B of Boltzmann functions,
formed by strictly increasing real functions that satisfy the multiplicative additivity property
f(zy) = f(z) + f(y). The study investigates the analytical and topological properties of
this set and establishes a formal connection with the informational formulation of Shannon’s
entropy. Using methods from real analysis and probability theory, it is demonstrated that
the functions in B are analytic and of class C°, and that the set is convex and connected,
although it is not open, closed, or compact in the topology of uniform convergence on compact
sets. The fundamental characterization reveals that the domain of B is the interval (0, 00)
and that B = {kIlnz | £ > 0}. From this basis, it is proven that Shannon’s entropy, when
restricted to independent random variables, inherits the mathematical structure of B through
a one-to-one correspondence. It is concluded that the logarithmic form of entropy is uniquely
determined by its monotonicity and additivity, and that Shannon’s formulation generalizes
that of Boltzmann-Gibbs by accommodating systems with arbitrary correlations, unifying the
foundations of statistical thermodynamics and information theory.

Keywords: Boltzmann functions, Shannon entropy, Mathematical characterization, Entropic
generalization.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Desde os primordios da civilizacao, a humanidade busca compreender as leis fundamentais
que regem a natureza e a estrutura do universo. Entre esses principios, poucos sao tao profundos
e ubiquos quanto o conceito de entropia. Muito além de uma mera grandeza termodinamica, a
entropia emerge como uma narrativa poderosa sobre a seta do tempo, a desordem e a propria
seta da complexidade que permeia desde a expansao cosmica até o surgimento da vida. Com-
preender a entropia é, portanto, desvendar um dos fios condutores que tecem a tapecaria da
realidade, respondendo & pergunta fundamental sobre por que os processos evoluem em uma
direcao e nao em outra.

O papel central da entropia para a compreensao das leis fundamentais do universo foi
expresso por Arthur Eddington, que em seu classico “A Natureza do Mundo Fisico” (1928),
referiu-se a lei do aumento da entropia como ocupando “a posi¢ao suprema entre as leis da
Natureza”. Para Eddington, um fisico que nao conseguisse compreender o significado profundo
da entropia estaria fadado a uma visao incompleta da realidade fisica [3].

A concepcao moderna de entropia emerge no século XIX a partir de dois pilares fundamen-
tais: um termodinamico e um estatistico.

O primeiro pilar foi estabelecido por Rudolf Clausius, que, ao formular a Segunda Lei da
Termodinamica, identificou uma grandeza que sempre aumenta em processos irreversiveis. Ele
afirmou que “a entropia do mundo tende a um mdximo” |2|. Esta declaragao formaliza
a observacao fisica de que, espontaneamente, o calor sempre flui do corpo mais quente para o
mais frio, nunca o inverso, tornando a entropia uma funcao que sempre cresce em sistemas
isolados. Para entender isso, considere uma xicara de café quente deixada sobre a mesa em uma
sala. Apos algum tempo, o café esfria e a sala aquece ligeiramente, até que ambos atingem a
mesma temperatura. Este processo espontaneo ilustra o crescimento continuo da entropia.

Além de sempre aumentar, a entropia possui outra propriedade fundamental: ela é exten-
siva. Isso significa que seu valor total depende do tamanho ou da quantidade de matéria do

sistema. Considere dois sistemas idénticos e isolados, cada um com sua propria entropia, que
se chamam de S(A) e S(B).

LicENcCIATURA EM Fisica



2 INTRODUGAO

Figura 1.1: Ilustragdo da propriedade extensiva da entropia. A entropia do sistema composto
C, formado pela simples justaposi¢ao dos sistemas isolados A e B, é a soma das entropias de
cada parte: S(C) = S(A)+ S(B).

Se esses dois sistemas forem simplesmente juntados para formar um novo sistema C, sem
permitir que troquem calor ou modifiquem suas estruturas internas, a entropia deste novo
sistema serd exatamente a soma das entropias dos sistemas originais: S(C) = S(A) + S(B)
[1]. Esta propriedade de aditividade é intuitiva e é crucial para a coeréncia da termodinamica.
Observa-se que duas xicaras de café quente, juntas, possuem o dobro da entropia de uma tnica
xicara.

O segundo pilar foi erguido por Ludwig Boltzmann, que buscou uma explica¢cao mecanica
para essa irreversibilidade. Seu raciocinio pode ser ilustrado com um exemplo simples: consi-
dere um recipiente com gas. O macroestado ¢ a descricao macroscopica de gas em equilibrio,
por exemplo: com uma pressao, temperatura e volume uniformes. O microestado, por sua
vez, € a configuragao instantanea de posi¢oes e velocidades de cada uma das inimeras molécu-
las do gas. Boltzmann percebeu que um tnico macroestado, o gas uniformemente distribuido,
pode ser resultado de um ntmero astronomicamente grande de microestados diferentes. En-
quanto isso, um macroestado muito ordenado, como todas as moléculas concentradas em um
canto do recipiente, corresponde a um ntmero muito pequeno de microestados. A evolugao
natural do sistema, portanto, ¢ da configuragdio menos provavel (ordenada) para a mais
provavel (desordenada). Esta tendéncia estatistica para estados mais provaveis fornece assim
uma explicacao microscopica para o aumento da entropia descrito por Clausius: o crescimento
da entropia corresponde a transicao espontanea para macroestados compativeis com um maior
nimero de microestados.

A propriedade de aditividade da entropia também encontra uma fundamentacao profunda
nessa visao. Considere dois sistemas independentes, A e B, separados por uma parede. O
niamero total de maneiras, microestados, de o sistema combinado (A+B) estar em um deter-
minado estado é dado pelo produto do nimero de maneiras de A e de B estarem em seus
respectivos estados, pois para cada configuracao de A, ha varias configuragoes possiveis para
B.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE Fisica
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Figura 1.2: Ilustracao da propriedade de aditividade para sistemas independentes. O ntmero
total de microestados do sistema composto (A+B) é o produto do nimero de microestados de

cada subsistema.

Como a entropia total do sistema composto deve ser a soma das entropias dos sistemas indi-
viduais, isso significa que a funcao que define a entropia a partir da probabilidade deve possuir
a propriedade fundamental de converter uma multiplicagdo em uma soma [6]. Esta é a ponte
conceitual entre o mundo microscépico das probabilidades e o comportamento macroscopico da
entropia.

Do ponto de vista rigoroso, a entropia ¢ uma grandeza que depende de toda a distribuigao
de probabilidade dos microestados de um sistema, caracterizando-se matematicamente como
um funcional. Contudo, para desvendar sua estrutura essencial, é natural retornar a formulacao
original de Boltzmann, na qual todos os microestados acessiveis sao igualmente provaveis.

Esse caso particular de probabilidades uniformes servira de base para compreender a evo-
lugao historica para as formulagoes de Gibbs e Shannon discutidas ao longo deste trabalho.
Sob essa condicao restrita, a entropia passa a depender exclusivamente do numero total de
microestados. Essa particularidade permite simplificar o modelo e representar a entropia de
Boltzmann matematicamente através de uma funcao real de uma variavel escalar f(x).

A reducao do conceito entropico para o estudo de uma funcao real foi o verdadeiro ponto de
partida desta pesquisa. Essa abordagem inicial funcionou como uma ponte conceitual para o
desenvolvimento de todo o trabalho e teve seus primeiros resultados consolidados em um artigo
publicado na Revista Eletronica Paulista de Matematica [4]. Ao adotar essa representacao
focada no nucleo do comportamento empirico da entropia, exige-se que a funcao f satisfaca as

duas propriedades matemaéaticas descritas a seguir.

i) Sex <y< f(x) < f(y) (f é estritamente crescente);

i) Se f(z-y) = f(x) + f(y) (f ¢ aditiva).

O conjunto de todas as fungoes que satisfazem essas propriedades é definido por

B=A{f | [satisfaz (i) e (ii)}. (1.1)

A partir desta caracterizagdo, emergem naturalmente questoes profundas sobre a natureza

deste conjunto:

LicENcCIATURA EM Fisica



4 INTRODUGAO

Qual o dominio natural das fungoes que pertencem ao conjunto B?

As funcgoes em B sao continuas? Diferenciaveis? Analiticas?

As fungoes em B sao de classe C"7 E de classe C°7

O conjunto B é aberto? Fechado? Convexo? Compacto? Conexo?

e Quem sao as fungoes que moram no conjunto B?

A partir da caracterizacao inicial do conjunto B, o presente trabalho dedica-se a investigar
sistematicamente sua estrutura topoldgica e analitica. Serda demonstrado que as propriedades
impostas sao tao restritivas que determinam completamente a forma funcional das fungoes que
o compoem, revelando assim o nucleo matemético que fundamenta o conceito de entropia.

Além dessa caracterizagao intrinseca, o estudo busca situar o conjunto B no contexto mais
amplo das teorias de entropia, estabelecendo conexoes explicitas com formulagoes classicas e
contemporaneas. Em particular, propoe-se explorar de que maneira a estrutura desenvolvida
para B serve como base unificadora para diferentes manifestacoes entropicas, com especial
atencao a entropia de Shannon [7].

Esta abordagem permite identificar as propriedades matematicas essenciais compartilhadas
por diversas defini¢oes de entropia, contribuindo para uma compreensao mais integrada e pro-
funda de sua natureza universal. O presente texto, intitulado “FEstudos das Fun¢oes Entropicas”,
visa compilar e organizar de forma didatica essas investigacoes, reunindo os fundamentos ana-
liticos, topoldgicos e probabilisticos necessérios para tal empreendimento. Assim, busca-se nao
apenas apresentar resultados, mas também construir um material de referéncia estruturado,
que possa servir como ponto de partida e estudo para aqueles interessados nos fundamentos

matematicos da entropia.

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE Fisica
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2. CONHECIMENTOS PREVIOS

Este capitulo tem como objetivo revisar os conceitos matematicos que serao utilizados ao
longo deste trabalho. A investigacdo do conjunto das funcoes de Boltzmann B, definido no
Capitulo 1, exige uma base solida em analise real, topologia e espacos de fung¢oes para que se
possa estudar suas propriedades de regularidade e estrutura global.

Além disso, para situar B no panorama mais amplo das teorias de entropia, em particular,
para estabelecer sua conexao com a entropia de Shannon, objeto do Capitulo 4, é fundamental
revisitar conceitos de teoria da probabilidade. Tépicos como variaveis aleatoérias, independén-
cia, distribui¢oes diadicas e a relagao de refinamento fornecerao a linguagem necessaria para
compreender e comparar a estrutura de B com a formulagao informacional da entropia.

A seguir, apresentam-se de forma organizada e autocontida as ferramentas necessarias para
a compreensao dos resultados desenvolvidos nos capitulos subsequentes. A escolha dos topicos
aqui abordados foi guiada por sua relevancia direta tanto para a caracterizagao matematica de
B quanto para a interpretacao de suas propriedades no contexto da fisica estatistica e da teoria

da informacao.

2.1 CONCEITOS DE ANALISE REAL

Nesta secao, sao listados os conceitos fundamentais de analise real que serao frequentemente
invocados ao longo deste trabalho. Tépicos como sequéncias, séries, limites sao essenciais para
a compreensao das propriedades de regularidade das func¢oes de Boltzmann, bem como para a
demonstracao de resultados centrais como a continuidade e diferenciabilidade de tais fungoes.
Além disso, ferramentas como o Principio da Indugao Matematica e a Série de Taylor serao

utilizadas para estabelecer propriedades algébricas e analiticas do conjunto B.

2.1.1 SEQUENCIAS E SERIES

Definicao 1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma fun¢io x : N — R que associa a cada
nidmero natural n um nimero real x,. Denotamos uma sequéncia por (xy,x2,T3,...) 0ou Sim-

plesmente (z,,). Cada x,, é chamado termo da sequéncia.

Considere uma sequéncia como uma “lista ordenada infinita” de ntimeros. Cada nimero

natural n (1, 2, 3, ...) esta associado a um namero real x,, que é o n-ésimo termo da sequéncia.

LicENcCIATURA EM Fisica



6 CONHECIMENTOS PREVIOS

A notagdo (z,) é mais compacta e enfatiza que o interesse recai sobre o comportamento dos

termos z,, quando n torna-se muito grande, quando n — oo.

Exemplo 1. A sequéncia (1, %, %, }1, ...) pode ser descrita pela fun¢ao x(n) = % Aqui

e assim por diante.

Exemplo 2. A sequéncia (2,4,6,8,...) dos numeros pares positivos € dada por x(n) = 2n.

Note que esta sequéncia cresce indefinidamente.

Exemplo 3. A sequéncia constante (5,5,5,5,...) tem x(n) = 5 para todo n € N. Todos os

termos sao iguais.

Defini¢ao 2. Uma sequéncia (z,) converge para o limite L € R, escrevemos lim,, o x,, = L,

se para todo € > 0 existe ng € N tal que |z, — L| < € para todo n > ny.

Intuitivamente, uma sequéncia converge para L se seus termos ficam “arbitrariamente pro-
ximos” de L a partir de um certo indice. O € representa o “erro maximo permitido” e ng é o
“indice a partir do qual” todos os termos estao dentro dessa margem de erro. Numa linguagem
mais simples, dizer que lim,,_,, x, = L significa que “para n suficientemente grande, x,, fica tao
proximo de L quanto se queira”. A definigdo formal garante que nao importa quao pequeno
seja 0 € > 0 que for escolhido (0.1, 0.01, 0.001, ...), sempre existird uma posigdo ng > 0 na

sequéncia a partir da qual todos os termos estarao dentro da faixa L — € até L + €.

Exemplo 4. Considere a sequéncia x,, = % Ela converge para L = 0. Para que os termos

fiquem a uma distancia menor que € = 0.1 de 0, basta tomar ng = 11, pois para n > 11 tem-se
% < 0.0909 < 0.1. Por outro lado, se ¢ = 0.001, toma-se nyg = 1001, e assim por diante.

Sempre se encontra um ng que satisfaz a condigcao.

Exemplo 5. A sequéncia constante x, = 5 converge para 5. Aqui, para qualquer € > 0, pode-se

tomar ng = 1, pois |5 — 5| = 0 < € para todo n.

Exemplo 6. A sequéncia x, = (—1)" = (1,—1,1,—1,...) nao converge, pois os termos ficam

alternando-se entre 1 e —1, nao se estabilizando prorimo de um unico nimero.
Definigao 3. Dada uma sequéncia (a,), a série numérica associada € a soma infinita
o0
E an=a1+ax+az+---.
n=1
A sequéncia das somas parciais € definida por s, = ay + as + -+ + ay,.

Uma série numérica representa uma tentativa de somar infinitos termos de uma sequéncia.
Como nao é possivel efetuar essa soma diretamente, estuda-se o comportamento das somas par-

ciais s, que correspondem a soma dos primeiros n termos. Se & medida que n aumenta a soma

UNIVERSIDADE FEDERAL DE UBERLANDIA - INSTITUTO DE Fisica
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parcial s, se aproxima de um valor limite finito, dizemos que a série converge; caso contrario,

ela diverge. Essa abordagem permite atribuir um significado preciso a “somas infinitas”.

, 1=, ). A série associada ¢

DO [
=
=

Exemplo 7. Considere a sequéncia a, = 2% = (3,

ii——+ +1+i+
o 8 16

n=1

As somas parciais sao

“t

®
&
|

+
e Bl Bl I )

O
[\

|
N
ot

+
+

= (0.875;

w
w
|

1
+E_09375

+
+
ol — oo~ o

»
o~
I

NN N =N -

Exemplo 8. Para a sequéncia a, =1 = (1,1,1,1,...), a série é

o0

D l=1+414141+4:--

n=1

As somas parciais sao s, =n: sy =1, so =2, s3 =3, etc. Esta soma cresce indefinidamente.

Definigao 4. Dizemos que a série Y .- a, converge se a sequéncia das somas parciais (s,)

converge. Caso contrario, a série diverge. Quando converge, o valor da série é o limite
lim s,.
n—oo

Teorema 1. Se a série Y | a, converge, entdo lim, . a, = 0.

Demonstracao. Seja s, = a; + -+ + a,. Se Y _ a, converge, entao (s,) converge para algum L.

Note que a,, = s, — Sp_1, logo lim,, ,a, =L — L = 0. O

Exemplo 9 (Série geométrica). Considere a série Y - r". Sua soma parcial é

1 — ,rn+1
n:1+r+r2+--'+7’n=—1 ,  parar # 1.
—r
Se |r| < 1, entdo lim,, o r"™ =0, logo
. 1
lim s, = )
n—o00 1—r

Portanto, a série geométrica .~ r™ converge para ﬁ quando |r| < 1, e diverge quando
|r| > 1.

LicENcCIATURA EM Fisica



8 CONHECIMENTOS PREVIOS

Exemplo 10 (Série geométrica alternada). Considere a série Y - ,(—1)"r™. Esta € uma série

geométrica com razao —r. Pelo exemplo anterior, se | —r| = |r| < 1, a série converge para
o0
1 1
> (=t = = .
— 1—(=r) 1+r

Teorema 2 (Teste da Razao). Seja > a, uma série com a, # 0. Se existir o limite

Qp41
Qp,

L = lim

n—o0

entao:
o Se L <1, a série converge absolutamente;
o Se L > 1, a série diverge;
e Se L =1, o teste ¢ inconclusivo.
Demonstragcao. Caso 1: L < 1. Escolha r tal que L < r < 1. Existe ng € N tal que para todo

n > ng
An1

<.

Qn

Entao

|Gn0+1| < T‘anolv

|ano+2| < 7“|6Ln0+1| < T2|an0|7

|an0+k| < rk’an0|'

A série Y |ay,|r* converge (pois ¢ uma série geométrica com r < 1). Como 0 < |apg 11| < |an, 7",
segue pelo Teste da Comparagao que a série Y |ap,4+x| também converge. Consequentemente,
a série Y |a,| converge, o que significa que a série original converge absolutamente.

Caso 2: L > 1. Existe ng tal que para n > nyg

Ap+1
Qn

> 1,

logo |an+1| > |an|. Portanto, |a,| ndo tende a zero, e a série diverge.

Caso 3: L = 1. Considere ) + (diverge) e Y =5 (converge). Em ambos, L = 1. O

Defini¢ao 5 (Raio de Convergéncia). Para uma série de poténcias a qual, por defini¢ao, tem
a forma > " ¢, (x —a)™, o raio de convergéncia R é o nimero tal que a série converge quando

|z —a| < R e diverge quando |x — a| > R.
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Quando o limite existe, o raio de convergéncia pode ser calculado por

Cn

R = lim

n—oo

Cn+1

Exemplo 11. Considere a série y % Pelo teste da razao

"/ (n+1)
" /n

. An+1
lim

n—oo

= lim
n—oo

Qn

\: 2.

Portanto, a série converge se |x| <1 e diverge se |x| > 1. O raio de convergéncia é R = 1.

Definicao 6. O numero e € definido pela série convergente

Teorema 3 (Limite fundamental).

) \"
lim (1 + —) =e.
n—o0 n

Demonstracao via série binomial. Pela formula do binémio de Newton

() =X ()

Portanto,

Corolario 1 (Limite exponencial).

et —1
lim
x—0 x

=1.

Demonstracao. Pelo Teorema do Limite Fundamental, tem-se lim,,_, (1 + %)n = e. Fazendo

a substituicao x = %, quando n — oo tem-se z — 07, logo

e= lim (1+2)Y7.

z—0t
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10 CONHECIMENTOS PREVIOS

Tomando logaritmo natural em ambos os lados

In(1
| = i 20+
z—0t x

Fazendo a mudanca y = In(1 + x), ou equivalentemente x = e¢¥ — 1, obtém-se

v_ 1
1= lim - lim & —1.

y—0t+ ey — 1 y—=0t Y

Um argumento similar vale para x — 07. Quando x — 0, obtém-se

et —1
lim =
x—0 x

1.

Corolario 2 (Limite de raizes n-ésimas). Para todo a > 0, tem-se lim,,_, at/m =1.

Demonstracao. Pelo Teorema do Limite Fundamental, lim,, . (1 + %)n = e. Para a > 0,

Ina

tem-se al/" = e — 0 = 1. m

2.1.2 LiMITES E CONTINUIDADE

Definicao 7. Um ponto a € R ¢é ponto de acumulagao de X C R se todo intervalo aberto
contendo a contém algum ponto de X diferente do proprio a. Isto €, para todo € > 0, existe

re€X com0<|r—al<e

Definicao 8. Seja f : D C R — R e a um ponto de acumulacao de D. Dizemos que
lim, ., f(z) = L se para todo € > 0 existe d > 0 tal que se 0 < |x —a| < 0 entao |f(z) — L| < e.

Esta definigdo formaliza a ideia intuitiva de que f(x) fica arbitrariamente proximo de L
quando z se aproxima de a. O € controla quao proximo deseja-se que f(x) esteja de L, e 0 ¢

controla quao proximo x precisa estar de a para garantir isso.

Exemplo 12. Se f(z) =2z + 1, entdo lim,_,5 f(x) = 5.
Solucao. Dado € > 0, busca-se encontrard > 0 tal que se 0 < |[x—2| < § entdo |(2z+1)—5| <
€. Note que |(2x + 1) — 5| = |22 — 4] = 2|z — 2|. Portanto, se for tomado § = §, tem-se

0<|z—2/<d=|f(z) =5 =2z 2 <2.§:€,
Definicao 9. Uma fungao [ € continua em a se

1. a € D(f);

2. lim,_,, f(x) existe;

3. lim,, f(x) = f(a).
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Intuitivamente, uma funcao ¢ continua em a se nao ha “saltos” ou “buracos” no grafico
quando passamos por x = a. Pode-se desenhar o grafico sem levantar o lapis do papel nesse

ponto.

Exemplo 13. Se f(x) = 22, entdo f € continua para todo a € R. Para qualquer a € R, tem-se

lim 2° = a® = f(a).
r—a
Solugdao. Dado € > 0, busca-se encontrar § > 0 tal que se |z — a| < §, entdo |z* — a®| < e.

Note que

|2? — a®| = |z — al|z + al.

Pode-se controlar |x + a| observando que se |x — a| < 1, entao || < |a|] + 1, logo |x + a] <
|z + |a| < 2|a|] + 1.
Escolhendo 6 = 50, se |z —a| < 0, entao

22 — a2| = |z — a||z +a| < 5(2al +1) = %(zm +1)=e

2|a| +
Portanto, f é continua em a para todo a € R.

Exemplo 14. A fungdo g(z) = 2 € continua em R\{0}. Em x = 0 a fungio ndo estd definida,

portanto nmao pode ser continua.

Teorema 4 (Critério de continuidade via sequéncias). Uma func¢do f é continua em a se, e

somente se, para toda sequéncia (xr,) com x, — a tem-se f(x,) — f(a).

Demonstracao. A equivaléncia serd demonstrada em duas partes

Parte 1: Se f ¢ continua em a e x, — a, entdo f(x,) — f(a). Por hipétese, f é continua em
a, logo para todo € > 0 existe § > 0 tal que se |[xr—a| < d entdo |f(z)— f(a)| < e. Como z, — a,
para este ¢ existe ng € N tal que para todo n > ng tem-se |z, — a|] < 0. Combinando as duas
afirmagdes: para n > ng tem-se |z, — a| < d, logo |f(z,) — f(a)| < e. Portanto, f(z,) — f(a).

Parte 2: Se para toda sequéncia (x,) com x,, — a vale f(x,) — f(a), entdo f é continua
em a. Prova-se por contradicao. Suponha que f nao seja continua em a. Entao existe € > 0
tal que para todo § > 0 existe algum x com |z — a| < 6 mas |f(z) — f(a)| > e. Em particular,

para cada n € N, tomando § = %, existe x,, tal que
1
0<l|z,—a|l<—= mas |f(z,) — f(a)|>e.
n

Constroi-se assim uma sequéncia (z,) com z, — a, pois |z, —a| < + — 0. Porém, f(z,) /
f(a), pois | f(x,) — f(a)| > € para todo n. Isso contradiz a hipotese de que para toda sequéncia
convergindo para a tem-se f(z,) — f(a). Como a negacdo leva a contradigao, conclui-se que f

deve ser continua em a. O

Definicao 10. Uma fungao f : D — R é mondtona crescente se para todos x,y € D com x <y

tem-se f(z) < f(y). Se f(z) < f(y) para x <y, dizemos que f € estritamente crescente.

LicENcCIATURA EM Fisica



12 CONHECIMENTOS PREVIOS

Observagao 1. Fungodes mondtonas preservam a ordem, mais precisamente, se os valores de

x aumentam, os valores de f(x) também aumentam, ou pelo menos nao diminuem.

2.1.3 CALCULO DIFERENCIAL

Definicao 11. Uma funcao f: D C R — R € diferencidvel em a € D se existe o limite

fla+h) - f(a)
- .

f'(a) = lim

h—0

Quando este limite existe, dizemos que f'(a) € a derivada de f em a.

A derivada representa a taxa de variacao instantanea da funcao. Geometricamente, ela
corresponde ao coeficiente angular da reta tangente ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Como
a derivada é definida formalmente por meio de um limite, sua existéncia exige que a fungao
seja continua no ponto, de acordo com os critérios estabelecidos no Teorema 4. Contudo, a
continuidade por si s6 nao garante a diferenciabilidade, sendo estritamente necessario que o
limite da razao incremental exista. Para que isso ocorra, os limites laterais, representados pelas
aproximagoes pela direita (h — 07) e pela esquerda (h — 07), devem resultar no mesmo valor.
Caso esses limites laterais sejam distintos, conclui-se que a fungao nao é diferenciavel no ponto

em questao.

Exemplo 15. A funcio f(z) = x* € diferencidvel em todo R.
Solugao. , ) )
7)oy EEEE g 2 o) <20
Exemplo 16. A funcao g(x) = |z| nao é diferencidvel em x = 0, pois os limites laterais sao
diferentes.
Solugao. pots,

lim — =1 e lim u:—1.
h—0+ h—o— h

Definicao 12. Seja ¢ um ponto no dominio de uma funcao f. Dizemos que ¢ é um ponto

critico de f se f'(c) =0 ou se a derivada f'(c) nao existir.

Essa defini¢ao consolida os locais de maior interesse na analise do comportamento de uma
funcao. A primeira condic¢ao identifica os instantes em que a reta tangente é horizontal, o que
auxilia diretamente na localizagdo de picos e vales no grafico. A segunda condicao incorpora
os casos de nao diferenciabilidade recém-discutidos, nos quais a mudanca abrupta da taxa de
variagao também configura um ponto analitico relevante.

Pode-se ilustrar essa classificacao retornando aos casos anteriores. No Exemplo 15, a funcao
f(z) = x? possui derivada f'(x) = 2x. Ao igualar essa expressao a zero, encontra-se o ponto
critico x = 0, que corresponde ao vértice da parabola. Ja no Exemplo 16, foi demonstrado
que a funcado g(z) = |x| nao é diferenciavel na origem. Por se enquadrar na segunda exigéncia
da defini¢ao, o ponto x = 0 também ¢é formalmente classificado como um ponto critico para a

funcao modulo.
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Teorema 5 (Principio da Indugdo Matematica). Seja P(n) uma propriedade sobre os nimeros

naturais. Se,

1. P(1) € verdadeira, e

2. Para todo k € N, se P(k) é verdadeira entao P(k + 1) é verdadeira,
entao P(n) € verdadeira para todo n € N.

Demonstrag¢ao. Suponha que as condigbes (1) e (2) valham mas exista algum n para o qual
P(n) ¢ falsa. Seja m o menor tal namero. Por (1), m > 1. Entao P(m — 1) é verdadeira, mas

por (2), P(m) também seria verdadeira, contradigao. O

n(n+1)
—5 -

= 1. Suponha vdlido para k. Para k + 1

Exemplo 17. Para todo n € N, tem-se, 1 +2+---+n =

Solugdo. Paran =1 tem-se 1 = 20U

1+2+~~-+/€+(/€+1):M+(l€+1)
:k(k+1)+2(k+1)
2
_ (k+1)(k+2)
5 :

A formula vale para k + 1, portanto, pelo Principio da Indugao, vale para todo n € N.

Teorema 6 (Homogeneidade racional). Se f : R — R ¢ uma fung¢ao que tem a propriedade
f(x+y) = f(x) + f(y) para todos z,y € R e é continua, entao

flgz) = qf ().

para todo q € Q, r € R.

Demonstragao. Paran € N, prova-se por inducao que f(nx) = nf(z). Paran = 1, trivialmente
f(1-x)= f(x) =1- f(x). Suponha f(kz) = kf(z). Entdo, para k + 1, tem-se

fl(k+1Dz) = f(kx + x)
f(kx) + f(

=kf(z) + f(
=(k+1)f(x).

x)

x)

Para f(0), tem-se que f(0) = f(0+0) = f(0)+ £(0), logo f(0) = 2f(0), o que implica f(0) = 0.
) =

Para inteiros negativos, f(—z) = —f(z), pois
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m x
Estendendo para g = — € Qcom m € Z, n € N. Sejay = f (—), tem-se
n n

Logo,

]

Definigao 13 (Série de Taylor). Se f € uma func¢ao infinitamente diferencidvel em a, a série

de Taylor de f em torno de a € dada por

% ) (g
Zf n‘( )(m_a)n;

=0

3

onde f™(a) denota a n-ésima derivada de f em a.

Exemplo 18. A série de Taylor da funcao exponencial e em torno de 0 €

oo
et = E
n=0

Definicao 14. Uma funcao f: D — R € de classe C", r > 0, se todas as suas deriwadas até

n_l ZE2 5(73
el

| 8

3

ordem r existem e sao continuas em D. Em particular:
o OV: funcoes continuas;
o O': funcoes continuamente diferencidveis;
o C*: funcoes infinitamente diferencidveis, suaves.

Funcoes de classe C'*° sao “suaves”, nao tém cantos, bicos ou mudancas bruscas de curvatura.

A maioria das fungoes elementares, polindmios, exponenciais, senos, cossenos, sao de classe C'°.

Exemplo 19. f(x) = e* é C em R, pois todas as suas derivadas existem e sao continuas,

f™(x) = e para todo n.

Exemplo 20. g(z) = z|z| é C* mas nao C* em R, pois sua sequnda derivada nao é continua

em xz = 0.
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2.2 TOPOLOGIA DOS REAIS

A topologia dos niimeros reais desempenha um papel crucial na analise do conjunto B como
um subconjunto de um espaco de fungoes. Nesta se¢ao, revisam-se no¢oes como conjuntos aber-
tos, fechados, compactos, convexos e conexos, que serao utilizadas para investigar a estrutura
topologica de B no Capitulo 3. Propriedades como convexidade e conexidade, em particular,
serao demonstradas para B, revelando aspectos importantes de sua organizacao como espago

funcional.

2.2.1 CONJUNTOS FUNDAMENTAIS

Definicao 15. Um conjunto A C R € aberto se para todo x € A existe € > 0 tal que o intervalo

(x — €,z + €) estd contido em A.

Observacgao 2. Intuitivamente, um conjunto é aberto se todos os seus pontos sao “pontos inte-
riores” em torno de cada ponto pode-se encontrar uma pequena vizinhanca totalmente contida

no conjunto.

Exemplo 21. O conjunto R € aberto. Para qualquer x € R, pode-se tomar e = 1, ou qualquer

outro nimero positivo, e tem-se (r — 1,z + 1) CR.

Exemplo 22. O conjunto vazio O é aberto por vacuidade, nao hd pontos para verificar a con-

dicao.

Exemplo 23. O intervalo [0,1] nao € aberto. Para x = 0, qualquer € > 0 faz com que (—¢,¢)

contenha pontos negativos que nao pertencem a [0, 1].
Defini¢ao 16. Um conjunto F' C R € fechado se seu complementar R\ F € aberto.

Observacao 3. Fquivalentemente, F' € fechado se contém todos os seus pontos de acumulagao.
Um ponto de acumulacao é um ponto que pode ser “aprorimado arbitrariamente” por outros

pontos do conjunto. Um conjunto pode ser aberto, fechado, ambos ou nenhum dos dois.
Exemplo 24. O intervalo [0,1] é fechado. Seu complementar é (—oo,0) U (1,00), € aberto.

Exemplo 25. O conjunto {0} U{1/n : n € N} € fechado, pois contém seu unico ponto de

acumulacao 0.

Definigao 17. Um conjunto C C R € convexo se para todos x,y € C et € [0,1], tem-se
(1—tir+tyeC.

Geometricamente, um conjunto é convexo se o segmento de reta ligando quaisquer dois de

seus pontos esta totalmente contido no conjunto.

Exemplo 26. Todo intervalo da reta real € convexo. Os intervalos |a,b], (a,b), |a,b), etc, sdo

CONVeETos.
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Exemplo 27. O conjunto Q nao € convexo, pois existem nimeros racionais x,y tais que o

segmento [x,y| contém nimeros irracionais.
Definicao 18. Um conjunto K C R é compacto se € fechado e limitado.

Observagao 4. Em R, compacto significa “fechado e limitado”. Esta é uma das caracterizagoes

mais importantes da reta real, Teorema de Heine-Borel ou Teorema de Borel-Lebesgue [5].
Exemplo 28. O intervalo [0,1] é compacto, pois é fechado e limitado.
Exemplo 29. O intervalo (0,1) ndao é compacto, visto que € limitado mas nao € fechado.

Definicao 19. Um conjunto X C R € conexo se nao pode ser escrito como uniao de dois

abertos disjuntos e nao vazios.

Intuitivamente, um conjunto é conexo se é “feito de uma tnica peca’”, nao pode ser separado

em duas partes que nao se tocam.
Exemplo 30. O intervalo [0,1] é conexo. Nao € possivel separd-lo em dois abertos disjuntos.

Definicao 20. Um conjunto X C R € conexo por caminhos se para quaisquer x,y € X existe

uma fungao continua vy : [0,1] — X tal que v(0) =z e y(1) = y.

Observagao 5. Conexo por caminhos é uma nog¢ao mais forte que conexo. Significa que é
possivel “caminhar” de qualquer ponto a qualquer outro ponto dentro do conjunto.

Exemplo 31. Todo intervalo da reta é conexo por caminhos. Pode-se sempre usar o segmento
de reta y(t) = (1 — t)x + ty.

2.2.2 PROPRIEDADES TOPOLOGICAS

Definicao 21. Seja A C R nao vazio e limitado superiormente. O supremo de A, denotado

sup A, € a menor das cotas superiores de A.

Definigao 22. Seja A C R nao vazio e limitado inferiormente. O infimo de A, denotado inf A,

€ a maior das cotas inferiores de A.

Observacao 6. O supremo, ou infimo, pode ou nao pertencer ao conjunto. Se pertence € o

mdzrimo, ou minimo, do conjunto.
Exemplo 32. Para A= (0,1), tem-sesupA =1 einf A=0. Note que 1 ¢ A e0 ¢ A.
Exemplo 33. Para B =[0,1], tem-sesupB=1€ B einf B=0€ B.

2.3 EsPACOs DE FUNCOES

Nesta secao, introduz-se a estrutura dos espagos de fungoes continuas e suaves, que consti-
tuem o ambiente natural para o estudo do conjunto B. Conceitos como convergéncia uniforme,
topologias em espacos funcionais e densidade de subconjuntos serao fundamentais para analisar
propriedades topologicas de B e compreender seu comportamento sob limites e aproximacoes.
Essas ferramentas permitirao investigar, no Capitulo 3, questoes sobre a estrutura global do

conjunto das func¢oes de Boltzmann.
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2.3.1 ESTRUTURAS DE ESPACOS DE FUNCOES

Definigao 23. O conjunto de todas as fungoes continuas f : (0,00) — R € denotado por
C((0,00),R).

Observagao 7. Este conjunto forma um espago vetorial sobre R. Pode-se somar fungoes con-

tinuas e multiplicd-las por escalares reais, e o resultado permanece continuo.

A notacdo C° enfatiza que consideramos funcoes continuas, derivada de ordem zero. O

conjunto das fungdes suaves, infinitamente diferenciaveis, ¢ denotado por C*°((0, 00),R).
Exemplo 34. As funcoes f(z) = 22, g(x) =sinz e h(z) = e pertencem a C((0,00),R).

Exemplo 35. A funcao k(z) = % pertence a C((0,00),R), pois € continua em todo seu dominio.

2.3.2 ToPOLOGIAS EM ESPAGOS DE FUNGOES

Definicao 24. Uma sequéncia de funcoes, f,, converge uniformemente para f em X se para

todo € > 0 existe ng € N tal que | f.(x) — f(z)| < € para todo n > ngy e todo x € X.

A palavra “uniformemente” é crucial aqui. Significa que a convergéncia acontece “do mesmo
jeito” em todos os pontos do dominio simultaneamente. Escolhendo uma “tolerancia de erro”,
um € = 0,01 ou € = 0,001, a convergéncia uniforme garante que existe um indice nyg > 0 que
funciona para todos os pontos z € X ao mesmo tempo. Ou seja, partir de ng, todas as funcoes
fn estarao dentro da faixa [f(z) —¢€, f(x) + €], para todo = € D(f). Isso é muito mais forte que

convergéncia pontual, onde cada ponto pode ter seu proprio ng.

Exemplo 36. Considere f,(z) = TemXx = [0,1]. Deseja-se mostrar que f, — 0 uniforme-
n

mente.

Solugdo. Para qualquer x € [0,1], tem-se

|fn(2) = 0] =

<

SR
S|

1
Dado € > 0, escolha ng tal que — < €. Paran > ng e qualquer x € [0,1]
o

A partir do indice ng, o grifico de f, estd inteiramente dentro de uma “faiza” de largura 2 em

torno da funcao zero, independentemente do ponto x considerado.

Exemplo 37. Agora considere g,(x) = 2™ em X = [0,1). Esta sequéncia nao converge unifor-
memente para g(x) = 0.
Solugio. Para x proximo de 0, 2™ — 0 rapidamente, por exemplo 0.11° = 0.0000000001. Para

x prozimo de 1, x™ — 0 muito lentamente, por ezemplo 0.99'%° ~ 0.366. Fizando-se ¢ = 0.1,
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nao existe ng que funcione para todos os pontos simultaneamente. Para x = 0.99 € preciso
n > 229 para ter 0.99" < 0.1. Para x = 0.999 € preciso n > 2301 para ter 0.999" < 0.1. Cada

ponto tem sua propria “velocidade” de convergéncia, portanto nao hd convergéncia uniforme.

Definigao 25. A topologia da convergéncia uniforme em compactos em C((0,00),R) € definida

pela convergéncia: f, — f se para todo compacto K C (0,00), f, — f uniformemente em K.

Esta defini¢ao resolve um problema importante: Em dominios infinitos, como (0,00), a
convergéncia uniforme é muito restritiva. A topologia da convergéncia uniforme em compactos
¢ um “meio-termo” mais razoavel. Um compacto em (0, 0o) ¢ basicamente um intervalo fechado
e limitado como [a,b] com a > 0. Dizemos que f, — f se para cada intervalo [a,b] C (0,00),
a convergéncia é uniforme nesse intervalo. Em outras palavras: A convergéncia é “localmente
uniforme”, funciona igualmente bem em cada pedaco finito do dominio. Esta é a topologia

natural para estudar fun¢ées em dominios nao limitados.

sin(nx)

Exemplo 38. Considere f,(z) = em (0,00). Mostre que f, — 0 na topologia da
convergéncia uniforme em compactos.

Solugao. Tome qualquer compacto K = [a,b] C (0,00). Para x € [a,b], tem-se

sin(nx)

| () = 0] =

1
< —.
n

n

Dado € > 0, escolha ng tal que n—lo < €. Paran > ng e todo x € [a,b]: |fu(z)] < L <e. Em

cada intervalo |a,b], a convergéncia é uniforme. Portanto, f, — 0 na topologia desejada.

Exemplo 39. Agora considere g,,(x) = 2" em (0,00). Esta sequéncia nao converge na topologia
da convergéncia uniforme em compactos.

Solucao. Considere o compacto K = [0.9,1]. Para x prézimo de 1, por exemplo x = 0.99,
"™ — 0 muito lentamente. Para x = 1, tem-se g,(1) = 1 para todo n. Nao hd uma fungao
limite que funcione uniformemente em intervalos que contenham pontos prorimos de 1. O
comportamento € muito irreqular proximo de x = 1, portanto nao hd convergéncia uniforme em

compactos que se aprorimem desse ponto.

2.3.3 DENSIDADE E APROXIMAGAO

Definicao 26. Um conjunto D C R € denso em R se para todo x € R e todo € > 0, existe
d € D tal que |x — d| < e.

Um conjunto é denso se seus pontos estao “espalhados por toda parte”, pode-se aproximar

qualquer niimero real com precisao arbitraria usando elementos do conjunto.

Exemplo 40. Q ¢ denso em R. Entre quaisquer dois numeros reais existe um niumero racional.

Exemplo 41. Z nao € denso em R. Nao € possivel aproximar% com precisao 0.1 usando apenas

numeros inteiros.
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Teorema 7 (Densidade dos racionais). O conjunto Q dos nimeros racionais € denso em R.

Demonstragao. Seja x € R e € > 0 arbitrarios. Busca-se encontrar ¢ € Q tal que |x — ¢| < e.
Pela propriedade Arquimediana (veja [5], Capitulo 2, Teorema 2), existe n € N tal que
n > —, ou equivalentemente, — < e. Considere o ntumero real nx. Pela definicao de fungao
€

n
piso, parte inteira, (veja [5], Capitulo 2, Se¢éo 4), existe um tnico inteiro m € Z tal que
m<nr<m-+ 1.

Este inteiro m é denotado por |nx]|.

Defina g = m_ [nz]
n

. Claramente ¢ € Q, pois é razao de dois inteiros. Das desigualdades
anterior, tem-se

m<nr<m-+ 1.

Dividindo por n > 0

m m+1
—<z< .
n n
Ou seja
gz <q+ —.
n
Portanto
0<zr—qg<—
O que implica
1
|z —q| < —.
n
Como, % < ¢, logo
1

lr—q| < — <e
n
Como x e € eram arbitrarios, conclui-se que Q é denso em R. O

Observacao 8. FEste teorema € fundamental, significa que € possivel aproximar qualquer ni-

mero real, ou mesmo irracional, com precisao arbitrdaria usando nimeros racionais.

Exemplo 42. Para aproximar m =~ 3.14159... com erro menor que 0.001, pode-se tomar
3141

Tooo = 3-141.

Exemplo 43. Para aproximar V2 &~ 1.41421... com erro menor que 0.01, pode-se tomar
“L_ 141

100 — ~

2.4 TEORIA DA PROBABILIDADE

Nesta secao, revisam-se os conceitos de probabilidade que sao fundamentais para estabe-
lecer, no Capitulo 4, a relacao entre o conjunto das func¢oes de Boltzmann B e a entropia de
Shannon. Introduzimos variaveis aleatorias discretas, probabilidade condicional, independén-

cia, distribuicoes diddicas e a relagao de refinamento entre variaveis. Estes conceitos permitirao

LicENcCIATURA EM Fisica



20 CONHECIMENTOS PREVIOS

entender como a formulagao informacional da entropia se relaciona com o conjunto B quando
aplicada a sistemas estatisticamente independentes, conectando a termodindmica estatistica

com a teoria da informagao.

2.4.1 VARIAVEIS ALEATORIAS DISCRETAS

Definicao 27. Uma varidvel aleatoria discreta X € uma funcao que associa a cada resultado de
um espaco amostral Q@ um valor numérico em um conjunto finito ou enumerdvel X. A func¢ao
de probabilidade de X € definida por

p(z) = P(X =2) parax e X.

Pode-se interpretar uma varidvel aleatéria como um “medidor” que associa um numero a
cada resultado possivel de um experimento. Por exemplo, ao lancar um dado, pode-se definir

uma variavel aleatéria que associa o nimero da face superior a cada resultado.

Exemplo 44. Considere o langcamento de uma moeda justa. Pode-se definir uma varidvel
aleatoria X onde: X =0 se sair “cara” e X =1 se sair “coroa”

1 1
A fungao de probabilidade € p(0) = 5 ¢ p(1) = 3"

Exemplo 45. No lancamento de um dado honesto de 6 faces, define-se Y como o numero da

face superior. Entao

Definicao 28. Dadas duas varidveis aleatorias X e Y, a funcao de probabilidade conjunta é
definida por
plz,y) = P(X =2,Y =y).

A probabilidade conjunta permite estudar como duas variaveis aleatorias se relacionam. Ela

captura a probabilidade de eventos envolvendo ambas as variaveis simultaneamente.

Exemplo 46. Considere o lancamento de dois dados. Seja X o resultado do primeiro dado e

Y do sequndo. A probabilidade conjunta p(x,y) para z,y € {1,2,3,4,5,6} €

1
p(z,y) = 3 Pore todo x,v.

2.4.2 PROBABILIDADE CONDICIONAL E INDEPENDENCIA

Definicao 29. A probabilidade condicional de'Y dado X €

_( esae que X
plylz) = o) desde que p(z) > 0.

A probabilidade condicional mede “o quanto se sabe sobre Y quando se conhece o valor de

X”. E como atualizar as crengas sobre Y com nova informacao sobre X.
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Exemplo 47. No lancamento de dois dados, qual a probabilidade de Y ser par sabendo que
X =37

1 1
Tem-se p(3,y) = 3¢ Par cada y, e p(3) = 6 Os valores pares de'Y sao 2, 4, 6, entao

p(3,2) +p(3,4) + p(3,6)
p(3)

p(Y par| X =3) =

3/36
-5

Definicao 30. Duas varidveis aleatorias X e Y sao independentes se

p(z.y) = p(x) -ply) para todos x € X,y € Y.

Independéncia significa que conhecer o valor de uma variavel nao fornece nenhuma infor-

magao sobre a outra. Sao como “mundos separados” que nao interferem entre si.

Exemplo 48. No lancamento de dois dados honestos, X e Y sao independentes, pois

p(z,y) =

Exemplo 49. Considere retirar duas cartas de um baralho sem reposicao. Se X € a primeira
carta e'Y a sequnda, entao X eY nao sao independentes, pois saber X afeta as probabilidades

para Y .

Observagao 9. Quando X e Y sao independentes, a probabilidade condicional se reduz a

probabilidade marginal

plylz)=

Isso reflete a intuicao: Se sao independentes, conhecer X nao altera a informagao sobre Y .

2.4.3 DISTRIBUICOES DIADICAS

Definigao 31. Uma distribuicao de probabilidade (py,pa, . ..,pn) € chamada de diddica se cada

. . . m; ~ . . ~ . .
; € um numero racional da forma p; = ——, onde m; sdo inteiros nao-negativos e M € um
oM’
inteiro positivo tal que Y. m; = 2.
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As distribuicoes diadicas sao aquelas que podem ser obtidas dividindo um “todo” em 2M
partes iguais e distribuindo essas partes entre os diferentes eventos. O ntmero 2M aparece
naturalmente em contextos de teoria da informacao e computacao, onde frequentemente se

trabalha com bits e poténcias de 2.

1 1
Exemplo 50. A distribuicao uniforme (5, 5) € diddica, pois pode-se escrever 3= o1 Aqui

M=1emy =my=1.

111

A distribuicao | —, —, = | também € diddica, pois:
4°4°2

r 1 1

422 4

1 2 2

2 22 4

Tem-se M =2, m; =1, me=1m3=2,el+1+2=4=22%

Exemplo 51. A distribui¢ao (g, 5) nao € diddica, pois nao existem inteiros my, mo € M tais

que:
mp 1

AN

me 2

=3

m1+m2:2M

Isso exigiria que 2M fosse mailtiplo de 3, o que nunca acontece para poténcias de 2.

Observacgao 10. As distribuicoes diddicas sao densas no conjunto de todas as distribuicoes
de probabilidade. Isso significa que qualquer distribui¢cao de probabilidade pode ser aprorimada
arbitrariamente bem por uma sequéncia de distribuicoes diddicas. Esta propriedade serd crucial
no Capitulo 4 para estender resultados das distribuicoes diddicas para distribuicoes arbitrdrias

usando arqumentos de limite.

12
Exemplo 52. Para aproximar a distribui¢ao (§’§) com M = 3 (23 = 8 partes), pode-se

tomar:

[ — ).

(3) _

0| »oo| Y

Com M =5 (32 partes), tem-se uma aprozimagao melhor:

10
(5)
= — =0.312
P1 392 0.3 57
) 22
= — = 0.6875.
Pa 392
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R 12
A medida que M aumenta, as aproximagoes convergem para <§, §>

2.4.4 RELACAO DE REFINAMENTO

Definicao 32. Dizemos que Y € um refinamento de X se existe uma funcao f tal que X =

f(Y). Neste caso, X é completamente determinado por Y .

Um refinamento fornece uma visao “mais detalhada” ou “mais granular” da mesma infor-
macao. Conhecendo-se Y, é possivel calcular exatamente X, mas o contrario nem sempre é

verdade.

Exemplo 53. Se Y representa o resultado de lancar um dado, valores 1 a 6, e X representa

se o resultado € par ou impar, entdo Y € um refinamento de X. A funcgao f é

par, sey € {2,4,6}
fly) =
impar, sey € {1,3,5}.

Conhecendo Y, sabe-se exatamente se € par ou impar, mas conhecendo apenas que € par, nao

se sabe qual dos trés valores pares ocorreu.

Exemplo 54. Se X representa a temperatura em Celsius e Y representa a temperatura em
Fahrenheit, entao X eY sao refinamentos um do outro, pois existem fungoes bijetoras f(Y') =

2(Y —32) e g(X) = 2X + 32 que permitem converter entre as escalas.

Exemplo 55. Se Y ¢ um vetor (Y1,Ys) e X = Y| 4+ Ys, entao Y € um refinamento de X.
Conhecendo ambas as componentes, sabemos exatamente a soma, mas conhecendo apenas a

soma, nao sabemos como ela foi distribuida entre as componentes.

Observagao 11. A relagao de refinamento € transitiva: se Z € refinamento de Y e Y ¢é
refinamento de X, entdo Z € refinamento de X. Isso cria uma hierarquia natural de “niveis de

detalhe” na informagao.

Observagao 12. Em termos de informagao, um refinamento sempre contém pelo menos tanta
mformacgao quanto o original, e geralmente contém mais. FEsta ideia serd fundamental no

Capitulo 4 quando estudarmos entropia de Shannon.
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3. CONJUNTO DAS FUNCOES DE BoLTZ-
MANN

Conforme introduzido no Capitulo 1, consideremos o conjunto B, das fungoes de Boltzmann,
caracterizado pelas propriedades de monotonicidade estrita e aditividade multiplicativa. Neste
capitulo, investiga-se sistematicamente a estrutura matematica deste conjunto, respondendo
as questoes fundamentais levantadas na introducao sobre suas propriedades de regularidade,

topologicas e sua caracterizagao completa.

3.1 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

Proposicao 1 (Propriedades elementares). Se f € B, entao

2. f(z™) = nf(x) para todon € Z e x > 0.

Demonstracao. Demonstra-se cada item separadamente.
Item (1). Seja f € B. Pela propriedade de aditividade multiplicativa, tem-se que para
quaisquer x,y > 0

flazy) = f(x) + fy).
Em particular, tomando x = y = 1, obtém-se
S0 =)+ (1) = f(1) =2f(1).

Subtraindo f(1) de ambos os lados, tem-se que
0= f(1).

Item (2). Dividiremos a demonstragao em trés casos.
Caso 1:

Para n = 0, tem-se que 2° = 1, e pelo item (1) sabe-se que f(1) = 0. Portanto

f@”) =0 f(z).
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Caso 2:

Para n > 0, provaremos por inducao em n. Observe que a igualdade é valida para n =1

fl@h) =1 f(z).

Suponha que para n = k a propriedade seja vélida, isto é, f(2*) = kf(z). Prova-se que a

igualdade ¢é valida paran =k + 1

onde usamos a hipotese de inducao e a aditividade multiplicativa. Pelo Principio da Inducao
Matematica, Teorema 5, a propriedade vale para todo n € N.
Caso 3. Paran < 0.

Seja n = —m com m > 0. Primeiro, prova-se que f(z~!) = —f(x) para todo z > 0. Note que

fla e =f@)+ f@) = f1)=fl@) + fa™) = 0= fz) + fla) = fla™") = —f(a).

Agora, usando este resultado e o caso para expoentes positivos

f@") = fl@™™)
= (™))
= —f(@™)
= —mf(x)
= nf(x).

Portanto, a propriedade vale para todo n € Z. n

3.2 CARACTERIZACAO DO DOMINIO

Teorema 8 (Dominio das fung¢oes em B). O dominio natural das fungoes que pertencem ao con-
gunto B € (0,00). Mais precisamente, se f € B, entao f nao pode ser estendida continuamente

a 0 nem a nimeros negativos mantendo as propriedades (i) e (ii).

Demonstracao. A demonstracao seré dividida em duas partes.
Parte 1: f nao esta definida em 0.

Suponha, por contradi¢ao, que f(0) esteja definida. Entao para qualquer x > 0

f(0) = f(z-0) = fz) + £(0),
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o que implica que f(z) = 0, mas isso contradiz a propriedade de que f é estritamente crescente.
Logo, f(0) nao pode ser definido.

Parte 2: f nao esté definida em ntmeros negativos.

Suponha que f esteja definida em R\ {0} e satisfaga (i) e (ii). Pela Proposigao 1, tem-se
f(1) = 0. Além disso,

0= /(1)
= [((=1)(=1))
= =D+ (=1
=2f(-1),

(=1) + f(z)

f
/().

Logo, f(—z) = f(z), Vo € R\ {0}. Mas isso é uma contradi¢ao, pela monotonicidade estrita.

Portanto, f nao pode estar definida em ntimeros negativos. O

3.3 PROPRIEDADES DE REGULARIDADE

Teorema 9 (Continuidade). Toda func¢ao f € B € continua em (0,00).

Demonstracao. A demonstracao sera realizada em duas etapas.
Etapa 1: Continuidade em z = 1.
Seja (z,,) uma sequéncia em (0, 00) com z,, — 1. Deseja-se mostrar que f(x,) — f(1) = 0.

Fixado t > 1, pelo Corolario 2 tem-se
1 1/n
(Z) -1 e tY" 51

Como z,, — 1 e ambas as sequéncias laterais convergem para 1, existe N € N tal que para todo

n>N
1 1/n
(;) <z, <t

Pela monotonicidade estrita de f, propriedade (i) da definicao de B, tem-se

/ ((%)/> < flea) < F(V7).

Usando a propriedade aditiva multiplicativa, propriedade (ii) da definigdo de B, e a Proposi¢ao
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1/n
FEm = L) f((%) ):—%fw.

O < ey < 19 <y < 1Y)

Dessa forma,

— 0.

Logo, f(z,) — 0 = f(1). Pelo Teorema 4 (Critério de continuidade via sequéncias), f ¢é
continua em 1.
Etapa 2: Continuidade em ponto arbitrario.

Seja a >0 e (z,) com x, — a. Escreva x, = ary,, onde 1, = = — 1. Entao

f(x,) = flary)
= fla) + f(ry).

Como f é continua em 1, tem-se f(r,) — f(1) = 0. Logo

f(xn) = f(a) +0 = f(a).

Portanto, f é continua em todo a > 0. O
Teorema 10 (Diferenciabilidade). Toda fun¢io f € B € diferencidvel em (0, 00).

Demonstragao. Defina g : R — R por g(u) = f(e*). Para u,v € R

Logo, g é aditiva. Além disso, g é estritamente crescente pois e é crescente e f é crescente.
Pelo Teorema 6 (Homogeneidade racional) e usando a continuidade de g, que segue da
continuidade de f, tem-se que existe k € R tal que g(u) = ku para todo u € R.

Agora, para a > 0, calcula-se a derivada de f. Seja r > 0 e escreva r = e'. Entao

flar) = fla) _ f(r)

ar —a a(r —1)
_ g9
a(et — 1)
Rt
~alet —1)°
Pelo Corolario 1, tem-se
t__
im &L 1 sm
t—>0 ¢ t—=0 a(et — 1) a
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Logo,
o) — oy L0 = F(@
1 ar —a
_F
Ca
. : k
Portanto, f é diferenciavel em (0,00) e f'(z) = —. O
T

Teorema 11 (Analiticidade). Toda fungao f € B € analitica em (0,00).

k
Demonstrag¢ao. Do Teorema 10, sabe-se que f'(x) = — para algum k € R. Por indu¢ao, pode-se
x

mostrar que

(@) = (=) (n - 1)!% para n > 1.

Segue da Definicao 13 que a série de Taylor de f em torno de a > 0 é

= Ja) + (- (e )"

Pelo Teorema 2, o raio de convergéncia desta série ¢ R = a (veja Defini¢ao 5). Para mostrar
que a série de Taylor coincide com f(z) no intervalo de convergéncia, consideramos |z —a| < a.

Neste intervalo, pode-se escrever
f@) = fla) = [ £(s)ds
1
= k/ —ds
W S
* 1
= k/ —ds.
. 0+ (s—a)
Expandindo em série geométrica, Exemplo 9, para |s —a| < a
1 1 & s—a\"
AN (e .
a+(s—a) az( ) ( a )

Como a série de poténcias converge uniformemente em qualquer intervalo compacto contido

em seu raio de convergéncia, a integragao termo a termo é valida [5]. Logo, obtém-se

o (I _ a)m+1
_ = —ym 7
Fl@) = fla) =5 S
m=0
- k
_ n—1 n
=S L)
Que coincide com a série de Taylor. Portanto, f é analitica em (0, c0). O
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Corolario 3 (Classe de diferenciabilidade). Toda fun¢io f € B é de classe C* em (0, c0).

Demonstracao. Segue imediatamente do Teorema 11, pois fungoes analiticas sao infinitamente

diferenciaveis, Defini¢ao 14. O]

3.4 PROPRIEDADES TOPOLOGICAS DO CONJUNTO B

Nesta segao, considera-se B como subconjunto do espago C'((0,00),R) com a topologia da

convergéncia uniforme em compactos, Definicao 25.
Teorema 12 (Nao abertura). O conjunto B nao € aberto em C((0,00),R).

Demonstragao. Seja f € B. Para provar que o conjunto nao é aberto, serd construida uma
funcao g. que esté arbitrariamente préoxima de f na topologia da convergéncia uniforme em
compactos, mas que nao pertence a B.

Tome um ponto zy € (0,00) com x5 > 1. Dado um raio € > 0 para a vizinhanga na topologia
em questao, escolha um ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que o intervalo fechado [z¢—d, 2o+ ]
nao contenha o ponto z2. Isso é sempre possivel pois 7y # 2 para ry > 1, bastando tomar
§ < |23 — zl.

Defina a fungao perturbagao b, : (0,00) — R por

(1—'17%510'), se |z —xo| <0

N

be(x) =

=

se |z — zg| > 0.

Note que b, é continua em todo o seu dominio, pois nos pontos de fronteira xg — 0 e o + 9 a
funcao se anula continuamente.
Antes de encontrar o valor maximo dessa perturbacao, verifica-se o comportamento da sua

derivada no ponto zy. Calculando os limites laterais da razao incremental em x, obtém-se

b (20) = lim be(xo + h})l — be(zo)

h—0
€ € €
iy 23510t h— @ — 5
h—0 h

£
267

enquanto o limite pela esquerda (h — 07) resulta em 55. Como os limites laterais sao distintos,

Analisando os limites laterais, tem-se que o limite pela direita (h — 07) resulta em —

a derivada b.(xo) nao existe. Consequentemente, de acordo com a Defini¢ao 12, xy é um ponto
critico da funcao b..
Agora, aplica-se o Teste da Primeira Derivada para classificar esse ponto critico. Para

r € (xg — 0,x9), tem-se x — xy < 0, o que implica |x — x9| = —(z — xp). Substituindo na

expressao da funcao, deriva-se e obtém-se b(r) = 5z > 0. Logo, a fungao é estritamente

crescente no intervalo (zg — d,z¢). Por outro lado, para x € (xg,zg + 0), tem-se © — zq > 0,
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de modo que |z — x| = = — zo. A derivada nesse trecho ¢ b (z) = —55 < 0, indicando que a
fungao ¢é estritamente decrescente em (xg, zo + 6).
Como b, é crescente & esquerda de x( e decrescente a direita, conclui-se que xy é um ponto
€ 0 ; 0

de maximo absoluto. O valor desse maximo é

€
be(xo) = =
) =53
Por fim, constréi-se a funcao g.(z) = f(z) + be(z). Observa-se que g. estd dentro da
vizinhanga de raio ¢ em torno de f, pois a distancia maxima entre elas ocorre no pico da

perturbagao

€
sup  [ge(w) — f(z)| = sup  |b(z)| = 5 <€
z€[z0—0,20+6] z€[ro—0,20+9)

No entanto, g. nao satisfaz a propriedade multiplicativa que caracteriza o conjunto B.

Avaliando a fungio no ponto x3, tem-se

ge(xo - 0) = gs(w(Q)) = f(x(Q)) + be(xg)'

Pela escolha inicial de d, o ponto 2 esta fora do intervalo [zg — &,z + 8], logo b.(z2) = 0.
Sabendo que f € B, tem-se f(x3) = 2f(xo), 0 que resulta em g (zo - x9) = 2f ().

Por outro lado, a soma das fungoes avaliadas individualmente resulta em

9e(z0) + ge(wo) = 2 (f(20) + be(20))

=2 (f(wo) + 5)

= 2f(330) + €.

Como e > 0, conclui-se que g.(xg - o) # ge(zo) + ge(x0). Portanto, g. ¢ B, provando que
qualquer vizinhanca de f contém elementos fora de B e, consequentemente, o conjunto B nao
é aberto. O

Teorema 13 (Nao fechamento). O conjunto B nao é fechado em C((0,00),R).

Demonstracao. Pela definicao 16, um conjunto é fechado se contém todos os seus pontos de
acumulagao. Sera mostrado que B possui um ponto de acumulagao que nao pertence a B.

Seja f € B nao identicamente nula. Defina a sequéncia f, = % f. Pela linearidade da
equacao funcional, cada f, € B.

Para qualquer compacto K C (0, 00), tem-se

1
sup | fu(z) — 0] = —sup | f(z)| — 0.
€K N zeK

Logo, da defini¢ao 25 segue que f,, — 0 na topologia da convergéncia uniforme em compactos.
Porém, a fungao nula nao pertence a B pois nao é estritamente crescente: para r < y tem-se

0(z) = 0 = 0(y), violando a propriedade (i).
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Portanto, foi encontrada uma sequéncia (f,,) C B que converge para um ponto fora de B,

logo B nao é fechado. m
Teorema 14 (Convexidade). O conjunto B € convezo.

Demonstragao. Sejam f,g € B e« € [0,1]. Defina h = af + (1 — «)g pela definigao 17, deve-se
verificar que h satisfaz as propriedades (i) e (ii) que definem B.

Para a aditividade multiplicativa, propriedade (ii), tem-se

h(zy) = af(zy) + (1 — a)g(zy)
=alf(z)+ fy)]+ (1 = a)g(x) + 9(y)]
= h(x) + h(y).

Para a Monotonicidade estrita, propriedade (i), se z < y, entao f(z) < f(y) e g(x) < g(y)
pois f,g € B. Para a € (0,1)

h(z) = af(z) + (1 —a)g(z) < af(y) + (1 —a)gy) = h(y),

onde a desigualdade estrita segue da combinacao de desigualdades estritas com coeficientes
positivos. Os casos a = 0 e a = 1 sao triviais, resultam em g e f respectivamente, que ja estao
em B.

Portanto, h € B e B é convexo. n
Teorema 15 (Nao compacidade). O conjunto B nao é compacto em C((0,00),R).

Demonstracao. Pela Definicao 18, um conjunto é compacto se é fechado e limitado. Seré
mostrado que B nao é limitado.
Seja f € B nao nula. Considere a sequéncia f, = nf. Cada f, € B pela linearidade da

equagao funcional. Para qualquer compacto K C (0, 00)
sup | fn(x)| = nsup |f(z)] = oc.
zeK zeK

Logo, pela defini¢ao 25, B nao ¢ limitado na topologia da convergéncia uniforme em compactos.

Portanto, pela defini¢ao 18, B nao pode ser compacto, pois nao é limitado. O
Teorema 16 (Conexidade). O conjunto B é conexo por caminhos.

Demonstragao. Pela Definicao 20, um conjunto é conexo por caminhos se para quaisquer dois
pontos existe um caminho continuo ligando-os dentro do conjunto.

Sejam f, g € B. Defina o caminho = : [0,1] — B por

v(t) =1 —-t)f +1tg.

Pela demonstragao do Teorema 14, cada (t) € B. Além disso, segue pela definigdo 25 que
~ é continua na topologia da convergéncia uniforme em compactos.

Como 7(0) = f e v(1) = g tem-se que B é conexo por caminhos pela defini¢ao 20. O
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3.5 CARACTERIZACAO COMPLETA DAS FUNCOES DE
BOLTZMANN

Teorema 17 (Caracterizacao de B). Se f € B, entdo eziste k > 0 tal que f(x) = k1n(z) para
todo x > 0.

k
Demonstragao. Pelo Teorema 10, sabe-se que f é diferenciavel e que f’(z) = — para algum
x

k € R. Como f é estritamente crescente, tem-se k > 0. Integrando de 1 a x

x

fla) — f(1) = / f(s)ds
Tk

:/—ds
18

=klnzx.

Como f(1) = 0 pela Proposigao 1, conclui-se que f(z) = klnz. O

Corolario 4 (Estrutura de B). O conjunto B ¢é exatamente o conjunto dos multiplos positivos

do logaritmo natural, mais precisamente
B=A{klnz | k>0}.

Demonstragao. Pelo Teorema 17, toda f € B é da forma klnx com k > 0. Reciprocamente, é

facil verificar que para qualquer k£ > 0, a fungao f(x) = klnx pertence a B. O
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4. ENTROPIA DE SHANNON

Neste capitulo, avanca-se da caracterizagao matemética do conjunto das func¢oes de Boltz-
mann B, desenvolvida no capitulo anterior, para o estudo sistemético da entropia de Shannon.
O objetivo central é estabelecer uma conexao entre essas duas formulagoes de entropia, investi-
gando como as propriedades fundamentais de B encontram um analogo ou uma generalizacao
no contexto da teoria da informacgao estudado por Shannon.

Para isso, parte-se da definigao classica. proposta por Shannon em 7] e apresentam-se suas
propriedades basicas, que serao utilizadas ao longo do capitulo. Em seguida, demonstra-se
que, no caso particular de variaveis aleatorias estatisticamente independentes, a entropia de
Shannon herda a estrutura matematica de B. Essa analise nao apenas unifica as perspectivas
termodinamica e informacional, mas também revela a hierarquia logica que vai da formulagao
de Boltzmann a de Shannon.

A partir da defini¢ao fundamental da entropia de Shannon, sao introduzidas de forma enca-
deada as nogoes de entropia conjunta e entropia condicional, que serao essenciais para formalizar

a comparagao com B.

Definigao 33 (Entropia de Shannon). Seja X uma varidvel aleatoria discreta (veja definigao

27) com espago amostral X e fungao de probabilidade p(x). A entropia de Shannon de X é

== plx)logp(x

zeX

definida como

Definig¢ao 34 (Entropia Conjunta). Dadas duas varidveis aleatorias X eY , a entropia conjunta

=3 p(x,y)logp(z,y),

sendo p(x,y) € a funcao de probabilidade conjunta (veja defini¢ao 28).

€ definida como

Definigao 35 (Entropia Condicional). Dadas duas varidveis aleatdrias X e Y, a entropia
condictonal de 'Y dado X € definida como

HY | X) = Zzpwylogpy\w)

com p(y | x) probabilidade condicional (veja defini¢ao 29).
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Proposigao 2. A entropia de Shannon é condicionalmente aditiva, isto é
H(X,)Y)=H(X)+ H(Y | X).

Demonstragao. Pela definicao de entropia conjunta, tem-se que

=) p(x.y)logp(z,y).

r oy
Como pela defini¢ao 29 p(z,y) = p(z)p(y | =), tem-se
=D p(w,y)log [p()p(y | )]

z oy

Usando a propriedade do logaritmo do produto

Zprylogp Zprylogpylx)-

Na primeira soma, como log p(x) nao depende de y

_Zzp (2, y) log p(x Zlogp (Zp(w))

Y

- _Zlogp (Zp( Py | w))

Yy
= —Zp ) log p(x)

= H(X).
A segunda soma corresponde & definicao de entropia condicional
=3 plw,y)logp(y | x) = H(Y | X).
Ty
Portanto

H(X,Y)=H(X)+H(Y | X).

O

Proposicao 3. A entropia de Shannon é nao-decrescente por refinamento (veja defini¢io 32),

isto €, seja’Y um refinamento de X, entdao

H(X) < H(Y).

Demonstragao. Se Y é um refinamento de X, existe uma fungao f tal que X = f(Y).

Como X é completamente determinado por Y (através da fungao f), o par (X,Y’) contém
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exatamente a mesma informacdo que Y sozinho (veja a definigdo 32). Portanto:
H(X,)Y)=H(Y).

Pela Proposicao 2
H(X,)Y)=H(X)+ H(Y | X).

Combinando estas duas igualdades
H(Y)=H(X)+H(Y | X)= HY) - HX) = HY | X).
Como a entropia condicional é nao-negativa, H(Y | X) > 0, segue que
HY)-H(X)>0=H(Y)> H(X).

A igualdade ocorre se e somente se H(Y | X) = 0, o que significa que Y é deterministica-

mente determinado por X, ou seja, o refinamento é trivial. O

Observagao 13. Para varidveis aleatorias arbitrarias X e 'Y que nao sao refinamentos uma
da outra, a entropia nao € necessariamente nao-decrescente. Isto €, se Y nao € refinamento de
X e X nao € refinamento de Y, entao pode-se ter H(X) > H(Y') ou H(X) < H(Y'), mesmo

se a cardinalidade do espaco amostral de'Y for maior que a de X.

Demonstragao. Seja |X| e |Y| denotam as cardinalidades dos espagos amostrais de X e Y,
respectivamente. A prova sera dividida em dois casos.
Caso 1: H(X) > H(Y) com [Y| > |X]

Seja X uma variavel com distribuigao
P(X=0)=099, P(X=1)=0.0L.
H(X) =~ 0.08 bits.
Seja Y uma variavel com trés resultados possiveis
P(Y =0)=0.999, P(Y =1)=0.0005, P(Y =2)=0.0005.

H(Y) =~ 0.01 bits.

Tem-se |Y| =3 > |X| =2 mas H(Y) < H(X).
Caso 2: H(X) < H(Y) com |X| > |Y|

Seja X uma variavel com trés resultados

H(X) ~ 0.92 bits,
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Seja Y uma variavel Bernoulli com distribui¢ao uniforme

H(Y) =1 bit.

Tem-se [X|=3> Y| =2e H(X) < H(Y).
Estes contraexemplos mostram que, na auséncia de relagao de refinamento, nao ha qualquer

garantia sobre a relagao entre as entropias, independentemente do nimero de resultados. [

Definicao 36. Seja H o conjunto de todos os funcionais F' definidos no espago de varidveis

aleatorias discretas que satisfazem:

i) F' € nao-decrescente por refinamento;

ii) F € condicionalmente aditivo, isto é, F(X,Y) = F(X)+F(Y | X) para quaisquer varidveis

aleatorias X e Y.

Lema 1 (Continuidade de F' € H). Se F' € H, entao F é continua em rela¢ao a topologia das
distribuicoes de probabilidade.

Demonstracio. Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo (pi,...,pn) e seja X(™ uma
sequéncia de variaveis aleatorias com distribuigoes (pgm), ce p%m)) convergindo para (p1, . .., Pn)-

Para cada m, construimos uma variavel aleatoria Z(™ que é um refinamento tanto de X
quanto de X (™ Especificamente, particiona-se um conjunto uniforme suficientemente grande
em subconjuntos que refinam ambas as particoes correspondentes a X e X (™),

Pela propriedade de nao-decrescimento por refinamento, tem-se:
F(X)<F(Z™) e F(X™)<F(Z™).
Pela aditividade condicional, tem-se:

F(ZM™)=F(X)+ F(Z™ | X)

= F(XM™) 4 F(zm | X)),

Quando m — oo, F(Z™ | X) = 0e F(Z™ | X(™) — 0, portanto F(X) — F(X™) — 0.

Portanto, F' é continua. ]

Teorema 18 (Caracterizagao de H). Seja H a entropia de Shannon. Entdo
H={kH | k>0}.

Demonstra¢ao. Demonstra-se em duas etapas: (1) {kH | k>0}CHe
(2) HC{kH | k>0}.
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Primeiramente, mostra-se que {kH | k > 0} C H. Seja F' € {kH | k > 0}. Entao
existe k > 0 tal que F' = kH. Note que pela Proposicao 3, tem-se que

H(Y) > H(X),

quando Y é refinamento de X. Assim, kH(Y) > kH(X) o que implicar que F(Y) > F(X).

Por outro lado, pela Proposicao 2, tem-se que
HX,)Y)=H(X)+ HY|X).

Logo, kH(X,Y) = kH(X)+kH(Y|X) o que implicar em F(X,Y) = F(X)+F(Y|X). Portanto,
F=FkH € H.
Agora prova-se que: H C {kH | k > 0}. Seja F' € H. Deseja-se mostrar que existe
k>0 tal que F(X) = kH(X) para toda variavel aleatoria X.
Seja Us uma variavel uniforme sobre dois elementos. Defina-se
F(Uy) _ F(Uy)

k= = .
H(Uy)  log2

Como F' é nao-decrescente por refinamento, F'(Us) > 0, logo k > 0.
Considerem-se agora varidveis uniformes Usm sobre 2™ elementos. Tomem-se m copias
independentes de Us, denotadas por U2(1) , UQ(Q), ceey UQm). Pela aditividade condicional aplicada

iterativamente
FoDv® oy = FUMY + PP | UMY + -+ R O, uimY).
Pela independéncia, F(Uéi) | UQ(I), ce UQ(i_l)) = F(Uéi)) = F(U,) para todo i, portanto
FUP, U, . UM™Y = mF(Us).
Mas a sequéncia (Uz(l), N UZm)) tem distribui¢ao uniforme sobre 2™ elementos, logo

F(Usn) = mF(Us)

= mklog?2
= klog(2™)
Para uma variavel aleatoria arbitraria X com distribui¢ao (p1,...,pn), onde cada p; = ;1\;

para inteiros m; e algum M suficientemente grande, aproximagao diadica (veja defini¢ao 31),
constroéi-se o seguinte refinamento.

Seja Y uma variavel aleatoria definida da seguinte forma: particiona-se um conjunto uni-
forme de 2¥ elementos em n subconjuntos com tamanhos my, ms, ..., m,. Define-se Y como o

indice do subconjunto ao qual um elemento uniformemente escolhido pertence. Entao Y tem
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distribui¢ao (p1,...,p,) € é um refinamento de Usnr.
Pela propriedade de nao-decrescimento por refinamento, tem-se F(Y) < F(Uym) =

klog(2M) = kM log 2. Por outro lado, condicionando em Y, tem-se
F(UQM) = F(Y) + F(UQJ\/I | Y)

Mas F(UQ]W ‘ Y = 2) = F(Um

7

) = klogm;, portanto
F(Upr | Y) Z pik log m;

=k Z p; log m,;.
i=1

Assim,
F(Y)=F(Uy) — F(Uyn | Y)

= leogZ—kZpilogmi

=1

= k) pilogp
=1

= kH(X).

Para probabilidades nao diadicas, usa-se um argumento de limite baseado na densidade das

distribuigoes diadicas (veja observagao 10). Seja X uma variavel aleatéria com distribui¢ao

arbitraria (p1,...,p,). Para cada inteiro M > 0, definem-se aproximagoes diadicas pEM) =
M) /2™ onde mEM) sao inteiros nao-negativos tais que » . m (M) = 2M ¢ |p§M) —pil = 0
quando M — oc.
Constroem-se variaveis aleatorias X ™) com distribuicoes (ng), ey p,(lM)) usando o mesmo

esquema de refinamento anterior. Pela construcdo, cada X™) é um refinamento de Usn e

tem-se
F(XMy = kH(X WD),
Quando M — oo, as distribui¢oes (ng), . ,pT(ZM)) convergem para (pq,...,p,). Pelo Lema

de Continuidade, F' é continua, logo

F(X)= lim F(X®)

M—o0

= lim kH(X®™)

M—o0

onde a ultima igualdade segue da continuidade da fungao entropia.

Deste modo, F'(X) = kH(X) para toda variavel aleatoria X, o que conclui a demonstragao
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de que H C{kH | k> 0}.
Portanto H = {kH | k> 0}. O

Definigao 37 (Subconjunto de aditividade independente). Seja Hy, o subconjunto de H con-

sistindo dos funcionais F' que satisfazem a aditividade para varidveis independentes:
Hy={FeH: F(X,)Y)=F(X)+ F(Y) para quaisquer X,Y independentes}.

Teorema 19 (Correspondéncia entre B e H,). Existe uma correspondéncia biunivoca ¢ : B —

Hy dada por p(kln) = kH que preserva a estrutura aditiva multiplicativa.

Demonstragao. Defina-se a aplicagao ¢ : B — H,, por
o(kln) = kH,

onde kIn denota a fungao  — klnx em B, e kH denota o funcional X +— kH(X) em J.
Primeiro, verifica-se que ¢ esta bem definida. Pelo Corolario 4, cada elemento de B ¢é da

forma kIn com k& > 0. Pelo Teorema 18, cada elemento de H, ¢ da forma kH com k > 0.

Portanto, a associagao kIn — kH estabelece uma relacao bem definida entre os conjuntos.
Agora, mostra-se que  é uma correspondéncia biunivoca que preserva a estrutura:

(i) ¢ preserva a estrutura aditiva multiplicativa: para f =kln€ B e z,y > 0,

f(zy) = kIn(zy)
=klnz+klny

= f(x)+ f(y),
e para p(f) = kH € H, e variaveis independentes X, Y,

P()IX)Y) =kH(X,Y)
= kH(X)+ kH(Y)
= p(f)(X) + o(f)Y).

(i) o é injetora: se (k1 In) = p(koln), entdo ki H = koH, o que implica que k; = ks, logo
kiln = ks In.

(iii) ¢ é sobrejetora: dado qualquer F' € H,, pelo Teorema 18, existe k& > 0 tal que F =
kH = p(k1n).

(iv) ¢ preserva combinagoes lineares: para quaisquer ki, ks > 0e c €RR,

o(c(ky In) + ko In) = o((cky + ko) In)
= (Ck?l + ]{?Q)H
= C(k’lH) + k‘QH
= cp(k11In) + p(ky In).
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Portanto, ¢ é uma correspondéncia biunivoca entre B e H, que preserva a estrutura aditiva

multiplicativa. O

Observagao 14. Este resultado revela uma conexao entre a entropia de Shannon e a entropia
de Boltzmann-Gibbs. A definicao moderna de entropia na mecdnica estatistica, devida a Gibbs,
€ dada por

Spa = —k Zpi In p;,

que € exatamente a entropia de Shannon a menos da constante k e da base do logaritmo.

Enquanto Boltzmann originalmente considerou o caso especial de probabilidades iguais,
Sp = kInW, Gibbs generalizou este conceito para distribuicoes arbitrdrias. O teorema acima
mostra que quando as varidveis sao independentes, a entropia de Shannon herda as proprieda-
des fundamentais das fungoes entropicas do conjunto B, justificando matematicamente por que
a forma —k > p;Inp; é a generalizagdo natural da entropia de Boltzmann para sistemas com
distribuicoes de probabilidade nao uniformes.

Esta conezxao unifica a teoria da informa¢ao de Shannon com os fundamentos da mecd-
nica estatistica, mostrando que a mesma estrutura matemdtica subjaz a ambos os conceitos de

entropia.

Corolario 5. A entropia de Shannon coincide com a entropia de Boltzmann a menos de uma

constante multiplicativa quando as probabilidades sao uniformes.

Demonstracao. Pela Observagao anterior, a entropia de Boltzmann-Gibbs é dada por Sgg =
—k Y . piInp;, que equivale a entropia de Shannon com constante k e logaritmo natural. No

caso particular de probabilidades uniformes p; = %, tem-se

S kf:ll ! klnW,
BG = — M =knW,
—~w W

que é exatamente a entropia de Boltzmann Sp. Portanto, a entropia de Shannon difere da
entropia de Boltzmann apenas por uma constante multiplicativa loi quando as probabilidades
ge

sao uniformes. 0
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5. CONCLUSOES

Este trabalho dedicou-se ao estudo sisteméatico do conjunto B das fungoes de Boltzmann,
definido como o conjunto de todas as fungoes f : (0,00) — R que sao estritamente crescentes e
satisfazem a propriedade de aditividade multiplicativa f(zy) = f(x) + f(y) para todos z,y >
0. Partindo desta caracterizagao inicial, investigou-se a estrutura matemética deste conjunto,
respondendo as questoes levantadas na introducao.

Do ponto de vista das propriedades de regularidade, demonstrou-se que toda funcao f € B

e Continua em (0, c0);

e Diferenciavel em (0,00) com f'(z) = ~ para algum k € R;
e Analitica em (0, c0);

e Infinitamente diferenciavel (C*°) em (0, o).

Estes resultados mostram que as propriedades funcionais impostas pela definicao de B sao
extremamente restritivas, forcando um alto grau de regularidade em suas funcoes.

No que diz respeito as propriedades topolodgicas, considerando B como subconjunto do
espago C'((0,00),R) com a topologia da convergéncia uniforme em compactos, estabeleceu-se

que
e B nao é aberto;
e B nao é fechado;
e B é convexo;
e B nao é compacto;
e B é conexo por caminhos.

Estas propriedades topologicas revelam a estrutura global do conjunto B, mostrando que
ele forma um conjunto convexo e conexo, mas que nao ¢ topologicamente bem-comportado no
sentido de ser aberto ou fechado no espaco ambiente.

A caracterizagao completa do conjunto B foi obtida com a demonstracao de que

B={klnz | k> 0},
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mais precisamente, o conjunto das func¢oes de Boltzmann coincide exatamente com o conjunto
dos multiplos positivos do logaritmo natural.

Este resultado final possui profundo significado fisico. Ele mostra que a exigéncia de que
a entropia seja extensiva (aditiva para sistemas independentes) e crescente, com o ntimero de
microestados, determina unicamente a forma funcional da entropia, a menos de uma constante
multiplicativa. A constante k, que emerge naturalmente da demonstragao, pode ser identificada
com a constante de Boltzmann na formulagao estatistica da termodinamica.

A partir desta caracterizacao fundamental do conjunto B, estendeu-se a investigacao para
o dominio da teoria da informagao, onde se estudou a entropia de Shannon. A anélise revelou

uma hierarquia natural de generalizagoes no conceito de entropia.

1. Boltzmann (1877): Sp = kInW —  Aditividade e¢ probabilidades uniformes

e independentes (sistemas microcanonicos).

2. Boltzmann-Gibbs (1902): Spe = —k) . p;Inp; —  Aditividade mantida, pro-

babilidades nao-uniformes, mas ainda independentes (fatoréveis).

3. Shannon (1948): H(X) = — > p;logp;, —  Aditividade condicional, sem res-

tricao de independéncia.

Através do Teorema 19, correspondéncia entre B e H,, demonstrou-se que a entropia de
Shannon, quando restrita a sistemas estatisticamente independentes, herda exatamente as pro-
priedades matematicas das fun¢oes de Boltzmann. Esta conexao nao é apenas formal. Quando
aplicada a sistemas com distribuigoes de probabilidade uniformes, a entropia de Shannon reduz-
se & entropia de Boltzmann a menos de uma constante multiplicativa.

A verdadeira generalizacao representada pela entropia de Shannon vai além da mera ex-
tensao a probabilidades nao-uniformes. Enquanto a formulacao de Boltzmann-Gibbs assume
implicitamente a independéncia estatistica entre subsistemas (P(X,Y) = P(X)P(Y)), a entro-

pia de Shannon relaxa esta restricao através da propriedade de aditividade condicional:

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X).

Esta estrutura matematica permite descrever sistemas com correlacoes arbitrarias, algo
essencial para sistemas fisicos reais. Para ilustrar esta necessidade, considere um géas contendo
particulas carregadas (ions positivos e negativos) em um recipiente isolado. Devido & interacao
eletrostatica de longo alcance, as posigoes das particulas carregadas nao sao independentes, a
probabilidade de encontrar um fon negativo em uma determinada regiao depende fortemente da
posic¢ao dos fons positivos proximos, ou seja, P(ion negativo | ion positivo) # P(ion negativo).
Neste sistema, a distribuicao de probabilidade conjunta nao pode ser fatorada como produto
de distribui¢coes marginais, violando a suposi¢ao de independéncia da entropia de Boltzmann-

Gibbs. A descricao termodindmica adequada requer a estrutura da entropia de Shannon

S(sistema) = S(ions positivos) 4+ S(ions negativos | fons positivos),
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onde o segundo termo captura exatamente as correlagoes entre as particulas carregadas.

O exemplo do gas carregado demonstra que sistemas fisicos reais frequentemente envolvem
correlagoes que nao podem ser ignoradas. Enquanto a entropia de Boltzmann-Gibbs é adequada
para sistemas ideais com interagoes de curto alcance ou fracamente correlacionados, a entropia
de Shannon fornece o arcabougo matematico necessario para sistemas com interagoes de longo
alcance e correlagoes espaciais significativas.

Matematicamente, a anélise mostra que a transi¢ao de H, (aditividade para variaveis in-
dependentes) para H (aditividade condicional para variaveis arbitrarias) corresponde a substi-
tuicao da aditividade simples pela aditividade condicional. Esta mudanca nao é apenas uma
generalizacao técnica, mas reflete uma compreensao mais profunda da natureza da informacao
e da desordem em sistemas correlacionados.

Assim como Gibbs generalizou Boltzmann ao permitir probabilidades nao uniformes, Shan-
non generalizou Gibbs ao remover a restricao de independéncia estatistica. Esta hierarquia de
generalizacoes nao é acidental, mas reflete o progresso natural na compreensao dos fenémenos
estatisticos, desde sistemas fisicos ideais até sistemas complexos com correla¢oes intrinsecas.

A equivaléncia matematica entre a entropia de Shannon e a forma de Boltzmann-Gibbs,
no caso independente, juntamente com a capacidade da primeira de lidar com correlagoes
arbitrarias, estabelece a entropia de Shannon como o conceito mais geral e fundamental. Ela
unifica a termodinamica estatistica com a teoria da informacao, proporcionando uma linguagem
comum para descrever a desordem, a informacao e a complexidade em sistemas naturais.

Em sintese, este trabalho nao apenas respondeu completamente as questoes matematicas
levantadas sobre a estrutura do conjunto B, mas também forneceu uma fundamentacao para a
forma funcional da entropia na fisica estatistica, conectando diferentes formulacoes da entropia e
estabelecendo uma ponte conceitual entre a termodinamica estatistica e a teoria da informacao.
Através do estudo da relacao entre B, H, e H, revelou-se como a estrutura matemética da
entropia evolui para acomodar sistemas cada vez mais complexos, culminando na formulacao

de Shannon que representa o ponto mais geral desta evolugao conceitual.
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