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RESUMO

RODRIGUES, A.F. Introducio a Mecanica dos Fluidos Computacional. 2026. 106 p. Traba-
lho de Conclusdo de Curso (Graduac¢do em Engenharia Mecénica) — Faculdade de Engenharia Me-
canica, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia - MG, 2026.

A Mecéanica dos Fluidos Computacional (CFD) consolidou-se como ferramenta fundamental
para a predicdo do comportamento de escoamentos em aplica¢des de engenharia, viabilizando a
solucdo computacional de sistemas de equagdes diferenciais parciais cuja solu¢do continua &,
em geral, invidvel. Nesse contexto, o presente trabalho teve por objetivo desenvolver e validar
solvers numéricos para trés escoamentos cldssicos incompressiveis € newtonianos: 0 escoamento
de Couette transiente, o escoamento de Poiseuille bidimensional em duto de sec¢do retangular
e 0 escoamento no interior de uma cavidade com tampa deslizante. Partindo das equacgdes
de Navier-Stokes e de balanco de massa, as equagdes diferenciais parciais que modelam cada
problema foram simplificadas conforme as hipéteses aplicaveis e discretizadas pelo Método das
Diferencas Finitas. Para o escoamento de Couette, implementaram-se os esquemas temporais
explicito e totalmente implicito. Ainda para esse escoamento, desenvolveu-se a andlise energética
completa: foram deduzidas as solu¢des continuas e discretas da poténcia mecanica fornecida pela
placa mdvel, da poténcia viscosa transformada em energia térmica pela funcio transformacgao ¢
e da energia cinética total do escoamento, esta obtida por duas rotas independentes de calculo, e
o balanco de energia mecénica entre essas grandezas foi verificado continua e discretamente, da
partida impulsiva ao regime permanente. Para o Poiseuille bidimensional adotou-se o esquema
implicito, cujo sistema linear pentadiagonal foi resolvido com o método iterativo de Gauss-
Seidel. Para a cavidade, empregou-se o método da projecdo sobre malhas deslocadas, com o
tratamento das condi¢des de contorno por células fantasma. As implementacdes foram realizadas
em MATLAB, C e Fortran 90, permitindo a comparacao direta entre linguagens interpretadas e
compiladas e entre estratégias de solucao direta e iterativa de sistemas lineares. Os resultados
discretos foram confrontados com as solu¢des continuas disponiveis para os escoamentos de
Couette e Poiseuille e com os dados de referéncia de (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para a
cavidade nos regimes com nimero de Reynolds iguais a 100, 400, 1.000 e 10.000. A solugao
computacional do escoamento de Poiseuille apresentou erro relativo inferior a 0,02% em relacio
a solugdo continua no regime permanente, e as simulagdes da cavidade reproduziram com
fidelidade os perfis centrais de velocidade, inclusive capturando as recirculagdes nos cantos
inferiores para Re = 1000 e Re = 10.000. O comparativo de desempenho evidenciou que a
escolha do algoritmo teve impacto sobre o tempo de processamento significativamente maior
do que a escolha da linguagem de programacdo. Conclui-se que os solvers implementados
sdo consistentes, estaveis € precisos em relacdo aos escoamentos laminares simulados, e que
decisdes adequadas de algoritmo e de estrutura de dados sdo determinantes para a viabilidade

computacional de simulacdes em CFD.



Palavras-chave: Modelagem, Simulacao Computacional, Discretizacdo de Equacdes, Escoa-

mentos Transientes, Programacao Cientifica.



ABSTRACT

RODRIGUES, A F. Introduction to Computational Fluid Dynamics. 2026. 106 p. Trabalho
de Conclusao de Curso (Graduagdao em Engenharia Mecanica) — Faculdade de Engenharia Meca-
nica, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia - MG, 2026.

Computational Fluid Dynamics (CFD) has consolidated itself as a fundamental tool for predicting
flow behavior in engineering applications, enabling the computational solution of systems of
partial differential equations whose continuous solution is, in general, unfeasible. In this
context, the present work aimed to develop and validate numerical solvers for three classical
incompressible and Newtonian flows: the transient Couette flow, the two-dimensional Poiseuille
flow in a rectangular cross-section duct, and the flow inside a lid-driven cavity. Starting from
the Navier-Stokes and mass balance equations, the partial differential equations that model
each problem were simplified according to the applicable hypotheses and discretized by the
Finite Difference Method. For the Couette flow, both explicit and fully implicit time-marching
schemes were implemented. For this flow, a complete energetic analysis was also developed:
the continuous and discrete solutions for the mechanical power delivered by the moving plate,
for the viscous power converted into thermal energy through the transformation ¢ function, and
for the total kinetic energy of the flow were derived, latter obtained through two independent
calculation routes, and the mechanical energy balance relating these quantities was verified both
analytically and numerically, from the impulsive start to the steady state. For the two-dimensional
Poiseuille flow an implicit scheme was adopted, whose pentadiagonal linear system was solved
by the iterative Gauss-Seidel method. For the cavity, projection method was employed on a
staggered grid, with boundary conditions treated through ghost cells. The implementations were
performed in MATLAB, C and Fortran 90, allowing a direct comparison between interpreted and
compiled languages and between direct and iterative strategies for solving linear systems. The
computational results were compared with the available continuous solutions for the Couette and
Poiseuille flows and with the reference data from (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) for the cavity at
Reynolds numbers 100, 400 1000 and 10.000. The computational solution of the Poiseuille flow
presented a relative error below 0.02% with respect to the analytical solution at steady state, and
the cavity simulations faithfully reproduced the central velocity profiles, including the capture of
the recirculations at the lower corners for Re = 1000 and 10.000. The performance comparison
showed that the choice of algorithm had a significantly greater impact on the processing time
than the choice of programming language. It is concluded that the implemented solvers are
consistent, stable and accurate within the laminar regimes simulated, and that proper decisions
regarding algorithm and data structure are determinant for the computational feasibility of CFD

simulations.

Keywords: Modeling, Computational Simulation, Equation Discretization, Transient Fluid



Flows, Scientific Programming.
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CAPITULO

INTRODUCAO

O estudo da mecanica dos fluidos consiste na utilizagdo de ferramentas matematicas,
fisicas e computacionais para chegar a solugdes e resultados para predi¢do, com certo grau de
precisdo, o comportamento de um escoamento sob condi¢des especificas, analisando grandezas
fundamentais como os campos de velocidade, de temperatura e de pressdo. O estudo desses feno-
menos € de suma relevancia, visto que esta ciéncia possibilita o desenvolvimento de aeronaves,
sistemas de irrigacdo e avancos fundamentais até mesmo na drea da sadde, pilares indispensaveis
para a sociedade contemporanea. Desse modo, a busca continua pela otimizagdo da eficiéncia e

performance desses sistemas configura-se como um motor essencial para a inovacdo tecnoldgica.

E nesse contexto que se insere a Dinamica dos Fluidos Computacional (Computational
Fluid Dynamics CFD), drea da engenharia dedicada a obtenc¢do de solugdes aproximadas das
equacdes de balanco por meio de métodos numérico-computacionais. Com o avango da com-
putacdo, a CFD reduziu drasticamente a necessidade de extensas campanhas experimentais em
tuneis de vento, bancadas hidrédulicas e protétipos fisico-materiais, com ganhos substanciais
de custo e de tempo de desenvolvimento (MALISKA, 2023). Entre os principais métodos de
discretizacdo empregados destacam-se o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos
Volumes Finitos (MVF), cada um com vantagens especificas em termos de implementacdo e
adequacio a geometrias da simulagdo em questio (FERZIGER; PERIC, 2002).

Neste trabalho foi desenvolvida a simulagdo de trés dos escoamentos cldssicos da fluidodi-
namica: Couette, Poiseuille e Cavidade com Tampa deslizante. Tais problemas sdo considerados
candnicos, pois, apesar de possuirem geometrias simples, englobam fendmenos fisicos comple-
xos fundamentais para a engenharia, servindo como base para o aprendizado introdutério em
CFD. Desse modo, nesse trabalho utiliza-se de uma filosofia de modelagem, que parte de um
modelo fisico, passa pelo modelo matemadtico diferencial, e por fim vai para o0 modelo continuo
ou modelo computacional, optando pelo Método das Diferencas Finitas para a discretizagdo das

equagoes, devido a sua facilidade de implementacdo e versatilidade.
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CAPITULO

MODELO FiSICO

Este capitulo se dedica a exibir os modelos fisicos dos escoamentos e suas geometrias

para melhor compreensao.

2.1 Escoamento de Couette

No modelo fisico do escoamento de Couette descreve-se a dindmica de um fluido
viscoso, newtoniano e incompressivel, confinado entre duas placas planas e paralelas, assumidas
como infinitamente longas. O dominio € caracterizado pela separacdo perpendicular entre
as fronteiras. O sistema de coordenadas cartesianas € convenientemente estabelecido com
sua origem na placa inferior, tendo y = 0 como a origem do sistema de coordenadas (x,y),
estendendo-se até y = h, onde se localiza a placa superior. Trata-se de um escoamento com
perfil de velocidade unidimensional (a velocidade varia apenas em y), apesar de o dominio ser

espacialmente bidimensional.

A dinamica do escoamento ocorre sem a influéncia de um gradiente de pressao imposto, e
os efeitos de campo, como a gravidade, sdo negligenciados. O movimento do fluido € sustentado
unicamente pelas tensdes de cisalhamento oriundas da fronteira superior em movimento. Nas
interfaces fluido-estrutura, aplica-se a condi¢cao de ndo-deslizamento (no-slip): a placa inferior
permanece fixa, enquanto a placa superior sofre uma translag¢do longitudinal com velocidade

constante u(h) =V,,. A situagdo descrita, pode ser ilustrada na figura 1.
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Figura 1 — Escoamento Couette Permanente

A Moving

u=V plate:
| i =V

/"

Viscous ,
fluid

Y - X

Fixed plate
u=>0

Fonte: White (2016).

Para a formulagdo do escoamento de Couette transiente, o0 modelo fisico preserva a
geometria e as condi¢des de contorno espaciais, mas nao se inicia no regime permanente. O
problema assume uma condi¢do inicial em que o fluido se encontra em completo repouso
para o tempo t = 0, de forma que u(y,0) = 0. No instante imediatamente posterior (t = Ar), 0
movimento da placa superior induz a difusdo da quantidade de movimento linear em direcao
a placa inferior. Essa propagacdo do perfil de velocidades ao longo do tempo é dominada pela

viscosidade cinemadtica do fluido (V) e estd ilustrado na figua 2.

Figura 2 — Escoamento de Couette Transiente

> A A >
> > > V

Y
Y
=

t cylscente

Y

X

///0/////////////

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Com o progresso da integragdo temporal, o campo de velocidades evolui gradativamente.
A difusdo pura induz o perfil de velocidade a convergir para o estado estaciondrio, atingindo a

distribuicdo linear de velocidades predita pelo modelo continuo (3.10).

2.2 Escoamento de Poiseuille

Define-se como escoamento de Poiseuille todo escoamento laminar de fluidos viscosos
que ocorra em dutos e que tenham por uma causa tnica de movimento, um gradiente de pressao
previamente conhecido. Nesse tipo de escoamento, o fluido € contido por paredes estaciondrias
que restringem o movimento (TEIXEIRA; SEGURO; LEWINER, 2015). O escoamento é

modelado como incompressivel, newtoniano € monofasico.

O modelo fisico do escoamento de Poiseuille bidimensional, tratado no presente trabalho,
consiste no escoamento interno em um duto de se¢do transversal retangular, impulsionado por um
gradiente de pressdo axial imposto externamente, seja por uma bomba, émbolo ou diferenca de
pressdo entre reservatorios. Em virtude da geometria do duto, a componente axial da velocidade
u ndo € uniforme na secao transversal, variando nas duas direcdes transversais ao escoamento
(y,z); dai o caréter bidimensional do campo de velocidades. A figura 3 ilustra por meio do

diagrama do modelo fisico.

Figura 3 — Escoamento de Poiseuille Bidimensional

h

Fonte: Sints et al. (2024).

Ao tratar do escoamento de Poiseuille transiente, na extensao do problema permanente
para situagdes nas quais o fluido ndo responde de forma instantinea a aplicacdo do gradiente de
pressdo, a quantidade de movimento linear € difundida gradualmente a partir das regides centrais

do duto em dire¢do as paredes, onde a condi¢cdo de ndo deslizamento € imposta. Esse processo é
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resultante da interacdo entre as forgas inerciais, que tendem a acelerar o escoamento, e as forcas
viscosas (SILVEIRA-NETO, 2020), que transferem quantidade de movimento . O campo de
velocidades u(y, z,t) evolui, portanto, de um estado de repouso até atingir o perfil parabdlico

bidimensional descrito pelo modelo estaciondrio.

2.3 Cavidade com Tampa Deslizante

O caso da cavidade com tampa deslizante, amplamente conhecido na literatura como
lid-driven cavity flow, € um dos escoamentos mais importantes e extensivamente utilizados como
benchmark para a validacdo de c6digos de Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD) (MAR-
CHI; SANTIAGO; JR., 2021). O modelo fisico consiste em um dominio fechado, bidimensional
e de secao geométrica quadrada com lado L = 1, preenchido por um fluido incompressivel e

newtoniano.

Enquanto as paredes inferior e laterais da cavidade permanecem em repouso, impondo a
condi¢do de impenetrabilidade e ndo deslizamento (v = 0 e v = 0), a parede superior translada em
seu proprio plano com uma velocidade horizontal constante denominada u. A dindmica no interior
da cavidade € guiada pelo cisalhamento em um ambiente confinado. A tampa em movimento
continuo transfere quantidade de movimento linear para as camadas de fluido adjacentes através
da acdo das tensdes viscosas. Essa quantidade de movimento difunde-se gradualmente para
o interior do dominio num processo continuo de transferéncia de energia. Contudo, devido a
presenca das paredes solidas estaciondrias que bloqueiam o escoamento, o fluido é forcado a
recircular, evidenciando o aparecimento de gradientes de pressao considerdveis que induzem uma
grande estrutura de recirculacio no interior da cavidade, caracterizando um processo advectivo

de transporte de quantidade de movimento linear, conforme ilustrado na figura 4.
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Figura 4 — Cavidade com Tampa Deslizante
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Fonte: Marchi, Santiago e Jr. (2021).

O mais interessante desse escoamento € o fato que, apesar das varidveis classicas serem
pressdo e velocidade, a utilizagdo da técnica de acoplamento pressdo-velocidade modela o
escoamento de forma que, fornecendo apenas a velocidade como varidvel de entrada, se é
possivel determinar o campo de pressdo. Entdo € caracteristica fundamental deste caso, a
velocidade constantemente mudar, e portanto influenciar no campo de pressdo, tal como o campo

de pressao, por estar em constante mudanca, também influenciar no campo de velocidade.
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CAPITULO

MODELO MATEMATICO-DIFERENCIAL

A etapa seguinte do desenvolvimento consiste na modelagem matemaética diferencial.
O propésito fundamental € transcrever as leis da fisica do continuo como balanco de massa e
de quantidade de movimento linear, em um sistema de equagdes diferenciais que podem ser
manipuladas. Ao adotar a formulagdo diferencial, o comportamento do fluido € descrito por meio
de taxas de variacdo espacial e temporal. Essa abordagem matematica proporciona as equagoes
diferenciais que serdo, posteriormente, submetidas ao processo de discretizagdo ou desenvolvidas

a ponto de se encontrar suas solugdes continuas para a implementagao via CFD.

Neste trabalho, por se estar simulando escoamentos incompressiveis (Ma < 0,34)
(SILVEIRA-NETO, 2020), laminares e com fluidos newtonianos, todas as equacdes usadas
serdao simplificacdes do modelo classico da fluidodinamica (Equagdo 3.1) composto pela Equa-
¢do da Continuidade, Equacao de Navier-Stokes (NAVIER, 1822; STOKES, 1845), e Equacao
do balanco de energia térmica (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007). Esse modelo, advém
da formulacdo diferencial destas grandezas através da ideia de equacdo de balango, na qual a taxa
de acimulo de uma informag¢do ao longo do tempo corresponde a quantia adicionada, menos a

quantia retirada, mais a parcela de transformacao interna daquela grandeza.

( ap — —
Py, =
5, TV (pV)=0
v o oo 1 o
E+(V.V)V:_Evp+vvzv+§ (3.1
T L - P
a—+(V-V)T:aV2T+—
[ Jr pcp

3.1 Hipétese do Continuo

Para a modelagem fluidodinamica, € imprescindivel abordar o conceito que estd por
trds da modelagem como um todo: A hipdtese do continuo. Segundo (SILVEIRA-NETO, 2020)
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"Considera-se que a matéria seja continua e que, para qualquer decisdo de modelagem, assume-se
que a menor fragdo material a ser considerada seja uma particula de fluido. Supde-se que o
tamanho de uma particula de fluido seja suficientemente grande para que todas as propriedades
estatisticas do meio material sejam independentes desse tamanho. Por outro lado, ela deve ser
suficientemente pequena para que as propriedades do cdlculo diferencial sejam vélidas, tais como

U n

a nocao de limite, quando as dimensdes de uma particula material tendem a “zero” ".

A figura 5 € capaz de ilustrar essa situacdo, ja que ao utilizar equac¢des de balanco no
contexto da mecanica dos fluidos, € necessario adotar particulas em uma faixa de comprimento
caracteristico a qual ndo forneca incertezas macroscdpicas nem microscopicas, ou seja, atendendo

os critérios do calculo diferencial e da estatistica.
Figura 5 — Hipétese do Continuo
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l Regido contendo fluido : om
p= lm —
(a) sv—dv OV (b)

Fonte: Neto (2021).

3.2 Escoamento de Couette

A obtencdo das equagdes para o escoamento de Couette transiente fundamentam-se na
simplificacdo da equag@o da Continuidade e da equagdo do balango de quantidade de movimento
linear. No presente trabalho, utilizou-se coordenadas cartesianas, pois sdo as mais adequadas

para as situacdes fisicas nele propostas.

3.2.1 Equacao da Continuidade

A equagdo geral da continuidade, que traduz o principio do balanco massa, é dada por:

— +V-(pV)=0. (3.2)

Onde:
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ap . . ~ .
. a—’t) é a variacdo da massa especifica em funcdo do tempo contida em um volume de

controle;
e V € o vetor velocidade;

* p é a massa especifica.

Desse modo, operador V-éo divergente, que € uma operacdo vetorial, portanto, a
segunda parcela da soma V. (p‘7) ¢ o fluxo liquido advectivo de massa (SILVEIRA-NETO,
2020). Assumindo a hipétese de um escoamento incompressivel (p constante), a taxa de variag@o

temporal da massa especifica anula-se, reduzindo a:

V.V=0 (3.3)

Ao transcrever da forma vetorial para extendida, obtem-se a equagdo da continuidade em

coordenadas cartesianas expressa por 3.4

du dv Jdw
4+ — =0 34
dx dy 0z 34
Pela imposi¢do de que o movimento é puramente unidimensional entre as placas paralelas,
a componente transversal da velocidade € nula em todo o dominio (v = 0), € no escoamento
em questao, estd sendo considerado que na dire¢ao z também nao tem variacao, finaliza-se a

simplifcacdo como 3.5

o
ox

Consequentemente, a equacao da continuidade determina que u nao depende de x (NETO,

0 (3.5)

2021) portanto s6 ha velocidade axial de fato e também, a massa de fluido que entra em um
volume de controle é exatamente igual ao que sai, garantindo o balanco de massa (WHITE,
2002).

3.2.2 Equacao de Navier-Stokes

Primeiramente, € importante ressaltar a forma completa da equacdo do balanco de
quantidade de movimento linear ja que a partir de simplificagdes e hipéteses adotadas, sera

implementado o modelo final da equacgdo diferencial parcial.

=

v o= 1= q
i (V-V)V = —EVp—f— VWV + 3, (3.6)
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onde:

av
ot

(aceleragdo local);

€ a taxa de variagdo da velocidade em funcdo do tempo em um ponto fixo do espago

— =

« (V-V)V é avariacdo espacial da velocidade (aceleracio advectiva);
. —%)V p € a forca causada pelo gradiente de pressdo no escoamento, por unidade de massa;

. VWY representa as forcas viscosas originadas pelo atrito interno do fluido (tensdes de

cisalhamento ou termo difusivo);

* g representa as forcas de campo atuantes sobre o volume de controle, como o campo

gravitacional;
e v € aviscosidade cinemdtica do fluido;

* pé apressdo estdtica.

A partir dessa forma geral, € possivel extende-la para as trés componentes espaciais, nas

coordenadas cartesianas:

'%_‘_ 8u+ 3u+ @__l&_p y 82u+82u+82u
ot dx  dy Yoz p dx ox2  dy* 072 8x

2 2 2
dv Jdv  dv v _la_erv(a v+8v o0°v )+gy (3.7)

o M Ty T T Tpay Vo Ta T a2
dw  dw  dw aw 1dp <(92w %w 82w>
=TV + 8z

\E"‘Mﬁ‘f’\/a—y Wa—Z:—EaZ 8x2+8y2+8z2

Para a modelagem do escoamento de Couette transiente, considera-se apenas a compo-

nente x pois sO nessa dire¢ao hd movimento e velocidade.

A imposicdo da velocidade unidirecional (v = 0, w = 0) aliada a restricdo imposta
pela equagdo da continuidade 3.5, anula por completo os termos advectivos (ndo lineares) da
equacdo do momentum linear. Adicionalmente, a auséncia de um gradiente de pressao imposto
na direcao do escoamento (% = 0) e a negligéncia das forcas de campo (gravidade) eliminam
os respectivos termos. Consequentemente, a componente horizontal da equagdo de balango da
quantidade de movimento linear reduz-se a uma Equac¢do Diferencial Parcial (EDP) andloga
a equacgdo unidimensional transiente da difusdo térmica. Isto posto, a equacdo 3.8 descreve
exclusivamente a difusdo transiente da quantidade de movimento na dire¢d@o transversal, na qual

a intensidade deste fenomeno € ditada pela viscosidade cinematica do fluido, (Vv):

du 2%u
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Nesta formulacao, o termo a esquerda representa a taxa de variacao da quantidade de
movimento linear (termo transiente), enquanto o termo a direita modela o transporte difusivo da
quantidade de movimento originado pela tensao cisalhante no fluido, ou seja, a forca aplicada

paralelamente & uma camada do fluido, gerando uma tendéncia de corte ou deslizamento.

3.2.3 Condicoes de Contorno e de Valor Inicial

Ao se tratar de equacdes diferenciais, € de suma importancia estabelecer as condicdes
inicias e de contorno para que assim, tenha-se elementos e condi¢des suficientes para resolver o

problema.

Isto posto, para o escoamento de Couette transiente plano, incompressivel, unidimensio-

nal e plenamente desenvolvido, é possivel afirmar que:

* Para todo o dominio, no tempo inicial, o escoamento estd em repouso, a velocidade vale

zero: u(y,0) =0
* A condi¢do de nao deslizamento impde que a velocidade do fluido na fronteira, € sempre
igual a velocidade de movimentacao da fronteira, o que para o caso significa que:
u(0,¢) =0
u(h,t) =V,

3.2.4 Solucao continua

As solucao continua € o resultado do processo de integracdo e imposicao das condugdes
de contorno para encontrar um grupo de fun¢des que satisfazem aquela situagdo fisica. Ela
também € uma referéncia inequivoca para quantificar o erro do método numérico e atestar a
consisténcia da implementagdo (NETO; LOBEIRO, 2019). A partir disso, primeiro se exibe o

modelo matemadtico diferencial o qual se busca a solu¢c@o continua, conforme expresso por 3.9

(ou_
ot 9y?
u(y,0)=0 (3.9)
u(0,1) =0
u(h,t) =V,

\

A soluc¢do permanente do escoamento de Couette, pode ser encontrada no livro (WHITE.,
2022) e € alcangada por meio do método de separacdo de varidveis, o que resulta na equagao
3.10:

V
u(y) = %y (3.10)



Capitulo 3. Modelo Matemdtico-Diferencial 28

Ja solugdo transiente é a parcela permanente adicionado a uma série de Fourier:

Viy w2V, n.. (NT n’m?
u(y,t) = Ile +) =2(-1) sm(Ty)exp(— T (3.11)

n=1 nw

Esta solu¢do pode ser encontrada em (Engineer Leo, 2018)

3.2.5 Solucées continuas das poténcias mecanica e viscosa

Para o escoamento de Couette, foi feito um estudo acerca das poténcias mecénica e
viscosa no regime transiente. Reorganizando a solu¢do por meio de identidades trigonométricas,
encontra-se uma expressao mais facil de ser derivada, procedimento que serd necessario nas

manipulagdes algébricas subsequentes.

sin(nm (1— %)) = sin(nx) cos(“F) — cos(n7) sin(“Z2)

Viy & 2V,

) = 2 21 sin(5) B,
oy v 2V oy
= ng'l” s1n(n7r(1 H))ﬁn

Por fim, o perfil de velocidade pode ser reescrito como a expressao 3.12:

2.2

((1——))[34, [)’nEeXp( %ZW) (3.12)

§I>—‘

)=V, [g-%i

n=1
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As dedugdes da poténcia mecanica e viscosa partem da diferenciacdo desse perfil. De-

: . nm
rivando termo a termo, com - sin(n(1 —y/H)) = Y cos(nm(1 —y/H)), o fator % cancela
y

2 T _ 2.
Comoneﬁ-ﬁ—ﬂ.

S i E L) (1- )8
1+2 Y cos(nm(1-3)) ﬁn] . (3.13)

3.2.6 Poténcia mecanica

A poténcia mecanica € a energia injetada na placa superior em um determinado tempo,
sobre o fluido. Como a placa se move com velocidade constante, a for¢a externa equilibra o

arrasto viscoso, e a poténcia € o produto forca x velocidade:

Ju

Prect) =F(O)Vy,  F() =Ty(y=H)- L% () = 57 (3.14)

y=H

Para encontrar a soluc@o de poténcia mecanica deve-se substituir a derivada da solugao

continua em T,,. Em y = H tem-se 1 —y/H = 0, logo cos(nm -0) = 1 para todo n, e a Eq. (3.13)

fornece
du v, > v, >
% y:H:E 1+2nzlﬁ,,] — rxy(t):,uﬁ 1+2HZI/3,1]. (3.15)
Substituindo em (3.14):
uvyL? > n’mlvt
Prec(t) = B 1+2,§1 exp| — 7E . (3.16)

O termo unitario corresponde ao regime permanente € 0 somatorio a correcao transiente.
Os limites sdo fisicamente consistentes: Py — ,LLVPZLZ /H quando t — o ¢ P, — oo quando

t — 07 (singularidade da partida impulsiva).

3.2.7 Poténcia viscosa

A poténcia viscosa € a taxa de transformacao de energia cinética em energia térmica por
atrito interno. Com a fungio de transfomacdo sendo simplificada a ® = p(du/dy)? integrada no

volume do fluido, encontra-se uma formulg¢do integral para a poténcia viscosa:

ou\? 5 [ (ou\?

Elevando a derivada (3.13) ao quadrado, com a abreviagdo cos, = cos(nm(1 —y/H)):

2 V2
<§—z> = 17’72 [1 +4Zcosnﬁn+4ZZcosncosm Bnﬁm} : (3.18)
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A integragdo em y € [0, H] (substitui¢cdo & = 1 — y/H) usa duas propriedades dos cosse-

nos. O termo linear se anula,

H 1
/ Ccosy, dy:H/ cos(nn&)dé =H
0 0

e o termo quadrético colapsa pela ortogonalidade, sobrevivendo apenas os termos diagonais

sin(nr)
nm

=0, (3.19)

n=m:
H 1 H
/ cosncosmdy:H/ cos(nﬂé)cos(mﬂé)dﬁzz&,m. (3.20)
0 0
Reunindo os trés termos de (3.18),
H /ou 2 V2 H V2 )
— ) dy=-L |H+0+4- =Y B =-L[1+2Y) BZ|. 3.21
b (5) =g prora TER| =5 12 LA b
Como f? = exp(—2n*n*vt/H?), multiplicando por pL?:
uvyL? > 2n’mivt
Pyis(t) = 7 1+2n;exp )| (3.22)

O passo central € o teorema de Parseval: ao elevar a série ao quadrado e integrar, os
termos cruzados (n # m) se cancelam pela ortogonalidade e restam apenas 32. Como f3? decai
com o dobro da taxa de f3,, surge o fator 2 no expoente de (3.22), e é por isso que a poténcia
viscosa relaxa mais rdpido que a mecanica. No regime permanente ambas convergem para
[,LszL2 /H; como e 270) < ¢0) | vale P,is(t) < Ppec(t) em todo instante, sendo a diferenga
exatamente dE./dt.

3.2.8 Solucao continua da energia cinética do escoamento

A energia cinética total do fluido contido entre as placas é:

L Lo (7, H
Ec(t):/ S Pu dVZEpL / u-(y,t)dy, p==, (3.23)
Vv 0 1%

em que a integracio nas direcoes da placa fornece a drea L2, ji que u depende apenas de y e r. A
seguir, a solugdo continua de E.(¢) é obtida por duas rotas independentes: pela integra¢do direta
do campo de velocidades, Eq. (3.23), e pela integracdo temporal da diferenga entre as poténcias
mecanica e viscosa. A coincidéncia das duas expressdes finais constitui uma verificacao de

consisténcia da solugdo continua.

3.2.9 Rota 1: integracao do campo de velocidades

E conveniente adimensionalizar a coordenada transversal, 1N =y/H, e reescrever o seno
do perfil (3.12) usando a identidade
sin(n7(1—n)) = sin(nx) cos(nwn) — cos(nm) sin(nwn) = (—=1)"'sin(nzn),  (3.24)
—— ——

=0 :(71)n
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com a qual o perfil assume a forma compacta

u 2 & (=) .
V—=1‘[—|—S(n,t), S(T[,I)E—Z (=1) sin(nzn) By. (3.25)
P =
Elevando ao quadrado,
2
(1> —n24+2nS+ S (3.26)
Vo

e a integral de (3.23), com dy = H dn, decompde-se em trés parcelas. A primeira € imediata:

1 1
/0 n%dn = 3 (3.27)

A segunda (termo cruzado) requer a integral elementar, obtida por partes,

1 n—H
/ 1 sin(nzn)dn = { ’7“’2—”7”7} — / cos(nan)dn = = ) . (328
0

pois a integral remanescente do cosseno € nula. Logo,

! 4.3 (=) (- = B,
/OZnSdn=—Z(n) Bn =— Zﬁ—, (3.29)

Tcnl

uma vez que (—1)"(—1)"t! = —1 para todo n. A terceira parcela envolve o quadrado da série;

usando a ortogonalidade dos senos no intervalo [0, 1],

1
/ sin(nan ) sin(man) dn = %5,1,", (3.30)
0

os termos cruzados n = m da soma dupla se anulam e restam apenas os diagonais:

/Szdn_izii

Reunindo (3.27), (3.29) e (3.31) em (3.23), com o fator 5pL*V?H:

n+m

2
ﬁnﬁm/ sin(nzn) sin(man)dn = 7r2 Z bi . (3.31)

Ec(t) = i B (3.32)

PVp LA I1 4 5 B
2 3 m2&n?

Os limites conferem com a fisica do problema. Em¢ — 0, B, — 1 e,com Y~ 1/ n* =

2

2 1 4x*, 2722 _1 _2,1_q. :
T /6,ocolcheteresultag—pg%—;g—§—§+§—0.oﬂuldoparte do repouso. Em ¢ — oo,

as séries se anulam e

pVZL*H
6 )

exatamente a energia cinética do perfil linear, pois pL? Ji(v,y/H)?dy = ! pLZV‘fH /3. Note-se

Ee() = (3.33)

a estrutura da expressdo (3.32): o prefator € a massa especifica p (cardter inercial da energia
cinética) e a viscosidade comparece apenas na forma cinemadtica v, dentro de f3,, ditando o ritmo

da evolugc@o — ndo a escala da grandeza.
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3.2.10 Rota 2: integracao temporal da diferenca de poténcias

O balango de energia mecanica do escoamento estabelece que a poténcia fornecida pela
placa reparte-se entre a taxa de variacdo da energia cinética e a poténcia viscosa:
dE,
dt

= Ppec(t) — Pis(1). (3.34)

Como o fluido parte do repouso, E;(0) = 0, e a energia cinética pode ser recuperada

integrando (3.34) no tempo:
t
E.(t) = /O [Pee(T) — Puis(7)] d. (3.35)

Subtraindo (3.22) de (3.16), os termos unitdrios (parcela permanente) se cancelam e resta

apenas a parcela transiente:

2,LL VZ LZ ) -
Prec(T) — Pis(T) = Tp Z (Bn_ﬁr%)7 B =e "7, (3.36)
n=1
em que se definiu a taxa de decaimento do modo n,
2.2
n-m°v
W= (3.37)
As integrais temporais das exponenciais sdo elementares:
t 1— " 1—
/Bndrz B /B2 B”. (3.38)
0 an

Substituindo (3.36) e (3.38) em (3.35) e agrupando:

2UVILZ & [1-B, 1-B2] 2uVZL2 & 11 B:
7 Z{ — }— o nzla_n{i_ﬁ’ﬁ?} (3.39)

n=1
E neste ponto que a viscosidade dinimica desaparece da expressio. O fator 1 /a, = H>/(n*1>Vv),

E.(t) =
(1) a, 2a,

oriundo da integracdo temporal, carrega 1/v, que encontra o 1 herdado das poténcias:

2uVyL* H? 2VZL*H u  2pV,L*H

. = = 3.40
H n2m2v n’m? 1% n’n? ' ( )
pois /v = p. Assim,
2pV2I’H = 1 [1
£ =" 0y L [ B+ Bn] . (3.41)
n=1
Separando as trés parcelas e avaliando a constante com },,~1 1/ n? = n?/6:
20VIPH 1 & 1 VII’H 72 pVIL’H |
PYp ._Z_:pl’—.”_:pl’—._7 (3.42)
n? 2 &= n? n? 6 2 3
20VILPH & B, PVILPH [ 4 & B,
——— ) 5 =—— |- ) — 3.43
72 n; n? 2 2 n; n |’ ( )
2pV;LPH | i B: pViL’H [ 2 i B? (3.44)
n? 2 & n? 2 2 &= | ’
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Reunindo (3.42)—(3.44):

E.(1)

pVILPH |1 4 & B, 2 &
GRS 259

2
> I’j—’;] . (3.45)

3.2.11 Equivaléncia das duas rotas

As expressoes (3.32) e (3.45) sdo idénticas, termo a termo, embora obtidas por caminhos

completamente distintos:

1 2 H 2 _ ! _ p.
oL /O ) dy = /O [Poec(7) — Pus(7)] dt. (3.46)

~ ~

rota 1: geometria do campo rota 2: histérico das poténcias

A igualdade (3.46) é a forma integrada do balanco de energia (3.34) e demonstra, de
forma exata, que a solu¢cdo em série de Fourier satisfaz o balanco de energia em todos os instantes:
a energia cinética presente no campo em um instante ¢ € exatamente o acimulo histérico da

diferenca entre o que a placa injetou e o que a viscosidade transformou.

A comparagdo das duas rotas também esclarece o papel de cada propriedade do fluido.
Na rota 1, a expressdo nasce proporcional a p e a viscosidade aparece apenas como V no interior
de B, controlando o ritmo da evolugdo. Na rota 2, as poténcias carregam explicitamente (, pois
provém da tensdo viscosa T = i du/dy; é a integra¢do no tempo, por meio do fator 1/a, o< 1/v

da Eq. (3.40), que converte (/v = p.

3.3 Escoamento de Poiseuille em um canal retangular

Para obter o modelo-matematico-diferencial do escoamento de Poiseuille com perfil de
velocidade bidimensional em um canal retangular, serdo utilizadas hip6teses simplificadoras
(SILVEIRA-NETO, 2020) as quais reduzirdo as equacgdes gerais nas situagdes particulares

estudadas.

3.3.1 Equacao da Continuidade

No escoamento em questdo, agora se tem profundidade, mas hd movimentagdo do fluido
somente em uma direcdo, no caso a dire¢do x, portanto, partindo da equacdo em sua forma mais

generalizada e particularizando-a, recai-se como na equacao 3.5, e novamente tem-se:

du

P 0 (3.47)
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3.3.2 Equacao de Navier-Stokes

No escoamento de Poiseuille bidimensional, a equacao de balango de quantidade de
movimento linear apresenta um nimero maior de termos em comparagdo ao escoamento de
Couette, uma vez que se trata de um caso mais completo do ponto de vista fisico, com a presenca
do gradiente de pressdao como for¢a motriz do escoamento € uma componente dimensional a

mais.

du Jdu du du 1dp (82u 0%u 82u> e (3.48)

—tu—+tvs—t+w—=——=-+V + +
ot dx  dy dz p ox ox2  dy* 972
A partir da equacgdo 3.48, € possivel aplicar as simplificagdes pertinentes para o escoa-
mento de Poiseuille bidimensional em regime transiente. Diferentemente do caso estaciondrio,

o termo de aceleracao local deve ser mantido (% = (), pois reflete a evolucdo temporal e o

desenvolvimento do perfil de velocidades desde a condi¢ao inicial.

Tratando-se de um escoamento bidimensional no plano yz, as componentes de velocidade
v, w e as derivadas de velocidade na direc@o x sdo nulas (v=0; w=0¢e % = 0). Pela aplicacdo
da equacdo da continuidade para um escoamento incompressivel e bidimensional e pela auséncia

de v e w, os termos advectivos do lado esquerdo da igualdade se anulam.

Desprezando o campo gravitacional na dire¢do do escoamento (g, = 0), a Equacdo 3.48

€ reduzida a seguinte forma:

2 2
du 18p+v(8u au) (3.49)

—_— e —— JR— _|_ JE—

ot p ox 0y?  dz?

Esta formulacio evidencia que, a cada instante de tempo, a velocidade do fluido € variada

pelo balango entre o gradiente de pressao imposto e a difusio viscosa que ocorre transversalmente

ao escoamento.

Na equacdo 3.49 é conveniente chamar o termo %% de ¢ tornando:
du ’u  d%u
— =—CcH+V|=—+=> 3.50
o CF <8y2+8z2> (3.50)

3.3.3 Condicoes de contorno e inicial

Para o escoamento de Poiseuille transiente em um canal retangular com perfil de veloci-
dade bidimensional, tem-se algumas condi¢des que deve-se impor para a simulagdo correta do
fendmeno. Partindo do fato de que para esta ocasiao hé velocidade somente no eixo x, entao u
¢ a varidvel dependente das dimensdes y,z e do tempo 7, portanto: u(z,y,z). Isto posto, pode-se

dizer que:
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* Para todo o dominio, no tempo inicial, o escoamento estd em repouso, a velocidade vale

zero: u(0,y,z) =0

* A condi¢do de nao deslizamento impde que a velocidade do fluido na fronteira, € sempre

igual a velocidade de movimentacao da fronteira, o que para o caso significa que:

u(t,0,z) =0
u(t,h,z) =0
u(t,y,0)=0
u(t,y,L) =0

3.3.4 Solucao continua

A solugdo permanente foi integrada por (BOUSSINESQ, 1868) e pode ser encontrada
mais facilmente através de (Wikipedia contributors, 2026) dada por:

G AGH?> & sinh(B,z) +sinh(B, (L—2z)) | .
un2) =5y H =) = o L 2n—1 sinh(p, L) Sin(ny)
(3.51)
_@n-1)m _@
po=P DT G- 9P (3.52)

Esta solu¢do no regime permanente foi utilizada para ser comparada com o ultimo
campo de velocidades obtido com o resultado numérico-computacional, quando se atinge o
regime permanente. A solu¢do continua transiente ndo foi utilizada neste caso, porque € invidvel

encontra-la partindo de uma equacao diferencial complexa como a equacgao 3.49.

3.4 Cavidade com Tampa Deslizante

A modelagem matematico-diferencial do escoamento no interior de uma cavidade com
tampa deslizante traduz a fisica do escoamento caracterizada por uma forte recircula¢io induzida
pelo cisalhamento da fronteira superior e pela formacdo e evolugdo transiente de estruturas
com recirculamento. Isso impede a anulagdo dos termos advectivos ndo lineares da equacdo da
quantidade de movimento linear. Adicionalmente, o gradiente de pressao interno nao pode ser
imposto, muito menos negligenciado; ele atua como um mecanismo dindmico essencial para
garantir que o campo de velocidades satisfaca continuamente a restri¢do do balango de massa

expressa com a equacdo da continuidade.
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3.4.1 Equacao da Continuidade

Para o escoamento no interior da cavidade com tampa deslizante, a principal diferenga em
relacdo aos escoamentos de Couette e Poiseuille € que o movimento do fluido ndo € unidirecional
nem plenamente desenvolvido. A forte recirculagdo interna exige que ambas as componentes da

velocidade (u e v) variem espacialmente tanto em x quanto em y.

ou v _
ox dy

A equacdo 3.53 representa portanto que o fluxo liquido de massa em uma particula de

0 (3.53)

fluido € nulo, ja que o escoamento € incompressivel.

3.4.2 Equacao de Navier-Stokes

Para o problema classico da cavidade com tampa deslizante, as equagdes de balanco da
quantidade de movimento linear (3.54) terdo o termo transiente, ja que o escoamento evolui com
o tempo até atingir o regime permanente, os termos advectivos se mantém, uma vez que neste
caso, o fluxo advectivo liquido € diferente de zero (SILVEIRA-NETO, 2020). O gradiente de
pressdo é um termo que varia com as movimentagdes internas do fluido, e o termo difusivo se

mostra presente, ja que ha difusdao de quantidade de movimento nas duas dire¢des do escoamento

du du du 1dp ’u  d%u
dv dv dv _ 1dp v(a_zxz+8_2\)>
ox?  0dy?

(3.54)

at"’ua—i—\/a—y— pay+
Onde:

% e % representam a faxa de variag¢do temporal da quantidade de movimento linear na

particula de fluido;

. ug—z + vg—; e ug—; + vg—; sdo os termos advectivos ndo lineares, responsaveis pelo transporte

advectivo da quantidade de movimento linear;

== sd0 os gradientes de pressdo longitudinais e transversais;

1
p 7
o v(LuPu) oy (22 %) o ressam os fluxo liquido difusivo d tidade d
o2 T oy p quido difusivo de quantidade de

movimento linear na particula de fluido.

3.4.3 Condicoes de contorno e inicial

O modelo matematico para a cavidade com tampa deslizante exige a estipulacdo do
valor inicial e das condi¢des de contorno ao longo de todo o contorno do dominio. Portanto é

necessdrio elencar as seguintes condi¢des:
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Para o modelo da cavidade com tampa deslizante, o dominio espacial é definido no
intervalo 0 < x < Le 0 <y < L. O problema de valor inicial e as condi¢des de contorno sao

expressos matematicamente da seguinte forma:

* Para todo o dominio, no tempo inicial, o escoamento estd em repouso, a velocidade vale

zero: u(0,x,y) =0ev(0,x,y) =0

* A condi¢ao de nao deslizamento impde que a velocidade do fluido na fronteira, € sempre
igual a velocidade de movimentacdo da fronteira, o que para o caso significa que u e v
do fluido imediatamente préximo das paredes esquerda, direita e inferior valem zero e
u(t,x,H) (velocidade do fluido imediatamente proxima a tampa deslizante) tem valor igual

a velocidade de translagdo da tampa Uygmpa, com t # 0
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CAPITULO

MODELO MATEMATICO-DISCRETO

Nesta secao, € apresentado o processo de discretizagdo das equacgdes diferenciais que
modelam os fendmenos (apresentadas no Capitulo 3). A formulagdo discreta das equagdes
diferenciais que descrevem o escoamento de fluidos é uma etapa fundamental do CFD. E
através dela que as equacdes de balango, expressas na forma diferencial, sdo transformadas em
um conjunto finito de equagdes algébricas, possibilitando sua solu¢do numérica por métodos
iterativos. Essa etapa constitui o elo entre o modelo fisico-matematico e sua representagao
computacional, sendo determinante para a precisdo, estabilidade e eficiéncia da computagao
(VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007; MALISKA, 2023).

4.1 O Método das Diferencas Finitas

A solucido continua de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs), como as que descrevem a
mecanica dos fluidos modelada no Capitulo 3, € frequentemente invidvel devido a complexidade
das equacdes, condi¢Oes de contorno e a nao linearidade presente na maioria dos escoamentos.
Nesse contexto, a Dinamica dos Fluidos Computacional (CFD) emprega técnicas de discretizag@o
para converter o problema diferencial em um sistema de equacdes algébricas, solucionaveis.
No presente trabalho, a discretizacdo das Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs) foi realizada
segundo o Método das Diferencgas Finitas (MDF). Esta abordagem estabelece a substitui¢ao do
dominio continuo por uma malha estruturada de pontos discretos (nds) e a aproximagao dos

operadores diferenciais exatos por quocientes de diferengas algébricas.

4.1.1 Principio

O principio matemético que fundamenta o MDF € a expansdao em Série de Taylor.
Considerando uma variavel dependente genérica do escoamento, como a velocidade u, assumida

como continua e diferencidvel, o seu valor em um ponto adjacente localizado a uma distancia Ay
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(avango espacial) a partir de um ponto de referéncia y pode ser expresso por:

+ ==+ 0" 4.1)

De maneira andloga, a expansao para um ponto espacial em uma posigao recuada (y — Ay)

¢ dada por:

du PuAy?  uAy?

+0(Ay") 4.2)

Na notacdo indicial classica de malhas computacionais, a coordenada espacial discreta é

representada pelo indice i, de modo que u; = u(y), u;i+1 = u(y+Ay) e uj—1 = u(y — Ay).

Para modelar o transporte difusivo da quantidade de movimento ditado pelas equacdes
. 2yN 4 - o
de Navier-Stokes (como o termo vg—y’z‘), ¢ estritamente necessario obter uma aproximagao para a
derivada de segunda ordem. Somando-se as Equacdes 4.1 e 4.2 e isolando o termo de segunda

derivada, obtém-se a aproximacao por Diferenga Central de segunda ordem:

0%u Wi — 22U+ Ui
8),2 o Ayz

1

+0(Ay?) (4.3)

Onde o termo O(Ay?) denota o Erro de Truncamento do método, evidenciando que a

precisao da aproximacao espacial depende do o quadrado do refinamento da malha.

Para o tratamento do avanco discreto no tempo, essencial na captura dos fendmenos
transientes descritos neste trabalho, utiliza-se a coordenada temporal denotada pelo sobrescrito
n, onde o instante anterior é " e o instante atual é "t = " + Ar. Isolando a derivada de
primeira ordem na série de Taylor andloga a Equacdo 4.1, obtém-se a aproximacao por Diferenca
Avancada (esquema explicito de Euler) para a derivada temporal (GILAT; SUBRAMANIAM,
2008):

n+1 n+l _

% - % +o(ar) 4.4)
A combinagdo dessas expansdes matematicas permite traduzir as Equagdes Diferen-
ciais Parciais (EDPs) dos modelos fisicos propostos em equagdes de diferengas algébricas.
Conhecendo o campo de velocidades no instante atual n, o sistema resolve iterativamente as
propriedades espaciais para prever o estado do fluido no instante subsequente n + 1, respeitando
os critérios de estabilidade numérica de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) e o nimero de Fourier

da malha (GILAT; SUBRAMANIAM, 2008).



4.2 Escoamento de Couette

A partir do modelo diferencial composto por equacdes e condi¢des de contorno, € possivel
utilizar a abordagem de discretizacdo para resolver numericamente as equacdes diferenciais

envolvidas neste escoamento.

4.2.1 Dominio fisico discretizado

A figura 6, € a expressdo do dominio fisico, porém agora com as notacOes devidas para a

boa compreensao do processo de discretizacdo.

Figura 6 — Discretizacdo espacial unidimensional do dominio para o escoamento de Couette.

Placa Superior (Médvel)
u(H,t)=V,
YN u

u(0,£) =0

Placa Inferior (Fixa)
y=0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.2.2 Equacodes discretizadas

Retomando o modelo matematico-diferencial deduzido no Capitulo 3 para o escoamento

de Couette transiente:

(o _ o
ot dy?
u(y,0) =
u(0,¢)
(

0 (4.5)
0
u h,t) = Vf

\

Para converter esta EDP continua em um sistema algébrico soluciondvel computacio-
nalmente, aplica-se do Método das Diferencas Finitas, detalhado na Se¢do 4.1. Substituindo a
derivada temporal (aceleracio) pela aproximac¢do avangada de primeira ordem (GILAT; SUBRA-
MANIAM, 2008):

pa) n+l _ . n
g Bik.c 4 (4.6)
ot At
O termo difusivo espacial pela aproximacgdo de diferenca central de segunda ordem,

formula-se o cldssico esquema numérico FTCS (Forward-Time Central-Space):

0%u _ wiy —2uf +u (4.7)
dy? Ay?

4.2.3 Modelo Explicito

Uma vez que o método adotado € explicito, todas as propriedades do fluido do lado
direito da Equacdo 4.8 sdo avaliadas no instante de tempo anterior (n), cujos valores ja sio
conhecidos a partir da condi¢do inicial ou da iteracdo anterior. Desse modo, o objetivo do

algoritmo computacional é prever o campo de velocidades no instante atual (n+1). Multiplicando

n+1

ambos os lados por Ar e isolando a incognita u; ", obtém-se a equagao algebrica final de avango

no tempo para cada né interno i do dominio (MALISKA, 2023):

At
+1 _
u; —u?—i—vA—yz () —2uf + 0l ) (4.8)
Para fazer a solucao destas equacdes, € necessario um parametro de estabilidade numérica
chamado CFL.

Em matemadtica, a condicdo de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) € uma condi¢do neces-
sdria para a convergéncia ao resolver certas equagdes diferenciais parciais (geralmente EDPs
hiperbdlicas) numericamente pelo método das diferencas finitas. Ela surge na anélise numérica

de esquemas explicitos de integracao no tempo, quando estes sdo empregados para a solugao
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numérica. Como consequéncia, o passo de tempo deve ser menor que um determinado limite em
muitas simulagdes computacionais de marcha no tempo explicitas; caso contrdrio, a simulacao
produz resultados incorretos (COURANT; FRIEDRICHS; LEWY, 1967). A condigdo leva o
nome de Richard Courant, Kurt Friedrichs ¢ Hans Lewy, que a descreveram em seu artigo

originalmente em 1928, depois traduzido para o inglés em 1967 pela IBM.

4.2.4 Modelo Implicito

Como alternativa ao esquema explicito, que impde restri¢des severas ao passo de tempo
At para garantir a estabilidade da soluc¢do, a equagdo da difusdo pura do escoamento de Couette
pode ser discretizada através de uma formulagdo totalmente implicita, onde a derivada espacial

de segunda ordem € avaliada no instante de tempo atual.

un+1__up un+1__2un+1%_uﬁfl
i L—y i+1 i i—1
At Ay?

(4.9)

Diferentemente da formulagao explicita, a Equacdo 4.9 possui trés incégnitas desconhe-

n+1  n+l n+1
i—1> U CUiy

e reagrupando os termos de modo a isolar as varidveis desconhecidas no

cidas relativas ao tempo atual (u
Ar
Ay?
lado esquerdo da igualdade, obtém-se:

), impossibilitando a resolu¢do direta né a né.

Definindo o = v

o — (1+20)ul ™ + ol = —u] (4.10)

A aplicacado da Equacdo 4.10 a todos os n6s internos do dominio espacial discretizado
gera um sistema de equacdes lineares algébricas que deve ser resolvido simultaneamente a cada
incremento de tempo. A principal vantagem desta abordagem reside na sua estabilidade, que ndo

depende de CFL, permitindo o uso de passos de tempo maiores sem que a simulagdo divirja.

4.2.5 Solucées discretas das poténcias mecanica e viscosa

As poténcias discretas sao avaliadas, a cada passo de tempo, sobre o campo de velocidade
produzido pelo esquema implicito. Adota-se a malha uniforme y; = (i — 1) Ay, comi=1,...,N
e Ay=H/(N —1), e anotagdo u! ~ u(y;,t,), com t, = nAt. Como o esquema possui precisao
de segunda ordem no espaco, as aproximagdes a seguir sdo construidas com a mesma ordem, de

modo que o pés-processamento ndo degrade a precisao do campo de velocidade.

4.2.6 Poténcia mecanica

A poténcia mecanica (3.14) requer o gradiente de velocidade na parede mével, y = H.

Como o fluido ocupa apenas a regido y < H, a derivada é aproximada pela diferenca regressiva
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de trés pontos, de segunda ordem,

@ _ Suy —4uy_, -l-u]’\l,_z’ @.11)
IV lyp 1=, 2 Ay
cujo erro de truncamento é &(Ay?). Substituindo em (3.14), obtém-se
3ull —4ul . 4ul
Prec(tn) = n L2V, =2 2NAy1 N=2 (4.12)

A férmula (4.11) € exata para perfis lineares. Consequentemente, no regime permanente
a poténcia numérica reproduz exatamente o valor continuo ,LLszLZ /H, e o erro de discretiza¢do

concentra-se no transiente, em que o perfil € curvo junto a parede.

4.2.7 Poténcia viscosa

A poténcia viscosa (3.17) exige o gradiente em todo o dominio, e ndo apenas na parede.
O gradiente € avaliado nas faces da malha (pontos médios entre nds consecutivos),

n uirEH_ul{1 .
ui+1/2:A—y, i=1,..., N—1, (4.13)

que corresponde a uma diferenga centrada em y; /5, de segunda ordem. A integral € entdo
aproximada pela regra do ponto médio, somando a contribui¢c@o de todas as N — 1 faces da malha

— inclusive as adjacentes as paredes:

H (Ju\ N 2
/0 (a_y> dy = 1:21 (ut12) A (4.14)

Multiplicando por pL?:

2 I (e
Pvis(tn) =uL"Ay Z (HFA—yl) . (4.15)
i=1

A combinagao gradiente de face + regra do ponto médio tem precisdo global de segunda
ordem e, assim como (4.12), € exata para o perfil linear de regime permanente, recuperando

Pis(0) = ;LVlgL2 /H sem erro de quadratura.

4.2.8 Solucao discreta da energia cinética

A energia cinética pode ser calculada computacionalmente aplicando a Eq. (3.23) di-
retamente ao campo discreto ', com a integral na altura aproximada pela regra do trapézio

composta, aqui escrita na forma de somatorio:

N—-1

1
Eq(t,) = EpLZAy Z (u,-”)2+(
i=2

(4.16)
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Os noés internos recebem peso unitdrio, pois cada um responde por uma célula completa
de largura Ay; os nés de contorno recebem peso 1/2, ja que dispdem de apenas meia célula
no interior do dominio. No presente problema, u; = 0 (placa fixa), de modo que a corre¢do de
contorno se reduz ao termo %sz da placa mével — termo que ndo pode ser omitido, sob pena de

um déficit sistematico de zlt pLleg Ay na energia calculada.

4.3 Escoamento de Poiseuille

Para a discretizagdao do escoamento de Poiseuille, recorreu-se também ao Método das
Diferencas Finitas em uma secao transversal do escoamento para assim capturar os pontos de

importancia.

4.3.1 Dominio Fisico Discretizado

Para a discretiza¢do do dominio fisico, € apresentado uma secao retangular de dimensdes
L (Largura), H (altura), sob o qual a malha ¢ feita de modo que os nés da fronteira coincidem com
a fronteira do dominio fisico e de modo que um né central genérico (j,i) sejam os pardmetros
para a variacdo de linhas j e colunas i. A discretizagdo do dominio, estd ilustrada abaixo, na

figura 7.

4.3.2 Equacodes discretizadas

Ao retomar o modelo matemadtico-diferencial proposto no Capitulo 3 para o escoamento

de Poiseuille bidimensional, estrutura-se:

S, (Pu, P
- oy? 972

0
u(t,0,z) =0 (4.17)
0

Neste escoamento, foi utilizado apenas o modelo implicito, para mitigar a severa restricao
do passo de tempo Ar exigida pelo esquema explicito, a qual limita o passo de tempo a valores
pequenos para fins de estabilidade numérica, aumentando o tempo de simula¢ao. Formula-se o

modelo bidimensional do escoamento de Poiseuille utilizando o esquema numérico implicito.
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Figura 7 — Discretizacao espacial bidimensional para a secdo transversal do escoamento de Poiseuille.

> H

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesta abordagem, o Laplaciano do campo de velocidades € avaliado no instante de tempo atual

(n+ 1), resultando na seguinte equacao de diferencas finitas:

Jst J5t ]71 j_17l+ ]71 j7l_]
At Ay? AZ?

(4.18)

u'f“.'l —u". un.—H o Zun—i—l + un—i—l lﬂ—.H i 2un+1 + un—H
—c+V J+1,i Ji+1

Diferentemente do caso unidimensional, a Equagdo 4.18 acopla o né central (j,i) a
quatro vizinhos simultaneamente no novo nivel de tempo. Assumindo que a malha serd sempre
uniforme, portanto Ay = Az = A, multiplicando a equacdo toda por Az e reordenando os termos,
surge um formato capaz de ser algoritmizado e resolvido como um sistema linear de equacoes

algébricas, validos de j = 2 até o ultimo né vertical M e i = 2 até o tltimo né horizontal N:

VAt VAt
(1 +4F> ujt! — A2 (”;lﬂz i+ ”7,111> = uj;—cht (4.19)
~~

B o
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A aplicacdo da Equagdo 4.19 a todos os nds internos do dominio ndo gera mais uma
matriz tridiagonal simples como no escoamento de Couette 1D, mas sim um sistema linear

composto por uma matriz pentadiagonal.

4.4 Cavidade com Tampa Deslizante

As discretizacdes envolvidas no escoamento da Cavidade com Tampa Deslizante, sao
bem mais complexas, pois hd uma série de técnicas matematicas e computacionais para resolver

os desafios que surgem.

4.4.1 Malhas Deslocadas

Para a simulacio do escoamento em uma cavidade com tampa deslizante, a escolha das
malhas deslocadas se justifica porque € necessario evitar problemas associados as oscilagdes do
campo de pressao de alta frequéncia espacial (VERSTEEG; MALALASEKERA, 2007), isso
garante uma maior estabilidade numérica e também um melhor acoplamento pressao-velocidade.
Ap6s o fim de todos os cédlculos, a malha € recolocada coincidente aos nés de pressao, que sao

0s que originam a malha.

A partir disso, 0 método empregado para a discretizagdo do dominio foi indicar o campo
de velocidades horizontais u por meio das setas verdes horizontais, o campo de velocidades

verticais v por meio das setas azuis verticais € 0 campo de pressao pelos pontos pretos.
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Figura 8 — Malha deslocada.

i ]
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com o auxilio da figura 8 é possivel perceber que, as setas horizontais coincidem com as

fronteiras laterais, o que € feito de forma proposital, tal como as setas azuis coincidem com as

fronteiras inferior e superior, isso para as condi¢des de contorno serem atendidas de uma forma

conveniente. J as células do campo de pressdo localizam-se entre as velocidades u e v, pois em

prol da estabilidade numérica, € o ideal que ele se localize desta forma. O campo de pressao

também € quem dita a quantidade de células que o dominio vai ter, ja que tanto para a dire¢do x

quanto para direcdo y, havera uma célula a mais, em relagdo ao campo de pressao.

E necessario também salientar a necessidade do uso de células fantasmas, pois 0 método

das diferencas finitas busca sempre as células vizinhas para chegar em um valor central, ou

seja, nas fronteiras, os elementos buscariam uma célula inexistente, para isso ha um truque

matemadtico usado, que €, criar células hipotéticas, para que o método seja algebricamente vidvel

da seguinte forma:
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Figura 9 — Representagdo da interpolacio linear de velocidade utilizando células fantasmas.

- 1

—_——

Fonte: Elaborada pelo autor.

A alocagao de valores nas células fantasmas (ghost cells) para a imposicao de condi¢cdes
de contorno, baseia-se em um processo de interpolacao linear. Na malha adotada, a fronteira
fisica do dominio localiza-se exatamente no ponto médio entre o centro da primeira célula interna

do dominio (x;y) € 0 centro da célula fantasma correspondente (Xgpos)-

Assumindo uma variagdo linear da velocidade u nessa regido, o valor da velocidade
exatamente sobre a superficie da parede (u fronreira) € dado pela média aritmética simples entre

os nods adjacentes:

U; +u
Ufronteira = lnlern02 ghos (4.20)

Pela condi¢do de ndo deslizamento sabe-se que u f,opreira = 0 0 que torna possivel por uma
interpolagéo linear dizer que ugposr = —Uins, 10g0 a0 juntar isso com a equagdo 4.20, encontra-se

a solugdo sé com varidveis existentes:

Ughost = 2ufr0nteim — Uint 4.21)

Isso é s6 um exemplo para essa situagdo e deve ser utilizado em todas as fronteiras do

escoamento, inclusive na tampa que € mével.

Ademais, a resolucdo da Equacdo de Poisson para a pressao (ou para a corre¢ao de
pressdo, P') também requer a imposi¢do de condigdes de contorno adequadas para garantir
a consisténcia fisica do campo de velocidades resultante. Para que o campo de velocidades
corrigido ytl satisfaca a condi¢@o de ndo-penetrac@o na fronteira, ha uma condi¢do de contorno

de Neumann homogénea:

oP'| P —P

F it~ (4.22)

Em termos de implementagdo numérica na malha deslocada, essa condi¢ao implica

que nao ha fluxo de correcdo de pressdo através das fronteiras. Para uma fronteira vertical a



Capitulo 4. Modelo Matemdtico-Discreto 49

esquerda (i = 1), por exemplo, a discretizac@o por diferengas finitas de primeira ordem assume

que P]’. 1= P]’. o- €liminando a necessidade de valores externos a0 dominio.
) )

4.4.2 Acoplamento Pressao-Velocidade

Em escoamentos incompressiveis, a massa especifica é constante, de modo que a pressao
deixa de ser uma varidvel termodindmica vinculada a p por uma equagdo de estado e passa
a ajustar o campo de velocidades para que a divergéncia nula (6 -V =0) seja continuamente
satisfeita. Esse contexto, aliado que na maioria dos escoamentos o gradiente de pressdo ndo é
conhecido previamente, torna necessaria uma técnica de acoplamento pressao-velocidade, que

neste trabalho € implementada pelo método dos passos fracionados.

Adotou-se o método de passos fracionados (Fractional-Step ou Método de Projecdo),
formulado originalmente por (CHORIN, 1968). A formulagdo vetorial do método € descrita nas

seguintes etapas:

1. Discretizacao da Equacao de Quantidade de Movimento Linear: Aplica-se primeira-
mente a discretizagdo temporal na equagdo de Navier-Stokes considerando o método de
Euler explicito. A forma é dada pela Equagdo 4.23, a qual possui duas incdgnitas no

instante atual (n+ 1): o campo de velocidades Vitleo campo de pressio P" 1.

— T (V"-V)V" = —EVP”+ +VVV 4+ g (4.23)

2. Calculo do Campo de Velocidades Provisério (V*): Resolve-se a equagio da quantidade
de movimento utilizando o campo de pressdes do instante anterior (P"). A aceleragcao
advectiva (termo ndo linear) e o termo difusivo (termo viscoso) sdo computadas para obter
um campo de velocidades intermediério (V5.0 campo resultante, V*, atende ao balango

de momento, mas possui divergéncia nao nula (V- % #£0).

=

ve—vro 1 .
— (VYU = —EVP” + VvV 4 g (4.24)

3. Relacao de Correcao da Velocidade: Ao subtrair a Equacdo 4.24 da Equacgdo 4.23, os
termos advectivos, difusivos e gravitacionais se cancelam. Resta uma relacao direta entre a

variacdo da velocidade e o gradiente da corregio de pressdo (P' = P! — P"):

yrtl _y 1 1
Vil eve o ——v(Pt—py=_—VP (4.25)
At p p

4. Atualizacido da pressao: Determina a relacdo entre as pressdes de diferentes passos de

tempo (P') para que seja substituida posteriormente.

prtl—pryp (4.26)
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5. Substituicao para encontrar nova equacao: Substituindo a relacao incremental da Equa-

¢d0 4.26 no passo de projecdo, formula-se a corre¢do do campo de velocidades:

pret —pe Mg p (4.27)

p
6. Equacao de Poisson para a Pressdo: A equacdo 4.27 ainda nio satisfaz a equacdo da
continuidade. Aplicando o operador divergente (6') nos dois lados e reagrupando os
termos, encontra-se a famosa equacdo de Poisson para a pressdo, pois ela sim vai permitir

que o novo campo de pressdo satisfaca a equagdo da continuidade.

vep =Py .y 428
A (4.28)
Uma vez estabelecido o modelo matemaético, prossegue-se para a discretizacdo espacial
na forma escalar sobre a malha computacional staggered. Focando no célculo da componente
horizontal da velocidade intermedidria (1*) para um né interno (j,i) onde o indice i mapeia a

coordenada x e j a coordenada y, as parcelas da equacdo sdo aproximadas por diferencas finitas:

Aceleracao temporal:

ut . —u"

Jsi Jsi
ot 4.29
X (4.29)
* Aceleracao Advectiva:
S Wiy — Uiy N Vi VitV Vi (W (4.30)
Io 2Ax 4 2Ay '
* Gradiente de pressao:
1 P” P!
— (—f") 4.31)
p Ax
* Difusao de quantidade de movimento linear
— 2u cul — 2u c+u”
J,i—1 J,i+1 Jj+1,
% 4.32
( sz +2 Ayz ) (4.32)

Isolando-se a velocidade provisédria u’; ., formula-se a equagdo algébrica explicita de

Ji
marcha no tempo:

VY w et ~WGint Vit VR it TV e M
i i, 2Ax 4 2Ay
1B i
p Ax
+v ”?,i 1 2“ +u]l+1 _|_ 2” +u]+lz
sz Ay2

(4.33)
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Com o campo u* e v* pré-calculados, a Equacio de Poisson (Equacdo 4.28) é expandida
em sua forma escalar. Substituindo o operador Laplaciano por diferencas centradas de segunda

ordem, o sistema linear que dita a corre¢io de pressdo P’ para cada célula assume a forma:

/
Pj,i—i—l

A2 Ay? At Ax Ay '

Uma vez obtido o campo matricial da correc@o de pressao, as equacdes finais de atua-
lizacao encerram o ciclo de discretizacao para a iteracdo, garantindo a conservacao estrita da

massa:

P =P+ P} (4.35)

Lt LU i (4.36)
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CAPITULO

MODELO COMPUTACIONAL

O modelo computacional, consiste em unir todas as ferramentas matemadticas até agora

citadas neste trabalho, com as técnicas computacionais adequadas.

Para o sucesso de uma simula¢do numérico-computacional é necessaria a modelagem
otimizada em cada uma de suas etapas, e isso engloba desde a ferramenta matematica correta-
mente empregada, até o algoritmo computacional, método e linguagem utilizada, pois em CFD
tudo isso vai ditar o quao onerosa e até vidvel € uma simulacdo, se tratando de tempo, precisao

numérica e estabilidade.

Com o método explicito calcula-se as varidveis no préximo passo de tempo diretamente
a partir dos valores conhecidos, o que o torna matematicamente simples e rapido de implementar,
por outro lado, ele pode se tornar instdvel e, por isso, normalmente exige o atendimento da
condicdo de CFL para funcionar corretamente. J4 o método implicito é mais estdvel e permite
usar passos de tempo maiores, o que pode ser uma grande vantagem em simulag¢des longas. Em
compensag¢do, sua implementagdo é mais dificil, pois € necessario resolver sistemas de equacdes

a cada passo de tempo.

Em relacdo a computagdo, € valido falar da diferenga entre uma linguagem compilada
e interpretada. Uma linguagem de programacdo compilada é aquela que traduz a linguagem
de alto nivel (C, FORTRAN) para uma linguagem de baixo nivel (linguagem de mdaquina),
para que assim o cOdigo possa rodar por meio de um arquivo executdvel. J4 a linguagem
interpretada (Python e MATLAB, por exemplo) sdo linguagens de nivel mais alto ainda, e que
ao rodar o cédigo, o interpretador realiza as instrugdes linha por linha (Strider Staff, 2023). Para
computacao de alto desempenho, é fundamental o uso de uma linguagem compilada, ja que a
compilacdo tem um tempo inferior a interpretacdo, como € o caso do FORTRAN, uma linguagem
criada por matemadticos, voltada a problemas de fisica e engenharia que demandam alto custo

computacional.

O computador utilizado no presente trabalho € um Dell-G15 com processador 13th Gen
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Intel(R) Core(TM) i5-13450HX e 16 GB DDRS5 de memoria RAM.

5.1 Escoamento de Couette

O modelo numérico-computacional para o escoamento de Couette transiente consiste
na traducdo das equacdes algébricas obtidas no Capitulo 4 em um algoritmo computacional
estruturado, capaz de resolver iterativamente o campo de velocidades desde a condicdo inicial de
repouso até a convergéncia ao regime permanente. A implementacao foi realizada em linguagem

C e em MATLAB, com o intuito de uma comparagdo de tempo entre as duas.

Tabela 1 — Parametros da simulacao do escoamento de Couette.

Parametro Simbolo Valor
Distancia entre placas H 0,01 m
Velocidade da placa superior Vy 1,0 m/s
Viscosidade cinemadtica \Y 1-107% m?/s
Numero de nds N 100
Espagamento da malha Ay h/(N—1)
CFL-Ay?
Passo de tempo At ==
Tempo total de simulacao ! final 60 s
Ndmero de Reynolds Rer V”‘;H

5.1.1 Modelo Explicito

Para implementar o modelo computacional explicito para o escoamento de Couette,

deve-se seguir 0s seguintes passos

1. Imicializag¢do: Definir os pardmetros fisicos e numéricos (H, v, V), N, Ay, At, tfia)).
Inicializar o campo de velocidades com a condicdo inicial u? = 0 para todos os nds
internos e aplicar as condi¢oes de contorno: u; = 0 (placa inferior) e uy = V), (placa

superior).

2. Verificacao de estabilidade: Calcular o critério de estabilidade estipulado por (NEU-
MANN; RICHTMYER, 1950) o qual é necessdrio para a simulagcdo nao divergir:

)
S0,5 Ay
v

At (5.1)
3. Avanco no tempo: Para cada passo de tempo n, percorrer todos os nds internos (i = 2 até

N — 1) e calcular o campo de velocidades no instante futuro por meio da Equacao 4.8:

At
it = v (e =20 ) G2
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4. Aplicacao das condicoes de contorno: Apds o célculo dos nds internos, reimpor as

condig¢des de contorno u’l‘+1 =0e uﬁ“l =V,.

5. Critério de parada: O escoamento € simulado até um tempo entendido como suficiente

para atingir o regime permanente em 60 segundos.

6. Pés-processamento: Armazenar os perfis de velocidade em instantes de tempo seleciona-

dos para posterior visualizacao e comparacdo com a solugdo continua.

5.1.2 Modelo Implicito

Para o esquema implicito, a principal diferenga reside no passo 3, no qual hd necessidade
de resolver um sistema linear a cada passo de tempo. A equagao 4.10, aplicada a todos os nds

internos, gera uma matriz tridiagonal da forma:

—(1+20a) o 0 0
o —(142a) o 0
al=| o «  —(1+20) - 0 (5.3)
. : : o
0 0 a —(1+2a)
bi=—u! parai=2,...,N—2 (5.4)

sendo o dltimo termo do vetor [B], —uy_; — Quy

O método de resolugdo para o sistema linear usado no implicito foi o do proprio MATLAB
A/B, que possui um solver interno que resolve o sistema linear pelo método considerado mais
conveniente pelo aplicativo (The MathWorks Inc., 2026). J4 na linguagem C, foi usado o

algoritmo de Thomas, que € usado para resolver sistemas de matrizes tridiagonais.

5.2 Escoamento de Poiseuille

Para o escoamento de Poiseuille, 0 método numérico usado para a resolucao das EDPs
foi apenas o implicito, pois nesse escoamento o objetivo era estudar a diferenga de tempo em
que leva as simulag¢des em relacdo ao método de resolugdo do sistema linear e a linguagem em si
no caso MATLAB X FORTRAN 90.

Entdo, é necessario definir os parametros de entrada do programa para a realiza¢ao da

simulacao:

1. Inicializag¢do: Definir os pardmetros fisicos e numéricos (L, h, ¢ v, p, N, A, At, tfinar).
Inicializar o campo de velocidades com a condi¢do inicial u(}.i = ( para todos 0s nds

internos e aplicar as condicdes de nao deslizamento nas paredes.
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Tabela 2 — Parametros da simulacdo do escoamento de Poiseuille bidimensional.

Parametro Simbolo Valor
Largura do duto L 0,01 m
Altura do duto H 0,01 m
Coeficiente c= %8—1; -0,01 m/s?
Viscosidade cinemdtica % 1-107° m?/s
Massa especifica P 1000 kg /m?
Numero de n6s na direcao z M 100
Numero de nds na direcdo y N 100
Espagamento da malha A=Ay=Az h/(N—1)
Passo de tempo At A7y2
Tempo total de simulagdo L final 60 s
Niimero de Reynolds Re; vl 2)’(}[\{ 2)finat) L

2. Avanco no tempo: Para cada passo de tempo n, montar o sistema linear proveniente da

Equacgdo 4.19 para todos os nds internos (j =2 até M —lei=2até N —1)

A estrutura do sistema linear resultante da discretizacdo implicita bidimensional é uma

matriz esparsa e pentadiagonal. Para fins de demonstracdo, considerando uma malha

computacional reduzida com 3 x 3 nds internos (N = 9 incdgnitas), a matriz esparsa de

coeficientes A assume a seguinte forma:

B —-a 0 —o O

- B o 0 -«

0O —-a B 0 O

- 0 0 B -«
A=|0 —-aoa 0 —-a B
0 0 —-a 0 -«

0 0 0 —a O

0 0 0 0 —o

0 0 0 0 O

0 0 0]

0 0 0

0O 0 O

—a 0 0

0 —-a O (5.5)
0 0 —«o

B —-a O

—-a B -«

0 —a |

A diagonal principal é preenchida pela constante 3, ¢ as diagonais inferior e superior pela

constante —o.

A organizacdo do vetor de incognitas (u”) e do vetor de termos independentes (b) varre os

nos internos do dominio computacional linha por linha , variando dos indices 2 até N — 1.
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O sistema vetorial assume a seguinte estrutura:
A WS —cAr ]
U2 2,2
n n—1 _
U 5 Uy 3 cAt
n n—1
U4 Uy 4 —CcAf
n —
Uy N2 i ) N ) —CcAr
n
U N1 “2 N 1 —cAt
n
n n—1
n n—1
: (5.6)
n
U3 N-2 3\ N o — A
n
U3 N-1 ”31\7 1_CAt
n n—1
Uy_12 Uy_ 1 o —CcA
n
UN-13 Uy 3 A
n
UN-14 iy~ 14_0At
n n—1
UN_1N-2 Un_| o —CA
n n—1
| UN—1.N—1] | Uy_y y—y — CAL

3. Aplicacao das condicoes de contorno: Apds o cilculo dos nés internos, reimpor u = 0

em todos os nds pertencentes as fronteiras do dominio.

4. Critério de parada: O escoamento é simulado até um tempo suficiente para a convergén-

cia no regime permanente de 60 segundos.

5. Pés-processamento: Armazenar os perfis de velocidade em instantes de tempo seleciona-

dos para posterior visualizacdo e comparacdo com a solugdo continua.

Para resolver o sitema linear desse algoritimo computacional, o método utilizado foi

Gauss-Seidel nas duas linguagens de programacao.

5.3 Cavidade com Tampa Deslizante

O algoritmo computacional para a cavidade com tampa deslizante segue o método de

passos fracionados (Fractional-Step Method), estruturada nas seguintes etapas a cada passo de

tempo, descrito por (KIM; MOIN, 1985):
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1. Inicializacdo: Definir os pardmetros fisicos € numéricos. Inicializar todos os campos (u, v
e P) com valor nulo em todo o dominio, correspondendo a condi¢ao de repouso. Aplicar
as condicoes de contorno: u = v = 0 em todas as paredes, exceto na tampa superior onde

u = Usampa € v = 0. Inicializar as células fantasmas de acordo com a Equagdo 4.21.

Tabela 3 — Pardmetros da simulacdo da cavidade com tampa deslizante.

Parametro Simbolo Valor
Lado horizontal da cavidade L 1,0m
Lado vertical da cavidade H 1,0 m
Velocidade horizontal da tampa Urampa 1,0 m/s
Velocidade vertical da tampa Viampa 0,0 m/s
Velocidade das paredes (esq., dir., inf.)  Uparedes> Vparedes 0,0 m/s
Massa especifica p 1,0 kg/m?
Viscosidade cinematica \% 1,0 x 1072 m?/s
Niamero de Reynolds Re = Urampa-L/v  100/400/1000/10.000
Ndmero de células em x Ny 130/258/350
Ndmero de células em y ny 130/258/350
Espagamento horizontal Ax L/n, m
Espacamento vertical Ay H/nym
Fator CFL CFL 0,4
Tempo total de simulacao Loral 120,0 s
Tolerancia (Poisson) &0l 1,0 x 1076

2. Célculo do passo de tempo: O passo de tempo At € calculado de modo a satisfazer os

critérios de estabilidade difusivo e advectivo simultaneamente:

I (AxAy)?
Aty= — ) 5.7
=y AT A 5.7)
in(Ax, A
Ata:CFL.(M> (5.8)
max(|ul, |v])
At = min(Aty, At,) (5.9)

3. Célculo do campo de velocidades previsto (u* e v*): Para cada n6 interno da malha
deslocada, calcular as componentes do campo de velocidades previsto por meio das

equacdes de marcha no tempo explicitas, para os nds internos (5.10 , 5.11) e nés que
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possuem equacdes com condi¢gdes de contorno (bordas e quinas).

n _on n n n n n _on
it ar| = (g M T i Vi Y Y M
I BT AR 4 2Ay
n 113
LR P
P Ax
n
Ly Wiy —2uj +”Jz+1+ —2u Ay
Ax2 Ay2

(5.10)

M Ut ut U -Vt Vi =V
i+1 1,i ll+l i+1 Ji—1 +1,i —1,i
V?izvii—i—At _< Js Jj— Jj— J J _i_vn. J J

4 2Ax Ay
_le’fi_P]r'Ll,i
p Ay
Ly V?,il 2V +le+1+ 2V +vj+1l
sz Ay2

(5.11)

4. Resoluciao da equacao de Poisson: Resolver iterativamente a Equacao 5.12 para os nds

internos, e também os que possuirem condi¢des de contorno, para obter o fator de correcao

de pressdo P':

] H—l ] l L ~
sz Ay? At Ax Ay

R O Vi R Y p<u;7i+l_u7-i Vit~ Vi
(5.12)

. Atualizacao do campo de pressao: O campo de pressao € atualizado pela soma do campo

anterior com o fator de correcao:

P =P+ P, (5.13)

. Correcao do campo de velocidades: O campo de velocidades € corrigido de modo a

satisfazer a equagdo da continuidade:

1 Jst B jviil
n+1 n+1
gt e A B Py 5.15)
i T T :
- p Ay

7. Critério de parada: O critério de parada foi definido como 120 segundos de simulagio,

0 que é tempo o suficiente para a convergéncia para o regime permanente.
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8. Realocacao da malha: Assumindo que a malha serd empregada com um nimero par de
elementos, € necessario realocar os nds de velocidade aos nds de pressdo, que € a posi¢ao

original da malha. As coordenadas espaciais dos centros das células sao definidas por:

xi=(—-0,5A ; y;=(j—0,5)Ay (5.16)

As componentes de velocidade realocadas para o centro, sdo atualizadas pela média das

velocidades nas faces adjacentes:

wj; = u],%—f—u” (5.17)
Vii= —vj+1’12 Vi (5.18)

9. Pés-processamento: Armazenar os campos de velocidade e pressdo no regime permanente.
Extrair os perfis de u ao longo da linha de simetria vertical (x = L/2) e de v ao longo da
linha de simetria horizontal (y = L/2) para comparagdo com os dados de referéncia do
(GHIA; GHIA; SHIN, 1982).

A implementacdo do modelo numérico-computacional resolve os campos de velocidades
explicitamente, apesar de resolver um sistema linear para o cdlculo da pressdo. Ainda que o
modelo explicito seja mais demorado e instdvel numericamente, é mais ficil de implementar

pois a matemdtica € menos complexa.
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RESULTADOS

A partir das simulacdes feitas, para as quais foram usados métodos mateméaticos, numé-
ricos e computacionais diferentes para cada problema em especifico, obteve-se uma resposta

quantitativa e qualitativa para cada um dos escoamentos.

6.1 Escoamento de Couette

Para o escoamento de Couette, que foi simulado no MATLAB e na linguagem C, hou-
veram resultados tanto para o modelo explicito, quanto para o implicito em ambas linguagens.
Também no MATLAB foi feita uma comparacao entre o erro do explicito e implicito, tal como
o célculo das normas de erro L, e L., entre os métodos, conforme descritas nas equagdes 6.1 e
6.2. Nesta simulacio, utilizou-se um Re = 10.000. Esta simula¢do usou como padrdo os valores

tipicos para a dgua a 20°C.

1 N—1

Ly——
2T N2

. N2
| (uimplicit()l - uexplicit()l) } (6 1)
i=2

. “ |2
Loo = max \/‘ (uimplici[()l - uexplicit()l) ‘ (62)

Para o gréfico ilustrado na figura 10, pode-se perceber uma grande fidelidade em relacao
ao método implicito em comparacdo com o método explicito, ja que o grafico mostra que para o

maior refinamento de malha (N = 100) as soluc¢des estdo sobrepostas.
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Figura 10 — Escoamento de Couette comparagdes
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A respeito do grafico da figura 11 sabe-se que este é relativo a norma L, um tratamento
estatistico que visa exibir a diminui¢do do erro relativo entre as duas solugdes, a medida que
se refina a malha. O resultado grafico foi conforme o esperado, explicitando um decaimento

exponencial. Também foi calculada a norma L., que tem um resultado final de 4 x 1073,
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Figura 11 — Escoamento de Couette erro relativo

Norma L, (Implicito — Explicito) vs. Refinamento
035 1 I T 1 T 1 T T T

0.25

Norma L2
=
(k%]
1

o

-

(4]
]

01F

0.05

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
1/ Ay (inverso do refinamento)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na sequéncia, realizou-se uma andlise comparativa entre os resultados do modelo numé-
rico implicito e a solugdo continua. Na figura 12 observou-se uma excelente concordancia entre

os perfis, o que atesta a precisdo do algoritmo e valida a eficdcia do esquema adotado.
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Figura 12 — Comparatifvo continuo X Implicito
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, implementou-se os métodos explicito e implicito na linguagem C, para a

otimizagdo do tempo de simulagdo, conforme mostram as figuras 13 e 14 .
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Figura 13 — Implicito em C
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 14 — Explicito em C
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Tabela 4 — Comparativo do tempo de processamento computacional para a simula¢do do escoamento de
Couette até o estado estaciondrio.

Linguagem Natureza Método Tempo de Simulacio

MATLAB  Interpretada Implicito ~ 0,970 s
MATLAB Interpretada  Explicito ~ 0,600 s
C Compilada  Implicito ~ 0,030 s
C Compilada  Explicito ~0,015s

A partir desses experimentos computacionais, torna-se evidente que a linguagem de
programacdo influencia no tempo de processamento, ja que na linguagem C, os resultados foram

cerca de 20 vezes mais rdpidos do que no MATLAB

Ademais, o tamanho do passo de tempo € crucial ao estipular os métodos de uma
simula¢do, ja que o implicito fornece a possibilidade de se usar um passo de tempo maior do que
no explicito, pelo fator da estabilidade numérica. Isso significa que ao refinar a malha em uma

simulacdo explicita pode ser uma decisao invidvel.

6.1.1 Graficos da Poténcia

Nota-se uma similaridade entre as solu¢do da poténcia mecanica e da poténcia viscosa.
Essas expressoes, quando expostas em resultados graficos, fornecem um entendimento fisico
interessante sobre o que ocorre no escoamento. A poténcia mecanica comega com um pico de
entrega, e a medida que o tempo passa, se estabiliza, ja a poténcia transformada, é conforme o
esperado, menor do que o valor da poténcia mecénica, ou seja, uma parte da poténcia mecanica,
sempre € transformada. No regime permanente, elas se igualam, portanto tudo que € entrege de

poténcia mecanica, € transformado, o que pode ser visto nas figuras 15 e 16.
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Figura 15 — Solug@o Continua para as poténcias mecénica e viscosa
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 16 — Representacdo gréifica das poténcias: Continuo x Discreto
1 Continua: mecénica x viscosa 1 Discreta: mecénica x viscosa
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Na figura 16 isso se torna evidente. Também & valido ressaltar que o grafico tragado
para a solugdes continuas e discretas sdo praticamente idénticos, mas ha sim uma diferenca:
Quando se analisa por uma perspectiva ampliada (tal como na figura 17) , é perceptivel que a
solucdo continua tem um valor de poténcia mecanica e de poténcia viscosa maiores no primeiro

At, frente a solucdao numérico-computacional, e isso se da devido a imprecisao de um método
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numérico frente a uma solucdo continua, para atenuar esse problema, deve-se aumentar a ordem

da discretizacao tanto quanto for conveniente.

Figura 17 — Representacdo grafica das poténcias: Continuo x Discreto

Continua: mecanica x viscosa Discreta: mecanica x viscosa

E (1) (energia cinética)

E (1) (energia cinética)

Poténcia Mecéanica
Poténcia Viscosa
- Regime permanente | |
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oF

Poténcia [W]
Poténcia [W]

J - -

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Tempo [s] Tempo [s]

Fonte: Elaborada pelo autor.

6.1.2 Graficos da energia cinética

De acordo com o previsto, 0o modelo matematico continuo e o modelo matemético discreto
para a energia cinética do escoamento em um determinado tempo, foram bem concordantes
entre si. Isso valida a solugdo continua encontrada para a energia cinética uma vez que nao

coincidentemente as duas curvas estdo sobrepostas no gréfico da figura 18.
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Figura 18 — Representacdo grafica da energia cinética: Continuo x Discreto

Energia cinética do escoamento: Discreta x Continua
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2 Escoamento de Poiseuille

Para o escoamento de Poiseuille, os resultados serviram para explorar as diferencas no
tempo de simulagdo entre os métodos de resolu¢do do sistema linear e referente ao uso de uma
linguagem de programacdo interpretada (MATLAB) frente a uma compilada e tida como uma
das mais rdpidas do mundo, por isso amplamente usada para simulacdes (FORTRAN 90). A
solucdo computacional também foi comparada com a solucao continua. Neste escoamento, o
nimero de Reynolds foi calculado utilizando o maior valor de velocidade presente em todos os
tempos da simulacdo Re = 737. Nesta simulacao utilizou-se os parametros fisicos conhecidos
para a dgua a 20°C.
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Figura 19 — Escoamento de Poiseuille Bidimensional
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 20 — Comparacao entre perfis

Comparagao dos Perfis em Corte —t=60.00 s
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Ao se tratar da comparagdo entre a solucao continua para o regime permanente, frente

ao resultado do implicito, quando este também atinge este regime, nota-se uma alta fidelidade

entre 0 método numérico e o continuo (que € o teoricamente perfeito) ja que neste programa, foi

calculado um erro relativo maximo de 0,01% entre as duas solu¢des, ou um erro absoluto de
1,25-107 m/s.

Ap6s a implementacdo e validacdo dos resultados no MATLAB, utilizou-se da lingugem
FORTRAN 90 para otimizagdo do tempo de simulagdo.
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Figura 21 — Poiseuille FORTRAN 90
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, a figura 22 representa o grafico das derivadas da velocidade ao longo da secdo

média y = 0.005 m, no qual expressa que para este caso, se a velocidade na parede € zero, entdo

%—'y‘ é maxima, e se a velocidade no centro € maxima, entdo g—’; ¢ zero, o que d4 consisténcia ao
resultado.
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Figura 22 — Derivadas
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 5 — Comparativo do tempo de processamento computacional para a simulacdo do escoamento de
Poiseuille até o estado estaciondrio.

Linguagem Natureza Método de Solucao (Ax =b) Tempo de Simulacio

MATLAB Interpretada  Solucionador Interno >2h
MATLAB Interpretada Iterativo (Gauss-Seidel) ~5,15s
FORTRAN 90 Compilada Iterativo (Gauss-Seidel) ~1,95s

Dados os gréficos e tabela comparativa, nota-se que grande valor deste experimento €
mostrar a necessidade de qualidade a respeito de boas escolhas no processo de modelagem. Nao
basta a modelagem estar correta, e ser teoricamente possivel realizar o experimento computa-
cional, ou de qualquer outra natureza, hd também de ser vidvel com os recursos disponiveis e
otimizada para gastar o menor tempo e recursos possivel. O solver do MATLAB foi extrema-
mente mais demorado porque ele monta e resolve a matriz pentadiagonal inteira via eliminacao

direta, em vez de iterar ponto a ponto.

6.3 Cavidade com Tampa Deslizante

Para este escoamento, as simulacdes foram feitas para quatro valores de nimero de
Reynolds diferentes, ja que neste caso, ndo foi usada nenhuma solu¢do continua para validacao
dos resultados, mas sim os resultados do experimento feito por (GHIA; GHIA; SHIN, 1982).
Foram calculados os campos de velocidade de componente horizontal, vertical, campo de pressao

e norma da velocidade com linhas de corrente, isso para fazer uma comparagdo com o autor
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ja citado. As figuras 23, 24, 25, 26 e 27, representam os campos de velocidade horizontal,

velocidade vertical, pressdo e norma da velocidade com linhas de corrente, respectivamente.

Figura 23 — Campo de velocidades u para Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 24 — Campo de velocidades v para Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 25 — Campo de pressdo P para Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 26 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo escuro) para Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 27 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo claro) para Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 28 — Comparagdo do perfil de velocidade u em x = L/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re =100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 29 — Comparagdo do perfil de velocidade v em y = h/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para

Re = 100.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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O mesmo foi feito para Reynolds = 400, porém foi preciso refinar a malha por questdo
de estabilidade numérica (Reynolds de célula).As figuras 30, 31, 32, 33 e 34, representam os
campos de velocidade horizontal, velocidade vertical, press@o e norma da velocidade com linhas

de corrente, respectivamente.

Figura 30 — Campo de velocidades u para Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 31 — Campo de velocidades v para Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 32 — Campo de pressdo P para Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 33 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo escuro) para Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 34 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo claro) para Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 35 — Comparag@o do perfil de velocidade u em x = L/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 36 — Comparag@o do perfil de velocidade v em y = h/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re = 400.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em seguida, a simulagdo foi executada para um Re; mais elevado, mas ainda ndo
turbulento. As figuras 37, 38, 39, 40 e 41, representam os campos de velocidade horizontal,

velocidade vertical, pressdo e norma da velocidade com linhas de corrente, respectivamente.

Figura 37 — Campo de velocidades u para Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 38 — Campo de velocidades v para Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 39 — Campo de pressao P para Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 40 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo escuro) para Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 41 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo claro) para Re = 1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 42 — Comparagdo do perfil de velocidade u em x = L/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re =1000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 43 — Comparag@o do perfil de velocidade v em y = h/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para

Re = 1000.
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Por fim, a simulagao foi executada para o maior valor de Rey , no qual o escoamento
jé é instdvel e pulsante. As figuras 44, 45, 46, 47 e 48, representam os campos de veloci-
dade horizontal, velocidade vertical, pressdo e norma da velocidade com linhas de corrente,

respectivamente.

Figura 44 — Campo de velocidades u para Re = 10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 45 — Campo de velocidades v para Re = 10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 46 — Campo de pressdo P para Re = 10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 47 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo escuro) para Re = 10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 48 — Norma da velocidade e linhas de corrente (Fundo claro) para Re = 10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 49 — Comparag@o do perfil de velocidade u em x = L/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re =10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 50 — Comparag¢@o do perfil de velocidade v em y = h/2 com (GHIA; GHIA; SHIN, 1982) para
Re =10.000.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Dados estes graficos, € possivel dizer que o solver foi desenvolvido pelo autor de forma
satisfatoria, de modo que os resultados foram fiéis aos obtidos por cientistas renomados da
mecanica dos fluidos (GHIA; GHIA; SHIN, 1982). Para os resultados obtidos em relagao ao
escoamento quando Re = 10.000 € possivel dizer que houve divergéncia em relagdo ao autor de

referéncia para comparagdo, devido ao fato do escoamento ser instavel.

Tabela 6 — Tempo de execucdo da simulacdo da cavidade com tampa deslizante para diferentes nimeros

de Reynolds.
Re Malha  Tempo de execucgdo
100 130x 130 2052 s
400 258 x 258 5469 s
1000 258 x 258 6236 s
10.000 350 x 350 67630 s

Ademais, € vdlido ressaltar que os casos simulados com Re < 1000, caracterizam o
escoamento como laminar. Por mais que haja a presenca de recirculagdes, o fato dessas estruturas
ndo serem pulsantes, torna desnecessario o uso da teoria de Kolmogorov para o calculo de
comprimentos caracteristicos envolvidos na modelagem da turbuléncia, ou seja, as simulagdes
feitas ndo utilizam modelo de turbuléncia e modelo de fechamento da turbuléncia. Se tratando
da simulacdo com o nimero de Reynolds no valor de 10.000, ja pode ser considerado um
escoamento instdvel, mas nao turbulento devido a carateristica obrigatoriamente tridimensional

da turbuléncia.
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CAPITULO

CONCLUSAO

O autor do trabalho desenvolveu e implementou solvers numéricos para a simulacao
de escoamentos incompressiveis cldssicos, como Couette, Poiseuille e a cavidade com tampa
deslizante Lid-Driven Cavity, utilizando métodos iterativos (como Gauss-Seidel) e ferramen-
tas computacionais para capturar a evolu¢cdao dos campos de velocidade do regime transiente
ao permanente. As conclusdes foram especificas para cada caso: no escoamento de Couette,
o método implicito se mostrou computacionalmente mais eficiente que o explicito, devido a
possibilidade de se usar um maior passo de tempo e portanto economizar muito tempo de proces-
samento computacional, apesar de ambos fornecerem resultados semelhantes; no escoamento
de Poiseuille, destacou-se a importancia do uso de linguagens compiladas como FORTRAN
para simulacdes fluidodindmicas de alta computacdo, em contraste com linguagens interpretadas
como o MATLAB; e para a cavidade com tampa deslizante, a principal descoberta foi que o
numero e o tamanho das recirculacdes aumentam em correlacdo direta com a eleva¢do do nimero

de Reynolds.

Como conclusdes gerais € possivel dizer que deve-se sempre escolher uma ferramenta
certa ao se fazer um experimento computacional, pois neste campo, a linguagem de programacao,
0 bom uso do processamento e memdria voldtil sdo fatores que vao ditar a viabilidade de uma
simulacdo. Juntamente a essa escolha, sempre buscar por novos e mais eficientes algoritimos ou
ferramentas de resoluco, pois o processamento computacional é de suma importancia para uma
rapida e eficiente simulagdo fluidodinamica, s6 ndo € mais importante que um algoritimo bem
desenvolvido e empregado na situacdo correta, pois esse sim € o responsavel por uma execucao

rdpida e precisa, como existem em solvers da atualidade.

Por fim, € sempre importante dizer que em engenharia, calcular € mais barato que medir,
e esse € o grande valor das simula¢cdes computacionais, economizar enormes quantidades de
dinheiro em projetos da industria por meio da matematica, que representa a realidade da forma

mais fidedigna possivel e poupa diversas situacdes dispendiosas e desnecessdrias, analisando de
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forma satisfatdria e direta o melhor jeito de se resolver um problema.
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APENDICE

A

CODIGOS-FONTE DESENVOLVIDOS

Este apéndice apresenta os codigos-fonte originais desenvolvidos pelo proprio autor
para a simulacido do escoamento da Cavidade com Tampa Deslizante e para o processamento
dos dados resultantes. A simulagdo numérica foi inteiramente implementada na linguagem
compilada FORTRAN 90, visando alto desempenho computacional na resolucdo das malhas.
Para a extracao dos perfis de velocidade e geracdo dos campos vetoriais e escalares (contourf e

streamplot), desenvolveu-se um script de pds-processamento em linguagem Python.

A.1 Simulacao Computacional em FORTRAN 90

O cddigo a seguir apresenta o nicleo computacional do acoplamento pressdo-velocidade,
incluindo a configuracdo de parametros, aplicacao de condi¢des de contorno, cilculo das velo-
cidades provisorias (u* e v*) e o laco iterativo de Gauss-Seidel para a solucdo da Equagdo de

Poisson para a pressao.

program acoplamentoPV_Abel

implicit none

! 1. Declaracao dos Parametros de entrada e do problema

integer :: nx, ny, i, j, cont, k, count_start, count_end, count_rate

double precision :: H, L, dx, dy, dt, rho, nu, U_tampa, U_paredeEs,
U_paredeDir, U_paredebx, &

V_tampa, V_paredeEs, V_paredeDir, V_paredebx, CFL, ae, ad, ac, ab, ap,

tol, erro, Re_dx, Pe_dx, &
dt_advc, dt_dfu, t_total, t_simulacao, Reynolds, tempo_execucao
double precision, dimension (:,:), allocatable :: u,v,p, u_estrela,

v_estrela, P_linha, B, P_linha_erro

I 2. Implemementacao dos wvalores mnas wvartiavetis declaradas e condicoes

de contorno
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call system_clock(count_start, count_rate)
H 1.0d0

L 1.0d0

U_tampa = 1.0d0
U_paredeEs = 0.040
U_paredeDir = 0.0dO
U_paredebx = 0.0dO
V_tampa = 0.0d0
V_paredeEs = 0.040
V_paredeDir = 0.040
V_paredebx = 0.0d0
rho = 1.0d0

nu = 1.04-2/1.040

! Controle o reynolds pelo denominador

nx = 130 !/ Usar um numero par
ny = 130 ! Usar um numero par
CFL = 0.4d0

dx L/dble (nx)

dy H/dble (ny)

dt_dfu = (1.0d0 / (2.0d0 * nu)) * ((dx*dy)=**2) / (dx**2 + dy**2)

dt_advc = cfl*(min(dx,dy)/max(U_tampa, U_paredeEs, U_paredeDir,

U_paredebx, &
V_tampa, V_paredeEs, V_paredeDir, V_paredebx))
dt = min(dt_advc,dt_dfu)

Re_dx = 0.0dO
Pe_dx = 0.0dO
t_total = 120.0d0

t_simulacao = 0.0d0
Reynolds = (max(U_tampa, U_paredeEs, U_paredeDir, U_paredebx,
V_tampa, V_paredeEs, V_paredeDir, V_paredebx)*max(L,H))/nu

Re_dx = (max(U_tampa, U_paredeEs, U_paredeDir, U_paredebx, &
V_tampa, V_paredeEs, V_paredeDir, V_paredebx)*dx)/nu

write(x,*) "0 Numero de Reynolds do escoamento eh", Reynolds
write(*,*) "0 Reynolds de celula eh", Re_dx

write(x,*) "0 passo de tempo eh ", dt,"s"

ae = 0.040

ad = 0.0d0

ab = 0.0d0

ac = 0.0dO

ap = 0.0d0

tol = 1.0d4d-6
erro = 1.0d0

&
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58 cont = O

59 k =0

60

61 allocate (u(l:ny, 1l:nx+1))

62 allocate (v(l:ny+1, 1:nx))

63 allocate (p(l:ny, 1:nx))

64 allocate (u_estrela(l:ny, 1l:nx+1))
65 allocate (v_estrela(l:ny+1, 1:nx))
66 allocate (P_linha(l:ny, 1l:nx))

67 allocate (P_linha_erro(l:ny, 1:nx))
68 allocate (B(l:ny,1:nx))

70 = 0.04d0
71 = 0.04d0
72 = 0.04d0
73

74 P_linha = 0.0dO

75 P_linha_erro = 0.0d0

76

77 u(:,1) = U_paredeEs

78 u(:,nx+1) = U_paredeDir

79 v(1l,:) = V_paredebx

80  v(ny+1,:) = v_tampa
81
82 u_estrela =

83 v_estrela

85 do while (t_simulacao<=t_total .and. k<=100000)

87 k =%k + 1

88 t_simulacao = t_simulacao + dt

89 write (*,*) "tempo de simulacao", t_simulacao

90

91 ! Equacao de u estrela para 0s meios

92 do i = 2,nx

93 do j = 2,ny-1

94 u_estrela(j,i) = u(j,i) - dt*x((+u(j,i)*((ul(j,i+1)-u(j,i-1))
/(2.0d0*dx))) + &

95 ((v(G,i)+v(j,i-1)+v(j+1,i)+v(j+1,i-1))/4.0d0) *((u(j+1,1i)-u(j
-1,i))/(2.0d0%dy)) + &

96 (#1.0d0/rho) *((P(j,i)-P(j,i-1))/dx) + &

97 -nu*x((u(j,i-1) - 2.0d0*u(j,i) + u(j,i+1))/(dx**x2.0d4d0) + &

98 (u(j+1,i) - 2.0d0*u(j,i) + u(j-1,1i))/(dy*%2.0d40)))

99 end do

100 end do

! Equacao de u estrela para a parede

inferior
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103 j =1

104 do i = 2,nx

105 u_estrela(j,i) = u(j,i) - dt*x((+u(j,i)*((ul(j,i+1)-u(j,i-1))
/(2.0d0*dx))) + &

106 ((2.0d0*V_paredebx + v(j+1,i) + v(j+1,i-1))/4.0d40)*((u(j+1,1i)
-2.0d0*U_paredebx+u(j,i))/(2.0d0*dy)) + &

107 (+1.0d0/rho) *((P(j,i)-P(j,i-1))/dx) + &

108 —-nu*x((u(j,i-1) - 2.0d0*u(j,i) + u(j,i+1))/(dx**x2.0d4d0) + &

109 (u(j+1,i) - 3.0d0*u(j,i) + 2.0d0*U_paredebx)/(dy**2.0d0)))

110 end do

111

112 ! Equacao de u estrela para a parede superior (tampa)

113 j = ny

114 do i = 2,nx

115 u_estrela(j,i) = u(j,i) - dt*x((+u(j,i)*((ul(j,i+1)-u(j,i-1))
/(2.0d0*dx)) + &

116 ((2.0d0*V_tampa + v(j,i-1) + v(j,i))/4.0d0)*((2.0d0*U_tampa-u(
ny,i)-u(ny-1,i))/(2.0d0*dy))) + &

117 (#1.0d0/rho) *((P(j,i)-P(j,i-1))/dx) + &

118 -nu*x((u(j,i-1) - 2.0d0*u(j,i) + u(j,i+1))/(dx**x2.0d4d0) + &

119 (2.0d0*U_tampa-3.0d0*(u(ny,i))+ulny-1,i))/(dy*%2.040)))

120 end do

121

122 ! Equacao de v estrela para os metos

123 do i = 2,nx-1

124 do j = 2,ny

125 v_estrela(j,i) = v(j,1i) -dtx(((u(j,i)+u(j,i+1)+u(j-1,i)+u(j-1,
i+1))/4.040) *&

126 ((v(j,i+1)-v(j,i-1))/(2.0d0*dx)) + &

127 v(j,i)*x((v(j+1,i)-v(j-1,1i))/(2.0d40*dy)) + &

128 (1.040/rho) *((P(j,i)-P(j-1,i))/dy) + &

129 -nu*x((v(j,i-1) - 2.0d0*v(j,i) + v(j,i+1))/(dx**2.0d0) + &

130 (v(j-1,i) - 2.0d0*v(j,i) + v(j+1,i))/(dy*%2.0d0)))

131 end do

132 end do

133

134 ! V_estrela: LATERAL ESQUERDA

135 i=1

136 do j = 2, ny

137 v_estrela(j,i) = v(j,1i) - dt * ( &

138 ((2.0d0*U_paredeEs + u(j,i+1) + u(j-1,i+1))/4.040) * &

139 ((v(j,i+1) - (2.0d0*V_paredeEs - v(j,1i)))/(2.0d0*dx)) + &

140 v(j,i) * ((v(j+1,i)-v(j-1,1))/(2.0d0*dy)) + &

141 (1.0d0/rho) *((P(j,1i)-P(j-1,1))/dy) + &

142 -nu * ( &

143 ((2.0d0*V_paredeEs - 3.0d0*v(j,i) + v(j,i+1))/(dx**2.0d0))
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-1))/(2.0d0%*dx)) + &

- 3.0d0*v(j,i) + 2.0d0xV_paredeDir)/(dx**2.0d0))

((v(j-1,i) - 2.0d0*v(j,i) + v(j+1,1))/(dy**2.0d0)) &
))
end do
! V_estrela: LATERAL DIREITA
i = nx
do j = 2, ny
v_estrela(j,i) = v(j,i) - dt * ( &
((2.0d0*U_paredeDir + u(j,i) + u(j-1,i))/4.0d0) * &
(((2.0d0*V_paredeDir - v(j,i)) - v(j,i
v(j,i) * ((v(j+1,i)-v(j-1,1))/(2.0d0*dy)) + &
(1.0d0/rho) *((P(j,i)-P(j-1,1))/dy) + &
-nu * ( &
((v(j,i-1)
+ &
((v(j-1,i) - 2.0d0*v(j,i) + v(j+1,i))/(dy**2.0d0)) &
))
end do

!

do i

Equacao de Poison - Termo B

1,nx

do j
B(j,i) =
(v_estrela(j+1,1i)

1,ny
(rho/dt) *
- v_estrela(j,i))/dy )

( (u_estrela(j,i+1)

end do

end do

erro =

1.0d0

cont = 0

P_linha =

!

0.04d0

Loop do metodo iterativo Gauss-Seidel

do while (erro >= tol)
cont = cont + 1
P_linha_erro = P_linha

! Quina inferior Esquerda

i=1

j =1

ae = 0.0dO

ad = 1.0d0/dx*%*2.0d0

ab = 0.04d0

ac = 1.0d0/dy**2.0d0

ap = (-1.0d0/dx*%2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (ad * P_linha(j,

i))) / ap

- u_estrela(j,i))/dx + &

i+1) + ac * P_linha(j+1,
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!
i
J
ae
ad
ab

ac

ap

Juina infertior Direita

= nx
=1
= 1.
= 0.
= 0.
= 1.

= (—

0d0/dx**2.0d0

0do

0do

0d0/dy**2.0d0
1.0d0/dx**2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (ae * P_linha(j, i-1) + ac * P_linha(j+1,

i))) / ap

/!
i
J
ae
ad
ac

ab
ap

Juina Superior Esquerda

=1

= ny
= 0.
= 1.
= 0.
= 1.

= (—

0do

0d0/dx**2.0d0

0do

0d0/dy**2.0d0
1.0d0/dx**2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (+ad*P_linha(j,i+1)+ab*P_linha(j-1,1i))) /

ap

ae
ad
ac

ab
ap

Juina Supertior Direita

= nx
= ny
= 1.
= 0
= 0.
= 1.

= (—

0d0/dx**2.0d0

0do

0do

0d0/dy**2.0d0
1.0d0/dx**2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (ae * P_linha(j, i-1) + ab * P_linha(j-1,

i))) / ap

!

ae
ad
ac
ab
ap
]

do

en

!

ae

Parede Inferior

=1

s
= 1.
0.

= (-

=1

i

.0d0/dx*%*2.0d0

0d0/dx*%2.0d0

0d0/dy**2.0d0

0d0
2.0d0/dx**2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

2,(nx-1)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (aexP_linha(j,i-1) + ad*P_linha(j,i+1)
+ ac*P_linha(j+1,i)))/ap

d do

Parede Superior

= 1.

0d0/dx**2.0d0
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ad = 1.0d0/dx**2.0d0

ac = 0.04d0

ab = 1.0d0/dy#*%*2.0d0

ap = (-2.0d0/dx*%2.0d0)+(-1.0d0/dy**2.0d0)

j =y

do i = 2,(nx-1)

P_linha(j,i) = (B(j,i) - (aexP_linha(j,i-1) + ad*P_linha(j,i+1)

+ ab*P_linha(j-1,1i)))/ap

end do

!

Parede Lateral

Esquerda

ae = 0.0d0
ad = 1.0d0/dx*%x2.0d0
ac = 1.0d0/dy**2.0d0
ab = 1.0d0/dy*%*2.0d0
ap = (-1.0d0/dx**2.0d0)+(-2.0d0/dy*%*2.0d0)
i=1
do j 2,(ny-1)
P_linha(j,i) = (B(j,i) - (ad*P_linha(j,i+1) + ac*P_linha(j+1,1i)
+ ab*P_linha(j-1,1i)))/ap
end do
! Parede Lateral Direita
ae = 1.0d0/dx*%x2.0d0
ad = 0.04d0
ac = 1.0d0/dy**2.0d0
ab = 1.0d0/dy**2.0d0
ap = (-1.0d0/dx*%*2.0d0)+(-2.0d0/dy**2.0d0)
i = nx
do j 2, (ny-1)
P_linha(j,i) = (B(j,i) - (aexP_linha(j,i-1) + ac*P_linha(j+1,1i)
+ ab*P_linha(j-1,i)))/ap
end do
! Poitson Central
ae = 1.0d0/dx*%x2.0d0
ad = 1.0d0/dx*%*2.0d0
ac = 1.0d0/dy**2.0d0
ab = 1.0d0/dy**2.0d0
ap = (-2.0d0/dx*%2.0d0)+(-2.0d0/dy**2.0d0)
do i 2,nx-1
do j = 2,ny-1
P_linha(j,i) (B(j,i) - (aex*P_linha(j,i-1) + ad*P_linha(j,i
+1) + &
ac*P_linha(j+1,i) + abxP_linha(j-1,i)))/ap
end do
end do



APENDICE A. Cédigos-Fonte Desenvolvidos

101

P_linha (2, 2) = 0.0dO
erro = maxval (dabs(P_linha - P_linha_erro))

end do
P = P_linha + P
! Calculo de uw werdadeiro

do i = 2,nx

do j = 1,ny

u(j,i) = u_estrela(j,i) - (dt/rho) * ((P_linha(j,i)

i-1)) / dx)
end do

end do

! Calculo de v werdadeiro
do i = 1,nx

do j = 2,ny

v(j,i) = v_estrela(j,i) - (dt/rho) * ((P_linha(j,i)

-1,1)) / dy)
end do
end do

write (*,*) "it sys:", comnt, "it time:", k

write(*,*) "p_linha:", maxval(dabs(P_linha))

- P_linha(j,

- P_linha(j

write (*,*) "max_v:", maxval (dabs(v)), maxval(abs((v-v_estrela)))

write(*,*) "max u:", maxval(dabs(u)), maxval (abs((u-u_estrela)))

end do

write(*,*) "Simulacao concluida"

! Impressao dos resultados

open(unit = 2 , file = "resultadosacpv.dat")
write (2,*) "Tempo total de simulacao" , t_total
write (2,*) "Reynolds do escoamento" , Reynolds

write (2,%) " X

do i = 1,nx
do j = 1,ny
write(2,*) ((i-0.5d0)*dx) , ((j-0.5d0)x*dy),
do , (v(j+1,i)+v(j,1))/2.0d0, P(j,1)
end do
end do

close(unit = 2)

(u(j,i+1)+u(j,1)) /2.0
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318 open(unit = 3 , file = "resultadosmeiosU.dat")

319 do j =1, ny

320 write (3,*) u(j,(Nx/2))

321 end do

322 close(unit = 3)

323

324 open(unit = 4 , file = "resultadosmeiosV.dat")

325 do i =1, nx

326 write(4,*) v(Ny/2,1i)

327 end do

328 close (unit = 4)

329

330 write (x,*) "Dados exportados"

331

332 call system_clock(count_end)

333 tempo_execucao = real(count_end - count_start, 8) / real(count_rate,
8)

334 write(x,*) "tempo de execucao em segundos", tempo_execucao

335

336 end program acoplamentoPV_Abel

Cédigo-fonte 1 — Implementagcdo do Acoplamento Pressao-Velocidade em F90.
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A.2 Pés-Processamento e Visualizacao em Python

O script a seguir foi desenvolvido para realizar a leitura dos arquivos de saida gerados
pela simulagdo em F90 e construir as representacdes graficas bidimensionais dos campos. Além
disso, o codigo contém o banco de dados de referéncia de Ghia et al. (1982) mapeado diretamente

em matrizes para a geracao dos graficos comparativos de validacdo.

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

dados = np.loadtxt("resultadosacpv.dat", skiprows=3)

x = dados[:, 0]
y = dados[:, 1]
u = dados[:, 2]
v = dados[:, 3]
p = dados[:, 4]
X_unicos = np.unique(x)

y_unicos np.unique (y)

Nx
Ny

len(x_unicos)

len(y_unicos)

.reshape (Ny,Nx)
.reshape (Ny,Nx)
.reshape (Ny, Nx)
.reshape (Ny, Nx)

U< G < X
I
T 4 B < M

.reshape (Ny,Nx)

print ("Umin/Umax =", U.min(), U.max())
print ("Vmin/Vmax =", V.min(), V.max())
print (f"Malha: {Nx} x {Ny}")

# Plotagem de U

plt.figure(figsize=(8, 6))

cf = plt.contourf(X, Y, U, cmap=’jet’,levels=200, vmin=U.min(), vmax=U.
max ())

plt.title("Campo de velocidades Horizontais")

plt.xlabel ("X [m]")

3 plt.ylabel ("Y [m]")

plt.x1im(0, 1)

plt.ylim (0, 1)

plt.colorbar (cf, label="u [m/s]")
plt.show ()

plt.close ()
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40 # Plotagem de V

41 plt.figure(figsize=(8, 6))

42 c¢f = plt.contourf (X, Y, V, cmap=’jet’,levels=200, vmin=V.min(), vmax=V.
max ())

43 plt.title("Campo de velocidades Verticais")

44 plt.xlabel ("X [m]l")

45 plt.ylabel("Y [m]")

46 plt.xlim (0, 1)

47 plt.ylim (0, 1)

48 plt.colorbar (cf, label="v [m/s]")

49 plt.show ()

50 plt.close ()

52 # Plotagem de P

53 plt.figure(figsize=(8, 6))

54 cf = plt.contourf (X, Y, P, cmap=’jet’,levels=200)
55 plt.title("Campo de Pressao")

56 plt.xlabel ("X [m]")

57 plt.ylabel("Y [m]")

58 plt.x1lim (0, 1)

59 plt.ylim(0, 1)

60 plt.colorbar(cf, label="P [Pal")
61 plt.show()

62 plt.close()

64 # Plotagem do campo misto (Magnitudes e Streamlines)

65 Vel_Mag = np.sqrt (Ux*2 + Vx*xx*2)

66

67 plt.figure(figsize=(8, 6))

68 cf = plt.contourf (X, Y, Vel _Mag, levels=200, cmap=’turbo’)

69 cb plt.colorbar (cf)
cb.set_label(’Magnitude de Velocidade [m/s]’)
71 plt.streamplot(X.T, Y.T, U.T, V.T, color="w’, linewidth=0.7, density

=

=1.5, arrowsize=1.0)

72 plt.title(f"Magnitude de Velocidade e Linhas de Correntel\n(Malha {Nxl}x{
Ny})")

73 plt.xlabel ("X [m]")

74 plt.ylabel("Y [m]l")

75 plt.x1im (0, 1)

76 plt.ylim (0, 1)

77 plt.show ()

78 plt.close ()

81 # Plotagem das wveloctidades Ghia z Abel
82 Umeioabel = np.loadtxt("resultadosmeiosU.dat")

83 Vmeioabel = np.loadtxt("resultadosmeiosV.dat")
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Tamanho_y_abel = len(Vmeioabel)
y_abel = np.linspace(0.0, 1.0, Tamanho_y_abel)
Tamanho_x_abel = len(Umeioabel)
x_abel = np.linspace(0.0, 1.0, Tamanho_x_abel)
# Banco de dados Ghia et al. (1982)
y_ghia = np.array ([
0.0000, 0.0547, 0.0625, 0.0703, 0.1016, 0.1719, 0.2813, 0.4531,
0.5000,
0.6172, 0.7344, 0.8516, 0.9531, 0.9609, 0.9688, 0.9766, 1.0000
ghia_u_dados_100 = np.array ([
0.00000, -0.03717, -0.04192, -0.04775, -0.06434, -0.10150,
-0.15662, -0.21090, -0.20581,
-0.13641, 0.00332, 0.23151, 0.68717, 0.73722, 0.78871, 0.84123,
1.000001)
x_ghia = np.array ([
0.0000, 0.0625, 0.0703, 0.0781, 0.0938, 0.1563, 0.2266, 0.2344,
0.5000,
0.8047, 0.8594, 0.9063, 0.9453, 0.9531, 0.9609, 0.9688, 1.0000
D)
ghia_v_dados_100 = np.array ([
0.00000, 0.09233, 0.10091, 0.10890, 0.12317, 0.16077, 0.17507,
0.17527, 0.05454,
-0.24533, -0.22445, -0.16914, -0.10313, -0.08864, -0.07391,
-0.05906, 0.00000
D
ghia_u_dados_400 = np.array ([
0.00000, -0.08186, -0.09266, -0.10338, -0.14612, -0.24299, -0.32726,
-0.17119, -0.11477,
0.02135, 0.16256, 0.29093, 0.55892, 0.61756, 0.68439, 0.75837,
1.00000
D
ghia_u_dados_1000 = np.array ([
0.00000, -0.18109, -0.20196, -0.22220, -0.29730, -0.38289, -0.27805,
-0.10648, -0.06080,
0.05702, 0.18719, 0.33304, 0.46604, 0.51117, 0.57492, 0.65928,
1.00000

D
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ghia_v_dados_400 = np.array ([
0.00000, 0.18360, 0.19713, 0.20920, 0.22965, 0.28124,
0.30174, 0.05186,

0.30203,

-0.38598, -0.44993, -0.23827, -0.22847, -0.19254, -0.15663,

-0.12146, 0.00000
D

ghia_v_dados_1000 = np.array ([

0.33075,

0.00000, 0.27485, 0.29012, 0.30353, 0.32627, 0.37095,
0.32235, 0.02526,
-0.31966, -0.42665, -0.51550, -0.39188, -0.33714, -0.27669,
-0.21388, 0.00000

D

# Plotagem Comparativa - Velocidade U
plt.plot(y_ghia,ghia_u_dados_100, "o", label = "Ghia")
plt.plot(x_abel ,Umeioabel,label="Abel")

plt.title("Velocidades centrais (u) comparadas")

5 plt.xlabel("Y [m]l")

plt.ylabel("u [m/s]l")
plt.legend ()
plt.show ()
plt.close ()

# Plotagem Comparativa - Velocidade V

plt.plot(x_ghia,ghia_v_dados_100, "o", label = "Ghia")
plt.plot(y_abel ,Vmeioabel, label = "Abel")
plt.title("Velocidades centrais (v) comparadas")

5 plt.xlabel ("X [m]")

plt.ylabel("v [m/s]1")
plt.legend ()
plt.show ()
plt.close ()

Cédigo-fonte 2 — Script de Pés-Processamento, Geracdo de Graficos e Validagao.
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