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RESUMO

Caixas de engrenagens são componentes essenciais em máquinas rotativas industriais, mas fenôme-

nos não lineares como o backlash dinâmico e a rigidez de engrenamento variante no tempo (Time-Varying

Mesh Stiffness - TVMS) introduzem elevada complexidade à sua resposta estrutural global. Dessa forma,

torna-se necessário o desenvolvimento de ferramentas capazes de representar adequadamente o compor-

tamento do sistema e auxiliar na compreensão dos fenômenos envolvidos. Nesse contexto, o objetivo

deste estudo foi desenvolver um modelo matemático capaz de interpretar tais efeitos e relacioná-los à

dinâmica de rotação. Para tanto, um modelo não linear de engrenamento foi codificado em Python e

integrado à biblioteca Rotordynamic Open-Source Software (ROSS), baseada no Método dos Elementos

Finitos (MEF). A formulação original de 3 graus de liberdade (gdl) por engrenagem foi expandida para

6 gdl por nó, viabilizando a inclusão de parâmetros geométricos e forças de engrenagens helicoidais.

Adicionalmente, incorporou-se uma técnica de suavização por tangentes hiperbólicas para lidar com

descontinuidades numéricas e otimizar a convergência dos integradores temporais. Para a resolução das

equações diferenciais de movimento, utilizou-se o método de Newmark combinado com o algoritmo de

Newton-Raphson e passo de tempo adaptativo. Um modelo analítico simplificado também foi desenvol-

vido para determinar as frequências naturais do par engrenado. Os resultados foram validados com a

literatura, evidenciando frequências naturais perpendiculares e paralelas à Linha de Ação (Line of Action

- LOA). Diagramas de bifurcação confirmaram transições claras entre regimes de movimento periódico e

caótico em altas velocidades. Por fim, a metodologia integrada foi aplicada a um caso prático real de uma

caixa de engrenagens industrial de grande porte operada pela Petrobras (rotação de entrada de 1953 rpm

e saída de 12225 rpm) empregando o perfil completo de rigidez de engrenamento calculado pelo ROSS.

Para este caso, a ferramenta de suavização indicou uma redução de aproximadamente 7,3% no tempo total

de processamento computacional sem perda de representatividade física do sistema dinâmico. Conclui-se

que a abordagem desenvolvida representa uma solução para o projeto mecânico e o diagnóstico de falhas

em transmissões industriais complexas.

Palavras-chave: Backlash, Rigidez de Engrenamento, Engrenagem, Análise Dinâmica, ROSS
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SOUSA, M. A. B., Implementation of a dynamic backlash model in gears for rotational dynamics
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ABSTRACT

Gearboxes are essential components in industrial rotating machinery, but nonlinear phenomena

such as dynamic backlash and time-varying mesh stiffness (TVMS) introduce high complexity to their

overall structural response. Thus, it becomes necessary to develop tools capable of adequately representing

system behavior and aiding in the understanding of the involved phenomena. In this context, the objective

of this study was to develop a mathematical model capable of interpreting such effects and relating them

to rotational dynamics. To this end, a nonlinear meshing model was coded in Python and integrated into

the Rotordynamic Open-Source Software (ROSS) library, based on the Finite Element Method (FEM).

The original formulation of 3 degrees of freedom (DOF) per gear was expanded to 6 DOF per node,

enabling the inclusion of geometric parameters and helical gear forces. Additionally, a hyperbolic tangent

smoothing technique was incorporated to handle numerical discontinuities and optimize the convergence

of time integrators. To solve the differential equations of motion, the Newmark method combined with

the Newton-Raphson algorithm and adaptive time stepping was used. A simplified analytical model

was also developed to determine the natural frequencies of the gear pair. The results were validated

against literature, showing natural frequencies perpendicular and parallel to the Line of Action (LOA).

Bifurcation diagrams confirmed clear transitions between periodic and chaotic motion regimes at high

speeds. Finally, the integrated methodology was applied to a real practical case of a large-scale industrial

gearbox operated by Petrobras (input rotation of 1953 rpm and output of 12225 rpm) employing the full

mesh stiffness profile calculated by ROSS. For this case, the smoothing tool indicated a reduction of

approximately 7.3% in total computational processing time without loss of physical representativeness

of the dynamic system. It is concluded that the developed approach represents a solution for mechanical

design and fault diagnosis in complex industrial transmissions.

Keywords: Backlash, Gear Mesh Stiffness, Gear, Dynamic Analysis, ROSS
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/8 Número de dentes da engrenagem 8

Símbolos gregos:

U Ângulo de pressão instantâneo de operação

U0 Ângulo de pressão nominal

V Ângulo de posição entre os centros das engrenagens

Vℎ Ângulo de hélice da engrenagem

Δrot Termo geométrico auxiliar associado à rotação no espaço 3D

Δtrans Termo geométrico auxiliar associado à translação no espaço 3D

X(C) Erro de Transmissão Dinâmico (DTE) / Deformação da malha na LOA

[8 Deslocamento translacional paralelo à Linha de Ação (LOA)

\G8, \H8 Deslocamentos angulares de flexão (roll e pitch) da engrenagem 8

\I8 (ou \8) Deslocamento angular torcional da engrenagem 8

b8 Deslocamento translacional perpendicular à Linha de Ação (LOA)

b< Razão de amortecimento da malha de engrenamento

f Parâmetro de suavização da tangente hiperbólica de contato

k Ângulo auxiliar cinemático (U − V)

Ω Velocidade angular de operação (da máquina)

l8 Velocidade angular ou 8-ésima Frequência natural do sistema

m@8 Operador de derivada parcial em relação à variável @8
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Abreviaturas:

DTE Erro de Transmissão Dinâmico (Dynamic Transmission Error)

FRF Função de Resposta em Frequência

GDL Grau de Liberdade

LMEST Laboratório de Mecânica de Estruturas

LOA Linha de Ação (Line of Action)

MEF Método dos Elementos Finitos

ROSS Rotordynamic Open-Source Software

UCS Undamped Critical Speed

UFRJ Universidade Federal do Rio de Janeiro

UFU Universidade Federal de Uberlândia
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CAPÍTULO I

INTRODUÇÃO

Máquinas rotativas são amplamente utilizadas na indústria na forma de compressores, turbomá-

quinas, motores entre outros, (ROSSI, 2021; SOUTO, 2000). Para que a energia mecânica de uma

máquina seja transferida de um motor para um compressor, por exemplo, é necessário um dispositivo

capaz de fazer a transmissão (SOUSA et al., 2025). Nesse sentido, a caixa de engrenagens se torna um

componente essencial, uma vez que acopla os eixos de entrada, comumente o motor, com o eixo de saída,

como um compressor ou qualquer outra máquina. Além disso, com esse tipo de acoplamento é possível

controlar a velocidade de rotação e o torque do eixo de saída, conforme a necessidade da aplicação. Esta

é uma tecnologia utilizada desde os primórdios da Engenharia Mecânica e também considerado um dos

símbolos desta profissão, estando localizada, por exemplo, em transmissões automotivas, conjuntos de

motores e turbomáquinas em diversas indústrias como de energia, petrolífera, entre outras, compondo

até mesmo maquinários pesados de uso industrial, o que engloba tornos mecânicos (DOUGHTY, 1988),

aerogeradores e escavadeiras de grande porte (LIANG; ZUO; PANDEY, 2018). A Figura 1.1a apresenta

um exemplo de caixa de engrenagens da NASA utilizada por Lim e Singh (1991) em seu trabalho. A

Figura 1.1b apresenta um exemplo de uma caixa de engrenagens conectando um motor e um equipamento

genérico.

Dentro deste componente, o acoplamento entre os rotores é feito por meio de engrenagens. Estes

são componentes mecânicos, semelhantes a discos, que se conectam por conta de dentes e ranhuras.

Através desta conexão a transmissão do movimento e da energia mecânica é feita. O emprego de sistemas

de engrenagens pela humanidade vêm desde a antiguidade, com registros dos primeiros mecanismos

que antecedem o período bíblico segundo Visnadi (2022). Inicialmente, tais componentes consistiam

em discos de madeira ou outros materiais maleáveis nos quais dentes artesanais eram fixados. Essa

configuração tradicional sofreu uma grande transformação a partir da Revolução Industrial, momento em

que os avanços nos processos de manufatura viabilizaram a produção de componentes metálicos com

dentes usinados diretamente na própria matriz (NORTON, 2020).

Por conta de sua versatilidade e grande aplicação, esses componentes mecânicos têm sido am-

plamente estudados no campo da engenharia. O acoplamento entre dentes pode representar uma forma
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(quadradas ou senoidais). Entretanto, análises avançadas utilizam coeficientes de rigidez variantes no

tempo calculados de forma instantânea, permitindo a incorporação de não linearidades como a folga

dinâmica entre dentes backlash e desvios na distância entre centros decorrentes da flexibilidade estrutural

dos mancais de suporte (YI et al., 2019).

Idealmente, o projeto de sistemas de transmissão contém uma folga entre os dentes de duas

engrenagens conectadas, denominada de folga de backlash. Esta tem o papel essencial de contemplar

dilatações térmicas, lubrificação e montagem. Entretanto, com o movimento vibratório natural do eixo

essa folga adquiri uma característica variável no tempo que influencia diretamente no comportamento

dinâmico do sistema rotativo.

O presente trabalho, portanto, se insere no contexto de evolução das pesquisas desenvolvidas no

Laboratório de Mecânica de Estruturas (LMEst), com contribuições diretas ao pacote Rotordynamic Open

Source Software (ROSS) proposto por (TIMBÓ et al., 2020). A modelagem dinâmica no laboratório se

iniciou com modelos simples de rotores. A utilização para casos complexos, como compressores reais,

induziu o aprimoramento dessa biblioteca. Em um segundo momento, foi desenvolvida a modelagem

para sistemas de multi-rotores, baseando-se em formulações consagradas como as de Rao, Shiau e Chang

(1998) e Friswell et al. (2010). Nessa etapa inicial a representação da caixa de engrenagens adotava um

acoplamento dinâmico mais simplificado, assumindo rigidez constante para engrenagens de dentes retos.

Entretanto, para a adequação em casos reais foi necessário o aprimoramento dessas formulações para

incluir a geometria detalhada dos componentes e o acoplamento envolvendo todos os graus de liberdade

do sistema.

Assim, trabalhos subsequentes foram desenvolvidos para introduzir o cálculo automático da ri-

gidez (com base em Stringer (2008) e Kaplan et al. (2015)) e implementaram modelos de rigidez de

engrenamento variantes no tempo, evoluindo de perfis retangulares para perfis completos (VISNADI,

2022; MA et al., 2014). Esta dissertação aprimora o código ao incorporar o modelo dinâmico de folga

entre dentes, o backlash (com base em Yi et al. (2019)). Essa implementação adiciona a não linearidade

necessária para avaliar o movimento vibratório natural dos eixos.
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1.1 Objetivo geral do estudo

Neste sentido, o objetivo geral deste trabalho é desenvolver uma modelagem para a folga de

backlash dinâmico, capaz de interpretar de maneira coerente tal efeito e associá-lo à dinâmica de máquinas

rotativas.

1.1.1 Objetivos específicos

Para alcançar o objetivo geral são definidos objetivos específicos expostos a seguir.

• Compreender a revisão bibliográfica do modelo de backlash dinâmico;

• Expandir a modelagem base para contemplar engrenagens de dentes helicoidais;

• Implementação da ferramenta de suavização da função de backlash;

• Adequação da modelagem proposta com o código Rotordynamic Open Source Software (ROSS);

• Validação e comparação de resultados com a literatura;

• Aplicação do modelo implementado em casos práticos reais de caixa de engrenagens industriais.
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1.2 Organização do Trabalho

Este trabalho é dividido em 5 capítulos, os quais serão brevemente apresentados a seguir.

O Capítulo I faz uma introdução do problema proposto, introduzindo os conceitos principais,

objetivos gerais e específicos desta dissertação de mestrado.

O Capítulo II apresenta a formulação teórica utilizada neste trabalho. Nesse sentido, é feita uma

breve exposição sobre a modelagem e desbalanceamento de rotores, explorando também o Rotordynamic

Open Source Software (ROSS). Além disso, conceitos gerais sobre projetos e geometria de engrenagens

foram abordados para fundamentar a modelagem do engangrenamento utilizada neste trabalho, contem-

plando, também, a apresentação de modelos para a dinâmica e acoplamento de rotores engrenados. Por

fim, há mostra-se o modelo de folga de backlash dinâmico utilizado como base para este trabalho.

No Capítulo III é exposta a metodologia de implementação e execução do código desenvolvido

neste trabalho. Com isso, é apresentada uma maneira de expandir o modelo base para a aplicação em

engrenagens helicoidais e um método de suavização para a função do backlash dinâmico. Além disso,

um modelo analítico simplificado é estudado com o intuito de compreender melhor o comportamento do

modelo implementado.

O Capítulo IV apresenta os resultados obtidos com o modelo de folga de baklash dinâmico imple-

mentado. Primeiramente, são mostrados os resultados de validação deste código em comparação com a

literatura de referência utilizada. O modelo analítico proposto é utilizado para discutir o comportamento

encontrado na implementação. O comportamento dinâmico do sistema considerando o modelo de ex-

pansão e de suavização, expostos anteriormente, também é apresentado neste capítulo. Além disso, tal

metodologia desenvolvida nesta dissertação é utilizada em um caso de aplicação real envolvendo uma

caixa de engrenagens utilizada industrialmente com o intuito de observar como se comporta o modelo

implementado diante de uma situação prática.

No CapítuloV são apresentadas as considerações finais do presente trabalho. Além disso, são

feitas, também, sugestões de trabalhos futuros para dar segmento à pesquisa realizada.

São apresentadas também as referências bibliográficas utilizadas e, além disso, no Apêndice A é

discutida a formulação do integrador numérico utilizado (Newmark com Newton-Raphson).



CAPÍTULO II

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

Neste capítulo será apresentada uma revisão acompanhada da fundamentação teórica correspon-

dente acerca dos temas abordados nesta dissertação. Serão contemplados aspectos de modelagem e

análise dinâmicas de rotores, utilização da biblioteca ROSS, engrenagens, rigidez de engrenamento e a

formulação da folga de backlash dinâmico.

2.1 Rotores e Dinâmica de Rotação

Classifica-se como rotor um equipamento mecânico que está sujeito à rotação, como eixos de

motores, compressores, turbomáquinas, dentre outros. Dessa forma, rotores são, geralmente, compostos

por eixos, discos, engrenagens, mancais e selos (FRISWELL et al., 2010). Nesse sentido, como tais

componentes são amplamente utilizados, o estudo destas máquinas torna-se de grande relevância para o

projeto e monitoramento das máquinas rotativas.

A análise estática de rotores tem sua base nas teorias já fundamentadas da análise estrutu-

ral (MARTHA, 2010) e resistência dos materiais (HIBBELER, 2010). Entretanto, quando se trata de

análise dinâmica há diversas diferenças, pois ao se adicionar a velocidade de rotação Ω ao sistema, dife-

rentes fenômenos são observados. Entre eles, o principal é o chamado Efeito Giroscópico, que representa

o acoplamento de direções laterais devido à conservação do Momento Angular do sistema (LALANNE;

FERRARIS, 1998). Este é o mesmo efeito que promove, por exemplo, estabilidade do movimento para

motocicletas e bicicletas ao se deslocarem sobre duas rodas.

Além disso, ao girar em velocidade de rotação constante, o sistema dinâmico apresenta duas

frequências naturais para cada modo de vibrar lateral, como consequência do efeito giroscópico. Com

isso, surge a Precessão Direta, do inglês Forward (FW) e da Precessão Inversa do inglês Backward (BW).

A precessão do tipo Forward ocorre quando a órbita desenhada pelo movimento do cento do eixo está no

mesmo sentido de rotação do próprio eixo. Já a precessão do tipo Backward ocorre quando a órbita gira

no sentido oposto à rotação do eixo, como apresentado pela Figura 2.1.
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2.1.1 Modelagem de Rotores

A modelagem matemática é essencial para desenvolver análises capazes de prever o compor-

tamento dinâmico dos sistemas rotativos. Assim, um modelo de elementos finitos para rotores foi

desenvolvido por Cavalini Jr. (2013) com base na modelagem apresentada por Lalanne e Ferraris (1998),

sendo usado como referência para diversos trabalhos. Tal modelo contempla quatro graus de liberdade

(gdl) por nó, sendo que a expansão para seis gdl pro nó foi apresentada por Friswell et al. (2010) e

adaptado por Sicchieri (2024) para o sistema representado pela Equação 2.4.

O primeiro passo para a modelagem é definir a formulação da energia cinética e potencial para os

elementos de eixo, discos, engrenagens, mancais e selos para, posteriormente, aplicar a metodologia de

Lagrange e, enfim, obter as equações do movimento. A Equação 2.1 apresenta o formalismo de Lagrange

para sistema dinâmico com # graus de liberdade.

d

dC

(
m)

m@̇8

)
−
m)

m@8
+
m*

m@8
= &8 (8 = 1, 2, ...#) (2.1)

onde&8 é o vetor de esforços generalizados que, neste caso, contempla também efeitos do amortecimento

pela aplicação do trabalho virtual.

Para este modelo, algumas considerações são necessárias:

• O eixo é representado como um elemento de viga com seção circular constante, de acordo com a

Teoria de Timoshenko (1922). É caracterizado pelas energias cinética ()) e potencial (*), onde

cada elemento possui dois nós e seis graus de liberdade por nó;

• O disco é um elemento rígido, logo possui apenas energia cinética;

• Engrenagens podem ser representadas como elementos de disco e estes são adicionados em nós;

• Os mancais e selos podem ser representados por um conjunto de molas e amortecedores lineares.

Assim, realizando o procedimento matemático necessário, obtêm-se a equação diferencial que

representa o comportamento dinâmico de um rotor dada pela Equação 2.2, onde a velocidade de rotação

é representada por Ω.

["]{@̈(C)} + ([�] +Ω[�]){@̇(C)} + [ ]{@(C)} = {� (C)} (2.2)

{@} = {@0, @1, @2, ..., @# }
) (8 = 1, 2, ...#) (2.3)

onde ["], [�], [�] e [ ] são as matrizes de massa, amortecimento, efeito giroscópico e rigidez,

respectivamente, e {@̈(C)}, {@̇(C)}, {@(C)}, e {� (C)} são os vetores de aceleração, velocidade, deslocamento

e força de excitação, respectivamente, de acordo com os gdl por nó definidos pela Equação 2.4.

{@8} = {G8, H8, I8, \G8, \H8, \I8}
) (2.4)
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Santos et al. (2025) mostra que a modelagem de um sistema rotativo considerando os modelos de

eixos, mancais e selos, discos e engrenagens, além dos elementos de acoplamento. A seguir é apresentado

o modelo de cada um desses elementos.

• ShaftElement: Responsável pelo cálculo das matrizes de rigidez [ ], massa ["], efeito gi-

roscópico [�] e amortecimento [�] dos elementos de eixo considerando o material e geometria

(diâmetros internos e externos dos lados esquerdos e direitos e comprimento do elemento de eixo).

O pacote utiliza a Teoria de Vigas de Timoshenko (1922), que considera não apenas a flexão pura

(como na teoria de Euler-Bernoulli), mas também as deformações por cisalhamento e a inércia

rotacional de seções transversais.

• BearingElement e SealElement: Implementa o suporte dos mancais e os selos nos nós pertinen-

tes. Esta classe permite associar coeficientes de rigidez (:GG , :HH,···) e amortecimento (2GG , 2HH, · · · )

estáticos ou variantes com a velocidade de rotação Ω. Além disso, podem ser considerados os

coeficientes cruzados, que acoplam as direções GH, GI e HI. Portanto, este elemento contribui

somente com as matrizes de rigidez [ ] e amortecimento [�].

• DiskElement: Modela elementos concentrados em nós específicos, adicionando propriedades de

massa (<), momento de inércia polar (�?) e momento de inércia diametral (�3) influenciando nas

matrizes de massa ["] e efeito giroscópico [�].

• GearElement e GearElementTVMS: São classes filhas da DiskElement e, portanto, contribuem

para a formulação do sistema. Entretanto, para a sua definição são exigidos parâmetros geométricos

e de engrenamento específicos para engrenagens. Entre essas variáveis, inclui-se, módulo, ângulo

de pressão, ângulo de hélice, número de dentes, diâmetro primitivo entre outras.

Dessa forma, com os modelos de cada componente é possível juntá-los e compor o modelo do

sistema rotativo completo. No caso de sistemas engrenados são necessários dois ou mais rotores com

engrenagens e então deve-se juntá-los com a função do MultiRotor (SANTOS et al., 2025). A Figura 2.8

apresenta um exemplo de modelagem de um conjunto de rotores no ROSS.

Na Figura 2.8 observa-se diferentes elementos de eixo na cor cinza, ainda com variação do material

representado pela cor ciano, utilizada para o enrolamento de cobre do motor. Nota-se ainda os elementos

de mancais e selos com a simbologia de rigidez e amortecimento e, além disso, os discos em vermelho e

engrenagem em amarelo.

Com a modelagem feita, é possível realizar diversas análises do sistema rotativo simples ou com

multi rotores, entre elas a obtenção de resposta de vibração no tempo, órbitas, desbalanceamento, função

de reposta em frequência (FRF), mapa de velocidade crítica sem amortecimento (UCS), diagrama de

campbell, análise estática, análise modal, entre outras. Além disso, é possível investigar casos de falhas

como desalinhamento, trinca e roçamento. A Figura 2.9 mostra um exemplo de de análises que podem

ser feitas no ROSS, como o Mapa de velocidades críticas sem amortecimento (Undamped Critical Speed

Map - UCS), análise de desbalanceamento e modos de vibrar.
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2.2 Engrenagens

Engrenagens são componentes mecânicos com a função de transmissão de potência, torque e velo-

cidade entre eixos conectados. Trata-se de componentes fundamentais em sistemas rotativos, garantindo

acoplamento cinemático entre eixos girantes (BUDYNAS; NISBETT, 2020; NORTON, 2020). A seguir

serão apresentadas as principais variáveis do projeto e geometria de engrenagens para a análise dinâmica

e estudos realizados neste trabalho. Além disso, será apresentada uma discussão sobre a rigidez associada

ao engrenamento e sua variação no tempo. Posteriormente, será desenvolvida a formulação da folga de

backlash dinâmica, objeto de estudo desta dissertação. A Figura 2.10 apresentas exemplos dos tipos de

engrenagens.

Figura 2.10 – Representação dos tipos de engrenagens

Fonte: Gerado por IA

2.2.1 Projeto e Geometria de Engrenagens

O projeto de sistemas engrenados contempla o dimensionamento geométrico apropriado para

garantir a relação de transmissão desejada (aumento ou redução de torque e velocidade angular) assim

como a integridade física e dinâmica deste sistema. Com isso em mente, as engrenagens apresentam

geometrias características para o pleno funcionamento do par engrenado. O projeto de engrenagens é

feito tendo como base normas internacionais como American Gear Manufacturers Association (2004)

e International Organization for Standardization (2019), orientação de livros textos como Budynas e

Nisbett (2020), Norton (2020), Mott, Vavrek e Wang (2018) e consulta a handbook, como o de Radzevich

e Dudley (2021).

Um par engrenado apresenta relações comuns às duas engrenagens como ângulo de pressão U0,

módulo < e espessura da engrenagem F. O módulo determina a proporcionalidade das engrenagens,

razão entre o diâmetro primitivo e o número de dentes < = 2'?// . Já, o ângulo de pressão é obtido a
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'01 = '?1 + <, '02 = '?2 + < (2.9)

Já o diâmetro primitivo 2'? determina onde haverá o contato de dentes num par engrenado, sendo

assim uma das principais variáveis de uma engrenagem. Portanto, a partir da soma dos raios primitivos

é possível determinar a distância entre centros das duas engrenagens, como mostrado na Equação 2.10.

30 = '?1 + '?2 (2.10)

Os raios de base ('1 e '2), utilizados para os cálculos da implementação realizada neste trabalho, de

acordo com (YI et al., 2019), representam os raios dos círculos geradores do perfil evolvente (NORTON,

2020). Eles relacionam-se com os raios primitivos através do ângulo de pressão normal inicial U0,

conforme a Equação 2.11.

'1 = '?1 cosU0, '2 = '?2 cosU0 (2.11)

Além disso, o passo base (?1), define a distância entre dentes consecutivos medida ao longo do

círculo de base, sendo expresso pela Equação 2.12:

?1 =
2c'1

/1

= c< cosU0 (2.12)

Dessa forma é possível determinar a razão de contato 2A que representa o número médio de pares

de dentes em contato, ou seja, que compartilham o carregamento ao longo da Linha de Ação LOA. A

Equação 2.13 representa a sua formulação.

2A =

(√
'2
01
− '2

1
+
√
'2
02
− '2

2
− 30 sinU

)

?1
(2.13)

No projeto de engrenagens é recomentado que o valor de 2A varie entre 1 e 2, podendo em certos

casos ser maior que o limite superior. Garantir que 2A ≥ 1 impede a ocorrência de descontinuidades na

transmissão de torque e potência, além de prevenir choques abruptos entre dentes (BUDYNAS; NISBETT,

2020). Entretanto, quanto maior o valor de 2A mais rígido se torna o sistema, sendo exigido uma energia

maior para seu movimento.

Sob o ponto de vista da dinâmica estrutural do sistema, o fato de 2A não assumir um valor inteiro

implica que o sistema alterna ciclicamente entre períodos de contato simples (um par de dentes) e contato

duplo (dois pares de dentes). Essa alternância geométrica induz uma variação periódica na rigidez global

do engrenamento. Portanto, desta forma, a rigidez associada ao engrenamento pode ser classificada como

variante no tempo (Time Varying Mesh Stiffness) (TVMS), como será retratado em breve.
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2.3 Modelagem Dinâmica e Acoplamento de Rotores Engrenados

A incorporação da dinâmica de engrenamentos na análise de rotores exige que os subsistemas

individuais sejam acoplados nas matrizes globais (massa, amortecimento, rigidez e giroscópica). Özgüven

e Houser (1988) fazem uma revisão dos primeiros modelos propostos para a modelagem dinâmica de

sistemas engrenados. Nesta seção será apresentado o modelo proposto por Kaplan et al. (2015), que é

utilizado no ROSS.

Em sistemas tridimensionais, onde cada nó da malha possui seis graus de liberdade (translações

G, H, I e rotações \G , \H, \I), a formulação das matrizes de acoplamento exige decompor a força de contato

normal na linha de ação considerando a cinemática 3D (STRINGER, 2008). Esse procedimento forma

submatrizes interconectadas ( 88,  9 9 ,  98,  8 9 ) que relacionam vibrações laterais e torcionais através da

projeção vetorial governada pelo ângulo de pressão, o ângulo de hélice, e o ângulo de orientação espacial

do acoplamento.

2.3.1 Rigidez de Acoplamento de Rotores Engrenados

Para realizar o movimento conjunto entre os rotores motor e movido, é necessário acoplar as

matrizes dos dois rotores nos graus de liberdade dos nós correspondentes, representados por @8 e @ 9 . Dessa

maneira, a equação do movimento pode ser modificada para Equação 2.14, já contemplando a massa,

rigidez e amortecimento dos dois rotores. A Figura 2.12 representa esquematicamente o engrenamento,

mostrando que a rigidez de acoplamento das engrenagens  <4Bℎ ocorre na direção da linha de ação e não

na linha que liga os centros das duas engrenagens. A matriz de acoplamento da rigidez [ <4Bℎ] pode ser

escrita de acordo com a Equação 2.15 (STRINGER, 2008). A Figura 2.13 mostra o par engrenado. As

matrizes  88,  8 9 ,  98 e  9 9 são apresentadas na Equação 2.16 de acordo com Stringer (2008).

["]{@̈(C)} + ([�] +Ω[�]){@̇(C)} + ([ ] + [ <4Bℎ]){@(C)} = {� (C)} (2.14)

[ <4Bℎ]

{
@8

@ 9

}

=  <

[
[ 88] [ 8 9 ]

[ 98] [ 9 9 ]

] {
@8

@ 9

}

(2.15)
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O parâmetro  < representa a rigidez do par engrenado ao longo da linha de ação. Kaplan et al.

(2013) apresentam uma metodologia de cálculo com base em parâmetros geométricos e do material das

engrenagens, apresentada na Equação 2.17. Neste caso, é assumida a hipótese de que a rigidez dos dentes

é mais significativa do que a rigidez do corpo da engrenagem.

 < =
2AF�1�2

9(�1 + �2)
(2.17)

onde 2A representa a razão de contato do par engrenado, F descreve a largura dos dentes das engrenagens,

�1 e �2 são os módulos de elasticidade das engrenagens motriz e movida, respectivamente. Dessa forma,

a rigidez do engrenamento é considerada como constante ao longo do tempo.

Entretanto, devido à dinâmica do contato entre os dentes, a rigidez associada ao engrenamento,

na realidade, é uma grandeza variável no tempo e dependente da razão de contato entre as engrenagens.

A seguir será apresentada uma das primeiras metodologias encontrada na literatura (Perfil Retangular) e

o Perfil Completo atualmente utilizado.

2.3.2 Perfil Retangular de Rigidez de Engrenamento

Para se considerar a variação da rigidez do engrenamento ao longo do tempo, uma das primeiras

considerações foi a utilização de um modelo de perfil retangular, assim como apresentado por Lin e Parker

(2002). Tal modelagem simplifica a dinâmica de contato entre os dentes de um par engrenado, mas ainda

mantém sua característica principal, a saber, a variação da amplitude de rigidez e a periodicidade no

tempo.

Kaplan et al. (2015) apresentam tal perfil retangular, de acordo com a modelagem de Lin e Parker

(2002). A Equação 2.19 apresenta tal formulação, que pode ser descrita como a soma de uma parcela

constante  < e uma parcela variável  E (Equação 2.18) que oscila conforme uma Série de Fourier com

uma amplitude  0 proporcional a  <, com coeficientes 0 (B) e 1 (B) apresentados na Equação 2.20.

 =  < +  E (Ω, C) (2.18)

 E (C) = 2 0

∞∑

B=1

(
0 (B) sin(B/1Ω8C) + 1

(B) cos(B/1ΩC)
)

(2.19)

0 (B) = −
2

Bc
sin[Bc(2A − 2?)] sin(Bc2A)

1 (B) = −
2

Bc
cos[Bc(2A − 2?)] sin(Bc2A) (2.20)
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A Equação 2.24 apresenta a formulação para Rigidez do Contato de Hertz, onde � é o Módulo de

de Elasticidade, F é a espessura do dente e a é o Coeficiente de Poisson.

:ℎ =
c�F

4(1 − a2)
(2.24)

A Equação 2.25 apresenta o cálculo da rigidez associada à rigidez do pé do dente na conexão com

o corpo da engrenagem. As variáveis D 5 , ( 5 , !∗, "∗, %∗ e &∗ são apresentados por Sainsot, Velex e

Duverger (2004).

1

: 5
=

cos2 V

�F

{

!∗
(
D 5

( 5

)2

+ "∗
(
D 5

( 5

)
+ %∗(1 +&∗ tan2 V)

}

(2.25)

A partir da teoria de vigas é possível determinar a rigidez associada à flexão, cisalhamento e

compressão axial. As Equações 2.26, 2.27 e 2.28 apresentam a formulação da energia potencial.

*0 =
�2

2:0
=

∫ H�

H�

�2
0

2��H1
3H1 +

∫ HV

H�

�2
0

2��H2
3H2 (2.26)

*1 =
�2

2:1
=

∫ H�

H�

"2
1

2��H1
3H1 +

∫ HV

H�

"2
2

2��H2
3H2 (2.27)

*B =
�2

2:B
=

∫ H�

H�

1.2�2
1

2��H1
3H1 +

∫ HV

H�

1.2�2
1

2��H2
3H2 (2.28)

sendo que �1 = � cos V, �0 = � sin V, GV é a distância entre o ponto de contato e a linha central do

dente, HV é a distância entre o ponto de contato e o ponto de origem na direção horizontal, � =
�

2(1+a)
é o

módulo de cisalhamento, H1, H2 representam as coordenadas horizontais de um ponto arbitrário na curva

de transição e na curva da involuta, H� , H� denotam o ponto inicial e o ponto final da curva de transição,

�H1, �H1, �H2, �H2 representam o momento de inércia de área e a área da seção transversal, respectivamente;

os torques "1 = �1 (HV − H1) − �0GV e "2 = �1 (HV − H2) − �0GV denotam o efeito de flexão de �1 e �0

na parte das curvas de transição e evolvente.

Neste cálculo é adotado o deslocamento angular. De acordo com as características da curva

da involuta e da curva de transição, GV, HV, G1, H1, G2, H2, �H1, �H2, �H1 e �H2 podem ser expressos como

funções dos ângulos W, V ou g como apresentado por Ma et al. (2014), e então as rigidezes à compressão

axial, à flexão e ao cisalhamento podem ser escritas conforme as Equações 2.29, 2.30 e 2.31.
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1

:0
=

∫ U

c
2

sin2 V

��H1

3H1

3W
3W +

∫ V

g2

sin2 V

��H2

3H2

3g
3g (2.29)

1

:1
=

∫ U

c
2

[cos V(HV − H1) − GV sin V]2

��H1

3H1

3W
3W +

∫ V

g2

(cos V(HV − H2) − GV sin V)2

��H2

3H2

3g
3g (2.30)

1

:B
=

∫ U

c
2

1.2 cos2 V

��H1

3H1

3W
3W +

∫ V

g2

1.2 cos2 V

��H2

3H2

3g
3g (2.31)
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Primeiramente, a modelagem do engrenamento de Yi et al. (2019) considera 3 graus de liberdade

por engrenagem, totalizando 6 ao todo ao contabilizar as duas engrenagens. O vetor @, apresentado na

Equação 2.32, mostra os graus de liberdade considerados sendo G8, H8 as posições cartesianas do centro e

\8 o deslocamento angular de cada engrenagem 8 = 1, 2.

q = [G1 H1 \1 G2 H2 \2]
T (2.32)

Por ser uma formulação dinâmica do engrenamento as variáveis são dependentes do tempo e variam

a cada instante por estarem correlacionadas diretamente e indiretamente com as posições instantâneas e

do centro de cada engrenagem G8, H8 (8 = 1, 2). Dessa forma, é possível definir a distância entre centros

3 entre as engrenagens conforme a Equação 2.33. Com essa definição obtém-se a formulação do ângulo

de posição V (Equação 2.34), ângulo de pressão U (Equação 2.35) e razão de contato 2A (Equação 2.36),

sendo '8 o raio de base, '08 é o raio de adendo de cada engrenagem, 8 = 1, 2 e ?1 é o passo base do dente.

3 =

√
(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2 (2.33)

V = tan−1 H2 − H1

G2 − G1 + 30

(2.34)

U = cos−1 '1 + '2

3
= cos−1 '1 + '2√

(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2
(2.35)

2A =

(√
'2
01
− '2

1
+
√
'2
02
− '2

2
− 3 sinU

)

?1
(2.36)

Para contabilizar o efeito do engrenamento e o acoplamento entres os rotores e as engrenagens

é necessário definir a deformação relacionada à Linha de Ação LOA. Tal deformação, também chamada

de DTE, é expressa pela variável X e é dependente da posição de cada engrenagem G8, H8, dos valores

instantâneos do ângulo de pressão U e ângulo de posição V, raio da base '8 e o deslocamento angular

\8 de cada engrenagem. Nesta definição também é incluído o valor do erro estático de deformação, um

valor que não está associado à dinâmica do sistema e pode vir de fatores externos como a montagem do

conjunto engrenado. A Equação 2.37 expressa a formulação de X.

X(C) = (G1 − G2) sin(U − V) + (H1 − H2) cos(U − V) + '1\1 + '2\2 − 4(C) (2.37)

A próxima etapa é a definição da força do engrenamento; para isso, é necessário definir a

deformação efetiva da LOA 5 e sua velocidade associada 51, considerando o backlash 1C . A força

do engrenamento �< é, portanto, definida como o produto entre a rigidez do engrenamento  < pela

deformação efetiva 5 acrescida do valor do amortecimento, representado pelo produto do coeficiente

de amortecimento 2< pela velocidade associada à deformação efetiva 51. Tal força também pode ser

chamada de DMF. Tais relações são apresentadas nas Equações 2.38, 2.39, 2.40 e 2.41. Para o cálculo do
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2< é considerado o momento polar e de inércia �8 e o raio de base '8 de cada engrenagem, assim como o

valor do coeficiente de amortecimento b<, que de acordo com Yi et al. (2019) varia entre 0.03 e 0.17.

�< =  < 5 (X, 1C) + 2< 51(X, 1C) (2.38)

2< = 2b<

√
 <�1�2/(�2'

2
1
+ �1'

2
2
) (2.39)

5 (X, 1C) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X − 1C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

X + 1C (X < −1C)

(2.40)

51(X, 1C) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ẋ − 1̇C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

Ẋ + 1̇C (X < −1C)

(2.41)

A folga de backlash total é definida como a somatória entre a parcela inicial 10 proveniente do

projeto e a parcela dinâmica Δ1 associada à dinâmica do sistema. A definição do backlash é dada pelas

Equações 2.42 e 2.43, onde 8=E representa a função involuta do ângulo de pressão instantâneo U e do

inicial U0.

21C = 210 + Δ1 (2.42)

Δ1 = 2('1 + '2) (inv(U) − inv(U0)) (2.43)

Para desenvolver as equações do movimento e solucionar a dinâmica do sistema, Yi et al. (2019)

formularam a energia cinética ) (Equação 2.45) e a energia potencial * (Equação 2.46) do sistema em

que r8 (Equação 2.44) é o vetor posição e l8 é a velocidade angular de cada engrenagem. Além disso, é

definida a função de dissipação ' (Equação 2.47). Vale ressaltar que as engrenagens estão associada a

mancais com coeficientes de rigidez :G8, :H8 e coeficientes de amortecimento 2G8 e 2H8.

r1 = G1i + H1 j, r2 = G2i + H2 j (2.44)

) =
(<1(∥ ṙ1∥)

2 + �1(l1 + \̇1)
2 + <2(∥ ṙ2∥)

2 + �2(l2 + \̇2)
2)

2
(2.45)

* =
[(:G1G

2
1
+ :H1H

2
1
+ :G2G

2
2
+ :H2H

2
2
) + :< 5

2(X, 1C)]

2
(2.46)

' =
[(2G1Ġ

2
1
+ 2H1 Ḣ

2
1
+ 2G2Ġ

2
2
+ 2H2 Ḣ

2
2
) + 2< 5

2
1
(X, 1C)]

2
(2.47)
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O vetor {&} (Equação 2.48) representa o vetor de forças generalizadas para esse sistema. Neste

caso, como adaptação do modelo de Yi et al. (2019), são consideradas as forças de desbalanceamento

(Equações 2.49 e 2.50) para cada engrenagem ao invés da excentricidade definida originalmente no

modelo, uma vez que a representação física e matemática é a mesma. Além disso, é considerado o torque

)8 aplicado a cada engrenagem.

{&} = [�D1G �D1H )1 �D2G �D2H − )2]
T (2.48)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

�D1G = <141l
2
1

cos(l1C)

�D1H = <141l
2
1

sin(l1C)
(2.49)

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

�D2G = <242l
2
2

cos(l2C)

�D2H = <242l
2
2

sin(l2C)
(2.50)

Aplicando-se a formulação de Lagrange, Equação 2.51, obtém-se as equações do movimento

completas do sistema apresentado na Equação 2.52, onde m@8 representa a derivada parcial da função em

relação à coordenada generalizada @8, assim como apresentado na Equação 2.53.

d

dC

(
m)

m@̇8

)
−
m)

m@8
+
m*

m@8
+
m'

m@̇8
= &8 (2.51)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

<1G̈1 + 2G1Ġ1 + :G1G1 + 2< 51(X, 1C) · mĠ1
51 + :< 5 (X, 1C) · mG1

5 = �D1G

<1 Ḧ1 + 2H1 Ḣ1 + :H1H1 + 2< 51(X, 1C) · mḢ1
51 + :< 5 (X, 1C) · mH1

5 = �D1H

�1\̈1 + 2< 51(X, 1C) · m\̇1
51 + :< 5 (X, 1C) · m\1

5 = )1

<2G̈2 + 2G2Ġ2 + :G2G2 + 2< 51(X, 1C) · mĠ2
51 + :< 5 (X, 1C) · mG2

5 = �D2G

<2 Ḧ2 + 2H2 Ḣ2 + :H2H2 + 2< 51(X, 1C) · mḢ2
51 + :< 5 (X, 1C) · mH2

5 = �D2H

�2\̈2 + 2< 51(X, 1C) · m\̇2
51 + :< 5 (X, 1C) · m\2

5 = −)2

(2.52)

m@8X =
mX

m@8
, m@8 5 =

m 5 (X, 1C)

m@8
, m@̇8 51 =

m 51(X, 1C)

m@̇8
(2.53)

As equações a seguir apresentam a formulação das derivadas parciais utilizadas nas equações do

movimento, onde (̇) representa a derivada em relação ao tempo.

Ẋ(C) = Ġ1 · mG1
X + Ḣ1 · mH1

X + \̇1 · m\1
X + Ġ2 · mG2

X + Ḣ2 · mH2
X + \̇2 · m\2

X − 4̇(C)

1̇C = ('1 + '2) tan2 U · (Ġ1 · mG1
U + Ḣ1 · mH1

U + Ġ2 · mG2
U + Ḣ2 · mH2

U)
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mG1
X = sin(U − V) + [(G1 − G2) cos(U − V) − (H1 − H2) sin(U − V)] (mG1

U − mG1
V)

mH1
X = cos(U − V) + [(G1 − G2) cos(U − V) − (H1 − H2) sin(U − V)] (mH1

U − mH1
V)

mG2
X = − sin(U − V) + [(G1 − G2) cos(U − V) − (H1 − H2) sin(U − V)] (mG2

U − mG2
V)

mH2
X = − cos(U − V) + [(G1 − G2) cos(U − V) − (H1 − H2) sin(U − V)] (mH2

U − mH2
V)

m\1
X = '1, m\2

X = '2

mG8 5 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mG8X − mG81C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

mG8X + mG81C (X < −1C)

; mG81C = ('1 + '2) tan2 U · mG8U (8 = 1, 2)

mH8 5 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mH8X − mH81C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

mH8X + mH81C (X < −1C)

; mH81C = ('1 + '2) tan2 U · mH8U (8 = 1, 2)

m\1
5 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

'1 − m\1
1C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

'1 + m\1
1C (X < −1C)

, m\1
1C = 0

m\2
5 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

'2 − m\2
1C (X > +1C)

0 ( |X | ≤ 1C)

'2 + m\2
1C (X < −1C)

, m\2
1C = 0

mĠ8 51 = mG8 5 ; mḢ8 51 = mH8 5 ; m\̇8 51 = m\8 5 ; (8 = 1, 2)

mG1
U = −mG2

U = −
('1 + '2) (G2 − G1 + 30)

[
(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2

] √
(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2 − ('1 + '2)2

mH1
U = −mH2

U = −
('1 + '2) (H2 − H1)

[
(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2

] √
(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2 − ('1 + '2)2

mG1
V = −mG2

V =
H2 − H1

(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2
; mH1

V = −mH2
V = −

G2 − G1 + 30

(G2 − G1 + 30)2 + (H2 − H1)2



CAPÍTULO III

METODOLOGIA

Neste trabalho a modelagem da folga de backlash, proposta por Yi et al. (2019), foi implementada

em um código Python em associação com a biblioteca ROSS. Neste sentido, adaptações deste modelo

foram realizadas para a plena integração com a biblioteca. Além disso, um modelo analítico simplificado

foi proposto para facilitar a compreensão do problema. Tal modelo visa a identificação das frequências

naturais associadas ao comportamento dinâmico de um sistema simples de duas engrenagens.

3.1 Implementação do Modelo Dinâmico de Backlash

Como o objetivo visa a utilização do ambiente ROSS (Seção 2.1.3) para a utilização do modelo

proposto por Yi et al. (2019), foi feita a implementação de um programa computacional deste modelo

em código Python. Além disso, o mais importante, foi feita a adequação para o sistema de 6 graus de

liberdade por nó que será apresentada na Seção 3.2.

O modelo de engrenamento já implementado no ROSS acopla os rotores de acordo com a Equa-

ção 2.16 e é multiplicada pela rigidez média ou pelo valor instantâneo da função rigidez com relação ao

tempo  <. Entretanto, o modelo de Yi et al. (2019) apresenta o acoplamento entre as engrenagens por

meio da força de engrenamento �<, assim como apresentado na Equação 2.38. Portanto, o efeito da folga

de backlash não estava em consonância com o acoplamento já implementado, assim impossibilitando seu

uso. Dessa forma, para a implementação coerente da expansão do modelo proposto por Yi et al. (2019),

a matriz [ <4Bℎ], representada pela Equação 2.15 foi desprezada. Assim, o acoplamento foi substituído

pela inclusão da força presente na Equação 2.38 proposta por Yi et al. (2019) e expandida na Seção 3.2

nos devidos graus de liberdade. Vale ressaltar que esta força apresenta gdl das duas engrenagens e assim

acopla os dois rotores.

Ao realizar essa substituição ainda é possível utilizar os recursos do ROSS para modelagem

de rotores, determinação das matrizes de massa, rigidez, amortecimento, efeito giroscópico e análise

dinâmica em associação com a modelagem da folga de backlash.

Além disso, outro ponto de extrema relevância é a integração numérica utilizada. O Apêndice A
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3.2 Expansão da Implementação do Modelo Dinâmico de Backlash

3.2.1 Expansão para 6 Graus de Liberdade

Para poder implementar o modelo da folga de backlash dinâmico proposto por Yi et al. (2019)

e poder utilizá-lo com o ROSS foi necessário a expansão do modelo de 3 gdl por nó, como mostrado

na Equação 2.32 para o sistema de 6 gld por nó como apresentado na Equação 2.4. Dessa maneira

foi adicionada a translação axial I8 e as rotações em torno dos eixos - e . , \G8 e \H8, respectivamente.

Portanto, a formulação agora utiliza os graus de liberdade por nó dispostos conforme a Equação 3.1, sendo

8 o nó considerado. Neste caso, 8 = 1 representa a engrenagem pinhão e 8 = 2 representa a engrenagem

coroa.

{@(C)} = {G8, H8, I8, \G8, \H8, \I8}
) (3.1)

Tal expansão não é exigida para o funcionamento do modelo, uma vez que seria possível atribuir

valores nulos aos gdl não presentes no modelo. Entretanto, a expansão foi utilizada pois desta maneira

pode-se atribuir a este modelo a influência do ângulo de hélice do engrenamento. Kubur et al. (2004)

apresentam uma formulação para o DTE que contempla o ângulo de hélice das engrenagens e os gdl não

considerados anteriormente. A Figura 3.3 apresenta o esquema utilizado e a Equação 3.2 apresenta a

formulação matemática correspondente.

Figura 3.3 – Modelo de 6 gdl

Fonte: Adaptado de Kubur et al. (2004)
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X(C) = [(G1 − G2) sink + (H1 − H2) cosk + '1\I1 + '2\I2] cos Vℎ

+
[
(I2 − I1) + ('1\G1 + '2\G2) sink + ('1\H1 + '2\H2) cosk

]
sin Vℎ − 4(C)

(3.2)

Dessa forma, como agora o ângulo de hélice está incluído na modelagem do DTE, ele deve ser

considerado também para o cálculo da folga de backlash dinâmico 1C . Mo et al. (2025) apresenta uma

formulação de 1C que contempla a característica de engrenagens helicoidais. Tal adaptação do modelo

de Yi et al. (2019) considerando a formulação de Mo et al. (2025) é apresentado na Equação 3.3.

1C = 10 + ('1 + '2) (inv(U) − inv(U0)) cos Vℎ (3.3)

Além disso, como foi feita a adição de gdl e a inclusão do ângulo de hélice, é necessária a correção

das equações do movimento (Equação 2.52) uma vez que agora as derivadas m@8 contemplam mais graus

de liberdade e as funções X e 1C apresentam mais variáveis. As Equações 3.4 até 3.10 apresentam a

formulação dessas derivadas.

mG81C = ('1 + '2) tan2 U · mG8U · cos Vℎ

mH81C = ('1 + '2) tan2 U · mH8U · cos Vℎ

(3.4)

As derivadas parciais do DTE (com k = U − V), são apresentadas a seguir com as variáveis

auxiliares Δtrans e Δrot.

Δtrans = (G1 − G2) cosk − (H1 − H2) sink

Δrot = ('1\G1 + '2\G2) cosk − ('1\H1 + '2\H2) sink

(3.5)

mG1
X = (sink + ΔtransmG1

k) cos Vℎ + (ΔrotmG1
k) sin Vℎ

mH1
X = (cosk + ΔtransmH1

k) cos Vℎ + (ΔrotmH1
k) sin Vℎ

mG2
X = (− sink + ΔtransmG2

k) cos Vℎ + (ΔrotmG2
k) sin Vℎ

mH2
X = (− cosk + ΔtransmH2

k) cos Vℎ + (ΔrotmH2
k) sin Vℎ

(3.6)

mI1X = − sin Vℎ, mI2X = sin Vℎ (3.7)

m\G1
X = '1 sink sin Vℎ, m\G2

X = '2 sink sin Vℎ (3.8)

m\H1
X = '1 cosk sin Vℎ, m\H2

X = '2 cosk sin Vℎ (3.9)

m\I1
X = '1 cos Vℎ, m\I2

X = '2 cos Vℎ (3.10)





38

51(X, 1C) = mX 5 · Ẋ + m1C 5 · 1̇C (3.13)

m@8 5 = mX 5 · m@8X + m1C 5 · m@81C (3.14)

mX 5 = 1 +
1

2

[
tanh(f(X − 1C)) + f(X − 1C) (1 − tanh2(f(X − 1C)))

− tanh(f(X + 1C)) − f(X + 1C) (1 − tanh2(f(X + 1C)))

] (3.15)

m1C 5 =
1

2

[
− tanh(f(X − 1C)) − f(X − 1C) (1 − tanh2(f(X − 1C)))

− tanh(f(X + 1C)) − f(X + 1C) (1 − tanh2(f(X + 1C)))

] (3.16)
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A definição das coordenadas relativas é apresentada na Equação 3.18.

bA4; = b1 − b2 (Translação relativa perpendicular à LOA)

[A4; = [1 − [2 (Translação relativa paralela à LOA)

DA4; = D1 + D2 (Deslocamento relativo paralelo à LOA associado à torção)

(3.18)

Para se obter as equações do movimento para as coordenadas relativas, primeiro escreve-se as

equações do movimento para as coordenadas b8, [8, D8 (8 = 1, 2) conforme apresentado pela Equação 3.19.

Para as coordenadas b8 não há força de engrenamento perpendicular à LOA. Já para as coordenadas [8

existe a ação e reação da força de engrenamento paralela à LOA. Tratando-se das coordenadas D8, a força

de engrenamento é traduzida em torque e por isso é multiplicada pelo valor do raio de base.

<[̈1 +  [1 + �" = 0

<[̈2 +  [2 − �" = 0

�1\̈1 + '1�" = 0

�2\̈2 + '2�" = 0

<b̈1 +  b1 = 0

<b̈2 +  b2 = 0

(3.19)

Considerando a mudança de coordenadas de \8 para D8 e adotando a massa equivalente à torção

"4@8 (Equações 3.20 e 3.21), e aplicando-se a relação de coordenadas relativas (Equação 3.18) às Equações

de movimento da Equação 3.19, são obtidas as relações dadas pela Equação 3.22.

D8 = '8\8 =⇒ \̈8 =
D̈8

'8
(3.20)

"4@8 =
�8

'2
8

(3.21)

<[̈A4; +  [A4; + 2�" = 0

"4@D̈A4; + 2�" = 0

<b̈A4; +  bA4; = 0

(3.22)

Considerando a definição da força �< de acordo com a Equação 3.23 e realizando as opera-

ções algébricas necessárias, obtêm-se as equações de movimento para as coordenadas generalizadas
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bA4; , [A4; , DA4; (Equações 3.24).

�< =  <X, X = [A4; + DA4; (3.23)

<[̈A4; + ( + 2 <)[A4; + 2 <DA4; = 0

"4@D̈A4; + 2 <[A4; + 2 <DA4; = 0

<b̈A4; +  bA4; = 0

(3.24)

Dessa maneira, é possível escrever as equações na forma matricial, como mostrado pela Equa-

ção 3.25.

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

< 0 0

0 "4@ 0

0 0 <

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[̈A4;

D̈A4;

b̈A4;

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

 + 2 < 2 < 0

2 < 2 < 0

0 0  

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

[A4;

DA4;

bA4;

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0

0

0

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭

(3.25)

Assim, a partir da resolução dos autovalores é possível determinar as frequências naturais desse

sistema de engrenagens simplificado conforme apresentado pelas Equações 3.26, 3.27, 3.28 e 3.29.

det

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

( + 2 <) − <l
2 2 < 0

2 < 2 < − "4@l
2 0

0 0  − <l2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦

= 0 (3.26)

(<"4@)l
4 −

[
"4@ ( + 2 <) + 2< <

]
l2 + 2  < = 0 (3.27)

l2
1,3 =

"4@ ( + 2 <) + 2< < ±

√[
"4@ ( + 2 <) + 2< <

]2
− 8<"4@  <

2<"4@

(3.28)

 − <l2
2 = 0 =⇒ l2 =

√
 

<
(3.29)





43

principais parâmetros utilizados no modelo.

)1 = )10 + )10 sin(l1C), )2 = )20 + )20 sin(l2C) (4.1)

Tabela 4.1 – Principais parâmetros utilizados no modelo.

Parâmetro Valor

Geometria e Propriedades Físicas

Número de dentes /1//2 20

Módulo < (mm) 10

Largura do dente � (mm) 30

Ângulo de pressão inicial U0 (◦) 20

Distância entre centros inicial 30 (mm) 200

Razão de contato de projeto 2A 1.5568

Massa da engrenagem <1, <2 (kg) 6.57

Momento de inércia �1, �2 (kg ·m2) 0.0365

Propriedades de Rigidez e Amortecimento

Rigidez do mancal :G1,H1, :G2,H2 (N/m) 1.0 × 108

Amortecimento do mancal 2G1,H1, 2G2,H2 (N · s/m) 512.64

Razão de amortecimento de engrenamento b< 0.07

Rigidez de engrenamento em contato simples :B (N/m) 3.6228 × 108

Rigidez de engrenamento em contato duplo :3 (N/m) 6.5072 × 108

Condições de Operação e Excitação

Torque médio )10, )20 (N ·m) 300

Flutuação de torque )10, )20 (N ·m) 100

Backlash inicial 10 (`m) 50

Amplitude de erro 40 (`m) 20

Magnitude do desbalanceamento em 1 e 2 (kg ·m) 0

Fase do desbalanceamento em 1 e 2 (◦) 0

Fonte: Adaptado de Yi et al. (2019).

Este artigo realiza as análises para as seguintes velocidades de rotação 1000 rpm, 3000 rpm,

4500 rpm e 6000 rpm. Obtêm-se as respostas de vibração para a coordenada G1 (deslocamento lateral da

primeira engrenagem), vibração da deformação da Linha de Ação, X, e a Dynamic Meshing Force (DMF)

que representa a força dinâmica do engrenamento, neste trabalho dada como �<. Além disso, o código

implementado apresentada, também, a rigidez do engrenamento ( <), distância entre centros (3), ângulo

de pressão (U) e razão de contato (2A). O painel referente à velocidade de 1000 rpm é apresentado na

Figura 4.2.
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A análise quantitativa apresentada na Tabela 4.2 está alinhada matematicamente com as obser-

vações dos gráficos. A coordenada de deslocamento G1 demonstra um excelente ajuste em relação à

referência, apresentando os menores erros relativos da análise (um NRMSE de apenas 8, 03% a 1000

rpm e 7, 21% a 3000 rpm). Por outro lado, verifica-se que os maiores desvios concentram-se na Força

Dinâmica de Engrenamento (�<), atingindo um erro normalizado de até 23, 88%. Esse comportamento

estatístico evidencia que a formulação numérica da força de engrenamento é altamente sensível, refletindo

diretamente as pequenas divergências propagadas pelo cálculo da deformação na linha de ação (X), a qual

registrou um erro médio absoluto (MAE) em torno de 2, 117 `m a 2, 225 `m. Observa-se ainda que as

métricas de erro tendem a diminuir ligeiramente com o incremento da rotação para 3000 rpm, sugerindo

uma melhor estabilidade do modelo avaliado em regimes operacionais mais elevados.

Tabela 4.2 – Métricas estatísticas de validação do modelo implementado

Variável Rotação (rpm) MAE RMSE NRMSE (%)

G1 [`m]
1000 1.334 1.556 8.030

3000 1.129 1.423 7.210

X [`m]
1000 2.225 2.699 14.580

3000 2.117 2.634 11.380

�< (DMF) [kN]
1000 1.158 1.500 23.880

3000 1.097 1.439 22.150

Obs: MAE (Mean Absolute Error – Erro Médio Absoluto); RMSE (Root Mean Square Error – Raiz do Erro Quadrático Médio); NRMSE

(Normalized Root Mean Square Error – Erro Quadrático Médio Normalizado).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar da coerência para as primeiras velocidades, para a rotação de 4500 rpm o modelo imple-

mentado já apresenta divergências significativas ao se comparar com os resultados do artigo de referência.

A Figura 4.12 apresenta a comparação com os resultados obtidos por Yi et al. (2019). Já a Figura 4.14

apresenta o painel de resultados principais do modelo implementado. Observa-se que, para a velocidade

considerada, o modelo de Yi et al. (2019) apresenta uma resposta periódica, o que não foi observado no

modelo implementado.

Já para a velocidade de 6000 rpm ambos os modelos apresentam respostas não periódicas. A

Figura 4.13 apresenta a comparação entre o modelo de Yi et al. (2019) e o modelo implementado. Já a

Figura 4.15 apresenta o painel de resultados principais para a simulação para 6000 rpm.
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4.2 Resultados do Modelo da Literatura com Método Analítico

Com isso em mente, o modelo analítico proposto na Seção 3.3 foi desenvolvido para verificar

as divergências apresentadas anteriormente. A Tabela 4.3 contém os valores que foram utilizados no

modelo analítico para a determinação das frequências naturais por meio do problema de autovalores.

São utilizados os mesmos valores de inércia e rigidez dos mancais apresentados por Yi et al. (2019);

entretanto, como o modelo simplificado não utiliza a rigidez variável no tempo, foi definido o valor de

 < como a média entra :B e :3 .

Tabela 4.3 – Parâmetros do modelo analítico e frequências naturais resultantes

Descrição Parâmetro Valor

Massa < (kg) 6.57

Massa equivalente "4@ (kg) 4.13

Rigidez do suporte/mancal  (N/m) 1 × 108

Rigidez de engrenamento  " (N/m) 5 × 108

Frequência natural (Translação paralela à LOA - [A4;) l1 (rad/s) 1448 rpm

Frequência natural (Translação perpendicular à LOA - bA4;) l2 (rad/s) 1862 rpm

Frequência natural (Rotação das engrenagens na LOA - DA4;) l3 (rad/s) 9551 rpm

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que a frequência natural l1 = 1448 rpm tem um valor muito próximo à primeira velo-

cidade crítica de 1.2 Krpm apresentada pelo modelo implementado conforme mostrado na Figura 4.16b.

Essa é a frequência que corresponde ao movimento paralelo à LOA, [A4; (Equações 3.17 e 3.18).

A frequência l2 = 1862 rpm, encontrada no modelo analítico e no implementado, mas não no

proposto por Yi et al. (2019), é associada com a translação perpendicular à LOA, bA4; (Equações 3.17

e 3.18). Para verificar essa hipótese foi gerado um Diagrama de Bifurcação para a coordenada \1,

como apresentado pela Figura 4.17. Observa-se que neste diagrama não há a presença da frequência

de 1.8 Krpm. Esta, portanto, é a evidência que essa segunda frequência está intrinsecamente associada

à translação perpendicular à LOA bA4; (Equações 3.17 e 3.18). Além disso, nesse diagrama é possível

perceber que a frequência da translação paralela à LOA associada a [A4; apresenta o menor valor de

amplitude, uma vez que esse diagrama está sendo analisado para uma coordenada torcional.









63

Tabela 4.4 – Parâmetros do Modelo para Simulação da Caixa de Engrenagem

Parâmetro Valor

Geometria e Propriedades Físicas

Dentes /1//2 27/169

Velocidades de Rotação (rpm) 12225/1953

Módulo (mm) 4.67

Ângulo de pressão U0 (◦) 20.00

Ângulo de hélice (◦) 30.97

Propriedades de Rigidez e Amortecimento

Razão de amortecimento de engrenamento b< 0.07

Rigidez de engrenamento variável no tempo (N/m) Perfil Completo calculado pelo ROSS

Condições de Operação e Excitação

Velocidade do pinhão (rpm) 12225

Mag. Desbalanceamento [Eng. 1, Eng. 2] (kg ·m) [0.0063, 0.3154]

Fase Desbalanceamento [Eng. 1, Eng. 2](◦) [0.0, 180]

Configurações Numéricas e de Simulação

Backlash inicial 10 (`m) 20

Amplitude de erro 40 (`m) 0

Método de integração Newmark & Newton-Raphson

Passo de tempo 3C (s) 8.18 × 10−7

Obs: Por se tratar de um modelo de rotores interno e estar no escopo do projeto de pesquisa com a empresa parceira, os dados

completos da máquina não podem ser divulgados.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 4.22 apresenta o painel com os resultados principais da simulação realizada. A Fi-

gura 4.23 apresenta o perfil da Força de Engrenamento obtida e a sua ampliação.

A partir dos resultados obtidos percebe-se que para a velocidade simulada o sistema apresenta

resposta periódica com as frequências nas velocidades de rotação 1953 rpm e 12225 rpm, sendo mais

presente na velocidade maior. Além disso, a frequência associada à velocidade de rotação multiplicada

pelo número de dentes da engrenagem menor se mantém, sendo observada principalmente na rigidez

variável.
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4.4.2 Suavização da Função de Backlash

Para verificar a suavização da função de cálculo do backlash dinâmico, a simulação da caixa de

engrenagens da Petrobras foi executada de 4 maneiras. A simulação de controle foi feita sem a suavização,

já as outras 3 simulações foram realizadas considerando diferentes valores de f. Além disso, foi utilizado

o mesmo modelo matemático da caixa de engrenagem discretizado em MEF, discretização temporal, e

aplicação de forças e torques, como apresentado na Seção 4.3.

A Tabela 4.5 apresenta um panorama das 4 simulações, valores de f e tempos de execução. Já

a Figura 4.25 apresenta as respostas deformação da LOA X, folga de backlash dinâmico, 1C e Força do

Engrenamento �< para todas as simulações.

Tabela 4.5 – Comparação dos parâmetros e resultados das simulações

Parâmetro/Dado Simulação 1 Simulação 2 Simulação 3 Simulação 4

Suavização ativada Não Sim Sim Sim

Valor de f da suavização – 1 · 104 5 · 104 1 · 105

Passo de tempo 8.18 · 10−7B 8.18 · 10−7B 8.18 · 10−7B 8.18 · 10−7B

Tempo de simulação total (min:s) 31:02 33:22 28:23 29:15

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando as 4 simulações percebe-se que, de fato, aumentar o valor de f torna a função mais

próxima do modelo de controle, assim como descrito por Walha, Fakhfakh e Haddar (2006), mas também

aumenta o tempo de simulação como mostrado na diferença entre as simulações 3 e 4. Com um valor

de f mais baixo (como 1 × 104) o sistema dinâmico apresenta diferenças significativas com o controle

não representando mais o sistema simulado. Portanto, devido à diferença do sistema dinâmico, resulta o

maior tempo de simulação.

Além disso, ao utilizar f = 1 × 105 houve uma redução do tempo de simulação, em relação ao

controle, de aproximadamente 7.3%. Vale lembrar que este ainda é um sistema mais simples uma vez

que não considera a dinâmica completa de todo o trem de máquinas (motor - caixa de engrenagem -

compressor/turbomáquina), sendo considerada apenas a dinâmica da caixa de engrenagem.

Para sistemas mais complexos, a suavização torna-se uma ferramenta interessante com o objetivo

de facilitar a integração numérica e obter respostas dinâmicas mais rápidas sem perder representatividade

da simulação.





CAPÍTULO V

CONSIDERAÇÕES FINAIS

5.1 Conclusões

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de uma metodologia de cálculo da influência da folga

de backlash dinâmico no comportamento vibratório de um conjunto de rotores. Tal fenômeno tem sua

importância respaldada na vasta utilização de trens de engrenagens em diversos setores da engenharia

mecânica. Assim, este efeito é importante para o desenvolvimento de modelos mais representativos

proporcionando uma análise confiável da dinâmica de rotação de um trem engrenado.

Nesse sentido, este trabalho cumpriu o objetivo de desenvolver uma implementação numérica para

o cálculo da folga dinâmica de backlash. Tal modelagem, feita com base no trabalho anterior de Yi et

al. (2019), foi validada de maneira coerente com o encontrado na literatura. Além disso, foi possível

observar ainda a interação entre os efeitos de deslocamentos paralelos e perpendiculares à Linha de Ação

das engrenagens. O desenvolvimento de um modelo analítico simplificado permitiu verificar a validade

do modelo implementado, considerando os avanços em relação à referência base.

Ademais, o modelo base teve sua formulação expandida para contemplar, também, engrenagens de

dentes helicoidais, a partir do desenvolvimento feito por Kubur et al. (2004). A metodologia de suavização

da função de backlash dinâmico proposta por Walha, Fakhfakh e Haddar (2006) também foi adicionada

à implementação feita. O modelo desenvolvido e implementado, associado com essas ferramentas, foi

aplicado em um caso de modelagem real de um conjunto engrenado utilizado em plantas industriais da

Petrobras, onde foi possível observar o funcionamento prático do código testado.

Apesar dos resultados promissores, o estudo apresenta algumas limitações. O modelo foi restrito

à análise de um par de engrenagens cilíndricas de dentes retos e helicoidais, não contemplando outras

geometrias. Além disso, devido à complexidade das equações não lineares de movimento, a execução

computacional pode ser demorada. Ainda assim, a formulação proposta apresenta forte potencial de

integração com os gêmeos digitais (digital twins). Nesse cenário, o modelo pode atuar como referência

para a verificação periódica do sistema rotativo real, monitorando continuamente o equipamento para

apontar alterações físicas, falhas ou desgastes ao longo de sua vida útil.
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Em suma, o desenvolvimento realizado neste trabalho contribui para o avanço e a pesquisa na

área de sistemas engrenados, através do desenvolvimento de um modelo representativo para o backlash

dinâmico. Além disso, o modelo implementado mostra-se como uma solução confiável por estar em

associação com o Rotordynamic Open-Source Software (ROSS), código computacional já testado nos

mais diferentes cenários de aplicação industrial.

5.2 Sugestões de trabalhos futuros

Como sugestões de trabalhos futuros para continuação desta dissertação pode-se citar:

• Desenvolvimento de bancada experimental para validação das simulações computacionais;

• Utilização da metodologia proposta para a análise de vida de engrenagens;

• Adequação da metodologia para trens com mais de duas engrenagens;

• Desenvolvimento de metodologia para engrenagens planetárias;

• Desenvolvimento de metodologia para engrenagens cônicas.
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APÊNDICE A

INTEGRAÇÃO NUMÉRICA PELO MÉTODO DE NEWMARK E

CONVERGÊNCIA POR NEWTON-RAPHSON

O Método de Newmark (NEWMARK, 1959) é um procedimento numérico robusto para soluci-

onar equações diferenciais no domínio do tempo. Na análise de sistemas rotativos e engrenagens com

severas não linearidades, sua formulação clássica é acoplada a rotinas iterativas de correção para garantir

convergência e estabilidade da solução (VISNADI, 2022).

1.1 Formulação Clássica do Método

A formulação baseia-se na expansão em série de Taylor para o vetor de deslocamentos {@}.

Considerando o passo de tempo ΔC = C2 − C1, o método introduz os parâmetros V e W para controlar a

precisão e estabilidade, relacionando os estados do sistema entre dois instantes consecutivos:

{@}C2 = {@}C1 + {@̇}C1ΔC +

(
1

2
− V

)
ΔC2{@̈}C1 + VΔC

2{@̈}C2 (1.1)

{@̇}C2 = {@̇}C1 + (1 − W)ΔC{@̈}C1 + WΔC{@̈}C2 (1.2)

Adotando a regra do ponto médio (V = 1/4 e W = 1/2), garante-se um esquema incondicionalmente

estável para sistemas lineares e precisão de segunda ordem (VISNADI, 2022). O método é implícito, pois

as equações dependem da aceleração no próprio instante a ser avaliado ({@̈}C2).
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1.2 Formulação de Convergência e Newton-Raphson

Devido às não linearidades a solução implícita direta não é possível, adotando-se uma abordagem

preditor-corretor com Newton-Raphson. Na etapa de previsão, as estimativas para o próximo passo

assumem um incremento nulo de aceleração:

{@}∗C2 = {@}C1 + {@̇}C1ΔC +

(
1

2
− V

)
ΔC2{@̈}C1 (1.3)

{@̇}∗C2 = {@̇}C1 + (1 − W)ΔC{@̈}C1 (1.4)

{@̈}∗C2 = {0} (1.5)

Em seguida, avalia-se o resíduo dinâmico {'} do sistema. Para satisfazer o equilíbrio dinâmico,

o resíduo deve tender a zero:

{'}C2 = {�4GC}C2 + {�=; ({@}C2 , {@̇}C2)} −
(
["]{@̈}C2 + [�]{@̇}C2 + [ ]{@}C2

)
= 0 (1.6)

Sendo ["], [�] e [ ] as matrizes de massa, amortecimento e rigidez; {�4GC} as forças externas

e {�=;} as forças não lineares.

Para anular o resíduo iterativamente, aplica-se o método de Newton-Raphson. A correção dos

estados exige a inversão da matriz Jacobiana [�] que, devido à complexidade analítica, é construída

numericamente (FRIBERG, 1987):

[�] = ["] + WΔC [�] + VΔC2 [ ] −
m{�=;}

m{@̈}
(1.7)

A derivada numérica é obtida aplicando uma pequena perturbação n nas acelerações e avaliando a

variação da força não linear correspondente. A correção da aceleração (Δ{@̈}) a cada iteração de Newton

resolve o sistema:

[�]Δ{@̈} = {'} (1.8)

Os vetores de estado são então atualizados:

{@̈}C2 ← {@̈}C2 + Δ{@̈} (1.9)

{@̇}C2 ← {@̇}C2 + WΔCΔ{@̈} (1.10)

{@}C2 ← {@}C2 + VΔC
2
Δ{@̈} (1.11)

O processo iterativo se repete até a norma do resíduo ser inferior à tolerância definida (C>; = 10−6).
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1.3 Algoritmo de Passo de Tempo Adaptativo

Transições abruptas da força exigem controle do incremento de tempo. Para otimizar o custo

computacional mantendo a estabilidade, utiliza-se um passo de tempo adaptativo baseado nas iterações

do Newton-Raphson:

• Convergência Rápida: Se atingida em poucas iterações (menor ou igual a 5), o subpasso (ΔCBD1) é

duplicado, respeitando o limite do passo macro.

• Convergência Lenta: Se demandar muitas iterações (maior ou igual a 10), o subpasso é reduzido à

metade, com um limite mínimo para evitar interrupções.

• Divergência: Caso não atinja a tolerância em 15 iterações, o passo é descartado, o subpasso cai

para 25% de seu valor e a integração retrocede.

A rotina foi implementada em Python e compilada just-in-time (JIT) via Numba, garantindo

desempenho computacional.
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