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SOUSA, M. A. B., Implementacao de modelo de folga de backlash dinAmico em engrenagens para
andlise de dinamica de rotacdo. 2026. 95 f. Dissertacdo de Mestrado, Universidade Federal de
Uberlandia, Uberlandia.

RESUMO

Caixas de engrenagens sdo componentes essenciais em maquinas rotativas industriais, mas fendme-
nos nao lineares como o backlash dindmico e a rigidez de engrenamento variante no tempo (7ime-Varying
Mesh Stiffness - TVMS) introduzem elevada complexidade a sua resposta estrutural global. Dessa forma,
torna-se necessario o desenvolvimento de ferramentas capazes de representar adequadamente o compor-
tamento do sistema e auxiliar na compreensdo dos fendmenos envolvidos. Nesse contexto, o objetivo
deste estudo foi desenvolver um modelo matemadtico capaz de interpretar tais efeitos e relaciona-los a
dindmica de rotagdo. Para tanto, um modelo ndo linear de engrenamento foi codificado em Python e
integrado a biblioteca Rotordynamic Open-Source Software (ROSS), baseada no Método dos Elementos
Finitos (MEF). A formulac¢do original de 3 graus de liberdade (gd/) por engrenagem foi expandida para
6 gdl por no6, viabilizando a inclusdao de parametros geométricos e for¢as de engrenagens helicoidais.
Adicionalmente, incorporou-se uma técnica de suavizacdo por tangentes hiperbdlicas para lidar com
descontinuidades numéricas e otimizar a convergéncia dos integradores temporais. Para a resolucdo das
equagoes diferenciais de movimento, utilizou-se o método de Newmark combinado com o algoritmo de
Newton-Raphson e passo de tempo adaptativo. Um modelo analitico simplificado também foi desenvol-
vido para determinar as frequéncias naturais do par engrenado. Os resultados foram validados com a
literatura, evidenciando frequéncias naturais perpendiculares e paralelas a Linha de A¢do (Line of Action
- LOA). Diagramas de bifurcacdo confirmaram transi¢des claras entre regimes de movimento periddico e
cadtico em altas velocidades. Por fim, a metodologia integrada foi aplicada a um caso prético real de uma
caixa de engrenagens industrial de grande porte operada pela Petrobras (rotagdo de entrada de 1953 rpm
e saida de 12225 rpm) empregando o perfil completo de rigidez de engrenamento calculado pelo ROSS.
Para este caso, a ferramenta de suavizacio indicou uma redu¢do de aproximadamente 7,3% no tempo total
de processamento computacional sem perda de representatividade fisica do sistema dindmico. Conclui-se
que a abordagem desenvolvida representa uma solugdo para o projeto mecanico e o diagndstico de falhas

em transmissoes industriais complexas.

Palavras-chave: Backlash, Rigidez de Engrenamento, Engrenagem, Andlise Dindmica, ROSS



SOUSA, M. A. B., Implementation of a dynamic backlash model in gears for rotational dynamics
analysis 2026. 95 p. Master Dissertation, Federal University of Uberlandia, Uberlandia.

ABSTRACT

Gearboxes are essential components in industrial rotating machinery, but nonlinear phenomena
such as dynamic backlash and time-varying mesh stiffness (TVMS) introduce high complexity to their
overall structural response. Thus, it becomes necessary to develop tools capable of adequately representing
system behavior and aiding in the understanding of the involved phenomena. In this context, the objective
of this study was to develop a mathematical model capable of interpreting such effects and relating them
to rotational dynamics. To this end, a nonlinear meshing model was coded in Python and integrated into
the Rotordynamic Open-Source Software (ROSS) library, based on the Finite Element Method (FEM).
The original formulation of 3 degrees of freedom (DOF) per gear was expanded to 6 DOF per node,
enabling the inclusion of geometric parameters and helical gear forces. Additionally, a hyperbolic tangent
smoothing technique was incorporated to handle numerical discontinuities and optimize the convergence
of time integrators. To solve the differential equations of motion, the Newmark method combined with
the Newton-Raphson algorithm and adaptive time stepping was used. A simplified analytical model
was also developed to determine the natural frequencies of the gear pair. The results were validated
against literature, showing natural frequencies perpendicular and parallel to the Line of Action (LOA).
Bifurcation diagrams confirmed clear transitions between periodic and chaotic motion regimes at high
speeds. Finally, the integrated methodology was applied to a real practical case of a large-scale industrial
gearbox operated by Petrobras (input rotation of 1953 rpm and output of 12225 rpm) employing the full
mesh stiffness profile calculated by ROSS. For this case, the smoothing tool indicated a reduction of
approximately 7.3% in total computational processing time without loss of physical representativeness
of the dynamic system. It is concluded that the developed approach represents a solution for mechanical

design and fault diagnosis in complex industrial transmissions.

Keywords: Backlash, Gear Mesh Stiffness, Gear, Dynamic Analysis, ROSS
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Midquinas rotativas sao amplamente utilizadas na inddstria na forma de compressores, turboméa-
quinas, motores entre outros, (ROSSI, 2021; SOUTO, 2000). Para que a energia mecanica de uma
maquina seja transferida de um motor para um compressor, por exemplo, € necessario um dispositivo
capaz de fazer a transmissao (SOUSA et al., 2025). Nesse sentido, a caixa de engrenagens se torna um
componente essencial, uma vez que acopla os eixos de entrada, comumente o motor, com o eixo de saida,
como um compressor ou qualquer outra maquina. Além disso, com esse tipo de acoplamento € possivel
controlar a velocidade de rotacdo e o torque do eixo de saida, conforme a necessidade da aplicacdo. Esta
€ uma tecnologia utilizada desde os primérdios da Engenharia Mecénica e também considerado um dos
simbolos desta profissdo, estando localizada, por exemplo, em transmissdes automotivas, conjuntos de
motores e turbomdquinas em diversas industrias como de energia, petrolifera, entre outras, compondo
até mesmo maquindrios pesados de uso industrial, o que engloba tornos mecanicos (DOUGHTY, 1988),
aerogeradores e escavadeiras de grande porte (LIANG; ZUO; PANDEY, 2018). A Figura 1.1a apresenta
um exemplo de caixa de engrenagens da NASA utilizada por Lim e Singh (1991) em seu trabalho. A
Figura 1.1b apresenta um exemplo de uma caixa de engrenagens conectando um motor e um equipamento
genérico.

Dentro deste componente, o acoplamento entre os rotores € feito por meio de engrenagens. Estes
sdo componentes mecanicos, semelhantes a discos, que se conectam por conta de dentes e ranhuras.
Através desta conexao a transmissao do movimento e da energia mecanica € feita. O emprego de sistemas
de engrenagens pela humanidade vém desde a antiguidade, com registros dos primeiros mecanismos
que antecedem o periodo biblico segundo Visnadi (2022). Inicialmente, tais componentes consistiam
em discos de madeira ou outros materiais maledveis nos quais dentes artesanais eram fixados. Essa
configuracao tradicional sofreu uma grande transformacao a partir da Revolucao Industrial, momento em
que os avancos nos processos de manufatura viabilizaram a produc¢do de componentes metalicos com
dentes usinados diretamente na prépria matriz (NORTON, 2020).

Por conta de sua versatilidade e grande aplicacdo, esses componentes mecanicos tém sido am-

plamente estudados no campo da engenharia. O acoplamento entre dentes pode representar uma forma



Figura 1.1 — Exemplos e representacdes de caixas de engrenagem

(a) Exemplo esquematico (b) Acoplada a motor e equipamento

Fonte: (a) Lim e Singh (1991); (b) Gerado por IA.

simples de transmissdo de movimento, entretanto, os fundamentos geométricos revelam um elevado nivel
de complexidade (COLBOURNE, 1987). Dentre os perfis geométricos de dentes existentes, as confi-
guragoes cicloidal e em evolvente destacam-se como as principais, sendo a geometria em evolvente, ou
involuta, mais difundida comercialmente (FLORES; GOMES, 2015) e, por consequéncia, com maior
foco em pesquisas cientificas. Além disso, fendmenos como a oscilacdo no nimero de pares de dentes
simultaneamente em contato, juntamente com desvios de fabricacdo e imprecisdes de montagem, atuam
como fontes primdrias de excitagdo dindmica interna no sistema (WAN et al., 2014). Ademais, desba-
lanceamento das engrenagens também atua como fonte de for¢as e movimentos vibratérios no sistema
dindmico.

Assim, percebe-se que o estudo do comportamento dindmico em maquinas rotativas atrai atengao
na engenharia, impulsionado pela crescente demanda por alto desempenho desses equipamentos sob
diversas condi¢Oes operacionais, a exemplo de altas velocidades de rotagdo e elevadas cargas (RUSSO,
1999). Nesse sentido, a compreensado destes efeitos e fendmenos exigem formulacdes e modelagens ma-
temadticas especificas e complexas, que unem tanto a interface de engrenamento quanto o comportamento
estrutural global.

A proposicao de modelos matematicos voltados a andlise de transmissdes por engrenagens iniciou-
se na década de 1950 (OZGUVEN; HOUSER, 1988) e tem apresentado um aumento continuo de
complexidade ao longo dos anos. As abordagens contemporaneas variam desde formulacdes simplificadas
com um Unico grau de liberdade até representacdes numéricas robustas e complexas usando o Método
dos Elementos Finitos (MEF) contendo seis graus de liberdade por n6. A escolha da metodologia de
modelagem utilizada € feita considerando a andlise dindmica e os objetivos desejados. Isto €, para
andlises rapidas, por exemplo, modelos mais simplificados podem apresentar melhor desempenho. A
representacdo matemdtica do acoplamento também exibe diferentes niveis de complexidade: em casos

mais simples, é adotada uma rigidez de engrenamento constante ou descrita por fungdes periddicas



(quadradas ou senoidais). Entretanto, andlises avancadas utilizam coeficientes de rigidez variantes no
tempo calculados de forma instantanea, permitindo a incorporacdo de ndo linearidades como a folga
dindmica entre dentes backlash e desvios na distancia entre centros decorrentes da flexibilidade estrutural
dos mancais de suporte (YI et al., 2019).

Idealmente, o projeto de sistemas de transmissdo contém uma folga entre os dentes de duas
engrenagens conectadas, denominada de folga de backlash. Esta tem o papel essencial de contemplar
dilatacodes térmicas, lubrificacdo e montagem. Entretanto, com o movimento vibratdrio natural do eixo
essa folga adquiri uma caracteristica varidvel no tempo que influencia diretamente no comportamento
dindmico do sistema rotativo.

O presente trabalho, portanto, se insere no contexto de evolugdo das pesquisas desenvolvidas no
Laboratério de Mecanica de Estruturas (LMEst), com contribuicdes diretas ao pacote Rotordynamic Open
Source Software (ROSS) proposto por (TIMBO et al., 2020). A modelagem dinimica no laboratério se
iniciou com modelos simples de rotores. A utilizacdo para casos complexos, como compressores reais,
induziu o aprimoramento dessa biblioteca. Em um segundo momento, foi desenvolvida a modelagem
para sistemas de multi-rotores, baseando-se em formulacdes consagradas como as de Rao, Shiau e Chang
(1998) e Friswell et al. (2010). Nessa etapa inicial a representacdo da caixa de engrenagens adotava um
acoplamento dinamico mais simplificado, assumindo rigidez constante para engrenagens de dentes retos.
Entretanto, para a adequagdo em casos reais foi necessdrio o aprimoramento dessas formulagdes para
incluir a geometria detalhada dos componentes e o acoplamento envolvendo todos os graus de liberdade
do sistema.

Assim, trabalhos subsequentes foram desenvolvidos para introduzir o cdlculo automatico da ri-
gidez (com base em Stringer (2008) e Kaplan et al. (2015)) e implementaram modelos de rigidez de
engrenamento variantes no tempo, evoluindo de perfis retangulares para perfis completos (VISNADI,
2022; MA et al., 2014). Esta dissertacdo aprimora o c6digo ao incorporar o modelo dindmico de folga
entre dentes, o backlash (com base em Yi et al. (2019)). Essa implementacdo adiciona a nao linearidade

necessdria para avaliar o movimento vibratdrio natural dos eixos.



1.1 Objetivo geral do estudo

Neste sentido, o objetivo geral deste trabalho € desenvolver uma modelagem para a folga de
backlash dindmico, capaz de interpretar de maneira coerente tal efeito e associd-lo a dindmica de méquinas

rotativas.

1.1.1 Objetivos especificos

Para alcancar o objetivo geral sdo definidos objetivos especificos expostos a seguir.
» Compreender a revisdo bibliografica do modelo de backlash dinamico;
* Expandir a modelagem base para contemplar engrenagens de dentes helicoidais;
* Implementacdo da ferramenta de suavizacdo da funcdo de backlash;
* Adequacdo da modelagem proposta com o c6digo Rotordynamic Open Source Software (ROSS);
* Validagdo e comparagdo de resultados com a literatura;

* Aplicacdo do modelo implementado em casos praticos reais de caixa de engrenagens industriais.



1.2 Organizacao do Trabalho

Este trabalho € dividido em 5 capitulos, os quais serdo brevemente apresentados a seguir.

O Capitulo I faz uma introdu¢do do problema proposto, introduzindo os conceitos principais,
objetivos gerais e especificos desta dissertacdo de mestrado.

O Capitulo II apresenta a formulacao tedrica utilizada neste trabalho. Nesse sentido, € feita uma
breve exposi¢cao sobre a modelagem e desbalanceamento de rotores, explorando também o Rotordynamic
Open Source Software (ROSS). Além disso, conceitos gerais sobre projetos e geometria de engrenagens
foram abordados para fundamentar a modelagem do engangrenamento utilizada neste trabalho, contem-
plando, também, a apresentacdo de modelos para a dindmica e acoplamento de rotores engrenados. Por
fim, hd mostra-se o modelo de folga de backlash dinamico utilizado como base para este trabalho.

No Capitulo III € exposta a metodologia de implementacdo e execucao do cédigo desenvolvido
neste trabalho. Com isso, € apresentada uma maneira de expandir o modelo base para a aplicagdo em
engrenagens helicoidais e um método de suavizagdo para a fung¢do do backlash dinamico. Além disso,
um modelo analitico simplificado € estudado com o intuito de compreender melhor o comportamento do
modelo implementado.

O Capitulo IV apresenta os resultados obtidos com o modelo de folga de baklash dindmico imple-
mentado. Primeiramente, sio mostrados os resultados de validacao deste c6digo em comparagdo com a
literatura de referéncia utilizada. O modelo analitico proposto € utilizado para discutir o comportamento
encontrado na implementagdao. O comportamento dindmico do sistema considerando o modelo de ex-
pansdo e de suavizacdo, expostos anteriormente, também € apresentado neste capitulo. Além disso, tal
metodologia desenvolvida nesta dissertacdo € utilizada em um caso de aplicacdo real envolvendo uma
caixa de engrenagens utilizada industrialmente com o intuito de observar como se comporta o modelo
implementado diante de uma situacao pratica.

No CapituloV sao apresentadas as consideragdes finais do presente trabalho. Além disso, sdo
feitas, também, sugestdes de trabalhos futuros para dar segmento a pesquisa realizada.

Sao apresentadas também as referéncias bibliograficas utilizadas e, além disso, no Apéndice A é

discutida a formula¢do do integrador numérico utilizado (Newmark com Newton-Raphson).



CAPITULO 11

FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo serd apresentada uma revisdo acompanhada da fundamentacao tedrica correspon-
dente acerca dos temas abordados nesta dissertacdo. Serdo contemplados aspectos de modelagem e
andlise dinamicas de rotores, utilizacdo da biblioteca ROSS, engrenagens, rigidez de engrenamento e a

formulacao da folga de backlash dindmico.

2.1 Rotores e Dinamica de Rotacao

Classifica-se como rotor um equipamento mecanico que estd sujeito a rotacdo, como eixos de
motores, compressores, turboméquinas, dentre outros. Dessa forma, rotores sdo, geralmente, compostos
por eixos, discos, engrenagens, mancais e selos (FRISWELL et al., 2010). Nesse sentido, como tais
componentes sao amplamente utilizados, o estudo destas maquinas torna-se de grande relevancia para o
projeto e monitoramento das méquinas rotativas.

A andlise estitica de rotores tem sua base nas teorias ji fundamentadas da andlise estrutu-
ral (MARTHA, 2010) e resisténcia dos materiais (HIBBELER, 2010). Entretanto, quando se trata de
andlise dinamica hé diversas diferencas, pois ao se adicionar a velocidade de rotacdo € ao sistema, dife-
rentes fendmenos sdo observados. Entre eles, o principal € o chamado Efeito Giroscépico, que representa
o acoplamento de dire¢des laterais devido a conservacdo do Momento Angular do sistema (LALANNE;
FERRARIS, 1998). Este é o mesmo efeito que promove, por exemplo, estabilidade do movimento para
motocicletas e bicicletas ao se deslocarem sobre duas rodas.

Além disso, ao girar em velocidade de rotacdo constante, o sistema dindmico apresenta duas
frequéncias naturais para cada modo de vibrar lateral, como consequéncia do efeito giroscépico. Com
1ss0, surge a Precessdo Direta, do inglés Forward (FW) e da Precessao Inversa do inglés Backward (BW).
A precessao do tipo Forward ocorre quando a érbita desenhada pelo movimento do cento do eixo estd no
mesmo sentido de rotagdo do préprio eixo. Ja a precessao do tipo Backward ocorre quando a érbita gira

no sentido oposto a rotacao do eixo, como apresentado pela Figura 2.1.



Figura 2.1 — Precessdo Direta e Inversa

BACKWARD - PRECESSAO INVERSA

FORWARD - PRECESSAO DIRETA

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 2.2 apresenta o conhecido Diagrama de Campbell, onde € possivel visualizar que para
cada velocidade de rotagdo € o sistema apresenta duas frequéncias naturais para cada modo lateral de
vibragdo. Além disso, ainda € possivel perceber que este exemplo apresenta a frequéncia de vibracdo
torcional, sendo que esta ndo tem seu valor alterado com a velocidade de rotacdo. A linha pontilhada
faz a associacdo entre os valores de velocidade de rotacdo e frequéncia natural do rotor, conhecida como
Linha de 1X e € essencial para a identificacdo das velocidades criticas, ou seja, indica qual velocidade de

rotacdo do sistema coincide com uma frequéncia de vibracgao.

Figura 2.2 — Diagrama de Campbell
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Fonte: Adaptado de Friswell et al. (2010).



2.1.1 Modelagem de Rotores

A modelagem matemaética é essencial para desenvolver andlises capazes de prever o compor-
tamento dindmico dos sistemas rotativos. Assim, um modelo de elementos finitos para rotores foi
desenvolvido por Cavalini Jr. (2013) com base na modelagem apresentada por Lalanne e Ferraris (1998),
sendo usado como referéncia para diversos trabalhos. Tal modelo contempla quatro graus de liberdade
(gdl) por n6, sendo que a expansao para seis gdl pro n6 foi apresentada por Friswell et al. (2010) e
adaptado por Sicchieri (2024) para o sistema representado pela Equacdo 2.4.

O primeiro passo para a modelagem € definir a formulacdo da energia cinética e potencial para os
elementos de eixo, discos, engrenagens, mancais e selos para, posteriormente, aplicar a metodologia de
Lagrange e, enfim, obter as equagdes do movimento. A Equacdo 2.1 apresenta o formalismo de Lagrange

para sistema dindmico com N graus de liberdade.

d (8T) oT oU =0; (i=12,..N) o

_ - — + — =
dr\dq;) dq;, 0dq;

onde Q; € o vetor de esfor¢cos generalizados que, neste caso, contempla também efeitos do amortecimento
pela aplicacao do trabalho virtual.

Para este modelo, algumas consideracdes sao necessarias:

* O eixo € representado como um elemento de viga com se¢do circular constante, de acordo com a
Teoria de Timoshenko (1922). E caracterizado pelas energias cinética (T') e potencial (U), onde

cada elemento possui dois nés e seis graus de liberdade por no;
* O disco € um elemento rigido, logo possui apenas energia cinética;
* Engrenagens podem ser representadas como elementos de disco e estes sdo adicionados em nos;

* Os mancais e selos podem ser representados por um conjunto de molas e amortecedores lineares.

Assim, realizando o procedimento matemaético necessdrio, obt€ém-se a equacao diferencial que
representa o comportamento dindmico de um rotor dada pela Equagao 2.2, onde a velocidade de rotacao

é representada por €.

[M{G ()} + ([C] + QIGD{¢()} + [K]{q(1)} = {F(1)} 22

{q} ={q90.91.92. ... qn}  (i=1,2,..N) (2.3)

onde [M], [C], [G] e [K] sdo as matrizes de massa, amortecimento, efeito giroscépico e rigidez,
respectivamente, e {G(¢)}, {¢(?)}, {q(2)}, e {F ()} sdo os vetores de aceleragio, velocidade, deslocamento

e forca de excitacdo, respectivamente, de acordo com os gdl por n6 definidos pela Equacgao 2.4.

{QZ} = {xia Yi, Zi» Qxi’ le‘vezi}T (24)



sendo que x;, y; € z; correspondem as translacdes horizontal, vertical e axial, respectivamente. As varidveis
6yi, 0y, € 8;; representam a rotagao no plano yz, a rotacdo no plano xz, e a tor¢ao, respectivamente.

A Figura 2.3 mostra a representacdo de um rotor com mancais Bl e B2, disco D1 e velocidade
Q. A sua modelagem matemitica € feita considerando os coeficientes de amortecimento Cp1, Cp, € de

rigidez Kp € Kp,.
Figura 2.3 — Representa¢do do modelo de rotor

(a) Esquema do rotor (b) Modelo fisico

s

L Chb1 Kb1 Cb2 Kb2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a Equagdo do Movimento (Equacdo 2.2) do sistema € possivel determinar a resposta a
excitagdo F(t), determinar as frequéncias naturais, fungdes de resposta em frequéncia, resposta de

desbalanceamento e diversas outras andlises de dinaimica comuns a rotacao.

2.1.2 Desbalanceamento de Rotores

O desbalanceamento de rotores € uma condi¢io na qual uma concentragdo de massa m,,, deslocada
de uma distancia e do centro do eixo de rota¢do, provoca uma for¢ca capaz que aumentar a amplitude de
vibra¢do também observado pelas drbitas do rotor (CABRAL, 2023; GONCALVES, 2024; REZENDE,
2025; PEREIRA Neto, 2025). A Figura 2.4 apresenta um esquema do posicionamento da massa excéntrica

existente em um disco solidario ao eixo.

Figura 2.4 — Representa¢do esquemadtica do desbalanceamento

Y

Fonte: Elaborado pelo Autor.
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O efeito da massa excéntrica em rotagdo pode ser expresso pelo desbalanceamento, definido como
uma magnitude m,e e fase ¢,, que geram a forca de desbalanceamento que € proporcional ao quadrado

da velocidade de rotacao €2, conforme mostrado pela Equagido 2.5.
F, = m,eQ? (2.5)

Como tal for¢a rotaciona junto ao eixo, ela produz componentes nas dire¢des ortogonais X e Y,

descritas respectivamente por:

Fi(7) = m,eQ? cos(Qt + ¢,,) (2.6)

Fy(t) = m,eQ?sin(Qr + ¢,,) (2.7)

Dessa forma, a aplicacdo da for¢a do desbalanceamento € feita nos graus de liberdade consi-
derados (REZENDE, 2025). A influéncia do desbalanceamento € observavel na frequéncia de 1X da
velocidade de rotacdo Q (PEREIRA Neto, 2025). A Figura 2.5 apresenta um exemplo do posicionamento
de sensores utilizados (S| € S,) por Rezende (2025) e a obten¢do das respostas temporais nas duas dire¢des
de observagdao. Com as duas respostas temporais € possivel determinar a érbita referente a cada n6, assim

como apresentado na Figura 2.6.

Figura 2.5 — Posicionamento de sensores e determinacao da resposta temporal
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Fonte: Rezende (2025)
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Figura 2.6 — Orbita do rotor devido ao desbalanceamento
200p
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Fonte: Rezende (2025)

2.1.3 Codigo computacional Rotordynamic Open-Source Software - ROSS

O Rotordynamic Open-Source Software' (ROSS) é uma biblioteca, codificada em Python, para
modelagem e andlise de dinAmica de rotagdo. Este € um cddigo aberto especifico, proposto por Timbd et
al. (2020) em parceria com a Petrobras, UFRJ e UFU. A modelagem feita no ROSS € baseada no trabalho

de Silva (2018) e utiliza como referéncia Friswell et al. (2010).
A modelagem e as andlises sdo realizadas utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF). No
caso, 0 ROSS utiliza 6 graus de liberdade (gdl) por n6, sendo 3 translagdes e 3 rotacdes, de acordo com

a Equacdo 2.4. A resolugdo das equacdes de movimento pode ser feita a partir do Método de Newmark
(1959) ou pela metodologia de solucdo linear (LSIM) do médulo Scipy do Python.

A diferenca entre a modelagem proposta por Friswell et al. (2010) e Lalanne e Ferraris (1998)
estd na orientacdo e posicionamento do eixos cartesianos. A Figura 2.7 apresenta a diferenga de eixos
coordenados entre esses dois autores.

Figura 2.7 — Eixos coordenados presentes na literatura
(a) Eixos Coordenados de Lalanne e

(b) Eixos Coordenados
Ferraris (1998) de Friswell et al. (2010)
Z Y
‘ X
/ N
— Y 7
X
Fonte: Elaborado pelo autor.

Link de acesso: ross.readthedocs.io
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Santos et al. (2025) mostra que a modelagem de um sistema rotativo considerando os modelos de
eixos, mancais e selos, discos e engrenagens, além dos elementos de acoplamento. A seguir € apresentado

o modelo de cada um desses elementos.

* ShaftElement: Responsdvel pelo cdlculo das matrizes de rigidez [K], massa [M], efeito gi-
roscopico [G] e amortecimento [C] dos elementos de eixo considerando o material e geometria
(diametros internos e externos dos lados esquerdos e direitos e comprimento do elemento de eixo).
O pacote utiliza a Teoria de Vigas de Timoshenko (1922), que considera nio apenas a flexdo pura
(como na teoria de Euler-Bernoulli), mas também as deformacdes por cisalhamento e a inércia

rotacional de secoes transversais.

* BearingElement e SealElement: Implementa o suporte dos mancais e os selos nos nds pertinen-
tes. Esta classe permite associar coeficientes de rigidez (K, kyy....) € amortecimento (Cyy, Cyy, * * *)
estdticos ou variantes com a velocidade de rotacdo Q. Além disso, podem ser considerados os
coeficientes cruzados, que acoplam as dire¢des xy, xz e yz. Portanto, este elemento contribui

somente com as matrizes de rigidez [ K] e amortecimento [C].

* DiskElement: Modela elementos concentrados em nés especificos, adicionando propriedades de
massa (m), momento de inércia polar (/,) e momento de inércia diametral (/) influenciando nas

matrizes de massa [ M ] e efeito giroscopico [G].

* GearElement e GearElementTVMS: S3o classes filhas da DiskElement e, portanto, contribuem
para a formulacao do sistema. Entretanto, para a sua defini¢do sao exigidos parametros geométricos
e de engrenamento especificos para engrenagens. Entre essas varidveis, inclui-se, médulo, angulo

de pressao, angulo de hélice, nimero de dentes, diametro primitivo entre outras.

Dessa forma, com os modelos de cada componente € possivel juntid-los e compor o modelo do
sistema rotativo completo. No caso de sistemas engrenados sdo necessdrios dois ou mais rotores com
engrenagens e entao deve-se junta-los com a fun¢do do MultiRotor (SANTOS et al., 2025). A Figura 2.8
apresenta um exemplo de modelagem de um conjunto de rotores no ROSS.

Na Figura 2.8 observa-se diferentes elementos de eixo na cor cinza, ainda com variacao do material
representado pela cor ciano, utilizada para o enrolamento de cobre do motor. Nota-se ainda os elementos
de mancais e selos com a simbologia de rigidez e amortecimento e, além disso, os discos em vermelho e
engrenagem em amarelo.

Com a modelagem feita, € possivel realizar diversas andlises do sistema rotativo simples ou com
multi rotores, entre elas a obtencao de resposta de vibragdao no tempo, érbitas, desbalanceamento, funcao
de reposta em frequéncia (FRF), mapa de velocidade critica sem amortecimento (UCS), diagrama de
campbell, andlise estdtica, andlise modal, entre outras. Além disso, € possivel investigar casos de falhas
como desalinhamento, trinca e rocamento. A Figura 2.9 mostra um exemplo de de andlises que podem
ser feitas no ROSS, como o Mapa de velocidades criticas sem amortecimento (Undamped Critical Speed

Map - UCS), andlise de desbalanceamento e modos de vibrar.



Figura 2.8 — Exemplo de rotores engrenados no ROSS
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 2.9 — Exemplo de Analises no ROSS
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14

2.2 Engrenagens

Engrenagens sdo componentes mecanicos com a fungao de transmissao de poténcia, torque e velo-
cidade entre eixos conectados. Trata-se de componentes fundamentais em sistemas rotativos, garantindo
acoplamento cinematico entre eixos girantes (BUDYNAS; NISBETT, 2020; NORTON, 2020). A seguir
serdo apresentadas as principais varidveis do projeto e geometria de engrenagens para a andlise dindmica
e estudos realizados neste trabalho. Além disso, serd apresentada uma discussao sobre a rigidez associada
ao engrenamento e sua variacdo no tempo. Posteriormente, serd desenvolvida a formulagdo da folga de
backlash dinamica, objeto de estudo desta dissertagdo. A Figura 2.10 apresentas exemplos dos tipos de

engrenagens.

Figura 2.10 — Representagdo dos tipos de engrenagens

Fonte: Gerado por IA

2.2.1 Projeto e Geometria de Engrenagens

O projeto de sistemas engrenados contempla o dimensionamento geométrico apropriado para
garantir a relacdo de transmissdo desejada (aumento ou redugdo de torque e velocidade angular) assim
como a integridade fisica e dindmica deste sistema. Com isso em mente, as engrenagens apresentam
geometrias caracteristicas para o pleno funcionamento do par engrenado. O projeto de engrenagens é
feito tendo como base normas internacionais como American Gear Manufacturers Association (2004)
e International Organization for Standardization (2019), orientacdo de livros textos como Budynas e
Nisbett (2020), Norton (2020), Mott, Vavrek e Wang (2018) e consulta a handbook, como o de Radzevich
e Dudley (2021).

Um par engrenado apresenta relacdes comuns as duas engrenagens como angulo de pressao ag,
modulo m e espessura da engrenagem w. O modulo determina a proporcionalidade das engrenagens,

razdo entre o didmetro primitivo e o niimero de dentes m = 2R, /Z. J4, o angulo de pressdo € obtido a
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partir da inclinag@o da Linha de A¢ao LOA em relagdo a linha tangente dos didmetros primitivos. A LOA
€ a linha onde hd aplicacdo de forca e a transmissao de torque e poténcia entre as engrenagens (NORTON,
2020). Além disso, para garantir a transmissdo de poténcia e torque de maneira suave e continua, os
dentes das engrenagens tem um perfil caracteristico, denominado perfil envolvente ou involuta, de acordo
com a Equacgdo 2.8 (BUDYNAS; NISBETT, 2020).

inv(a) =tan(a) — a (2.8)

Radzevich e Dudley (2021) reportam que hd dois tipos de engrenagens cilindricas, as de dentes
retos e a de dentes helicoidais. Tal diferenca geométrica vem da inclina¢do dos dentes em relagdo ao
eixo de rotagcdo da engrenagem, sendo este angulo denominado dngulo de hélice ;. Este € um parametro
crucial no projeto de engrenagens pois determina a dire¢ao de aplicacdo e forca nos eixos. Engrenagens
de dentes helicoidais, apesar de conseguirem transmitir uma poténcia maior, adicionam uma forga axial
no eixo do rotor (BUDYNAS; NISBETT, 2020). Além disso, como este angulo decompde as forgas, ha
dois planos principais de anélise, o plano normal e o plano tangencial. Para a dinamica do sistema, sdo
utilizadas as varidveis referente ao plano normal (TANG et al., 2018). A Figura 2.11 apresenta o esquema

de uma engrenagem de dentes helicoidais, caracterizando também o angulo de pressao.

Figura 2.11 — Representacdo esquemadtica de uma engrenagem

Espessura

104 Angy!o de
h Hélice

Eixode _
Rotacao

Diametro base

3
NN
DN

Fonte: Adaptado de Rao, Shiau e Chang (1998)

Cada engrenagem, independente do seu tipo, apresenta quatro didmetros principais que sao de
raiz, de base, de adendo e o primitivo. O diametro de raiz 2R, € onde se inicia o dente. O raio de adendo
(R;) € o diametro maximo da engrenagem, ou seja, na extremidade do dente. Este dado, é necessdrio
para o cdlculo da razdo de contato ¢, (Equagdo 2.13). Adotando-se o perfil padrdo de dente inteiro sem
modificacdo geométrica, recomendado por Radzevich e Dudley (2021) e normalizado pela American
Gear Manufacturers Association (2004) (AGMA), o adendo é tomado como igual ao médulo normal m,

conforme apresentado por Budynas e Nisbett (2020), resultando na Equacdo 2.9.
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Ra1 = Rpl +m, Rgp = Rp2 +m (2.9)

Jéa o didmetro primitivo 2R, determina onde havera o contato de dentes num par engrenado, sendo
assim uma das principais varidveis de uma engrenagem. Portanto, a partir da soma dos raios primitivos

é possivel determinar a distancia entre centros das duas engrenagens, como mostrado na Equacao 2.10.
dy = Rpl + sz (210)

Osraios de base (R e Ry), utilizados para os cdlculos da implementacao realizada neste trabalho, de
acordo com (Y1 et al., 2019), representam os raios dos circulos geradores do perfil evolvente (NORTON,
2020). Eles relacionam-se com os raios primitivos através do angulo de pressdao normal inicial «y,

conforme a Equacgdo 2.11.
R, = RplcOSCY(), R, = sz COS @ (2.11)

Além disso, o passo base (pj), define a distancia entre dentes consecutivos medida ao longo do

circulo de base, sendo expresso pela Equagdo 2.12:

_ 27TR1
= Z

Po = 71m cos g (2.12)

Dessa forma € possivel determinar a razao de contato ¢, que representa o numero médio de pares
de dentes em contato, ou seja, que compartilham o carregamento ao longo da Linha de A¢ao LOA. A
Equacdo 2.13 representa a sua formulagao.

2 2 2 2 :
(VB2 - B} + R, — R} = dysina)
e = (2.13)
Db

No projeto de engrenagens € recomentado que o valor de ¢, varie entre 1 e 2, podendo em certos
casos ser maior que o limite superior. Garantir que ¢, > 1 impede a ocorréncia de descontinuidades na
transmissao de torque e poténcia, além de prevenir choques abruptos entre dentes (BUDYNAS; NISBETT,
2020). Entretanto, quanto maior o valor de ¢, mais rigido se torna o sistema, sendo exigido uma energia
maior para seu movimento.

Sob o ponto de vista da dindmica estrutural do sistema, o fato de ¢, ndo assumir um valor inteiro
implica que o sistema alterna ciclicamente entre periodos de contato simples (um par de dentes) e contato
duplo (dois pares de dentes). Essa alternancia geométrica induz uma variagao periddica na rigidez global
do engrenamento. Portanto, desta forma, a rigidez associada ao engrenamento pode ser classificada como

variante no tempo (Time Varying Mesh Stiffness) (TVMS), como sera retratado em breve.
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2.3 Modelagem Dinidmica e Acoplamento de Rotores Engrenados

A incorporacao da dindmica de engrenamentos na andlise de rotores exige que os subsistemas
individuais sejam acoplados nas matrizes globais (massa, amortecimento, rigidez e giroscépica). Ozgiiven
e Houser (1988) fazem uma revisdo dos primeiros modelos propostos para a modelagem dindmica de
sistemas engrenados. Nesta secdo serd apresentado o modelo proposto por Kaplan et al. (2015), que €
utilizado no ROSS.

Em sistemas tridimensionais, onde cada n6 da malha possui seis graus de liberdade (translagdes
X,y,z erotagdes by, 0y, 0,), a formulacdo das matrizes de acoplamento exige decompor a for¢a de contato
normal na linha de ac¢do considerando a cinemadtica 3D (STRINGER, 2008). Esse procedimento forma
submatrizes interconectadas (Kj;, K, Kj;, K;;) que relacionam vibracOes laterais e torcionais através da
projecdo vetorial governada pelo dngulo de pressado, o dngulo de hélice, e o angulo de orientagdo espacial

do acoplamento.

2.3.1 Rigidez de Acoplamento de Rotores Engrenados

Para realizar o movimento conjunto entre os rotores motor e movido, é necessario acoplar as
matrizes dos dois rotores nos graus de liberdade dos nés correspondentes, representados por g; € g ;. Dessa
maneira, a equagdo do movimento pode ser modificada para Equacdo 2.14, ja contemplando a massa,
rigidez e amortecimento dos dois rotores. A Figura 2.12 representa esquematicamente o engrenamento,
mostrando que a rigidez de acoplamento das engrenagens K,,.,;, ocorre na dire¢ao da linha de a¢do e nao
na linha que liga os centros das duas engrenagens. A matriz de acoplamento da rigidez [ K,,.s;] pode ser
escrita de acordo com a Equacdo 2.15 (STRINGER, 2008). A Figura 2.13 mostra o par engrenado. As

matrizes Kj;, K;;, K;; e K;; sdo apresentadas na Equa¢ao 2.16 de acordo com Stringer (2008).

[M]{G(1)} + ([C] + QIGD{¢(D)} + ([K] + [KmesnD{q()} = {F(2)} (2.14)
K. Cli} _K, [Ki] [Ki] {qz} 515
Kmesn] {q]' [K;il (Kl 4/ 15
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Figura 2.12 — Representacdo do Engrenamento
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Fonte: Kaplan (2012)

Figura 2.13 — Representacdo do par engrenado em elementos finitos
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Fonte: Stringer (2008)

As varidveis g indicam as coordenadas generalizadas e os indices i € j representam os indices dos
nds onde as engrenagens estdo posicionadas. O pardmetro ¢ representa o dngulo de orientacdo entre as
engrenagens, 3, € o angulo de hélice das engrenagens e «,, representa o angulo de pressdao normal do par
engrenado. Os angulos ¢,, ¢, € ¢, sdo mostrados na Figura. 2.14, que representa a decomposi¢do das

forcas no ponto de contato das engrenagens (KAPLAN et al., 2013).



19
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K. = C¢z(s‘pc¢x + C‘PC‘py) C(bZ(S(,DC(]by - C‘ﬂ“bx) C¢§
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T —spehori(spede +opedy)  —spearj(scdy —cged)  —seeglr; ~(spcd:)rir cpspedlnir; spedrcderir,
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s 2 (el 2 —
sp =sing sp” = (sin @) COS ¢, = COS B, cos ay,
_ 2 _ 2 .
cY = COos cg” = (cosyp) cos ¢y, = sina,

Cos ¢,

sin B, sin a,

Figura 2.14 — Decomposicao das forcas no ponto de contato das engrenagens.

Fonte: Kaplan (2012)
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O parametro K, representa a rigidez do par engrenado ao longo da linha de ac¢do. Kaplan et al.
(2013) apresentam uma metodologia de cdlculo com base em parametros geométricos e do material das
engrenagens, apresentada na Equacdo 2.17. Neste caso, € assumida a hip6tese de que a rigidez dos dentes

€ mais significativa do que a rigidez do corpo da engrenagem.

cwEE)

m = m 2.17)

onde ¢, representa a razao de contato do par engrenado, w descreve a largura dos dentes das engrenagens,
E | e E; sao os médulos de elasticidade das engrenagens motriz e movida, respectivamente. Dessa forma,
arigidez do engrenamento € considerada como constante ao longo do tempo.

Entretanto, devido a dindmica do contato entre os dentes, a rigidez associada ao engrenamento,
na realidade, é uma grandeza varidvel no tempo e dependente da razao de contato entre as engrenagens.
A seguir serd apresentada uma das primeiras metodologias encontrada na literatura (Perfil Retangular) e

o Perfil Completo atualmente utilizado.

2.3.2  Perfil Retangular de Rigidez de Engrenamento

Para se considerar a variacdo da rigidez do engrenamento ao longo do tempo, uma das primeiras
consideragdes foi a utilizagao de um modelo de perfil retangular, assim como apresentado por Lin e Parker
(2002). Tal modelagem simplifica a dindmica de contato entre os dentes de um par engrenado, mas ainda
mantém sua caracteristica principal, a saber, a variacdo da amplitude de rigidez e a periodicidade no
tempo.

Kaplan et al. (2015) apresentam tal perfil retangular, de acordo com a modelagem de Lin e Parker
(2002). A Equagao 2.19 apresenta tal formulacio, que pode ser descrita como a soma de uma parcela
constante K, e uma parcela varidvel K, (Equacdo 2.18) que oscila conforme uma Série de Fourier com

uma amplitude K, proporcional a K,,, com coeficientes a'®) e b'*) apresentados na Equagio 2.20.

K =Kp+K,(Q1) (2.18)
K1) = 2K, ) (a(s) sin(sZ, Q1) + b cos(leﬂt)) (2.19)
s=1

(S) 2 . .

a'’ = ——sin[sn(c, —2p)] sin(smc,)
ST

() = _2 :

b = ——cos[sn(c, —2p)] sin(smc,) (2.20)

ST
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Zj representa o numero de dentes da engrenagem menor, €2 € a velocidade de rotagdo da engre-
nagem menor, a® e b sdo os coeficientes da série de Fourier, ¢, é a razdo de contato e p representa
a fase do engrenamento. A Figura 2.15 apresenta o perfil retangular desejado para essa simplificag¢do; ja
a Figura 2.16 apresenta a composi¢do completa da Série de Fourier para essa fun¢do. Quanto maior o
numero de termos s, mais a fungdo se aproxima de um perfil retangular.

Pela Figura 2.16 pode-se observar como o valor da razdo de contato ¢, influencia no periodo das
regides de alta e baixa rigidez. Esta varidvel indica a quantidade média de pares de dentes engrenados,
sendo que ao longo do tempo hé a alternancia entre um par e dois pares de dentes engrenados. Quando ha
somente um par, o perfil de rigidez encontra seu valor minimo, ji4 com dois pares ele encontra seu valor
maximo. No ROSS a implementacdo dessa fungcao contempla uma correcio para que ela ndo apresente

as frequéncias maiores vindas da Série de Fourier e tenha, somente, o perfil retangular.
Figura 2.15 — Perfil retangular de rigidez do engrenamento
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Fonte: Kaplan et al. (2015)

Figura 2.16 — Influéncia da razdo de contato no perfil de rigidez
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Fonte: Kaplan et al. (2015)
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2.3.3  Perfil Completo de Rigidez de Engrenamento

O formato caracteristico desse perfil tem origem na geometria envolvente (involuta) do dente da
engrenagem e no comportamento da malha de engrenamento. Como o perfil do dente ndo apresenta secao
transversal uniforme a rigidez do engrenamento € alterada a cada passo de tempo durante 0 movimento
devido ao contato entre os dentes acontecer em regioes diferentes da drea da se¢do. Além disso, Ma et al.
(2014) descrevem sobre outras rigidezes que influenciam neste calculo e que serdo apresentadas a seguir.

A Figura 2.17 apresenta o comportamento deste perfil de rigidez. A periodicidade caracteristica
e a amplitude deste perfil tem correlagdo com a razdo de contato ¢, do par engrenado que define a média
de pares de dentes em contato. Quando hd somente um par de dentes em contato, a rigidez assume a
regido de menor valor. Ao passo que, quando hé dois pares de dentes em contato as rigidezes se somam
e, portanto, o perfil de rigidez apresenta a regido de maior valor assim como apresentado por Visnadi
(2022) e Souza et al. (2025). Portanto, o perfil de rigidez K,, € composto pelos pares de dente anterior
kp;_,»atual k. e posterior k.

Figura 2.17 — Perfil de rigidez do engrenamento correlacionado com razdo de contato
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e

Fonte: Visnadi (2022)

Para fazer a determinacao do perfil apresentado na Figura 2.17 sdo consideradas diferentes rigide-
zes para os dentes das engrenagens. A rigidez total do engrenamento é calculada a partir da associa¢do
de rigidezes, onde kj € a Rigidez de Contato de Hertz, k; € a Rigidez a Flexdo, k; ao Cisalhamento
e k, a Compressdao Axial. Adicionalmente, k¢ incorpora a rigidez do pé do dente na conexdo com 0

corpo da engrenagem (MA et al., 2014). Tal calculo € feito a partir de métodos analiticos com base na
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energia potencial, apresentados pela Equagdo 2.21 e Equagdo 2.22. A Figura 2.18 representa a modelagem

utilizada por Ma et al. (2014), onde, nesta formulagdo, a varidvel 8 representa o angulo de pressao de

operacao.

F2 F2 F2 F2 F2
Uy=—,Up=—,Us=—,Us=—,Ur = —, 2.21
"2k TP T 2k, TN T 2k YT 2k T 2Ky (221)

F2
U=ﬁ=Uh+Ub1+U31+Ua1+Uf1+Ub2+U32+Ua2+Uf2

_F2(1+1+1+1 111 1
kn ko1 kg ka

1
+—t—F+—+—+—, (2.22)
2 ke kb ks ke kg2

Figura 2.18 — Modelo geométrico do perfil do dente da engrenagem
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Fonte: Ma et al. (2014)

Portanto, a rigidez do engrenamento € determinada pela Equacdo 2.23, considerando as duas

engrenagens.

Ky = (2.23)
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A Equagdo 2.24 apresenta a formulacdo para Rigidez do Contato de Hertz, onde E é o Médulo de

de Elasticidade, w € a espessura do dente e v é o Coeficiente de Poisson.

TEw

k= ——"
" A1 -2

(2.24)

A Equacdo 2.25 apresenta o célculo da rigidez associada a rigidez do pé do dente na conexdo com
o corpo da engrenagem. As varidveis uyr, Sy, L*, M*, P* e Q" sdo apresentados por Sainsot, Velex e
Duverger (2004).

) 2
1 _cos’B {L* (uf) + M* (u—f) +P*(1+0Q" tan2,3)} (2.25)

kf Ew S_f Sf

A partir da teoria de vigas € possivel determinar a rigidez associada a flexdo, cisalhamento e

compressao axial. As Equagdes 2.26, 2.27 e 2.28 apresentam a formulac@o da energia potencial.

F2 /yc Fg J VB Fa2 p .
Us = = V1 +/ y2 (2.26)
2kq  Jy, 2EAy ve 2EAy
F? yc M12 g M22
Ub:—:/ d1+/ dy> (2.27)
2% ), 2EL; ' ). 2EL,
U F? /YC 1.2F§d /yﬁ 1.2F,§d 2.28)
= — = )’1 + y2 .
' 2k J,, 2GAy, ve 2GAy

sendo que F, = Fcosp, F, = Fsinf, xg € a distdncia entre o ponto de contato e a linha central do
dente, yg € a distincia entre o ponto de contato e o ponto de origem na direcdo horizontal, G = ﬁ éo
modulo de cisalhamento, yi, y, representam as coordenadas horizontais de um ponto arbitrario na curva
de transi¢do e na curva da involuta, yc, yp denotam o ponto inicial e o ponto final da curva de transicao,
Iy1,Ay1, 1,2, Ay, representam o momento de inércia de drea e a drea da secdo transversal, respectivamente;
os torques My = F,(yp — y1) — Fuxg e My = Fy(yg — y2) — Fuxp denotam o efeito de flexdo de Fj, e F,
na parte das curvas de transi¢ao e evolvente.

Neste calculo € adotado o deslocamento angular. De acordo com as caracteristicas da curva
da involuta e da curva de transi¢do, xg, yg, X1, 1, X2, y2, Iy1, 12, Ay1 € Ay podem ser expressos como
funcdes dos angulos y, 5 ou T como apresentado por Ma et al. (2014), e entdo as rigidezes a compressao

axial, a flexdo e ao cisalhamento podem ser escritas conforme as Equagdes 2.29, 2.30 e 2.31.
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A 32 B «in?
sin” B dy / sin” B dy;
—dy + —=dt (2.29)
/% EAy dy 7" ). EAy dr

@ [cos - —xgsinB]* d B (cos - —xgsinB)? d
/ [cos B(ys — y1) — xpsinf] ﬂdy+/ (cos By — y2) ~Xpsin )" dys (2:30)
z Ely dy - Ely dt

a2 . (2.31)

GA, dy GAy dr
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2.4 Folga Dinamica de Backlash

A folga de backlash é a folga entre os dentes de duas engrenagens conectadas. Esta folga €
projetada para a passagem de Sleo lubrificante, expansdo térmica, montagem e adequagdo as tolerancias
geométricas (KAPLAN et al., 2015). A Figura 2.19a apresenta um par engrenado sem a folga de backlash

ao passo que a Figura 2.19b apresenta um par engrenado com a folga de backlash.

Figura 2.19 — Representacdo do backlash

(a) Par engrenado sem backlash (b) Par engrenado com backlash

Sem Backlash

/

Fonte: Adaptado de <https://www.chamolgear.com/helical-gear-backlash/>.

A Figura 2.20 demonstra o comportamento do engrenamento considerando a folga de backlash.
o representa a deformagdo da Linha de Acdo LOA e b, € a folga de backlash instantaneo. A deformagdo
final da malha de engrenamento a cada passo de tempo f(6(t), b;) é apresentada pela Figura 2.21 e é
descrita de acordo com a Equacgdo 2.40. Essa formulagdo é adaptada de Yi et al. (2019) de acordo com o

sentido de referéncia dos graus de liberdade adotados no ROSS.

Figura 2.20 — Representacdo da folga de backlash

5 > b, b <& < by 5 < b,

Fonte: Adaptado de Kaplan et al. (2015)



27

Figura 2.21 — Deformacdo da malha de engrenamento considerando a folga de backlash

f©6,bt)

Fonte: Adaptado de Kaplan et al. (2015)

A Figura 2.22 o esquema utilizado por Yi et al. (2019) para a construcdo do modelo de backlash
dindmico que serd apresentado. Este modelo de engrenamento e backlash dinamico sdo amplamente
utilizados na literatura. Como exemplo, Mo et al. (2025) desenvolveu um modelo de friccdo entre dentes
de uma engrenagens helicoidal. Zhu et al. (2025) utilizou a metodologia aplicando técnica de fractais e
a morfologia da superficie do dente. Além disso, Liu et al. (2023) considerou efeitos de deslizamento
entre as engrenagens. Outros trabalhos também foram desenvolvido utilizando a formulagdo de Yi et al.
(2019). por diversos autores como Zhu et al. (2025), Liu et al. (2023), Mo et al. (2025), entre outros que

desenvolveram trabalhos que utilizam uma formulagdo semelhante.

Figura 2.22 — Modelo do Par Engrenado

Cy(x2, )

Fonte: Adaptado de Yi et al. (2019)
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Primeiramente, a modelagem do engrenamento de Yi et al. (2019) considera 3 graus de liberdade
por engrenagem, totalizando 6 ao todo ao contabilizar as duas engrenagens. O vetor g, apresentado na
Equacao 2.32, mostra os graus de liberdade considerados sendo x;, y; as posi¢cdes cartesianas do centro e

0; o deslocamento angular de cada engrenagem i = 1, 2.
q = [x1y1 61 x2 2 60,]" (2.32)

Por ser uma formulacao dinAmica do engrenamento as varidveis sdo dependentes do tempo e variam
a cada instante por estarem correlacionadas diretamente e indiretamente com as posi¢cdes instantaneas e
do centro de cada engrenagem x;, y;(i = 1,2). Dessa forma, é possivel definir a distancia entre centros
d entre as engrenagens conforme a Equacdo 2.33. Com essa defini¢do obtém-se a formulacao do angulo
de posicdo B (Equagdo 2.34), ngulo de pressdo a (Equacdo 2.35) e razdo de contato ¢, (Equagdo 2.36),

sendo R; o raio de base, R,; € o raio de adendo de cada engrenagem, i = 1,2 e p; € o passo base do dente.

d = (x2 —x1 +do)? + (y2 — y1)? (2.33)
-1 Y2=N
=tan. ———— 2.34
’8 an X2 — X1 + do ( )
@ =cos™! Ri+R = cos”! Ri+ R (2.35)
d Voo —x1 +do)? + (y2 - y1)?
(VB2 - B} + R, - R} - dsina)
cr = (2.36)
Pb

Para contabilizar o efeito do engrenamento e o acoplamento entres 0s rotores € as engrenagens
€ necessdrio definir a deformacdo relacionada a Linha de A¢do LOA. Tal deformacgdo, também chamada
de DTE, € expressa pela varidvel 6 e € dependente da posi¢do de cada engrenagem x;, y;, dos valores
instantaneos do dngulo de pressdo « e angulo de posi¢do S, raio da base R; e o deslocamento angular
0; de cada engrenagem. Nesta definicdo também € incluido o valor do erro estatico de deformag¢do, um
valor que ndo estd associado a dinamica do sistema e pode vir de fatores externos como a montagem do

conjunto engrenado. A Equacgdo 2.37 expressa a formulagdo de 6.

0(t) = (x1 — x2) sin(a — B) + (y1 — y2) cos(a — B) + R1601 + R26> — e(t) (2.37)

z z

A préxima etapa € a definicdo da for¢ca do engrenamento; para isso, € necessdrio definir a
deformacdo efetiva da LOA f e sua velocidade associada fi, considerando o backlash b,. A forca
do engrenamento F,, é, portanto, definida como o produto entre a rigidez do engrenamento K,, pela
deformacdo efetiva f acrescida do valor do amortecimento, representado pelo produto do coeficiente
de amortecimento c,, pela velocidade associada a deformacao efetiva fi. Tal forca também pode ser

chamada de DMF. Tais relacdes sdo apresentadas nas Equagdes 2.38, 2.39, 2.40 e 2.41. Para o célculo do
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¢ € considerado o momento polar e de inércia J; e o raio de base R; de cada engrenagem, assim como o

valor do coeficiente de amortecimento &,,, que de acordo com Yi et al. (2019) varia entre 0.03 € 0.17.

Fy = Knf(6,b¢) + e f1(6, by) (2.38)

em = 2 \[Knd1J2] (1R + 11 R2) (2.39)

§—b, (8> +by)
f(6,b)) =40 (6] < b,) (2.40)
o0+b; (6<-by)

§—b;, (6> +b))

f1(6,b,) =40 (6] < b;) (2.41)
S+b;, (6<-by)

A folga de backlash total € definida como a somatdria entre a parcela inicial by proveniente do

projeto e a parcela dindmica Ab associada a dindmica do sistema. A defini¢do do backlash é dada pelas

Equagdes 2.42 e 2.43, onde inv representa a funcdo involuta do angulo de pressao instantaneo « e do

inicial ay.
2b; = 2bo + Ab (2.42)
Ab = 2(Ry + Ry) (inv(a) — inv(ay)) (2.43)

Para desenvolver as equagdes do movimento e solucionar a dindmica do sistema, Yi et al. (2019)
formularam a energia cinética T (Equacdo 2.45) e a energia potencial U (Equagdo 2.46) do sistema em
que r; (Equagdo 2.44) € o vetor posicdo e w; € a velocidade angular de cada engrenagem. Além disso, é
definida a funcdo de dissipacdo R (Equacdo 2.47). Vale ressaltar que as engrenagens estdo associada a

mancais com coeficientes de rigidez ky;, ky; e coeficientes de amortecimento cy; € ¢y,

ri=xii+y1j, ro=xy+yj (2.44)
T = (mi(lF11)?* + Ji (w; +61)? ; my(lF21)* + Ja(ws + 62)?) (2.45)
U - [(kx1x? + ky1y3 + kx2X§2+ ky2y3) + kmf2(8,b/)] (2.46)
- [(cx1d] + cy1 3] + cx2k3 + ¢y293) + Cm f7(6, by)] (2.47)

2
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O vetor {Q} (Equacdo 2.48) representa o vetor de for¢as generalizadas para esse sistema. Neste
caso, como adaptacdo do modelo de Yi et al. (2019), sdo consideradas as for¢as de desbalanceamento
(Equagdes 2.49 e 2.50) para cada engrenagem ao invés da excentricidade definida originalmente no
modelo, uma vez que a representacao fisica e matematica é a mesma. Além disso, é considerado o torque

T; aplicado a cada engrenagem.

{Q} = [Fulx Fuly T Fyox FuZy - T2]T (2.43)
F, = mlelw% C.()S(a)]l) (2.49)
Fuy = mlelw% sin(wit)

Fuox = mye,w3 cos(wot) 2.50)
Fu2y = I’I’Z2€2a)% sin(wzt)

Aplicando-se a formulacdo de Lagrange, Equacdo 2.51, obtém-se as equacdes do movimento
completas do sistema apresentado na Equacdo 2.52, onde d,, representa a derivada parcial da fungdo em

relacdo a coordenada generalizada ¢;, assim como apresentado na Equacao 2.53.

d (6T) oT O0U OR _ o, (2.51)

dt \dq;] dq; 0Jq; 04q;
miX1 + cx1 X1 + kyix1 + ¢ f1(0,b;) - 0y, fi + ki f (0, by) - Ox, f = Fuix
mi¥1 +cy1y1 + kyiy1 + e f1(6,be) - 05, f1 + ki f (6, b1) - Oy, f = Fuiy

Jlél + cmfl(é’ bl) : aélfl + kmf(é’ bl‘) : 891f = Tl

(2.52)
Mmoo + CcxpX2 + kxoXo + ¢ f1(0, b1) - O, f1 + ki f(0,by) - Oy, f = Fuox
ma¥s + cy2¥2 + kyoyo + cpf1(0, by) - 0y, fi + ki f (0, bt) - Oy, f = Fay
J202 + i f1(8,by) - 03, f1 + ki f (6. by) - Og, f = T
65 af(6’ bl) afl (57 bl‘)
0,0 =—, O f=——=, O0;fi=——= 2.53
qi aql qu aql lszl aql ( )

As equacdes a seguir apresentam a formulagdo das derivadas parciais utilizadas nas equacdes do

movimento, onde () representa a derivada em relacio ao tempo.

5(1‘) =X -6xl5+y'1 -6y15+0'1 -8g]5+)'€2 -axZ5+)'72 -(9y25+92-0925—é(l‘)

[), = (R +Ry) tan® a - (xq - axla’ + ¥y - Byla + X5 - BXZQ + ¥y - ayza’)
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0y,6 = sin(a — B) + [(x1 — x2) cos(a — B) — (y1 — y2) sin(a — B)] (O, @ — 0y, B)
dy,6 = cos(a — B) + [(x1 —x2) cos(a — B) — (y1 — y2) sin(e@ — B)](dy, @ — 9,,B)
0r,6 = —sin(a — B) + [(x1 — x2) cos(a — B) — (y1 — y2) sin(a — B)] (O, @ — 0x, )
0,6 = —cos(a — B) + [(x1 —x2) cos(a — B) — (y1 — y2) sin(e — B)](0y,a — 0y, )
80,6 = R1, 09,0 = Ry

0,6 — Db, (6> +by)

8xif =10 (|(5| < bl‘) ; 6xibt = (Rl + RZ) tanza ' axia (l = 1,2)
0y,0 + 0y,b; (0 < —by)

0y,0 — 0y,b; (6 > +by)
8y, f =140 (16 <by) ;s Oybi=(Ri+R)tan’a-dya (i=1,2)
0y;0 + 0y,;b; (6 < —b;)

R, - 691bt (5 > +b,)
99, f =10 (16| < b;)»  Oeb; =0
Ry + aglbt ((5 < —b,)

R2 - agzbt (6 > +bt)
99,/ =10 (6] < by) dg,b; = 0
Ry + 892bt ((5 < —b,)

Ou 1 =0x [ Oyf1 =0y 951 =00f; (i=12)

(R1 + Ry)(x2 — x1 + dy)
[(x2 —x1 +do)2 + (y2 — y1)2| V(x2 —x1 + do)? + (y2 — y1)? — (R1 + R»)?

Oy a = —0p,a = —

(R1 + Ro)(y2 —y1)

Oy, @ = =0y, = —
[(x2 —x1 +do)? + (y2 = y1)?] V(x2 —x1 +do)2 + (y2 — y1)? = (R1 + Rp)?

Y2 = Y1 X2 —x1 +dp
; Oy B =-0y,0=—
(x2 —x1 +do)? + (y2 — y1)? . " (x2 —x1 +do)? + (y2 — y1)?

6x1ﬁ = _axzﬁ =




CAPITULO III

METODOLOGIA

Neste trabalho a modelagem da folga de backlash, proposta por Yi et al. (2019), foi implementada
em um codigo Python em associacdo com a biblioteca ROSS. Neste sentido, adaptagcdes deste modelo
foram realizadas para a plena integracdo com a biblioteca. Além disso, um modelo analitico simplificado
foi proposto para facilitar a compreensao do problema. Tal modelo visa a identificacdo das frequéncias

naturais associadas ao comportamento dindmico de um sistema simples de duas engrenagens.

3.1 Implementacao do Modelo Dinamico de Backlash

Como o objetivo visa a utilizagdo do ambiente ROSS (Sec¢do 2.1.3) para a utilizagdo do modelo
proposto por Yi et al. (2019), foi feita a implementacdo de um programa computacional deste modelo
em cédigo Python. Além disso, o mais importante, foi feita a adequacdo para o sistema de 6 graus de
liberdade por né que serd apresentada na Secao 3.2.

O modelo de engrenamento ja implementado no ROSS acopla os rotores de acordo com a Equa-
¢a0 2.16 e é multiplicada pela rigidez média ou pelo valor instantdneo da funcdo rigidez com relagdo ao
tempo K,,. Entretanto, o modelo de Yi et al. (2019) apresenta o acoplamento entre as engrenagens por
meio da forca de engrenamento F},, assim como apresentado na Equagdo 2.38. Portanto, o efeito da folga
de backlash ndo estava em consonancia com o acoplamento ja implementado, assim impossibilitando seu
uso. Dessa forma, para a implementacao coerente da expansdo do modelo proposto por Yi et al. (2019),
a matriz [ K5, ], representada pela Equacdo 2.15 foi desprezada. Assim, o acoplamento foi substituido
pela inclusdo da for¢a presente na Equagdo 2.38 proposta por Yi et al. (2019) e expandida na Secdo 3.2
nos devidos graus de liberdade. Vale ressaltar que esta forca apresenta gd!/ das duas engrenagens e assim
acopla os dois rotores.

Ao realizar essa substituicdo ainda € possivel utilizar os recursos do ROSS para modelagem
de rotores, determinacdo das matrizes de massa, rigidez, amortecimento, efeito giroscopico e andlise
dindmica em associa¢do com a modelagem da folga de backlash.

Além disso, outro ponto de extrema relevancia € a integragao numérica utilizada. O Apéndice A
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apresenta a metodologia utilizada para a integragdo com o Método de Newmark e convergéncia por
Newton-Raphson (NEWMARK, 1959). Em resumo, a metodologia consiste em calcular os valores dos
graus de liberdade para uma determinada aplicacdo de forca naquele instante de tempo. Entdo, um
calculo de residuo é feito e, para garantir a convergéncia, este valor deve ser minimizado para préximo de
zero. H4 a contabilizag@o da variagdo da forca conforme os valores dos gd! vao se alterando no loop de
convergéncia.

As Figuras 3.1 e 3.2 apresentam os fluxogramas de execu¢ao e funcionamento do cédigo imple-

mentado referente ao backlash dinamico.

Figura 3.1 — Fluxograma de execugdo do codigo

ROSS
ROTOR 1 ROTOR 2
e e
v v
Forga de Forca de
Decsbalanceamento 1 Desbalanceamento 2
v Y
MultiRotor()

Eq. do

Movimento

Backlash Dinédmico

Resposta
Temporal

Fonte: Elaborado pelo Autor



Figura 3.2 — Fluxograma interno de execuc¢do do cddigo

R — Backlash Dinédmico

Eq. do
Movimento

ntegracdo da Eq. do Movimento
(Newmark & Newton-Raphson)

Obtencdo das
posicbes para cada
passo de tempo

b4

Simulacéo Sim__
Completa?
MNao
Ku(t) »
Y
Calculo de Forga do
Backlash Dinamico
Forca de

Desbalanceamento 1

Forca de
Desbalanceamento 2

Fonte: Elaborado pelo Autor

h 4

Forca Total

Resposta
Temporal

bter o passo seguinte.

Gido para o

Retroalimenta
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3.2 Expansao da Implementacio do Modelo Dinamico de Backlash

3.2.1 Expansdo para 6 Graus de Liberdade

Para poder implementar o modelo da folga de backlash dinamico proposto por Yi et al. (2019)
e poder utilizd-lo com o ROSS foi necessario a expansdao do modelo de 3 gdl por nd, como mostrado
na Equacdo 2.32 para o sistema de 6 gld por n6 como apresentado na Equacdo 2.4. Dessa maneira
foi adicionada a translagd@o axial z; e as rotagdes em torno dos eixos X e Y, 0y; € 6., respectivamente.
Portanto, a formula¢@o agora utiliza os graus de liberdade por n6 dispostos conforme a Equagdo 3.1, sendo
i 0 n6 considerado. Neste caso, i = 1 representa a engrenagem pinhdo e i = 2 representa a engrenagem

coroa.

{q(t)} = {xi, yi, 200 Oxi, Oy, 02} (3.1)

Tal expansdo ndo € exigida para o funcionamento do modelo, uma vez que seria possivel atribuir
valores nulos aos gdl ndo presentes no modelo. Entretanto, a expansao foi utilizada pois desta maneira
pode-se atribuir a este modelo a influéncia do angulo de hélice do engrenamento. Kubur et al. (2004)
apresentam uma formulacao para o DTE que contempla o angulo de hélice das engrenagens e os gdl ndo
considerados anteriormente. A Figura 3.3 apresenta o esquema utilizado e a Equacdo 3.2 apresenta a

formulacdo matematica correspondente.

Figura 3.3 — Modelo de 6 gdl

Engrenagemi

Fonte: Adaptado de Kubur et al. (2004)
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0(t) = [(x1 —x2) sinyy + (y1 — y2) cosyy + R16;1 + Ry0;2] cos By
(3.2)
+ [(Z2 —21) + (R16y1 + R20x2) sinyy + (R16y1 + Ry6,2) cos w] sin 8, — e(t)

Dessa forma, como agora o angulo de hélice estd incluido na modelagem do DTE, ele deve ser
considerado também para o cdlculo da folga de backlash dindmico b,. Mo et al. (2025) apresenta uma
formulagdo de b; que contempla a caracteristica de engrenagens helicoidais. Tal adaptacdo do modelo

de Yi et al. (2019) considerando a formulagao de Mo et al. (2025) é apresentado na Equacgao 3.3.
b = bo+ (R + Ry)(inv(a) — inv(ag)) cos B (3.3)

Além disso, como foi feita a adi¢do de gd! e a inclusdao do angulo de hélice, é necessdria a corre¢ao
das equagdes do movimento (Equagado 2.52) uma vez que agora as derivadas d,, contemplam mais graus
de liberdade e as fungdes 6 e b, apresentam mais varidveis. As EquacOes 3.4 até 3.10 apresentam a

formulagdo dessas derivadas.

Oy,b: = (R1 + Ry) tan® a - Oy, @ - cos By,
(3.4)
0y;b; = (R1 + Ry) tan® a - 0y, @ - cos By,

As derivadas parciais do DTE (com ¢ = a — ), s@o apresentadas a seguir com as varidveis

auxiliares Ayans € Arot.

Atrans = (xl _XZ) cosy — (yl - yZ) siny

3.5

Arot = (R160x1 + R20,2) cosy — (R160y1 + R20,7) siny )
0y, 0 = (SInY + AgansOx, ) €08 B + (AroitOx, ) sin By,
0y,0 = (cos Y + AansOy,¥) cos B + (Aror0y,¥) sin By, .
0x,0 = (= SINY + AgransOx,¥) €08 B, + (ArotOr, ) sin Sy, .
0y,0 = (= cos ¥ + AgansOy,¥r) cos B, + (AroiOy,¥) sin By,
0,0 =—sinfy, 0,0 =-sinpf, (3.7)
0,0 = Rysiny sinB,, 0p,0 = Rysinysinfy, (3.8)
69y1 0 = Ry cosy sin By, aeyza = Ry cos iy sin By, (3.9)

0p,,0 = Ry cos By, 09,0 = Rycos B, (3.10)
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3.2.2  Suavizacdo da Funcao de Backlash

Como a fungdo da deformacgdo efetiva na LOA € dada por uma rela¢do condicional, conforme
apresentado na Equagdo 2.40 e Figura 2.21, os integradores numéricos podem apresentar dificuldade de
convergéncia por ndo ser uma fun¢do bem comportada, ou seja, apresenta mudancas abruptas que dificul-
tam a derivacdo. Com isso em mente, Walha, Fakhfakh e Haddar (2006) apresentam uma metodologia
que utiliza fungdes trigonométricas para suavizar a nao linearidade da Equacgao 2.40. Walha, Fakhfakh e
Haddar (2006) utilizam fun¢des de tangente hiperbdlica em associacdo com a varidvel o que controla o
quao suave e proxima a func¢do original serd a nova fun¢do. A Figura 3.4 apresenta a suavizacao utilizada
por Walha, Fakhfakh e Haddar (2006) em seu estudo, onde /; representa f.

No cédigo implementado hd a opcao de selecionar se serd utilizado ou nio o citado método de

suavizagdo. Por padrio, ao se utilizar esta metodologia 4 varidvel o se atribui o valor de 10%.

Figura 3.4 — Exemplo de suavizacdo e relacdo com o

- -

x 10 x 10

107)
1079

o =5x10°

4>
4 x

Nonlinear function h (3(1).b

Nonlinear function h, (8,(1),b

41 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
-3 " -3
Teeth deflection 3,(1) x10 Teeth deflection 3,(r) x10

Fonte: Walha, Fakhfakh e Haddar (2006)

Com respeito a formulagdo de suavizacdo, as Equagdes 3.11 apresentam as func¢des de tangente

hiperbdlica utilizadas. Com isso, temos uma nova formulagado para f disposta na Equacdo 3.12.
g1 = (0 —by)tanh(o (6 — by)), g2 =(0+b;)tanh(o (6 + by)) (3.11)

1
f(6,b) =06+ 5(81 - 82) (3.12)

Dessa forma, com essa nova defini¢cdo da funcdo f, € necessario derivd-la em relacido ao tempo
para obter a fung¢do f| que representa a velocidade da deformacdo da linha de acdo. A Equagdo 3.13
apresenta a formulacao de f|, a Equagdo 3.14 apresenta a formulacdo da regra da cadeia para as derivadas

J4;, € a Equagdo 3.16 apresenta a expressdo destas derivadas.



f1(8,b;) = Osf -6+ 0, f - by

8l1if:a(5f'afh5+abrf'aﬁhbf

O5f =1+ % tanh((6 — by)) + o(8 — by) (1 — tanh® (o (6 — by)))

—tanh(o"(8 + by)) — 0°(6 + b)) (1 — tanh? (o (8 + b,)))]

O, f = %[ — tanh(o (6 — b)) — 0°(6 — b)) (1 — tanh? (o (6 — b,)))

—tanh(o (6 + b)) — (8 + b;) (1 — tanh?(o- (S + b,)))]

38

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.3 Meétodo Analitico Simplificado

Para compreender melhor a dindmica de sistema engrenados considerando a folga de backlash,
foi desenvolvido um modelo analitico simplificado. Este modelo, conforme apresentado na Figura 3.5,
mostra as duas engrenagens (i = 1, 2) suportadas por seus respectivos mancais de rigidez K nas direcdes
x e y e conectadas por um mola de rigidez K, ao longo da Linha de A¢do da engrenagem (Line of Action
- LOA). Cada engrenagem apresenta uma massa m, um raio de base Ry = R, = R e momento polar de

inércia J; = Jo = J.

Figura 3.5 — Modelo analitico simplificado

K l}’z

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nesta formulacdo € feita a alteracdo dos 6 graus de liberdade x, y1, 01, x2, y2, 82 para 3 graus de
liberdade &7, Nrer» Urer, Onde &, representa a translagdo relativa perpendicular a linha de agao LOA, 1,¢;
representa a translacdo relativa perpendicular a LOA e u,.; representa o deslocamento linear relativo ao
longo da LOA associado a tor¢ao das engrenagens.

Com isso em mente, define-se as coordenadas de &;, i;, u; para cada engrenagem i = 1,2, assim

como mostrado nas Equagdes 3.17, sendo @ o angulo de pressdo do conjunto engrenado.

& =xjcosa—y;sina, n;=x;sina+y;cosa, u;=Rb; (i=12) (3.17)
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A defini¢ao das coordenadas relativas € apresentada na Equacdo 3.18.

Erel = &1 — & (Translacdo relativa perpendicular a LOA)
Nret = N1 — 12 (Translagdo relativa paralela a LOA) (3.18)
Urel = U1 + uy (Deslocamento relativo paralelo a LOA associado a tor¢ao)

Para se obter as equacdes do movimento para as coordenadas relativas, primeiro escreve-se as
equacdes do movimento para as coordenadas &;, n;, u; (i = 1,2) conforme apresentado pela Equacio 3.19.
Para as coordenadas &; ndo ha for¢a de engrenamento perpendicular a LOA. J& para as coordenadas n;
existe a acdo e reacdo da forca de engrenamento paralela a LOA. Tratando-se das coordenadas u;, a forca

de engrenamento € traduzida em torque e por isso € multiplicada pelo valor do raio de base.
mﬁl +K7]1 +Fy =0
mijy + Ky — Fy =0

Jlél +R1Fy =0

(3.19)
Jzéz + RyFy =0
mé) +Ké =0
mé +Ké =0

Considerando a mudanga de coordenadas de 6; para u; e adotando a massa equivalente a tor¢dao
M., (Equagoes 3.20 € 3.21), e aplicando-se a relagdo de coordenadas relativas (Equacdo 3.18) as Equagoes

de movimento da Equacado 3.19, sdo obtidas as relacdes dadas pela Equacao 3.22.

u; = RO, = 0 = % (3.20)

i

M,, = — (3.21)

Mijrel + Knyer + 2Fy =0
Mogiiyer + 2Fy = 0 (3.22)
mé:.rel + Ké:rel =0

Considerando a defini¢dao da forgca F,, de acordo com a Equacdo 3.23 e realizando as opera-

coes algébricas necessdrias, obtém-se as equagdes de movimento para as coordenadas generalizadas
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Erels Nrels Ure; (Bquacdes 3.24).
Fp = Kb, 6 =nrer + Urel (3.23)
Mijrer + (K + 2Kin)rel + 2Kmttyer = 0
Megliver + 2Kunrer + 2K nttre; = 0 (3.24)
Mérel + Kére = 0

Dessa maneira, € possivel escrever as equacdes na forma matricial, como mostrado pela Equa-
¢do 3.25.

m 0 0| [7irer K +2K,, 2K, O] |nre 0
0 My O|jiirerp+| 2K 2Km O3t 0 (3.25)
0 0 m|lé&a 0 0 K| |&a 0

Assim, a partir da resolucdo dos autovalores é possivel determinar as frequéncias naturais desse

sistema de engrenagens simplificado conforme apresentado pelas Equacdes 3.26, 3.27, 3.28 e 3.29.

(K +2K,,) — mw? 2K, 0
det 2K, 2K — Moyw? 0 =0 (3.26)
0 0 K — mw?
(MMeg)w* = [Mog(K + 2K,) + 2mKy, | @* + 2KK,, = 0 (3.27)

My (K +2K,,) +2mK,, + \/ [Mey(K +2K,) + 2mK,y | — 8mM, KK,
2mM,,

W}y = (3.28)

K
K-mws=0 = wy= — (3.29)
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CAPITULO IV

RESULTADOS E DISCUSSAO

A seguir serdo apresentados os resultados obtidos para a validacdo do modelo implementado de

acordo com Yi et al. (2019), sua aplicagdo em caso real, e a expansdo da implementacao.

4.1 Validacao do Modelo Dinamico de Backlash de Acordo com a Literatura

Para atestar a coeréncia e assertividade do modelo implementado foi realizada sua validagdao
usando como referéncia o artigo de Yi et al. (2019). Neste artigo € considerado somente o par engrenado
como modelo dindmico, contendo as rigidezes e amortecimento nas direcdes x € y nas duas engrenagens,

assim como na Linha de A¢do. A Figura 4.1 representa modelo.

Figura 4.1 — Modelo dinamico de Yi et al. (2019) utilizado para a Validacao

Fonte: Yi et al. (2019)

Para tal modelo dinamico, Yi et al. (2019) utilizam torques aplicados nas engrenagens, de acordo
com a Equagdo 4.1, e desconsideram o efeito do desbalanceamento. Nesta andlise, Yi et al. (2019)
utilizam um perfil retangular para a rigidez do engrenamento, sendo o valor de contato simples (um par de
dentes) representado por kg e o de contato duplo (dois pares de dentes) representado por k4. Além disso,

tal modelagem nao contempla o Efeito Giroscopico atribuido as engrenagens. A Tabela 4.1 apresenta os
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principais parametros utilizados no modelo.

Ty =T+ T, sin(wlt), T, =Ty + Ty, sin(wzt) (4.1)

Tabela 4.1 — Principais parametros utilizados no modelo.

Parametro Valor

Geometria e Propriedades Fisicas

Ntmero de dentes Z,/Z, 20
Moédulo m (mm) 10
Largura do dente B (mm) 30
Angulo de pressao inicial g (°) 20
Distancia entre centros inicial dy (mm) 200
Razdo de contato de projeto ¢, 1.5568
Massa da engrenagem m, my (kg) 6.57
Momento de inércia J1, Jo (kg - m?) 0.0365
Propriedades de Rigidez e Amortecimento

Rigidez do mancal ky1 y1, kx2,y2 (N/m) 1.0 x 108
Amortecimento do mancal ¢y, y1, Cx2,y2 (N - s/m) 512.64
Razao de amortecimento de engrenamento &,, 0.07
Rigidez de engrenamento em contato simples kg (N/m) 3.6228 x 108
Rigidez de engrenamento em contato duplo k; (N/m) 6.5072 x 108

Condicoes de Operacao e Excitacao

Torque médio T1¢, 729 (N - m) 300
Flutuagao de torque T4, T2 (N - m) 100
Backlash inicial by (um) 50
Amplitude de erro e, (um) 20
Magnitude do desbalanceamento em 1 e 2 (kg - m) 0
Fase do desbalanceamentoem 1 e 2 (°) 0

Fonte: Adaptado de Yi et al. (2019).

Este artigo realiza as andlises para as seguintes velocidades de rotagdo 1000 rpm, 3000 rpm,
4500 rpm e 6000 rpm. Obtém-se as respostas de vibracdo para a coordenada x; (deslocamento lateral da
primeira engrenagem), vibracao da deformacao da Linha de A¢ao, 6, e a Dynamic Meshing Force (DMF)
que representa a forca dinamica do engrenamento, neste trabalho dada como F,,,. Além disso, o cddigo
implementado apresentada, também, a rigidez do engrenamento (K, ), distancia entre centros (d), angulo
de pressdo (@) e razdo de contato (c,). O painel referente a velocidade de 1000 rpm é apresentado na

Figura 4.2.



(m)

Disténcia

Desloc, (m)

Figura 4.2 — Painel de resultados principais para 1000 rpm
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A primeira comparagao entre os resultados encontrados no artigo de Yi et al. (2019) (pontos laran-
jas), o modelo implementado (linha continua azul) e o valor de referéncia original estdtico determinado
pelo projeto do conjunto de engrenagens (linha pontilhada preta) € mostrado nas Figuras 4.3 e 4.4. Assim,
apresenta-se as comparagdes para as varidveis de Distancia entre Centros (Figura 4.3a), Angulo de Pressio
(Figura 4.3b), Folga de Backlash (Figura 4.4a) e Razao de Contato (Figura 4.4b), para a velocidade de
1000 rpm.

Figura 4.3 — Comparagao Inicial para 1000 rpm - Parte 1
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Figura 4.4 — Comparacao Inicial para 1000 rpm - Parte 2
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 4.5 apresenta a comparacao da resposta de vibracdo da coordenada de deslocamento
horizontal da primeira engrenagem, x;, no dominio do tempo, Figura 4.5a, e no dominio da frequéncia,
Figura 4.5b.

Figura 4.5 — Comparagao de x; para 1000 rpm
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A deformacdo da LOA, 6, denominada no artigo como DTE, tem a sua comparagdo do sinal nos

dominios do tempo e da frequéncia apresentados nas Figuras 4.6a e 4.6b, respectivamente.

Figura 4.6 — Comparacdo de ¢ para 1000 rpm
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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A seguir, na Figura 4.7 € apresentada a comparagdo da For¢a de Engrenamento, F,,, implementada

com a que € apresentada no artigo de referéncia (DMF).

Figura 4.7 — Comparacdo de F;, para 1000 rpm

Resposta no tempo da DMF a 1000 RPM

= Modelo Implementado

7 Yi et al. (2019)

DMF /kN

2.4 2.42 2.44 2.46 2.48 2.5 2.52
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Fonte: Elaborado pelo autor.

O painel com os resultados principais para a velocidade de 3000 rpm € a apresentado na Figura 4.8.
A Figura 4.9 apresenta a comparacao da resposta de vibracao da coordenada de deslocamento horizontal
da primeira engrenagem, x, no dominio do tempo, Figura 4.9a, e no dominio da frequéncia, Figura 4.9b.
A deformagao da LOA, §, denominada no artigo como DTE, tem a sua comparacdo nos dominios
do tempo e da frequéncia apresentados nas Figuras 4.10a e 4.10b, respectivamente. A Figura 4.11 mostra

a comparagdo da Forca de Engrenamento, F,, implementada com a que € apresentada no artigo de
referéncia (DMF).
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Figura 4.8 — Painel de resultados principais para 3000 rpm
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Figura 4.9 — Comparacdo de x; para 3000 rpm
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Figura 4.10 — Comparacgdo de ¢ para 3000 rpm
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Figura 4.11 — Comparacgao de F,, para 3000 rpm

Resposta no tempo da DMF a 3000 RPM
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como € possivel observar, o modelo implementado proposto neste trabalho apresenta uma coerén-
cia significativa com os resultados apresentados por Yi et al. (2019). Observa-se uma varia¢iao na Forca
do Engrenamento, F,,, que estd relacionada a pequenas variacdes da Deformagdo na LOA, ¢.

Observa-se ainda, que mesmo com a variagao no valor de ¢ e em Fj,, a caracteristica dindmica do
sistema mantém-se condizente ao apresentado por Yi et al. (2019), conforme se verifica na Resposta de
Vibracdo da coordenada xi, para as duas velocidades. Isso se deve a influéncia das matrizes de massa,
rigidez e amortecimento que caracterizam o sistema.

Como € possivel observar, o modelo implementado proposto neste trabalho apresenta uma coerén-
cia significativa com os resultados apresentados por Yi et al. (2019). Observa-se uma varia¢iao na Forca
do Engrenamento, F,,, que estd relacionada a pequenas variacdes da Deformagdo na LOA, ¢.

Observa-se ainda, que mesmo com a variagao no valor de ¢ e em Fj,, a caracteristica dindmica do
sistema mantém-se condizente ao apresentado por Yi et al. (2019), conforme se verifica na Resposta de
Vibragdo da coordenada x1, para as duas velocidades. Isso se deve a influéncia das matrizes de massa,
rigidez e amortecimento que caracterizam o sistema.

Além disso, ao observar as respostas em frequéncia nota-se que hd dois destaques e seus harmo-
nicos: a velocidade de rotagdo € da simulacdo e a frequéncia correspondente ao nimero de dentes
multiplicado pela velocidade de rotagdo Z x Q. Esse valor aparece por ser a frequéncia principal do perfil
de rigidez variante no tempo, o que faz sentido, uma vez que contabiliza as variacdes de rigidez pelos

dentes em contato durante a rotagao.
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A andlise quantitativa apresentada na Tabela 4.2 estd alinhada matematicamente com as obser-
vacOes dos gréficos. A coordenada de deslocamento x; demonstra um excelente ajuste em relacdo a
referéncia, apresentando os menores erros relativos da andlise (um NRMSE de apenas 8,03% a 1000
rpm e 7,21% a 3000 rpm). Por outro lado, verifica-se que os maiores desvios concentram-se na Forca
Dinamica de Engrenamento (F},), atingindo um erro normalizado de até 23, 88%. Esse comportamento
estatistico evidencia que a formula¢do numérica da for¢a de engrenamento € altamente sensivel, refletindo
diretamente as pequenas divergéncias propagadas pelo cdlculo da deformacao na linha de acdo (9), a qual
registrou um erro médio absoluto (MAE) em torno de 2, 117 um a 2,225 um. Observa-se ainda que as
métricas de erro tendem a diminuir ligeiramente com o incremento da rotacao para 3000 rpm, sugerindo

uma melhor estabilidade do modelo avaliado em regimes operacionais mais elevados.

Tabela 4.2 — Métricas estatisticas de validacao do modelo implementado

Variavel Rotacao (rpm) MAE RMSE NRMSE (%)
1000 1.334 1.556 8.030

x1 [pm]
3000 1.129 1.423 7.210
1000 2.225 2.699 14.580

6 [pm]
3000 2.117 2.634 11.380
1000 1.158 1.500 23.880

F,, (DMF) [kN
(DME) [ikN] 3000 1.097 1.439 22.150

Obs: MAE (Mean Absolute Error — Erro Médio Absoluto); RMSE (Root Mean Square Error — Raiz do Erro Quadritico Médio); NRMSE
(Normalized Root Mean Square Error — Erro Quadritico Médio Normalizado).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Apesar da coeréncia para as primeiras velocidades, para a rotacao de 4500 rpm o modelo imple-
mentado j4 apresenta divergéncias significativas ao se comparar com os resultados do artigo de referéncia.
A Figura 4.12 apresenta a compara¢@o com os resultados obtidos por Yi et al. (2019). Ja a Figura 4.14
apresenta o painel de resultados principais do modelo implementado. Observa-se que, para a velocidade
considerada, o modelo de Yi et al. (2019) apresenta uma resposta periddica, o que nao foi observado no
modelo implementado.

Ja para a velocidade de 6000 rpm ambos os modelos apresentam respostas ndo periddicas. A
Figura 4.13 apresenta a comparagdo entre o modelo de Yi et al. (2019) e o modelo implementado. J4 a
Figura 4.15 apresenta o painel de resultados principais para a simulac¢io para 6000 rpm.



Figura 4.12 — Comparagao para 4500 rpm
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 4.13 — Comparacdo para 6000 rpm

(a) Comparacgdo de ¢ para 6000 rpm
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Fonte: Elaborado pelo autor.

(b) Comparacio de F),, para 6000 rpm

Resposta no tempo da DMF a 6000 RPM

—— Modelo Implementado
* Yietal. (2019)

DMF /kN

0.415 0.42 0.425

0.4 0.405 0.41

Tempo t /s

55



Figura 4.14 — Painel de resultados principais para 4500 rpm

Dashboard de Resultados - Dindgmica de Engrenamento (4500 RPM)
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Figura 4.15 — Painel de resultados principais para 6000 rpm

Dashboard de Resultados - Dindgmica de Engrenamento (6000 RPM)
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Além disso, o artigo de Yi et al. (2019) apresenta o Diagrama de bifurcacao do sistema estudado.
Esse diagrama mostra, para cada velocidade de rotacdo, a amplitude do movimento e a sua periodicidade.
As linhas bem definidas indicam que o sistema apresenta oscilacdes de maneira periddica. Quando
a velocidade passa de um certo limite o sistema entra no regime cadtico, aumentando bruscamente a
amplitude de oscilacdo e perdendo a periodicidade. A Figura 4.16 apresenta a comparagao dos diagramas
de bifurcacido do modelo implementado e aquele encontrado no artigo do Yi et al. (2019).

Observa-se que no modelo de Yi et al. (2019) observa-se um pico de amplitude na velocidade de
1.35 Krpm com a regido cadtica iniciando em 5.1 Krpm. J4 o modelo implementado apresenta o primeiro
pico em 1.2 Krpm, um segundo pico 1.8 Krpm e a regido de caos a partir de 4.3 Krpm, o que explica a

diferenca entre a implementacao e o modelo base para a velocidade de 4500 rpm.

Figura 4.16 — Comparagdo do Diagrama de Bifurcacao

(a) Diagrama de Bifurcacdo de Yi et al. (2019)
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Resultados do Modelo da Literatura com Método Analitico

Com isso em mente, o0 modelo analitico proposto na Se¢do 3.3 foi desenvolvido para verificar
as divergéncias apresentadas anteriormente. A Tabela 4.3 contém os valores que foram utilizados no
modelo analitico para a determinacdo das frequéncias naturais por meio do problema de autovalores.
Sao utilizados os mesmos valores de inércia e rigidez dos mancais apresentados por Yi et al. (2019);
entretanto, como o modelo simplificado nao utiliza a rigidez varidvel no tempo, foi definido o valor de
K,, como a média entra k, e k.

Tabela 4.3 — Parametros do modelo analitico e frequéncias naturais resultantes

Descricao Parametro  Valor
Massa m (kg) 6.57
Massa equivalente M., (kg) 4.13
Rigidez do suporte/mancal K (N/m) 1x10%
Rigidez de engrenamento Ky (N/m) 5x10%
Frequéncia natural (Translacdo paralela a LOA - 1) w (rad/s) 1448 rpm

Frequéncia natural (Translagcdo perpendicular a LOA - &,.;)  w» (rad/s) 1862 rpm

Frequéncia natural (Rotacdo das engrenagens na LOA - u,;) w3 (rad/s) 9551 rpm

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que a frequéncia natural w; = 1448 rpm tem um valor muito préximo a primeira velo-
cidade critica de 1.2 Krpm apresentada pelo modelo implementado conforme mostrado na Figura 4.16b.
Essa € a frequéncia que corresponde ao movimento paralelo a LOA, 1,.; (Equagdes 3.17 e 3.18).

A frequéncia w; = 1862 rpm, encontrada no modelo analitico e no implementado, mas nao no
proposto por Yi et al. (2019), € associada com a translacdo perpendicular a LOA, &,.; (Equacgdes 3.17
e 3.18). Para verificar essa hipotese foi gerado um Diagrama de Bifurcacdo para a coordenada 61,
como apresentado pela Figura 4.17. Observa-se que neste diagrama nao ha a presenga da frequéncia
de 1.8 Krpm. Esta, portanto, € a evidéncia que essa segunda frequéncia estd intrinsecamente associada
a translacdo perpendicular a LOA &,.; (Equagdes 3.17 e 3.18). Além disso, nesse diagrama € possivel
perceber que a frequéncia da translacdo paralela a LOA associada a 7,.; apresenta o menor valor de

amplitude, uma vez que esse diagrama estd sendo analisado para uma coordenada torcional.
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Figura 4.17 — Diagrama de Bifurcacio para 6
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Para a frequéncia w3 = 9551 Krpm, que estd associada a tor¢do das engrenagens, u,.; (Equa-
coes 3.17 e 3.18), foi gerado um novo Diagrama de Bifurcacdo com o intervalo de velocidade de 0 a
10 Krpm, como apresentado na Figura 4.18. Com isso, observa-se que na velocidade de 9.3 Krpm a
regido cadtica tem sua amplitude reduzida.

Com esta informag¢do, um novo Diagrama de Bifurcagao foi gerado com o intervalo de velocidade
de 0 a 50 Krpm conforme a Figura 4.19. Assim, observou-se variacdes significativas de amplitude de
vibragdo. Um ponto interessante € que as zonas de alta amplitude sdo multiplos das frequéncias w1 e wy,
aparecendo um fator de 20 vezes (24.3 Krpm e 36.6 Krpm). Isso se explica pelo fato de, nesta simulacao,
as engrenagens terem 20 dentes. Além disso, para altissimas velocidades a amplitude de vibragdo assume
valores mais estdveis e ndo apresenta mais variagdes significativas, mesmo no regime de caos.

Desta maneira, observa-se que o modelo analitico simplificado apresentou um comportamento
dindmico condizente com as implementacdes numéricas do fendmeno do backlash dindmico, validando
o diagrama de bifurcagdo obtido. Fica assim explicado de maneira coerente o comportamento do modelo

implementado em comparacdo com o modelo proposto pro Yi et al. (2019).



Figura 4.18 — Diagrama de Bifurcacdo para x; até 10 Krpm
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.19 — Diagrama de Bifurcacdo para x; até 50 Krpm
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4.3 Aplicaciao do Modelo de Backlash a um Caso Real

Nesta etapa o modelo implementado de backalash foi aplicado em um caso real de uma caixa de
engrenagens utilizada em uma planta industrial da Petrobras. Essas informagdes sao decorrentes de um
Projeto de Pesquisa e Termo de Cooperacao entre a Petrobras e o Laboratério de Mecanica de Estruturas
(LMEst) da UFU.

A caixa de engrenagens simulada tem como rotacdo de entrada, vinda do motor, de 1953 rpm e
como saida no compressor de 12225 rpm. A Figura 4.20 apresenta este equipamento no campo, enquanto
a Figura 4.21 apresenta o modelo em MEF utilizado e a Tabela 4.4 apresenta os pardmetros de simulagdo

utilizados.

Figura 4.20 — Caixa de Engrenagem

Fonte: Petrobas (2026).

Figura 4.21 — Modelo Computacional da Caixa de Engrenagem
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Fonte: Elaborado pelo autor.



Tabela 4.4 — Parametros do Modelo para Simula¢do da Caixa de Engrenagem

Parametro Valor
Geometria e Propriedades Fisicas

Dentes Z,/Z; 27/169
Velocidades de Rotagdo (rpm) 12225/1953
Moédulo (mm) 4.67
Angulo de pressio aq (°) 20.00
Angulo de hélice (°) 30.97
Propriedades de Rigidez e Amortecimento

Razao de amortecimento de engrenamento &, 0.07

Rigidez de engrenamento varidvel no tempo (N/m)

Perfil Completo calculado pelo ROSS

Condicoes de Operacao e Excitacao

Velocidade do pinhdo (rpm) 12225
Mag. Desbalanceamento [Eng. 1, Eng. 2] (kg - m) [0.0063,0.3154]
Fase Desbalanceamento [Eng. 1, Eng. 2](°) [0.0,180]
Configuracoes Numéricas e de Simulacio

Backlash inicial bg (um) 20
Amplitude de erro e, (um) 0

Meétodo de integragcao

Passo de tempo dt (s)

Newmark & Newton-Raphson
8.18 x 1077

Obs: Por se tratar de um modelo de rotores interno e estar no escopo do projeto de pesquisa com a empresa parceira, os dados

completos da mdquina nio podem ser divulgados.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 4.22 apresenta o painel com os resultados principais da simulacdo realizada. A Fi-
gura 4.23 apresenta o perfil da Forca de Engrenamento obtida e a sua ampliagao.

A partir dos resultados obtidos percebe-se que para a velocidade simulada o sistema apresenta
resposta periddica com as frequéncias nas velocidades de rotacdo 1953 rpm e 12225 rpm, sendo mais
presente na velocidade maior. Além disso, a frequéncia associada a velocidade de rotagdo multiplicada
pelo numero de dentes da engrenagem menor se mantém, sendo observada principalmente na rigidez

variavel.



Figura 4.22 — Painel de resultados principais para a caixa de engrenagem

Dashboard de Resultados - Dindgmica de Engrenamento (12225 RPM)
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O perfil de for¢a apresentado na Figura 4.23 mostra a caracteristica periddica e oscilatdria presente
no sistema. Além disso, observa-se que a forga apresenta grandes variagOes e diferentes valores ao longo
do tempo. Isso se deve ao formato de oscilagdo de 6 e a maneira pela qual o sistema dindmico responde
a aplicacdo da forga.

Figura 4.23 — Forca do Engrenamento na Caixa de Engrenagens
(a) Perfil de Forca do Engrenamento na Caixa de Engrenagens
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Fonte: Elaborado pelo autor.



66

4.4 Consideracao da Expansao da Implementacao

Como o modelo implementado foi expandido pensando em 6 graus de liberdade por n6 e a

suavizagao da funcao de backlash, foram realizados testes para este novo cendrio.

4.4.1 Expansdo para 6 Graus de Liberdade

Para verificar a expansao para 6 gdl, realizada com o intuito de contemplar engrenagens helicoidais,
foi verificado o deslocamento na dire¢do axial. Este grau de liberdade foi utilizado como exemplo, pois
engrenagens helicoidais produzem forcas na direcdo axial do eixo, exigindo assim mancais que suportam
essa carga adicional.

A Figura 4.24 mostra a resposta axial do sistema dindmico da caixa de engrenagens da Petrobras.
Na resposta temporal € possivel observar que o sistema responde de maneira oscilatéria e periddica. A
andlise no dominio da frequéncia mostra valores de frequéncia coerentes com os encontrados anterior-
mente. A relagdo de multiplos do ntimero de dentes ainda € valida. Neste caso, a frequéncia de 5500 Hz

surge por ser 27 vezes a frequéncia de 203 Hz (12225 rpm), que também aparece na anélise.

Figura 4.24 — Resposta Axial da Engrenagem 1
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Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.4.2  Suavizacdo da Funcado de Backlash

Para verificar a suavizac¢do da fungdo de cédlculo do backlash dinamico, a simulag¢do da caixa de
engrenagens da Petrobras foi executada de 4 maneiras. A simulacio de controle foi feita sem a suavizagdo,
jé as outras 3 simula¢des foram realizadas considerando diferentes valores de 0. Além disso, foi utilizado
o mesmo modelo matemético da caixa de engrenagem discretizado em MEF, discretizacio temporal, e
aplicacdo de forgas e torques, como apresentado na Secao 4.3.

A Tabela 4.5 apresenta um panorama das 4 simulacdes, valores de o e tempos de execugdo. Ja
a Figura 4.25 apresenta as respostas deformacao da LOA ¢, folga de backlash dinamico, b; e Forga do

Engrenamento F;, para todas as simulagdes.

Tabela 4.5 — Comparagdo dos parametros e resultados das simulacdes

Parametro/Dado Simulacdo 1 Simulacdo 2 Simulacdo 3 Simulacio 4
Suavizagdo ativada Nao Sim Sim Sim
Valor de o da suavizacdo - 1-10* 5-10% 1-10°
Passo de tempo 8.18-1077s 8.18-1077s 8.18-1077s 8.18-1077s
Tempo de simulagdo total (min:s) 31:02 33:22 28:23 29:15

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando as 4 simulagdes percebe-se que, de fato, aumentar o valor de o torna a fun¢do mais
préxima do modelo de controle, assim como descrito por Walha, Fakhfakh e Haddar (2006), mas também
aumenta o tempo de simulacdo como mostrado na diferenca entre as simulagdes 3 e 4. Com um valor
de o~ mais baixo (como 1 x 10%) o sistema dindmico apresenta diferencgas significativas com o controle
nao representando mais o sistema simulado. Portanto, devido a diferenga do sistema dinamico, resulta o
maior tempo de simulacao.

Além disso, ao utilizar & = 1 x 10° houve uma redugio do tempo de simulacio, em relacio ao
controle, de aproximadamente 7.3%. Vale lembrar que este ainda € um sistema mais simples uma vez
que ndo considera a dindmica completa de todo o trem de mdaquinas (motor - caixa de engrenagem -
compressor/turbomdquina), sendo considerada apenas a dindmica da caixa de engrenagem.

Para sistemas mais complexos, a suavizagdo torna-se uma ferramenta interessante com o objetivo
de facilitar a integragao numérica e obter respostas dindmicas mais rapidas sem perder representatividade

da simulagdo.
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CAPITULO V

CONSIDERACOES FINAIS

5.1 Conclusoes

Este trabalho apresentou o desenvolvimento de uma metodologia de cédlculo da influéncia da folga
de backlash dinamico no comportamento vibratério de um conjunto de rotores. Tal fendmeno tem sua
importancia respaldada na vasta utilizacdo de trens de engrenagens em diversos setores da engenharia
mecanica. Assim, este efeito é importante para o desenvolvimento de modelos mais representativos
proporcionando uma anélise confidvel da dindmica de rotacao de um trem engrenado.

Nesse sentido, este trabalho cumpriu o objetivo de desenvolver uma implementa¢do numérica para
o cdlculo da folga dinamica de backlash. Tal modelagem, feita com base no trabalho anterior de Yi et
al. (2019), foi validada de maneira coerente com o encontrado na literatura. Além disso, foi possivel
observar ainda a interacdo entre os efeitos de deslocamentos paralelos e perpendiculares a Linha de A¢do
das engrenagens. O desenvolvimento de um modelo analitico simplificado permitiu verificar a validade
do modelo implementado, considerando os avangos em relacdo a referéncia base.

Ademais, o modelo base teve sua formulac¢ao expandida para contemplar, também, engrenagens de
dentes helicoidais, a partir do desenvolvimento feito por Kubur et al. (2004). A metodologia de suavizacio
da fung¢do de backlash dindmico proposta por Walha, Fakhfakh e Haddar (2006) também foi adicionada
a implementacdo feita. O modelo desenvolvido e implementado, associado com essas ferramentas, foi
aplicado em um caso de modelagem real de um conjunto engrenado utilizado em plantas industriais da
Petrobras, onde foi possivel observar o funcionamento pratico do cédigo testado.

Apesar dos resultados promissores, o estudo apresenta algumas limitacdes. O modelo foi restrito
a andlise de um par de engrenagens cilindricas de dentes retos e helicoidais, ndo contemplando outras
geometrias. Além disso, devido a complexidade das equagdes ndo lineares de movimento, a execucao
computacional pode ser demorada. Ainda assim, a formulacdo proposta apresenta forte potencial de
integracdo com os gémeos digitais (digital twins). Nesse cendrio, o modelo pode atuar como referéncia
para a verificacdo periddica do sistema rotativo real, monitorando continuamente o equipamento para

apontar alteracdes fisicas, falhas ou desgastes ao longo de sua vida util.
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Em suma, o desenvolvimento realizado neste trabalho contribui para o avango e a pesquisa na
area de sistemas engrenados, através do desenvolvimento de um modelo representativo para o backlash
dindmico. Além disso, o modelo implementado mostra-se como uma solug¢do confidvel por estar em
associacdo com o Rotordynamic Open-Source Software (ROSS), cédigo computacional ja testado nos

mais diferentes cendrios de aplicagdo industrial.

5.2 Sugestoes de trabalhos futuros

Como sugestdes de trabalhos futuros para continuacao desta dissertacao pode-se citar:

Desenvolvimento de bancada experimental para valida¢do das simula¢cdes computacionais;

Utilizacao da metodologia proposta para a andlise de vida de engrenagens;
* Adequacdo da metodologia para trens com mais de duas engrenagens;
* Desenvolvimento de metodologia para engrenagens planetérias;

* Desenvolvimento de metodologia para engrenagens conicas.
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APENDICE A

INTEGRACAO NUMERICA PELO METODO DE NEWMARK E
CONVERGENCIA POR NEWTON-RAPHSON

O Método de Newmark (NEWMARK, 1959) é um procedimento numérico robusto para soluci-
onar equacdes diferenciais no dominio do tempo. Na andlise de sistemas rotativos e engrenagens com
severas nao linearidades, sua formulagao cldssica € acoplada a rotinas iterativas de correcdo para garantir
convergéncia e estabilidade da solucao (VISNADI, 2022).

1.1 Formulacao Classica do Método

A formulagdo baseia-se na expansdo em série de Taylor para o vetor de deslocamentos {q}.
Considerando o passo de tempo At = t, — t1, 0 método introduz os paradmetros 8 e y para controlar a

precisdo e estabilidade, relacionando os estados do sistema entre dois instantes consecutivos:
. 1 . 3y
{@}e = {q}n + {d}n At + (5 - ,8) AP{G}s, + AP G}, (1.1)

{4}, = {4} + (1 = y)At{G}: + yAt{G}s, (1.2)

Adotando aregra do ponto médio (8 = 1/4ey = 1/2), garante-se um esquema incondicionalmente
estavel para sistemas lineares e precisdo de segunda ordem (VISNADI, 2022). O método € implicito, pois

as equacdes dependem da aceleracdo no préprio instante a ser avaliado ({G};,).
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1.2 Formulacao de Convergéncia e Newton-Raphson

Devido as nao linearidades a solugao implicita direta ndo é possivel, adotando-se uma abordagem
preditor-corretor com Newton-Raphson. Na etapa de previsdo, as estimativas para o préximo passo

assumem um incremento nulo de aceleracao:

{q}, ={q}y, +{q}, A1 + (% —,3) Alz{Q}tl (1.3)
{a};, = {d}, + (1 —=y)Ar{G}, (1.4)
()i, = (0) (1)

Em seguida, avalia-se o residuo dindmico {R} do sistema. Para satisfazer o equilibrio dindmico,

o residuo deve tender a zero:

{R}, = {Fex}, + {Fu{q}n: {d})} — (IM1{G}r, + [CH}s, + [K]{g}s,) =0 (1.6)

Sendo [M], [C] e [K] as matrizes de massa, amortecimento e rigidez; {F,,,} as forcas externas
e {F,;} as for¢as ndo lineares.

Para anular o residuo iterativamente, aplica-se o método de Newton-Raphson. A correcdo dos
estados exige a inversdo da matriz Jacobiana [J] que, devido & complexidade analitica, é construida
numericamente (FRIBERG, 1987):

_ a{Fnl}
0{4}

A derivada numérica € obtida aplicando uma pequena perturbacao € nas aceleragdes e avaliando a

[J] = [M] + yAt[C] + BAP[K] (1.7)

variagdo da for¢a ndo linear correspondente. A correc¢do da aceleracdo (A{g}) a cada iteragdo de Newton

resolve o sistema:

[/1A{4} = {R} (1.8)

Os vetores de estado sao entdo atualizados:

{G}, & {d}s, + MG} (1.9)
(@} & {d}n + yAIA{G} (1.10)
{q}n, — {q}, + BAPA{G) (1.11)

O processo iterativo se repete até a norma do residuo ser inferior a tolerancia definida (fol = 107°).
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1.3 Algoritmo de Passo de Tempo Adaptativo

Transi¢Oes abruptas da for¢a exigem controle do incremento de tempo. Para otimizar o custo
computacional mantendo a estabilidade, utiliza-se um passo de tempo adaptativo baseado nas itera¢des

do Newton-Raphson:

* Convergéncia Répida: Se atingida em poucas iteragdes (menor ou igual a 5), o subpasso (Atg,p) €

duplicado, respeitando o limite do passo macro.

* Convergéncia Lenta: Se demandar muitas iteragdes (maior ou igual a 10), o subpasso € reduzido a

metade, com um limite minimo para evitar interrupgoes.

* Divergéncia: Caso nido atinja a tolerdncia em 15 iteracdes, o passo € descartado, o subpasso cai

para 25% de seu valor e a integragao retrocede.

A rotina foi implementada em Python e compilada just-in-time (JIT) via Numba, garantindo

desempenho computacional.
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