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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo tedrico e computacional sobre a dinamica quantica, as
entropias reduzidas e os efeitos coletivos em sistemas luz-matéria. O objetivo principal
consiste em mapear os limites de validade da Aproximagdo de Onda Girante (RWA) e
investigar a emergéncia de efeitos coletivos em sistemas compostos por miltiplos qubits
acoplados a um modo bosonico do campo eletromagnético. Para isso, o método emprega
uma analise progressiva de complexidade estruturada em quatro modelos fundamentais
da optica quantica. Inicialmente, investiga-se o cenario de um tinico qubit por meio dos
modelos de Jaynes-Cummings e Rabi. Na sequéncia, estende-se o problema para o regime
coletivo de muitos corpos, comparando os modelos de Tavis-Cummings e Dicke. As simu-
lagbes numéricas foram implementadas utilizando o arcabougo computacional do ambiente
QuTiP para avaliar a evolu¢ao do nimero médio de fétons, da inversao populacional e da
entropia de von Neumann. Os resultados obtidos no regime de acoplamento fraco validam
a robustez da aproximacao de onda girante, exibindo fenémenos regulares e peridédicos
como as oscilagoes de Rabi e o perfil de colapso e reavivamento sob campos em estados
coerentes. Contudo, as simulagoes revelam que a elevacao da forga de acoplamento para
os regimes forte e ultraforte provoca a falha da aproximacao analitica. Conclui-se que os
termos contra-rotantes quebram a conservacao do niimero total de excitagoes e introduzem
frequéncias adicionais, batimentos e desvios crescentes em relacao aos modelos baseados
na RWA. Esses efeitos tornam-se relevantes nos regimes forte e ultraforte e devem ser

considerados na modelagem da dindmica unitaria de sistemas luz—matéria.

Palavras-chave: emaranhamento quantico; efeitos coletivos; aproximacao de onda girante;

modelo de Jaynes-Cummings; modelo de Rabi; modelo de Tavis-Cummings; modelo de
Dicke.






Abstract

This work presents a theoretical and computational study on quantum dynamics, reduced
entropies, and collective effects in light-matter systems. The main objective consists of
mapping the validity limits of the Rotating Wave Approximation (RWA) and investigating
the emergence of collective effects in systems composed of multiple qubits coupled to
a bosonic mode of the electromagnetic field. To achieve this, the method employs a
progressive complexity analysis structured into four fundamental models of quantum
optics. Initially, the single-qubit scenario is investigated through the Jaynes-Cummings
and Rabi models. Subsequently, the problem is extended to the many-body collective
regime, comparing the Tavis-Cummings and Dicke models. The numerical simulations were
implemented using the computational framework of the QuTiP environment to evaluate
the evolution of the average photon number, population inversion, and von Neumann
entropy. The results obtained in the weak coupling regime validate the robustness of the
rotating wave approximation, exhibiting regular and periodic phenomena such as Rabi
oscillations and the collapse and revival profile with the field prepared in coherent states.
However, the simulations reveal that increasing the coupling strength to the strong and
ultrastrong regimes causes the breakdown of the analytical approximation. In conclusion,
counter-rotating terms break excitation-number conservation and introduce additional
frequencies, beatings, and increasing deviations from RWA-based models. These effects
become relevant in the strong and ultrastrong-coupling regimes and must be considered in

the unitary modeling of light-matter dynamics.

Keywords: quantum entanglement; collective effects; rotating wave approximation;

Jaynes-Cummings model; Rabi model; Tavis-Cummings model; Dicke model.
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h Constante de Planck reduzida

€0 Permissividade elétrica do vacuo

o Permeabilidade magnética do vacuo

p Densidade volumétrica de carga

J Densidade de corrente

P Fung¢ao de onda do sistema

g Constante de acoplamento vacuo-matéria

a,al Operadores de aniquilacao e criacao de fétons

0,04 Operadores de Pauli e de levantamento/abaixamento para o qubit

lg), |e) Estados fundamental e excitado do qubit
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c Velocidade da luz no vacuo

We Frequéncia de ressonancia do modo fundamental da cavidade

We Frequéncia de transicao do qubit

A Dessintonia entre o qubit e o ressoador (w. — w,)

Q Frequéncia de Rabi

p Operador densidade (matriz densidade)

I, Operador identidade no espago de Hilbert da cavidade

I, Operador identidade no espago de Hilbert do subsistema atomico

A Constante de acoplamento coletivo nos modelos de Tavis-Cummings e
Dicke
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1 Introducao

O processamento de informacoes em computadores classicos fundamenta-se na logica
bindria, operando com estados definidos como 0 e 1 por meio do chaveamento de transistores.
Ao longo das tultimas décadas, o aumento fenomenal na eficiéncia computacional foi
impulsionado pela continua miniaturizacao desses componentes eletronicos. Essa tendéncia
de escalabilidade, descrita empiricamente pela Lei de Moore, previu com precisao o
barateamento e a aceleragao do processamento classico, mas também apontou para um
horizonte incontorndvel: o limite fisico da computacdo. A medida que as dimensdes dos
circuitos chegam a escala atomica, fendmenos quanticos passam a interferir diretamente

no funcionamento deterministico dos processadores convencionais (Markov, 2014).

Diante dessa barreira fisica, a comunidade cientifica passou a buscar abordagens
inteiramente novas para produzir sistemas computacionais que fossem nao apenas mais
eficientes, mas fundamentalmente escalaveis. Desse esforco cientifico, consolidou-se a
proposta da computacao quantica, que utiliza a propria mecanica quantica como base
de funcionamento, em vez de trata-la como um obstaculo. Nesse contexto, o controle da
informagao é realizado por meio da manipulagao de sistemas de dois niveis, os chamados
qubits. Seus estados de superposicao e emaranhamento sdo o que permite superar as
restrigoes da computagdo classica (Nielsen; Chuang, 2010), abrindo caminho para a

resolucao de problemas matematicamente intrataveis para as maquinas convencionais.

Tirar essa teoria do papel, entretanto, impoe desafios experimentais formidaveis. Siste-
mas quanticos sao inerentemente frageis e extremamente sensiveis a descoeréncia causada
por ruidos térmicos, elétricos e magnéticos provenientes do ambiente. Apesar dessas severas
restrigbes praticas, a viabilidade dessa tecnologia teve um marco definitivo em 2019, quando
o Google realizou a primeira demonstragao empirica de vantagem quéntica, provando que
um processador quantico poderia executar uma tarefa especifica exponencialmente mais
rapido do que um supercomputador classico. Para garantir avancos como esse e contornar
a sensibilidade a ruidos, um passo fundamental é entender rigorosamente a dinamica desses

qubits e a forma como eles interagem com os campos eletromagnéticos ao seu redor.

Do ponto de vista tedrico, grande parte dessas interagoes pode ser compreendida estu-
dando sistemas qubit-bdson, nos quais a matéria interage de forma coerente com a radiagao.
O modelo mais simples para descrever essa dinamica é o Modelo de Jaynes-Cummings,
que considera um tnico qubit acoplado a um modo bosénico (Jaynes; Cummings, 1963)
usando a Aproximagdo de Onda Girante (Rotating-wave approximation - RWA). Porém,
quando a forca de acoplamento entra no regime ultraforte, a RWA falha, ja que os termos
contra-rotantes — até entao desprezados — tornam-se essenciais para a evolucao do

sistema. Com isso, o0 modelo de Jaynes-Cummings perde sua validade e exige a utilizacao
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do modelo de Rabi completo (Rabi, 1937). Ao ampliarmos o problema para N qubits,
encontramos andlogos diretos: o modelo de Tavis-Cummings (Tavis; Cummings, 1968),
que ainda depende da RWA, e o modelo de Dicke (Dicke, 1954), que mantém os termos
contra-rotantes e descreve a interagdo coletiva sem a RWA | inclusive nos regimes nos quais
a aproximagcao falha.

A justificativa deste trabalho estd na necessidade de entender sistematicamente como
o aumento da complexidade altera a fisica do sistema. Mapear essa hierarquia, partindo
de sistemas com poucos corpos (Jaynes-Cummings e Rabi) até o inicio de efeitos coletivos
(Tavis-Cummings e Dicke), ajuda a responder perguntas centrais sobre a geracao de
emaranhamento, os limites de validade das aproximacoes padrao e o surgimento de
dindmicas nao integraveis. Trata-se de uma construcao tedrica e numérica que serve como
base sélida para a modelagem em informagao quantica.

Com base nisso, o objetivo geral deste TCC ¢é desenvolver um estudo analitico e
numérico da dinamica de sistemas qubit-bdson, aumentando gradativamente a comple-
xidade: partindo do modelo de Jaynes-Cummings, passando pelos modelos de Rabi e
Tavis-Cummings, até chegar ao modelo de Dicke para poucos qubits. Os objetivos especifi-
cos consistem em investigar a geracao de emaranhamento entre os subsistemas, a troca de
excitagoes, o impacto dos termos contra-rotantes sobre a validade da RWA e a emergéncia
de efeitos coletivos.

Embora este trabalho apresente uma abordagem fundamentalmente tedrica e numérica,
o mapeamento dos limites fisicos e da quebra de aproximacoes padrao nesses sistemas
possui implicagoes tecnologicas diretas no cenario da informacao quantica. Em particular,
a compreensao rigorosa da dindmica qubit-boéson nos regimes de acoplamento forte e
ultraforte constitui um dos pilares para o avango da computagdao quantica e para o
desenvolvimento de novos hardwares. A capacidade de modelar com precisao sistemas
de dois niveis acoplados a modos bosonicos fornece subsidios para identificar os regimes
em que aproximagoes simplificadoras deixam de reproduzir adequadamente a dinamica
unitaria.

Esse entendimento reflete-se diretamente no avanco das arquiteturas de circuitos
supercondutores em eletrodindmica quantica de circuitos (circuit QED), em que qubits
artificiais sao rotineiramente acoplados a ressonadores de micro-ondas (Blais et al., 2004).
A medida que a engenharia desses dispositivos busca realizar operacoes de portas logicas em
escalas de tempo cada vez mais curtas, os sistemas sao empurrados para regimes nos quais
os termos contra-rotantes e os efeitos coletivos tornam-se proeminentes (Frisk Kockum
et al., 2019). Dessa forma, as discussoes e metodologias aqui consolidadas funcionam como
ferramentas de modelagem fundamentais, auxiliando na previsao de fendmenos fisicos reais

e contribuindo para a otimizacao de hardwares quanticos escalaveis.
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?2 Referencial Tedrico

Este capitulo estabelece as bases conceituais e o formalismo matematico necessarios
para a modelagem dinadmica dos sistemas tratados ao longo deste trabalho. Iniciamos
com a fundamentacao da quantizacao do campo eletromagnético e a descricao de modos
bosonicos, seguidas pela formulacao de sistemas de dois niveis para os qubits. A partir desse
cenario basico, estendemos a analise conceitual para o formalismo da matriz densidade.
Por fim, expandimos o estudo da interagao luz-matéria de forma progressiva em termos de
acoplamento e complexidade, detalhando os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi para
um tunico elemento atémico, seguidos pelas generalizagoes coletivas de multiplos qubits

descritas pelos modelos de Tavis-Cummings e Dicke.

2.1 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Para descrever os fenomenos da eletrodinamica quéantica de cavidades, o ponto de
partida é tratar a radiagdo de forma quantica. Diferentemente da mecanica quantica
convencional, na qual quantizamos a posi¢ao e o momento de uma particula, aqui precisamos
quantizar o proprio campo eletromagnético livre. O método padrao consiste em reescrever
as equagoes classicas de Maxwell de forma que a energia do campo se assemelhe a um
conjunto de osciladores harmonicos independentes, permitindo assim a aplicagao da

quantizagao candnica (Scully; Zubairy, 1997).

2.1.1 O Campo Classico e o Calibre de Coulomb

Iniciamos com as equagoes de Maxwell no vacuo, em uma regiao livre de fontes, ou
seja, sem densidade de carga (p = 0) e sem correntes (J = 0). E conveniente descrever os
campos elétrico Ee magnético B através do potencial vetor Aedo potencial escalar ¢.
Escolhendo ¢ = 0, aplicamos o calibre de Coulomb, definido pela condicao V - A=0. As

equagoes fundamentais sdo expressas como:

V.E=0, (2.1)
V-B=0, (2.2)
. 0B
VX FE= i (2.3)
L E
Vx B= /,Loﬁoa . (24)
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Nesse gauge, os campos elétrico e magnético sao obtidos diretamente do potencial

vetor: .
= 0A - S
E=—— B= A. 2.5
Substituindo essas defini¢des na lei de Faraday-Lenz e utilizando a identidade vetorial
V x (V x fT) =V(V- fT) — V2A, chegamos & equacdo de onda cléssica para o potencial
vetor (Griffiths, David J, 1999):
. 10%4
A= S ——. 2.6
v 2 Ot? (26)

representa a velocidade da luz no vacuo.

1
em que ¢ =
q VH0€o

2.1.2 Expansdo em Ondas Planas e Modos Normais

A solucao geral para essa equacao de onda pode ser escrita como uma superposicao linear
de ondas planas. Para garantir que o campo fisico A seja uma quantidade real, a expansao
deve conter componentes de frequéncia positiva e seus respectivos complexos conjugados
(frequéncia negativa). Expandimos o potencial vetor em uma caixa de quantizacao de

volume V' como:
ff 7 1) = £ i(kF—wyt) A- —i(kr—wpt)] = 97
(7 1) = 2 [Af e T Agae X, (2.7)

onde k é o vetor de onda, w, = c\lg| é a frequéncia angular e A,;j , sao as amplitudes
complexas do campo. O vetor unitério de polarizagao €, (com A = 1, 2) indica a dire¢ao
do campo. Pela condicao do calibre de Coulomb (V - A= 0), os vetores de polarizagao sao
ortogonais ao vetor de onda (& - k = 0) e entre si (Griffiths, David J, 1999).

O préximo passo para a quantizacao é calcular a energia total do campo eletromagnético.
Classicamente, o Hamiltoniano H é a integral da densidade de energia sobre todo o volume
(Griffiths, David J, 1999):

]_ — 1 —
H= —/ (60]E]2 + \BP) d’r. (2.8)
2 Ho

Substituindo a expansao de A nas defini¢oes de E e B, recaimos em integrais espaciais
de produtos de ondas planas. Utilizando o Teorema de Parseval para transformar a integral
no espago das posi¢oes em uma soma no espaco dos momentos (ou vetores de onda), o
Hamiltoniano é simplificado drasticamente.

Definindo variaveis reais QE, NE P,;’ ), a partir das partes real e imaginaria das amplitudes
do campo, o Hamiltoniano classico toma a forma idéntica a de um conjunto de osciladores
harmonicos simples e independentes:

H—lz P? 4+ wiQ% (2.9)
- kA kRN :

24
EA



2.2. O Modo Bosonico 23

2.1.3 A Quantizacdo Canonica

Como o campo classico foi mapeado com sucesso para um problema de osciladores
harmoénicos, a transicao para a mecanica quantica pode ser feita promovendo as variaveis
continuas () e P a operadores hermitianos Q e P. Pelo processo de quantizagao cano-
nica, postula-se que esses operadores ndo comutam, satisfazendo a relagao de comutacgao
[Q,;/\, p,;,7/\,] = iz 70 (Griffiths, D. J., 2017) e (Sakurai; Napolitano, 2017).

Para facilitar os cdlculos e fornecer uma interpretacao corpuscular para a energia do
campo, introduzimos os operadores nao-hermitianos de aniquilagao (&E, ,) e criagao (&% /\),
definidos como combinagoes lineares de Qe P:

R 1

ap ) = 1/2hw (wkQpx +iP;,) - (2.10)
[ 1 A R

At 4

GJE)\ = Th&)k (kaE,)\ — ZPE,)\) . (211)

Substituindo essas defini¢oes no Hamiltoniano quantizado, obtemos a forma final da

energia do campo eletromagnético livre (Scully; Zubairy, 1997):
1
campo Z hwk < ak A 2) . (212)

Esse resultado mostra que a energia de cada modo do campo é quantizada em pacotes
discretos (os fétons) de energia fwy. O operador a'a é o operador ntimero, que fornece
a quantidade de f6tons em um determinado modo. O termo residual fiwy /2 representa a
energia de ponto zero do vacuo, evidenciando que, mesmo na total auséncia de fétons, o

campo eletromagnético retém energia e flutuacoes quanticas (Scully; Zubairy, 1997).

2.2 0O Modo Bosonico

Para analisar a interacao entre a matéria e a radiacao no interior de uma cavidade
quantica, é necessario descrever o campo eletromagnético confinado em termos de seus
graus de liberdade fundamentais. Como visto na se¢ao anterior, a quantizagdo canoénica do
campo em uma cavidade mapeia a energia de cada modo de oscilagdo tridimensional para
um oscilador harmonico quantico independente. Esse modo eletromagnético quantizado é
denominado modo bosdnico, cujas excitacoes elementares correspondem aos fétons (Scully;
Zubairy, 1997; Cohen-Tannoudji; Dupont-Roc; Grynberg, 1998).

Diferentemente dos sistemas fermionicos, que obedecem ao principio de exclusao de
Pauli, os modos bosonicos nao possuem restricao para o numero de ocupagao. Isso significa
que um unico modo da cavidade pode acomodar um nimero arbitrario de fé6tons no mesmo
estado quantico, uma propriedade associada & estatistica bosonica (Sakurai; Napolitano,

2017).
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2.2.1 Algebra dos Operadores Bosdnicos

A descricao matematica de um modo bosonico isolado de frequéncia w é construida
a partir dos operadores de aniquilacio (a) e criacio (a'). Esses operadores ndo sio

hermitianos e obedecem a relagdo de comutagao canoénica bosonica (Courtille, 2015):
[a,a'] = aa’ —ata = 1. (2.13)

A partir desses operadores, define-se o operador niimero de fétons N = ata, que é um
observével hermitiano. Os autoestados de N constituem a base dos estados de Fock (ou

estados de nimero) {|n)}, que satisfazem a equacao de autovalores:
Nn) = n|n), (2.14)

onden =0,1,2,... representa o niimero exato de fétons contidos no modo. A atuacao dos
operadores de criacao e aniquilagao sobre os estados de Fock é dada por (Scully; Zubairy,
1997):

aln) = vnln —1), afln) = vn+1|n + 1). (2.15)

O estado fundamental |0), denominado estado de vacuo, é definido como o estado

aniquilado pelo operador a (a|0) = 0).

2.2.2 O Espaco de Hilbert Infinito e Truncamento

Uma caracteristica crucial do modo bosonico que impoe desafios analiticos e compu-
tacionais é a dimensao do seu espago de Hilbert. Como o ntimero de excitagoes n pode
crescer indefinidamente, a base de Fock {|n)} gera um espaco quantico de dimensao infinita

(Sakurai; Napolitano, 2017). O Hamiltoniano livre desse modo é expresso por:
. 1
Hyos = hw (a a + 2) ) (2.16)

Nas simulagdes numéricas que constituem o nticleo deste TCC, a manipulagao de
matrizes infinitas é impraticavel. Adota-se, portanto, uma base bosénica de dimensao
Neut, representada por {|0),[1),...,|Newt — 1)}. A escolha de N, deve garantir que as
populacoes préoximas a fronteira superior da base permanecam despreziveis durante todo
o intervalo de evolucao, preservando a convergéncia e a validade fisica dos resultados

computacionais (Courtille, 2015).

2.3 Sistemas de Dois Niveis

A modelagem de sistemas fisicos reais na mecanica quantica frequentemente envolve
espagos de Hilbert de dimensdes elevadas ou infinitas, como no caso do 4&tomo de hidrogénio

ou do modo bosonico. No entanto, quando a dinamica de interesse envolve apenas duas
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condigoes de energia especificas — e a transicdo para outros niveis é energeticamente
improvavel devido ao desajuste de frequéncia (detuning), o sistema pode ser adequadamente
aproximado por um sistema de dois niveis, comumente denominado qubit (Scully; Zubairy,
1997).

Essa aproximacao idealizada é amplamente empregada na éptica quantica e na infor-
macao quantica para representar sistemas fisicos distintos, tais como o spin de um elétron,
a polarizagao de um féton, ou transicoes eletronicas especificas em atomos e circuitos

supercondutores (Sakurai; Napolitano, 2017).

2.3.1 Formalismo Matematico e Vetores de Estado

O espaco de Hilbert associado a um qubit possui dimensao finita N = 2. Escolhendo
uma base ortonormal para este espaco, denotamos os dois autoestados de energia por |e)
(estado excitado) e |g) (estado fundamental), que satisfazem as relagoes de ortogonalidade

e completude (Cohen-Tannoudji; Dupont-Roc; Grynberg, 1998):
(ele) = (glg) =1, (elg) =0. (2.17)

le){el +1g) (gl = L. (2.18)

Qualquer estado quantico arbitrario |¢/) do qubit pode ser escrito como uma superposi-

¢ao coerente desses dois estados de base:

1) = ale) + Blg), (2.19)

onde os coeficientes complexos satisfazem a condi¢do de normalizacio |a]? + |3/ = 1. Na

representagao vetorial padrao (notagao de vetor coluna), esses estados sao mapeados como:

1 0
o) = (0) o) = (1> . (220)

2.3.2 Algebra das Matrizes de Pauli e o Hamiltoniano Livre

A descricao dos observaveis e dos operadores de transicao em sistemas de dois niveis é
feita de forma extremamente conveniente por meio das matrizes de Pauli (0,,0y,0.), que
formam uma base para os operadores hermitianos neste espago bidimensional (Sakurai;
Napolitano, 2017). Em termos dos kets e bras da base de energia, essas matrizes e os
operadores de projecao/transi¢ao associados sao definidos como:

. = le)(el = lo) o] = (; _01) . 2:21)

&m—\e><gr+|g><er—((f (1)) &y——ire><g|+z'|g><er—(f ‘0) 222
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Para descrever os processos de transigao atomica (absorgao e emissdo quéantica), intro-
duzimos os operadores de levantamento (6, ) e descida (6_), que ndo sdo hermitianos e

atuam alterando o estado do qubit (Courtille, 2015):

. (o1, L YOG
0+—|e><g|—(0 0), 0-—Ig><e|—(1 o)’ (2.23)

onde 6.|g) = |e), e 6_le) = |g). Esses operadores obedecem as relagoes de comutagao
convencionais [64,5_| = 6.

Assumindo que a energia do estado fundamental é fixada em —hwy/2 e a do estado
excitado em +hwg /2, onde wy é a frequéncia de transi¢ao natural do qubit, o Hamiltoniano
livre que rege a dindmica interna isolada do sistema de dois niveis é expresso por (Scully;
Zubairy, 1997):

A 1 R
Hqubit - im(]o-z' (224)

Este Hamiltoniano livre sera somado ao Hamiltoniano do modo bosonico nas segoes
posteriores para construir os modelos de acoplamento coerente, servindo como base para a

construcao dos modelos de acoplamento coerente discutidos adiante.

2.4 Formalismo da matriz densidade

Quando um sistema quantico esta em um estado conhecido, a maneira ideal de descrevé-
lo é por meio de um vetor de estado [¢)). No entanto, ao tratar de situagoes experimentais
reais, interagdoes com o ambiente ou sistemas compostos onde nao se tem informacao
completa sobre todos os subgrupos, a descricdo por kets torna-se insuficiente. Para
contornar essa limitacao, utiliza-se o formalismo da matriz densidade, introduzido de forma
a incorporar tanto as probabilidades quanticas quanto a incerteza estatistica classica do
sistema (Scully; Zubairy, 1997; Cohen-Tannoudji; Dupont-Roc; Grynberg, 1998).

Considere um sistema que tenha probabilidade p; de estar no estado puro |;), com
>ipi = 1. O operador densidade (ou matriz densidade) p desse ensemble estatistico é

definido por:
p= ZPZWJWJ (2.25)

Para que p represente um estado quantico fisicamente aceitavel, o operador deve
cumprir trés condigoes matematicas fundamentais: ser hermitiano (p = p'), possuir trago
unitario (Tr(p) = 1, assegurando a conservacao da probabilidade total) e ser um operador
positivo semidefinido ({¢|p|¢) > 0 para qualquer vetor |¢)).

A distingdo matematica entre um estado puro e um estado misto é feita analisando a
pureza do sistema, dada pelo traco do quadrado da matriz densidade, Tr(p?):

=1, se o estado for puro
(2.26)

< 1, se o estado for misto



2.5. O Modelo de Jaynes-Cummings 27

A interpretacao fisica do formalismo da matriz densidade torna-se evidente quando
projetamos o operador p em uma base ortonormal fixa e completa do espago de Hilbert
do sistema, denotada por {|n)}. Os elementos matriciais desse operador sao obtidos

projetando-o entre dois estados da base:
Prm = (n]plm). (2.27)

A partir dessa representacao matricial, a estrutura do operador densidade revela duas
categorias de componentes com significados fisicos rigorosamente distintos.

Os elementos da diagonal principal (n = m), dados por p,, = (n|p|n), sdo denominados
populagoes. Fisicamente, o valor p,, quantifica a probabilidade estatistica de o sistema ser
encontrado no autoestado especifico |n) no momento de uma medigao.

Os elementos fora da diagonal (n # m), denotados por p,,, recebem o nome de
coeréncias. Diferentemente das populagoes, esses termos sao, em geral, nimeros complexos
e atuam como a assinatura da interferéncia quantica do sistema. Eles quantificam o grau
de superposicao de fase existente entre os estados |n) e |m).

Em sistemas abertos, a supressao irreversivel dos elementos fora da diagonal, em uma
base fisicamente relevante, caracteriza a decoeréncia. Nas simulagoes unitarias deste
trabalho, entretanto, variacoes desses elementos podem decorrer apenas da evolucao
coerente e nao devem ser interpretadas como perda de coeréncia causada por um ambiente.
Nesse formalismo, o valor esperado de qualquer observavel fisico associado a um operador
O pode ser obtido por meio do trago do produto com o operador densidade (Courtille,
2015):

(0) = Tr(pO). (2.28)

2.5 O Modelo de Jaynes-Cummings

O modelo de Jaynes-Cummings constitui o pilar fundamental da 6ptica quéantica para a
descri¢ao da interagao entre um sistema de dois niveis (qubit) e um tinico modo quantizado
do campo eletromagnético dentro de uma cavidade ideal (Jaynes; Cummings, 1963). O

Hamiltoniano total desse sistema fechado é expresso por:

1
Hjc = hwea'a + Ehwaaz + hg(a'o_ +aoy), (2.29)

onde w, representa a frequéncia do modo da cavidade, w, é a frequéncia de transicao
atomica e g denota a constante de acoplamento dipolo-campo. Os operadores a' e a sdo,
respectivamente, os operadores de criacao e aniquilacao bosonicos, satisfazendo a relagao
de comutacao [a,a’] = 1. No setor atdomico, o, = |e){e| — |g)(g| define o operador de
inversao de populacao, enquanto oy = |e)(g| e o = |g){e| sdo os operadores de subida e

descida baseados nos estados fundamental |g) e excitado |e).
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2.5.1 Estrutura em Blocos de Excitacdo e Solucdo Analitica

Para um ntimero fixo de excitacoes, o espaco de Hilbert total decompde-se em subespacos
bidimensionais invariantes. A base natural (ou desacoplada) que gera cada um desses

blocos de excitacao é expressa explicitamente por:

B, ={le,n),|g,n+ 1)}, (2.30)

onde o primeiro estado indica o qubit no estado excitado com n fétons na cavidade, e
o segundo representa o qubit no estado fundamental com n + 1 f6tons. Ao projetar o
Hamiltoniano total de Jaynes-Cummings neste subespaco e subtrair a energia média global

do bloco, o Hamiltoniano efetivo toma a seguinte forma matricial 2 x 2:

(”)—h( -3 9V”+1)7 (2.31)

H™ —
e gvn+1 2

em que a dissintonia (detuning) entre os sistemas é definida como a diferenga entre a
frequéncia da cavidade e a frequéncia de transicao atomica, A = w. — w,.
A diagonalizacao direta da matriz expressa na Equacao 2.31 fornece os autovalores de

energia associados aos estados vestidos (dressed states) do sistema:

1\ . &
E = hw, (n + 2) + 20 (A), (2.32)

onde a frequéncia de Rabi generalizada para esta escolha de base passa a incorporar o

fator do elemento de transicado do operador nimero, sendo escrita como:

Q,(A) = /A2 +4g2(n + 1). (2.33)

2.5.2 Dinamica sob Estados Coerentes: Colapso e Revival

A natureza quantizada do campo eletromagnético manifesta-se de forma particularmente
clara quando a cavidade é inicialmente preparada em um estado coerente. Um cenario de
particular relevancia ocorre ao inicializar o campo da cavidade em um estado coerente
|a), definido como o autoestado do operador de aniquilagao (a|a) = ala)), que descreve a
distribuicao estatistica de fétons emitida por um laser ideal estavel.

Diferentemente de um estado de Fock puro |n), que possui um niimero fixo de fétons, a
probabilidade P, de encontrar n fétons em um estado coerente obedece a uma distribuicao

de Poisson (Nielsen; Chuang, 2010), expressa por:

2n n
p o= el 0 o (M (2.34)
n! n!

em que (n) = |a|? representa o niimero médio inicial de fétons na cavidade.
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Quando um qubit, inicialmente preparado no seu estado excitado |e), passa a interagir
com esse campo, a evolugdo temporal do sistema nao se reduz a uma oscilacao de Rabi
senoidal simples com uma unica frequéncia. Como o estado coerente é composto por
uma superposi¢ao linear de infinitos estados de Fock, a dindmica global da inversao de
populagao do qubit passa a ser governada pela interferéncia quantica de uma infinidade
de frequéncias de Rabi distintas, cada uma ponderada pela probabilidade poissoniana
da Equacao 2.34. Sob a aproximacao de ressonancia exata (A = 0), a probabilidade de

encontrar o qubit no estado excitado em um instante ¢ é dada analiticamente por:

P.(t) = ; [1 + io P, cos (2gVn +1 t)] . (2.35)

Do ponto de vista dindmico, o comportamento da Equacao 2.35 revela o fenémeno
de Colapso e Ressurgimento (Collapse and Revival). Inicialmente, as diferentes compo-
nentes senoidais oscilam em fase, gerando oscilagoes bem definidas. No entanto, como as
frequéncias 2gv/n + 1 mudam de forma nao linear com o nimero de fétons n, as oscilagoes
associadas a cada componente rapidamente sofrem uma defasagem destrutiva mutua. Esse
processo resulta no amortecimento rapido das oscilagoes, fazendo com que a inversao de
populacao atinja temporariamente um valor estacionario estavel — um comportamento
conhecido como colapso da oscilacao de Rabi.

Surpreendentemente, devido ao fato de a distribuigdo de fétons ser discreta e nao
continua, existe um instante de tempo posterior no qual as fases dessas infinitas compo-
nentes voltam a se alinhar de forma construtiva na vizinhanca do valor médio (n). Esse
realinhamento de fase faz com que as oscilacoes de Rabi reemerjam temporariamente na
dindmica do qubit, caracterizando o fendémeno do revival (ressurgimento). Na aproximacao
de campos intensos ((n) > 1), a escala de tempo na qual ocorre o primeiro ressurgimento
pode ser estimada analiticamente por t,., ~ QW\/W /g.

O comportamento dindmico completo desse processo, evidenciando tanto o amorteci-
mento inicial quanto o realinhamento de fase quéntica, esta exemplificado explicitamente

na Figura 1.
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Figura 1 — Evolugao temporal da probabilidade de ocupacao do estado excitado P.(t)
para um qubit interagindo com um campo em estado coerente inicial. E
possivel observar o colapso rapido das oscilagoes de Rabi devido a defasagem e

o posterior ressurgimento (revival).
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Fonte: o autor (2026).

O fenomeno de colapso e ressurgimento constitui um teste rigoroso para a validacao
de aproximagoes dinamicas em eletrodinamica quantica de cavidades. Em regimes de
acoplamento ultraforte, onde a quebra da aproximacao RWA impoe a transicdo para o
modelo de Rabi completo, a violagdo da conservacao do niimero de excita¢oes desorganiza a
estrutura discreta dos subespacos invariantes. Consequentemente, a comparacao direta da
evolugao de P,.(t) sob estados coerentes funcionard, nas se¢oes subsequentes deste trabalho,
como uma assinatura macroscopica sensivel para mapear os limites de aplicabilidade entre
as previsoes ideais de Jaynes-Cummings e os efeitos fisicos reais decorrentes dos termos

contra-rotantes.

2.6 O Modelo de Rabi

Quando o acoplamento entre o &tomo e a cavidade aumenta de intensidade, aproximando-
se de uma fragdo consideravel das frequéncias de transicao, o modelo de Jaynes-Cummings
deixa de ser valido. Torna-se necessario recorrer ao modelo de Rabi completo, cujo

Hamiltoniano é estruturado como:

1
Hygapi = hw.a'a + §hwaaz +hg(a’ +a)(o- +oy). (2.36)

Diferentemente da Equacao 2.29, a interacdo na Equacao 2.36 contém termos da

forma ao_ e a'o,. Esses termos descrevem processos fisicos de contra-rotaciao nos quais,
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simultaneamente, um féton é absorvido enquanto o atomo decai, ou um féton é criado

enquanto o atomo é excitado.

2.6.1 A Aproximacdo de Onda Girante (RWA) e Comparacdo dos Modelos

A transicdo matemadtica entre o modelo de Rabi e o modelo de Jaynes-Cummings
baseia-se na Aproximagao de Onda Girante (Rotating Wave Approzimation - RWA). Ao
transformar o Hamiltoniano de Rabi para o quadro de interacdo, os termos coerentes
(aoy e a'o_) tornam-se estaticos na ressonancia (A = 0), variando como e @e=we)t  Fm
contrapartida, os termos contra-rotantes passam a oscilar rapidamente com frequéncias da
ordem de eti(watwe)t,

No regime de acoplamento fraco (¢ < w.,w,), essas oscila¢oes rapidas possuem uma
média temporal nula frente a escala de tempo da dindmica de acoplamento atomico.
Portanto, a RWA consiste em negligenciar esses termos de alta frequéncia, simplificando o
modelo de Rabi para o modelo de Jaynes-Cummings. Contudo, no regime de acoplamento
ultraforte (g > 0.25w..) (Agarwal; Rafsanjani; Eberly, 2012), os termos contra-rotantes
passam a competir com a energia livre do sistema, quebrando a simetria de conservacao

do nimero de excitagoes e impedindo uma solucao analitica simples em blocos 2 x 2.

2.6.2 Meétricas Quanticas de Comparacao

Para analisar e quantificar as discrepancias dinamicas induzidas pela quebra da aproxi-
magao RWA ao longo da transigao de regimes de acoplamento, selecionam-se métricas fun-
damentais baseadas no operador densidade p(t): Adota-se a ordem tensorial H = H,.® H,,

em que I. é a identidade no espago da cavidade e I, é a identidade no espago atdémico.

» Populagao do Estado Excitado (P.): Mede a probabilidade de encontrar o qubit
no estado excitado em um instante ¢, obtida pelo valor de expectativa do operador

de projecao correspondente:
Fe(t) = Tr[p(t) (I © [e) (e])] - (2.37)

o Numero Médio de Fétons ((n)): Monitora a intensidade do campo eletromagné-

tico quantico na cavidade através do valor de expectativa do operador ntimero:
(n(t)) = Tr[p(t) (ala @ 1,)] . (2.38)

o Entropia de von Neumann (S): Utilizada para diagnosticar o grau de emara-
nhamento quantico estabelecido entre o qubit e a cavidade. Calculada a partir do
operador densidade reduzido do qubit, p,(t) = Tr.[p(t)], a entropia é expressa como
(Nielsen; Chuang, 2010):

S(pa) = —Tr[palogy(pa)]- (2.39)
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Para estados globais puros, um aumento na entropia reduzida indica de forma direta

a geracao de emaranhamento coerente entre a matéria e o campo.

« Fidelidade (F): Avalia a similaridade quantitativa entre os estados gerados pelo
modelo de Rabi (prani) € pelo modelo de Jaynes-Cummings (pjc) em uma mesma

escala temporal:

F(t) = [(bsc®)Pr(t))] (2.40)

2.7 O Modelo de Tavis-Cummings

A expansao natural da eletrodindmica quantica de cavidades para cenarios multifunci-
onais envolve o acoplamento de um conjunto de N qubits idénticos e nao interagentes a
um tnico modo bosonico. Mantendo-se sob a validade da aproximagao RWA, esse cenario

é regido pelo modelo de Tavis-Cummings (Tavis; Cummings, 1968), cujo Hamiltoniano é:

A
Hre = hw.a'a + hw,J, + hi——(a'J_ + aJ.). 2.41
TC \/N( +) ( )

Nessa convengio, J, = 1N 0 e J = ¥ o). O fator 1/v N torna o Hamil-
toniano extensivo e permite comparar os modelos de Tavis-Cummings e Dicke com a

mesma constante coletiva \; caso se utilize um acoplamento por qubit g, basta identificar

9=MVN.

2.7.1 A Base Coletiva de Dicke

O tratamento matematico do modelo de Tavis-Cummings torna-se altamente eficiente
ao mapear o subespago atomico utilizando a chamada base coletiva de Dicke (Dicke, 1954).
Em vez de construir o espaco de Hilbert através do produto tensorial direto de matrizes
2N x 2N aproveita-se a simetria de permutacdo dos qubits sob acoplamento idéntico.
Os estados coletivos sao rotulados pelos autovalores |7, m), onde j representa o niimero
quéantico de spin coletivo total (j < N/2) e m indica a projecao de inversao de populagio
coletiva (—j < m < j).

A acdo dos operadores coletivos sobre essa base segue as relagoes padrao de momento

angular:

Lljymy = mljm),  Jeljm)=\/jj+1) —mmE)jmE1).  (242)

A adocao da base de Dicke restringe a dinamica ao subespaco de simetria maxima
(j = N/2), reduzindo drasticamente a dimensionalidade computacional do problema e
permitindo o estudo numérico exato da troca coletiva de energia e do emaranhamento

multipartido.
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2.8 O Modelo de Dicke

Por fim, ao remover a aproximagao RWA do cenario coletivo de multiplos qubits,
atinge-se o modelo de Dicke completo (Dicke, 1954). O Hamiltoniano correspondente é

dado por:

2

VN

Hpike = hweala + huw,J, + h——=(a' + a)J,. (2.43)

onde J, = 3(Jy + J_).

Assim como ocorre na transi¢ao de Jaynes-Cummings para Rabi, a presenca dos termos
contra-rotantes coletivos na Equacao 2.43 destroi a conservagao do niimero de excitagoes.
O modelo de Dicke é amplamente reconhecido por apresentar, no limite termodinamico,
uma transicao de fase quantica de segunda ordem de um estado normal para um estado
superradiante quando o acoplamento coletivo, na convencao da Equacao 2.43, atinge
Ae = y/Wea/2 no limite termodindmico ideal. Para N finito, hd um cruzamento suave,
e nao uma transicao de fase singular. Esse comportamento dindmico e critico torna o
modelo de Dicke um importante laboratério tedrico para investigar efeitos de tamanho

finito e propriedades coletivas.
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3 Metodologia

O desenvolvimento deste trabalho fundamenta-se em uma abordagem tedrico-computa-
cional quantitativa, estruturada em duas frentes complementares: o tratamento analitico
exato de modelos fundamentais da interacao luz-matéria e a simulacdo numérica de suas
dindmicas temporais sob condi¢oes ideais. A estratégia metodologica foi desenhada para
acompanhar o aumento progressivo de complexidade do sistema, partindo do limite de um
unico qubit isolado até atingir regimes coletivos multipartidos.

Do ponto de vista analitico, o método consistiu na aplicacao direta do formalismo meca-
noquantico para sistemas de dois niveis e para a quantizacao do campo eletromagnético em
cavidades. O mapeamento dos subespacos invariantes e a diagonalizacdo de Hamiltonianos
efetivos — como no modelo de Jaynes-Cummings — foram realizados analiticamente para
estabelecer os limites assintéticos e validar os algoritmos numéricos. Para os regimes
onde a quebra de simetrias ou a inclusao de termos contra-rotantes impede a obtencao de
solugoes analiticas fechadas, recorreu-se a modelagem computacional.

A infraestrutura de programacao adotada centrou-se na linguagem Python, utilizando
a plataforma em nuvem Google Colaboratory (Google Colab). A escolha do ambiente
em formato de Jupyter Notebook viabilizou o desenvolvimento interativo, integrando a
execucao de cddigos, o controle de parametros fisicos e a documentacao em tempo real. A
implementagao numérica sustentou-se no ecossistema cientifico de bibliotecas de codigo

aberto em Python:

o NumPy: Utilizada para a manipulacao eficiente de arranjos multidimensionais,

operagoes de algebra linear basica e discretizacao de variaveis temporais;

o Matplotlib: Empregada na construcao de graficos e visualizagoes de alta resolugao

para a analise do comportamento das métricas quanticas extraidas;

e QuTiP (Quantum Toolbox in Python): Constituiu o nicleo computacional do
trabalho. A biblioteca foi utilizada para construir os espacgos de Hilbert compostos
através de produtos tensoriais, estruturar os Hamiltonianos globais e os operadores
coletivos de spin, além de executar a integracao temporal unitaria dos vetores de

estado com o solver sesolve.

O protocolo de simulagao numérica consistiu em inicializar o sistema qubit-cavidade
em estados especificos (como estados de Fock ou estados coerentes) e monitorar a evolugao
temporal de grandezas como a probabilidade de ocupacao do estado excitado (F,), o
nimero médio de fétons ((n)), a entropia de von Neumann e a fidelidade quéntica. Os

dados gerados pelas simulagoes computacionais foram confrontados diretamente com as
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previsoes tedricas assintoticas, permitindo mapear com rigor os limites de aplicabilidade de
cada modelo frente aos regimes de acoplamento. O integrador foi executado com tolerancias
absoluta e relativa de 107!% e 1078, respectivamente, e limite de 10* passos internos. O
script registra os intervalos temporais, o nimero de pontos e os cortes bosonicos empregados.
A opgao -check-convergence repete casos representativos com N, aumentado em 20 e

grava a diferenca maxima dos observaveis em Fig/convergence_report.csv.
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4 Resultados e discussoes

Neste capitulo, sao apresentados e discutidos os resultados obtidos por meio da simula-
¢ao numérica da evolucao temporal da interacao luz-matéria. A anélise foi estruturada em
um nivel de complexidade crescente: partindo do limite elementar de um tnico qubit isolado
sob as formulacoes de Jaynes-Cummings e Rabi, avancando para a emergéncia de efeitos
coletivos com miiltiplos qubits via modelos de Tavis-Cummings e Dicke e comparando a
influéncia dos termos contra-rotantes nos regimes de acoplamento estudados.

As simulagbes apresentadas sao unitarias e foram executadas com o sesolve do QuTiP.
Adotaram-se h = 1, w. = 1, w, = w. e o tempo adimensional 7 = w.t; assim, a razao
de acoplamento é 7 = g/w, para um qubit e n = A\/w, no caso coletivo. O truncamento
bosénico foi escolhido de acordo com o estado inicial e o regime: para |a| =5 (n = 25),
utilizou-se Ny > [7i 4+ 8y/n + 1+ 11]. A equacio utilizada foi elaborada com base no
niimero médio de fétons (n = |a|?) acrescido de um fator dependente do desvio padrao
da distribuicdo de Poisson (v/72) e de um valor numérico adicional de seguranca (buffer).
Testes de convergéncia — ainda que nao exaustivos — foram conduzidos para atestar a
validade desta métrica empirica. Esses testes garantiram que as populac¢des nos limites
superiores da base truncada permanecessem rigorosamente nulas durante a evolucao
temporal, permitindo o redimensionamento seguro e automéatico da base ao se variar a
intensidade do estado coerente. O cddigo esta disponivel no Google Colab.

Convengdes numéricas. Em todas as figuras, H = H. @ H,, |e) = (1,0)7, |g) = (0, 1),
o projetor excitado é I. ® |e)(e| e o estado inicial de vacuo é |0, e). Para o estado coerente,
utiliza-se |a, €), com a = 5. O eixo temporal é 7 = w,.t; no caso coerente e em acoplamento

fraco, o intervalo inclui Ty, =~ 27||/(g/we).

4.1 Regime de Acoplamento Fraco e Validacao dos Modelos para

um Qubit

Inicialmente, com o objetivo de validar o aparato numérico construido e verificar a
equivaléncia fisica entre as formulagoes de um tinico qubit, os sistemas foram analisados
no regime de acoplamento fraco (g/w. = 0,05), em ressonancia (w, = w.). Neste regime,
a Aproximagao de Onda Girante (RWA) é uma aproximacao controlada, fazendo com
que o Hamiltoniano de Jaynes-Cummings descreva a fisica do sistema com excelente
aproximacao.

As primeiras simulagoes foram executadas tomando a cavidade inicialmente no estado

de vacuo |0) e o qubit no estado excitado |e). A Figura 2 ilustra a evolu¢do temporal da
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probabilidade de ocupacao do estado excitado e do nimero médio de fétons para ambos

os modelos.

Figura 2 — Evolugao temporal da probabilidade de ocupagao do estado excitado P.(t) e do
nimero médio de fétons (n(t)) para os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi
no regime de acoplamento fraco com a cavidade inicialmente no vécuo |0).
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Fonte: o autor (2026).

Conforme observado na Figura 2, a dindmica exibe oscila¢des de Rabi perfeitamente
senoidais e limpas, onde o comportamento do modelo de Rabi sobrepoe-se de forma
indistinguivel ao modelo de Jaynes-Cummings, em concordancia com a anélise de Larson
(2007). Esse resultado decorre do fato de os termos contra-rotantes do Hamiltoniano
de Rabi, afo, e ao_, oscilam, na ressonancia, com frequéncia w, + w. = 2w, e sofrem
um cancelamento médio efetivo na escala de tempo da dindmica atomica. Portanto, a
conservacao do nimero total de excitagoes, N =adla+ 040_, permanece uma aproximacao
muito precisa para esse regime.

Para expandir a validagdo do resolvedor, a mesma andlise foi realizada configurando a

cavidade em um estado coerente |a), com os resultados apresentados na Figura 3.
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Figura 3 — Evolugdao temporal da populacao do estado excitado P,.(t) para os modelos de
Jaynes-Cummings e Rabi, com a cavidade inicialmente preparada no estado
coerente |a), no regime de acoplamento fraco.
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Fonte: o autor (2026).

A transicao do estado de vacuo para o estado coerente modifica radicalmente o
perfil da evolugao temporal. Em vez de oscilagoes de amplitude constante, observa-
se o fendémeno tipicamente quantico de colapso e ressurgimento (collapse and revival) das
oscilagoes de Rabi (Eberly; Narozhny; Sanchez-Mondragon, 1980). Esse comportamento
reflete a distribuicao estatistica de Poisson dos estados de Fock que compdem o estado
coerente, gerando interferéncias destrutivas (colapso) seguidas de reconstituigoes de fase
(ressurgimento). Notavelmente, a concordancia entre os modelos de Rabi e Jaynes-
Cummings deixa de ser exata, o que indica uma pequena interferéncia causada pelos
termos contra-rotantes. No entanto, essa interferéncia ainda é consideravelmente pequena,
de modo que os modelos permanecem proximos, em concordancia com o limite de validade

esperado para a RWA.

4.2 Analise Comparativa de Observaveis Quanticos em Acoplamento

Fraco

Para quantificar a concordancia observada nas evolugoes temporais, foram calculados
os observaveis diferenciais e as métricas de correlacado quantica entre os estados gerados

por cada modelo. As métricas calculadas foram diferenca de populacao do estado excitado
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(Dp(t)), a diferenga entre os nimeros médios de fétons (D, (t)), a diferenga de entropia de
emaranhamento de von Neumann (Dg(t)) e a fidelidade quantica (F(t)) entre os estados

puros obtidos pelas duas evolugoes, caracterizadas pelas equagoes:

Dp(t) = [P (t) = P/(1)] (4.1)
Dn(t) = [{n(t)) ravi — (n(t))sc| (4.2)
Ds(t) = 87" (t) — S/ (¢)] (4.3)
F(t) = {Wsc(t)V rai(t))] (4.4)

A Figura 4 sintetiza esses resultados.

Figura 4 — Evolucao temporal das métricas comparativas entre os modelos de Jaynes-
Cummings e Rabi: (a) Dp(t), (b) D,(t), (¢) Dg(t) e (d) Fidelidade F(t) sob

acoplamento fraco.
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Os resultados numéricos das diferencas de observaveis ratificam a equivaléncia dos
modelos sob acoplamento fraco. As discrepancias associadas a inversao de populagao e
ao numero médio de fé6tons mantém-se em ordens de grandeza despreziveis, proximas do
limite de precisao numérica do resolvedor algoritmico.

A andlise da entropia de emaranhamento de von Neumann, calculada a partir do traco
parcial da matriz de densidade do qubit (S, = —Tr(p, log, p,)), indica que os dois modelos
apresentam perfis de emaranhamento muito préximos ao longo do intervalo considerado.
Por fim, a fidelidade entre os vetores de estado das duas simulagdes assume o valor estavel
de F' ~ 1 durante todo o intervalo de tempo considerado. Essa métrica confirma que, para

o acoplamento fraco estudado, as trajetorias permanecem praticamente coincidentes.

4.3  Quebra da RWA nos Regimes de Acoplamento Forte e Ultraforte

Uma vez mapeada a equivaléncia entre os modelos no regime de acoplamento fraco, a
forca de acoplamento ¢ foi incrementada gradativamente com o intuito de investigar os
limites de aplicabilidade da RWA e o surgimento de componentes de frequéncia adicionais
na dindmica do modelo de Rabi. Ao caminharmos em dire¢do ao regime de acoplamento
forte (g/w. ~ 0.1) e ultraforte (g/w. > 0.25), os termos contra-rotantes passam a atuar de
forma ativa na dinamica, destruindo a propriedade de conservacao do niimero total de
excitacoes.

As Figuras 5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12 e 13 ilustram as alteragoes nos perfis de probabilidade
e nos observaveis conforme o aumento da forga de acoplamento (g), indo para os regimes

de acoplamento forte e ultraforte.
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Figura 5 — Evolugao temporal da probabilidade de ocupagao do estado excitado P.(t) e do
numero médio de fétons (n(t)) para os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi
no regime de acoplamento forte com a cavidade inicialmente no vécuo |0).
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Fonte: o autor (2026).
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4.3. Quebra da RWA nos Regimes de Acoplamento Forte e Ultraforte

Figura 6 — Evolugao temporal da populacao do estado excitado P,(t) para os modelos de

Jaynes-Cummings e Rabi, com a cavidade inicialmente preparada no estado

coerente |a), no regime de acoplamento forte.
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Figura 7 — Evolucao temporal das métricas comparativas entre os modelos de Jaynes-
Cummings e Rabi: (a) Dp(t), (b) D,(t), (c) Ds(t) e (d) Fidelidade F(t) sob
acoplamento forte.
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Fonte: o autor (2026).

Os graficos das figuras 5, 7 e 6 mostram que, em regime de acoplamento forte, ha o
inicio de uma degradacao do modelo de Jaynes-Cummings em relacdo ao modelo de Rabi,
estando de acordo com Frisk Kockum et al. (2019). Observam-se pequenas oscilagoes
rapidas e batimentos superpostos a dinamica principal. Essas componentes adicionais
decorrem do acoplamento entre setores com diferentes nimeros de excitagdes promovido
pelos termos contra-rotantes afo, e ao_. No limite perturbativo, parte desses efeitos pode
ser interpretada em termos de processos virtuais. Nesse regime, os termos contra-rotantes
ainda nao produzem desvios acentuados entre os modelos, e a fidelidade permanece proxima

da unidade.
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dio de fétons (n(t)) para os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi

no regime de acoplamento ultraforte com a cavidade inicialmente no vacuo |0).
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4.3. Quebra da RWA nos Regimes de Acoplamento Forte e Ultraforte
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Figura 9 — Evolugao temporal da populacao do estado excitado P,.(t) para os modelos de
Jaynes-Cummings e Rabi, com a cavidade inicialmente preparada no estado
coerente |a), no regime de acoplamento ultraforte.

r .~ 1.~~~ 1.~~~ 1+ ° 1 ¢+ 1. 1T
1.0F —— Jaynes-Cummings
I --- Rabi ]

0.8

04r

02 1

[OX 0N N T I S S S SN SN S
0 25 50 75 100 125 150 175
Tempo adimensional r=w.t

Fonte: o autor (2026).



4.3. Quebra da RWA nos Regimes de Acoplamento Forte e Ultraforte 47

Figura 10 — Evolucao temporal da diferenga de populagdo do estado excitado (Dp(t))
entre os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi sob acoplamento ultraforte.
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Figura 11 — Evolugao temporal da diferenca de niimeros médios de fétons (D, (t)) entre os
modelos de Jaynes-Cummings e Rabi sob acoplamento ultraforte.
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Figura 12 — Evolucao temporal da diferenca de entropia de emaranhamento de von Neu-
mann (Dg(t)) entre os modelos de Jaynes-Cummings e Rabi sob acoplamento
ultraforte.
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Figura 13 — Evolucao temporal da fidelidade quéntica (F(t)) entre os modelos de Jaynes-
Cummings e Rabi sob acoplamento ultraforte.
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Fonte: o autor (2026).

A partir dos graficos das Figuras 8, 9, 10, 11, 12 e 13, observa-se que o aumento da forca
de acoplamento introduz desvios crescentes em relagdo as oscilagoes previstas pelo modelo

de Jaynes-Cummings, como reportado em Frisk Kockum et al. (2019). Observam-se novas
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escalas de frequéncia e batimentos associados aos termos contra-rotantes. Porém, quando
se trata de acoplamentos ultrafortes e, consequentemente, profundos, esses termos passam
a exercer um papel critico na dindmica do sistema.

Conforme mostram as Figuras 10, 11, 12 e 13, as diferencas entre as métricas dos
dois modelos aumentam, enquanto a fidelidade quantica diminui. Esse comportamento
evidencia uma divergéncia acentuada entre as trajetérias temporais, a quebra da eficacia da
RWA e a perda de confiabilidade do modelo Jaynes-Cummings para previsoes e descrigoes

de um 1nico qubit nesse regime.

4.4 Efeitos Coletivos: Generalizacdo para Multiplos Qubits

Ao estender a descricdo do sistema para o cenario de muitos corpos, a fisica da
interacao qubit-boson passa a manifestar propriedades coletivas que dependem fortemente
do tamanho do sistema N. Nesta secao, analisamos a dinamica temporal do niimero médio
de fotons (a'a) e da inversdo populacional coletiva normalizada (.J,)/j para conjuntos de
N =2,3,4 e 5 qubits.

A analise é estruturada comparando-se os modelos de Tavis-Cummings e Dicke de
forma independente, avaliando para cada um deles duas configuracoes fundamentais para
o estado inicial global: a primeira compreendendo os atomos excitados em uma cavidade
inicialmente no vacuo, |0) ®|e, e, ..., e), e a segunda associando a mesma excitacao atdmica

a um campo bosdnico preparado em um estado coerente de Glauber, |a) ® |e,e, ... e).

4.4.1 Dinamica Coletiva no Modelo de Tavis-Cummings

O modelo de Tavis-Cummings descreve a interacao coletiva sob a imposicao da Apro-
ximagao de Onda Girante (RWA). A caracteristica matematica central desse regime ¢ a
conservacao do niamero total de excitacoes, ditada pela invariancia do operador nimero
global N = ata + J, + N/2.

Na primeira configuracao, onde a cavidade encontra-se inicialmente no vacuo (Figuras 14
e 15), as curvas revelam a assinatura das oscilagoes de Rabi coletivas. A medida que a
inversao populacional dos qubits decai de seu valor maximo normalizado w(0) = 1 em
direcdo ao estado fundamental atomico, o nimero médio de fétons na cavidade cresce
proporcionalmente, atingindo o maximo populacional muito préximo ao niimero de qubits
do sistema ((a'a) ~ N).
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Figura 14 — Evolucdo temporal do ntimero médio de fétons para o modelo de Tavis-
Cummings, com \/w, = 0,10 e w, = w. e N = 2,3,4,5 qubits, evoluindo a
partir do estado de vacuo da cavidade.
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Figura 15 — Evolucao temporal da inversao coletiva normalizada para o modelo de Tavis-
Cummings, com \/w, = 0,10 e w, = w. e N = 2,3,4,5 qubits, evoluindo a
partir do estado de vacuo da cavidade.
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Nos intervalos temporais e parametros investigados, a transferéncia de energia entre o
sistema atomico e o modo bosénico permanece parcial para todos os valores de N consi-
derados, o que era esperado, em conformidade com o demonstrado por Garraway (2011).
Embora a inversao populacional sofra uma forte deplecao, ela nao atinge uniformemente
o limite inferior absoluto (J.)/j = —1. Esse comportamento decorre do fato de que, no
modelo de multiplos qubits, o espaco de Hilbert composto expande-se e o Hamiltoniano
coletivo passa a conter multiplos autovalores cujas frequéncias nao sdo multiplos inteiros
uns dos outros. Como consequéncia, a interferéncia muatua dessas diferentes componen-
tes dessincronizadas impede uma conversao integral de excitagoes, gerando pequenos
batimentos dinamicos ja no primeiro ciclo de emissao.

Apesar da incompletude na transferéncia, o efeito cooperativo manifesta-se de forma
evidente no deslocamento temporal dos primeiros maximos de emissdao. Conforme o niimero
de qubits aumenta de N = 2 para N = 5, o intervalo de tempo necessario para que o sistema
atinja a sua eficiéncia maxima de conversao para a cavidade decresce progressivamente.
Esse comportamento resulta dos elementos de matriz coletivos no subespaco simétrico
j = N/2. Como o c6édigo mantém fixa a constante coletiva A e usa o acoplamento por qubit
g=2A/ VN, a variacdo temporal com N néo corresponde simplesmente a uma amplificacio
universal por v/ N.

Quando o estado inicial do campo é substituido por um estado coerente |a) (Figura 16),
a dindmica quantica incorpora a estatistica de Poisson inerente a distribuicao de estados
de Fock. A superposicao de diferentes componentes de fétons faz com que os qubits expe-
rimentem simultaneamente multiplas frequéncias de oscilacao que variam com €, < /n.
O descompasso de fase entre essas frequéncias induz um rapido fenomeno de interferéncia
destrutiva, culminando no colapso das oscilagdes do campo e da inversao coletiva até um
patamar de equilibrio estavel. Para os valores de N investigados, a assinatura quantica
dos reavivamentos (revivals) comega a se delinear & medida que as fases das componentes
discretas voltam a se alinhar periodicamente, exibindo uma modulacao bem definida que

preserva a simetria de conservacao de excitagoes do modelo.
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Figura 16 — Evolucao temporal do niimero médio de fétons e da inversao coletiva nor-
malizada para o modelo de Tavis-Cummings, com \/w. = 0,10 e w, = w, €
N = 2,3,4,5 qubits, evoluindo a partir do campo em um estado coerente com

a=Db.
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4.4.2 Dinamica Coletiva no Modelo de Dicke

O modelo de Dicke difere essencialmente da abordagem anterior por preservar os termos
contra-rotantes (a'J, e aJ_) no Hamiltoniano de interacio, cuja intensidade é escalonada
pelo fator 1/4/N para assegurar a melhor consisténcia fisica no tratamento do limite

termodinamico (N — 00).

Para o sistema evoluindo a partir do viacuo bosoénico (Figuras 17 e 18), a inclusao
desses termos modifica qualitativamente o comportamento das curvas. Embora o perfil
geral de troca de energia entre os atomos e o campo guarde semelhan¢a com o padrao
observado em Tavis-Cummings, as curvas apresentam deslocamentos de fase e frequéncias
adicionais sob o mesmo acoplamento coletivo A. Essas diferencas decorrem da inclusao
dos termos contra-rotantes e da consequente mistura entre setores com diferentes niimeros

de excitagoes. Os termos contra-rotantes acoplam setores adicionais da base de Fock e
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introduzem novas componentes de frequéncia na evolucao temporal; no limite perturbativo,

parte desses efeitos pode ser interpretada em termos de processos virtuais.

Figura 17 — Evolucao temporal do nimero médio de fé6tons para o modelo de Dicke, com
AN we=0,10 e w, =w. e N =2,3,4,5 qubits, evoluindo a partir do estado de
vacuo da cavidade.
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Figura 18 — Evolucao temporal da inversao coletiva normalizada para o modelo de Dicke,
com N w, = 0,10 e w, = w. ¢ N = 2,3,4,5 qubits, evoluindo a partir do
estado de vacuo da cavidade.
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Fonte: o autor (2026).

No cendrio em que os qubits excitados interagem com um campo coerente |a) (Fi-
gura 19), o modelo de Dicke exibe novamente desvios em relagdo ao regime RWA. O
fendmeno de colapso da inversao populacional ocorre de maneira analoga devido a dis-
persao estatistica do campo, porém, os reavivamentos subsequentes perdem a geometria

limpa e simétrica tipica de Tavis-Cummings.
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Figura 19 — Evolucao temporal do niimero médio de fétons e da inversao coletiva norma-
lizada para o modelo de Dicke, com \/w. = 0,10 e w, =w. e N =2,3,4,5
qubits, evoluindo a partir do campo em um estado coerente com o = 5.

————
— N=2 —— N=4]
—— N=3 —— N=51

w
o
Ty

20 F .

N
N
T
~__ >
—_ =

N
[6)]
T
1

—_

o

™T]
1

0.5F

0.0f

(1) /5

~0.5F

_]..0 __- 1 1 1 ! 1 L L 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 L L " 1 L L L 1 n
0 20 40 60 80 100 120

Tempo adimensional 7=w,t

Fonte: o autor (2026).

4.4.3 Anélise das Frequéncias de Oscilacdo nos Regimes Forte e Ultraforte

A comparacao quantitativa entre os modelos de Tavis-Cummings e Dicke somente
é fisica quando ambos empregam a mesma convenc¢ao de acoplamento. Neste trabalho,
os dois Hamiltonianos usam A/ V/N; portanto, o Hamiltoniano de Tavis-Cummings é
precisamente a RWA do Hamiltoniano de Dicke. As diferencas de frequéncia e amplitude
passam, entao, a refletir os termos contra-rotantes, e nao uma normalizacao desigual
introduzida no codigo.

No modelo de Tavis-Cummings, a conservacao do nimero total de excitagdes restringe
a dinamica a setores invariantes. Se o acoplamento por qubit ¢ for mantido fixo, os
elementos de matriz coletivos podem produzir escalas proporcionais a gv/N. Na convencio
extensiva adotada neste trabalho, entretanto, g = A/ V/N; assim, o crescimento coletivo
inicial é parcialmente compensado pela normalizacdo. A dependéncia da escala temporal

com N deve, portanto, ser interpretada a partir do estado inicial e do setor de excitagoes,
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e nao por uma lei universal Q x v/N.

A normalizagao extensiva \/ VN deve ser aplicada de modo consistente tanto ao modelo
de Dicke quanto a sua RWA, o modelo de Tavis-Cummings. Se, em vez disso, for mantido
fixo o acoplamento por qubit g, ambos os modelos devem ser escritos sem o fator 1/ V'N.
A mistura dessas duas convengoes produz uma desaceleracao artificial do modelo de Dicke.

Além disso, a presenga dos termos contra-rotantes (a'.J, e a.J_) elimina a conservacio do
numero total de excitagoes e amplia o conjunto de estados de Fock acoplados pela dindmica.
Em vez de uma oscilacao direta entre niveis bem definidos, a fungdo de onda do sistema
distribui-se por multiplos estados de Fock da cavidade. Essa dispersao quantica amortece
a velocidade da inversao populacional, manifestando-se visualmente como um regime de
oscilagoes com frequéncias ligeiramente menores e periodos estendidos se comparados ao
caso sob a aproximagao RWA.

Para investigar o regime em que a RWA deixa de reproduzir adequadamente a dindmica
e 0s termos contra-rotantes se tornam relevantes, o acoplamento coletivo foi elevado a
A/w. = 0,40. Os resultados numéricos para este cendrio estdo apresentados nas Figuras 20,
21, 22, 23, 24 e 25, que apresentam o numero médio de fétons e a inversao normalizada

para os mesmos estados iniciais utilizados anteriormente.
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Figura 20 — Dinamica temporal do niimero médio de fétons para o modelo de Tavis-
Cummings, com A/w. = 0,40 e w, = w. e N = 2,3,4,5 qubits para evolugao a
partir do estado de vacuo da cavidade.
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Fonte: o autor (2026).
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Figura 21 — Dinamica temporal da inversao de populacao normalizada para o modelo de
Tavis-Cummings, com \/w. = 0,40 e w, = w. e N = 2,3,4,5 qubits para
evolugao a partir do estado de vacuo da cavidade.
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Figura 22 — Dinamica temporal para o modelo de Tavis-Cummings, com \/w, = 0,40 e
we, =w. € N =2,3,4,5 qubits para evolugao a partir do campo coerente.
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Figura 23 — Dindmica temporal do nimero médio de fé6tons para o modelo de Dicke, com
A we =040 e w, = w. e N =2,3,4,5 qubits para evolugdo a partir do estado
de vacuo da cavidade.
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Figura 24 — Dinamica temporal da inversao de populacao normalizada para o modelo de
Dicke, com A/w. = 0,40 e w, = w. e N = 2,3,4,5 qubits para evolucao a
partir do estado de vacuo da cavidade.
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Figura 25 — Dinamica temporal para o modelo de Dicke, com \/w. = 0,40 ¢ w, = w, €
N = 2,3,4,5 qubits para evolugao a partir do campo coerente, evidenciando
multiplas frequéncias e batimentos complexos.
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No caso de Tavis-Cummings (Figuras 20, 21 e 22), o aumento de \/w,. modifica as
escalas temporais e aumenta a participagao de frequéncias mais altas, preservando a
conservagao do numero total de excitacoes e os perfis de colapso e reavivamento associados
a0 campo coerente.

Contudo, a resposta do modelo de Dicke sob acoplamento forte (Figuras 23, 24 e 25)
passa para um regime qualitativamente distinto. As curvas de inversao populacional e
contagem de fotons afastam-se do perfil harmonico simples e passam a exibir multiplas fre-
quéncias e batimentos assimétricos. Essas séries temporais, isoladamente, ndo demonstram
caos quantico. Sob acoplamento ultraforte, as contribui¢oes dos termos contra-rotantes
tornam-se comparaveis as contribuigoes ressonantes e nao podem ser tratadas apenas
como pequenas corregoes perturbativas. Esse comportamento evidencia o regime em
que a aproximacao de onda girante deixa de reproduzir adequadamente a dindmica do

Hamiltoniano completo.

45 O Papel dos Termos Contra-rotantes na Dinamica sob Campo

Coerente

Nos modelos de Jaynes-Cummings e Tavis-Cummings, a conservagao do niimero total de
excitagoes produz uma decomposicao em setores invariantes e favorece padroes regulares de
colapso e reavivamento. Nos modelos de Rabi e Dicke, os termos contra-rotantes acoplam
setores com diferentes nimeros de excitagoes, preservando apenas a paridade. Como
consequéncia, um numero maior de frequéncias participa da evolucdo e os reavivamentos
podem tornar-se menos regulares.

As oscilagoes rapidas e os batimentos observados nas figuras devem ser interpretados
como interferéncia coerente entre essas frequéncias. Como as simulagoes sao unitarias
e nao incluem banho, dissipagao ou ruido estocastico, tais estruturas nao representam
decoeréncia nem ruido experimental. Também nao constituem, por si so, evidéncia de caos
quantico. Uma investigacao de caos exigiria a analise espectral em cada setor de paridade,
incluindo estatisticas de espagamentos entre niveis ou razoes de espagamentos adjacentes
(Emary; Brandes, 2003; Haake, 2010).

No modelo de Rabi de um tnico qubit, existe integrabilidade em sentido espectral;
portanto, a perda da simetria continua U(1) ndo autoriza classificd-lo genericamente como
cadtico. Para o modelo de Dicke com poucos qubits, as séries temporais apresentadas
demonstram aumento da complexidade espectral da dindmica, mas a caracterizacao de nao

integrabilidade ou caos permanece como perspectiva para uma andlise especifica futura.
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5 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho, compararam-se os modelos de Jaynes-Cummings, Rabi, Tavis-Cummings
e Dicke por meio de simulagoes unitarias em ressonancia. Para um qubit e acoplamento
fraco, os resultados de Jaynes-Cummings e Rabi permaneceram préximos nos observaveis
estudados, confirmando a precisdo da Aproximacao de Onda Girante no intervalo de
pardmetros considerado. Com o aumento de g/w,, cresceram as diferengas na popula-
¢ao excitada, no nimero médio de fétons, na entropia reduzida e na fidelidade entre as
evolugoes.

Os resultados mostram que os termos contra-rotantes quebram a conservagao do niimero
total de excitagoes e introduzem frequéncias adicionais e batimentos. Como a evolugao
considerada é unitaria, essas estruturas nao representam ruido estocastico, decoeréncia ou
perda de informacao do estado global. A reducao da fidelidade quantifica o afastamento
entre as previsoes de dois Hamiltonianos distintos, e nao uma perda de coeréncia causada
por um ambiente.

Nos modelos coletivos, a comparagao foi realizada com a mesma convencao extensiva
A/V/'N para Tavis-Cummings e Dicke. Essa escolha evita atribuir aos termos contra-
rotantes diferencas produzidas apenas por normalizagoes incompativeis. A dependéncia
da escala temporal com N resulta da combinagao entre os elementos de matriz coletivos, o
estado inicial e a normalizacao do acoplamento; por isso, nao pode ser reduzida a uma lei
universal proporcional a v'/N quando A é mantido fixo.

As séries temporais do modelo de Dicke apresentam maior diversidade de frequéncias
no regime ultraforte, mas nao sao suficientes para demonstrar caos quantico ou nao
integrabilidade. Essa caracterizacao exigiria andlise espectral separada por setores de
paridade. Assim, a conclusao central do trabalho é que a RWA é precisa no regime fraco
estudado, enquanto os Hamiltonianos completos se tornam necessarios a medida que os
termos contra-rotantes deixam de ser pequenas corregoes.

Como trabalhos futuros, propoe-se: incluir canais dissipativos por meio de uma equacao
mestra de Lindblad; analisar diretamente as entropias reduzidas nos modelos coletivos;
realizar testes sistematicos de convergéncia com o truncamento bosonico; e investigar
estatisticas espectrais, razoes de espacamentos adjacentes e dependéncia com o setor de
paridade. Também podem ser considerados estados iniciais espremidos e estados do tipo

gato de Schrodinger.
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